Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo
Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

“Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez”

Tesis profesional

Modelacion Matematica de la Respuesta Acustica
de Frutos

Presenta:
Maria Claudia Guillén Gallegos

Como requisito para obtener el Titulo de Licenciado en
Ciencias Fisico-Matematicas

Asesor de tesis:

Dr. Jorge Isidro Aranda Sanchez

Co-asesor de tesis:
M. C. Gabriel Arroyo Correa

Morelia, Michoacan. Dic. 2008.






Wradiimionts

%Wﬁmmhmww&m/mm,m&m
resulbamicw WW&W@WWM’ @ eadw wna de ellas. gm
WWW&WWWWWWW
do corem la realigacioh do oite trabgjo:

mgor que yo;

S mis dinodales, por u conflanga en mi trabjo g sus ugerencias;

Ginalmente, a lo Goordinasion do Inoestigasion Clentffoa por ol apoyo
evondimico que me proporiond dentro del proyects 9.23

denominads “Cétudlo do las propiedades visss-elistieas on productss
ariaclas pox medio. db afpestrasoqpia ubrasinioa .



fndice General

Pag.
Dedicatoria...................... i
Agradecimientos. ... s ii
0. PresentacCion. ... 1
1. Propiedades Mecanicas de los Frutos.....................ccoooiiiiiiiieee, 4
1.1 INtrOdUCCION. ... 4
1.2 Propiedades generales. ..o 4
1.3 Propiedades mecanicas de los frutos.............oooiiiiiiiiiiiiiiiene, 5

1.4 Métodos no destructivos para evaluar las propiedades
Mecanicas de 10S frutoS.........ccoooiiii i 7
1.5 Teoria basica del impacto acustiCo..............ccooiiiiiiiiiiiiiiie. 10

2. Modelos Unidimensionales para simular la Respuesta

ACUSEICA. ..., 14
2.1 INtrodUCCION. ... o 14
2.2 Ecuaciones de Lagrange.........cccoiiiiiiiiiiiii i 14

2.3 Oscilador armoénico amortiguado. ...........cooeviiiiiiiiii, 18



2.3.1Vibraciones [Ibres. ... 18
2.3.2 Vibraciones forzadas. ..o 21

2.4 Osciladores armoénicos acoplados ..........covviiiiiiiii i, 23
3. Modelos Avanzados para simular la Respuesta Acustica................... 30
3.1 INtrodUCCION. ... 30

3.2 Elementos Basicos de la Teoria de la Elasticidad...........................30

3.3 Modelos Simples en 3D........coiiiiiiiii e, 35
3.3.1 El Modelo Esferoidal............c.cooiiiiii 35
3.3.2 El Modelo Elipsoidal...........ccooiiiiiii e, 39
4. Resultados Numéricos y Experimentales........................cccoooiiii. 43
4.1 INtrodUCCION. ..., 43
4.2 Resultados con modelos unidimensionales.................cccccnnnn. 43
4.2.1 Modelo del oscilador armonico simple............ccooevveiiieeeeens 44

4.2.2 Modelo de tres osciladores armonicos
ACOPIAdOS. ... 47
4.3 Resultados con modelos simples en 3D...........cccoviiiiiiiiiieeeeenee, 59
4.3.1 Modelo esferoidal..............cooiiiii i, 59
4.3.2 Modelo elipsoidal............ccooiiiiii e, 60
5. CoNCIUSIONES..........coiii e 63
6. Referencias.....................oooi 66
APENAICES. ... 69
APENICE A. .o 70
APENAICE B e 73

APENAICE C..eniii i 77



Capitulo 0

Presentacion

La creciente demanda de los mercados internacionales por productos
hortofruticolas de alta calidad esta requiriendo del sector agricola recursos
técnicos novedosos para establecer programas de aseguramiento de calidad,
con base en la aplicacion de practicas agricolas y de manejo en la
produccion de toda clase de frutas frescas [1]. El término calidad de un
producto define el conjunto de caracteristicas apropiadas para un uso en

particular que permiten compararlas y diferenciarlas de otras semejantes.

Todas las propiedades de los frutos estan vinculadas con su grado de
calidad, y pretender disponer de un método general para cuantificar sus
efectos en la calidad es un problema complejo. Sin embargo, numerosos
estudios han demostrado que las diferentes variedades de frutos presentan
algunas propiedades que tienen mayor influencia sobre otras en su grado de

calidad, como son las propiedades mecanicas [1-10].

En México el problema de control de la calidad en productos agricolas
esta lejos de estar resuelto. Es un problema que en muchos casos limita la

capacidad de exportacion y la ganancia de la industria agricola mexicana.

Al tratar de modelar un fendmeno real es fundamental incluir los
parametros mas relevantes que ayuden a explicar el proceso y poder
predecir consecuencias derivadas del modelo establecido. Por desgracia, los
modelos matematicos de procesos reales requieren del uso de la

computadora ya que las soluciones analiticas son escasas, por no decir



inexistentes. En estas circunstancias, la solucion numérica del modelo
propuesto resulta imprescindible. Puesto que en la modelacién se buscan
leyes generales que permitan reflexionar y explicar un fenédmeno, puede
suceder que haya varias maneras de hacerlo, obteniéndose una o varias
aproximaciones generales que explican el mismo fendmeno de diferente
manera. Entonces, ¢qué modelo se debe elegir? La respuesta desde luego
dependera de la informacién especifica que se desea obtener con tal 6 cual

modelo.

En el caso especifico de los frutos, recientemente se adoptado un indice
de calidad que cuantifica su firmeza, llamado indice de firmeza, y que esta
basado en la medicion de dos parametros mecanicos [1]: su masa y su
frecuencia de resonancia dominante. Existen varias técnicas para medir las
propiedades mecanicas de los frutos [5-9]. Por otro parte, en la modelacién
matematica de este problema se han propuesto en la literatura modelos
unidimensionales [11, 12] y modelos tridimensionales basados en la

naturaleza elastica de los frutos [13-19].

El objetivo de esta tesis se enfoca en la modelacidn matematica de la
respuesta acustica de frutos que son excitados por medio de un impacto
acustico [5, 6, 9]. Se introducen dos modelos unidimensionales, uno basado
en un solo oscilador armoénico amortiguado y otro en donde se usan tres
osciladores armédnicos amortiguados acoplados. Se analizan también dos

modelos tridimensionales simples: un modelo esférico y un modelo elipsoidal.

En el capitulo 1 se presenta una descripcion de las propiedades
generales presentes en los frutos, con un énfasis especial en las
propiedades de tipo mecanicas que sirven como punto de partida para la
aplicacion de la técnica por impacto acustico en la determinacion del indice

de firmeza. En el capitulo 2 se introduce la teoria general del oscilador



armonico y se presentan los dos modelos unidimensionales que se usan en
esta tesis. En el capitulo 3 se incluye la teoria basica de la elasticidad, a
partir de la cual se explican los dos modelos tridimensionales que se utilizan
en este trabajo. El capitulo 4 contiene los resultados numéricos derivados de
los modelos presentados en los capitulos 2 y 3; los resultados numéricos
predichos con los modelos se comparan con mediciones experimentales. En
el capitulo 5 se explican las conclusiones del trabajo presentado en esta
tesis. El capitulo 6 contiene la bibliografia empleada en el presente trabajo.
Los cdodigos numeéricos empleados en los modelos unidimensionales y en el

modelo esferoidal se incluyen en los apéndices A, By C.



Capitulo 1

Propiedades Mecanicas de los Frutos

1.1 Introduccion.

En este capitulo se hace una revision basica de las propiedades mecanicas
de los frutos; se describen las técnicas no destructivas mas comunes para
cuantificar la firmeza, con énfasis en la llamada técnica de impacto acustico
[1,4-8].

1.2 Propiedades Generales.

Las caracteristicas que presentan los frutos estan determinadas
genéticamente y se adquieren progresivamente durante el desarrollo y
maduracion del fruto. Las propiedades generales de los frutos se pueden
enmarcar en propiedades fisicas (mecanicas, Opticas, eléctricas y
magnéticas), quimicas y fisiologicas [1-3]. En la tabla 1 se describen

brevemente cada una de estas propiedades.

Todos los atributos presentes en los frutos (firmeza, color, aroma y
sabor) son cualidades reconocidas a través de los sentidos, por lo que es
posible cuantificar algunos de ellos de manera precisa. Sin embargo, las
pruebas mediante mecanismos o0 instrumentacion tecnologica son
preferentes sobre las pruebas de tipo sensoriales, ya que permiten estimar
con mayor precision atributos relacionados con la calidad. Las

manifestaciones vinculadas con las propiedades mecanicas son las mas



estudiadas, tanto desde el punto de vista experimental como de modelacién

matematica.

Tabla 1. Propiedades generales de los frutos.

Propiedades Caracteristicas
Aquellas relacionadas con la respuesta de los frutos a
Mecanicas fuerzas externas. La firmeza y la textura son las

manifestaciones comunes ligadas con estas propiedades.

Aquellas relacionadas con la interaccion de la luz con los
Opticas frutos. El color y el brilo de los frutos son las
manifestaciones tipicas asociadas con estas propiedades.

Aquellas relacionadas con la respuesta de los frutos a
Eléctricas y Magnéticas campos eléctricos y magnéticos.

Aquellas relacionadas con la composicion y propiedades
internas de los frutos. El sabor y el aroma de los frutos son
Quimicas las manifestaciones comunes vinculadas con estas
propiedades.

Aquellas relacionadas con las funciones de las estructuras
organicas de los frutos. La madurez y descomposicion de
Fisiologicas los frutos son manifestaciones comunes ligadas a estas
propiedades.

1.3 Propiedades Mecanicas de los Frutos.

Los productos hortofruticolas tienen formas geométricas irregulares y
propiedades volumétricas no uniformes. Estas caracteristicas se deben a las
diversas condiciones de cultivo y sufren modificaciones fisiolégicas durante
los procesos de cosecha, poscosecha y comercializacion, afectando las
caracteristicas de calidad de los productos. Las propiedades mecanicas de
los productos fruticolas constituyen aspectos importantes de calidad; entre
ellas, estan su masa y el tiempo que podrian soportar antes de llegar a sus
limites de elasticidad [1], de deformacion plastica o de resistencia al corte en
diferentes estados de madurez [2-3]. De acuerdo a Mohsenin [2] las
propiedades mecanicas de los frutos pueden tener aplicaciones practicas
para la caracterizacion del material, la de determinacién del tiempo 6ptimo de
cosecha y del mejor método de separacion del arbol o planta, la eliminacién

de productos con calidad indeseable, y la disminucion del dafio mecanico



durante su cosecha y poscosecha. De aqui la importancia del estudio de las

propiedades mecanicas de los frutos.

De acuerdo a ciertos autores [1-3] las propiedades mecanicas estan

determinadas por cinco parametros primarios:

a) Firmeza o dureza. Definida como la fuerza necesaria para lograr una

deformacion dada.

b) Elasticidad. Aunque el médulo de elasticidad de Young es una buena
medida para materiales como el acero, en los frutos no es adecuado porque
éstos tienen caracteristicas visco-elasticas. De este modo, para los frutos
resulta mas util el llamado limite de elasticidad definido como el esfuerzo
mas grande que puede soportar sin sufrir deformacion permanente, una vez

que es liberado del esfuerzo.

c) Viscosidad. Es la razén de flujo de los liquidos que integran un

cuerpo por unidad de fuerza.

d) Cohesividad. Definida como la fuerza de interaccion que tienen los

enlaces internos que forman el cuerpo del fruto.

e) Adhesividad. Definida como la fuerza de atraccién existente entre la
superficie de un alimento y la de otros materiales con los que entra en

contacto.

Existen métodos destructivos y no destructivos para evaluar estos
parametros, aunque, por cuestiones practicas, soélo los tres primeros son los

mas ampliamente considerados en la industria agricola.



1.4 Métodos no destructivos para evaluar las propiedades

mecanicas de los frutos.

Debido a que la calidad de los frutos es determinada por sus propiedades
fisicas y quimicas, es posible instrumentar un sistema o método de control de
calidad basado en la medicidén de estas propiedades. Estos métodos pueden
ser de naturaleza destructiva o no-destructiva [1,8]; en los destructivos el
dano a la fruta es irreversible, en tanto que en los no destructivos el dafio es

minimo o inexistente.

En las ultimas tres décadas el rapido desarrollo de la tecnologia ha
permitido la adecuacidén de métodos de evaluacion de calidad no destructiva
de productos agricolas. Entre ellos [1-8] se encuentran aquellos para la
determinacion de propiedades mecanicas mediante técnicas de impacto, de
vibracién, y de ultrasonido; métodos basados en el estudio de propiedades
eléctricas y Opticas; métodos basados en el uso de rayos-x y radiacion gama.
Aunque algunos de los métodos han sido aplicados con relativo éxito en
otros paises, es factible su adaptacion en México para incorporarse como

técnica de control en productos agricolas de exportacion.

El indice de firmeza, un indicador de calidad aceptado ampliamente, esta
ligado a las propiedades mecanicas de los frutos y puede ser medido
mediante las técnicas acusticas mencionadas (impacto, vibracién vy
ultrasonido). Se conoce cualitativamente que la firmeza del producto se
relaciona con la madurez, pero se desconoce la relacion cuantitativa. Esto es
consecuencia del hecho de que la maduracion y la firmeza son
caracteristicas que cambian drasticamente con el tiempo. De este modo, es
critica la determinacién de la calidad del producto para su almacenamiento,

control y distribucién oOptimos. Enseguida se describen brevemente las



técnicas de evaluacién no destructivas para el estudio de las propiedades

mecanicas basadas en métodos acusticos.

El uso de vibraciones acusticas tiene ya una historia de mas de tres
décadas. Los primeros intentos en aplicar técnicas acusticas para investigar
la calidad de los frutos fueron realizados por el grupo de Abbott [1].
Posteriormente Cooke [4] propuso un modelo matematico para interpretar las
frecuencias de vibracion de los frutos y relacionarlas con su indice de
firmeza. El método esta basado en el analisis de la funcion de respuesta a la
frecuencia cuando se aplica un impulso vibratorio al fruto; las variaciones de
las propiedades mecanicas como tamafo, masa y médulos elasticos, estan

correlacionados con su grado de calidad.

La técnica de analisis por impacto esta basada en la dinamica de la
colision elastica entre dos cuerpos [5,6]. El impacto se puede realizar con
una masa suspendida formando un péndulo normal, aunque también otras
variantes pueden hacer uso de un martillo de impacto. En esta clase de
mediciones la respuesta dinamica del fruto se detecta con los acelerémetros
colocados sobre diferentes puntos sobre la superficie de la fruta, y por medio
de una tarjeta de adquisicion de datos se transfiere la informacion para ser
procesados mediante un software apropiado. Se pueden usar también
micréfonos en lugar de los acelerémetros, los cuales se colocan en lugares

apropiados cerca de la superficie del fruto [7-9].

El uso de ultrasonido ha tenido un éxito importante en el estudio de
materiales inorganicos y la medicina; sin embargo, poca atencion se le ha
dado a su posible aplicacion en productos agricolas. Investigaciones
realizadas por el grupo de Mizrach [10] han reportando algun éxito en la
aplicacién de ultrasonido en aguacates y otras frutas tipicas de la region

europea. Uno de los mayores problemas que encara la aplicacion de este



método como técnica no destructiva de control de calidad, tiene que ver con
la forma de interaccion de las ondas elasticas de alta frecuencia con la
corteza, pulpa y centro de la fruta; la corteza con sus propiedades rugosas y
las variaciones no lineales de las propiedades mecanicas desde la corteza al
centro del mismo, afectan fuertemente la atenuacién de las sefales
ultrasonicas. El objetivo de la técnica por ultrasonido es encontrar relaciones
entre las propiedades internas tales como el modulo de elasticidad, densidad
y propiedades visco-elasticas con la velocidad y atenuacion de las ondas de
ultrasonido. Las propiedades de calidad se establecen a partir de estas

relaciones.

Debemos enfatizar que las tres técnicas descritas han demostrado su
potencial como métodos no destructivos de evaluacion de la calidad de frutas
[7-10]. En esta tesis el énfasis se enfoca en la respuesta del fruto a un

impacto acustico cuya fisica basica se describe a continuacion.

1.5 Teoria Basica del Impacto Acustico.

En la técnica por impacto las vibraciones del fruto son excitadas por la
colisién entre la fruta y una pequefia masa de impacto, como se muestra en
la Fig. 1.1(a). El modelo para describir el impacto entre el objeto impactador
(esfera 1) y el fruto (esfera 2) se basa en la teoria de impacto entre dos
esferas elasticas, Fig. 1.1(b). Si m, y m, son las masas de las esferas, con
modulos de elasticidad £, y E,, y razones de Poisson ¢, y t,, la magnitud
del pico de la fuerza de impacto, ¥, actuando sobre cada cuerpo se puede

expresar como [5]:

3/5 2/5 1/5

SVim
4

ﬂ E1E2
3E,(- 4 )+ E(1-4,7)

RR,
R + R,

F=

: (1.1)




donde R, y R, son los radios de curvatura en el punto de contacto de las

esferas, ¥, es su velocidad relativa de aproximacion y 7 es la masa reducida

mm . .y . .
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1 2
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Asi, el tiempo requerido ¢ para alcanzar el pico de aceleracion puede ser

expresado como [5]:

1/5 2/5 1/5

2

m* | | E(-p )+ E(1-p,0)
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‘= 1.4325{ : (1.3)
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de manera que la fuerza ejercida sobre el fruto durante el impacto puede
verse como una funcion del médulo elastico E,, el cual esta relacionado con

el indice de firmeza del fruto.

Basandose en las Ecs. (1.1)-(1.3), Chen mostré [6] que cuando se
impacta el fruto con una masa esférica pequefa rigida se puede usar el
cociente 4/t para caracterizar las variaciones de su modulo de elasticidad
(indice de firmeza). En este caso, £ = « , m << m,, R << R, y Vo=V, porlo que

de las Ecs. (1.2)-(1.3) se deduce que la razén 4/t esta dada por [5]:

E R R
A/t - 08954(1/1)14 L(m)OZ( 2 . )048( 1°%2 )044
m, - > Rl + Rz ’

(1.4)

donde m es aproximadamente m cuando m << m, y (RR,/(R +R,)) es

aproximadamente R, cuando R << R,; los efectos de cambios en m, y R,



disminuyen cuando m, es muy pequefo con respecto a m,. La razdn de usar
estos parametros en el impactador asegura un dafo minimo al fruto. En la
Fig. 1.2 se muestra una representacion grafica de la Ec. (1.4) para diferentes
condiciones encontradas en la practica: Fruto blando (£, = 0.7MPa), fruto

suave (E, = SMPa) y fruto firme (£, = 6- TMPa).

Sensores

Tarjeta AD

Amplificador

(a)

Wy V= "."1+ V2
—

Figura 1.1: Arreglo experimental tipico de la técnica por impacto
acustico. (a), EI impacto sobre la fruta hace que ésta vibre; las
frecuencias de estas vibraciones son registradas por los sensores
(acelerometros y/o  micréfonos). (b), Dos esferas elasticas
colisionando; v1 y vz son las velocidades antes de la colisién, y vo es la
velocidad relativa de las dos esferas.

(b)
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—o—FE2:=0.7MPa
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0.2] MH _

0 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

mt, kg

Figura 1.2: Variacion del indice A/t con la masa de impacto para
diferentes estados de firmeza del fruto.

De la Fig. 1.2 es evidente que un sensor de impacto de masa minima
incrementa la magnitud del cociente A/t; ademas, se minimiza el error debido
al movimiento de la fruta durante la colisién y el dafio de la fruta causado por

el impacto.



Capitulo 2

Modelos Unidimensionales para simular la

Respuesta Acustica

2.1. Introduccion.

En el capitulo anterior se enfatizé la técnica del impacto acustico como una
herramienta de evaluacion de la firmeza de los frutos. ElI hecho de que los
frutos vibren bajo el impacto, aunado a sus estructuras materiales y
geometrias diversas hace que el problema de la modelacién matematica de
la respuesta acustica sea complicado. Sin embargo, dependiendo de las
caracteristicas que se deseen extraer de la respuesta acustica, se disponen
de dos clases generales de modelos matematicos: aquellos modelos
unidimensionales basados en el modelo del oscilador armoénico [11], y los
modelos tridimensionales basados en la naturaleza sdlida y elastica de los
frutos [12,13]. En este capitulo se exploran los modelos basados en la teoria

del oscilador armonico, dejando los otros modelos hasta el capitulo siguiente.
2.2. Ecuaciones de Lagrange.

Las ecuaciones de Lagrange representan un modo uniforme de escribir las
ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico, que no depende del tipo
de sistema de coordenadas utilizado, y constituyen un punto de partida para
formulaciones mas avanzadas de la mecanica, dado que reducen el
problema de hallar el movimiento de cualquier sistema con s grados de
libertad al problema de resolver s ecuaciones diferenciales de segundo

orden.



En un sistema mecanico sujeto a condiciones particulares, es necesario
un numero minimo de coordenadas independientes para especificar su
configuracion, es decir, la posicion que ocupan todos sus puntos con
respecto al sistema de referencia. Estas coordenadas denotadas por 4:....,4,
son llamadas coordenadas generalizadas. Las velocidades generalizadas del
sistema mecanico son las derivadas totales, respecto al tiempo, de sus
coordenadas generalizadas:

dgq

S =100, (2.1)

qi =

El numero de grados de libertad del sistema mecanico es el numero s

de movimientos independientes necesarios para describir su movimiento. En
un sistema holonomo el numero de coordenadas generalizadas es igual al
numero de grados de libertad del sistema: /= s. En un sistema no holbnomo
el numero de coordenadas generalizadas es igual a la suma del numero de
ligaduras (k) y de los grados de libertad del sistema: /= s+ k. En esta tesis
se consideraran sélo sistemas holobnomos. Se supondra que en el sistema
actuan fuerzas conservativas y no conservativas. Con las fuerzas
conservativas derivables de una energia potencial 7(g,...¢,) independiente

del tiempo, y las fuerzas no conservativas, por ejemplo fuerzas de
rozamiento de la forma V' (q,...q,). El trabajo total W realizado sobre un

sistema de N particulas por las fuerzas F, que actuan sobre la j-ésima

particula esta dado por:

aw =Y, 0,dg,, (2.2a)
donde
J dr, 0V
0, - ;lF,--aqj PR (2.2b)

se llama la fuerza generalizada asociada con la coordenada generalizada ¢;.



Nétese que en la Ec. (2.2b) se ha usado el hecho de que las fuerzas son
conservativas. Asimismo, suponemos que la energia cinética 7', en el caso

de ligaduras independientes del tiempo, se puede escribir como una forma

cuadratica de las velocidades generalizadas (4.4, ) dada por:

S

1
T= 52 a;q,4;, (2.3a)
ij=1

donde ¢; es la masa generalizada dada por

97 d7

09| (2.3b)

N
;=) m,
k=

siendo m, la masa del k-ésimo punto del sistema localizado por el radio

vector 7.

La funcidn de Lagrange L (o lagrangiano) de un sistema mecanico (no
relativista) se define como la diferencia entre la energia cinética 7 y la
potencial V. Asi, L es una funcidn de las coordenadas y velocidades

generalizadas [14, 15]:

L=T-V=L(qq,;q1rn9,), (2.4)
la cual satisface, para fuerzas conservativas, las ecuaciones

a
di

L
dq,

JL .
- aql = O’ (l = 1,...,S) (2'5)

conocidas como ecuaciones de Lagrange. En el caso de que se incluyan
fuerzas no conservativas, por ejemplo la fuerza de friccion, las ecuaciones de

Lagrange se pueden expresar de la siguiente forma [14, 15]:

iT
04,

) iT
aqi

o =D,, (i=1,..,5) (2.6a)

donde las D; son las fuerzas generalizadas asociadas con las fuerzas



conservativas y no conservativas que actuan sobre el sistema y dadas por
[14, 15]:

[ A
D =- s
, aqi@lfk 'y (2.6b)

En la Ec. (2.6b) f; es la resultante de todas las fuerzas no conservativas que
actuan sobre el k-ésimo punto material del sistema mecanico constituido por

N particulas.

El modelo del oscilador armonico es una herramienta bien conocida para
estudiar una variedad de problemas en fisica pura y aplicada, como lo es el
estudio de las vibraciones mecanicas [14, 15]. Una manifestaciéon de los
cuerpos elasticos es su tendencia a vibrar cuando se someten a fuerzas
mecanicas. En un problema fisico real Ila friccibn produce un
amortiguamiento de las vibraciones, de modo que una eleccién apropiada
para simular algunas situaciones reales es usar el modelo del oscilador
armonico amortiguado. Las vibraciones que se presentan pueden ser de dos
tipos: libres y forzadas. Las vibraciones libres se pueden producir si se
impacta el cuerpo, por ejemplo un fruto, mediante una fuerza de tipo impulso
(véase la Fig. 1.1); las vibraciones forzadas se pueden inducir si se excita el
cuerpo mediante una fuerza armoénica, como es el caso de los vibradores

electromagnéticos.

A continuacion se aplica el formalismo de Lagrange al caso de un
oscilador armoénico amortiguado y de tres osciladores acoplados, los cuales
se usaran como modelos unidimensionales para modelar la respuesta

acustica de frutos.

2.3. Oscilador Armdénico Amortiguado.



En esta seccion se aplica el formalismo de Lagrange al caso de un oscilador

armonico amortiguado, tanto libre como forzado.
2.3.1 Vibraciones Libres.

Consideremos un sistema mecanico de un solo grado de libertad, descrito
por la coordenada generalizada *, que consiste de una masa ™ y un resorte
de rigidez k (cuya masa suponemos despreciable) moviéndose bajo la

accion combinada de una fuerza elastica de la forma F = -kx, derivable de la

funcion potencial 7 = 1kx*, y de una fuerza disipativa (friccion) de la forma

d .- L C .
f= —yﬁ, en donde 7 es el coeficiente de friccion. La energia cinética esta

dada por 7= imx’. De las Ecs. (2.6), con N=1, se puede ver que la ecuacion
de movimiento de la particula esta dada por
d*x dx

+
dt* / dt

m

f = 0, (2.7)

la cual se puede reescribir como

d*x
dt?

pe w\/i (2.9)

son, respectivamente, el parametro de amortiguamiento (2f es conocido

dx
20 = Zx = )
20 o0, (2.8)

donde

como el coeficiente de amortiguamiento) y la frecuencia angular natural del
oscilador (la frecuencia angular en ausencia de friccion). Es usual definir el
parametro adimensional { para caracterizar la razén de amortiguamiento del

sistema:



[ =+ (2.10)

La Ec. (2.7) es una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden,
lineal y homogénea, con coeficientes constantes. La solucion general de esta
ecuacion se obtiene mediante los métodos ordinarios de resolucion de esta
clase de ecuaciones diferenciales. La solucion de la Ec. (2.7) depende de los
valores tomados por la razon de amortiguamiento definida por la Ec. (2.10).
La clasificacion de las soluciones es como sigue [15]: 0 <{< 1 define el caso
subamortiguado; ¢ = 1 define el caso criticamente amortiguado; y  § > 1
define el caso sobreamortiguado. El caso de no fricciéon se obtiene cuando ¢
= 0. La Fig. 2.1 muestra una representacion grafica de estas soluciones. Es
claro que una frecuencia de oscilacion bien definida aparece en el caso
subamortiguado (oscilatorio), lo cual no sucede en Ilos casos

sobreamortiguado y criticamente amortiguado.

Figura 2.1: Desplazamiento en el oscilador armoénico amortiguado:
(a), movimiento sobre-amortiguado; (b), movimiento criticamente
amortiguado; (c), movimiento oscilatorio o sub-amortiguado.



Solo la solucion del caso subamortiguado describe un comportamiento
oscilatorio amortiguado. En este caso la solucién de la Ec. (2.7) esta dada
por [15]

x(t)= Aje " cos(0t+¢), (2.11)

donde A, y ¢ son dos constantes de integracién que satisfacen las
condiciones iniciales, y ® es la frecuencia angular de las oscilaciones

amortiguadas dada por

0=-1-{%0,. (2.12)

De la Ec. (2.11) es claro que la amplitud de las oscilaciones cae

exponencialmente con el tiempo:

A(t)= Aje ™' = Ae ', (2.13)

La potencia promedio disipada por el oscilador mecanico es proporcional al
cuadrado de A(t), de modo que esta cantidad también cae exponencialmente
con el tiempo a una razén de 2§, de aqui que al factor 2§ se le llame
coeficiente de amortiguamiento. Los resultados experimentales muestran
[7-9] que la respuesta de los frutos a un impacto acustico sigue un

comportamiento similar al predicho por la Ec. (2.11).
2.3.2 Vibraciones Forzadas.

Cuando un oscilador esta sometido a una excitacion armonica forzada de la
forma F= Fysen(0?), su respuesta de vibracion tiene lugar a la misma
frecuencia de excitacion. En este caso, adicionalmente a lo considerado en la
seccion anterior es necesario incluir la fuerza externa en las Ecs. (2.6), por lo

que la ecuacion de movimiento se puede expresar como:



d*x dx F
W+ 2{&)05+ a)gx:;()sen(a)t), (2.14)

donde {'y w, son los parametros definidos en las Ecs. (2.9) y (2.10), y Fo es
la amplitud de la excitacion externa. La solucion de la Ec. (2.14) consta de
dos partes, la solucidn homogénea (vibracion libre amortiguada) y la solucion
particular. La solucion particular es una solucion estacionaria de la misma
frecuencia © de la excitacion, la cual se puede suponer de la forma

x(1)= Xsen(wi-9) | (2.15)

en donde X es la amplitud de la oscilacidon y ¢ es la fase del desplazamiento
con respecto a la fuerza excitatriz. La amplitud y fase en la Ec. (2.15) se
calculan sustituyendo esta expresién en la ecuacién diferencial (2.14). De

este modo, se tiene que

: } , (2.16)

0 = tan’! e (2.17)

Estas ecuaciones indican que la amplitud adimensional y la fase ¢ son

FO

. r . w
funciones solamente de la razén de frecuencias PR del factor de

0

amortiguacion ¢ . La Fig. 2.2 muestra el comportamiento de y ¢ como

FU

. , . .
funcion de la razén de frecuencias , bara diferentes valores de ¢{ .
0

En resumen, podemos escribir la solucion completa del oscilador



armonico forzado como:

x(2) = £, sen(a)t- ¢) + X,e’;‘”"’sen(«/l— 4 20)0t+ ¢1)
k 272 2 2 18)
1[] +[2¢ 1 , (2

0 0y

en donde X; y ¢, son constantes que dependen de las condiciones iniciales.
La Ec. (2.18) muestra como la solucién estacionaria (primer término)
depende de la frecuencia de excitacion externa y de las caracteristicas
propias del oscilador, pero no de las condiciones iniciales, como es el caso
de la solucién transitoria (segundo término). El modelo descrito por la Ec.
(2.18) es usado para simular la respuesta de frutos a una excitacidon
armoénica externa. Este modelo se presenta solo para complementar el
contenido del tema, pero no se usara en el resto de la tesis dado que en los
resultados experimentales propuestos no considera el caso de excitacion

externa.

2.4 Osciladores Armonicos Acoplados.

Debido a que la naturaleza solida y elastica de los frutos es complicada, se
pone de manifiesto la necesidad de mejores modelos que los descritos en la
seccion anterior para simular la respuesta a un agente externo (impacto
acustico o movimiento forzado). De aqui que un enfoque basado en la
mecanica de los medios continuos daria una mejor aproximaciéon con un
modelo que contenga varios osciladores acoplados, identificados con las
partes principales del fruto (cascara, pulpa y centro), moviéndose en ciertos

modos normales de vibracion [14-15].

Si el sistema mecanico tiene s grados de libertad descritos por las

coordenadas generalizadas ¢, (i= l...s), su lagrangiano se puede representar



como [14-15]:
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Figura 2.2: Respuesta del oscilador armoénico a una fuerza arménica
externa como funcién de la razén de frecuencias w/,: (a), amplitud
de la respuesta forzada; (b), variacion de la fase.



z (bt/xlx/ - llxlxl) (219)

ljl

donde los coeficientes b; y f; satisfacen las condiciones

0°T
T | 2.20a
ij J ax[axj X1 5X peees Xy = 0 ( )
1’V
. 2.20b
y J ax,a xj XXy X = 0 ( )

En las Ecs. (2.19)-(2.20) se supone x; = 4;- 4,-en donde las ¢, definen las
posiciones de equilibrio del sistema. En los casos de oscilaciones pequenas
se puede considerar que las fuerzas de rozamiento generalizadas ¥ ..,

correspondientes a las coordenadas generalizadas ¢; son funciones lineales

j=1

de las velocidades generalizadas, esto es; ;. = Z ¢,%X;, donde ¢; son los
J=

coeficientes de rozamiento generalizados (¢;=¢ ;). Las ecuaciones de

Lagrange para este sistema tienen la forma

JL
8x

JL

=l F
8xi

s (@= Ls)

las cuales conducen al siguiente sistema de s ecuaciones de segundo orden:

Y (% a8, fx)=0 (= 12.0) (2.21)

Jj=1

El sistema de ecuaciones (2.21) se puede representar en forma matricial
como [14, 15]:

MX+BX+KX=0, (2.22)

en donde M es la matriz de masa, B es la matriz de amortiguamiento, K es la



matriz de rigidez, y X.XyX son, respectivamente, los vectores de

desplazamiento, de velocidad y de aceleracion.

La solucién general de las Ecs. (2.21) o (2.22) se obtiene buscando
soluciones (modos normales) de la forma x, = 4,¢'. De esta forma, estas

ecuaciones llevan a la siguiente ecuacidon secular para el parametro A [14,
15]:

ﬂ11+/1(111+/12b11 ﬁ12+’10‘12+/12b12 ﬁls+/1a1s+//{2bls
ﬁ21+/10(21+/12b21 ﬂ22+/10£22+12b22 ﬁzs*'lazs'l"lzbh:()_ (223)

Boatha +1°b, Botla,+ A%, .. Botla +A%D

Esta ecuacion tiene 2s raices A (i=1,...,8), las cuales, como los coeficientes
Bi, o y b; son reales, son a su vez reales o forman pares conjugados
complejos, es decir, 4=y + iy y A= - iy (1 < 0, @ < 0). Los valores de
A=Ai(4) que se obtienen del sistema (2.23) para cada par de raices

conjugadas complejas son complejos conjugados [14, 15].

La solucién general del sistema (2.21) o (2.22), en el caso en que todas
las raices sean diferentes y conjugadas complejas estd dada por la

superposicion de los modos normales de vibracion:

x, =Y e Reld,(1,)Ce" |, (2.24)
=1
donde los C; son las constantes complejas de integracion que se obtienen a

partir de las condiciones iniciales para la posicion x; y la velocidad x;.

Una aplicacion del formalismo expresado por las Ecs. (2.19)-(2.24) es
determinar los diferentes modos de vibraciéon de frutos. Los modos de
vibracion de diferentes tipos de frutos han sido investigados con el objetivo

de realizar una mejor clasificacién y analisis de los datos experimentales



obtenidos sobre los mismos. La motivacion para dichos estudios radica en el
hecho de que la frecuencia de vibracion dominante del fruto esta fuertemente
correlacionada a su firmeza [1, 4, 7]. Una aproximacion a este problema es
usar un modelo de tres masas como se muestra en la Fig. 2.3 [11]. Aunque
este modelo es so6lo una aproximacion de los verdaderos movimientos de las
diferentes partes de la fruta, los resultados experimentales muestran que en
el caso de excitacién por impacto acustico, a lo mas tres frecuencias de
resonancia aparecen en el espectro de frecuencias medido. Con la técnica
de impacto que hemos aplicado [9], se ha observado que cuando el impacto
se hace en la region ecuatorial del fruto (manzana, mango, naranja,
guayaba) el espectro de frecuencia muestra claramente una frecuencia de
resonancia dominante que corresponde basicamente al segundo modo de

vibracion.

El modelo considera tres masas m,,m, y m; relacionadas con la cascara
y pulpa del fruto, que vibran en la direccion horizontal, donde se sostiene de
pie la fruta sobre una base fija contra una superficie rigida vertical en forma
de escuadra. El impacto se induce en el lado izquierdo y las vibraciones se
registran con sensor de sonido colocado en el lado derecho entre la
escuadra de la pared rigida vertical. La rigidez y humedad caracteristicas del
fruto en el area de contacto estan representadas por k; y b; (j=123). Las
ecuaciones de movimiento pueden ser escritas, de acuerdo a la Ec. (2.21),

como.

my + ky + byt ky(yi-y,)+ by(y - 3,)=0, (2258)
m,y, t kz(yz B y1)+ bz(yz B y1)+ ks(yz - )’3)+ b3()'/2 B )73): 0, (225b)

m3j)3 + ka(Y3 - J’z)+ b3()73 B yz): O. (225C)
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Figura 2.3: Modelo unidimensional de tres masas usado
para estudiar las vibraciones de frutos.

Para resolver las Ecs. (2.25) numéricamente, se hace un cambio de
variables (v.= »,¥s= 7,,¥s = ¥3) para traducir el sistema de 3 ecuaciones de

segundo orden a uno de 6 ecuaciones de primer orden:

my,+ ky + by, tk,(y,-y,)tb,(y,- ys)= O, (2263)
m,ys+ ky(y, = y)+ by(ys = y)t ks(yy = y3)t by(ys- y6) = 0, (226b)
myyet+ ky(ys - y,)+ by (v - vs) = 0, (2260)
Vi= (2.26d)
Vs = ¥y, (2266)
Vo= b, (2.26f)

Este sistema se resuelve con un algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden
escrito en Matlab a partir de los parametros especificos de cada fruto y de las
condiciones iniciales respectivas. Conviene notar que en realidad los
parametros mecanicos involucrados en el problema (masas, constantes

elasticas y constantes de amortiguamiento) son funciones del tiempo ya que



se modifican a medida que el proceso de maduracion. Las evidencias
experimentales reportadas en la literatura [1-4, 7] y las propias que hemos

realizado [9] muestran este aspecto.



Capitulo 3

Modelos Avanzados para simular la Respuesta

Acustica

3.1. Introduccion.

En el capitulo anterior se enfatizo la exploracion de dos modelos basados en
la teoria del oscilador arménico. Estos modelos son las aproximaciones mas
simples que se pueden utilizar para modelar la respuesta acustica de frutos
excitados por un impacto acustico. El problema de la modelacién matematica
para la simulacion de la respuesta acustica es complicado. Sin embargo,
existen modelos avanzados, basados en la naturaleza sdlida y elastica de
los frutos, los cuales permiten aproximarse al problema de una manera mas
realista. En este capitulo se discutiran dos modelos en tres dimensiones, el
modelo esferoidal y el modelo elipsoidal. Por ello, antes de abordar la
solucion del problema de la vibracion de frutos mediante estos modelos, se
describira a continuacion los aspectos basicos de la teoria de la elasticidad

en medios isotrépicos [16-17].

3.2. Elementos Basicos de la Teoria de Elasticidad.

Consideremos un cuerpo de volumen V y superficie S (Fig. 3.1). Sean Py Q
dos puntos cercanos sobre el cuerpo sin deformacion. Cuando el cuerpo
sufre una deformacién, los puntos P y Q adquieren las nuevas posiciones P’
y Q', respectivamente, y el volumen V y la superficie S alcanzan los valores

V'yS'.Si ryr losradios vectores antes y después de la deformacion (con



componentes ¥; y x:, respectivamente). El desplazamiento de este punto
debido a la deformacién esta determinado por el vector » - » que llamaremos
el vector de desplazamiento #, como se muestra en la Fig. 3.1. En el caso de
un cuerpo elastico esta magnitud es en realidad un tensor que define las

deformaciones internas del solido. La distancia entre los puntos antes y
después de la deformacion es dr’=dx’ 'y dr’=dx,” = (dx, + du,)’
= dr’+ 2¢ ,dx,dx,, donde el tensor ¢, recibe el nombre de tensor de

deformacion, el cual esta definido como [17]:

B 8ui+8uk].

bzt (3.1)

E Jx,

Este tensor es simétrico y como tal puede ser diagonalizado en cualquier
punto. De hecho, al considerar la segunda ley de Newton para el caso de la
fuerza ejercida sobre un cuerpo se obtiene como resultado de tal aplicacion
un tensor de deformacion ¢, y un tensor de tensiones ¢, asociado al
proceso. De tal modo que la energia libre £ de un cuerpo como funcién del

tensor de deformaciones, puede desarrollarse en términos de series de

. A
potencias de ¢; delaforma E= E,+ 583 tueg [17].

Considerando, por definicidon, que 7 = 5. se obtiene una expresion

ik
para el tensor de tensiones en términos del tensor de deformacién dado por
[17]:

2 1
Gik:[/l-l-3u)gll§ik+2ﬂ(€ik_351'/{5//), (3.2)

donde las cantidades 4 y # se denominan coeficientes de Lamé. Por lo que
el tensor de tensiones ¢, es una funcion lineal del tensor de deformaciones
¢, , O sea, la deformacion es proporcional a las fuerzas aplicadas al cuerpo.

Si se analiza experimentalmente la relacion deformacién-tensién de un



cuerpo, se obtienen curvas caracteristicas como la que muestra la Fig. 3.2.
De la figura se puede notar que en la region donde es valida la ley de Hooke
la deformacién es proporcional a la tension, por lo que la Ec. (3.2) puede
entenderse como una generalizacién de la ley de Hooke para cuerpos
solidos [17].

Figura 3.1: Deformacion de un medio continuo de volumen V y superficie S en
nuevas dimensiones V' y §’, respectivamente, en un sistema de coordenadas
generalizadas.

La ecuacion de movimiento de un medio elastico continuo esta dada
como [17, 18]:

5
2

(/1+2y)V(V-;)—ny(Vx;Mp}:pa u (3.3)

J¢*



c

Figura 3.2: Relacion tipica de deformacion-tension. El punto a, llamado limite
de proporcionalidad, marca el limite de validez de la Ley de Hooke. EIl punto b,
llamado limite elastico, marca el punto hasta el cual se tiene un
comportamiento elastico. El punto ¢ es le punto de ruptura, a partir del cual el
comportamiento es plastico.

donde ;, es el vector de desplazamiento, f es el vector de fuerza que obra

sobre el cuerpo y 7 es la densidad de masa. Nosotros estamos interesados
en el caso de vibraciones libres en donde }z 0. La Ec. (3.3) se puede

desacoplar en dos ecuaciones de onda si el vector de desplazamiento ; se

descompone en términos de un potencial escalar ® y un potencial vectorial

y » dados por:

w=V0 +Vxy (3.4)

donde

Vey =0 - (3.5)
Teniendo en cuenta las Ecs. (3.4) y (3.5), asi como la identidad vectorial

PxVxy =V (Vey)-72y , podemos expresar la Ec. (3.3) como:

J°0

2

c,ZV 20 =

(3.6)



2V zl; - ¢’y . (3.7)

donde ¢, y ¢ son las llamadas velocidades de fase longitudinal y transversal,

respectivamente, definidas como [17]:
¢ =[G+ 2u)/p]", (3.8)
¢, = (uw/p). (3.9)

Las ecuaciones (3.6) y (3.7), en las que considerando la dependencia
temporal de la forma ¢ ', donde © es la frecuencia de vibracion, se pueden

expresar en la forma:

2+ k2)0 =0, & = Z’—; (3.10)

i

yoo, k= (3.11)

t

(V24 &2

)

Las Ecs. (3.10) y (3.11), que son ecuaciones de Helmholtz, se resuelven de
acuerdo a la simetria involucrada en el problema y considerando las
condiciones a la frontera particulares. En este trabajo estamos interesados
particularmente en el analisis basado en un modelo de tipo esferoidal y su
generalizacion como un modelo elipsoidal, los cuales se describen a

continuacion.



3.3 Modelos Simples en 3D.

3.3.1 El Modelo Esferoidal.

En el caso de simetria esférica, considerando que algunos frutos son
modelados con un eje de simetria como eje de revolucion, al resolver la Ec.
(3.10) por separacion de variables, obtenemos una solucién para el campo

escalar, dada por [17-20]:

® = A, (kr|P(cost), n=0,12,., (3.12)

donde los 4, son coeficientes desconocidos a ser determinado por las
condiciones de frontera, j.\) son las funciones de Bessel esféricas de primer

orden y P.(') son las funciones de Legendre asociadas.

Asimismo, la solucion para la Ec. (3.11) que corresponde al campo

vectorial puede ser construida como [18, 19]:
J:Vx(?n], (3.13)

donde la funcion I satisface la ecuacion

V24 k20 =0, (3.14)

Notese que la forma definida para .,7 , dada por la Ec. (3.13), satisface la Ec.
(3.5). La solucién para I se expresa, en analogia con la Ec. (3.12), como:

M =B8,jkrP(cost), n=0,2,., (3.15)

en donde los B, son coeficientes desconocidos a ser determinados por las

condiciones de frontera.

Finalmente, considerando que las condiciones de frontera respectivas

para la simetria esférica son [17-19]:



0 = 0, G, |..=0. (3.16)

r |r:a

los coeficientes 4, y B, pueden ser determinados, salvo por una constante
adicional presente, lo cual permite determinar completamente la solucion.

Para el analisis de los modos de vibracion es conveniente definir los

, [1-2 .
parametros « = ka= ﬁﬁ , B =ka= \/Ew a , donde ¢ es el radio de la esfera

y 7 es larazon de Poisson [18, 19].

Es usual en el problema esférico dividir las soluciones en dos clases de

modos de vibracion, el esferoidal (,,7 ) vy el torsional (¢ =0) [13, 18, 19]. De

éstos, solo los modos esferoidales (radiales) son los que se miden
experimentalmente con mayor facilidad [1, 6, 13] y se calcularan para
alcanzar los objetivos planteados en este trabajo. Los estudios reportados en
la literatura han mostrado que las primeras frecuencias radiales son las que
intervienen en la cuantificacion del llamado indice de firmeza S. y el médulo
de elasticidad Y de los frutos [1, 6, 13], los cuales estan definidos por las

expresiones:

5. = (3.17a)
Y= frmipis (3.17b)

donde f es la frecuencia de resonancia,  es la masay ? es la densidad
del fruto. De este modo, es fundamental que los valores asociados a las
frecuencias de resonancia sean determinados como primer paso para poder

cuantificar resultados y caracterizar la firmeza de un fruto en particular como

parametro de calidad [1, 4, 6, 9].

Las condiciones de frontera, Ec. (3.16), para los modos esferoidales
asociadas a las Ecs. (3.10) y (3.11) permiten obtener un determinante en

términos de # para obtener la frecuencia de vibracion ¢ de manera



numérica [18, 19]. De las Ecs. (3.12) y (3.15) puede notarse que para
obtener soluciones linealmente independiente para los coeficientes 4, y B,,

la siguiente condicion debe de cumplirse [18, 19]:

A =2 T |=O, (3.18)

donde
T ) 2l e e, (3.192)
p - V el 2702 e (3.19b)
‘- [ﬂl)[ﬂ 2,(8)- 2n- 18 (8], (3.190)
o3]Sl 2 2 gt (3.19d)

En estas ecuaciones las funciones J,.J..i-J,.; son las funciones esféricas de
Bessel de primera clase que estan relacionadas con las funciones de Bessel

de orden semientero de acuerdo a [20]:

jn('x): \/ZJWI/Z(X) ) (3208)

) P

Joilx) = J; T () (3.20b)

Jui(x) = FJM(x). (3.20c)
2x

En las Ecs. (3.20) las J representan las funciones de Bessel de primera
clase (el orden no entero de la funcion de Bessel depende del modo de
vibracion 7). Asimismo, la frecuencia angular (lineal) de vibracion ¢ (f) puede

determinarse de la siguiente relacion:



) - ﬁ(i] (3.21a)
/- ;{ﬁ(i) | (3.21b)

Nétese que para cada valor de » habra un numero infinito de raices que
satisfacen la condicion (3.18), por lo que las Ecs. (3.21) deberan
interpretarse como un conjunto infinito de frecuencias asociadas con cada
valor entero de 7 (0,1,2,...). Esto se indica escribiendo ©,, y f,. En la
practica, solo las frecuencias de los modos mas bajos son las que se miden
experimentalmente. Las frecuencias de vibracion estimadas mediante este
modelo son solo una aproximacion al problema real ya que en la Ec. (3.21)
se considera el radio constante. Sin embargo, muchos frutos presentan una
pequefa variacion en el radio, por tal motivo es importante introducir un
modelo que considere dichas variaciones. Este modelo se analiza a
continuacion.
3.3.2 El Modelo Elipsoidal.

Para el analisis del modelo elipsoidal, las Ecs. (3.6) y (3.7) se resuelven en
un sistema de coordenadas esferoidales prolatas o alargadas (.6.¢) [21]. En
la Fig. 3.3 se muestra una representacién grafica de este sistema

coordenado definido por las ecuaciones [21]:

ia) ih)




Figura 3.3: Coordenadas en el modelo elipsoidal; (a), vista frontal y (b), vista

lateral. El cociente ¢ = % es el factor de forma.

x=7, cos(f ), y = r, sin(6 ) cos(p )

z=r, sin(f ) sin(p ),
con las siguientes relaciones

2+ 2
x W 22)=1
a b

9

(S

21,2
2 ab
r

P cos?(0 )+ a’sin*(f )

Enseguida se busca desacoplar la ecuacién general de movimiento (Ec.
(3.3)) en dos ecuaciones de onda independientes en las componentes
espacial y temporal mediante una separacion de variables. Para este tipo de
geometria mas compleja, la solucion para el vector de desplazamiento se

describe como una funcién de la forma [21]:

2i+

u(r,9,0) = ZZZO{lij {(’ D ]cos(j0+ﬁj)cos(kq)+nk), (3.22)
i=0 j=0£k=0

donde el coeficiente ¢ y los angulos #, y 7, son funciones del eje radial.

Las condiciones de frontera libre en u(r.0.0) deben satisfacer u(0,60.6)=0

(desplazamiento central nulo) y du(r,.6.0)/dr=0 (esfuerzo de torsién nulo

sobre la superficie).

Basicamente, la componente radial («,(r,0.0)) y torsional (u,(r.0,0))
principales de la Ec. (3.22) que domina las energias cinética y potencial,

pueden ser identificadas como [21]:

u, = sin[ﬂr] ‘cos(é) )‘ ) (3.23a)
2r

P



sin(§ )cos(2p ) - (3.23b)

2r

|7
U, = sin| —vr
P

El esfuerzo normal ¢, y tangencial ¢,, atribuido al movimiento del modo
radial (3.23a) estan dados por [21]:

=BT ol T cos@) (3.24a)
dr  2r, 2r,
£, = M= Lain| 7y cos(f))|
rer 2r, . (3.24Db)

La energia potencial U, y energia cinética 7, se obtienen integrando sobre el

volumen total V del elipsoide [21]:

Ui gmp,(s,ﬁ 5912)dV= et 1; 1, [%senz(%)dr = B ” 1%4+ A]z 1.191Ex * (3.258)
P Cplr?+ 4
T - gHLude- T . (3.25b)

En las Ecs. (3.25) E es el moédulo de elasticidad. El método variacional de
Rayleigh-Ritz [20] permite estimar la frecuencia de vibracion mas baja. La
aplicacién directa de este método, utilizando las Ecs. (3.25), da la frecuencia

lineal de vibracion radial f;:

1 U |E(a+ b)
- Y1 s 02072 ) 3.26
/ 2\ T 0207 pa’b ( )

La Ec. (3.26), cuando a = b, reproduce la Ec. (3.21) del modelo esférico.

Similarmente, el esfuerzo normal radial ¢ ., y el esfuerzo normal tangencial o

angular ¢,, atribuido al movimiento de modo torsional (3.23b) estan dados
por [21]:



_ U, ﬂcos[zﬁszin((? Jlcos(29 ) , (3.27a)
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La energia potencial y cinética total estan dadas por:

LI2 = §JJJV(£T22+ Egzz)dV: Er” ( 7 21é 4+ A J = 0.5955Er °

2 . (3.28a)

I][ wav - ple?+ dar (3.28b)

T =
: 4(a+ b)

Finalmente, la frecuencia natural del modo torsional puede expresarse como:

1L, Ela+ b)
Sy = 2\/72— 0.2072. b (3.29)

Cabe senalar que no seran consideradas las frecuencias asociadas a los

modos torsionales dentro de este trabajo de tesis debido a la dificultad de

medirlas experimentalmente y compararlas con las predicciones teoricas.

Los resultados numéricos derivados de las Ecs. (3.21) y (3.26) se usaran

en las secciones 4.3 y 4. 4 del siguiente capitulo.



Capitulo 4

Resultados Numéricos y Experimentales

4.1 Introduccion

En el capitulo 2 se presentaron dos modelos unidimensionales (1D), de un
oscilador armédnico amortiguado y de tres osciladores armonicos
amortiguados acoplados, para predecir las frecuencias de resonancia de
frutos sometidos a un impacto acustico. De manera similar, en el capitulo 3
se presentaron dos modelos simples en tres dimensiones (3D), el esférico y
el elipsoidal, para estimar las frecuencias de vibracion mas bajas de frutos
sometidos también a un impacto acustico. En este capitulo se muestran los
resultados numeéricos de las frecuencias de resonancia para diferentes frutos
predichos por estos modelos y se comparan con los valores medidos
experimentalmente. Se enfatiza en las limitaciones de cada modelo. El
capitulo termina con una comparacion entre las mediciones experimentales y
los valores numéricos estimados por los diferentes modelos, 1D y 3D, para el

fruto de la manzana durante un tiempo alrededor de un mes.

4.2 Resultados con Modelos Unidimensionales.

En la seccion 4.2.1 se reportan los resultados obtenidos con el modelo de un
oscilador armoénico amortiguado simple unidimensional (seccién 2.3).
Posteriormente, en la seccion 4.2.2 analizamos el modelo de tres

osciladores armonicos amortiguados acoplados (seccion 2.4).



4.2.1 Modelo del Oscilador Armoénico Simple.

El modelo propuesto para simular la respuesta de frutos a un impacto
acustico (Fig. 4.1) se describe a partir de la Ec. (2.11). La justificacién del
modelo [22] se basa en el hecho de que las sefales acusticas registradas
presentan una frecuencia de resonancia dominante bien determinada, dado
que los frutos tipicos analizados rara vez presentan mas de una frecuencia
dominante en un rango de valores cercanos entre si. La metodologia que se
sigue al aplicar este modelo es la siguiente. Primeramente, se captura la
sefal de la respuesta acustica registrada por el sensor de sonido. Después,
la informacién se guarda en un archivo de texto (ASCII). Finalmente, con un
programa escrito en Mathematica 5.0, se lee el archivo de texto, se ajustan
los datos experimentales a la funcion de ajuste dada por la Ec. (2.11) y se
obtienen los parametros fundamentales: la frecuencia de resonancia

dominante y el coeficiente de amortiguamiento de la sefal.

RESPUESTA
ACUSTICA

IMPACTO

FRUTO

Figura 4.1: Representacion grafica del modelo tedrico propuesto para predecir
las frecuencias de resonancia caracteristicas de la respuesta acustica tipica de
frutos sometidos a un impacto acustico.

En la Fig. 4.2 se muestran los resultados experimentales y numeéricos de
la senal de respuesta acustica tipica registrada durante un periodo de 25
dias consecutivos para un fruto consistente en manzana Golden [16]. La
linea en azul corresponden a los resultados experimentales y la linea en

negro es el ajuste de acuerdo al modelo 1D de un oscilador armonico



amortiguado, Ec. (2.11). De la figura se observa una buena concordancia
entre los resultados experimentales y numéricos a medida que transcurre el
proceso de maduracion del fruto. Con la expresion “buena concordancia”
entendemos que las predicciones del modelo estan dentro de las
incertidumbres experimentales. Resultados similares se obtuvieron en otras

clases de manzanas.

En el caso de frutos suaves y formas no esferoidales, como es el caso
del tomate tipo Saladet (de forma oblonga) y en donde su periodo de
anaquel es muy corto (del orden de dos semanas si no se cuenta con
refrigeracion) la situacién cambia. En la Fig. 4.3 se presentan los resultados
obtenidos en el caso del tomate saladet analizado durante casi dos semanas.
Se observa que el modelo presenta limitaciones ya que el ajuste es
aceptable durante los primero dias pero no en los ultimos dias de su vida de
anaquel. Esto se debe al reblandecimiento de la pulpa por la acumulaciéon de
agua en el interior del tomate, por lo que otras frecuencias de resonancia
pueden estar presentes. Esto fue comprobado experimentalmente al
observar que la sefal temporal era débil y estaba enmascarada con el ruido
ambiental. Al analizar el espectro de frecuencia del tomate se pudo notar una
segunda frecuencia de resonancia en los Uultimos dias, cuando el

ablandamiento del tomate fue evidente.
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Figura 4.2: Evolucion de la respuesta acustica para la manzana tipo Golden
durante un periodo de 25 dias: (a), primer dia; (b), décimo noveno dia; (c),
vigésimo quinto dia de medicion.

En base a los resultados obtenidos podemos concluir que el modelo
propuesto, aunque es bastante simple, se ajusta razonablemente bien en
frutos de consistencia dura como las manzanas cuando son sometidos a un
impacto acustico. En el caso de frutos blandos de forma no esferoidal, el
modelo predice buenos resultados durante los primeros dias de su tiempo de
anaquel, pero presentas limitaciones para predecir una frecuencia de

resonancia dominante en los ultimos dias de su vida de anaquel.
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Figura 4.3: Evolucién de la frecuencia de resonancia para el tomate tipo
Saladet durante un periodo de 14 dias. Las barras de error son una estimacion
de la incertidumbre experimental.

4.2.2 Modelo de Tres Osciladores Armoénicos Acoplados.

Las Ecs. (2.26) de la seccion 2.4 describen la evolucion dinamica del modelo
1D de 3 osciladores armonicos amortiguados. De la teoria expuesta en esa
seccion se puede entender que en el modelo empleado para simular la
respuesta acustica de frutos, existen tres tipos de modos normales de
vibracion, los cuales se muestran graficamente en la Fig. 4.4. En el primer
modo de vibracion, Fig. 4.4(a), todas las masas se mueven en fase; en el
segundo modo, Fig. 4.4 (b), las masas m; ym, se mueven en fase, mientras
que m, esta en oposicidn o fuera de fase; en el tercer modo, Fig. 4.4(c), las
masas m; ym; se mueven en fase, mientras que m, esta en oposicion o fuera

de fase.
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Figura 4.4: Modos normales de vibracion en un sistema 1D con tres osciladores
acoplados: (a), primer modo; (b), segundo modo; (c), tercer modo.

Para verificar la operacion correcta del programa escrito en Matlab para
resolver numéricamente las Ecs. (2.26), se partié de los datos sugeridos en

la Ref. 11. En la tabla 1 se anotan los valores para frutos de tipo duro, como
la manzana, y suave, como la naranja.

Tabla 1.-Parametros de simulacion para fruto de tipo duro (manzana) y suave

(naranja)
Manzana Naranja
m?=m3 (kg.) 0.139 m?=m3 (kg.) 0.066
mz (kg.) 0.210 me (kg.) 0.236
ki(10° N/m) 1.55 k1(10° N/m) 1.39
k2=ks(10°N/m) | 5.0 ke=k3(10° N/m) |  1.18
b? (Ns/m) 33.0 b7 (Ns/m) 4.5
b2 (Ns/m) 1.0 b2(Ns/m) 0.0
b3 (Ns/m) 1.0 b3(Ns/m) 9.0

Al resolver numéricamente las Ecs. (2.26) con los valores de referencia
de la tabla 1, se obtienen las respuestas acusticas correspondientes a los 3

modos normales de vibracion para la manzana (Fig. 4.5) y para la naranja



(Fig. 4.6). De estas graficas es evidente el desplazamiento relativo de las

masas asociadas con cada modo de vibracion.

El mismo programa calcula también los espectros de frecuencia de cada

modo normal de resonancia. En las Figs. 4.7-4.9 se muestran los espectros

de Fourier para el primer, segundo y tercer modo normal de vibracion de la

manzana y la naranja. Las alturas de los picos en cada grafico es un

indicativo de las amplitudes relativas de las oscilaciones de cada oscilador.
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Figura 4.5: Sefales temporales correspondientes a los 3 modos normales de
vibracién para la manzana, segun los parametros de la tabla 1: (a), primer

modo; (b), segundo modo; (c), tercer modo.
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Figura 4.6: Sefales temporales correspondientes a los 3 modos normales de
vibracion para la manzana, segun los parametros de la tabla 1: (a), primer
modo; (b), segundo modo; (c), tercer modo.
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Figura 4.7: Espectros de Fourier para el primer modo normal de vibracién: (a),
manzana; (b), naranja.
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Figura 4.8: Espectros de Fourier para el tercer modo normal de vibracion: (a),
manzana; (b), naranja.

Con el objeto de establecer parametros de comparacion entre las
predicciones hechas por el modelo y las mediciones experimentales, se
consiguieron en el mercado local manzanas y naranjas con masas totales

(ms+my+m3) muy cercanas a las de la tabla 1. En la tabla 2 se presentan los



valores experimentales (promediados) y numéricos de las frecuencias de
resonancia dominante para estos frutos. De la tabla se nota que las
predicciones del modelo estan en buena concordancia con los resultados

experimentales.

Tabla 2.- Frecuencias dominantes asociadas al modelo unidimensional de 3
osciladores acoplados para fruto de tipo duro (manzana) y suave (naranja).

Fruto Frecuencia Frecuencia
Experimental Numeérica
(Hz) (Hz)
Manzana 32515 322.26
Naranja 25015 244.14

El modelo de los 3 osciladores acoplados permite también analizar la
sensibilidad de la frecuencia de resonancia a variaciones de los parametros
mecanicos involucrados en el problema. Esto se muestra graficamente en las
Figs. 4.9y 4.10.

En la Fig. 4.9 se muestra la variacién de la frecuencia de resonancia
dominante al variar las masas mi:, m, y ms. El trazo en color verde
corresponde a variaciones en el valor de m; (=m3;) manteniendo fijo el valor
de my; el trazo en azul corresponde a variaciones en el valor de m;
manteniendo fijo los valores de m; y m; (m=m3). Los demas parametros que

aparecen en la tabla 1 permanecieron constantes.

De manera analoga, la Fig. 4.10 muestra la variacion de la frecuencia de
resonancia dominante al variar las constantes ki, k> y ks. El trazo en color
verde corresponde a variaciones en el valor de k; (=ks) manteniendo fijo el
valor de ki; el trazo en azul corresponde a variaciones en el valor de ki
manteniendo fijo los valores de k: y ks (ko=ks). Todos los demas parametros

que aparecen en la tabla 1 permanecieron constantes.
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Figura 4.9: Variacion de la frecuencia dominante f con las masas: (a),
manzana; (b) naranja. Para mas detalles véase el texto principal.
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4.3 Resultados con Modelos Simples en 3D.

En esta seccion se presentan los resultados derivados del modelo esferoidal

y del modelo elipsoidal.

4.3.1. Modelo Esferoidal.

En la Fig. 4.10 se muestran graficamente la tendencia que adoptan las raices
del determinante exacto de la Ec. (3.18) asociadas a cada orden de la
funcion de Bessel relacionada con cada modo de vibracion esferoidal en

forma numérica.

I I L I I L L L 1 14 I I I I i I 1 1 1
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Fig. 4.10. Representacién grafica de la variacién del determinante M de la Ec.
(3.18) con el modo de vibracion n: a) n=2; b) n=3; c) n=4; y d) n=5. Las raices
p estan marcadas por los puntos negros en cada grafico (donde M=0).



Con énfasis en lo anterior, se registraron (Tabla 3) los valores numéricos
correspondientes dados por la solucion de la Ec. (3.18), mediante los cuales
es posible expresar la frecuencia de vibracion © de manera numérica en la
forma de la Ec. (3.21).

Tabla 3.- Modos esferoidales correspondientes a los primeros valores de n (modo),
considerando el valor de la razén de Poisson v = 0.301575. Asimismo se incluyen
los valores asociados a las frecuencias naturales de vibracion f obtenidas en forma
numeérica a partir de la Ec. (3.21).

n [t [z 3
f(Hz) f(Hz) f(Hz)

2 2.646406 5.011286 8.632458
(516.3858) (977.8383) (1664.9149)

3 3.938027 6.613305 9.887379
(651.8249) (1094.6388) (1736.5658)

4 5.047009 8.219319 14.181043
(760.5131) (1238.5355) (2136.8833)

5 6.084973 9.781298 17.492090
(825.2228) (1326.5055) (2372.2162)

4.3.2. Modelo Elipsoidal.

Analogo a la seccion anterior, se reportan (Tabla 4) las frecuencias naturales
fi y f, asociadas al modelo elipsoidal para manzana de la variedad perdn-
golden de la region de Chihuahua (GC) y, ademas, golden importada del
estado norteamericano de Washington (GW) [9]. Los resultados presentados
corresponden a una muestra de 10 manzanas de cada clase analizadas en
un periodo aproximado de un mes. Las manzanas se eligieron de manera
que sus caracteristicas fueran similares. Notese que las irregularidades de
los frutos quedan de manifiesto en las ligeras variaciones del factor de forma

q (véase la Fig. 3.3).



Tabla 4.- Frecuencias naturales correspondientes al modelo elipsoidal para
manzana perteneciente a la variedad golden de la regién de Chihuahua y del
estado de Washington.

q f1(GC) q f1(GW)
1.15 397.2044152 1.00 352.972538
1.15 398.7607351 1.00 354.325417
1.16 413.507836 1.00 363.788998
1.16 414.0370115 1.00 364.992106
1.16 414.5231705 1.00 365.615357
1.16 414.5348319 1.00 366.269573
1.16 417.2406033 1.00 367.470078
1.17 421.2586597 1.01 368.406168
1.17 421.5199101 1.01 372.402183
1.17 423.8203197 1.01 372.635809

Finalmente, en la tabla 5 se reporta la comparacién de los resultados
obtenidos en relacion a la frecuencia dominante experimental presente y
las diferentes frecuencias tedricas correspondientes a cada modelo
analizado con anterioridad, con la intencion de destacar los distintos
beneficios, que en un futuro, podria aportar cada uno de ellos en su
aplicacion. En este caso el monitoreo se hizo con un fruto de manzana tipo
golden alrededor de un mes. Las incertidumbres en los valores
experimentales de las frecuencias es del orden de 19 Hz. La tabla
proporciona una pauta para contrastar las predicciones de los distintos
modelos analizados en esta tesis. Los valores predichos por los modelos se
redondean al valor entero mas proximo. En la tabla 6 se muestran los
resultados del indice de firmeza, segun la Ec. (3.17a), para el mismo fruto de
la tabla 5. Las incertidumbres en los valores experimentales del indice de

firmeza es del orden de 5413 Hz? kg®?.



Tabla 5.- Frecuencias dominantes experimental (fex,) y tedricas para la manzana
Golden predichas por los distintos modelos para simular la respuesta acustica:
Modelo de un oscilador (fim), modelo de tres osciladores acoplados (fsm), modelo
esferoidal (fesr) y modelo elipsoidal (fep).

Dia fexp fim fam fost felp

(Hz) (Hz) (Hz) (Hz) (Hz)
0 508 510 500 516 517
6 430 424 435 438 439
13 391 380 386 399 400
20 352 360 346 359 361
27 313 305 310 320 322
31 313 300 305 319 320

Tabla 6.- indice de firmeza experimental (Sex,) Yy tedricos para la manzana Golden
predichas por los distintos modelos para simular la respuesta acustica: Modelo
de un oscilador (Sim), modelo de tres osciladores acoplados (Ssm), modelo
esferoidal (Sesr) y modelo elipsoidal (Sep).

Dl’a Sexp S1m S3m Sesf Selp
(HZZ k92/3) (HZ2 kg2/3) (HZZ k92/3) (HZZ k92/3) (HZZ k92/3)
0 70504 71060 68301 73024 72742
6 49877 48494 51043 51986 51750
13 40490 38244 39461 42376 42164
20 32073 33548 30989 33734 33361
27 24808 23553 24331 26252 25927
31 24466 22476 23231 25573 25413




Capitulo 5

Conclusiones

El problema de la modelacion de la respuesta acustica de frutos a un impacto
acustico es un problema complejo debido a la variacion de sus parametros
mecanicos con el tiempo. Aunado a esto, la geometria relativamente
complicada en las formas de los frutos complica también el problema. Sin
embargo, los modelos simples analizados en esta tesis, tanto en una
dimension como en tres dimensiones, han mostrado una buena concordancia
con los resultados experimentales para algunos frutos. Los resultados

obtenidos nos permiten concluir lo siguiente:

+ El presente trabajo es un ejemplo palpable de las ventajas de la
aplicacion del disefio de experimentos basados en la metodologia de la
técnica del impacto acustico, en el cual un numero relativamente bajo
de pruebas fisicas (medicion de masas y frecuencias de resonancia)
nos permite la cuantificacion del indice de firmeza de frutos como factor

de calidad.

+ La aplicacion de una metodologia ya establecida, como es el caso de
la técnica de impacto acustico, mejora enormemente la eficiencia de un
estudio tedrico, facilitando a su vez que el proceso de modelacién se

realice sobre bases mas confiables.

+ Los resultados obtenidos con los modelos unidimensionales mostraron
buena concordancia con los resultados experimentales en el caso de

frutos duros como la manzana. En el caso de frutos blandos y de
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formas oblongas, como el tomate tipo Saladet, la concordancia con los
valores experimentales no es aceptable en los ultimos dias de vida de
anaquel. La consecuencia directa del rapido reblandecimiento  induce
una sefal ruidosa cuyo espectro de Fourier no presenta frecuencias de
resonancia bien definidas. Las limitaciones de estos modelos radica en
que soélo frecuencias de resonancia se pueden predecir, pero los
modulos de elasticidad del material son dificiles de obtener dados los

problemas técnicos para medir con precision los volumenes.

En el caso de los modelos esférico y elipsoidal, los resultados muestran
también buena correspondencia con los resultados experimentales. La
limitacion de estos modelos se hace mas evidente cuando las formas
de los frutos se desvian fuertemente de estas geometrias. No obstante,
la ventaja de los modelos 3D sobre los modelos 1D es que, en
principio, se podria tener informacioén acerca del médulo de elasticidad
del material de una forma mas directa (aunque esto no se hizo en este

trabajo).

Aun cuando el estudio se enfoco al caso de cierto tipo de frutos, los
resultados experimentales presentados muestran el gran potencial de
dicha técnica para implementarse en ciertas variedades que cumplan
con el rango de aplicabilidad correspondiente, dada a la flexibilidad y

adaptabilidad que se desprende de dicha técnica.

Consideramos que los resultados preliminares obtenidos en esta tesis
pueden extenderse en una investigacion futura para disponer de un
panorama mas general y detallado sobre el tema. Por ejemplo, en el
caso de los modelos en 1D seria interesante investigar mas en detalle
las curvas de tendencia de las frecuencias de resonancia y de las

constantes de amortiguamiento para clases especificas de frutos.



Desde luego que esto debe hacerse aplicando un enfoque estadistico
con muestras representativas de cada espécimen. Esto llevaria a una
mejora sustancial de los modelos al momento de predecir los indices
de firmeza de los frutos. En el caso de los modelos 3D, también con
muestreos estadisticos apropiados, se podria disponer de una forma no
destructiva para medir volumenes de frutos con cierta precision, sobre
todo en aquellos frutos en donde una inmersion en liquidos no es

apropiada.
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Apéndices

En los siguientes tres apéndices se muestran los programas de simulacion

empleados en el capitulo 4.

En el apéndice A se presenta el programa AnalisisFruto.nb que es un
programa escrito en Mathematica 5.0 para obtener la informacion de los

parametros de ajuste, segun el modelo unidimensional de la seccion 2.3.

En el apéndice B se presenta el programa Sistema3M.m que es un
programa escrito en Matlab 6.5 para obtener la informacién de las sefales
temporales de los modos de vibracién y de sus espectros, segun el modelo

unidimensional de la seccion 2.3.2.

En el apéndice C se presentan los programas ModosEsferoidales1y2.m
y findraizBeta.m, programas escritos en Matlab 6.5, para obtener la
informacion de las raices del determinante, segun el modelo esferoidal de la

seccion 3.3.1, necesarias para determinar las frecuencias de vibracion.

APENDICE A

Ruta del directorio que contiene el félder con el programa AnalisisFruto.nb, de los archivos
de las sefales acusticas y de las masas del fruto. Esta ruta deberd modificarse
apropiadamente segun la ubicacién del folder:

SetDirectory["C:\Documents and Settings\... \Claudia\Tesis"];

Definicién de la funcion de ajuste:
formula=A Exp[-p t] Cos[m t + ¢];

Lectura de las sefiales acusticas y ajuste de los datos al modelo sugerido (goldenO.txt,



golden6.txt,...,golden31.ixt son las sefiales acusticas registradas en el dia 0, 6, ...,30):
datos=Import[“golden0.txt","Table"];
a1=FindFit[datos,formula,{A,0,B,w},t];
datos=Import["golden6.txt","Table"];
b1=FindFit[datos,formula,{A,,B,w},t];
datos=Import["golden13.txt","Table"];
c1=FindFit[datos,formula,{A,$,B,®}.t];
datos=Import["golden20.txt","Table"];
d1=FindFit[datos,formula,{A,d,},®}.t];
datos=Import["golden27.txt","Table"];
e1=FindFit[datos,formula,{A,},B,w0},t];
datos=Import["golden30.txt","Table"];
f1=FindFit[datos,formula,{A,d,B,®},t];

Despliegue en forma tabular de los parametros de ajuste para una visualizacién previa:
TableForm[{{FECHA {{A,$,B,®}}},{septiembre0,a1},{septiembre6,b1},
{septiembre13,c1},{septiembre20,d1},{septiembre27,e1},{septiembre30,f1}}]

Definicién de los paramétros de ajuste como un arreglo de datos:
datos={a1,b1,c1,d1,e1,f1};

Lectura de las masas del fruto y calculo del factor m??:
mGolden=Import["masasG.txt","List"];

mG=({%[[1]], %l[[2]], %I[3]1, %I[41], %II5]], %I[611})**

Analisis de los datos del fruto:
Parametro [ (coeficiente de amortiguamiento), su evolucion temporal ajustada a un
modelo lineal y despliegue grafico del resultado:
funcionp=A t+B;
Bl.datos;
datosB={{0,%[[1]1},{6,%[[2]1},{13,%I[[311}.{20,%[[4]]1}.{27,%[[5]1},{30,%[[611}};
ajustep=FindFit[datosp, funcionf, {A,B}, t];
Show][ListPlot[datosf, PlotRange—> All, PlotStyle->{Hue[.7], PointSize[.02]},
Frame—True, FrameLabel—{“t (Dias)”, “B (s™')”}, RotateLabel—True,

PlotLabel—"Coeficiente de Amortiguamiento”,



TextStyle—>{FontFamily—"Times", FontSize—12}, GridLines—Automatic,
AxesStyle—>{RGBColor[0.5,.5,.5],Thickness[0.006]}], Plot[A t + B/.ajustef, {t,0,30},
PlotRange—All, PlotStyle—{Hue[.7], PointSize[.02]}, Frame—True, FrameLabel—>{“t
(Dias)”, “B (s™)”}, RotateLabel—True, PlotLabel—"Coeficiente de Amortiguamiento",
TextStyle—»>{FontFamily—"Times", FontSize—12}, GridLines—Automatic,
AxesStyle—>{RGBColor[0.5,.5,.5], Thickness[0.006]}]];

Parametro o (frecuencia angular de vibracion). Calculo del indice de firmeza S., su
evolucion temporal ajustada a un modelo exponencial y despliegue grafico del
resultado:
funcionw=A Exp[-B*t];
w/.datos;
Sc=({%l[[1]1, %I[2]], %I[311, %I[[41], %[5, %[[61]}/2/7)*mG;
datosw={{0,%[[1]1},{6,%[[2]1},{13,%I[[3]1},{20,%[[411},{27,%[[5]1},{30,%[[6]1}};
ajustew=FindFit[datosw, funcionw, {A,B}, t];
Show|[Plot[A Exp[-B*t]/.ajustew, {t,0,30}, Frame—True, FrameLabel—{“t (Dias)”, “S.
(kg?® HZz?)"}, RotateLabel—True, PlotLabel—"Indice de
Firmeza",TextStyle—>{FontFamily—"Times", FontSize—12}, GridLines—Automatic,
AxesStyle—>{RGBColor[0.5,.5,.5], Thickness[0.006]}], ListPlot[Plot[ A*ExpI[-
B*t]/.ajustew, {t,0,30}, PlotRange—All, PlotStyle—{Hue[.7], PointSize[.02]},
Frame—True, FrameLabel—>{“t (Dias)”, “S. (kg** Hz?)”}, RotateLabel—True,
PlotLabel—"Indice de Firmeza",TextStyle—>{FontFamily—"Times", FontSize—12},

GridLines—Automatic, AxesStyle>{RGBColor[0.5,.5,.5], Thickness[0.006]}]];

APENDICE B

clear, clf

%Datos manzana, articulo Kimmel et al.
%M1 =.139; M2 = .21; M3 = .139;

%K1 = 1.55e+05; K2 = 5e+05; K3 = 5e+05;
%B1 = 33.; B2=1.; B3 =1,

%Datos naranja, articulo Kimmel et al.



%M1 = .066; M2 = .236; M3 = .066;
%K1 =1.39e+05; K2 = 1.18e+05; K3 = 1.18e+05;
%B1 =4.5; B2=0.0; B3 =9.0;

%Se definen los datos de entrada de los conjuntos de datos anteriores, o
%segun el fruto en particular de que se trate

M1 =.139; M2 = .21; M3 = .139;

K1 = 1.55e+05; K2 = 5e+05; K3 = 5e+05;

B1=33.; B2=1.; B3 =1,;

%En la matriz F se definen las componentes de las fuerzas externas
%aplicadas a cada masa. En el vector y(:,1) se definen las condiciones iniciales: los
%tres primeros elementos definen las amplitudes de oscilacién asociadas con
%cada modo de vibracion. h es el paso en tiempo. La ecuacion matricial a resolver tiene
la forma: dy/dt = Cy + F.
F1=0.0; F2=0.0; F3=0.0; F= [0, 0, 0, F1/M1, F1/M2, F3/M3]";
y(:,1)=[0.001; 0.00124; 0.00133; 0.; 0.; 0.0]; (1) =0; n=1;
h =0.0001;
c=[p0, o 0 1, 0, O0;
o, 0 o0 O 1, O
o, 0 O O 0 1
-(K1+K2)/M1, K2/M1, 0, -(B1+B2)/M1, B2/M1, O0;
K2/M2,-(K2+K3)/M2,K3/M2, B2/M2, -(B2+B3)/M2, B3/M2;
0, K3/M3, -K3/M3, 0, B3/M3, -B3/M3];

%Se resuelven las ecuaciones de movimiento hasta un tiempo de 25 ms,
%usando un esquema de Runge-Kutta de orden 4.
while t<=0.025

k1 = h*F3m(y(:,n),C, F);

k2 = h*F3m(y(:,n)+k1/2, C, F);

k3 = h*F3m(y(:,n)+k2/2, C, F);

k4 = h*F3m(y(:,n)+k3, C, F);

y(:;, n+1) = y(:, n)+ (1/6)* (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);

t(n+1) = n*h;

n=n+1;



end

%Se inicia el despliegue grafico de las sefiales temporales de los modos

%normales de vibracion.

fig=figure(1);

set(fig,'Position’,[200, 410, 600, 285], ...
‘NumberTitle','off','Name’, 'Desplazamientos’);

plot(t,y(1:3,:));

ley=legend('y1','y2','y3',0);

legend(ley,'boxoff');

title('Senales temporales');

xlabel('tiempo (seg)’);

ylabel('Amplitud (m)');

axis tight

%Se calculan los espectros de Fourier de cada sefial temporal usando 1024
%puntos.

TF1 = fft(y(1,:),1024);

Pyy1 = TF1.* conj(TF1) / 1024;

TF2 = fft(y(2,:),1024);

Pyy2 = TF2.* conj(TF2) / 1024;

TF3 = fft(y(3,:),1024);

Pyy3 = TF3.* conj(TF3) / 1024;

%(razén de muestro (Hz)/ numero de puntos de la FFT) da la escala de
%frecuencia correcta.
f=10000%(0:512)/1024;
FrecMax1=0.0; TF1YMax=0.0;FrecMax2=0.0; TF2YMax=0.0;FrecMax3=0.0;
TF3YMax=0.0;
%Se localiza la frecuencia maxima para su despliegue en la ventana del grafico
%correspondiente.
for i=1:512
if (Pyy1(i)>= TF1YMax)
TF1YMax=Pyy1(i);
FrecMax1=f(i);



end

if (Pyy2(i)>= TF2YMax)
TF2YMax=Pyy2(i);
FrecMax2=f(i);

end

if (Pyy3(i)>= TF3YMax)
TF3YMax=Pyy3(i);
FrecMax3=f(i);

end

end

F1max=FrecMax1;
Y1max=TF1YMax;
F2max=FrecMax2;
Y2max=TF2YMax;
F3max=FrecMax3;
Y3max=TF3YMax;

YMax=max(max(Y1max,Y2max),Y3max);

%Se inicia el despliegue grafico de los espectros de Fourier de las sefiales
%temporales de los modos normales de vibracion.

ffty=figure(2);

set(ffty,'Position’,[200, 40, 600, 285], ...

'NumberTitle','off','Name’, 'Espectros’);
plot(f(1:129),Pyy1(1:129),f(1:129),Pyy2(1:129),f(1:129),Pyy3(1:129));
ley=legend('TFy1','TFy2','TFy3',0);
legend(ley,'boxoff');

text(500, 0.3*YMax, [Fpico = ' num2str(Fimax)], 'Color’, [0 0 1],
'HorizontalAlignment', ‘center’);
text(500, 0.2*YMax, ['Fpico = ', num2str(F2max)], 'Color’, [0 1 0],
'Horizontal Alignment', ‘center’);
text(500, 0.1*YMax, [Fpico = ' num2str(F3max)], ‘'Color’', [1 0 0],

'Horizontal Alignment', ‘center’);
title('Espectros de Frecuencia');

xlabel(‘frecuencia (Hz)");



ylabel('Amplitud (UA)’);
axis tight
APENDICE C

%En este programa se calculan las raices beta del determinante exacto M,
%variando el valor de n, que aqui se denota por x. También se obtienen las
%graficas del determinante para cada valor de n. Las dos primeras raices
%para cada n se escriben en el archivo de datos ModosEsferoidales1y2.dat.

%El programa usa la subrutina findzraizBeta(x0,n,v) para encontrar las raices.

clear

fid = fopen(' ModosEsferoidales1y2.dat','w’);

i=0;

for i=2:5

n=i

v=0.301575; %(Valor de la razén de Poisson)

x=2:.1:11;

al=(((1-(2*v))/(2-(2*v)))"0.5).*x;

an=(((-1)*(n)).*(al.*(-n-2))/((2*n) +1)).*((x.*2).*(((pi./(2.*al)).*0.5))...
*besselj(n+0.5,al)-(2.*(n-1).*al.*(((pi./(2.*al)).*0.5)).*besselj(n-0.5,al)));

bn=(((-1)*(n+1)).*(al.*-(n))/((2*n) +1)).*(((x.*2./al.*2).*(((pi./(2.*al)).*0.5))...
*besselj(n+0.5,al))-(((2*(n+2))./al).*(((pi./(2.*al)).*0.5)).*besselj(n+1.5,al)));

cn=(((-1)*(n))./x.~An).*(((x.*2).*(((pi./(2.¥x)).*0.5))...
Zbesselj(n+0.5,x))-((2*(n-1).*x.*(((pi./(2.*x)).*0.5)).*besselj(n-0.5,x))));

dn=(((-1)*(n))./x.An)*(n/(n+1)).*(((x.*2).*(((pi./(2.*x)).*0.5))...
*besselj(n+0.5,x))-(2*(n+2).*x.*(((pi./(2.*x)).*0.5)).*besselj(n+1.5,x)));

s=an.*dn-bn.*cn;

%Se inicia el despliegue grafico.
figure(n)
plot(x,s,'r")

grid on

x00=n+1;

x0=[x00]; % Dar un valor cercano a la primera raiz.



[x1]=findzraizBeta(x0,n,v) % Llamar a la subrutina findzraizBeta.
x001=n

x01=[x0+x001]; % Dar un valor cercano a la segunda raiz.
[x2]=findzraizBeta(x01,n,v) % Llamar a la subrutina findzraizBeta.
fprintf(fid,'%12.6f %12.6f %12.6f\n',n,x1,x2);

end

fclose (fid)

%Subrutina findzraizBeta.

function [n]=findzraizBeta(x0,n,v)

options=optimset();

[x,fval] = fsolve(@mifuncion,x0,options); % Call optimize

n=x(1);

function F = mifuncion(x)

al=(((1-(2*v))/(2-(2*v)))*0.5).*x;

F=((((-1/2).*(x(1).22)).*((2*(n*2))-n-1-((1/2).*(x(1).72)))).*(((pi./(2.*al)).*0.5))...
*besselj(n+0.5,al).*(((pi./(2.*x(1))).~0.5)).*besselj(n+0.5,x(1)))+...
(((n*3)+ (2*(n*2))-n-2-(x(1).~2)).*al.*(((pi./(2.*al)).*0.5))...
*besselj(n+1.5,al).*(((pi./(2.*x(1))).~0.5)).*besselj(n+0.5,x(1)))+...
((n*3)+ (n*2)-(2*n)-((1/2).*(x(1)-*2))).*x(1).*(((pi./(2.*al)).*0.5))...
*besselj(n+0.5,al).*(((pi./(2.*x(1))).*0.5)).*besselj(n+1.5,x(1)))+...
(((2-(n*2)-n)).*al.*x(1).*(((pi./(2.*al)).~0.5))...
*besselj(n+1.5,al).*(((pi./(2.*x(1))).20.5)).*besselj(n+1.5,x(1)));

end

end



