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Capitulo 1

Introduccion.

El objetivo central de la Teorfa del Control es proporcionar estrategias
para conducir el proceso que nos ocupe a un objetivo deseado y/o prescrito.
Tareas tales como la colocacién de un satélite en la érbita adecuada, la reduc-
cién del ruido en los vehiculos de transporte o la estabilizacién de estructuras,
son problemas propios de la Teorfa del Control. Tanto si adoptamos un punto
de vista frecuencial como si optamos por modelizar el fenémeno en cuestion
a través de ecuaciones diferenciales, la cuestién acaba siendo por tanto con-
ducir el estado, la variable que nos interesa, al objetivo prefijado mediante
la eleccion de un mecanismo de control adecuado.

Para todos nosotros la palabra “control” implica “actuaciéon”. Es verdad
también que, a veces, en nuestra sociedad, la palabra “control” puede ser
percibida con un matiz un tanto negativo, en la medida en que puede asocia-
rse a “falta de libertad”. Pero no es éste el sentido en el que ha de entenderse
en el contexto de la Teorfa del Control. En este caso la palabra “control”
refleja el esfuerzo humano para intervenir en el medio que le rodea con vistas
a garantizar su supervivencia y una permanente mejora en la calidad de vida.

Como ocurre en muchas disciplinas, ésta, la Teoria del Control, existia
desde mucho antes de que se le pusiera nombre. En efecto, en el mundo
de lo viviente, los organismos estdn dotados de mecanismos de regulacién
que garantizan el mantenimiento de las variables esenciales. La esencia de la
Teorfa del Control estd inspirada en algunas nociones que a todos nos resul-
tan familiares. Una de ellas es la de “feedback”. Este término se incorporé a lo
que hoy conocemos como Teorfa del Control en los anos 20 por los ingenieros
del “Bell Telephone Laboratory”. La traduccién del término “feedback” al
castellano produce palabras mucho més largas tales como “realimentacién”
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o “retroalimentacién”. Pero, como decfamos, este término se adopta en los
anos 20 para la Teoria del Control pero no se acuna en esta disciplina. Se
trataba de un concepto ya consolidado en otras dreas tales como la Economia
Politica. Tal y como se menciona en 1907 en [1], por ejemplo, es un hecho
curioso que, mientras que los economistas politicos reconocen que para un
correcto funcionamiento de la ley de la oferta y la demanda ha de haber
fluctuaciones, ésto no ha sido reconocido por los mecdnicos en relacién a la
méaquina de vapor. El objetivo de los economistas no es suprimir estas fluc-
tuaciones completamente sino disminuirlas lo m&s posible, permientiéndoles
que sean lo bastante grandes como para mantener suficiente poder regulador.

La estabilidad de un sistema dindmico es un concepto de suma importan-
cia en el estudio del sistema ya que provee ciertas restricciones para poder
hacer simplificaciones a la hora de dar la descripcién matematica de un fené-
meno. A principios de siglo XX los métodos usuales de estudio de estabilidad
no eran lo suficientemente buenos, ya que los errores debidos a la lineal-
izacién hacfan de ellos una aproximaciéon no muy vélida. Para salvar estas
dificultades, el matématico ruso Aleksandr Mikhailovich Lyapunov desarrol-
16 su propio concepto de estabilidad, ademds de dar teoremas generales de
estabilidad basados en encontrar una funcién de Lyapunov. Tambien ide6
métodos importantes de aproximacion que proveen formas de determinar la
estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Este ejemplo desvela un principio que es valido en muchos aspectos de
la vida diaria, como cuando, yendo a velocidad alta, deseamos frenar un ve-
hiculo, no lo haremos de una sola vez sino que el frenado habré de ejercerse
de manera intermitente para no perder el control del vehiculo. En el &mbito
de las relaciones humanas no cabe tampoco ninguna duda que insistir con-
tinuada y permanentemente sobre lo mismo no es necesariamente la mejor
manera de convencer a nadie de nada. En el control de sistemas ocurre exac-
tamente lo mismo. De alguna manera, hemos de renunciar a la regla bésica
que todos hemos aceptado y hasta considerado obvia en nuestra concepcion
euclideana del universo y asumir que, en la practica, “la distancia mas corta
entre dos puntos no es necesariamente la linea recta”. Para adentrarnos en la
teorfa del control hemos pues de aceptar que, para controlar los sistemas que
surgen en la naturaleza o en el desarrollo tecnoldgico, frecuentemente muy
complejos y con un gran nimero de pardmetros, no se trata simplemente de
forzar el sistema para conducirlo de manera mondétona e ininterrumpida al
objetivo buscado sino que, a menudo, hemos primero de alejarnos del objeti-
vo buscado en armonfa con el sistema para después alcanzar el objetivo con



un esfuerzo adecuado pero no excesivo.

Otra de las nociones que subyace en todo lo que hoy puede considerarse
parte del ambito de la Teorfa del Control es la de “optimizacién”. La opti-
mizacién es una técnica que tiene como objetivo aumentar o mejorar el valor
de una variable que, en la préctica, puede tomar las formas mas variadas:
temperatura, flujo de aire, velocidad, rentabilidad, beneficio, informacion,
capacidad de destruccion, etc. Las técnicas de optimizacién son tan variadas
que resulta imposible hacer una presentacién global y unificada de todas
ellas. Por otra parte, la tecnologia informética y de la computaciéon han ju-
gado un papel critico en las aplicaciones de las técnicas de optimizacién, tal
y como ocurre en el control éptimo de cohetes y proyectiles. En efecto, en
vista de la complejidad de los sistemas a los que la Teorfa del Control ha
de hacer en la actualidad, es imposible realizar una implementacién eficiente
de los métodos de control, sin previamente realizar un riguroso trabajo de
simulaciéon numérica.

James Watt adapté los mecanismos para la regulacién de la velocidad en
los molinos de viento, a la maquina de vapor, dando asf un enorme impulso a
la revolucién industrial. En este caso, a medida que la velocidad de las bolas
aumentaba,las valvulas se abrian, dejando escapar el vapor. Al disminuir la
presion de la caldera,la velocidad disminufa. El problema que se planeté fue
entonces el de mantener constante la velocidad de la maquina. El astrénomo
inglés Georges Airy fue el primero en intentar realizarun andlisis del regulador
de bolas de Watt. Pero fue sélo en 1868 que el fisico escocés James Clerk
Maxwell realizé el primer andlisis matemadtico convincente de la mdquina
de vapor, explicé algunos de los comportamientos un tanto errdticos que se
observaban en las maquinas de entoncesy propuso diversos mecanismos de
control.

A partir de 1960 todo lo que acabamos de describir comenzé a conocerse
como la Teorfa del Control “cldsica”. En la década de los 60 comienza una
nueva era en la que se pretende hacer frente a algo que se habfa puesto
de manifiesto durante la guerra: los modelos utilizados hasta ese momen-
to eran inadecuados para representar la complejidad del mundo real puesto
que los sistemas reales son no-lineales y estdn sujetos frecuentemente a per-
turbaciones ruidosas, no deterministas. Las contribuciones de R. Bellman
[4] (programacién dindmica), de R. Kalman [5](filtrado y anélisis algebraico de
problemas de control) en los Estados Unidos y de L. Pontryagin [2](Principio
del Maximo en el control 6ptimo no-lineal) en la Unién Soviética establecieron
los pilares fundamentales de la investigacién en Teoria del Control de las 1l-
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timas décadas. Hemos comentado aqui los origenes y algunos hitos histéricos
de la Teoria del Control que justifican plenamente su reconocimiento como
disciplina con nombre propio y su denominaciéon de Ingenierfa del Control.
Pero cualquier persona familiarizada con las Matematicas habra adivinado
entre lineas que éstas también han sido protagonistas de excepcién de esta
historia. En efecto, tal y como menciondbamos anteriormente, a finales de
los anos 30 ya se adivinaban dos modos de abordar los problemas de control.
Uno, pasaba por la utilizacién de las ecuaciones diferenciales y, por lo tanto,
los desarrollos matematicos notables que se habian producido en este terreno
en los siglos XVIII y XIX de la mano de los cientificos méas célebres de la
historia jugaban un papel central. El otro, basado en el andlisis frecuencial,
serfa impensable sin la utilizacién de las técnicas desarrolladas por el genial
matemadtico francés Joseph Fourier. De ahi que la Teoria del Control permita
dos interpretaciones: una desde el punto de vista de la Ingenieria y otra mas
Matemaética.

Hay muchas aplicaciones de la Teoria de Control tanto en la vida diaria
como en los procesos tecnoldgicos e industriales més sofisticados. Algunas
son tan simples como el mecanismo de funcionamiento de la cisterna de nue-
stro cuarto de bano. Son muchas las variantes, pero todas ellas funcionan
sobre los mismos principios bésicos. Lo que es més sorprendente es que en un
mecanismo tan simple y cotidiano encontremos ya algunos de los elementos
bésicos de todos los procesos de control. Efectivamente, la cisterna esté dota-
da de vélvulas reguladoras, de mecanismos que desencadenan el proceso de
control, de mecanismos de feedback que en funcién del nivel de agua captado
por los sensores suministra mas o menos agua al depdsito y mecanismos que,
en caso de algin fallo en el proceso, eviten las siempre tan desagradables
inundaciones.

Los sistemas de calefaccién, ventilacion y de aire acondicionado en los
grandes edificios son procesos a gran escala consistentes en la interconexion
de subsistemas termo-fluidos y electromecénicos. El objetivo de estos sistemas
en los grandes centros comerciales es mantener un ambiente confortable en
su interior y una buena calidad del aire para sus ocupantes en cualquier
circunstancia, con un costo operacional bajo y con una alta fiabilidad. La
importancia de estos sistemas de control es evidente tanto desde el punto de
vista del impacto en la economia y el medio ambiente, como en la salud de
sus ocupantes.

Antes de diseniar un sistema de control para un proceso es imprescindible
entender como funciona. Estos edificios estdan dotados de una planta central



que proporciona aire o agua caliente a diversas unidades periféricas. Estas a
su vez proporcionan aire acondicionado en distintas zonas de carateristicas y
tamanos diversos. Frecuentemente, paredes y muros separan a las distintas
zonas y en algunas de ellas, incluso en invierno, a causa de sus condiciones de
aislamiento y por la gran presencia de piblico es imprescindible proceder a su
enfriamiento. Todo esto hace que el sistema en su globalidad sea sumamente
complejo y dotado de diversos mecanismos que incluyen sensores, actuadores,
intercambiadores, etc. Podemos pensar que se trata de una cisterna muy
compleja y evolucionada. Hemos hablado aqui de los sistemas de calefacciéon
y refrigeracién de grandes edificios. No hemos de olvidar a su antecesor: el
termostato, que regula la temperatura en casa. Ni que decir tiene que todos
estos sistemas son sumamente importantes tanto en lo que respecta al ahorro
energético, el respeto al medio ambiente y a la salud de sus habitantes. Serfa
innumerable la lista de &mbitos industriales en los que la Teoria del Control
interviene de manera decisiva. Cabe por ejemplo mencionar el control del pH
en las reacciones quimicas, la industria papelera, la industria automovilistica,
seguridad nuclear, defensa, etc. Por ejemplo, en el caso de la produccién de
papel, se trata de un proceso a gran escala, fuertemente no lineal y estocdstico
y dominado por los efectos de retardo. No se trata de un sistema lineal,
invariante en el tiempo, sino méas bien de un sistema cadético.

El control del caos es un tema de gran actualidad. Los puntos de vista son
a veces duales o incluso contrapuestos. La naturaleza caética de un sistema
puede ser un serio obstédculo para su control pero también puede convertirse
en un aliado. Por ejemplo, las impresionantes piruetas a las que estamos
acostumbrados en las trayectorias de aviones de combate, estdn basadas en
el control a lo largo de trayectorias inestables. Es sin duda sumamente dificil
controlar un vehiculo de este tipo. Pero las posibilidades que se le presentan
a un piloto experto son muy diversas e insospechadas. Precisamente en el
campo de la aerondutica, el control de la turbulencia juega un papel funda-
mental. Se puede consultar [16] para una descripcién del estado del arte en
las técnicas de control activo en este ambito.

Hablando de los vehiculos de uso comiin, el control de mecanismos de
automocién se encuentra frecuentemente ante requerimientos diversos que,
a veces, pueden entrar en conflicto. Se trata de optimizar el consumo de
combustible, proporcionando a su vez rendimientos cada vez més altos y de
modo que los vehiculos sean féciles de manejar y seguros. Una de las mayores
diferencias entre el automévil de nuestros dias en relacién a los existentes
hace dos o tres décadas reside precisamente en los mecanismos digitales de
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control basados en el uso de microprocesadores que hoy incorporan. En este
dmbito cabe, por ejemplo, mencionar los mecanismos antibloqueo de los que
frenos estdn hoy en dia dotados. Lo mismo puede decirse de los aviones.
Sin embargo, en este ultimo caso, también son necesarios los mecanismos de
control para controlar su posicién y trayectoria.

Las estaciones espaciales que incorporan plataformas, reflectores épticos
de grandes dimensiones, sistemas de comunicacién mediante satélites, etc. son
ejemplos ain mds sofisticados pero que van a ser cada vez mds frecuentes y
relevantes. El control de robots, desde los més simples, hasta los bipedos que
reproducen la capacidad locomotriz del ser humano es otro de los temas que
atrae buena parte de la atencién de la Teorfa del Control que se desarrolla
en nuestros dias.

Otro de los mecanismos que se ha convertido en un habitual de nuestros
hogares es el de los lectores de discos compactos. Este elemento indispensable
de nuestra cadena de miisica es un mecanismo 6ptico de descodificicacion que
reproduce una senal actstica de alta fidelidad a partir de una senal codificada
grabada en un conducto espiral implantado en el disco. En estos dispositivos
uno de los retos méas importantes es obtener mayores velocidades de rotacion
que permitan una lectura mas rdapida pero sin que eso afecte a la estabilidad
del disco. Los mecanismos de control propios de estos dispositivos han de ser
alin mucho mas robustos cuando se trata de equipos portétiles.

Seguimos hablando de sistemas sofisticados. Pero si observamos el fun-
cionamiento del mecanismo de apertura y cierre de la puerta de un garaje,
veremos que, también ahi, la Teorfa del Control esta presente.

Las redes de generaciéon y suministro eléctrico son sin duda alguna otra
de las aplicaciones mds comunes de la Teorfa del Control y que mds afectan
nuestra vida cotidiana.

Antes hemos mencionado alguno de los &mbitos de aplicacién de la Teorfa
del Control que puede ser importante para la salud del ser humano. A este
respecto no cabe olvidar las creciente aplicaciones en la medicina actual que
van desde los corazones artificiales o los mecanismos de suministro de insuli-
na.

Como se sabe (ver [2]), al resolver problemas de control 6ptimo con la
ayuda del principio de maximo de Pontryagin, se construye una funcién
H (¢, z,t,u) , que es mejor conocida como el Hamiltoneano del sistema. Al
resolver ese problema se usan también métodos, basados en la construccion
de otro tipo de funciones, funciones de Bellman (ver [3]). Para estudiar la
estabilidad de dicha solucién se utiliza la funcién de Lyapunov (ver [4]).



Nosotros trataremos al problema de sintesis para algunos sistemas
no lineales usando una cierta funcién © (z), introducida por Korobov, que
se llama funcién de contolabilidad. En ciertos casos, © (z) coincide con la
funcién de Lyapunov.

Se tratard el problema de sintesis para un conjunto de sistemas no lin-
eales que no se puede estudiar, resolviendo el problema de sintesis para la
parte lineal. Se construird la funcién de contolabilidad, asi como el control
posicional, acotado que controla dicho conjunto de sistemas.

En el primer capitulo se presenta la teoria de estabilidad, asi como la
estabilidad asintdtica segiin Lyapunov y ademds se presentan teoremas que
garantizan que cierto sistema es estable o no. Ademds se presentan teore-
mas con condiciones un tanto mas relajados de estabilidad e inestabilidad
asintoética.

En el capitulo dos se aborda el problema sobre la estabilizacién de un
sistema controlable, se introduce la funcién de control de Lyapunov. Mediante
la funcién de control de Lyapunov (ver definicién 12) es posible construir el
control que estabiliza un sistema dado.

En el capitulo tres se estudia un método de solucién de estabilizacién
en tiempo finito, o problema de sintesis, en este capitulo se construye una
funcién del tipo de Lyapunov y un control posicional, los cuales bajo ciertas
condiciones solucionan el problema de sintesis o estabilidad en tiempo finito.
Este problema tiene el siguiente planteamiento:

Sea dado un sistema de la forma

= f(x,u), uwe M,

donde x es un vector de dimension n, u es de dimensién r y M es un subcon-
junto cerrado del espacio de dimension r, se busca encontrar un control u de
la forma u = u(z), que toma valores en M, tal que la trayectoria del sistema

&= f(,u(z)),

que comienza en un punto xy, acabe en un punto dado z; en tiempo 7" finito.
Se discute la solucién dicho problema para ciertos sistemas no lineales.

En el capitulo cuatro se resuelve el problema de estabilizacién en tiem-
po finito para un conjunto de sistemas no lineales, los cuales no se pueden
linealizar. Se extiende el método de la funcién de controlabilidad para los sis-
temas mencionados. De acuerdo con nuestros conocimientos, esta extension
es original. Finalmente se resuelve un ejemplo particular, se presentan grafi-
cas para la trayectoria del sistema, el control y la funcién de controlabilidad.



Capitulo 2

Estabilidad

Para poder dar una descripciéon matematica para cualquier fenémeno es
inevitable hacer simplificaciones, tomando en cuenta solo los factores mds
influyentes y despreciando los demads, no tan importantes. Pero, obviamente,
surge la duda de que si la simplificacién que se hizo, fue la correcta. Puede
ser, que los factores que se despreciaron afectan al sistema, modificando de
manera considerable sus caracteristicas cualitativas o cuantitativas. A fin de
cuenta, ese problema se resuelve practicamente, comparando la conclusion
analftica, con los datos experimentales, pero en muchos casos se pueden dar
condiciones, bajo las cuales, ciertas simplificaciones son imposibles.

Si un sistema es decrito por un cierto sistema de ecuaciones diferenciales

dy; .
dt

P, (t7y17y27'”7yn) (Z: 1,2,...,n)

donde ®; € C' (R""!) | con condiciones iniciales y; (to) = yio (1 = 1,2,...,n),
las cuales se obtienen de una medicién y, por ello tienen un grado de error,
entonces surge la pregunta de que tanto afecta a la solucién de nuestro sistema
€se error.

Si resulta que un error muy insignificante en nuestras mediciones, es capaz
de alterar de manera considerable la solucién, entonces la solucién, determi-
nada por las condiciones con error, comunmente no tiene ninguna aplicaciéon
y hasta de manera aproximada no puede describir el fenémeno.

Entonces surge una pregunta, importante para la aplicacién, de poder
encontrar condiciones, para las cuales la suficientemente pequena alteracion
de condiciones iniciales provoca una alteraciéon como se quiera pequena en
la solucién. Esta pregunta, cuando el tiempo puede tomar valores como sea

9
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grandes, la resuelve la teoria de estabilidad.

2.1. Estabilidad asintética segiin Lyapunov.

Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales

dy;
dt

donde @; € C* (R™).

D, (t,y1, Y2, s Yn) (i=1,2,...,n), (2.1)

Definicién 1 La solucion ¢; (t) (i =1,2,...,n) del sistema (2.1) se llama
estable en el sentido de Lyapunov si para cualquier numero € > 0 se puede
encontrar 6 > 0 tal que para cualquier solucion y; (t) (i = 1,2, ...,n) del mis-
mo sistema, las condiciones iniciales del cual satisfacen las desigualdades

lyi (to) — @i (to)| <0(e) (i=1,2,...,n),

entonces para cualquier t > ty se cumplen las desigualdades

lvi(t) — i (t)| <e (i=1,2,...,n), (2.2)

es decir, las soluciones cercanas para condiciones iniciales permanecen cer-
canas para valores de t > to. Si la solucion no es estable, se dice que es
inestable.

Definicién 2 Si la solucion ¢; (t) (1 =1,2,...,n) ademas de ser estable
cumple la condicion

lim s (8) = 61 ()] = 0.
st |yi (to) — ¢i (to)| < 01,01 > 0, entonces la solucion ¢; (t) (i =1,2,...,n) se

llama asintoticamente estable.

Ejemplo 3 Verificar la estabilidad de la solucion de la ecuacion deferencial

dy

& = —aty, a A0,

con la condicion inicial y (ty) = yo. La solucion

—a2(t—
y = yoe )
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es asintoticamente estable, ya que

—a?(t—to) _ ~ efaz(tfto) _

Yo e 1) |y — G| < &

Yo€

para t > to, si|yo — Jo| < ce—@’to Y

lim e~ %) |y — 77| = 0.

t—o00

Ejemplo 4 Verificar la estabilidad de la solucion de la ecuacion deferencial

d
d_i:azya CL#O,

con la condicion inicial y (to) = yo. La solucion

a?(t—to)

Y = Yo
no es estable, ya que no se puede escoger un d > 0 suficientemente pequenio,
tal que de |yo — yo| < § se siga que

yoeaQ(tfto) B goea‘é’(tfto) <e
0 que
a?(t— —
e (1) Jyy — gig| < e

para todos t > t.

Notamos que el estudio sobre estabilidad de una cierta solucién

yi=u(t) (1=1,2,..,n)

del sistema (2.1) puede ser llevado al estudio sobre la estabilidad de la solu-
cion trivial, que se encuentra en el origen. Esto se puede lograr haciendo el
cambio de variable

vi=y—1u (=12...,n). (2.3)
Las nuevas funciénes desconocidas x; resultan ser desviaciénes y; — ; de
la misma funcién desconocida, de la funcién 7;, que define la solucién que

queremos estudiar.
Debido a (2.3) en las nuevas variables el sistema (2.1) se transforma en

dr; _dgi
dt — dt

+ &t F (), e+ 70 (D) (i=1,2,...,n). (2.4)
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Es claro que a la solucién y; = g; () (i = 1,2, ...,n) del sistema (2.1), que
queremos estudiar, le corresponde, debido a la transformacién (2.3), la solu-
cién trivial z; =0 (i = 1,2, ...,n) del sistema (2.4). El estudio de estabilidad
de la solucién del sistema (2.1) puede ser sustituido por un andlisis de la
solucién trivial del sistema (2.4).

2.2. Teorema de estabilidad asintética de Lya-
punov.

El método de Lyapunov consiste en encontar una funcién que cumple con
ciertas condiciones y que garantiza la estabilidad de la solucién del sistema

d&?i
dt

Dicho método resulta bastante general para estudiar la estabilidad de una
solucién y se conoce como el segundo método de Lyapunov.

Cabe mencionar que el primer método de Lyapunov consiste en estudiar
la parte lineal del sistema, es decir encontrando los valores propios de la
matriz del sistema, pero este método resulta incapaz de estudiar sistemas,
que tienen valores propios con parte real igual a cero, por ello este método
no resulta 1til en este trabajo.

= fi(t,xy,zn)  (i=1,2,...,n).

Teorema 5 (Teorema de estabilidad de Lyapunov). Si existe una funcion
diferenciable V (x1, xa, ..., T,), llamada la funcion de Lyapunov, que satisface
en cierta vecindad del origen las siguientes condiciones:

1) V (x1, 29, ...,2,) > 0,ademas v = 0 solo cuando x; = 0 para toda i;

n

2) & = 21 g—;/;f,» (t, 21, ..., xn) <0 para t > to,
1=

entonces el punto x; =0 (i = 1,2, ...,n) es estable.

Si aparte de estas dos condiciones pedimos que afuera de una vecindad

como sea pequena del origen, es decir cuando

i >8>0t =Ty > t,
=1

la derivada & < —f3 < 0, donde B = const, entonces la estabilidad es

_ ) dt
asintética.
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Ejemplo 6 FEstudiemos la estabilidad de la solucion trivial del sistema

de _ .. .3
{da‘ o
ay _
a LY

La funcion V (z,y) = x* + y* satisface las condiciones del teorema de Lya-
punov de la estabilidad asintdtica:

1) V(x,y) > 0 para cualquier (z,y) y V (0,0) = 0;

2) & =2z (—y—2*)+2y(z—y®) = =2 (2" + y*) <0.
Fuera de una vecindad del origen, % < —f < 0. Por lo tanto la solucion
trivial del sistema es asintdoticamente estable.

El teorema de Chetaev nos garantiza la inestabilidad de la solucién trivial
en un sistema. El teorema y su demostracién se pueden consultar en [11].

2.3. Teorema de Krasovsky-Barbashin.

El teorema de estabilidad de Lyapunov como ya vimos resulta bastante
1util para estudiar la estabilidad de ciertos sistemas. Pero las condiciones del
teorema exigen que la funcién de Lyapunov tenga un minimo estricto en el
origen. Resulta que esta condicién se puede relajar permitiento que el origen
no sea el Unico punto donde la funcién de Lyapunov se puede anular. El
siguiente teorema garantiza la estabilidad asintética y resulta més sencillo
hallar la funcién que satisfaga sus condiciones.

Teorema 7 (Teorema de Krasovsky sobre la estabilidad asintdtica). Si para
un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
dx;
dt
se puede encontrar una funcion V' positiva definida en el dominio

= Xj(xl,xgwxn) (25)

in <n donde n es una constante positiva
J

tal que su derivada V satisface en ese dominio las condiciones siguientes:
1) V<0 fuera de K,
2) V=0 enk,

donde K es una variedad de puntos, que no contiene trayectorias completas
del sistema para 0 <t < oo, entonces el sistema es asintoticamente estable.
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Demostracién. Denotemos por M un punto del sistema de ecuaciones (2.5).
Por las condiciones del teorema, en todos los puntos de la vecindad de cero,
V<0 (V <0 fuerade Ky V =0en K). De esto se sigue, que la trayectoria
v, que describe el punto M no puede pasar el nivel V = ¢ de adentro hacia
afuera.Si el punto M se encuentra fuera de K, entonces su trayectoria v va
a intersectar los niveles V' = ¢; de afuera hacia adentro. Esto se sigue de
las condiciones del teorema, ya que la funcién V' es definida positiva, y fuera
de K la derivada V < 0. Supongamos ahora que durante su movimiento,
el punto M se metié a la variedad K. Es claro ver que sobre la variedad el
punto se mueve sobre un nivel V = ¢, (en K la derivada V = 0). Como la
variedad K no contiene trayectorias completas del sistema, entonces el punto
M tiene que salir de la variedad, y en el lugar donde suceda la trayectoria
v, tangente al nivel V = ¢y, se adentrard al dominio que encierra la curva
V' = ¢y. La situacion presentada le puede volver a suceder al punto M a lo
largo de su movimiento, en cuyo caso el punto se moveria sobre un nuevo nivel
V' = c3, que se encuentra mas cerca del origen que el nivel V = ¢y (ya que
V< 0). Este proceso se puede repetir , pero el punto M estara acercandose
ilimitadamente al origen, lo que demuestra la estabilidad asintética. m

Teorema 8 (Teorema de Barbashin-Krasovsky). Si para un sistema de ecua-
ciones diferenciales se puede encontar una funcion positiva definida V (x), que
satisface la condicion

lim V(x) = o0,

T—00

la derivada de la cual, satisface para todos x dos condiciones:

1) V<0 fuera de K,
2) V=0 sobre K,

donde K -una variedad de puntos, que no contienen trayectorias completas
del sistema para 0 < t < oo, entonces el punto x = 0 es completamente
estable (el simbolo x — oo en el limite significa que por lo menos una
coordenada x; tiende como sea a infinito).

Krasovsky también dié una generalizacion del teorema de Chetaev sobre
la inestabilidad asintética.
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Teorema 9 (Teorema de sobre la inestabilidad asintdtica). Si para un sis-
tema de ecuaciones diferenciales se puede encontar una funcion V(x) tal, que
su derivada V' satisface las condiciones:

1) V>0 fuera de K,
2) V=0 sobre K,

y st aparte se puede encontar puntos, que estan en cualquier vecindad del
origen, tales que V(x) > 0 en esos puntos, entonces el sistema es inestable.

La demostracién de ambos teoremas es andloga a la demostracion del
teorema 7.



Capitulo 3

Estabilizacion de sistemas
controlables.

Ahora estudiaremos sistemas no lineales controlables. Se llaman sistemas
controlables descritas por ecuaciones diferenciales al sistema

= f(x,u), (3.1)

donde = € R" es la posicién, y f en general, es no lineal con respecto a = y u,

donde u es una funcién u = u (t) o u = u (), la cudl se llama control prepro-

gramado o control posicional, respectivamente. El control posicional tiende

a corregir posibles perturbaciones, a diferencia del control preprogramado.
Asumimos también que

f(0,0)=0
y f € C® (R x R™:R").

Definicién 10 El sistema de control (3.1) es asintdticamente estabiliz-
able, si existe u € C° (R";R™) que satisface

tal que, para el sistema & = f (xz,u (x)), el origen es un punto asintdticamente
estable.

Definicién 11 Llamaremos punto de equilibrio a una pareja (z,u) tal que

f(z,u)=0.

17
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3.1. Funcién de control de Lyapunov.

Una herramienta bésica para estudiar la estabilidad asintética del punto
de equilibrio es la funcién de Lyapunov. En el caso de un sistema de control,
el control esta en nuestra disposicion, por eso existen muchas posibilidades
de que la funcién dada pueda ser la funcién de Lyapunov para dicha elecciéon
del control.

Definicién 12 La funcion V € C'(R™;R) se dice que es la funcion de
control de Lyapunov para el sistema de control (3.1) si

V(x) — 400, cuando |xr| — +o0,

Vi(x) >0, Yo e R"™\{0},
Vo € R"™\{0},Ju € R™ tal que f (z,u) - VV (z) <O0.

Mas ain, V satiface la propiedad de control pequeno si, para cualquier
numero positivo €, existe un numero positivo n tal que para todo x € R™ con
0 < |z| <n, existe u € R™ tal que |u] < ey f(z,u)-VV (z) <O0.

Con esta definicién tenemos el siguiente teorema segin Artstein [12]:

Teorema 13 Si el sistema de control (3.1) es asintdticamente estabilizable,
entonces el sistema admite una funcion de control de Lyapunov que satisface
la propiedad de control pequerio. Por otro lado, si el sistema (3.1) admite una
funcion de Lyapunov que satisface la propiedad de control pequeno, entonces
el sistema puede ser asintoticamente estabilizable.

Notamos que en la demostracién del teorema de Arstein no se da un
control, que estabilize el sistema, explicito, sin embargo Sontag [14] probé el
siguiente resultado:

Teorema 14 Sea V' funcion de control de Lyapunov que satisface la propiedad

de control pequenio para el sistema (3.1). Supongamos tambien que el sistema
(3.1) es de la siguiente forma

flau) =fo(z)+ > wfi(z), ¥(z,u) € R* xR™,
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para algunos fo, ..., fr, en C= (R™;R™). Entonces u = (uy, Uz, ..., Up,) : R" —
R™ definida por

e (fo (@), (f >>)f;< )-VV (),

=1

donde i
atvai+b® oo g £0
b) = b st ,
(a,0) { 0 sib=0,

es continua y estabiliza globalmente el sistema (3.1).

El método de control de Lyapunov es una herramienta muy poderosa para
disenar funciones estabilizadoras. Pero para aplicar la férmula de Sontag
es necesario tener candidatos para la funcién de Lyapunov. Para sistemas
mecanicos el candidato natural para la funcién de Lyapunov esta dado por la
energia total del sistema, es decir la suma de la energia potencial y la energia
cinética. Pero, en general, esto no funciona.

Ejemplo 15 Considere el sistema cldsico de masa-resorte. El sistema de
control es
T1 = To,may = —kx1 + U,

donde m es la masa de la particula atada al resorte, x1 es el desplazamiento
de la masa, xo es la velocidad de la masa, k es la constante del resorte, y u
es la fuerza aplicada a la masa. La energia total E del sistema es

k

entonces con la notacion del teorema 14, tenemos
fo(x)-VE (z) =0,

fi(z) - VE (z) = xs.

Entonces, sizy = 0, no existe un control u tal que (fo () +ufi (z))-VE (z) <
0. Por lo tanto la energia total no es funcion de control de Lyapunov. Pero
tenemos que

(fo (x) +ufi(2)) - VE(2) = ufi () - VE (r) = uzs.
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Entonces podriamos considerar el siguiente control
u(x) =—vVE(x)- fi (z) = —va,.

Con este control, el sistema cerrado es

il = Ta,
. k v
T9g = ——T1 — —X2.
m m

Con este control VE (x) - (fo (z) +u (x) fi (x)) < 0, entonces (0,0) € R? es
estable para el sistema cerrado. Mas aiun, (0,0) es asintéticamente estable
para el sistema.



Capitulo 4

Estabilizacién en tiempo finito
para algunos sistemas no
lineales.

En este capitulo principalmente se consideraran los resultados del trabajo
[13], relacionados con sistemas no lineales.
Consideramos el sistema

= f(z,u), ue M, (4.1)

donde f (x,u) satisface a la condicién de Lipshitz con respecto a las dos
variables, x es un vector de dimensién n, u es de dimensiéon r y M es un
subconjunto cerrado del espacio de dimension r.

Para el sistema (4.1), se busca un control u de la forma u = u(z), que
toma valores en M, tal que la trayectoria del sistema

= f(z,u(z)), (4.2)

que comienza en un punto xy, acabe en un punto dado z; en tiempo 7" finito.
M4ds adelante consideraremos x; =0y f(0,0) = 0.

Para resolver este problema, V.I.Korobov propuso el método de la fun-
cién de controlabilidad, que consiste en la construccién de una funcién © (z)
(©(x) >0paraz # 0y ©O(0) =0) y control u(x) = u(x,O (z)) ,tales, que
se cumpliera la desigualdad

S0 i ue)) < g1 (1) 43)

i=1 0z;

21
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en cierta vecindad del origen, para algunos o > 0, § > 0. Esta desigualdad
nos garantiza que la trayectoria llegue al origen en tiempo finito. La funcién
© (z) la suponemos continuamente diferenciable para x # 0. En la desigual-
dad (4.3) para el caso de a = oo tenemos que la funcién © (x) es una funcién
de Lyapunov.

Definicién 16 Diremos que el sistema (4.1) es enteramente controlable,
si dados cualquier par de puntos del espacio xo y x1, se puede encontrar
una funcion u (z) tal que la trayectoria del sistema (4.2) que empieza en xg,
termina en xq1 en tiempo finito.

4.1. Teorema fundamental de Korobov.

El siguiente teorema, propuesto por V.I.Korobov, nos garantiza que la
trayectoria del sistema que comienza en un punto dado xy llegue al 0 en
tiempo finito.

Veamos el caso cuando la funcién de controlabilidad es suave en todas
partes, a excepcién quizas del 0.

Teorema 17 (Teorema fundamental de Korobov). Sea un sistema contro-
lable, dado por la ecuacion

= f(x,u), (4.4)

donde x € E,,u € M C E,., f € E,, la funcion vectorial f en cualquier do-
minio de la forma {(z,u) : 0 < p < ||z|| < p1,u € M} satisface a la condicion
de Lipshitz

1S (" ") = f (&, u)| < La (p, pr) (12" = 2] + [Ju” = ']]) .

Supongamos, ademds que existe una funcion © (x), que satisface las sigu-
tentes condiciones:

1) ©(z) >0y 0O (x)=0 solo para x = 0,

2) ©(z) es continua en todas partes y continuamente derivable,a excep-
cion de x =0,

3) Existe una funcionu (z) , parax € Q, donde @ = {x : © (z) < C,C > 0}
(C tal que el conjunto Q) es acotado), que satisface a la desigualdad

S22 1 ue)) < —poit (0) (45)

i=1 Oz
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para algunos a > 0, f > 0, aparte u(x), para 0 < p < ||z|]| < p1 y = € Q,
satisface a la condicion de Lipshitz, e.d.

lu(z") = u (@) < Lz (p, pr) |l2" — 2]

Entonces la trayectoria del sistema @ = f (x,u(x)), que empieza en un punto
dado x¢ € Q parat = 0, termina en el punto x = 0 para algin valor de tiempo
finito

T < %@i (o) .

Demostracion. Calculemos la derivada de la funcion © (x) por el sistema
T = f(z,u(x)), en la trayectoria = (t), que empieza en un punto Ty € Q.
Tenemos

: "L 00 (z (t

0@ =3 22D p 1)),

i=1 !
Entonces, por (4.5)
O (z(t) < —pO'"= (x(1)).

Como © (x) > 0 para x # 0, se sigue que para z (t) # 0

d 1 I5;
—0Oa (z(t)) < ——.
20 (2 (1)) < -
Sea 7 > 0-un nimero cualquiera, pero tal que, la solucion x (t) exista en el
segmento [0, 7] . Integremos la ultima desigualdad de 0 a T, entonces

1

Os (z (1)) < O (o) — gf. (4.6)

Denotemos por S (€) y S (po) las bolas de centro en 0 y radio € y p respectiva-
mente, ademds ¢ < ||xo]|, y po tal que Q C S (po). Como cualquier solucion,
que empieze en el punto xg € Q, se queda en Q (ya que O (z (t)) < 0) y como
para ', x" € QNS (¢) se cumple la desigualdad

1F (2", u (@) = f (&, u (@) < Ly (€, p0) (1 + L2 (€, po)) 2" — 2],

entonces la solucion de la ecuacion x (t), que empieza en un punto Ty € @,
se puede extender al segmento [0,T}] tal que para t € [0,T], = (t) > €, por
ello para esos valores de t la desigualdad (4.6) es cierta.

Ahora mostremos que paraT (¢) < %@é (o), la trayectoria z (t) llega a la
frontera de la bola S (g) . Suponiendo lo contrario, obtenemos que ||x (t)|| >
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para 0 <t <T,yT, > %@é (x0) , pero para T = 11, la parte derecha de la de-
sigualdad (4.6) es no positiva y la parte izquierda de la misma desigualdad es
positiva, ya que ||z (t)|| > €. Como el tiempo de llegada a la frontera de la bola
de radio € crece monotonamente, al disminuyir e, y como T (g) < %@i (zo),

entonces existe HII(])T (e)=T< %@é (x0), pero entonces }HI%I‘ (1)=0. m
e— N

Korobov en [13] di6é un método general para la construccién de la funcién
de controlabilidad © (z) y el control acotado u (x) para el sistema de la forma

T = Ax + bu,

con un control acotado |u| < d, donde la matriz A es de n X n, b un vector
de dimensién n.

4.2. Construccién de funcién de controlabili-
dad para algunos sistemas no lineales.

Algunos sistemas no lineales controlables de la forma

= f(z,u), (4.7)

con f € C?(R™™) haciendo un cambio de variables y de control pueden
ser llevados a un sistema lineal. Por ejemplo el sistema controlable

T = i (X1, Tiy1), 1=1,..,n—1, (4.8)

in = ©¥n (mla ey Ly ’LL) s
tiene esa propiedad si suponemos que

v,
ou

dp;

>a > 0.
041

>a>0,

Haciendo el siguiente cambio de variables:
2 =1 = F (11),
L ap

Zi = W%‘ (@1, s 1) = B (21, ., 23)
=1
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e introduciendo un nuevo control

n—1
OF, OF,
U:; axj 80] (-le-.-7xj)+ axngon (.Il,...,xn,u)?

obtenemos el sistema
Zl' = Zi+1 (Z = ]_,...,TL— ].),Zn = .

Para este sistema lineal la funcién de controlabilidad se puede hallar de la
ecuacion (ver [13]):

2(10@1+2n°‘_1 = Z fij@%zizﬁ (49)

ij=1
con o > 0y ag > 0 por determinar.El control se propone como
= O (x)

En términos de las variables z;, es decir del sistema (4.8), las relaciones
(4.9) y (4.10) tienen la siguiente forma:

1 ¢ 1
0= 3 Z —@(2n7iij+1)/aFl~ (1, ey i) Fj (21,0, 25)

ij=1

Q;
u(z) = Z 5 (x)(2n—i+1)/aﬂ (1, ey )

=1

Veamos nuevamente el sistema (4.7). Supongamos que f (0,0) = 0. Si
suponemos que f ademds tiene segundas derivadas continuas con respecto a
x 'y u, entonces el sistema (4.4) puede ser llevado a la forma

Tt =Ax+ Bu+ g (z,u),

donde

af(0,0) af (0,0)
A= S0 B = Sm g ()| < G (), + ul,)
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Construiremos la funcién de controlabilidad para el sistema & = Ax + Bu
y con su ayuda encontraremos el control acotado u (z), que lleva a cualquier
punto de una cierta vecindad del origen a 0, segun el sistema & = Ax+Bu ().
Mostraremos, que para eleccién correcta de O (z) , garantizando que el control
sea pequernio en una vecindad de origen, el mismo u (x) lleva a 0 a cualquier
punto de una vecindad del origen, pero segun el sistema (4.4).

Veremos el caso de un sistema con control unidimensional. Tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 18 Sea dado el sistema
i =Ar+bu+g(z,u), (4.11)

donde A es una matriz constante de n X n, b-un vector de dimension n,
rank (b, Ab, ..., A"71b) = n, u € Ey, |u| < d,|lg(z,u)|| < CL(||z]]™ + |u|®)
(s1 > 1,89 > 1), la funcion g (z,u) en cualquier dominio {(z,u) : 0 < p <
]| < po, po-fijo,|u| < d} satisface a la condicion de Lipshitz

lg (", u") = g (', u)|| < L (p, po) (12" — 2/l + [u” = o]).

Definamos al control u (z) por la igualdad

n

u(:z:):Zai@(m)( e 1/O‘( Ay —I—Zpl o, A7), (4.12)

=1 i=1

donde c es una vector ortogonal a b, Ab, ..., A"72b y (c, A"~1b) = 1, a-constante
positiva, los coeficientes a; se eligen, buscando la estabilidad asintdtica del O
del sistema

=z (i=1,2,...,n—1) Zaz (4.13)

los coeficientes p; son los coeficientes del polmomzo caracteristico de A y la
funcion © (x) se define para x # 0 como la solucion positiva, continuamente
derivable, de la ecuacion

2a0@1+n+m } Z fij@w;z (c, Ai_lm) (c, Aj_la:) = 0. (4.14)
ij=1
donde los coeficientes f;; se determinan del sistema

fij :fﬂ,2<j,Z: 1,2,...,n,j:i+1,i+2,...,n
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a;fin+ ajfin+ fici; (1 —6a) + fijo1 (1 —615) =265, 1=1,2,...,n,
j=ii41,..m, (4.15)

d;; es el simbolo de Kroeneker.

Eziste ag lo suficientemente pequeno, un m lo suficientemente grande y
una vecindad del origen tales, que de cualquier punto xq de esa vecindad se
puede llegar al origen en un tiempo finito T (xy) < %Agéx@é (x0) , segun el
sistema & = f (x,u(z)).

Demostracion. Hacemos el cambio de variables

2= (c, AFI:C) , i=1,..,n, (4.16)

donde el vector ¢ esta dado segin condiciones del teorema, y lo denotamos
vectorialmente por z = Lx, ademds introducimos un nuevo control dado por

V= — zn:pizi + u.
i=1

Entonces el sistema (4.11) pasa a ser
Z"i:ZH_l—F(,Oi(Z,U), Z':l,...,n—l,
Zn =0+ @, (2,0), (4.17)
donde las componentes @; del vector ¢ se determinan de la igualdad
p=Lg (le, v+ me) :
i=1

por lo que

i (z,0)] < Co LI (IZTH I + o+ (p, 2)2) <

Culll (J[Z7HI el + 28620 (o 4+ 2 12])) , (4.18)

donde p-vector de componentes p;.
De aqui en adelante consideraremos, que ||z|| < 1, por lo que en la de-
sigualdad (4.18), cambiaremos ||z||”* y ||z||”* por||z||®, donde s = min (s1, sq) .
Denotemos ahora por

Cy = G 11| - {[| L[ + 28/ p = 28/}
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entonces la desigualdad (4.18) se transforma en
|0i (z,0)| < Co (|J2]]” + [v]™) -

En las nuevas variables (4.16) la ecuacion (4.14) tiene la forma

2&0@1+H+T£—1 - Z fij®i+f¥72 Rikj = 0. (419)

4,j=1

Mostremos ahora que la derivada temporal de la funcion © (2), segin el
sistema (4.17), la cual denotaremos por ©4 (z), para

v = Z ;0 ()TN, (4.20)
i=1

satisface para algin B > 0 a la condicion
01 () < —fO'% (). (4.21)

Esto significard, por el teorema fundamental 17, que de cualquier punto de
cierta vecindad del origen se puede llegar a cero, segun el sistema (4.17). Por
otro lado, debido a que el cambio de variables y de control no son degenerados,
esto significa que se puede llegar a 0 de una cierta vecindad, debido a (4.11)
con el control u (x) , que se define por la igualdad (4.12), es decir se cumpliria
el teorema fundamental.

Para obtener la desigualdad (4.21) denotemos la ecuacion (4.19) como
¢ (0, z) =0, entonces

O, (2) = -\ P=2). (4.22)
Do

donde Z se determina por la igualdad (4.17) para v, que a su vez es determi-
nado por la relacion (4.20).

La igualdad (4.22) tiene la forma

O (2) = ! «

n+m—1 n+m-—1 n i+j72 i+7—2 1
2a0 (1 + T) © -« — Z fz‘j O = ZiZj

2,7=1

XAD D £O T (2 + 5 (2,0) + Y fin® Tz (04 5 (2,0))

i=1 j=1 =1

(4.23)
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Usando la forma de v, obtenemos, que el numerador de esa expresion se
transfroma en

-1 - i—1)/a 2 - i+j—2)/a
-0 (@( Die(2) )"+ Z fi; 00D/ 50 (2,0).
i=1 ij=1
En el denominador, la expresion 2aq (1 + HT"H) O™ % la determinamos
de la ecuacion (4.14), entonces la ecuacion (4.23) toma la forma

—ot ijl (@lfzi)2

61 (’Z> = n . o
O-L 3 (1+ M=) [0 2z
ig—=1
3 fiO7 i (2,0)
b — — (4.24)
-1 Y (1+ ™2 =5) f;07 2z
ig=1

Se puede ver, que el primer sumando se estima por arriba con la expresion
1 . . .
04, donde X%, es el valor propio mds grande de la matriz

)\Ot
n+m-—v—9
Q_H(:H_ j)fij

| , (4.25)

i,7=1,...,n

max
«

a tal que la matriz F'* es definida positiva.

Estimemos ahora el sequndo sumando. Haremos la estimacion sobre el
conjunto Q@ = {z: 0 (z) < 1}.
Veamos S-superficie de nivel de la funcion © (z),

S={2:0(2)<q,0<q¢<1},
y sobre cada una de estas superficies, estimemos el sequndo sumando.

Obtenemos:

n

n s o o 2
o1 Z <1 n n+m-—1—7J+ 1) @(z+y—2)/oczizj > @—1>\%inz <@ a12i> '

= « X
7,7=1 =1
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Estimemos por abajo la cantidad (@(171)/(12@,)2 sobre S. Para eso resolve-
i=1

mos el problema de encontrar min (@(i_l)/azi)2, si
i=1

1 n /(a+n+m—1)
(2_% > [0 "Zizj> —q.

,5=1
Sea y; = OU-D/2y: con esas denotaciones el problema se transforma en

n
encontrar min Y y?, si
i=1

1 " 1 n4+m—1
T%Zfijyiyj:q+ “
ij=1

Para resolverlo, usaremos los multiplicadores de Lagrange. De las condi-
ciones necesarias de extremo obtenemos

RS :
le — a/_ZnyJ’ 1 = 1,...,”, (4-26)
05
es decir 9
Qo
Fy=—uy.
1

De esta igualdad se sigue que \ = 2% es un valor propio para la matriz F.
Multiplicando la igualdad (4.26) por y; y sumando, obtenemos

i )\ i n+m-—1
2> vl = a0 > fuviys = 2ug" e
i=1

1,j=1

por lo que
- 2&0 m+n—1
min Y gl = g,
Z:1 max
donde Amax-el mayor valor propio de la matriz F.

Consecuéntemente, para E-denominador del sequndo sumando de la igual-
dad (4.24)- es cierta la siguiente estimacion:

A2
Bz 2apq MY/, (4.27)

max
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Para D-numerador del sequndo sumando en la igualdad (4.24)-tenemos
la desigualdad

D = Z fij@(i+j72)/a2i90j (Z,U) <0, lg.l?)énfij (HZHS + ’U’Sz) Z ‘Zz’ @(i+j72)/a'

i,j=1 i,j=1
(4.28)
Pidamos que ag sea tal que v/2aq \/Al—\/ﬁ < 1, entonces ||z|| < 1; ademds,
pidamos que \/2ay (F~'a,a) + \/ 200 pr% < d, entonces el control u =
’L—l min

n

v+ > pizi serd acotado en wvalor absoluto por d. Tomando en cuenta las
i=1

estimaciones

1, nd+m—2i41 1 1, m—n—1
2] < V2a0q2™ = o vl < V2a0 (F~'a,a)qz™ =,
min

de (4.28) obtenemos

2 moni1 ) 2
D < €y max fj; ((—nanH“H) +

i<ij<n Amin

+ (2&0 (F—la, a) q1+m—T"—1> 2 ) qz+f;2q%+n+m2;2@+1 fao '

i,j=1

De la desigualdad obtenida y de la desigualdad (4.27) se sigue, que H-el
seqgundo sumando en la iqualdad (4.24)- satisface la desigualdad

m(s—1)—n(s—1)+(s+1)(a+1) m(sg—1)—n(sg+1)+sga—sg+a+l
H < C3Cy (ap) (q 2 : T ) ;
donde )
Ama , n
C3 = 2;;{”( 02 maxfij—,
min min
, 2a0n\ 2 2
Cy (ag) = max { ()\ 0 ) Vv 2ay, (2ao (F_la, a))32/ V2ag .
min

Escojamos ahora m y ag de la condicion, que el valor H no sobrepase a
la mitad del valor del primer sumando de la igualdad (4.24), es decir H <
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2/\({, ql’é. Para ello, a las restricciones para ag le anadimos la restriccion
C3C4 (ag) < 2/\%, y que el numero m satisfaga las desigualdades m > n,
m(s—1)—n(s+1)+(s+1)(a+1) >1_l
200 - a’

m(sy—1)—n(ses+ 1)+ ssa—sg+a+1 - 1
2a - a

De aqui tenemos que

mzméx{n,n(s+1)_s_3 n(52—|—1)+52—3}‘

) 4.29
s—1 So — 1 ( )

Primero escojemos m, de tal manera que se satisfaga (4.29) . Despues se
elige a de tal manera que (4.25) sea positiva definida y o > —1¥, donde v
es la raiz mas pequena de

.............................. T ] (4.30)
fnl(n_y) fn2(n_1_y) fnn(l_y>
Despues, eligimos ag de tal forma que
2agn - n
A%Om <1y 2a(Fla,a)+ 2a0; P2 o <d. (4.31)

Finalmente obtenemos

! 0 % (2).

o
©1(2) = =95

max

Ejemplo 19 Consideremos el sistema

S |
.772—.’13'1,

0 0 1 0
con |u] < 1. Tenemos que A = (1 0) b= ( 0 ) Yy g(z1,22,u) = ( 3 >

Es facil ver que rank (b, Ab) = 2 y que g (x1,x2,u) satisface las condiciones

{x'1=x2+u,
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del teorema 18, con s = 3,55 = 0. Sea a; = —1,ay = —2. El sistema (4.15)
tiene la forma

fiz=for, —fo—2fia+fuu=0, —fia=1 —2fs+ fio=-1

De aqui, f11 =3, fi2 = fa1 = fao = 1. Para la ecuacion (4.30) tenemos

=0.

33—v) 2—v
2—v 1—v

Entonces V) = 2 — %6. Ahora escogemos m = 3, para que se satisfaga (4.29).
Entonces, con o = 1 la matriz (4.25) es positiva definida. Ahora, como F~* =

1 1

(_21 52) y por las desigualdades (4.51), tomamos ag = é. Finalmente,
2 2

obtenemos

214 T

o3 (z1,20) O (1,22)

donde © es la solucion positiva de

u (w1, 22) =

2
5@5 — 02 —20 - 3> =0.



Capitulo 5

Solucién de problema de
sintesis para sistemas no
linealizables.

Ahora estudiaremos el problema de estabilizacién en tiempo finito para
una familia de ecuaciones no lineales, no linealizables, aplicando el método
de la funcién de controlabilidad. Para ello propondremos una funcién y un
control y probaremos que dichas funciones satisfacen el teorema fundamental
de Korobov.

Sea dado un sistema controlable de la forma

j?QILU

Y

{ =0 donde |u| <1, keN. (5.1)
1

con la posicién inicial z (0) = xo.
Para el sistema (5.1) encontraremos un conjunto de funciones posicionales
u(x), donde = := (1, x2), continuas tales que el sistema cerrado

{ non (5.2)

que comienza en un punto z (0) = xo, termine en el origen en un tiempo
finito T' (xo) , es decir

I t)=20
Mm@ () =0,

donde x (t) es la trayectoria del sistema cerrado (5.2).

35
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Usaremos el método de la funcién de controlabilidad de Korobov, es decir
construiremos una pareja (u (z),0 (z)) tales que el sistema fundamental 17
se satisfaga.

Primero estudiemos el problema de estabilizacién del sistema (5.1). Para
ello escogemos u (z) tal que el sistema (5.2) sea asintoticamente estable.

Tomamos u (z) = —x; — %_’_13]’2, entonces el sistema (5.2) adquiere la forma
: 1
1 = —T1 — 772
(MR (5:3)

Escogemos V = 22" 4 22 como funcién de Lyapunov para el sistema (5.3).

Notamos que V > 0y V = 0 solo para x = 0. Ahora
V = (2k + 2) 22Ty + 220y,
de donde, usando el sistema (5.3) tenemos
V = — (2k +2) a2,

La derivada de V es siempre negativa y se vuelve cero sobre un conjunto
K ={(0,22) : xz2 € R\ {0}}. Sobre K el sistema tiene la forma

To = O,

i‘2 = 07
peroen K, x5 # 0, entonces K no contiene trayectorias completas del sistema.
Por lo tanto V' cumple las condiciones del teorema de Krasovsky y por ello

el sistema (5.3) es enteramente estable. Mas ain podemos afirmar que el
sistema es enteramente controlable. [Ver apéndice A].

Observacion 20 Remarquemos que el sistema de la forma

51.71 = u,
s 2k
Zﬂg — xl 3

no es asintoticamente estabilizable, lo cudl se puede verificar tomando V = x4
en el teorema de inestabilidad de Krasovsky (ver teorema 9 ).
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5.1. Construccion del control y la funciéon de
controlabilidad.

Tomaremos el conjunto de controles dado por

a1 [EHUD) agff%k—’_l

U=t v =50 T 5w T o @

con ay,as,a3 € Ry k € N}.

La funcién de controlabilidad © () es la solucién positiva de la ecuacién

2&0@4k+4 = f11$%@4k+2 + 2f125L'1I2@2k+1 + fQQI%. (54)

Jin f12>
F = 5.5
( fio fo (5:5)
es positiva definida.

Para asegurar que la funcién u(z) esta bien definida, probaremos que la
solucién de la ecuacién (5.4) es unica.

donde

Lema 21 Supongamos que la matriz F' y la matriz B, dado por

B = ( fll 2kT—i_?)fH) (56)

%T+3f12 4 fa2

son positivas definidas. Entonces la ecuacion (5.4) admite una inica solucion
positiva ©(x) para todos x.

Demostracién. Podemos escribir la ecuacién (5.4) en la siguiente forma

2000 = (DgF Dgx, ), (5.7)

0
D@ — 1 .
0%

Primero probaremos que O (z) toma todos los valores positivos. Para
ello tomamos © = C, donde C' > 0 en la igualdad (5.7). Notamos que
la parte derecha de la igualdad se vuelve (DoF Dex,x), donde D¢ es la

donde

@
= w\~|"
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matriz Dgcon © = C'. La expresién anterior representa una forma cuadratica
positiva definida, ya que (DcFDex,x) = (FDex,Dox) = (Fy,y). Esta
forma cuadrética toma todos los valores positivos, incluyendo el valor C, por
lo que la igualdad

C = (DcFDC{L‘,.I‘)
es posible para todos los valores de C' > 0. Ademsds, todos los valores de x
forman un superficie de nivel de la funcién O(z), es decir O(z) =C. =

Ahora veremos que para cualquier x # 0, la ecuacion tiene solucién posi-
tiva. Fijamos z7 y 22 y sea x5 # 0. Veamos la funcién

cp(@) = 2ao@8 - fllﬂU%@6 - 2f12~’171552@3 - f2233§-

Para valores suficientemente grandes de © tenemos que ®(0) > 0, por
otro lado ®(0) < 0. Entonces existe ©* tal que ®(©*) = 0 y por lo tanto
existe una raiz de la ecuacién para ©. Ahora si o = 0, entonces la ecuacion
se transforma en

2000* — fr123 =0,
para la cual hacemos la misma deduccién que para el caso xo # 0.

Entonces nuestra ecuacién tiene solucién positiva. Demostraremos ahora

que dicha raiz es unica. Calculando la derivada de ®(©) tenemos

D(0) = 2a9(807) — fua] (60°) — 2fi2a122 (307)

2a9(80%) — fiyai (60°) — 2 fiox125 (30°)
— 5 ,

usando (5.4)

. f11@61€ -+ 5f12@31’1.7)2 + 4f22I%
B 20 ’
de donde, haciendo el cambio y; = 210 y yo = 29

$(0) = 55 (By.v)

®(0)

Como B > 0, entonces para © > 0 tenemos que <I>(@) > (. Suponemos
ahora que la solucién positiva no es unica. Entonces podemos considerar dos
soluciénes consecutivas ©; y ©,. Como CID(@) > 0 entonces 39; > 0 tal que
CI)(@) >0si0 € (@1, @1+51) y Jd5 > 0 tal que @(@) <0810 € (@2—52, @2>
Pero esto es imposible ya que ®(0) es continua, entonces 303 € (01, O9):
®(03) = 0 y nosotros supusimos que 0O y O, eran soluciénes consecutivas.
Asi probamos la unicidad.
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Lema 22 Sea S el subconjunto de U, dado por

a1, AT azrh T

R - Te A TRE AT

con ay,az,a3 € R_ y k € N}.

Sea @
Jin = a—f12> Jo2 = —f1203 (5.8)
2
en (5.7), con fi2 > 0. Entonces si
a1 (2]{? + 3)2
— — <0 5.9
" 16 (5.9)
obtenemos que .

donde O(z) es la solucion positiva de la ecuacion (5.4) y v > 0.

Demostracién. Notamos que segin las igualdades (5.8), la matriz (5.7)
tiene la siguiente forma
A
fi2 —Jizas

La matriz F’ es positiva definida, ya que por las condiciones del lema ¢! f12 > 0
y por la desigualdad (5.9) tenemos

Lhy o iy
f12 —f12a3

Ahora, derivando la ecuacién (5.4) obtenemos para © :

a
:——1a3—1>0.
a2

(Sk + 8) a0@4k+3® = (4k + 2) f11$%@4k+1® + 2f111’1.i'1@4k+2+

+ (2]€ + 1) f12$1$2@2k© + 2f122'311‘2@2k+1 + 2f121‘1.i72@2k+1 + 2f22.1’27'}2

2f11201810% 2 4 2 f1001 290?42 f1o01 590 4 2 fon oy
(8K + 8) ag©*+3 — (4k + 2) f11220%+1 — (2K + 1) fiox 2,02
2f112181OF3 4 2 f1081 29022 4 2 152189022 4 2 for 19090
(8F 1 8) 1@+ — (4k 1 2) 11020872 — (2k + 1) fraa1a2 @21
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Denotamos por
By = 2f1121810"F + 215012902 + 2 f1001 89072 + 2 for 1850

Bg = (8]{3 + 8) a0@4k+4 — (4]€' + 2) f11$%@4k+2 — (Qk’ + 1) f12$1$2@2k+1
Note que
=5
Sustituyendo &1, 42 y u en By, segun el sistema (5.1) y la forma de B, obten-
emos

0

o 2 Ak+2 241 k2 3 2k+2 2it+1
B, = fua1x7© + fi1a221220 + friazz"°O + f120171720 +

2 2k+1 22 2k t2 2k+1
+f12a0275 + fiaazx]" 220 + frox]" O + fooxex" T O

Usando nuevamente la ecuacién (5.4) en B, tenemos
Bg = (2]{7 + 2) <f11$§@4k+2 + 2f12371$l?2@2k+1 + f22x§) —

— (Qk‘ + 1) f11$%@4k+2 — (Zk’ + 1) f12$1$2@2k+1 =
f11$%@4k+2 4 (2]€ + 3) f12x1x2@2k+1 + 4f221}g.

Haciendo la sustitucion

_ 2k+1 _
Y1 = 110 y Y2 = T2,

obtenemos
By = fuayy; + (firas + fi2a1)y192 + fizasys+
2k+2 2k+1
Yy Yy Y2
+(fias + f12)m + (fa2 + f12a3)m
y

By = fuy; + (2k + 3) froy1ya + 4 f2005.

Introduciendo la denotacion

A fllal f11a2-5f12a1
=\ Jfueetfizar )

2 Ji2az
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finalmente obtenemos

22 2k+1
B = A(y,y) + (fuas + flz)m + (fa2 + f12@3)m

BZ = (Byay)a

donde B esta dado por (5.6).
Usando, nuevamente las condiciones (5.8) y el hecho de que fio > 0,
a; < 0 para ¢ =1, 2,3, obtenemos

Ja2 + fi2a3 = 0,
(Ay,y) <0
oo (Bl )
%T+3f12 —4f12a3
Finalmente usando (5.9), obtenemos
Jiasz + fi2 <0,

(By,y) > 0.
Usando los resultados obtenidos, llegamos a
. B
0=—<0.
B, =

Haciendo la sistitucién z, = CO?***1z;, donde C' € R, en la ecuacién (5.4)

tenemos )
2 2&0("’)

T, =
P i+ 2120 + faC?
2a0@4k+4
Ji1 +2f12C + 202
Finalmente, usando las igualdades (5.10) y (5.11) obtenemos

(5.10)

2 _ 2
x5 =0C

(5.11)

O — fi1a1 + (fi1as + fi2a1)C + f12a2C?
f11 -+ (2/€ + 3) flgC + 4f22(72

fi2 +asfn
(f22C? 4 2f15C + f11)" (f11 + (2k + 3) f12C + 4f5C?)

(2a0)"

(5.12)
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Note que el denominador no se puede anular para ningin valor de C' en
ninguno de los sumandos, ya que, como vimos anteriormente las formas
cuadraticas F' y B resultan ser positivas definidas. El primer sumando es
cero cuando C' es solucién de

f11a1 -+ (fllag -+ flgal)C —+ f12a26’2 =0. (513)

Sea (15 soluciénes de la ecuacién (5.13). Para (s, el segundo sumando es
estrictamente negativo. Para C' — oo, el segundo sumando tiende a 0, pero
fi2a2

el primer sumando tiende a A < 0. Ya que @(C’) es continua para todos

C' € R, entonces es posible encontrar un v > 0, tal que © (z) < —v para
todos z. m

Lema 23 Lema 24 Sea ag solucion positiva de

2k+1

2k+1
200 A max + 2Amaxbag >+ b2adF T — 1 =0, (5.14)

donde

2k+1

2 fao 2
b= oo (fnfzf— f122> ’

(05} + ai1as

a1a3f12 - a2f12 '

Améx = A102
Entonces, si se satisface el lema 1 tenemos

lu(x)] < 1.

Demostracién. Note primero que por el lema 21

2f2
funfor — fo

> 0, Amsx > 0.

Entonces la ecuacién (5.14) tiene solucién positiva.
Podemos escribir el control u (x) usando la matriz Deg,

ag.f%k—H

u(z) =0 (v) 2a" Doyr + —@ (x)2k+17
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donde a’ = (ay, ay) . Entonces

@ = (0 @) a Doy + - @ () F aT Doy + | —
(@) @(x)2k+17 (@) o

2
2k+1 2k+1
= (@ (ZC)_% aTD@(x),fL" @ (x)_% GTD@(x):C) + 2@ (x)—% aTD@(I)x a/3$1 + ( agl‘l )

2
2aq T 1o (lg.T%k_'_l a;:,x%kﬂ
— —2a0@ (J}) (CLCL D@(x)l‘, D@(x)ZL’) + 20 (.l‘) 2a D@(z)I@ (;p)2k+1 -+ .

Usando la ecuacién (5.7) obtenemos

2
%, ) Qag 2t Qag 2t
2 0 T -5 T 341 3441
w(x)|” = aa” Doy, Do)r)+20 (z) 2 a” Dgp)x + )

De las propiedades de las formas cuadréticas, se puede hacer la siguiente
estimacion .
(aa” De()7, Do)

(F' Do), De(x))

donde A ix €s la mayor solucién de

S )\méxa

det (aaT — )\F) =0.
Resolviendo para A, obtenemos

\ B 1
T8 fio (= fioas) + [

sustituyendo

a
a%—lfm + a2 (= fiaa3) — 2a1a2f12 |
a2

Ao + aq1as3

a1a3f12 - &2f12 '

>\ma',x = a1az

Ahora, tenemos

2
2h+1 2h+1
20 (x)fé a" Do 371 + ( ' ) =

2
o @1 et agx2k N agr2F
(e (l‘) &) (I’)2k+2 ) ($)2k+1 &) (a:)Qk:-‘rl '
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Usando (5.10) obtenemos

|J,‘ | . 2@0@2
' fi1 + 2f12C + f92C?

Sustituyendo |z;| llegamos a la desigualdad

2k+1 2k+1\ 2
_1 asx asx
20720 Dogr—ai— + ( ; > <

O2k+1 @2k+1

2k+1
2

5 9 2U+1
2\ max |as) ( do 2) + a3 ( do 2) :
fi1 +2f12C + f2uC fi1 + 2f12C + f22C

Maximizando

2
T 220 faa obtenemos que

2k+1 2k+1\ 2
2
2072a” Dex Q2k+1 + Q2k+1 <

2k+1

2 fao ) 2 2Zksl 2 < 2 fa2 )%H 2k+1
2Amax |@ —_— ay®> +az | ———— agt
| (fnfzz—ffz 0 S\ fifoz — /B 0

Finalmente, tenemos

2k+1

2fa2 )2 241
f11f22_f122

2k+1
a’ <L) a2k
fiifor — [Bo

Entonces, si ag es solucién de la ecuacién (5.14) tenemos

|u (,:r:)|2 < 200 A max + 2Amax a3 (

ju(z) < 1.
Con ello probamos el lema. m

Observacién 25 Usamos la transformacion xo = CO%* 1z, en nuestras es-
timaciones. Esta transformacion es posible para los valores x1, xo tales que
x1 # 0. Es facil ver que los lemas 1,2 y 3 se cumplen para los puntos (0, xz).
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El siguiente teorema resuelve el problema de estabilizacién en tiempo
finito para la familia de sistemas controlables (5.1). Remarquemos que estos
sistemas son no linealizables y de acuerdo a nuestros conocimientos, este
resultado es original.

Teorema 26 Sea u(x) € S, donde
a1y [0HHD) a3x%k+1

(@) ({L‘) + (s} (x)2k+2 + (s} (x)2k+1’

con ay,as,a3 € R_ y k € N}

S={u(z) [u(xr)=

Sea ademds ©(x), la solucion positiva de la ecuacion (5.4), donde agy es la
solucion positiva de (5.14) y

(%2 fio
b= ( J12 —f12a3)’

con fia > 0. Entonces, si la desigualdad (5.9) se cumple, la pareja (u(x), ©(x))
resuelve el problema de sintesis para el sistema (5.1).
Demostracion. Veamos primero si la funcion f(x,u) del sistema (5.1),

dada por
u
fo,u) = x%k—i—l )

es Lipshitz-continua. Tenemos

1 (&) = F (@) = — )P+ (P — aB) <

o |+ [ — ) = = )+ [3€2] [t — 4],

donde € € (2, 2). Ahora como 0 < p < ||z|| < p1 = |z1] < p1 entonces
1f (@' 0) = f (@, u")]| < ' — | + 3p o’ — 2"

< (143p7) (Ju' — "] + [2" = 2"]).

Asi, entonces f (x,u) es Lipshitz continua.

La continuidad y derivabilidad de la funcion © (x), para x # 0, la estable-
ceremos aplicando el teorema de la funcion implicita. Para ello calculemos la
derivada de la funcion.

F <@> L1, 552) = 2610@4“4 - ]01155’%@416Jr2 - 2]‘?12%’1332@2’“r1 - f221’§>
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con respecto a ©.
La derwada viene dada por
OF

30 = (8k + 8) a3 — (4k + 2) fllx%@4k+1 — (4k +2) from12,0%".

Multiplicamos por ©~1 la ecuacion (5.4), tenemos

2@0@ (l’)4k+3 = f11$%@4k+1 + 2f12£(71$2@2k + fggl’g@_l.

(fL’)4k+3

Usando la tgualdad para 2a,0 en la derivada, obtenemos

oF
% = 2f11$%@4k+1 -+ (4]€ + 6) f12$1$2@2k —+ fggl’%@il.

. : 1 _1
Haciendo el cambio y; = 110%%2 1y, = 29072, llegamos a

OF

% = (F1y7y)7

donde
Po— ( 2f1 (2k +3) f12>
! (2k + 3) fi2 fo2 '

Notamos que F es positiva definida, debido a la forma de F y a la desigualdad
(5.9),entonces llegamos a que g—g > 0, Vx # 0. Por el teorema de la funcion
implicita, resulta que ©(x) es continua y derivable para cualquier punto fuera
del origen.

Para demostrar la continuidad de © (x) para x = 0, tomamos el elipsoide

_ L1 (1.2 1 .2\ _ .
P, de la forma P, = {:c  Jag (@ml + @xQ) = ’y} y encontraremos vy maxrimo,

tal que Q C P,. Para eso resolveremos el problema

, 1 , 1 1 1
max2—a0 (chx,x) = max g (633% + W@’%) ,
cuando © (x) = ﬁ (Fox,z) = C. Aplicando condiciones necesarias de un
extremo a la funcion

1 1
— (D? —u | — (F - C
2(10 ( C’x7x) 2 |:2a0 ( C'xax) :|
obtenemos
Dix = uFor.
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Entonces tenemos que

1
(Diw,z) = Qi (Fex,x) = uC.

7= 2&0 ao

Recordamos que Fo = Do F De. Tomando y = Decx obtenemos

1
Fy=—y.
1
Entonces v = C’ donde /\m1I1 es el valor propio mds pequeno de la
matriz F. Bl dzametm del elipsoide 5 (Dcx x) = C, tiende a cero, cuando

C — 0. Asi obtenemos la contmmdad de © (x) en x = 0. Entonces, usan-
do el lema 21, obtenemos una funcion © (x) unica, positiva, que ademds es
continua para todos x y derivable para v # 0. Usando el lema 22 llegamos a
que

O (z) < —Cy,

donde Cy > 0. Asi, obtuvimos una funcion que satisface a las condiciones del
teorma fundamental.

Mostraremos que u (x) es también de Lipshitz. Notamos que u es difer-
enciable excepto el origen, entonces

ou

lu(2') —u(2")] = ‘—Axl—i-a—Axg—i-o(Aa:) <
T2
ou ou

Donde C' es una constante. Como 0 < p < ||z|| < p1 = |z1| < p1 y |22| < p1,
entonces las derivadas estan acotadas, por ello existe una constante Cy (p, p1)
tal que

[u(2') —u(2")] < Cy[| Azl

Por ello u () satisface la condicion de Lipshitz.
Entonces la pareja (© (z),u (z)) resuelve el problema de sintesis para el
sistema (5.1), donde |u(x)| < 1, debido a que el lema 24 se satisface. ®

Observacion 27 Para el tiempo se puede hacer una estimacion, usando el
resultado del lema 22. Tenemos que © < —~, donde v es una constante
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positiva. Entonces, integrando del tiempo inicial to = 0 al tiempo final T
obtenemos

Oz (T)) = O(x0 (0)) < —1.

Usando que en el tiempo final T la trayectoria del sistema alcanza el origen,
se puede concluir que ©(z (T)) = 0 y entonces, despejando t se tiene

S 0
7 < 9 () (5.15)
Y
Ejemplo 28 Consideramos el sistema
{ e ug’ donde |u| < 1.
xZ — xl,
Tomamos a; = —0,2,a5, = —0,01 y a3 = —0,1. De acuerdo con los resultados

obtenidos el control tiene la forma
il

O ()

X2

O (x)*

|

o (x)

u(zr) =—-0,2 — 0,01 —0,1

. 20 1 -4 —=0,2
Para este ejemplo tomamos F' = (1 0’1) , entonces A = (_072 _0701>

5
y B= <2§0 024> . Notese que la relacion (5.9) se satisface:
2 >

Encontraremos v > 0 tal que _
0 <.

El valor ag, segin el lema 2.1, lo obtenemos de la ecuacion

3
8,0001 x 10~%aj + 1,0733 x 10~*a¢ — 0,7218 = 0.
Su solucion es:
ap = 23,183,
La parte derecha de la igualdad (5.12), para los valores dados es

—4 —0,4C — 0,01C* 139,10

20+ 5C +0,4C?  (0,1C2 +2C 4 10) (0,4C% + 5C + 20)
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El mdzrimo de esta expresion se encuentra en el punto C = —41,385 y en-
tonces

v =1,2015 x 1072,
que verifica la desigualdad © < —v (ver (4.5)), cona =1y =~.

Para las condiciones iniciales x1,(0) = 1 y x9,(0) = 1 calculamos ©(zy),
es decir resolvemos la ecuacion

46,36608% — 2005 — 203 — 0,1 = 0.

La solucion es ©(xq) = 0,741 65.
Usando la formula (5.15) tenemos la estimacion para el tiempo

T < 61,727.
Finalmente la trayectoria del sistema cerrado
i1 = u (w1, 15), Ty = 27,
la obtenemos del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

(351)3

(O (2))"

€2

(© ()"

0 (x)
iy = (71)°,

—4(21)* (8 ())° — 04125 (O (2))* = 0,01 (x3)” — (1)" (O ())"
20 (x1)% (O (2))® + barx2 (O (x))® + 0,4 (x3)* 7

i = —0,2 —0,01 —0,1

O =

donde x1(0) = 1,29(0) = 1 y ©(xg) = 0,74165.
A continuacion se presentan las grificas de la trayectoria, de las curvas

integrales x1 () y 2 (t), de la funcion de controlabilidad y del control para el
sistema dado.
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5 1 15 20 25 30 35 40 45

Trayectorias x1 (t) y x2 (t) del sistema
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Xz

rl.!j_

1.25 ¢

0.5

.25

-7 0.5 -0.25 .25 0.5 0.75 1 1.25

-.25

Grifica de (xq (t),x2 (1))
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k

5 1 15 20 25 30 35 2 45 50 55 &l ab

-2t

Grifica de la funcion de controlabilidad © (x)
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0.25 |

-0.25

-5

-0 75

-1.25 |

-1.5 |

Grifica del control u (x)



Apéndice A

No existen criterios generales para checar la controlabilidad de un sitema.
Sin embargo para ciertos sistemas existen resultados que nos garantizan la
controlabilidad. A continuacion anunciamos un resultado de [23].

Teorema 29 Consideramos un sistema controlable de la forma
.T(t) :f(t,$(t),u(t)), tel= [t0>T]7 (Al)

donde u € R™ = R"™+1 es el control, v = (x1, ...,xl,)T € R" es el estado
con z; € R™ m; < mi, n=mq+..+my,, yla funcion f tiene la forma
triangular

ft,zu) = (f1 (t,x1,22), ..., fa (L, 21, ...,xy,u))T

con fi(t,x1,...,x;41) € R™ y satisface las condiciones:

(I) feCIxR xRMRY), 9 e C(I xR xR™R>™), 9L ¢
C (I xR"x R™ R"™™).

(II)  Para cada i = 1,...,v, y cada (t,z1,...,x;) € [ x R™ x ... x R™,
tenemos fi (t, 1, ..., x;) € Cmixi=mitL (RMis: RM) g f, (¢ 2y, ..., @p, R™iH) =
R™:,

Entonces el sistema (A.1) es enteramente controlable en un tiempo I, por
funciones de clase C' (I;R™).

Es facil ver que el sistema (5.1) cumple las condiciones del teorema y por
ello se puede controlar.
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