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Resumen

Es un hecho algebraicamente conocido que dados dos grupos ta-
les que sus Tablas de Marcas sean isomorfas, sus Anillos de Burnside
son también isomorfos. Tambien es cierto que dados dos grupos no
isomorfos, con tablas de marcas no isomorfas sus anillos de Burnside
son isomorfos. Esto habia sido trabajado por Thevenaz donde propuso
como el par de grupos no isomorfos con orden mas chico y tal que tie-
nen tablas de marcas isomorfas es 52112, recientemente se encontré un
ejemplo de grupos cuyo orden es 96, esto fue encontrado computacio-
nalmente usando GAP (Groups, Algorithms, Programming), en esta
tesis se busca justificar de una manera matematica formal que en gru-
pos cuyo orden sea menor a 96 no hay grupos con esta propiedad.



1. Grupos

1.1. Operaciones binarias

Definicién 1.1.1. Sea C' un conjunto no vacio. Una operacién binaria
en C' es una funcién x : C' x C' — C'. Usualmente uno escribe a * b en lugar
de x(a,b).

1.1.2. Ejemplos de operaciones binarias

= Los enteros Z con la operaciéon suma +.

s Los naturales N con el producto *.

Definicién 1.3. Sea C' un conjunto. Una operacién binaria % en C' es
asociativa si a * (b* ¢) = (a x b) x ¢ para todos a,b,c € C.

1.2. Semigrupos

Un semigrupo es un par ordenado (E,*), donde E es un conjunto no
vacio y % es una operacién binaria asociativa en F. Usualmente denotamos
un semigrupo (F,*) simplemente por E.

1.2.1. Ejemplos de Semigrupos

= Los enteros R con la operacién suma +.

» Los naturales N con el producto *.

1.3. Grupos

Un grupo G es un semigrupo finito o infinito de elementos con una ope-
racién binaria, que contiene un elemento 1 tal que satisface:

1. 1xg=g¢g=1%g paratodo g € G.

2. para todo g € G, existe un elemento h € G tal que hxg=1=g=*h, a

h se le conoce como el inverso de g y se denota como g~*.

OBSERVACION. Cuando no se preste a mala interpretacion en lugar de es-
cribir h * g se escribe hg.

1.3.1. Ejemplos de Grupos



= Sea G un grupo con un solo elemento que es el elemento neutro del
grupo, a este grupo se le conoce como grupo trivial.

= Grupos ciclicos. Son aquellos que pueden ser generados por un solo
elemento es decir existe un elemento x en G tal que todo elemento de
G se puede expresar como una potencia de x.

= Grupos Simétricos. Se llama grupo simétrico de grado n y se denota por
S, al conjunto de todas las permutaciones del conjunto con n elementos
{1,2,...,n} por lo tanto tiene n! elementos.

1.4. Grupos Abelianos

Definicién 1.4.1. Dos elementos g y h en un grupo conmutan si gh = hg.
Decimos que un grupo es abeliano si para todos g, h € G, se tiene que g y h
conmutan.

1.4.2. Ejemplos de Grupos abelianos

s Los nimeros reales forman un grupo abeliano con la adicién, al igual
que los reales no nulos con la multiplicacién.

Definicién 1.4.3. El centro de un grupo G es el conjunto Z(G) de ele-
mentos en G que conmutan con todos los elementos de G, esto es,

Z(G)={z€Glgz==z29Vg € G}

Definicién 1.4.4. Orden. El orden de un grupo G es el nimero de
elementos de G.

1.5. Teorema de la descomposiciéon de Kronecker

El numero a(n) de Grupos Abelianos finitos no isomorfos de un grupo
dado de orden n esta dado escribiendo a n como:

o
n=]]w
i



donde los p; son factores primos distintos, y los a; los exponentes correspon-
dientes entonces:

a(n) = H P(a;)

Donde P(n) es la funcién particién. La cual consiste en escribir el numero
de formas en que se puede escribir un entero n como suma de enteros posi-
tivos donde el orden de los sumandos no importa.

Ejemplo de funcién particién: sea n = 4

1. 4 =4,
2.4=3+1;
3. 4=2+2;

4. 4=2+1+1;
5.4=1+1+1+1;

Por lo tanto se sigue que P(4) = 5;

Ejemplo de numero de grupos no abelianos de orden n: calcule numero
de grupos abelianos no isomorfos del grupo de orden 12.

Utilizando el teorema de la descomposicion de Kronecker tenemos que
12 = 2?2 x 3! de donde, los exponentes son a; = 2y ap = 1.

Y donde P(2) =2y P(1) =1
Por lo tanto a(12) =2 x 1 =2

1.6. Subgrupos

Definicién 1.6.1. Un subconjunto no vacio S de un grupo G es un sub-
grupo de G si para todos g, h € S se tiene que ¢! y gh estdn en S. Si S
es un subgrupo de G, lo denotamos S < G. Decimos que S es un subgrupo



propio de G si S < Gy S # G, y lo denotamos S < (. Para algunos au-
tores S < G significa que S es un subgrupo de G (que puede o no ser propio).

Definicién 1.6.2. Sean G un grupo y N un subgrupo de G. Decimos
que N es un subgrupo normal de G, denotado N < G, si gNg~! = N para
toda g € G. La notacién N < G significa que N es un subgrupo normal de G
distinto de G.

1.7. P-Grupos

Definicién 1.7.1. Decimos que G es un p-grupo si el orden de cada ele-
mento de GG es una potencia de p siendo p un numero primo.

Teorema 1.7.2 Todo p-grupo tiene centro no trivial

Demostracion: Por Lagrange el orden de cualquier subgrupo H de un
grupo G debe dividir el orden de G, se sigue que cada subgrupo de G que
denotamos H; tiene como orden una potencia de p¥,0 < k; < n, pero la
ecuacién de clase requiere que |G| = p" = |Z(G)| 4+ >_,(p"). Vemos que p
debe dividir a Z(G) por lo cual |Z(G)| > 1.

1.8. Anillos

Definicién 1.8.1 Sea A un conjunto, y sean + y - dos operacién ma-
temadtica operaciones binarias. Se dird que la terna (A, +,-) es un ”’anillo”’
si se cumplen las siguientes propiedades:

(A, +) es un grupo abeliano, esto es, se cumple que:

1. Ya,b € A,a+b e A (clausura).

2. Va,b € A,a+b="b+ a (conmutatividad).

3. VYa,b,c € A,a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (asociatividad).

4. 30 € A, tal que Va € A,0+ a = a+ 0 = a (elemento neutro).

5. Va € A,db € A tal que a +b = b+ a = 0. Al elemento b se le lla-
ma opuesto de a, y se le denota usualmente por —a, de modo que la
propiedad anterior se anota también como a + (—a) = (—a) +a =0
(elemento inverso).



(A,.) cumple que:
1. Va,b,ce A,a-(b-c¢) = (a-b) - c (asociatividad).

2. Va,b,c € Aja-(b+¢)=a-b+a-¢c y (b+c)-a=b-a+tc-a
(propiedad distributiva de - respecto de +).

(A,+) y (A,-) se les denomina la suma y el producto, respectivamente,
del anillo A. Asimismo, al neutro de la suma suele denomindrsele ”’cero”’ del
anillo.

Leyes de simplificacién: Si a # 0, se dice que se verifican las leyes de
simplificacion: si a-b = a- ¢ implica que b = ¢; de la misma forma, b-a = c-a
implica que b = c.

2. Homomorfismos y Automorfismos de Gru-
pos

2.1. Homomorfismo de Grupos

Dados dos grupos (G, *) y (H,-) un homomorfismo de grupos de (G, %) a
(H,-) es una funcién ¢ : G — H tal que para todo u y v en G se tiene que:

p(u*v) = p(u) - p(v)

Donde la operacién del lado derecho de la ecuacién (x) es la de G y la del
lado izquierdo (-) es la de H.

Deducimos que h mapea el elemento identidad eg de G al elemento iden-
tidad ey de H,y ademas mapea inversos en inversos esto es p(u™") = p(u) L.

Se dice que ¢ es un monomorfismo si es inyectivo, un epimorfismo si es
suprayectivo, y un isomorfismo si es biyectivo.

2.2. Automorfismo de Grupos

Un automorfismo de un grupo es un isomorfismo del grupo en si mismo.



2.3. Automorfismos de un Espacio Vectorial

Definamos primero un espacio vectorial. Sea F' un campo. Un espacio
vectorial V' sobre F' es un conjunto con dos operaciones, +: V xV — V' y
- FxV — V, tales que:

. (u+v)+w=u+ (v+w) para toda u, v, w € V

2. u+v=wv+u para todo u,v € V

3. Existe un elemento 0 € V' tal que v + 0 = u para todo u € V'
4. Para todo u € V, existe un elemento v € V tal que u +v =10
5. a-(b-u)=(a-b) -uparatodoa,be FyueV
1-u=wuparatodou eV

a-(u+v)=(a-u)+ (a-v) paratodoa € Fyu,veV

® N>

(a+b)-u=(a-u)+ (b-u)paratodoa,be FyueV

Observacién: Todo espacio vectorial es un grupo con -, ya que cumple
todas las propiedades de este.

Dado un espacio vectorial V', el grupo GL(V') se define como el grupo de
transformaciones lineales invertibles de V' a V. Cuya operacion del grupo se
define por la composicién: dados T:V — V y T': V. — V en GL(V), el
producto TT" es la composicién de los mapeos de T'y T”

Si V' = F" para algin campo F, entonces el grupo GL(V') es denotado
comunmente por GL(n,F). En este caso si se identifica cada transformacion
lineal T': V' — V con su matriz, respecto a su base estandar, este grupo
se convierte en el grupo de matrices invertibles de tamano n x n, bajo la
operacién de grupo de producto de matrices.

2.4. Automorfismos de un Grupo Ciclico
Teorema 2.4.1. Si GG es un grupo ciclico de orden p con p primo, enton-

ces Aut(C,) = Cpy

Demostracion: Sea z el generador de GG con orden p, cualquier automor-
fismo de este grupo tiene que ser de la forma f,(z) = 2" para algin entero
0 < n < p. Nétese que esta funcién es un automorfismo para todo 0 < n < p

10



dado p primo. Asi que el el grupo de automorfismos es {fi, fa, ..., fp—1} por
lo que tiene p — 1 elementos que es su orden. Para ver que es ciclico, tisese
el hecho de que p tiene al menos una raiz primitiva por ser primo, sea k
esta raiz y ndtese que fi genera el grupo de automorfismos. Por lo tanto,

Aut(C,) = C,_y.

2.5. Automorfismos de Cy

Definicién 2.5.1. Llamemos grupo de unidades U(R) de un anillo R al
siguiente conjunto,

U(R) ={r € R|3s € R,consr =1 =rs}.

>~

Lema 2.5.2. Si G es un grupo ciclico de orden n, entonces Aut(G)
U(Cn)

Demostracién: Sea G' = (a), si ¢ € Aut(G), entonces p(a) = a* para
algtin k; mas atn a* es un generador de G; por lo tanto, & y n son primos
relativos (k,n) =1y [k] € U(C,,) denotando por [k] a la clase de k. No es
dificil ver que © : Aut(G) — U(C,,), definido por ©(p) = [k] es un isomor-

fismo.

Teorema 2.5.3. Aut(Csy) = 1; Aut(Cy) = Co; si m > 3, entonces
AUt(CQTL) = 02 X 02n—2.

Entonces U(Cq) =1y U(Cy) = {[1], 3]} = C

Sim > 3, entonces

U(Cyn) = ([-1], [5]) = Cp x Cym—

Demostracion: Aplicando un resultado conocido de la funcién de Euler a
nuestro caso tenemos |U(Con)| = ©(2™) = 2™~ por induccién y aplicando
el teorema del binomio tenemos que

11



527 = (14+4)" " = 1427 (mod 2™)

Dado que U(C?™) es un 2-grupo, [5] tiene orden 2%, para algin s > m —2
(pues si no, tendriamos que 1 + 2™~1 2 1(mod 2™). Claramente [—1] tiene
orden 2. Aseguramos también que < [5] > N < [~1] >= 1. Si no lo fuese,
entonces [5'] = [—1] para algun ¢; esto es 5' = —1(mod 2™). Dado m > 3, esta
congruencia implica 5' = —1(mod 4); pero sabemos que 5 = 1(mod 4) lo cual
implica 5 = 1(mod4), lo cual es una contradiccién pues es congruente con 1
y —1. Se sigue que este par de subgrupos ciclicos generan su producto directo,
el cual es un subgrupo de orden al menos 2 x 25 > 2 x 2m~2 = 2m~1 = ,(2™).
por lo tanto este subgrupo son todas las unidades de Com

2.6. Automorfismos de C,. con p primo diferente a 2

Teorema 2.6.1 Si p es un primo diferente de 2, entonces Aut(Cyn) = C)
donde [ = (p — 1)p" L.

Demostracién Sea p un primo distinto de 2 (que es el caso que ya cal-
culamos) entonces tenemos que el grupo multiplicativo,

G =U(Cpn) = {[a] € Cpn|(a,p) =1}, es ciclico de orden (p — 1)p"~ 1.

El caso de n = 1 ya estd demostrado, asi que supongamos n > 2. De
nuevo por la funcién de Euler sabemos que |U(Cpn)| = ¢(p") = (p — 1)p™ "

Es facil ver que B = {[b] € G|b = 1mod p} es un subgrupo de G. Y cada
elemento entero b tiene una expresién unica en base de p: Si 1 < b < p”,
entonces

b=ay+ap+..+a,_1p" Pdonde0<a<p

Dado que [b] € B si y sélo si ap = 1 (para que se de la congruencia
médulo 1), se sigue que |B| = p"~ !, y por lo tanto B es p-primario (p-grupo
abeliano). Por la descomposicién primaria (lo podemos descomponer en pro-
ducto de grupos ciclicos), existe un subgrupo A de G' con |A| =p —1y con
G = A x B. Ahora si mostramos que si A y B son ciclicos, podemos con-
cluir que G es ciclico ya que el orden de A es primo relativo con el orden de B.

12



Considérese 0 : G — U(C,) definida por ©([a]) = class(a) (haciendo
notar la diferencia, [a] denota la clase de congruencias de a modulo p", y
class(a) denota las clase de congruencia de a modulo p). Claramente, O es
suprayectiva y ker© = B, por lo que G/B = U(C,) = C,_1. Por otro lado,
G/B=(AxB)/B= A,y por lo tanto A = C,,_,.

Ahora demostremos que B es ciclico, para esto demostremos que [1 + p)
es un generador. Probemos por induccién sobre m > 0 que

(1+p)P" = 1(modp™) v que (1 + p)P" % 1(mod p™+?).

Sim = 0, entonces 1 +p = 1(modp) y 1 +p Z 1 (modp?). Dando el paso
inductivo para m + 1, la congruencia queda (14 p)?™"" = ((1 4+ p)*™))P =
(1+ kp™t )P para algtin entero k; la incongruencia asumida nos da que p 1 k.
El teorema del binomio implica que (1 + kp™ )P = 1 + kp™*2 4 [p™*3 para
algiin I. Por lo tanto (1+p)?"™"" =1 (mod pt2) y (14+p)?""" # 1 (mod p™*3).
Concluimos que (1 + p)?" " # 1 (modp™), y por lo tanto [1 + p| tiene orden
pnfl.

2.7. Producto de automorfismos Aut(HxK) con (H,K) =
1

El siguiente resultado es importante pues es fundamental para la ultima
parte de esta tesis.

Teorema 2.7.1. Sea G = H x K el producto de grupos H y K, tales
que sus Ordenes son primos relativos, entonces se cumple que:

Aut(H) x Aut(K) = Aut(H x K)

Demostracién: Para ella exhibiremos un homomorfismo ¢ : Aut(H) x
Aut(K) — Aut(H x K) de la manera siguiente. Sea o € Aut(H) y ( €
Aut(K). Entonces, un automorfismo ¢(«, 3) de H x K estéd dado por

¢, B)(h, k) = (a(h), B(k))

13



Sea idy € Aut(H) y idy € Aut(K) automorfismo identidad de H y
K, respectivamente. Para probar que ¢ es un homomorfismo, notemos que
o(idy,idy) = idgx i y también que

¢(Oé1a275152)(h7 k‘) = (a1a2(h)a5152(k5)) = ¢(041751)¢(a2752)(h7 k)v

para toda aq,an € Aut(H), f1,02 € Aut(K), yhe H, k € K.

Ahora verifiquemos que ¢ es un isomorfismo. Claramente ¢ es inyecti-
va; asi que veamos si es suprayectiva. Sea n = |H|, m = |K|, y tomemos
Ty y 7k el homomorfismo estandar de proyeccion 7y : H x K — H'y
i H x K — K. Fijemos w € Aut(H x K y consideremos el homomorfis-

mo v : K — H dado por v(k) = mg(w(ly, k)), en donde 1j es el elemento
identidad de H. Nétese que {k"|k € K} C ker~ pues

Ly = 7L, B)" = 7 (Lo, k)" = m (@ (L, 7)) = 9 (7).

Ademé&s, como m y n son primos relativos, el conjunto {k"|k € K} con-
siste de m elementos. Consecuentemente, se sigue que kery = K y vy es el ho-
momorfismo trivial. Similarmente, ¢ : H — K dada por §(h) = mg(w(h, 1))
es trivial.

Finalmente, definimos endomorfismos de H y K como sigue:

wH(h) = WH(W(h, lk)),wK(k) = WK(W(IH, k’))

De estd construccion y los argumentos ya mencionados, tenemos

w(h,k) =w(h,1g) - w(ly, k) = (wg(h),wk (k) = ¢lwy,wk)(h, k)

14



para toda h € H y k € K. S6lo falta hacer ver que wy € Aut(H) y wi €
Aut(K), y para esto basta que wy y wg son inyectivas, supongamos que
wi(h) = 1y para algin h € H. Entonces w(h,1x) = (wp(h),wk(lg)) =
(1g,1k), y asi h = 1y por inyectividad de w. Con un argumento similar se
demuestra que wg € Aut(K), y esto completa nuestra prueba.

3. Producto Semidirecto
Definicién 3.0.1 Producto Semidirecto. Sea GG un grupo tal que

1. N < G, N subgrupo normal de G.
2. H < @, H subgrupo de G.

Decimos que G es un producto semidirecto de N y H si
a). NN H = {1}
b). G=NH ={nh|ln€ N,h € H}

Y lo denotamos como N x H.

Los productos semidirectos son una forma de construir grupos no abelia-
nos.

3.0.2. Ejemplo de Producto semidirecto

Sean N = X x 1, H =1 xY; tenemos que:

= NOH={1},y
= (2,1)(Ly) = (z,y) =NH =G

3.1. Productos Semidirectos y Homomorfismos de Gru-
pos

Sea G un producto semidirecto de N 'y H. Con Aut(N) denotando el

grupo de todos los automorfismos de N. El mapeo ¢ : H — Aut(N) definido

por p(h) = ¢, donde ¢p(n) = hnh™! para toda h en H y n en N es un
homomorfismo de grupos. Juntos N, H y ¢ determinan G salvo isomorfismo

15



como se muestra a continuacién.

Dados cualesquiera dos grupos N y H (no necesariamente subgrupos de
un grupo dado) y un homomorfismo de grupos ¢ : H — Aut(N), el nuevo
grupo N x, H se llama producto semidirecto de NV y H con respecto a .
Como conjunto, N %, H se define como el producto cartesiano N x H. La
multiplicacién de elemento en el producto cartesiano estd determinada por
el homomorfismo ¢, con el operador * definido por

(n1, ha) * (n2, ho) = (n1pn1(na), hihg)

Para toda ny, ns en N y hy, hy en H. Este es un grupo en el cual el elemen-
to identidad es (ey,ex) y el inverso del elemento (n,h) es (pp-1(n~1), h71):
Los pares (n,ey) forman un subgrupo normal isomorfo a N, mientras que
los pares (ey, n) forman un subgrupo isomorfo a H. El grupo completo es un
producto semidirecto de estos dos subgrupos en el sentido que se acaba de
dar.

Inversamente supongase que tenemos un grupo G con un subgrupo normal
N, y un subgrupo H y tal que todo elemento g en GG se escribe unicamente
de la forma g = nh donde n € Ny h € H. Sea ¢ : H — Aut(N) un homo-
morfismo dado por ¢(h) = ¢ donde:

on(n) = hnh™*

para todan € N y h € H. Entonces G es isomorfo al producto semidirecto
N %, H; este isomorfismo manda al producto nh a la tupla (n,h). En G
tenemos la siguiente regla para la multiplicacién

(n1ha)(ngha) = (n1(hanghi"))(hahs)

que como ya bien vimos es isomorfa a operar las tuplas.
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((n1ha), (n2hs)) = (1 (hanghi"), hihs)

4. Otros tipo de representacion de grupos

Utilizando el teorema fundamental de los grupos abelianos [4] afirma que
todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo al producto directo de
un numero finito de grupos ciclicos. También vimos los productos semidirec-
tos, donde estos tltimos generan grupos no abelianos, més aun existen otros
grupos que son no abelianos y que no son productos semidirectos.

4.1. Grupo simétrico

Dado un conjunto finito con todos sus elementos diferentes, llamamos
permutacion a cada una de las posibles ordenaciones de los elementos de di-
cho conjunto.

Por ejemplo, en el conjunto {1,2,3}, cada ordenacién posible de sus ele-
mentos, sin repetirlos, es una permutacién. Existe un total de 6 permutacio-
nes para estos elementos: “1,2,3”, “1,3,27, “2,1,3”, “2,3,17, “3,1,2"y“3,2,1”.
Claramente una permutacion es una funcién biyectiva.

Se llama grupo simétrico de orden n al conjunto de todas las permuta-
ciones de orden n y se denota por S,, y este conjunto forma un grupo con
la ley de composicion de las funciones, dado que la operacion composicion es
siempre asociativa. La biyeccién trivial que asigna al elemento X en si mismo
funciona como identidad del grupo. Y toda biyeccién tiene una funcién in-
versa que deshace la accién, y por lo tanto cada elemento del grupo simétrico
tiene un inverso.

El orden de un grupo simétrico S,, es n!, y por lo tanto sélo nos interesan
los grupos cuyo n < 4, que estan perfectamente clasificados y cumplen lo
siguiente.

Sy = {id} = C es abeliano.
n Sy = {id, s} = Cy es abeliano.
» S3={id,r,r? s, sr,sr*} = Cy x Cs grupo no abeliano.

= 54 grupo no abeliano sin ninguna caracterizacion especial.
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Una transposicion es una permutacién que intercambia dos elementos y
mantiene a los demads fijos: por ejemplo el intercambiar solo dos elementos
de un conjunto (13). Toda permutacién puede ser escrita como producto
de transposiciones; por ejemplo, la permutacién (12 3)(34) puede ser escrita
como (15)(12)(34).Y dado que puede ser escrita como un producto impar de
transposiciones, la llamaremos permutacién impar, y si se puede escribir como
producto de un numero par de transposiciones, la llamares transposicién par,
por ejemplo (13)(45).

4.2. Grupo alternante

El grupo alternante A, es el grupo de permutaciones pares de un con-
junto finito. El grupo alternante del conjunto {1,...,n} es llamado el grupo
alternante de grado n.

El grupo alternante, es un subgrupo normal del grupo de permutaciones
y tiene orden n!/2 | por lo tanto sélo estudiaremos en estd tesis hasta As.

Para n < 3 A, es abeliano, los otros grupos A, y As tienen las siguientes
propiedades.

A4’£ (02 X Cg) el 03

Y Aj tiene la propiedad de ser el grupo simple no abeliano, mas pequeno,
y el grupo de orden més chico no soluble. El ser soluble significa que un grupo
que tenga una serie normal (es decir una secuencia de subgrupos normales
A, que cumplen 1 = Ay < A; <--- < A, = G) tal que cada factor normal
es abeliano.

4.3. Cuaternios y Cuaternios Generalizados

Los cuaternios son un anillo con divisiéon no conmutativo, son una exten-
sion natural de los niimeros complejos. Como estos, tienen una parte real,
sin embargo, los cuaternios tienen tres partes imaginarias, con la propiedad
de que i? = j?2 = k? = ijk = —1,

Un grupo es llamado cuaternio generalizado si tiene como representacion
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27:,—1 27:,—2

(r,ylz*" =1,22" " =y*yzy =27 conn >3

Los cuaternios generalizados tienen la propiedad de que todo subgrupo
abeliano es ciclico. Y también tienen la propiedad de que todo p-grupo finito
en donde hay un tnico subgrupo de orden p es ciclico o cuaternio generali-
zado.

5. Anillos de Burnside

5.1. Semianillos y anillo de Burnside

Lema 5.0.1 Sean X, Y G-conjuntos. La unién disjunta X LI'Y es un
G-conjunto con la accién ya existente de G a X y Y. También el pro-
ducto cartesiano X X Y es un G-conjunto con la accién de G dada por

9 (x,y)=1(9 7,9 y)

Demostracion. Sea a € X LY, si a € X entonces

L (gh)-a=g-(h-a)

2. 1-a=a
Por la razén de que X es un G-Conjunto, tenemos también, que si a € Y

= (gh) - (z,y) = ((gh) -z, (gh) -y)=(g- (h-x),9- (h-y))=
=g-(h-2h-y)=g-(h-(2,y))
y tenemos que,

s 1 (z,y)=(1-2,1-y) = (x,9)

Definicién 5.0.2. Sea C' un conjunto y dos operaciones binarias +, -,
decimos que S = (C,+,*) es un semianillo si S es tal que satisface las
siguientes condiciones:

1. Asociatividad de la suma: Va,b,c € S,

(a+b)+c=a+ (b+c).
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2. Conmutatividad de la suma: Va,b,c € S

a+b=>b+a.

3. Asociatividad del producto: Va,b,c € S

(axb)xc=ax(bxc).

4. Distributividad: Va,b,c € S

ax(b+c)=(axb)+ (axc),

(b+c)xa=(bxa)+ (cxa).

Definicién 5.0.3. Si S es un semianillo y ademas le exigimos las si-
guientes condiciones,

5. Existencia del neutro aditivo: 30 € SV a € S

a+0=0+a=a

6. Existencia del neutro multiplicativo: 31 € SV a € S,

axl=1xa=a
7. Cancelacion: Va,be S, a+b=a+c=b=c

8. Conmutatividad del producto: Va,b € S,

axb=">bxa.

9. F0e Stalquesiae S, ax0=0%xa=0.

entonces S es un Semianillo conmutativo con 1 y cancelacién.
Ejemplos.
1. El ejemplo méas simple y no trivial de un semianillo es N, lo niimeros

naturales incluyendo al 0, con la suma y producto ordinarios.
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2. Todo anillo es un semianillo.

La diferencia entre un anillo y un subanillo, es que un subanillo es un
anillo sin substraccién.

Lema 5.0.4. Sea S un semianillo conmutativo con 1. Sea A; = S x S,
intuitivamente (a,b) = a —b. Tomemos ~ como la relacién de equivalencia
dada por

v (a,b) ~ (c,d)=a+d=b+c
donde naturalmente a — b = ¢ — d.

Sea A = A,/ ~. Procedamos a definir + y - en A como
= (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
» (a,b) - (c,d) = (ac+ bd, be + ad)

Entonces + y - estdn bien definidas (A, 4+, -) es un anillo conmutativo con 1.
Ademas S esta metido en A por

a — (a+ x,r) para un z fijo.

> Demostremos que ~ es de equivalencia

e Reflexiva. (a,b) ~ (a,b) claramente pues a + b = a + b.

e Simetria. Si (a,b) ~ (¢, d) entonces (¢, d) ~ (a,b).
(a,b) ~ (¢,d) = a+d = b+ c =y dado que a,b estan en un
semianillo y conmutan = c+b=d+ a = (¢, d) ~ (a,b).

e Transitividad. Si (a,b) ~ (¢,d) y (¢,d) ~ (x,y) entonces (a,b) ~
(z,y)

(a,b) ~ (e,d) = a+d=b+c,
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(c,d) ~ (z,y) = c+y=d+z.

Sumando ambas ecuaciones tenemos:
a+d+c+y=>b+c+d+ xy cancelando tenemos

a+y = b+ x que es equivalente a (a,b) ~ (z,y).

> Demostremos que la suma + estd bien definida.

Si (a,b) ~ (a',V) y (¢,d) ~ (,d') = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) ~
(@ +0+d)=(aV)+ (. d).

Tenemos que

(a,b) ~ (V)= a+b =b+d,

(e,d)~ (d,d)=c+d =d+ .

sumando ambas ecuaciones tenemos,
(a+V)+(c+d)=(b+d)+ (d+ )
a+b +c+d=b+d+d+
(a+c)+ W +d)=0b+d)+(a+)=(a+)+ (b+d)
= (a+c,b+d)~ (V) + (d,d)
> Demostremos que el producto - estd bien definido esto es (a,b)- (¢, d) =

(ac + bd,be + ad) ~ (d",V) - (¢,d) = (d¢ +Vd, V¢ + ad) , con
(a,b) ~ (@', 0) y (¢,d) ~ (¢, ).
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Observemos primero que (a,b) - (¢,d) = (ac + bd,bc + ad) ~ (a’,b') -
(¢,d) = (d'c+Vd,bc+ dd) pues

ac+bd+dd+Vc=

=0b+d)d+ (a+b)c=

=(d +b)c+ (a+b)d=

=ad+bc+adc+bd
Luego
(a’/> b,) : (Ca d) -
= (dc+bd,bc+dd) ~ (db) (d,d)=
— (alcl+b/d,,blcl+a/d/)
Y dado que

de+bd+0d +dd =
=d(c+d)+V(d+d) =
—d(d+d)+V(c+d)=

=dd+bc+add +bd

> Demostremos que la suma + es asociativa ((a,b) + (¢,d)) + (z,y) =

(a,0) + ((¢,d) + (2,9)).

((a,0) + (¢, d)) + (2,y) =
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=(a+ec,b+d)+ (z,y) =

=((a+c)+z,(b+d) +y) =

(a+ (c+x),b+ (d+1y))

(a,b) + (c+z,d+y)

(a+b)+((c,d) + (z,9))

> Demostremos que la suma + es conmutativa.

(a,0) + (¢,d) = (a+¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b)

> La suma + tiene neutro dado por (a,a) = a — a = 0 para cualquier
a€ S

(a,a) + (¢,d) = (a+c,a+d)=a+c—(a+d)=c—d=(cd)

> La suma + tiene inversos, —(a,b) = (b,a) es el inverso de (a,b) para
todo a,b € S

(a,b) + (b,a) = (a+bb+a)=a+b—(b+a)=0

> El producto - es asociativo, ((a,b)- (¢, d)) - (x,y) = (a,b) - ((¢,d) - (x,y))

((a,0) - (¢, d) - (x,9)) =

= (ac+bd,bc + ad) - (z,y) =

= ((ac+ bd)z + (ad + be)y, (ac + bd)y + (ad + bd)x) =

= (acx + bdx + ady + bey, acy + bdy + adzx + bex) =
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= (a(cx + dy) + b(cy + dz),b(cx + dy) + a(cy + dx)) =

= (a,b) - (cx + dy,cy + dz) =

(a,0) - (¢, d) - (,9))

> Kl producto - es conmutativo.

(av b) ’ (Cv d) =

= (ac+bd, bc + ad) =

= (ca + db,da + cb) =

= (C, d) ’ (a, b)

> El producto - tiene neutro dado por (1 + z,z) para cualquier z € S

(a,b)- (1 +z,2)=

=(a(l1+z)+br,ax +b(1+x)) =

= (a+ (ax + bx),b+ (ax + bx)) = (a,b) + (ax + bz, ax + bx) ~ (a,b)

> El producto - distribuye a la suma +. (a,b) - ((¢,d) + (x,y)) = (a,b) -
(C? d) + ((Z, b) ’ (1.7 y)

(a,0) - (¢, d) + (2,9)) =

= (a,b) - (c+x,d+y) =

=(alc+z)+bld+y),ald+y)+blct+z)) =
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= ((ac+ bd) + (ax + by), (ad + bc) + (ay + bz)) =

= (ac+bd, be + ad) + (ax + by, bx + ay) =

(av b) ’ (Ca d) + (a> b) ’ ('Ta y)

Ademss, f : S — A, f(a) = (a + z,z) es homomorfismo inyectivo.
fla+b)=(a+b+z,z)~(a+r+b+z,2+2x)=(a+z,2)+ (b+z,2)=
fla)+f(b)y f(ab) = (ab+z,x) ~ (ab+ax+br+22* +x, ax+br+2x* +1) ~
(a+z)(b+z)+2* (a+z)x+ (b+a)x) = (a+z,2) - (b+x,2) = f(a)- f(D)

Observacién. Sean X, Y conjuntos finitos, entonces #(XUY') = #XU#Y
y #(X xY) = #(X)#(Y). Lo mismo se cumple para el niimero de 6rbitas
de XUY y X xY

Lema 5.0.5. Sean X, Y G-conjuntos. X es isomorfo a Y como G-conjuntos
si y s6lo si tienen el mismo niimero de orbitas y existe una asignacién biyec-
tiva de estas tal que a cada orbita de X le corresponde una érbita de Y y
son isomorfas como G-conjuntos.

Demostracion. Si X y Y son isomorfos como G-conjuntos con isomorfis-
mo f, entonces tienen el mismo nimero de érbitas ya asignacion de érbitas
estd dada por f. Al contrario, si tenemos la segunda condicién, tenemos
G -21,G -29,....G-2, vy G-y1,G -y, ..., G -y, las correspondientes orbitas
de X y de Y, entonces definimos V1 < i < nf(x;) = y; y extendiéndolo en
todo X como f(g-xz) = g- f(x), el cual es claramente un isomorfismo de
G-conjuntos.

Lema 5.0.6. Las clases de isomorfismo de G-conjuntos finitos junto con
la 6 disjunta y el producto cartesiano forman un semianillo conmutativo con
1 denotado por BT (G), donde el neutro de la unién disjunta es @) y el neutro
del producto cartesiano es G/G

L. (XUY)uZ=XU(YuZz)
2. XUY 2YUX
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w

XU EUX =X

.

. XUZ=YUZ=>X=2Y

(@)

(X xY)xZ=2Xx (Y xZ)
6. X XY =Y xZ

J

CXXGIGEGIGx X=X
8. X x(YUZ)Z (X xY)U (X xZ)

Demostracion. Todas las proposiciones son claramente consecuencia del
lema, excepto 4, Tenemos una asignacién de orbitas de X UZ y Y U Z, vamos
a dar una para X y Y. Para cada 6rbita § C X tenemos f(6) donde f es el
isomorfismo de X UZ a Y LU Z, si f(0) C Y entonces le asignamos esa 6rbita,
si f(#) C Z podemos aplicar f otra vez y repetir el procedimiento hasta
obtener la orbita de Y'; el proceso es finito dado que el nimero de orbitas de
Z es finito. Aplicando el lema anterior X =Y.

Definicién 5.0.7. El anillo conmutativo con 1 que resulta de completar
B*(G) denotado por B(G) se llama el anillo de Burnside del grupo G.

Ejemplo: Sea G = Cy = {1, z|z? = 1}. Entonces B(G) = ZG/1 x ZG/G.

Si X es un G-conjunto, a € X, si a es punto fijo bajo G, {a} es érbita y
{a} = G/G.

Si b € X no es punto fijo, {b, z - b} es orbita y {b,z - b} = G /1. Entonces:

X =aG/1+ BG/G

donde a, § son los ntimeros de érbitas isomorfas a cada cociente. Ademds:
(X,Y) =X -Y = (aG/1 + BG/G) — (/G/1 + FG/G) = (o — & )G/1 +
(6—0)G/G donde a« — o/, 5 — (' € Z
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6. Tablas de Marcas

6.1. Homomorfismo de marcas

Denotemos por % al conjunto de las clases de conjugacion de los sub-
grupos de G.

Definicion 6.1.1. El anillo fantasma con la operacion coordenada a
coordena es B(G) = Iy, Z.

Proposicién. El conjunto {G/H }ges, es una base de B(G) como grupo
abeliano.

Notemos que como grupos B(G) = B(G).
Demostracién. Queremos demostrar que los {G/H } ycv, generan a B(G).
Sea X —Y € B(G) con X,Y G-conjuntos. Basta generar a X, siendo

orbitas

X => G/H,

Demostremos que los G//H ;... son linealmente independientes sobre Z.

Sea Z ag(G/H)=0

He%q
Necesitamos hacer ver que ay = OVH. Lo haremos por contradiccién.

Supongamos que hay algunos ax < 0 y algunos ay > 0. Tomams todos los
ar < 0y los pasamos del otro lado de la igualdad, obteniendo:
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> (G/H) = (G/K)

aH —ag

con ag > 0y —ag > 0.

Sean x,y los G-conjuntos

X = |_| (G/HU) - U (G/H;))

TV
VH; ap, veces(orbitas de X)

v = | ] (G/KW) U (G/K)

VK; aK; veces(orbitas de X)

Tenemos que X = Y como G-conjuntos, entonces E amg, = E ar; y

i j
VH;3K; tal que G/H; = G/K; lo que implica que H;, K; son conjugados.
Lo cual es una contradiccién. Nuestro error fue pensar que los ay son distin-

tos de cero .".ag = 0V H € €..
Lema 6.1.2. (G/1)(G/1) = |G|(G/1)

Demostracion.

Gx G| {(xg 2)|z € G}

geG

Proposicién 6.1.3. Para G # 1, el Anillo de Burnside y el Anillo Fan-
tasma no son isomorfos como anillos, B(G) 2 B(G).

Demostracién. Supongamos que 3 f : B(G) — B(G) un isomorfismo de

anillos con 1. veamos en particular,

FUG/D(G/D) = F((G/1)*) = (a1)*, -+ (an)?)
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pero ademds usando el lema anterior tenemos que

FUGIDG/) = FIGHG/T)) = |Gl(ar, - -+, an) = |GIF(G/T)

y entonces

((al)Q’ T (an)Q) = (|G|a1, T |G|an)

e ai:() o}
| @ =G

en cualquier caso |G| divide a a;, peo no todas las a; s pueden ser cero
porque entonces las dimensiones serian distintas.

Tenemos entonces que como (G/H;); genera al B(G) como grupo abe-
liano y como f es un isomorfismo de anillos entre B(G) y B(G) = f(G/H;)
genera a B(G) como grupo abeliano.

Sea M la representacién matricial del anillo fantasma B(G) = (f(G/1),---, f(G/G))

|Glov |Glby -+ |Glbn

<
I
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= |G|det(M)

llevemos M a su forma Normal de Schmidt (Mg), pero Mg no puede ser la
matriz identidad porque no concordarian los determinantes.

1 0 0

0 1 0
Mg = .

0 0 1

B(G

(©) o

.. f no es un isomorfismo y

B(G) # B(G)

Proposicién 6.1.4. Sea H < G y sea

G/K — #(G/K)"
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Y luego extendemos linealmente

X — #(X") = #(Ua,G/K)" = Zai(G/Ki)H

X —Y — #(XT) —#(Y")

Siendo X# = {z € X|hx =2zVh € H}. Entonces ¢y esta bien definida
y es un homomorfismo suprayectivo de anillos con 1, llamado la marca de H.

Demostracion. Que g esta bien definida. Queremos ver que si X —Y ~
X' =Y’ entonces X UY' ~ X'UY’, entonces X LY’ ~ X' 1Y’ aplicando
o H#XT Y T=f X 4 Y I XTI —HVH = X+ #Y'™ . oy, pre-
serva la operacién de suma(unién) y el producto claramente. Ademds, pp es
suprayectiva pues G/G +— 1.

Teorema 6.1.5. de Burnside. Sean X y Y G-conjuntos. Entonces

Demostracion. Si X =Y = > a;(G/K;) es claro que pp(X) = pg(Y)VX <
G. Por otra parte, si z € X, H = Stabg, G - = = G/H, esto quiere de-
cir que € X ademds, existe y € Y y que H = Stabg(y), entonces
G x2Gy>2G/H,sean X' = X/G-2,Y' =Y/G -y y las descomposiciones
como 6rbitas de los dos G-conjuntos son iguales y por lo tanto son isomorfos.

Teorema 6.1.6. Sean H, K < G

o =pr & H=¢ K
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Demostracion. Si H =¢ K, sea X transitivo. oy (X) =#{r € X|h-x =2Vh € H}

=#{reX|(g'Kg) - v =aVke K} = #{x € X|(kg) - v =gxVk e K} =
#{ye X|k-y=yVk € K}=pg(X), esto ultimo porque X es transitivo y
nos dice que las ¢’s son iguales en los G-conjuntos base y por lo tanto en
todos. Si g = g, entonces, por las formulas que veremos en la siguiente
seccién, donde también se dice que significa la «, |Ng(K)|/|K|a(H, K) =
on(G/K) = ¢r(G/K) = |Ng(K)|/| K| por lo tanto hay un conjugado de K
que contiene a H, andlogamente, hay un conjugado de H que contiene a K,
y por lo tanto H =¢ K.

6.2. Tabla de marcas

Notacién: Ordenaremos las clases de conjugacién de G como Hy, Hs, - -+ , H,,
donde |H; < H;4|. Esto implica que H; = 1¢ y H, = G.

Proposicién 6.2.1. oy (G/K) = NGT(H)B(H, K)= NGT(K)a(H, K), donde
a(H,K) = {#E < G|E =¢ K, H < E}, B(H, K)={E < G|E =¢ H,E < K}

Demostracion.

on(G/K) = (G/K)" = #{gK|g"'"hgyK = KNhe H} =

 {#9€GhgK = gKVhe HY {#9€Glg'hgyK = KVhe H}
B K] - K]

_ #{9eGlg'hge K¥he HY #{g9eGlg'HgC K}
B | K| B |K| B

Ne(H)#{E < G|Ees conjugado aH,E < K}  Ng(H)
K

< B(H, )
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la otra igualdad la tenemos de

_#{ge€GlyT HgC K}y  #{geGIH CgKg'} _
K] K]

vu(G/K)

Ne(K)#A{E < G|Ees|l(;Tnjugado aK,H<FE} _ Nf](;()a(H, K)

Definicién 6.2.2. La tabla de marcas del grupo G es la matriz (a; ;) =
on (G H;) = NeBl (i, Hy) = Relflo (1, H))

Proposicién 6.2.3. La tabla de marcas A = (a; ;) del grupo G satisface:

1. A es cuadrada de tamano n x n donde n = #%¢

2. A tiene coordenadas enteras

3. A es triangular superior

4. a;, = 1V1 <1 < n, es decir, la tltima columna es la unidad de H%G Z

5. La primera fila de G corresponde a los indices de los subgrupos de G,
esto es: a1; = |G/H;|V1 < i < n, como casos particulares a;; = |G/,
al,n =1

%{” V1 <4 < n los 6rdenes de subgrupos Weyl.

6. am‘ = ’

7. Un elemento en la diagonal divide a cada elemento de la misma columna
que él, esto es: pu, (G/H;)|¢w,(G/H;)

8. a11 = |G| es la mayor entrada de A

0. |Hj| = —u1

ai,i/a;;

10. a(Hi,Hj) = i

aj,j
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_ajjal;
11 ﬁ(H“ H]) - aijal’j

Demostracion

1. Por construccién A es cuadrada y n = #%¢

2. Basta recordar que ¢y, (G/H;) = #(G/H;)" son los puntos fijos de
H; bajo H; lo cual es entero.

3. a;; =0sii>jpuessi|H;| > |H,| entonces a(H;, H;) =0,y si |H;| =
|H;| corresponden a clases de conjugacién diferentes y o(H;, H;) = 0,
por lo tanto ¢, (G/H;) =0 =a;;

4. Ng(G) = G, a(H;,G) = 1 esto tltimo es porque G no tiene conjugados,

|Ne (Hn)| _ gl
entonces ﬁﬁrinloz(Hi7 H,) = G =

5. No(1g) = G, B(lg, H;) = 1 pues 1g no tiene conjugados, entonces
[Ng(Hz1) lﬁ(H ) _ 16l _ @&

| Hi b |Hi Hi
Ne(H; Ne(H;

6. a(H;, Hy) = 1y a;; = Feghll — | Felil)

7. (ljﬂ‘ = INﬁ_gﬁl)lOé(H], Hl) = (Zm‘Oé(Hj, Hz) y Clm"(ljyi

8. a;; = vu,(G/H;) son los puntos fijos de G/ H; bajo la accién de H;, en-
tonces a; ; < |G/H;| < |G|, donde la dltima igualdad se da tnicamente
cuando j =1, H; =1g. Asia;g >a;jsii#1oj#1
ar |G

9. o = ey = |Hil

a G|/|H;
10. 22 = |G/ (wattiim) = |GI/1G/Na(H:)| = Na(H)
ai; _ Ne(H, No(H;)
11, 2 — S o(Hy, Hy) /255 = o(H;, Hy)
R el
12. aijml; - [N (H)[ 1GL ﬁ(Hl’ HJ)

T TH;

Nota: para calcular la tabla de marcas de un grupo G usando GAP,
utilicese el comando

Display(TableOfMarks(G));

Ejemplos.
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1. Trivial: ¢(1/1) = 1. genera la tabla de marcas trivial:

(1)

2. G = C,, grupo ciclico de orden primo p. Tiene dos subgrupos {1,C,},
por lo tanto su tabla de marcas es la siguiente:

(EG/” |G/1cp| ) - (5 | )

3. G = (g el cual tiene como subgrupos a 1,Cs, C3,Cs. Y su tabla de
marcas queda:

6 3 2 1
03 01
0021
0001

4. Ahora veamos el grupo de orden 6 Sz el cual tiene como subgrupos

{17 <(17 2)) ) <(17 2> 3)> 783}

6 3 2 1
0101
0021
0001

7. Grupos de orden menor o igual a 95 (Apor-
taciones Originales)

Intentemos demostrar que si G y ) son grupos con tablas de marcas no

isomorfas, entonces |G| > 96. La siguiente tabla representa los grupos de
orden 1 hasta 95 con el nimero de grupos no abelianos segtin GAP.
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1:0 2:0 3:0 4:0 5:0 6:1 7:0 8:2 9:0 10:1
11:0 | 12:3 | 13:0 | 14:1 | 15:0| 16:9 | 17:0 | 183 | 19:0 | 20:3
21:1 | 22:1 | 23:0 | 24:12 | 25:0 | 26:1 | 27:2 | 28:2 | 29:0 | 30:3
31:0 | 32:44 | 33:0 | 34:1 | 35:0 | 36:10 | 37:0 | 38:1 | 39:1 | 40:11
41:0 | 42:5 | 43:0 | 44:2 | 45:0 | 46:1 | 47:0 | 48:47 | 49:0 | 50:3
51:0 | 52:3 | 53:0 | 54:12 | 55:1 | 56:10 | 57:1 | 58:1 | 59:0 | 60:11
61:0 | 62:1 | 63:2 | 64:256 | 65:0 | 66:3 | 67:0 | 68:3 | 69:0 | 70:3
71:0 | 72:44 | 73:0 | 74:1 | 75:1| 76:2 | 77:0 | 78:5 | 79:0 | 80:47
81:10 | 82:1 | 83:0 | 84:13 | 85:0 | 86:1 | 87:0 | 88:9 | 89:0 | 90:8
91:0 | 92:2 | 93:1 | 94:1 | 95:0

Por [8] sélo nos ocuparemos de grupos no abelianos. Y el menor orden
encontrado donde hay dos grupos distintos no abelianos cuyas tablas de mar-
cas sean isomorfas es en orden 96 [9].

7.1. Teorema de P. Hall

Teorema Sea G un grupo soluble de orden ab, donde (a,b) = 1. Entonces
G contiene al menos un subgrupo de orden a, y cualquier otro es conjugado.

Demostracién. Se omite y se encuentra en [4] como teorema con nimero
[5.28].

7.2. Grupos de orden p

Teorema. Todo grupo ciclico G es abeliano.

Demostracion:

Usando que los enteros modulo n son isomorfos al grupo ciclico C),. Sean
z,y € G como el grupo es ciclico, sus elementos estan generados por el ele-
mento a entonces sea x = a™,y = a”, por lo cual x *y = a™ * " = """ =

a”*’”:a"*am:y*x.

Por lo tanto los grupos de orden primo son abelianos, y los eliminamos
de nuestra lista.
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+ 1234|856 F]8]9 |10
H 12 3|14 |15|16 |18 |19 |20
21 1222312412526 |27 |28 |29 30
3H132 133134 |35|36 3383940
4+ 142 143 | 44 | 45|46 44| 48 | 49 | 50
51 | 52 |83 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 9 | 60
6+ 62|63 |64 |65|66 6%|68]|69 |70
T2\ B3| 74| TH|T6 T 78|49 |80
81|82 |83 |84 |8 |86 | 87|88 |89 |90
9119293194195

7.3. Grupos de orden p’

Teorema 7.2.1. Si p es niimero primo, entonces todo grupo G de orden
p? es abeliano.

Demostracion: Procedamos por contradiccion. Supongamos que G es no
abeliano. entonces Z(G) < G pues si fuera G implica que todo los elementos
conmutan; dado que Z(G) # 1 puesto que el centro de un p-grupo es no
trivial, nos resta que |Z(G)| = p. El grupo cociente G/Z(G) esté bien defi-
nido pues Z(G) <G, y es ciclico, pues si |G| = p? y | Z(G)| = p tenemos que
|G|/|Z(G)| = p Esto contradice el hecho de que si un grupo G es no abeliano,
entonces G/Z(G) es no ciclico. Y aqui tuvimos un grupo ciclico.

Por lo que nos queda ahora la tabla como sigue:

+ 12|34 |56 ] F|89]10
H 12 13|14 |15 |16 |18 |49 | 20
21 122 |23 1242626 | 27|28 |29 30
313213334 |35|36 3738|3940
41 |42 |43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 |49 | 50
o1 | 52 |83 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 89 | 60
6+ |62 63|64 |65|66 6768|6970
A2 B3| T4 TS5 |76 7T T8 | F9 | 80
81 | 82|83 | 84|85 |86 |87 |83 |89 |90
9119219319495

7.4. Grupos de orden p?

Estos grupos estan resueltos hasta isomorfismos en la literatura, en parti-
cular citamos el articulo [10] en donde se demuestra que hay 5 grupos hasta
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isomorfismos de orden p3. veamos cuales son los grupos que existen de estos
ordenes para el par de grupos que nos interesan 8 y 27:

para |G| = 8 tenemos:

1. Cs

2. Cy x Cy

3. Oy x Oy x Oy
4. Dg = Cy % Cy

5. (s

Ahora bien de los grupos no abelianos que son (g y Dg sus tablas de
marcas no pueden ser isomorfas pues para (Jg todo subgrupo es normal y
para Dg esto no es asi.

para |G| = 27 tenemos:

1. 027
2. 09 X 03

w

.CgXCgXCg

B

. Cg ><]Cg
0. (03 X Cg) A 03

Los primeros 3 son abelianos y de los 2 no abelianos el caso 4 tiene un
subgrupo ciclico de orden 9, (Cy), y el caso 5 no tiene subgrupos ciclicos de
orden 9, por lo tanto sus tablas de marcas no pueden ser isomorfas.

7.5. Grupos de orden pq

Teorema. Sea |G| = pq, donde p > ¢ primos, Entonces o G es un grupo
ciclico o G es generado por dos elementos a y b que satisfacen las siguientes
relaciones.

a? =1; b = 1; aba™t = b";
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donde r = 1(mod p) pero r? = 1(mod p). Esta segunda posibilidad s6lo ocurre
si ¢ divide p — 1.

Demostracion: G contiene un elemento b de orden p; sea S =< b >. Dado
que S es un p-subgrupo de Sylow de G, el numero de sus conjugados por el
tercer teorema de Sylow es 1 4 up para algin u > 0. y divide a pq. Puesto
que (1+up,p) =1, ya que 1+ up, tiene que dividir ¢. Y ya que ¢ < p, u =0
y S <0 G puesto que solo tiene un tnico subgrupo de Sylow.

Similarmente GG contiene un elemento a de orden ¢; sea T' =< a >. T es
un ¢-subgrupo de Sylow de G, por lo que el nimero de sus conjugados es
1 + kq para algiin k£ > 0. Similarmente al caso anterior, 1 + kq divide p, de
donde tenemos los siguientes dos casos, que k =0 o que ¢|(p — 1). Si k =0,
T < G por lo tanto G = S x T. Y como sabemos que si todo subgrupo de G
es normal, G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. Por lo que

G2 C,xCy=Cpy

Si q|p — 1, entonces Aut(T') = C,_; tiene un tnico subgrupo S’ de or-
den p, donde S" = {x — 2'|i € Z/qZ,i* = 1}. Sean a y b generadores para S
y T respectivamente, supéngase que la accion de a en 1" por conjugacion es
x — 2% donde iy # 1 en Z/qZ. Entonces G = (a,bla? = b? = 1,aba™! = b%).
Escogiendo diferente ig nos lleva a escoger un generador diferente a para S,
y por lo tanto, no resulta en una nueva clase de isomorfismos. Por lo tanto
concluimos que hay exactamente dos clases de isomorfismos de grupos de
orden pq.

Por lo que nos queda ahora la tabla como sigue:

Corolario: Si |G| = pq, donde p > ¢ primos, entonces G tiene un subgrupo
normal de orden p. Mas aun, si ¢ no divide a p — 1, entonces G es ciclico.

+1 23|45 |6 7|89 |10
H|12 B3| H4 |16 18|49 |20
24122 23|24 |25 |26 2728|2930
313233343536 |37 |38 |39 |40
41 |42 |43 | 44 |45 |46 47 | 48 |49 | 50
54|52 83|54 |85 |56 &% |588|89 |60
6+ 6263 |64 |65|66 6%|68|69 |70
T 7273 |7 |75 |76 77| 78|79 | 80
81|82 |83 |84 |85 |86 | 8% | 888990
91192 93194 |9
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7.6. Grupos de orden 45

Este es el ultimo grupo que nos falta en donde todos los grupos de ese

orden son abelianos y no queda dentro de los casos anteriores puesto que
45 = 32 x 5.

Utilizando el teorema de la descomposicion de Kronecker sabemos que el
nimero de grupos abelianos no isomorfos de este grupo es 2 a saber Cy5 y
C5 x Cy = (5 x U3 x (5. Veamos no existen grupos no abelianos de este orden:

Sea n, el nimero de p-subgrupos de sylow de G, tomemos en nuestro caso
ng por lo tanto el nimero de p-subgrupos de Sylow puede ser 1, 3 6 9 pero
ns13,m51 9,y ng = 1(mod5) similarmente con n3 el nimero de p-subgrupos
de Sylow puede ser 1 6 5 tenemos ng { 5y ng = 1(mod 3),entonces su inter-
seccion es trivial, ambos son normales y por lo tanto G debe ser el producto
directo de grupos de orden 9 y 5 que son los ya dados.

7.7. Grupos de orden 75

Trataremos aparte los grupos cuyo orden sea 75 = 52 x 3 que son los
ultimos que tienen un solo grupo no abeliano, y los otros que solo tenian un
Grupo no abeliano fueron trataron en la seccién de grupos de orden pq

Utilizando el teorema de la descomposicion de Kronecker sabemos que el
nimero de grupos abelianos no isomorfos de este grupo es 2 a saber Cr5 y
Cos x ('3, veamos qué sabemos sobre sus grupos no abelianos.

El niimero 3-subgrupos de Sylow de G puede ser 1,5,25 de donde ns 1 5,
ns | 25 , ng = 1(mod3), por lo tanto n3 = 25 0 n3 = 1 y el numero de
5-subgrupos de sylow de G puede ser 1,3 pero ns 13 ;ns = 1(mod5), por lo

tanto este es normal.

Ahora si n3 = 1 estamos en el caso en que ambos son normales y seria
el grupo abeliano descrito anteriormente, entonces nos falta analizar el caso
ng = 25 que no es normal y el otro si, por lo tanto podemos formar el produc-
to semidirecto G = Ps; x Py donde P3 =C3y Ps=Cy5 x C5 6 Ps = Cos, v de
aqui Aut(Cs x Cs) = GL(2,5) y Aut(Css) = Cyy y donde el segundo caso no
se puede dar, puesto que no es posible formar un morfismo no trivial de Cj
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a Aut(Cys) pues no hay un elemento de orden 3 en Cys, Y en GL(2,5) existe
un subgrupo de orden 3 por lo cual es posible formar el producto semidirecto
con este grupo.

7.8. Grupos de orden 2?p con 4{p — 1

Por el teorema de la descomposicion de Kronecker estos grupos tienen 2
grupos abelianos no isomorfos.

Teorema 7.9.1. El niimero de grupos no abelianos de orden 22p es 2 si
4+p—1.

Muy claramente np = 1(mod p) bajo la condicién de que 4 4 p — 1 pues si
no el 2-subgrupo de Sylow ya no seria normal.

Nuestros 2-subgrupos de Sylow tienen orden 4 y pueden ser Cy o Cs X Cs.

Utilizando el resultado de que Aut(C,) = C,_; analicemos los posibles
casos:

Caso 1.
04 I AUt(Op) = Cp_l,

Cy =1{0,1,2,3} de aqui mandamos al 2 a un elemento de orden 2 en C),_;
que es }%1

Caso 2.
CQ X 02 — Aut(Cp) = Cp_l,

Salvo isomorfismos tenemos un morfismo no trivial analizando los gene-
radores de Cy x Cy

(1,0) — 0

-1
(0’1)_>pT

.. S6lo existen 2 grupos no abelianos de orden 2%p, que tienen 2-subgrupos
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de Syllow que no pueden corresponder, pues para el primero tenemos a Cy y
para el otro Cy x Cy y por ende sus tablas de marcas no son isomorfas.

Con este teorema, anadimos a nuestra lista, los siguientes érdenes 28, 44, 76, 92

7.9. Grupo de orden 63

Este caso es similar al anterior ya que 63 = 327 tiene dos grupos abelianos
y dos no abelianos.

Demostracion:

ny = 1(mod7) y n7 {3, n7 49

|Ps| =9, entonces P; = Cyy Py =C5 x (s
usando que Aut(C7) = Cg analizaremos los dos casos:

Caso 1.

Cy — (% , donde un elemento de orden 3 en Cy es 3 y uno de este orden
en (g es 2 lo cual define un morfismo no trivial.

Caso 2.

C5 x (3 — (g donde salvo isomorfismos tenemos el siguiente morfismo
no trivial.

(0,1) — 0

(0,1) — 2

.. Sélo existen 2 grupos no abelianos de orden 63 que tienen 3-subgrupos
de Syllow que no pueden corresponder, pues para el primero tenemos a Cy y

para el otro C3 x (5 y por ende sus tablas de marcas no son isomorfas.

Con los casos anteriores podemos eliminar de nuestra tabla todos los gru-
pos en cuyo orden tienen hasta isomorfismo 2 grupos no abelianos.
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112 34|56 |F |89 |18
H |12 B3| 4|16 18|19 |20
211221232425 |26 2728|2930
313233343536 |3 |38 39|40
41142 143 | 44 |45 |46 47| 48 |49 | 50
5+ |52 53|54 |55 |56 &% |58 |59 |60
61|62 63|64 |65|66 6768|6970
A2\ B M| B 6| F|T81149|80
81|82 |83 |84 |85 |86 | 8% | 88|89 |90
94192193 |94 |9

7.10. Grupos de orden 2°p con 4 |p — 1

Teorema: El nimero de grupos no isomorfos de un grupo de orden 2%p
con 4{p—1es 5 ,donde 2 son grupos abelianos y los otros 3 son grupos no

abelianos.

Demostracion:

Para estos grupos vemos que tienen dos grupos abelianos por el teorema
de la descomposicién de Kronecker. Y sus grupos no abelianos se determinan

de la siguiente forma.

n, = 1(modp) y n, 12, n, {4 pues p es mayor que 2 y 4, por lo tanto n,

es normal. Y Aut(C,) = C,_;

Utilizando el tercer teorema de Sylow, ng = 1(mod4) y ny | p por lo tanto
no es normal y se puede formar alguno de los siguientes productos semidi-

rectos.

Cp x Cy 0 el caso Cp x (Cy x Cy)

Caso 1: Oy — C\pq

b1’

Y de aqui tenemos dos morfismos nos triviales a) y b).

este caso se puede por la hipdtesis de que 4 | p — 1.
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Caso 2: Uy x Uy — Cpy

Salvo ismorfismos dentro del mismo grupo tenemos los siguientes morfis-
mos no triviales

(0,1) — 0
(1,0) — 1
Para el caso 2, sélo tenemos un morfismo no trivial.

Por lo tanto existen 3 grupos no abelianos hasta isomorfismos de orden
22p cuyas tablas de marcas son no isomorfas puesto que, en el caso a) el mor-
fimos acttia como la involucién @ — z~!, por lo tanto Cy centraliza a C, y
por lo tanto el grupo tiene un subgrupo normal de orden 4 mientras que para
el caso b), Cy actia por un automorfismo de C,, con orden 4 y por lo tanto
(5 no centraliza a Cj,, y este grupo no tiene subgrupo normal de orden 4, por
lo tanto los grupos a) y b) del caso 1, no tienen tablas de marcas isomorfas,
y la tabla de marcas del caso 2, no puede ser igual a las del caso 1 pues
los 2-subgrupos de Sylow no corresponden pues en el primer caso tenemos a
Cy como 2-subgrupo de Sylow, mientras que en el otro caso tenemos a Cs X Cs.

Y por lo tanto ahora podemos eliminar de nuestra tabla los 6rdenes
20,52, 68.

7.11. Grupos orden 2p?

Claramente el p subgrupo de Sylow es normal puesto que n, {2 y n,
1(modp). Y el 2 subgrupo de Sylow no es es normal pues ny | p y ng
1(mod?2).

11

Entonces tenemos las 2 siguientes posibilidades:
Caso 1. Cy — Aut(Cp2) = Cpp-1)

—1
En este caso tenemos el morfismo no trivial 1 — M

Caso 2. Cy — Aut(C, x C,,) = GL(2,p)
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Y en este caso tenemos dos morfismos no triviales.

Para las tablas de marcas entre el caso 1 y caso 2 las podemos distinguir
debido a que en el primer caso tenemos un p-subgrupo ciclico de Sylow y
en el caso 2 no, y para distinguir los dos morfismos del caso 2 dado que
C), x C, es un espacio vectorial sobre el campo con p elementos, uno de sus
automorfismos tiene un subespacio invariante unidimensional mientras que
el otro no. Uno tiene a €, como un sumando directo mientras que el otro no.
Por lo tanto, sus tablas de marcas no son isomorfas.

Ahora podemos eliminar de nuestra tabla 18, 50

7.12. Grupos orden 2pq pfq—1

Sean py ¢ tales que 2 < p < qyptq—1py qson normales, mientras
que 2 no lo es. por el teorema de P. Hall nuestro grupo de orden 2pq tiene
un subgrupo normal H de orden pq por lo tanto G = H x Cy

Entonces existen 3 morfismos no triviales de Cy a Aut(pq) = Aut(p)Aut(q) =
(Cpfl)(cqfl)

Caso 3.

—1q¢-1
1 (B

2 72
Como podemos observar de los casos 1 y 2, uno tiene a C}, como factor
directo mientras que que el otro a C, y el caso 3 tiene a ambos. por lo tanto
sus tablas de marcas no pueden ser isomorfas.

Por lo tanto podemos eliminar de nuestra lista los grupos de orden 30, 66, 70

Actualicemos ahora si nuestra tabla.
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112 34|56 |F |89 |18
H12 B3| 4|16 (18|19 |20
211221232425 |26 2728|2930
313233343536 |3 |38 39|40
41142 143 | 44 |45 |46 | 47 | 48 |49 | 80
5t |82 |53 |54 |55 |56 | &7 |58 |89 | 60
61|62 63|64 |65|66 6768|6970
A2\ B M| B 6| F|T81149|80
81|82 |83 |84 |85 |86 | 8% | 88|89 |90
94192193 |94 |9

7.13. Grupos de orden 12

Por [7] tenemos que los grupos de orden 12 son:

> (g

> Oy x Oy x (4
> Ay

> Dig

> Cyx Oy

Los 3 grupos no abelianos claramente son {Ay, D12, C3 x Cy} de donde
vemos que C3 X Cy tiene un 2-sbugrupo de Sylow isomorfo a Cy y el segundo
un subgrupo normal de orden 6 puesto que D5 & S5 x (5 mientras que Ay
no, por lo tanto estos grupos no tienen tablas de marcas isomorfas.

7.14. Grupos de orden 42 y 78

Veamos que existen hasta isomorfismos 5 grupos no abelianos de estos
ordenes. Observemos primero que 42 =2 x 3 X 7y que 78 = 2 x 3 x 13, por
lo que observamos que ambos nimeros son de la forma 2pg mas exactamente
2x3xq,p>q. Vemos que 3|¢ — 1. Dado que 42 y 78 son solubles, podemos
utilizar el teorema de P. Hall el cual nos dice que existe un subgrupo normal
H de orden pq (21 o 39). Por lo tanto tenemos dos posibilidades. H puede
ser el tnico grupo no abeliano de orden pq (el producto semidirecto p x q)
o H puede ser el tnico grupo abeliano de este orden C),,. Veamos el caso en
que H = Cpy,.
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Veamos si existe un mofismo no trivial de Cy — Aut(C)y)
Observamos que Aut(C,,) = Aut(C,) x Aut(C,) por lo tanto
Aut(Cp) x Aut(Cy) = Cp_y x Cyr

. ;. -1 ..
donde en C),_; existe un tnico elemento de orden 2 a saber ¥ y similar-

mente en C,_; existe un tnico elemento de orden 2 a saber %
Por lo tanto se pueden formar 3 productos semidirectos no triviales que

Son:

Como el primero tiene a C),, como factor directo, el segundo tiene a C
como factor directo, y el tercero no tiene tales factores directos, concluimos
que no pueden tener tablas de marcas isomorfas entre si, y también no iso-
morfas a las tablas de los casos pues el subgrupo |H| = pq es ciclico y en los
otros casos no.

Ahora veamos el caso cuando H es no abealiano, claramente tenemos el
caso en que G = H x Cy pues H existia y multiplicarlo por Cs nos genera
de nuevo un grupo no abeliano, resta ver si existe otro caso cuando H es no
abeliano. Veamos que se puede construir un producto semidirecto de H con
C5 esto es buscar elementos de orden 2 en H, para esto observemos que H
tiene un subgrupo normal C), y p subgrupos C,, entonces un automorfismo ¢
de H de orden dos fija a C),, y permuta los p diferentes C,. Asi que fija uno
de los Cy, y actia en este y en C}, como la involucién z — 2~ o la identidad.
Por lo que H puede ser generado por un generador de (), y un generador
de € por ende solo hay un tnico automorfismo de orden 2, y el otro es el
caso trivial. Concluimos que tenemos otros dos grupos no abelianos H x Cy
y H x (5. Y estos grupos no tienen tablas de marcas isomorfas por que uno
es producto directo y el otro un semidirecto.
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7.15. Grupos de orden 90

Demostremos que hasta isomorfismos sélo existen 8 grupos no abelianos
de orden 90. Observemos primero que 90 = 2 x 5 x 3% . Aplicando el teorema
de P. Hall. tenemos que existe un subgrupo normal H de G, y entonces G es
igual a

Sea G = H x Cy con H subgrupo normal

Sea |H| = 45, y sabemos que de orden 45 sélo hay 2 grupos abelianos y
no hay abelianos, tales grupos abelianos son:

1. CgXC5
2. CgXCgXCg,

Caso 1. G = (Cy x C5) x Cy veamos si existe un morfismo no trivial

a:Cy — Aut(Cy x Cs)
Veamos a que es equivalente el grupo de automorfismos:
Aut(Cg X 05) = AUt(Cg) X A’LLt(C5) = CG X 04

los posibles elementos de orden 2 en Cg x C, son:

> (037 0)
> (07 Cg)
> (03, CQ)

Por lo tanto tenemos de este caso 3 elementos no abelianos, los cuales
tienen tablas de marcas no isomorfas puesto que el primero tiene a C's como
factor directo, el segundo tiene a Cy como factor directo y el tercero no tiene
a ninguno de estos 2. Los del caso 1 y los del caso 2 se diferencian porque
en el primero hay un p-subgrupo ciclico de Sylow, mientras que en el caso 2
tenemos un espacio vectorial sobre el campo con 3 elementos.

Caso 2. G = (C3 x C3 x C5) x Cy veamos si existe un morfismo no trivial
ﬁ : CQ — Aut(Cg X 03 X 05)
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Analicemos a qu’e es equivalente este grupo de automorfismos

Aut(C’g X Cg X 05) = AUt(Cg X 03) X 05) = AUt(Cg X Cg) X AUt(C5)
= GL(Z, 3) x Cy

. Cuadles son los elementos de orden 2 en GL(2,3) x Cy?

> (I,C%)

> ([A],0)

> ([B],0)

> ([A], Co)

> ([B], Cs)
ponte 1 (1)

Ay B son matrices de tamano 2 x 2 con entradas en ('3 que no son con-
jugadas, cualesquiera dos matrices en GL(2,3) que cumplan que elevadas al

: : : 1
cuadrado son iguales a la matriz I son conjugadas a estas. A = < 0 ) y

10
20
5=(55)

Del caso 2 sus tablas de marcas difieren entre s’i puesto que los grupos
difieren al tener un subespacio invariante unidimensional o no, y en tener o
no a un 2-subgrupo de Sylow.

7.16. Grupos de orden 88

Demostremos que hasta isomorfismo, sélo existen 9 grupos no abelianos.
Podemos ver que 88 = 23 x 11 y que nuestro 11 subgrupo de Sylow es normal
en G. Entonces construyamos grupos tales que |H| = 8 — Aut(Cy).

Las posibilidades para H son las siguientes.
> Cy

> Cy x Cy

> Oy x Oy x Oy
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I>D8204><102
> Qs

Y también tenemos que Aut(Cyy) = Cho. Analicemos por casos el nimero
de morfismos no triviales de H en Cq

Si H = Cg el 4 es el tnico elemento de orden 2 en Cy por lo tanto tenemos
un unico morfismo:

1.4 —5

Si H =y x Cy tenemos tres elementos de orden 2, hasta isomorfismos.
1. (0,1) —5

2. (2,0) —5

3.(2,1) —5

Si H = Cy x Cy x (5 tenemos de nuevo tres elementos de orden 2 hasta
isomorfismos.

1. (1,0,0) — 5
2. (1,1,0) — 5
3. (1,1,1) — 5

Si H = Dg = Cy x C5 en donde solo hay un elemento de orden 2 hasta
isomorfismo.

Si H = Qg hay un elemento de orden 2

Por lo tanto existen hasta isomorfismo, tenemos 9 grupos no abelianos de
orden 88
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7.17. Grupos de orden 16

Para estos grupos encontramos su clasificacién en [5], donde son 14 gru-
pos cuyo orden es 16 hasta isomorfismo y son los siguientes.

DGOZCQXCQXCQXCZ

> Gy = Cg x Cy
> Go = SDqg

> Gy = Cs x Chy
> Gy = Dig

> G5 = Qs

> Gg = O

> Gy =Ky x Oy
> Gg = Dg x Cy
> Gog= Ky x(Cy
> Q10 X Cy

> Q11 x Cy

> Cig X Oy

> (3 x Cy

De los cuales 5 grupos son abelianos, a saber: Gy, G, Gg, G7, G13

Dentro del grupo de orden 2% con x > 4 tenemos 4 grupos no abelianos el
Quasidihedrico, Dihedrico, Semidihedrico y “el otro”, veremos como se pue-
den distinguir estos cuatro grupos en sus Tablas de Marcas.

Comenzamos distinguiendo el Grupo de los cuaternios (s, el cual tiene
entre sus propiedades que tiene un solo elemento de orden 2 y todos sus sub-
grupos son normales, lo cual lo diferencia de los otros grupos y es distinguible
dentro de las tablas de marcas.
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Para el grupo Dihedrico Dy, tenemos que si |G| = 2n existe un subgrupo
ciclico N < G, [G : N] = 2,Yg € G,g ¢ N entonces el orden de g = 2
mientras que para nuestro grupo de cuaternios era para un unico g.

El grupo semidihedrico Sy, con representacién (r, s|r?" ' = s2 =1, srs =

r2m_2*1) contiene dos subgrupos maximales no ciclicos a saber (D, Q,) que
difieren de los grupos anteriores pues el grupo de los cuaternios tiene a
(Qn, @n) y el Dihedrico a D, D,,, [11] por lo tanto estos grupos no tienen
tablas de marcas isomorfas entre si.
P2 = 1,srs =
todos sus subgrupos maximales son abelianos a saber son Cy x Cs,
Cg, Cg lo cual también se distingue en la tabla de marcas y se diferencia de
los otros 3 grupos.

Para el otro grupo con presentacion M = (r, s|r?""
27n72+1
r )

H < M, [M : H| =2 demostremos que H es abeliano.
H = {res®}
Si b es par, tenemos

2m72 41 a2 4b ayb

rasrls = re(r?) = ror

Si b impar tendriamos

ropb=12m=2 4 9m=2 4} pero observemos que 2" 2(h — 1) es de la forma
2m=1 v por la forma de nuestro grupo r2” ' = 1. por lo tanto rort=12m=2 4
2m—2 + b= Ta,,,.Z'm_Q—i-b

Veamos para que a’s, b’s, ¢’s y d’s se cumple que r%s® = r¢s?.

Sin perdida de generalidad a, b, ¢, d € {0,1}.

Sia=0— c=0 por lo tanto se cumple la igualdad, caso con by d es
similar.

b d_

Sia=1=c¢, r*s” = rs implicando r°s rS.

H estd propiamente contenido en M por lo tanto es un subgrupo maximal
abeliano, y concluimos que estos 4 cuatros son diferenciables entre si dentro
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de sus tablas de marcas.

Para los otros grupos restantes noétese que uno tine a un grupo ciclico
de orden 4 mientras que los otros no Gg, G2, sus 2-subgrupos de Sylow no
coinciden. Ademas los subgrupos normales de Gy, (G11 no coinciden pues am-
bos tienen como factor directo a Cy sabiendo que todos los subgrupos de los
cuaternios son normales, GG1g no satisface las propiedades anteriores. Por lo
tanto en orden 16, todos los grupos tienen tablas de marcas distintas.

Finalmente mostremos la tdltima tabla de todos los érdenes de los grupos
con los que se trabajo en esta tesis

+ 1234|567 |89 |10
2383 H4|5|16 17 1819|206
21122123 124 |25 |26 | 27|28 |29 |36
332133 |34 |35|36 3% |38|39 |40
41 |42 143 |44 |45 |46 47 | 48 |49 | 86
51|52 | 53|54 |55 |56 57| 58|59 |60
61162 |63 64 |65|66|67|68|69|7
A2\ B M4 B9800
8l |82 |83 |84 |8 |86 | 8% |88 |89 |90
91192 93194 |9

Faltando los grupos de orden 24,32, 36, 40, 48, 54, 56, 60, 64, 72, 80, 81, 84
en total 13 para futuros trabajos.
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Conclusiones

Este trabajo consistié en buscar y demostrar para cada orden el nu-
mero de grupos que existen hasta isomorfismo, una vez hecho esto se
procedio a dar las razones por las cuales sus tablas de marcas no eran
isomorfas.

El uso de Gap es meramente ilustrativo pero muy 1util, ayuda muy bien
a comprender la estructura del grupo, pero aun tiene muchos errores y
no podemos confiar en el.

El grupo mas complicado fue de orden 16, de encontrarse un ejemplo
mas chico que cumpla que los grupos sean no isomorfos y sus tablas de
marcas si lo sean, seria en uno de sus multiplos, recordemos que 96 es
multiplo de 16.

Se encontro una manera para distinguir en sus tablas de marcas los
4 grupos no abelianos de orden 2™ que tienen un subgrupo ciclico de
orden 2, siendo estos los cuaternios, dihedricos, semidihedricos y el otro

grupo.
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