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Capitulo 1

Introduccion

La vida de una estrella consiste de una larga fase en la cual la estrella esta quemando
su combustible en el nicleo y resistiendo el colapso bajo su propia fuerza de gravedad por

medio de la presion térmica y de radiacién.

Cuando el combustible se agota, la estrella se enfria, la presion se reduce y la estrella se
contrae. Asi se forman los objetos compactos como enanas blancas, estrellas de neutrones y
hoyos negros que representan el ultimo estado en la evolucion estelar. En las enanas blancas
y en las estrellas de neutrones, las estructuras atomicas usuales han sido destruidas por
la accion de las fuerzas gravitacionales tan intensas. La estrella no se colapsa totalmente
debido a la presion de degeneracion, de la que nos habla el principio de exclusién de Pauli:
no puede haber dos fermiones con todos sus nimeros cudnticos idénticos (esto es, en el
mismo estado cudntico de particula individual); estd propiedad cudntica de la materia

provee una presion adicional que generalmente puede compensar a la fuerza de gravedad.

En las enanas blancas, los atomos se mantienen apartados por la presion de degen-

eracion de los electrones.

En las estrellas de neutrones—que presentan fuerzas gravitacionales aun mayores—
los electrones se han fusionado con los protones para producir neutrones, que tienen una
presién de degeneracion mayor. Asi pues, al formarse un hoyo negro la fuerza de gravedad

tiene que ser suficientemente grande para vencer estos procesos de degeneracion.

Se piensa que el factor principal que determina si una estrella termina como alguno
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de estos objetos compactos es la masa de la estrella. Las enanas blancas necesitan de
progenitores con una masa de alrededor de 1,4M'. Las estrellas de neutrones se forman
de estrellas con masa de entre 1.4 y 3 Mg, pero el destino para una estrella con més de

4My es el colapso gravitacional total con la formacién de un agujero negro.

También hay otras formas, ademas del colapso total de una estrella, por las que se pien-
sa que se puede llegar a la formacion de un hoyo negro. Por ejemplo, cuando una estrella
de neutrones o una enana blanca no puede soportar el colapso debido a la acumulacién
de gas, se piensa que se puede llegar a la formacion de un hoyo negro, ya que con ésto su

densidad crece.

Aparentemente los objetos compactos son tan comunes en la galaxia como otras es-
trellas. Muchas enanas blancas y estrellas de neutrones han sido observadas, y se tiene
evidencia de un agujero negro en el centro de nuestra galaxia [1] y al menos otro buen

candidato para ser un hoyo negro ha sido identificado (Cygnus X-1) [2].

En este trabajo analizaremos el colapso relativista de una nube de polvo esférica-
mente simétrica en g + 1 dimensiones espaciales: Una estrella que ha consumido todo su
combustible pero que ademas la unica fuerza que actua sobre las particulas es la de la

gravedad.

JPor qué vamos a analizar una nube de polvo esféricamente simétrica? Pues porque
asf nuestro analisis serd mucho mas sencillo ya que muchas ecuaciones se simplifican, pues
en una nube de polvo no habré presion entre las particulas. Asi también nuestro analisis
representard una primera aproximacion en el andlisis de casos mas realistas, en donde

existen presiones y donde la estrella tiene rotacion.

Por qué en ¢ + 1 dimensiones espaciales? La posibilidad de que el universo tenga
més de 3 dimensiones espaciales ha sido una cuestién ampliamente discutida. Avances
en la teoria de cuerdas sugieren que podria haber hasta 7 dimensiones adicionales. Los
seguidores de esta teoria la consideran como la mejor candidata para convertirse en una
teoria unificada, es decir, una teoria capaz de describir todos los fenémenos ocurridos en

la naturaleza.

'Por M, nos referimos a la masa del sol.



Como objetos matematicos, los espacio-tiempos de agujeros negros estan entre las

variedades lorentzianas mas importantes.

Primero nos dedicaremos a analizar el colapso de una nube esféricamente simétrica en
Mecanica Newtoniana. Encontraremos las ecuaciones de movimiento de las particulas y
asi describiremos el colapso de la nube, pues podremos encontrar las ecuaciones de las
trayectorias de las particulas de la nube de polvo. Al comparar este caso con lo que obten-
dremos en Relatividad General nos llevaremos un sorpresa: las ecuaciones que describen

las trayectorias de las particulas son esencialmente las mismas en los dos anélisis.

Por supuesto, estudiar el colapso relativista es mucho mas complicado, pues para en-
tender a fondo todas las ecuaciones importantes para la Relatividad General, como las
ecuaciones de campo de Einsten—que en este trabajo son la clave para desarrollar nuestro
estudio—es necesario tener un conocimiento bastante amplio en varias areas: geometria
diferencial, cdlculo tensorial, calculo variacional, etc. Pero aparte de ser méas complicado
es mas interesante, para saber qué informacién puede conseguir un observador lejos de la
nube y qué eventos le pueden afectar debemos conocer la estructura causal, descrita por
los conos de luz en cada punto del espacio-tiempo. Como veremos, una singularidad en
el caso relativista es una singularidad de la densidad y también de la geometria, alli el
espacio-tiempo desaparace. En cambio, en el caso newtoniano tendremos solamente una
singularidad de la densidad mientras la geometria del espacio tiempo es fijo en todas
partes. La singularidad en el caso relativista no afectard a observadores lejanos ya que
esta protegida por una superficie que no permite que salga informacién de la regiéon donde

se encuentra la singularidad hacia afuera de esta superficie.

En el capitulo 3 vamos a desarrollar la mayor parte de las herramientas matematicas
necesarias para el andlisis del colapso relativista. Demostraremos el teorema de Birkhoff
que asegura que en un espacio-tiempo esféricamente simétrico y vacio la métrica es la de
Schwarzschild -Tangherlini [3], que vamos a construir paso a paso. Asi pues, si consideramos
la nube de polvo con simetria esférica que se contrae hasta tener un radio menor que su
radio de Schwarzschild encontraremos que habra una superficie cerrada alrededor de la

nube con radio igual al radio de Schwarzschild de la nube y de esta region contenida en la
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esfera no escapara luz, se formara un hoyo negro descrito por la métrica de Schwarzschild-

Tangherlini.

En el capitulo 4 vamos a analizar las lineas geodésicas de esta métrica y veremos
algo muy interesante: analizando graficas de potencial para ¢ + 1 dimensiones espaciales
veremos que solo para ¢ = 2 podremos encontrar 6rbitas acotadas estables alrededor de
un agujero negro, es decir, sélo en el espacio-tiempo que conocemos podriamos encontrar

cuerpos orbitando en trayectorias acotadas estables alrededor de un agujero negro [3].

Finalmente, en el capitulo 5 completaremos nuestro analisis, describiremos el espacio-
tiempo en el cual estd inmersa la nube de polvo y vamos a poder predecir cémo serd el
colapso relativista de una nube de polvo ahora con densidad homogénea. Veremos si se
forma una singularidad del espacio-tiempo después de que la nube de polvo tenga un radio
menor a su radio de Schwarzschild, si es posible que pudiéramos observar esa singularidad
y qué es lo que podriamos ver estando fuera del horizonte de eventos, analizaremos méas
esta superficie esférica que no deja escapar ni siquiera la luz después de que ya toda la

masa de la nube esta encerrada por esta superficie.



Capitulo 2

El colapso Newtoniano

En este capitulo estudiaremos el caso en que una nube de polvo, esféricamente simétri-
ca, en dimension espacial n = ¢+ 1, inicialmente en reposo, se colapsa debido al potencial

Newtoniano generado por las mismas particulas de la nube.

Analizaremos el colapso a partir de la trayectoria que seguiria una particula dentro de
la nube al ser atraida hacia el centro, encontraremos el tiempo que tardaria en llegar al

centro, en donde se formara una singularidad de densidad.

2.1. Trayectoria de una particula

Sea p(t,r) la densidad en la nube de polvo al tiempo ¢ y radio r, y digamos que la
nube de polvo estd en reposo al tiempo inicial ¢ = 0. Sea ¢(t,r) el potencial gravitacional

generado por las particulas de la nube al tiempo t y radio r.

Consideremos una particula de polvo, inicialmente en reposo, a distancia R del origen
y de masa m. Sea r(t, R) el radio de la trayectoria seguida por la particula, atraida por la

fuerza de gravedad.

Tenemos que r(0, R) = R, puesto que en el tiempo cero la particula tiene distancia
R al origen, y también tenemos que 7(0, R) = 0, puesto que la nube comienza en reposo,
y entonces la velocidad al principio es 0. El punto sobre la r representa la parcial de r

respecto de t, mas adelante las comas sobre las funciones representaran la parcial respecto
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de R.

Lo que queremos es describir las trayectorias de las particulas de polvo para asi entender
como seria el colapso de la nube de polvo. Newton dio una ley para el comportamiento
de objetos en el espacio-tiempo F(t,r) = ma(t,r), donde F(t,r) = —mV¢(t,r), donde
o(t,r) es el campo gravitacional generado por las particulas de la nube y a,(t,7) = #(t, R)

es la aceleracion radial de la particula.

Tenemos una ley, también dada por Newton, para determinar como ¢ es generado:
Ao = [S7Gp(r), donde S? es la g-esfera unitaria y |S7| el drea de la g-esfera, G la
constante de gravitacién universal y p(r) la densidad (recordemos que estamos traba-
jando en ¢ + 2 dimensiones espacio-temporales, en el espacio que conocemos, cuando

= 2, tenemos que Aqﬁ = |S9Gp(r) = 4xGp(r)). En coordenadas polares tenemos

Agzb \/_8570“ (\/ lglg™ 50 ) = r%e% (rq% ), donde |g| es el determinante de la métrica

g que en este caso es una métrica plana. Para q = 2 tenemos la conocida ecuacién en las
1 9 1 0?
coordenadas (1,6, p): A¢ = —2—( ¢) = % (sm 969 qu) + a2

Entonces consideremos la siguiente igualdad:
R R
0 0
Aoridr = —(r?T—¢)dr.
[ s [ 2By

R 0
/ Aoridr = Rq—¢|R. (2.1)
0

Para la segunda igualdad supusimos que %

Esto implica que

= ——gb es regular en r = 0. Es decir, la fuerza

gravitacional en la direccién radial es finita en r» = 0. Por otro lado,
R R
Apridr = / |S9Gp(r)ridr = GM(R), (2.2)
0
donde M (R) es la masa contenida en la esfera de radio R.

Igualando (2.1) y (2.2) tenemos entonces,

24 - GMR)
or T Re
Si tomamos un punto cuya distancia al origen sea r(t, R), tenemos que
9 GM(r(t, R))
5,0t R)) = LR
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Entonces tenemos la siguiente expresion para la aceleracion de la particula

F(r(t,R) 8  GM(r(t,R))

(b B) = I = ol R)) =~ e

donde M(r(t,R)) = for(t’R) |S9|p(r)ridr es la masa contenida en la esfera de radio (¢, R).

Vamos a suponer que en nuestro caso para cada dos particulas de polvo a y b, con
distancia al origen 7,(t, R,) v 7(t, Rp) respectivamente, tal que (0, R,) < r(0, R}), ten-
dremos que r(t, R,) < r(t, Ry) para todo t entre 0 y el tiempo t4(R;) en que la particula b
tarde en llegar al centro de la nube de polvo. Es decir, las trayectorias de las particulas no
se “cruzan”. En esta situacion decimos que no hay “shell crossing”, con lo que podemos

suponer lo siguiente (conservacién de la masa):
M(r(t,R)) = M(r(0, R)) = M(R),

para todo 0 < t < t4(R).

Entonces:

r(t,R) R
/ 1S9 p(t, )iy = / 17100, P)rdr,
0 0

donde p(0, R) es la densidad de masa inicial en el radio R.

Derivando respecto a R:
p(t,r(t, R))r(t, R)%'(t,R) = p(0, R)R?
lo que implica que:

p(0, R) R
t,r(t,R) = ——————.
p( 7T( ) )) T(t,R)qT,(t, R)
Notemos que p(t, r(t, R)) divergerd en dos casos: si r(t, R) — 0 mientras R es constante

o si7’(t, R) — 0 mientras R también es constante. Analicemos ambos casos por separado.

1. Sir(t,R) — 0, es decir, el radio de la nube de polvo tiende a cero, entonces la masa
contenida en la esfera de radio r, que es constante, tendra una densidad infinita, y

por lo tanto se formard una singularidad de densidad.
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2. Si7’(t, R) — 0 la densidad se hard infinita. Pero como ya hemos acordado en evitar el
caso de shell crossing, nuestra funciéon R — r(t, R) es creciente para cada t fijo y, por
lo tanto, con derivada estrictamente mayor que cero. Entonces podemos descartarlo

en este caso.

Ahora queremos encontrar r(t, R) y tenemos

GM(R)  GM(R)

r(t, ) r(t,R)

#(t, R) = —

Tenemos la siguiente igualdad:

GM(R) .

L R0, B) = ~ i1, )
= (5t RY) = —f(fgfjr(t,zz)

Si integramos respecto a t,

Pl o PRt R)

1 r(t,R) d
= ~i(t,R)? = ~GM(R) / iy
2 R rd
utilizando que 7(0, R) = 0.
Entonces obtenemos

1 1 1 1

—i(t,R)* = GM - 2.

Lo = M) (b ) o9

. 2GM(R) [Re'—r(t, R)r!
= (6 R) = _\/(q —1)Re! ( r(t, R)i1 )

y escogemos el signo negativo, ya que las particulas van hacia el centro.
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Entonces,

B #(t, R) .

2GM(R) [ Ri—1—r(t,R)a-!
(g—1)Ra~1 r(t,R)71

Integrando respecto a t:

B (¢ — 1)Ra-! (t, R)a!
- _\/ STy /\/qu_rthl(t,R)dt
q—qu1 r(t,R)
B “2GM(R) / \/qu_rql

Si hacemos u = /1 — Rq +—1- Entonces la integral queda como sigue:

\/ o e
t =
=

qg—1)GM(R

(1-— uz)%du.

Si ahora u = sen(«),

9 Ra+1 arcsen |/ 1— T(t R)
t= ( (cos(a

T~ DGMR a))Tda.

Que reescribiremos en la siguiente forma:

— 2Ra+1 r(t, R)
- \/(q v x ) (2.4)
y Jy(z) = farcsenm

2
0 (cos(a))a-Tda, con 0 < x < 1y es mondtonamente decreciente.

De (2.4) descubrimos que podemos encontrar el tiempo en que una particula con dis-

tancia r (¢, R) del centro de la nube de polvo llegara a la singularidad, poniendo la condicién
r(t,R) = 0:

L(R) = \/ G O (25)
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2.2. El colapso de una nube de polvo homogénea

Consideremos ahora una nube de polvo con densidad homogénea p, y radio finito

Ry >0,
_ Lo, R S R17
p(O7R) - { 0, R > Rla (26)

donde py > 0y Ry > 0.

Entonces podemos escribir la densidad promedio dentro de la nube de polvo de radio

R como sigue: ( (
_ M(R) (¢ +1)M(R)
= = , 2.7
g S9| [ RYdR | 59| Rt (27)

y podemos escribir:

p fpat 1 J(R)
q—1./Gp|S]
También
Mo i )q+1 R<R
M(R) = “\R,/ T (2.8)
Moo, R > Rl,
donde M., = % es la masa contenida en la esfera de radio Rj, es decir, la masa
total de la nube; y asi
p07 R S Rl,
p= Ryttt 2.9
T m(F) B> R 29
R
Si R < R; entonces:
1 J(%
Y CURER ) (2.10)
q—1./Gp|s]

Notemos que 2% no depende de R y que R sélo aparece dividiendo a r, entonces
V %4
r(t, R) tiene la siguiente forma:

r(t,R) = RF (), (2.11)

con F(t)>0,0<t<t,,t, = /20210

a1 /Gplsa|’
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Ya que r(t, R) tiene la forma anterior, nos damos cuenta que:
r'(t, R) = F(t) > 0, (2.12)
y ahora sabemos que no habra shell crossing dentro de la nube de polvo.

Para R < Ry,
ZR({JFI
=4 —————J(0 2.13
LB =\ =T O (213)

vemos que este resultado es independiente del radio R, todas las particulas llegan al mismo

tiempo a la singularidad.
Si R > Ry, ts si depende de R, ya que

1 (R) = %J(O), (2.14)

Veamos qué ocurre para ¢ = 2:

2R3
ty = ”GM—(R)J(O)’

po|S?|R? R<R
MR)={ d ST
( ) { 00\53|R‘;’7 R>R,.

donde

J(0) = 7, entonces

/__ 6
GpolSZ]’ R S R17
Y Gp06\52| (}%) , >Ry

R4
ts = ”GM—(R)J(O)’

e Ry,

M(R) = b o
( ) { /70\54|R17 R>R,.

N N

NIw

Para ¢ = 3:

donde
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J(0) = 1, entonces

R S R17
(&), R>R.

~

»

I
[\
ﬁ
)

=2 [~
wn
_“

2.3. Resumen

En la primera seccion estudiamos las trayectorias de las particulas de una nube de
polvo esféricamente simétrica en general, con lo que nos serda mas facil estudiar el colapso

de una nube de polvo con caracteristicas mas particulares como la de la seccion 2.2.

Ahora conocemos cémo ocurrira el colapso de una nube de polvo esféricamente simétri-
ca inicialmente en reposo con densidad homogénea en un espacio newtoniano, conociendo

la densidad py y radio Ry, iniciales de la nube de polvo.

En el capitulo 5 veremos que los resultados que hemos encontrado en este capitulo son
esencialmente los mismos que los que encontraremos en el caso relativista si identificamos
el tiempo t con el tiempo propio 7 de las particulas de la nube de polvo y r con el radio

de area.

El caso relavista serd mas interesante que el caso newtoniano, si no nos diera nuevas
y mejores aproximaciones de la realidad, ;para qué seguir? En el colapso newtoniano da-
do que la singularidad es solamente de la densidad, el espacio-tiempo alrededor de ella
sigue igual que antes de que se formara la singularidad, sélo la fuerza de gravedad provo-
ca reacciones sobre observadores en el espacio-tiempo. En cambio, en el caso relativista,
la singularidad es tanto de la densidad como de la geometria. El espacio-tiempo en la
singularidad deja de existir y todos los objetos cercanos inevitablemente llegan a la singu-
laridad. Decimos que un objeto esté cerca a la singularidad cuando ha cruzado el horizonte
de eventos (que es la frontera entre los eventos que pueden enviar informacién (rayos de
luz) hacia infinito y los que no). Esta superficie es la que nos protege de sentir los efectos

de esta singularidad.



Capitulo 3

El teorema de Birkhoff

En este capitulo empezaremos con el analisis del colapso relativista que mencionamos
anteriormente. Consideremos una variedad M = M x S9, donde M es una variedad bidi-

mensional y S? la g-esfera. M tendrd una métrica esféricamente simétrica como
G = Gapdz®da® + 12 G daX dxt, (3.1)

donde g = gudr®da® es la métrica radial sobre M , Orcrdr®dzt la métrica en Sy r es el
radio de area. Podriamos pensar en distintas maneras para definir el radio, por ejemplo

definirlo como:

= la distancia al centro, pero estd definicién estd mal ya que el “centro” probablemente
no esté bien definido porque puede alli haber alguna singularidad de la geometria y

entonces la distancia tampoco podria definirse.
Otra forma de definir el radio, que es la correcta, es

= a través del drea.Teniendo el area de la esfera .S, con p un punto fijo de M , podemos

escribirla como sigue: A(p) = | (o) Vdet(r2g)dix =: |S|ri(p), resolviendo podemos

Ap)ys

encontrar la expresién para el radio de drea r(p): (p) = ( Eq

En este capitulo vamos a ir obteniendo las piezas necesarias para demostrar, como dice

el Teorema de Birkhoff, que

13
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La solucion de la Ecuacion de Einstein para el vacio alrededor de una distribucion de

masa esférica, simétrica, es la métrica de Schwarzschild-Tangherling.

Primero calcularemos el tensor de Einstein y luego veremos lo que nos dicen las ecua-

ciones de Einstein,

para el caso que estamos estudiando, un espacio-tiempo esféricamente simétrico donde
no hay materia. Y al obtener la métrica de Schwarschild-Tangherlini como solucién a las
ecuaciones de Einstein, habremos demostrado el teorema. Al final trataremos de describir

la estructura causal del espacio-tiempo que corresponde a la variedad M.

3.1. La g-esfera y su curvatura

Primero vamos a calcular la métrica inducida por la métrica euclideana sobre R4 en

S9.

Consideremos v : S7\ {(0,0,...,1)} — R? una carta local dada por la proyeccién

estereogrédfica: ¥ (7) = ¥y (xt, ..., 27T = (1_22“,..., 1_”;;“). Su inversa es Y] (7)) =
—1 2! 21 2

vyt L yl) = (1+\l|137\|2""’ 1+\Z|J17H2’1 — W)’ (v',...,y?) € RY Notemos que hemos

cubierto una parte de la esfera con esta carta local, asi que necesitamos otra 1y : S7\

{(1,0,...,0)} — R tal que 15(T) = p(z?, ..., x9") = (1+22+1,..., 1+ii+1) y Su inversa

U () =5 (v y?) = (1+2ﬁ}?;\|2’ o T TP 1)7 (' - y?) €RL

Con esta informacién podemos ahora encontrar la transformacion de coordenadas que
necesitamos para encontrar la métrica inducida en la g-esfera por R, Notemos que
podemos utilizar cualquiera de las cartas locales que hemos definido para obtener las

componentes de la métrica euclideana que se tiene en R?™:

ds® = (dz')* + ... + (dz?th)2

s s L 2yt g+l _ 2 S12 L
Definamos la siguiente notacion: z* = T donde 29" =1 — e Y |7 11%= kv,

donde los indices representados con mayusculas, K y L, toman valores entre 1 y q.
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Ahora entonces necesitamos encontrar las componentes do’ v dz?+! de la métrica. Las

derivadas parciales son:

L S 12\SL _ 4.,L
.9 8( 2y )_2<1+|\yu>6K Ay

Iyx Oy N1+ || 7|12 (7 12)?
. 8qu+1 — 4y—l§22
Oy (1712

Y ya teniendo la trasformacién entre las coordenadas x y y podemos calcular la métrica

inducida:

ds* = (dz")* + ...+ (dz?th)?

- e (0 17 Pk
—ayPyicdy™ (14 || 7 |) (Gkdy™ + 4y yicdy™ ) + Ayxdy™))) |
= e (O IR SO = 400+ | 7 ) s

4171 (redy™) + 4<yKdyK>2)
q

4
= A TP
I+ 711> 2

L=1

- (am) 2

L=1

Entonces la métrica inducida por la métrica euclideana de R7™ sobre S9 es

q
ds® = Q> (dy*)’, (3.2)
L=1

2

con (2 = _
1+

5, el factor conforme. Queremos calcular ahora el tensor de curvatura en S9:

~

K
R LMN -
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Empezamos calculando los simbolos de Christoffel asociados a la métrica:

1

My = §QKP<89LP,M + gpm,L — gram,p)
1
= §QKN(9LN,M + gNm,L — JLMN)
5KN
= W[((;LNQQ),M + (5NMQZ),L — (5LMQQ),N}

= 5KN[(5LN IH(Q)M + 6NM ln(Q)J; — 6LM ID(Q)J\[]
= 55 IH(Q)VM + 5ﬁ IH(Q)yL - (5KN(SL]\/[ IH(Q)yN,

donde, por ejemplo, In(€2) y; representa la parcial de In(2) respecto de la M-ésima coor-
denada, que este caso es la M-ésima coordenada angular. Ahora podemos encontrar el

tensor de Riemann:

~

R¥pun = 8MfKNL + fKM,\ : fANL — (M < N)

= Ou[0N In(Q) L+ 0f In(Q) vy — 6", In(Q) 4]
+[51\I2 In(Q) x + 5,{{ In(Q)m — 6" Y81 In(Q) vl
63 In(Q) 1 + M n(Q) .y — 6V oz, In(Q) ]

—(M < N)

— [0K M () 1 + OF Dar () v — 6556100 In() 5
+ [5@5]@ () 5 In(Q) 1 + 055 () 2 In(Q) x
—08 0N S In(Q) A In(Q) y + 5507 In(Q) a7 In(Q) 1
+65 02 (Q) 4y In(Q) v — 036 O In(Q) s In(Q) v
— KUy 0 In(Q) 1 In(Q) 1 — 65U 63202 In(Q) 1 In(Q)
+65U 330" Sy In(Q) 1n(Q),V}

—(M < N)

— [(ﬁgaM In(Q) 1 — 6558x 100 ln(Q)ﬂ}

+ [5@ () 1 1n(Q) x — 656N Sy In(Q) 2 In(Q2) 1
FSRUSMY 50 1n(Q) 1n(Q),V]
—(M < N),



3.2. Los simbolos de Christoffel para la métrica esféricamente simétrica 17

aqui el simbolo (M « N) indica que se escribe la expresién anterior al simbolo pero ahora

intercambiando M por N.

Sustituyendo el valor de € y después de algunas operaciones elementales

EKL]V[N _ |:5KN< _25LM 4yLy]W )_6KS(SNL( _265M 4ySyM >:|
Tl W 7P e IR N T

+[6KM< dyryn 2>—5KM5NL< 4 7|7 )

T 7P ar 7127
dyyvyr,
6KV5MY5
* NL((H 17 \\2)2)]
—(M “— N)

AlgIE a0+ 71

) —

N ML((H 17122 (1+ | g|\2>2>
—(M JEN N)

= 92[5KM5NL - 5KN5ML]-

3.2. Los simbolos de Christoffel para la métrica esféri-
camente simétrica

Calculemos ahora los simbolos de Christoffel asociados a la métrica (3.1). Antes hay
que recordar que al hablar de los indices a y b nos referimos a coordenadas locales sobre

la variedad bidimensional M. , y con los indices K, L, M y N nos referimos a coordenadas

sobre S
u Pabc - %gag(gb(r,c + Goeb — gbc,a)‘

Como la métrica no tiene términos cruzados observamos que o = d entonces:

1 ao 1 a
Eg (gba,c + Goeb — gbc,a) - 59 d(gbd,c + Gde,b — gbc,d)'

En la forma en que reescribimos la métrica tenemos que g, = gap por lo tanto g = g

y tenemos que

1

~~ad

1 ad ~ ~ ~
59 (Gbd,c + Gdep — Gbed) = 29 (Gbd.c + Gdeo — Gbe,d)-
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Entonces obtenemos

[ = fabc-
= FabK = %gaa(gba,K + Goeb — gbK,o‘)~

Como la métrica no tiene términos cruzados, de nuevo o = d

ad(

1, 1
=" (Go,x + Goep — Poi,o) = =9 " (Gpa,x + Jarp — Gok.d)-

2 2

Como la métrica no tiene términos cruzados gaxp ¥ gpi,d SOD CETO Y Goa.x = God,x = 0

pues la métrica radial no depende de angulos. Por lo tanto
FabK =0.

» D% = 29" (9Ko,L + YoL.K — IKLo)-

De nuevo o = d

1

aoc 1
=g (gKa,L + 9oL,k — gKL,a) = =g

ad
2 2 (

9KdL + 9dL. K — JKL.d)-

La métrica no tiene términos cruzados, entonces gxar vV gar,x son ambos cero. Cal-
culemos lo que vale gxr 4
2~
IKL =T YKL,
9KLd = 2ITqJKL

donde hemos definido r4 := %dr, la diferencial de r. Obtenemos
a 1 ad -~ a
Mg = 59 2rragxkr = —rr'gKr.
= FKab - %gKU(gaa,b + Yob,a — gab,a)~

Aqui 0 = N, entonces

1 |
_gK (gao—,b + Yob,a — gab,a) = _gKN(

9 5 GaNp + INba — Jab N )-

De nuevo ganp ¥ gnb,e SO cero por no haber términos cruzados en la métrica y gy n =
Jab,y = 0. Entonces

<, =0.
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= FKLc = %gKg(gLa,c + Yoe,L — ch,a)-

1
KN(QLN,C + gNe,L — JLeN) = _gKNgLN,C'

1 4, 1
59 (gLU,c + g(rc,L - ch,U) - 29 9

Tenemos lo que vale grn .

JLN,c = 2T7cgLN-

Entonces

1 .
s, = Q—TQQKNQT%QLN

También tenemos

/gKN = Q2(SKNa

entonces
/g\KN —_ 9725KN.
Conseguimos
1
FKLC = _9725KN27"T’CQ2(5LN
212
1
== ;5LKTC.

Por ultimo

» TRy = %QKU (Grom + Gor,L — GLMo)-

1 1
§QKU (gLa,M + Gom,L — gLM,a) = §QKN (QLN,M + 9Nm,L — QLM,N)-
Aqui, para cualquier combinacién de L, N y M, gry = r*gra por lo tanto gy ny =
r?grmn (va que r no depende de los dngulos) y ya sabfamos que g&V = —2§KN . Susti-
r
tuyamos
1 1 o . - ~
§9KN(9LN,M +9nmL — JLmN) = 5"” QQKN(TQQLN,M + TQQNM,L - TQQLM,N)
1.

= _gKN(/g\LN,M + gNm,L — JLMN)-
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Obtuvimos entonces

~

K K
I L]\/I:F LM -

La lista queda asf:

s [, =T,
» [ =0,
» g = —17K0L,
» TE,, =0,
1

K _ K
« I Le — ;5[, Te,

~

K _ 1K
r LM—F LM

donde 7. := V.r y r* = g%, = V°r es el gradiente de r.

3.3. Lacurvatura de la métrica esféricamente simétri-
ca

Calcularemos el tensor de curvatura para la métrica (3.1).
R gy = 0.0, + 1%, - T3, — (1 > 1),

Con las simetrias del tensor de Riemann solo es necesario calcular las siguientes com-

ponentes

L. Rabcd = acfabd + faoc : fgbd - (C A d) = Eabcd;

2. R%erx = 0l %k + 1% - Ik — Okl % — ok - T'% = 0,
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3. R%kr = OxT% + 1k - T'7, — (K < L), aqui o debe ser una componente angular,

digamos N

RabKL = —5NL§NK7““7"b — (K — L)
= _Ta'rb(gLK_/g\KL)

= 0.
4. Rokrn = 0T, + 1% - Tk — (L <> M), también aqui 0 = N

Rkrn = =17 (Orgrcar + gnel Y ),

. ey . . . = ~ o ~ —~ N
recordando la definicién de la derivada covariante: Vi gk = gk — vl ke —

Z]\]\/]\/IWVKL7 y con esto tenemos que

Ry = _7’7’a<§L§KM_§M§LK)

— O’
ya que %fq\ = 0.
5. Rker, =0k, + 1% - Tk — Opl ke — T'%1 - T ke

a a> EN(I - - a
Rker, = 0c(—1rgrr) — T ecgkr + Grrrre
= =10 — 109k — TV gL + 10 Gr L + GrLT T

= —§KLTVCTG.

6. RNy = Ou DX oy +TK 0 Ty — (M <~ N),

RN uny = 8MfKLN + T Dy + fKSMFSLN — (M < N)
= Oul¥ n — 65 MGLNTTe + KD - (M < N)

~

K e (5K~ K -~
= R"pun — 770" MgLn — 0" NGLM].
Tenemos la lista de los tensores de Riemann asociados a la métrica:

s R%eq = Egcd — 2k6° [cGalbs
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= R%x =0,

= R%gr =0,

» R'grm =0,

s Rker = —GrrrVer®,

o~

RE Ly = RE Ly — N[6% pgrn — 65 Ngrm] = 2(1 — N)O¥[amgn ),

donde % es la curvatura de Gauss de M y donde N = r%r, = ’gaﬁar%br es la norma
cuadrada del gradiente de r. Y al contraer el tensor de Riemann obtenemos las compo-

nentes del tensor de Ricci, Rg, = R0

= Rab = Egab - g%a%bn
= R,k =0.

» Rxr=0rr[(¢—1)(1—-N)— rﬁr],

donde Ar = 6‘607". Ahora calculemos el tensor de Einstein

1
G;w = R;w - ég/wRa

con R = g*®R,s y después veremos lo que nos dice la identidad de Bianchi

V'G = 0.

~ 1.
R = §"Rgy+ T—29KLRKL
= 2k—"Or+ Sllg =1 = N) —rir]

= 2+ Lig-1)(1- V) - 2]
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Entonces ya podemos hallar las componentes del tensor de Einstein:
1.
Gab = Rab_ §gabR
= G =19 T — a2k Lig— 1)1 = N) — 20
= Fur — 29,9 = 5 (2 + Sla = D1 = N) - 2rAr))
S S e XY S e (L D V) — oA
= ~L((aT) + SGlr) = 5 (Sl = D~ N) = 2rAr])
= 4SS ot — L —1)(1=N)—rA
= — (Vo))" = 5 5lle = DA = N) —rdr].
~ - -~ ~ 1. ~
donde (7, ,r) = 7,71 — §gabAr. Facilmente se ve que Gy = 0.
1.
Gkr = RKL_igKLR
= Gxellg = 1)1 = N) = rAr] = g [r%’ - g[(q ~1)(1-N) - zr&]]
_ = _ _ _ 4 Nl — 1Y — 2%
= Grafla- 1)1 - N)(1-2) +rlrig—1) - %]
En el vacio debemos tener que
G =0
de lo que obtenemos las siguientes ecuaciones:
(Vavyr) =0, (3.3)
(g—1)(1 = N) —rAr =0, (3.4)
Gk =0. (3.5)

donde las incégnitas son la funcion radio de area r y la métrica.

3.4. Las identidades de Bianchi

Podemos fijarnos en lo que nos dice v7,G*, = 0:

VMGuV = apG'uu + FuuaGau - Fa/ﬂ/G#a
= 0.
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Primero ponemos v = b:

V;LGMb =

3#G“b + I, G — T GY o

8aGab + F'u,uaGab - IV)(/LbGW(Jc

0.G + (fcca +TF )G — TGl — K ,GF i
~ Ta e s

VoG + Q7G b— gf?bGLK

1 ~a PN
—v (r'Ga) — _bgKLGKL
rd r

0.

Esta igualdad nos dice que no es necesario resolver las tres ecuaciones que encontramos

para el vacio, ya que (%a%br)tf =0y (¢g—1)(1—N) —rAr =0, es decir Gy, = 0, implican

GKL:OSin%O.

Podemos hacer v = L

V,.G', = 0,G"'p +T",,G%, —T,.G",
= OuGMp + F”MMGML —I*,.G",
= 0uGMp + (Tenr + fNNM)GML — FchGbc — fMNLGNM
= VG + T GMy — TGP,
= VuGY,

p— (:)7

pero esto no nos dard nueva informacion ya que podemos ver de la expresion de Gk, que

éste es idénticamente cero.

3.5. La métrica de Schwarzschild-Tangherlini

Ahora queremos encontrar las soluciones en vacio para las ecuaciones de Einstein. Las

desconocidas son: La métrica sobre la variedad bidimensional M y la funcién r. Para ésto,

hagamos lo siguiente: Ya que podemos foliar la variedad en esferas, vamos a definir  como

el radio de area de una esfera cualquiera. Fijemos los angulos en S, asi obtenemos M.
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Tenemos para cada punto de M el radio de area r. Supongamos que V,r =1, # 0, con lo
que podemos usar a r como coordenada. Ahora que tenemos la coordenada radial, vamos

a describir el procedimiento para obtener una coordenada temporal.

Paso 1: Consideremos sobre M las trayectorias con r constante. Estas trayectorias seran
regulares, ya que pedimos antes que r, sea distinto de cero. Entonces en cada punto
de una trayectoria ~ tendremos r® el vector gradiente que es perpendicular a ~.
Definamos k% a partir de k% = —2%ry, donde Z,, = /|det(Gup)|eap ¥ £00 = €11 = 0,

£01 = —€10 = 1, es el tensor de Levi-Civita sobre M (ver apéndice en la seccién 3.8).

En cada punto de la variedad tenemos que k% y r® son perpendiculares: o (k%r?) =
Gap(—E%r.r®) = %r.r,, de donde Gy (k%) = 0, ya que r.r, es simétrico, pero £% es

antisimétrico.

Entonces tenemos para cada punto de « el vector tangente k°.

d
Paso 2: Elijamos un parametro ¢ sobre la curva v tal que 7 (t) = (k"0,)(v(t)), donde
k0, es el campo vectorial cuyas componentes son k% Podemos elegir en qué punto
de cada curva v ponemos v(0), con esta libertad, si lo necesitamos, podriamos hacer

una traslacién de este punto, es decir, una cambio de la forma ¢ +— ¢ + f(r).

Conseguimos t y r, dos coordenadas adaptadas para describir la métrica. Veamos

ahora qué propiedades tienen: Las componentes de la diferencial de r en las coorde-

nadas (t,7) son r, = 0y r, = 1. El campo vectorial k%0, tiene las componentes k' y
d

k", donde k' = (k°0,)(t) = dt(k"0,) = Et(y(t))hzoz 1y k" = %r(y(t))]tzoz 0, ya

que r es constante a lo largo de la curva ~(t).
Paso 3: Veamos ahora que k% es un vector de Killing, entonces tendremos una invarianza
de la métrica respecto al tiempo.

Que £k sea un vector de Killing es equivalente a %akb + %bka = 0'. Primero veamos

que esta ecuacion es valida usando las ecuaciones de Einstein que hemos encontrado

Wer apéndice 3.8.
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para el caso de simetria esférica y vacio:
Vakb = Va(_gbcrc)
= _gbCVaVCT
o= = 1. ~
= —5 [(VaVcT)tf + §gacAr
1. ~
P
donde hemos usado (3.3). Consideremos la parte simétrica:

Vaky = =(Vako+ Vyka)

S Nl

= %ak‘b + %bka = 0, como queriamos.

Paso 4: Ahora podemos escribir la métrica (3.1) en la siguiente forma:

g = —a’(dt — Bdr)? + y2dr?,

donde ninguno de los coeficientes, o, § y v, dependen de ¢, sélo dependen de r.
Notemos que en esta expresién para la métrica podriamos hacer una traslacion,
lo cual tenemos libertad de hacer ya que 3 sélo depende de r, como por ejemplo
t —t+ f(r)y tal que f'(r) = Bdr, pero hacer esta transformacién implicaria fijar
las coordenadas de la métrica y como veremos mas adelante necesitamos aun esta
libertad para darnos cuenta que distintas transformaciones de ¢ pueden hacer que la
métrica describa cosas distintas y alli entonces elegiremos la transformacion para ¢

que sea correcta.

Podemos obtener més informacién; podemos calcular las normas de k% y r%, con lo

que obtendremos una forma un poco mas especifica de la métrica.
La norma de £
gabk‘ak’b = gttktkt =0u = —0427
es decir, —a? es la norma cuadrada del campo vectorial k%d,. Ahora usando que
re = gry,

~ab ~rr ~rr
g Tty =9 TeTr =g :F



3.5. La métrica de Schwarzschild-Tangherlini 27

— es la norma cuadrada del campo vectorial 7.

También notemos lo siguiente:
~ 1.a1.b ~ ~ac ~bd ~ac=bd ~cd
GJark K = Gap(—E%r)(—E"rq) = €% rerg = —g%“rerg = ——.

. - 1
Si recordamos tenemos que N = §%r.ry, con esto tenemos que 7? = ¥ y a? = N.

Con lo que la métrica, hasta ahora, tiene la siguiente forma:

dr?
G = —N(dt — Bdr)? + 2.
g (dt — Bdr) +

Paso 5: Podemos calcular el valor de N utilizando las ecuaciones de Einstein (3.3) y (3.4).

Si calculamos el gradiente de 1 — N que aparece como factor en la ecuacion (3.4)
%a(l - N) - _(60,@/0(1)7’07’61 - 2§Cd’r0%ard = _2/§Cdrc§a%dr7
entonces podemos utilizar la ecuacion (3.3) ya que
-~ ~ ~~ 1l <
VoVl = (Vanr) + §gadAT7
y usando la ecuacién tenemos que
~ ~ 1. ~
VaVal = §gadA’r7
y utilizando la ecuacién (3.4) para obtener el valor de Ar

- 1
= —3..(q—1)1—N).
\VAVHG 2T9ad(q ) )

Entonces el gradiente de 1 — N queda

Tu(l = N) =~ (Tur) (g — 1)1 - N),

,
que es una ecuacién diferencia con variables separables

%a(l_N)_ %ar
A (A

lo que implica que
o\ 91
ver- )
r

donde ry es una constante de integracion.
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Conclusion: Ahora tenemos la métrica radial mas especifica:

dr?
J=—N(dt — Bdr)* + —
g ( ﬁ?“)+N

y la métrica completa ,
~ d
§=—N(dt— pdr)* + T (3.6)

donde N =1 — (i—?)q_l y 8 = [(r), donde todavia tenemos la libertad de hacer
una traslacién como ¢t — t + f(r), pero ain no queremos fijar las coordenadas. Esta
métrica se llama la solucién de Schwarzschild- Tangherlini, describe el exterior de
un hoyo negro en un espacio-tiempo esféricamente simétrico, como veremos en la

siguiente seccién.

3.6. Interpretacion fisica de la métrica
de Schwarzschild-Tangherlini

Ya que, como dijimos en el parrafo anterior, ain no hemos fijado las coordenadas de
la métrica (3.6) debemos tener cuidado de hacerlo con una transformacién de ¢ adecuada.
Notemos que los coeficientes de la métrica de Schwarzschild-Tangherlini divergen enr = 0y
enr = ryy ya que la métrica describe la curvatura del espacio-tiempo, entonces deberiamos
pensar que en las regiones descritas por estos valores de r la curvatura del espacio-tiempo
también se comporta de una manera exagerada. Debemos entonces analizar si esta forma
de la métrica es correcta, si en estas coordenadas el espacio-tiempo estd correctamente

descrito.

La curvatura del espacio-tiempo puede analizarse por medio del tensor de Riemann.
Entonces considerando el escalar de Kretschmann que es la siguiente contraccién del escalar

de Riemann
I := Raﬁleagw,,

tenemos una forma de analizar qué tan curvado estd el espacio-tiempo localmente. El es-

calar de Kretschmann nos dice la magnitud de la curvatura del espacio-tiempo localmente.
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Vamos a ver entonces qué nos dice I acerca de la geometria de M.

Las siguientes son componentes del tensor de Riemman que obtuvimos en la seccién
3.3
= Rabcd - k(’gac’gbd - gad’gbc);

o=
= RaKcL = _gKL;vavcru

» Rgrun = 1;2N (9xMILN — 9rNGLM ),

las deméas componentes son cero. Y el escalar de Kretschmann queda

I = R®IR ..+ 4RELR rof + REFMNR N (3.7)

4 e o 1— Ny?
_ 4k2_|_ﬁq(vavcr)(vavcr)—l—Qq(q—1)( = ) (3.8)

usando las ecuaciones de Einstein ((3.3)-(3.5)) que hemos obtenido

[ = 4752<1+§) +2q(g = 1)(1 ;2N>2

= [qz(q — 1)2<1 + 2) +2q(q — 1)} (

1 /o2,
= —=|— —1).
7“4<7") 7(q )

1—N\2
2 )

Podemos ver que I, cuando r se acerca al valor de r = 0, diverge; es decir, en la var-
iedad M tendremos una unica singularidad de la geometria al acercarnos a r = 0 que

corresponderd a una singularidad real en el espacio-tiempo.

Ya que tenemos una idea de lo que debemos encontrar en una buena representacién de
la métrica de Schwarzschild-Tangherlini, analicemos la métrica (3.6). Hay algunos casos

interesantes:

» 3 =0 conseguimos que (3.6) se vea como

dr?
g=—Ndt* + —
g + N
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se ve que esta métrica es singular en r = 0 y en r = r(, tendremos una singularidad de la
geometria en 7 = 0 y ademds otra singularidad, pero ahora correspondiente a la elecciéon

de las coordenadas, en r = 7.

1
= Si g, = 0 entonces 3 = iﬁ’ escogeremos el signo positivo y la métrica (3.6) queda

de la siguiente forma:
g = —Ndt* + 2dtdr,

esta métrica radial es regular en r = ry, como vimos que debe ser en el andlisis de I.

Podemos reescribir la métrica de la siguiente forma
g = dt[—Ndt + 2dr].

Si con estas mismas coordenas hacemos la traslacién? ¢t = T + r obtenemos dt = dT" + dr,

con lo que la métrica se verd como
g = (dT +dr)[—=NdT + (2 — N)dr],

que es equivalente a (3.9). Tenemos la métrica en coordenadas de Eddington-Finkelstein.
Notamos que de esta forma la métrica tiene una sola singularidad en r = 0, como debiamos
esperar; es una singularidad en que la curvatura del espacio-tiempo diverge. Analicemos
ahora la estructura del espacio-tiempo en estas coordenadas. Las trayectorias de los rayos
de luz estan descritos por la ecuacion d1' = —dr, es decir T' = —r + ¢, con ¢ una constante;

y por la ecuacion

dT  2—N

dr N

no es dificil integrar esta ecuacion para g = 2 y obtenemos 1T = r + 2rg ln‘ — 1| + e,

r
To
con c¢; una constante. En la figura 3.1 tenemos las graficas de estas funciones. Aquellos
rayos de luz que obtenemos de T' = —r + ¢, representan rayos de luz entrantes. En cambio

los que resultan de la otra ecuacion, para r > rq representan rayos de luz salientes y para

2Esta el la libertad que mencionamos en la pagina 25, en el paso 2.
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r < 1o entrantes. Entonces aquellos eventos que tengan un radio de area menor que 1y
inevitablemente llegardn hasta tener un radio de area igual a cero, mientras que los que
tienen un radio de area mayor que 7y aun pueden escapar a infinito. Aunque entre més
cerca de rp es mas dificil escapar ya que los rayos de luz definen conos de luz cada vez
mas inclinados cerca de r = ry. El cono de luz de un evento es la region determinada por
los rayos de luz que en el diagrama 3.1 crucen por dicho evento, define el futuro posible
para el evento a = (7,,7,), es decir para 7 mayor que 7, y también determina qué eventos
pudieron estar en su pasado, es decir para 7 < 7,. Entonces ry representa una frontera
entre aquellos eventos que pueden enviar informacién a infinito y los que no. Tenemos que
la superficie con radio de area ry define un hoyo negro, que recibe este nombre ya que ni

la luz puede cruzar esta frontera llamada horizonte de eventos con radio de area 7.

Figura 3.1: El diagrama de Eddington-Filkenstein. Las lineas corresponden a los rayos de
luz radiales en ¢ + 2 = 4 dimensiones espacio-temporales. Los eventos con radio de area
menor que ry inevitablemente llegan a r = 0 mientras que para aquellos con radio de area
mayor que 7o pueden escapar a infinito. r = rg representa el horizonte de eventos.

= Ahorasi g, =1

1 v1—N
Gor = —NﬁQ + N =1=03= iT, entonces
g = —Ndt* £ 21 — Ndtdr + dr?,
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si reescribimos
2
g=—di® + (dr +VIo th) ,

estas son las coordenadas de Painlevé-Gullstrand.

3.7. Resumen

En este capitulo la meta fue demostrar el teorema de Birkhoff. En la primera seccién
hemos estudiado la geometria de S¢ para conocer la parte angular de la métrica (3.1), g,
después hemos hecho los calculos necesarios para determinar las ecuaciones de Einstein
para la métrica completa, que en nuestro caso nos dicen como se debe comportar el espacio-
tiempo con una simetria esféricamente simétrica donde no hay materia. Hemos resuelto
estas ecuaciones encontrando las incognitas, que eran: g la métrica radial sobre la variedad
bidimensional M y r que hemos definido como el radio de area de esferas en S?. Hemos

encontrado la forma de la métrica completa

g = (dT +dr)[-NdT + (2 — N)dr] + r*ggrdz™ da*, (3.9)
-1
con grrde®dat =234, (deM)?y N =1— (%)q .

En el siguiente capitulo analizaremos un poco mas la estructura del espacio-tiempo para
g+ 1 dimensiones espaciales, veremos en qué dimensiones podriamos encontrar trayectorias
acotadas alrededor de un hoyo negro descrito por la métrica de Schwarzschild-Tangherlini.
Y en el capitulo 5 haremos una descripciéon detallada del colapso relativista de una nube
de polvo esféricamente simétrica donde la métrica (3.9) describe el espacio-tiempo fuera
de ella.

3.8. Apéndice

En este apéndice mostraremos dos cosas. Primero mostraremos que lo que definimos
como un tensor en la seccion 3.5 en el paso 1, € = (/|det(g)|e (esta es la forma en la

representacién matricial) realmente es un tensor. Segundo, demostraremos la equivalencia
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que mencionamos en la misma seccion pero en el paso 3 donde decimos que si k% es un

vector de Killing esto es equivalente a %akb + %bka =0.

Primero entonces queremos ver que las coordenadas de € se transforman de la siguiente
manera

_ 0z Oxb

Ced = Cap—=————, 3.10
1= Eug o (3.10)
donde & = £,,dz%dab v & = E.qdxdx?, es la representacién en las distintas coordenadas.

Primero notemos que la métrica g si es un tensor entonces

_ . 0z 02
Yed = Yab ayc 8yd

Ahora debemos ver como se transforma det(g). En coordenadas tenemos:

_ Oz Ox?
det(gcd) = det (gaba—yca—yd>,
si reodenamos los términos del lado derecho
_ Ox®_ Oxb
det(gcd) = det (8—ycgaba—yd>,

que en forma matricial es
det(g) = det(J7g.J),
donde J es la matriz jacobiana de la transformacion de las coordenadas. Y entonces
det(g) = det(JT) det(g) det(J) = [det(.J)]* det(g),
y entonces
| det(g)] = [ det(J)[/| det(g)],
por lo tanto tenemos
Zea = | det(J)|V/] det(9)|eca = | det(])[Eea-

Ahora falta ver que esto es igual al lado derecho de (3.10), veamos

_ O0x®0xb - — -
Eaba—yca—yd = Jca€adeb = 1/ ’ det(g)]Jcasadeb = \det(f])\[det(J)]scd = [det(J)]st.



34 3. El teorema de Birkhoff

Tenemos entonces que la igualdad se cumple si y sélo si det(.JJ) > 0. Esta es la condicién
para que la variedad M sea orientable, entonces tenemos que € es un tensor si y sélo si M

es orientable.

Ahora sigamos con la segunda tarea y empecemos calculando %ak’b y después tomare-

mos su parte simétrica. En coordenadas locales (¢,r) tales que k%0, = 0;, vale

%akb = aakb"i_fcabkc

— Pbat.
Si hacemos
Vaky = gbd%atd
1 - -
= §(gab7t + Gtb,a — gat,b)
entonces

vatb+Vbta = gab,t

Entonces que k% sea un vector de Killing nos dice que las componentes de la métrica
son todas independientes del tiempo: aﬁab = 0, si es que usamos coordenadas locales

(t,r) tales que (k%) = (1,0).



Capitulo 4

Geodésicas de la métrica de
Schwarzschild-Tangherlini

En este capitulo estudiaremos las geodésicas radiales y con momento angular tipo
tiempo de M, que representan las trayectorias seguidas por particulas en caida libre.
Veremos en qué dimensiones podremos encontrar drbitas acotadas estables alrededor de

un agujero negro.

Consideremos el funcional

SN = / (g )N,

p1

donde @ = Zat, y(A) = (z"(N) = (T(A),7(A),¢(A),0,...) es la curva que conecta los
eventos ps y pi. Al encontrar los puntos criticos de esta funcional podremos encontrar
la trayectoria de la particula en caida libre que pasa por esos dos eventos (p; y p2).
S6lo la componente angular ¢(A), Ty r son distintas de cero, las demds coordenadas
angulares son cero ya que el movimiento de la particula se da en un plano pues estamos
en simetria esférica. Para la curva estacionaria () donde A es el tiempo propio y tal que
la variacién de S es igual a cero tenemos que L = —g,,2"%” = 1, donde g es la métrica

de Schwarzschild-Tangherlini que hemos encontrado en la secciéon 3. Al variar S y hacer

0S5 = 0 encontramos las ecuaciones de Euler-Lagrange que son

0 d 0
ot T ot ="

35
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Utilizando entonces (3.9) obtenemos la forma del lagrangiano
1=L=NT*-2(1—-N)T7 — (2 - N)i? — %2
Notemos que L no depende de T

%L =0= %L = 2NT — 2(1 — N)i = 2e = constante, donde ¢ = —g(k,u) =
) i)

NT— (1—=N)7 es la energfa relativista de una particula entre su masa, con k = k5= = 5=

vy u =%\ = (T,7,¢) la velocidad.
Tampoco depende de :

%L =0= a%L = 2r?p = constante = 21,

donde m = % es un vector de Killing y | = g(m,u) la norma del momento angular.

Ahora utilizando las ecuaciones de la energia y del momento angular podemos desa-

parecer la dependencia de L con T’y ¢

lo que implica .,

=it (L4 ) (41)
Notemos que esta ecuacién se ve como la ecuacion para una particula en una dimension
en un potencial V(r) = (1 + %)N’ con N — 1 — (r_:)qfl'

En este punto podemos ahora calcular una relacién muy importante, la relaciéon entre
el radio del horizonte de eventos y la masa total del sistema. Para esto debemos comparar

el caso relativista en el limite newtoniano con el caso newtoniano.

En el caso Newtoniano también puede utilizarse la formulacion lagrangiana, la accién

(2)
Sl = [ Lia. )
(1)

donde x = z(t) es la trayectoria newtoniana, L =T -V y T = %mf

= %mhijjzix'j donde

—1 GMm
g—1 ra—1

h¥ es la métrica euclideana, y V = . En coordenadas polares T' = %[7'"2 +7r2?y

%L = 0 lo que implica que B%L = constante = Im entonces mr?¢ = ml. Y entonces

@:[iﬂz 12] 2 GM (4.2)

r2l g —1ret
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En el limite newtoniano, para r > r¢, tenemos que la ecuacién (4.1) es
. 2 7o\ 2!
62:T2+1+—2—<—0> . (4.3)
r r
Ahora sie =1+ %, donde m + E es la energia relativista (e es la energia relativista entre

la masa m), tenemos que
2F
e’ =1+ —+o(E?,
m

al comparar las ecuaciones (4.3) y (4.2) utilizando esta ultima ecuacién tenemos que

1 2GM

S 4.4
To q_17 ( )

es la relacion entre el radio del horizonte de eventos y la masa total del sistema.

4.1. Geodésicas radiales

Si en (4.1) hacemos [ = 0 obtendremos la ecuacién de la energia para geodésicas radi-
ales. También podemos encontrar el tiempo propio en que una particula llegaria al hori-
zonte de eventos y a la singularidad, como sigue: Consideremos una particula inicialmente

en reposo (11 = 0), fuera del horizonte de eventos (r; > rg).

Partiendo de la ecuacién de la energia (4.1) y ya que tenemos conservacién de energia,
, e 7’0 q—
en este caso, para la particula inicialmente en reposo, £ = N(r;) =1 — (—) :
T
Ya que la particula seguird la trayectoria de una geodésica radial que viene de r = 7,

a r = 0 tendremos fll—f\ < 0:

Despejando de la ecuacién de la energia:

(%)2 — B2 N(r)
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despejamos el tiempo propio:

1 _
1“1)‘12 ra-1 dr
r

dA:‘(g O

Ahora queda integrar y resolver:

1 ot r() ra—1
y = () / e
0 - o =T

podemos ver en el capitulo del colapso newtoniano que resolvimos esta misma integral,

entonces podemos poner ya el resultado
2r1 i\ % r
s (R )
q—11\ro 1

(cos(a))q%lda, este es el tiempo propio que mide una particu-

arcseny/1—x1—1

donde J,(z) = |,

la inicialmente en reposo, en caida libre. Si hacemos r = 7y en Jq<%>, encontramos el
tiempo propio que le toma a la particula llegar al horizonte de eventos y si ponemos r = 0
tendremos el tiempo propio que le toma a la particula en llegar a la singularidad; ademas,
algo muy importante, el tiempo que tardaria entonces para llegar al horizonte de eventos

y a la singularidad es finito.
Se puede resolver analiticamente esta integral para el caso ¢ =2y ¢ = 3:

Primero ¢ = 2:

r= o () (D) = () [arecos (2) /T ).

Para ¢ = 3:

4.2. Orbitas acotadas

Ahora veremos los tipos de érbitas que podrian seguir las particulas alrededor de un

hoyo negro. Estaremos interesados en las 6rbitas acotadas estables. Ya que para una érbita
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con energia F dada, el rango radial estd restringido a aquellos radios para los cuales V' es
mas pequeno que F, las orbitas acotadas y estables seran aquellas de particulas con cierta
energia y momento angular tal que las trayectorias de estas particulas pueden tener radios
mayores que cero y menores que infinito en las gréaficas del potencial. Estas trayectorias

corresponden a valores de F cercanos a un minimo en la grafica del potencial.

Ahora veamos en qué dimensiones seria posible tener el caso de orbitas acotadas y

estables.

Veamos qué pasa para ¢ + 2 = 4 dimensiones espacio-temporales que corresponde al

espacio-tiempo que conocemos:

En este caso V(r) = (1+ i—i) (1-2)=1-"4 7{—22 - lf%, para r muy grande V (r) — 1

por abajo, gracias al término —"¢; para r = 1o, V(1) = 0. Para r < ro, V(1) < 0.

Investiguemos entonces si hay un minimo en la grafica de este potencial. Veamos cuando
tiene extremos:

V/(r) = (31> — 22 1 72); para que haya extremos V'(r) = 0 y entonces r = % +

4 B
JB 32,
0

= Si % < 312, es decir [ < 3r2, no habrd extremos en la grafica del potencial, por lo
0

tanto no hay dérbitas acotadas estables.
= Si[? = 3r hay un solo extremo en la grifica del potencial y r = % = 31 es el tinico
extremo, que es un punto silla en la grafica que nos dice que hay una érbita acotada

inestable en 3ry.

= Sil%> 37’3 entonces hay dos extremos r, = i—z + ,/% -3y, = e 1/% — 312
0 0 To o

donde r, corresponde a un minimo y 7, a un maximo. Entonces, para valores de F
cercanos a r, tendremos orbitas acotadas estables y para E = r, habra una orbita

circular estable. Para E = r, tendremos una orbita circular pero inestable.

Ahora para ¢ + 2 = 5 dimensiones espacio-temporales: El potencial tiene la forma

V(r) = (1 + i—i) (1 — (’%})2) =1+ 12%21 - l%?l Veamos si también tiene un minimo.

Busquemos primero los extremos:
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Fir)

Figura 4.1: Diagrama del potencial para 4 dimensiones espacio-temporales. La linea dis-
continua representa la grafica del potencial cuando se toma [* < 3rZ, la linea punteada

representa la grafica cuando [* = 3r2 y la linea continua corresponde al caso cuando
> 3r2.
1 — _olP=rs | APr§ _ 2 (72,2 2 .2\,.2) _ 2 _ 20%r8
Tenemos que V'(r) = —2—2 + =0 = 2 (2% — (2 —rd)r?) = 0 & 1? = il
2. 2
> >nrg.

= Notemos que si [* > r2, y si r es muy grande, V(r) — 1, por arriba, ya que tenemos

, . 122 . . s
el término —2; si r = 1o, V(r) = 0y sir < 0,V(r) < 0 y el dnico extremo es
T
20%r s ’ .
7= 4/3—% que es un maximo L en la grafica del potencial que corresponde con una
0

trayectoria acotada inestable.

= Si [? <72 no habré extremos y cuando r sea muy grande V(r) — 1 pero por abajo.

Ahora para ¢ + 2 > 6 dimensiones espacio-temporales. Veamos si tienes extremos y si

alguno es un minimo:
El potencial tiene la forma V(r) = (1 + E) (1- (%})qil).
Vi) =25 () [

1

Sea F(r) = <1 + E?—j - <L> ) , entonces V'(r) = 0 < F(r) = 0. Ahora debemos

2 2 0

encontrar la raices de F(r).

lesto se puede ver facilmente de la ecuacién de la derivada del potencial.
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) Y,

Figura 4.2: Diagrama del potencial para 5 dimensiones espacio-temporales. La linea dis-
continua representa la gréafica del potencial cuando tomamos [? > r2 y la linea continua

representa la gréfica cuando tomamos [* < 3.

Sabemos que F'(r) tiene al menos una raiz ya que lim, .o, F(r) = —oco y F(rg) =
%(1 + ?—5) > 0, entonces existe 1, tal que F(r,) = 0 lo que implica que V'(r,) = 0.
Entonces tenemos que r, es un extremo en la grafica del potencial. Veamos si es un

minimo que es lo que estamos buscando y si pueden haber mas extremos y qué son:

Tenemos que

1 -1

)= (g 1) 1 ><r10) |

ahora, si r, es una raiz, sustituyendo (Z—S>Q1 = % %;_22 tenemos
ey

= (¢— 1)%[_ ‘1;3 3 (q—;;)ﬁ] <0,

y ya que F'(r,) < 0 < V"(r,) < 0, tenemos que 7, es un maximo en la grafica del

potencial.

Ahora suponiendo que hay algin otro extremo rg, notamos que F’(r;) es menor que

cero lo que quiere decir que todos los extremos seran méaximos. Y ya que esto no es
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posible, para la existencia de mas de un extremo, tenemos que hay un tinico extremo y es
un maximo. Por lo tanto, para ¢ + 1 > 4 dimensiones espaciales no podremos encontrar
trayectorias acotadas estables para ninguna particula con determinada energia y momento

angular.

[

Fir) o1

Ta ¥

Figura 4.3: Diagrama del potencial para mayor o igual que 5 dimensiones espaciales.

La conclusién a la que llegamos [3] en esta seccién es que no hay drbitas acotadas
estables alrededor de un hoyo negro para ¢ > 3, es decir mayor o igual que 4

dimensiones espaciales.

4.3. Resumen

En este capitulo, como dijimos al principio, estudiamos las geodésicas tipo tiempo de
M que representan las trayectorias seguidas por particulas en caida libre. Hemos utilizando
el formalismo lagrangiano para escribir las ecuaciones con las que nos hemos dado cuenta
que una particula inicialmente en reposo llegaria en tiempos propios finitos al horizonte
de eventos y a la singularidad y también nos ayudaron a analizar en qué dimensiones
podriamos encontrar érbitas acotadas estables y bajo qué condiciones. La conclusién im-
portante en este capitulo es lo que hemos escrito antes de este resumen en negritas y es que
solo en el universo que conocemos con ¢+ 2 = 4 dimensiones espacio-temporales podremos

entrar en una Orbita acotada y estable alrededor de un hoyo negro.



Capitulo 5

El colapso relativista

En este capitulo vamos a analizar el colapso de una nube de polvo inicialmente en

reposo con simetria esférica en ¢ + 1 dimensiones espaciales en Relatividad General.

Obtenemos la variedad completa P = P x S7 que describe la gravedad fuera y dentro
de la nube de polvo. Aqui también P tendrad una métrica esféricamente simétrica como
(3.1), P es una variedad de dimensién 2 v S7 v 7 son, como en el capitulo 3, la g-esfera y

el radio de area, respectivamente.

Utilizaremos las herramientas desarrolladas en el capitulo 3, pero ahora las ecuaciones

de Einstein involucraran materia
G = kT,

donde T},, = pu,u, es el tensor de energia impulso, k una constante de acoplamiento que
determinaremos después, p la densidad del polvo y u,, la velocidad de las particulas de polvo
normalizada tal que u#u, = —1. Después de encontrar explicitamente la métrica radial, la
funcién r, la velocidad y la densidad p, que seran la solucién para las ecuaciones de Einstein
y nos permitirdn describir el colapso de la nube de polvo, analizaremos el horizonte de
eventos y el horizonte aparente que se tendrian al formarse un hoyo negro esféricamente
simétrico, asi nos daremos una idea de lo que un observador fuera del horizonte de eventos
podria ver del colapso de la nube, ya que una pregunta interesante es si es posible o no

ver todo el proceso del colapso hasta que se forma la singularidad.

43
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5.1. Las ecuaciones de movimiento

Ahora que no consideraremos el espacio-tiempo vacio, el tensor de Einstein toma la
forma G, = kT,,. Ya que el tensor de Einstein cumple con las identidades de Biachi, es

decir \7#G, = 0, entonces debemos tener que
VT = (puyu,) = 0.
Desarrollemos esta ecuacion:

V’u (pu,uuu) = V’u (p)uuuu +p V'u (UN)UV + yem V# Uy
- 0,

que podemos reescribir asi:

(Vup)ul/ + peuu + pPay = 07 (51)

donde 7,p es la derivada covariante a lo largo de la direccién de la velocidad u, 0 = 7*u,,
es el término de la expansion del polvo y a, =</.u, =u, /" u, la aceleracion. Veamos que

la aceleracion y la velocidad son ortogonales:

1 1
ua, = u'ut 7, u, = vt 7w, = §u“ V(W) = §u“ Vu(—1)=0.

Ya sabiendo esto y haciendo la contraccién de (5.1) con las componentes de la velocidad
u, obtenemos las siguientes igualdades, que son las ecuaciones de movimiento para las
particulas de la nube, 7, p+pf =0y p/y, u, = 0. Ya que ahora tenemos materia p # 0y
la ecuacion 7,1, = 0 nos dice que las particulas de polvo siguen lineas geodésicas, estan

en caida libre y la nube de polvo se colapsara.

Hemos hablado de geodésicas y aiin no tenemos una métrica a la cual referirnos, en-

tonces debemos construir la métrica que describira el interior de la nube de polvo.

Construiremos coordenadas adaptadas a las trayectorias de las particulas de polvo
para describir la métrica radial de P. Primero conseguiremos una coordenada temporal.

Consideremos 7(7) la trayectoria de una particula de la nube de polvo en ﬁ, donde T es
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el tiempo propio y ¥ = u la velocidad. Asi tenemos lineas parametrizadas por el tiempo
propio. Como coordenada radial utilizaremos una, digamos R, tal que a lo largo de las
lineas descritas por 7, R sea constante y entonces tenemos coordenadas locales (7, R) y

con respecto a estas coordenadas u” = (u’*%) (v(7)) = <u“%> (r)=1lyuwZ =2
R

0
ya que u't = (u”m> (7(R)) = 0, pues R es constante a lo largo de las trayectorias.

Reescribamos la 2-métrica como sigue
Jupdadz® = —a®(dr + bdR)* + dR?,
con a, by ¢ que dependen de 7y R. Notemos que
» —1 = gpuv’ =g uTu" = g, = —a?, entonces a® = 1.

= v(7, R), con R constante a lo largo de la trayectoria 7, es una geodésica.

De esto 1ltimo podemos obtener informacion. Utilicemos el principio variacional para una

geodésica radial parametrizada por el tiempo propio

5= / (—Gapd @) dN,

%x“ y el lagrangiano

donde 2 =
L= —gui%i® = (# +bR)? — PR? =1,

de donde se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange

2L =400 =2+ +bR)ZbR — 2cLch? = L[2(7 + bR)]
y
oL = 5L = 2(7 + bR) bR — 2c5cR?* = £[2(7 + bR)b — 2¢*R].

Ahora, si vemos las curvas de R constante parametrizadas por el tiempo propio, A = 7

obtenemos de la primera ecuacion 0 = 0, de la segunda

d o . 0 )0
2%y =a[ Lo+ Lok] =250
0= 2530 =2 bt + bR = 2500

lo que nos dice que b es tinicamente una funcién de R.
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Y asi, la métrica queda de la siguiente forma

Jupdzdx® = —(dr + b(R)dR)* + c(1, R)*dR%.

Podemos también hacer la siguiente traslacion: 7 — 7 + f(R) tal que f'(R) = —b(R).

Finalmente escribimos la métrica como sigue

Jupda®da® = —d7? + c(7, R)*dR*.

Esta es la forma de la métrica radial con la presencia de polvo. Las coordenadas (7, R) que

usamos son adaptadas a las trayectorias de las particulas de polvo; en particular u = 5-.

[é)

Ya que conocemos la forma que tiene la métrica y la velocidad tenemos ain tres

funciones desconocidas: ¢(7, R), p(7, R) y r(7, R). También contamos con las ecuaciones

Vup +pf =0, (5.2)
T;w = PUpUy, (53)
Gu =K. (5.4)

Lo que podemos obtener de (5.2) es:

Vup+ pf = p+0p =0, con 0 = 7,ul = m@( — det(g)u) = ;50-(cr)
=p+0p=0< (crip)=0.

Es decir,

crlp = J(R), (5.5)

donde J(R) es una funcién de R nada mas. De (5.3) solamente una componente sobreviviré,

dado que u® = 0, T, = p, y para las otras componentes es cero.

De (5.4), (5.3) y de las ecuaciones que obtuvimos en la seccién 3.3 tenemos las ecua-

ciones

G = =2(7avur)! = 5510 = 1)1 = N) = rBrlgas = kpuaus (5.6)
Gux =0 (5.7)
Grer = Gal(1 = D)(g = 1)(1 = N) + (g — D)rAr — 12| =0, (5.8)

2
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donde N = ﬁab%ar§br. Como vimos al principio de la seccién 3.5 de las identidades de
Bianchi para el caso de vacio, podemos hacer el mismo céalculo ahora trabajando en lugar
de Gk con Ty y ya que (5.8) se da pues la componente angular-angular de T', Tk, es
igual a cero, tenemos que de nuevo no es necesario resolver todas las ecuaciones no triviales

de arriba, basta con resolver las que obtenemos de (5.6), que son:

» Considerando la parte con traza de (5.6)

4
2

Slla =11 = N) —rir) =kp. (5.9)

= Y la parte sin traza

~ ~ T T 1.
(Vo) = —5kp(uaub)tf = —gkp<uaub + §gab). (5.10)

Estas son las ecuaciones de Einstein que describen cémo es la geometria dentro de la nube

de polvo.
Hagamos la siguiente definicién de m(7, R) a través de!

2m(7, R)

M=y me

(5.11)

Ahora si primero despejamos m(7, R) de la definicién de N y calculamos el gradiente

Vam(r, R) = %(q — 1t = 2 (9,700 + %’éab&) +(g— 1)1~ N)@]

luego debemos utilizar la ecuacion (5.10), luego también la ecuacién (5.9), para desaparecer

(V) v Ar, respectivamente y obtenemos

~ q_

1
V,m = 1k plry + uptart],

donde m, p y r son funciones de 7 y de R.

De esta ecuacién tenemos

!Esta definicién estd motivada en la métrica de Schwarzschild-Tangherlini. En esta métrica m(r, R) =
GM es constante.
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La primera igualdad nos dice que m = m(R) es independiente de 7, y de ésta, la segunda
nos dice que
ripr' = f(R) (5.12)

es independiente de 7. Y ahora podemos hacer r(0, R) = R es decir, que las particulas con
trayectoria (7, R) posean inicialmente el radio de drea Ry p(0, R) = po(R) es la densidad

de masa al tiempo cero. Y ya que la masa no depende del tiempo

0 qg—1
=1 "R
(9Rm . Ripo(R),

lo que nos da el siguiente resultado

|
m(R):T : kR’ po(R)dR, (5.13)

donde supondremos m(0) = 0 al tiempo 7 = 0 para que (5.11) sea regular en R = 0.

Ahora podemos determinar el valor de k considerando el limite newtoniano en el tiempo
7 = 0. Para esto debemos tener pequenas velocidades y una fuerza de gravedad débil.
Cumplimos ya con la primera condicién pues la nube al tiempo 7 = 0 esta en reposo.
Una fuerza de gravedad débil implica una curvatura del espacio-tiempo pequena es decir,
la métrica que lo describe sera una métrica plana con un pequena perturbacion, entonces

debemos hacer que la métrica (5.18) casi sea como la métrica de Minkowski, es decir que
2m(R)

(¢ —1)Re!

que podemos considerar el limite newtoniano de la integral (5.13) obtenemos la masa total

N(R) para todo R > 0 tienda a 1, es decir que sea mucho menor que 1. Ahora

1 [® o
Moo = limpem(R) = L= | kpo(R)R'dR.
q 0
Podemos comparar esta integral con la que hemos obtenido en el capitulo 2 la ecuacion

(2.2), es decir

GMoo:/ |SYGp(r)ridr,
0
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donde my, = GMy con lo que obtenemos el valor para k
q
k= ——G|SY.
oS

Y al sustituir ya el valor de k obtenemos de (5.12)

poRR?
(r, R)ar'(7, R)’

p(T,R) = . (5.14)

la densidad de masa a cualquier tiempo 7.

Si hacemos el cociente de (5.12) entre (5.5) obtenemos que %/ = I'(R) es independiente

del tiempo. Entonces tenemos

_ P .
N = §%rr, = —12 + — = —2 + F(R)?,
c

De esta ultima ecuaciéon podremos encontrar (7, R), tenemos

2m(R)

r(r,R)*=F(R)"—1+ (G D Ryt

Ya que F(R) no depente de 7 podemos evaluar esta expresion en 7 = 0

2 _ . 2 _ 2m(R) _1_ 2m(R)
P =0 R = o e ~ T R

donde hemos usado que 7(0, R) = 0 y asi

_ 5 2m(R) 1 1
e ) = S <r(¢, T Rﬂ). (5.15)
De aqui obtenemos
2Rat1 r
B =\ Jq<}—%), (5.16)

arcsen/1—x1—1 1-9=2 . .
donde Jy(z) = |, (cos? )’ e Tda es la misma integral que hemos encontrado

en el capitulo 2 y utilizado ya en el 4. Recordemos que Jj : [0, 1] — [0, J,(1)] es una funcién

estrictamente decreciente.

De (5.16) se puede obtener

r(r,R) = RJ(;l( %WT) (5.17)
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y entonces también ¢(7, R). Resumiendo, podemos escribir la 2-métrica como sigue

_ '(r, R)dR)?
= —d 2 [T (7—7
9 T +—N(R) ,
donde N(R) = 1- 250, m(R) = GI57| [[' R'oo(R)ARy r(r. B) = RJ; (/1450080 ).
La densidad es p(1, R) = po(R)—T(T R){fz,(T 7 ¥ la velocidad de las particulas de polvo es
B

Y la métrica completa es

[r'(7, R)dR)?

N(R) + 7’(7', R)qu\KLdl‘Kdl‘L, (518)

g=—dr*+

donde ¢ es la métrica sobre S? que hemos obtenido en la seccién 3.

Las ecuaciones que hemos obtenido son formalmente las mismas que en el caso new-
toniano si identificamos el tiempo en Newton ¢ con 7y Gm(R) con M(R). Sin embargo,
el andlisis del caso relativista no termina aqui, aun nos falta analizar la geometria del
espacio-tiempo dentro de la nube de polvo que serd descrita por la métrica (5.18). Esta
métrica nos permitira analizar los fenémenos que sucederian dentro de la nube de polvo
como el horizonte de eventos y el aparente, y con esto podremos saber bajo ciertas condi-
ciones, por ejemplo, si en algiin momento, estando fuera de horizonte de eventos, podremos
ver la singularidad que se forma, o si no entonces qué parte de la nube podremos ver y en

qué momento.

5.2. El colapso de una nube homogénea

Veremos cémo ocurriria el colapso de una nube de polvo, con densidad homogénea
po(R) inicialmente en reposo, donde la métrica es la (5.18). La densidad inicial se com-

portard de la siguiente manera

; R< Ry,
pO(R): { 81 R>Ri
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donde p; es la densidad uniforme inicial de la nube de polvo y R; es el radio inicial de la

nube de polvo. Asi tenemos entonces

R\ atl
q, Rt _ <
m(R) _ G’S |Pl g1 m1<R1> ; R >~ R17

g, BRI
G’S |p1 g+1 =my, R > R],

(5.19)

Yy en consecuencia

2m1 R g+l
N(R) = 1_W<E) , B2l

1 - 2 R> R

Para tener N(R) > 0 para todo R > 0, para el tiempo inicial 7 = 0, y la métrica no
tenga una singularidad al tiempo inicial, (¢ — 1)]%3‘11_1 debe ser mayor que 2my, es decir,

Ry debe ser mayor que el radio de Schwarzschild de la nube de polvo al tiempo inicial

_ (2my 1
To = (_q—l) .

Para lo que sigue conviene introducir la cantidad adimensional v = 7= < 1.

Veremos que la nube de polvo se colapsard hasta formar una singularidad de densidad,
ya que la nube tendrd un radio que tendera a cero con una masa constante en el tiempo
y que también serd una singularidad de la métrica, entonces analizaremos el horizonte de

eventos dentro de la nube de polvo y también analizaremos el horizonte aparente.

Consideremos la funcién (7, R) como en (5.17). Para R > R; de (5.19) m(R) = my

y de la relaciéon que hemos encontrado entre la masa total del sistema y el horizonte de

—1
(g=1)rg

3 y entonces la funcion r queda asi

eventos en (4.4) obtenemos que m(R) = my =

a(a—1 s RNET
r(r, R) = RJ, ( " (R) R)7 (5.20)
ypara 0 < R < Ry
_paf(4=l e T
r(7,R) = RJ, ( v Rl) (5.21)
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5.2.1. Singularidades

De (5.21) obtenemos el tiempo propio al que tienden todas las particulas dentro de la
nube de polvo cuando tienden a tener un radio de area igual a cero y es

2 R

q_lyq%l

7,(0).

Tsd =

En esta ecuacién el tiempo propio T tiene un nombre sugestivo, 7y (s de singularidad, d de
dentro de la nube de polvo) es el tiempo propio en que una particula dentro de la nube de
polvo llegara a la singularidad que se forma con el colapso de la nube, es una singularidad
de densidad. Veamos por qué: cuando 7 — 744, 7(7, R) — 0 para 0 < R < R; y si vemos
atras la ecuacién (5.14) nos damos cuenta de que si r(7, R) — 0, e igual que en el capitulo
2.1 del caso newtoniano no hay shell crossing, ya que r(7, R) = Jt;l(q%luq%l R%) > 0,
entonces p(7, R) — oo es decir, cuando el tiempo propio de las particulas dentro de la

nube de polvo tiende a 7.4, v el radio de area a cero, estas particulas llegan a formar una

singularidad de la densidad.

Esta singularidad de densidad corresponde a una singularidad real del espacio-tiempo,
para darnos cuenta de esto haremos como hicimos en el capitulo 3.5, calcularemos el escalar
de Kretschmann que describe la curvatura del espacio-tiempo, asi veremos qué ocurre
cuando el tiempo propio de las particulas tiende a 74 y su radio de area tiende a cero: se

formara una singularidad del espacio-tiempo.

La expresién para el escalar de Kretschmann es como en (3.7), ya que esta es una

expresion en general en la que todavia no se han introducido las ecuaciones de Einstein,

1—N>2

r2

~ 4 o~ ~ o~
I = 4k*+ ﬁq(V“VCT)(VQVCr) + 2q(q — 1)(

para calcular 4k2 utilizamos la ecuacién (5.8) y la (5.9) y obtenemos

482 = 4(g — 1)(1 — N)2<Qir2 - ﬁ)i

y usando la definicién de N tenemos que

fo_ A(R? (4 (= Dhpri'y2
- (rq? : ml(Rsoq )

4= 7“2(‘1_1) k
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o~ ~ ~a~b ~ -~ ~
y para las expresiones (v/,/,r) v (\V W r) primero usamos que /,V," = (V. V7)Y +

%ﬁabﬁr y enseguida utilizamos la ecuacién (5.10), y entonces

GGG = P (s + 5) (w0l + 577)
(it + ) (2400 b
_%gab <uan + %ﬁ,ﬂ)) <2mT_EIR) - M) + igabgabemr_gl?) B %)2
_ k22p2 . %(2771((13) B %)2’

y el escalar de Kretschmann queda

1_4(m(R)q (q—l)kp)2+i_§[k2p2+ (2m_(R)_@ﬂ b 8m(R)?

ra+l q rd q q— 1)T2(q+1)'

Para ver que tenemos una singularidad de la geometria de espacio-tiempo debemos ver
que I — oo cuando r — 0, siendo R constante mayor que cero y 7 — T4 ¥ esto es facil de

observar ya que todos los términos de la expresion para I son mayores o iguales que cero
8m(R)?

(¢ — 1)r2ath
diverge y la geometria del espacio-tiempo tiene una singularidad en r(7, R) = 0.

y el término diverge muy rapidamente cuando r(7, R) tiende a cero, asi [

5.2.2. Horizonte de eventos

Ahora veremos como es el horizonte de eventos dentro de la nube de polvo. Debemos

encontrar las geodésicas nulas de la métrica (5.18)
v RAR (v g )dR
om(R) — 2’
V31— aoore L—va 1(1%)

esta expresion describe las trayectorias nulas salientes y radiales, los rayos de luz salientes

dr =

originados por una fuente dentro de la nube de polvo, y ya que el horizonte de eventos es
la frontera entre los eventos que pueden emitir rayos de lus que lleguen a infinito y los que
no, entonces este se puede describir encontrando explicitamente la expresion que describa

la trayectoria de los rayos de luz salientes y que coincida en la frontera de la nube de polvo
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con la expresién que hemos encontrado para el horizonte de eventos fuera de la nube de

polvo. Reescribamos la ecuaciéon anterior como sigue

dr(R) dR

Si integramos esta igualdad

/T(R) dr(R)
o) T (T

Lo 1 — pa— 1
La parte derecha es facil de encontrar y es

R2
arcsen”l—uq 1——arcsen“l—yq 1 )

mientras que para la parte izquierda hacemos el cambio de variable: x = J~ (

2R, / Jq(@) /R dR
e dr = =—
(g—Dvz Jo T oy /1 — vt (L)

cps s Ji(z) . .
no es dificil encontrar % si hacemos el cambio u = arcsen /1 — x771, entonces J;(z) =

LJ(x)=LJ(z) Luy= BN y obtenemos

E
R

sy o)

y nos queda:

dx 2\/1“7_1(1—1“7_1)’
Ry [™ /
St =
vz Jag 1— a1 1 Ro — pa-1 ﬁ
\/ R
Haciendo y = En L,z T “dr = ildy:

Y1
q—ll/z/ \/ ~/Ro 1—1/‘11

?Ulpa\

y obtenemos la siguiente igualdad

2 oresen [ (77 (4520 D)) 5] —avesen (1 @*t<w o
1

q 2
2
=arcsen4 /1 — i~ 1——arcsen R—O.
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Ya que no podemos asegurar si la grafica del horizonte de eventos comienza, digamos por
ejemplo al tiempo 79 = 0 en Ry = 0, estos valores quedaran por determinarse. Lo que
st podemos utilizar es que el horizonte de eventos dentro de la nube debe coincidir con el

horizonte de eventos fuera de ella y entonces debemos poner en la ecuacién R = R; y por

lo tanto 7(Ry) = %Jq<%>
1

(g=1v 2

7 E 1 [arcsen vi~1 — arcsen [(J(f(q ; 1V(1217(RRIO)>>Q;H

RQ
=arcsenv1 — 91 —arcseny/1 — yqflR—g.

1

De esta ecuacién podremos encontrar el tiempo propio en funcién de R, asi los eventos del
espacio-tiempo que cumplan con esta ecuacién forman el horizonte de eventos dentro de

la nube de polvo. Para ¢ = 2 y ¢ = 3 es fécil resolverla:

Para el caso ¢ = 2

r(Ro) = Q—fguya),

donde Jy(z) = 1(\/2(l —x) +arcsen(v1—x)) y y3 = 3 +4/1 — g—éy(Qu —IWV1—v—
1
%(% — 2v)v. Esta ecuacién nos dice el tiempo propio que les toma a las particulas en

determinada posicion inicial, R, llegar al horizonte de eventos.

En las figuras 5.1 y 5.2 se puede apreciar la grafica de la funciéon del horizonte de

eventos para q + 2 = 4 dimensiones espacio-temporales.

Para el caso ¢ = 3

202 — 1
T(Ry) = 2RovvV1 — 12 + - \/1—a’R3,

a

— v
donde a = A

5.2.3. Horizonte aparente

Consideremos un evento en el espacio-tiempo, ya sea fuera o dentro de la nube de polvo

y que de este evento es emitido un pulso de luz. La luz emitida formara una esfera a cada
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tiempo propio fijo. Consideremos la trayectoria nula saliente que seguird el pulso de luz,
a cada tiempo propio 7 fijo tendremos un punto con radio de drea r(7, R(7)). Podriamos
pensar que el radio de area es mas grande para tiempos propios mas grandes, pero cerca
de la nube de polvo hay eventos en el espacio-tiempo en el que esto cambia y el radio de
area deja de crecer debido a la enorme fuerza gravitacional de la materia colapsada. Al
conjunto de puntos en los que ocurre este cambio, es decir, aquellos que tienen la propiedad

de que j—: = 0, se le conoce como horizonte aparente.

Consideremos entonces la funcién r(7, R(7)) y veamos qué eventos cumplen con la

propiedad que j—: = 0. Tenemos entonces

d . dR
ET(T,R(T)) = 7‘+7’%

B 2m(R)  2m(R) 4 i 2m(R)
(=1t (g —1)R! (¢ — 1Rt

dr __
dr —

aqui hemos obtenido utilizando (5.15) y de la métrica (5.18). La ecuacién

la propiedad si y sélo si %

0 cumplira con

: _ —1
= 1, notemos que si R > Ry, r?! = rl

, donde r( es
el radio de area del horizonte de eventos, entonces, fuera de la nube de polvo el horizonte
aparente coincide con el horizonte de eventos. Ahora para analizar el caso 0 < R < Ry

utilizamos la ecuacién (5.21)

- (S )]
1

por otro lado, ya que estamos dentro de la nube de polvo

2 +1
a1 _ 2m(B) Tg_1<%)q ’

entonces

Ra-1 [J_1<q — 1V%L)]q—1 _ (ﬁ)q_quH

con lo que tenemos que
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y entonces

= ()
_q—ly%l / Ry .

En R = Ry, esta ecuacién coincide con el valor que encontramos para el horizonte de

eventos y, por lo tanto, con la del horizonte aparente. Y para R — 0 entonces 7 — 7.

Notemos también que hay eventos que veran que los rayos de luz salientes emitidos por
ellos a cada tiempo determinan esferas con radio de area cada vez mas grandes aunque
ellos mismos se encuentren ya dentro del agujero negro, es decir, dentro del horizonte de

eventos. Las figuras (5.1) y (5.2) en la pdgina 60 ilustran los cdlculos que hemos hecho.

5.2.4. La métrica exterior

Ahora veremos que la métrica de (5.18) describe todo el espacio-tiempo, es decir el
espacio-tiempo dentro y fuera de la nube, como hemos dicho al principio de este capitulo.
Verificaremos entonces que para el exterior de la nube de polvo la métrica (5.18) es equiv-
alente a la métrica de Schwarzschild-Tangherlini (es decir que existe una transformacién
de coordenadas de una a la otra) cuando R > R;, ya sabemos esto por el teorema de
Birkhoff. Sélo debemos analizar la métrica radial, ya que la métrica en S? es la misma.

~ dr?

g=—N(r) dt* + W, (5.22)

es la parte radial de la métrica de Schwarzschild-Tangherlini donde N(r) =1 — (%’)q*l =

1 2m1

— o=t ¥ 7o es el radio del horizonte de eventos; ¢ = t(r,R)y r=r(r, R).

Veamos que si son equivalentes:

Si tenemos que t y r dependen de 7y R podemos reescribir la métrica (5.22) como

sigue

2 /

rr

N(r)

T‘.

N(r)

7“/2

N(r)

G= —[N(r)i? }er—Z{N(r)it’— }deR— [N(r)t’?— dR? (5.23)

Definamos la siguiente transformacién entre las coordenadas de Schwarzschild-Tangherlini
(t,r) y las coordenadas (7, R) cuando R > R; (debemos recordar aqui como estan consti-

tuidas las coordenadas (¢,7) y (7, R). Las coordenadas (¢,r) son adaptadas a trayectorias
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a 1 constante que hemos parametrizado por t. Las coordenadas (7, R) son adaptadas a las
trayectorias de las particulas de polvo que estan parametrizadas por el tiempo propio 7y

a lo largo de estas trayectorias R es constante)

i N(R)
- ON(r)
i = —/N(R) — N(r),
que obtenemos considerando lo siguiente L = —g,,#%" = N(r)t? — NT'(QT) = 1 entonces
gL =2N(r)i = 2E =t = 35 entonces L = 3¢5 (E* —7°) = 1= E = \/N(r) +7%y

considerando que la energfa se conserva a lo largo del tiempo, consideramos 7 = 0 y ya que

ast 7(0, R) = R = 0, tenemos entonces £ = \/N(R) y conseguimos las transformaciones

i— v/ N(R)

N(r)

y 72 = N(R) — N(r), y escogeremos el signo menos ya que las particulas van

hacia caen hacia el centro de la nube.

El coeficiente de d7? es, sustituyendo los valores de ¢ y 7

N(R)  N(R)—N(r)
_N =—1.
DNt TN
Si el coeficiente de d7dR es igual a cero, el coeficiente de dR es 2 ya que si

N(R)”

__rlv N( r'r

’_ r'r _ r) _ .
N(r)y/N@®) N2 /NER) N

2 2 1 1 _ " (N(R)-N()\ _
= 1" = N (W - N(R)) = m( N(N(R) ) = NOEN(R)

T,/27:.2

entonces debemos ver que se da la igualdad ¢’ = para que el coeficiente de drdR sea

N2r;2i
0. Tenemos que la derivada temporal de ambos lados de la igualdad es la misma, por un

lado

(t') =t
-
N(r)
_ L N VN(R)
2 /N(R)N(r) N(r)? N,



5.3. Resumen 59

por otro lado

[ r'y ] _ [_ N(R)—N(r)r’}
VNN NN (D)
1 Ny VRN
2 /NR) - NG NRIN() | /NN
YR =N R

1 ) r’ _ N(R) = N(r) N’(r)r’—l—lNl(R)_N/(r)rl
2 N(R)N(r)  /N(R)N(r)? 2 \/N(R)N(r)
_ lﬁgmm;’[_l_ NR) 1}
2/NR)N(r) 2 VNR)N(r)L 2 N(r) 2
_ 1 N(r)  1y/N(R) N'(r)r”
2/NR)N(r) 2 N(r)?

= (¢).
Como la derivada temporal de cada lado de la igualdad es igual, ahora falta ver que la

igualdad se cumple para cualquier 7, por ejemplo 7 = 0. Por un lado: ¢(0, R)' = 0, ya que

t(0, R) = 0; por el otro: [ r(0./)7(0.R) ] — [ R ] =0
( ) por ! V/N(R)N(r(0,R)) V/N(R)N(R)

Y entonces el coeficiente de drdR es cero como lo necesitabamos. Ahora podemos

asegurar que la métrica (5.18) es equivalente a la métrica de Schwarzschild-Tangherlini
para R > Ry y asi con la métrica (5.18) podemos describir todo el espacio-tiempo donde
ocurre el colapso de una nube de polvo esféricamente simétrica que llega a formar una

singularidad dentro de un hoyo negro en ¢ + 2 dimensiones espacio-temporales.

5.3. Resumen

Con este capitulo hemos terminado el analisis del colapso relativista de una nube de
polvo esféricamente simétrica con densidad homogénea que comienza en reposo en ¢ + 2
dimensiones espacio-temporales. Hemos descrito la variedad N que describe al espacio-
tiempo donde estd inmersa la nube de polvo, conocemos ya la métrica que nos ha permitido
estudiar eventos fisicos como el horizonte de eventos y el horizonte aparente dentro y fuera

de la nube que nos dicen qué es lo que veriamos si cayéramos a un hoyo negro.
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La siguiente figura muestra las graficas, en 3 dimensiones espaciales, que representan
estas superficies (horizonte de eventos y horizonte), también nos muestra el tiempo propio
que les tomaria a las particulas llegar a la singularidad, en las coordenadas, adaptadas a

las trayectorias de las particulas de la nube de polvo, que construimos.

Figura 5.1: Esta figura muestra las graficas en las coordenadas adaptadas 7y R del hori-
zonte de eventos (linea continua), el horizonte aparente (linea punteada) y la singularidad
(linea discontinua). Aqui hemos utilizado el valor v = ;—01 = 0,6 y Ry es el radio inicial de
la nube de polvo que, en estas coordenadas, es constante.

Esta grafica nos muestra que si es posible ver al tiempo 7 = 0 el centro de la nube
de polvo, esto depende del valor que tenga v = IT%—OI. Como vimos en la seccién 5.2.2, la
singularidad estd escondida por una superficie esférica que no permite que observadores
fuera de ella puedan observar lo que ocurre con la nube de polvo cuando ésta ya estd total-
mente contenida en esa superficie esférica. Por lo tanto, para esos observadores externos
es imposible llegar a ver la singularidad, aunque para aquellos que estén dentro les toma

un tiempo propio finito llegar a ella.
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Figura 5.2: En esta figura representamos lo mismo que en la (5.1) pero aqui hemos utilizado
el valor v = 0,8. Con este valor de v no es posible observar desde el infinito al tiempo
7 = 0 toda la nube, el centro de ésta esta escondida detras del horizonte de eventos.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos analizado el colapso de una nube de polvo esféricamente simétri-

ca, con densidad homogénea, inicialmente en reposo.

Primero hicimos el analisis utilizando la mecanica de Newton. Obtuvimos las ecuaciones
de movimiento de las particulas de la nube y asi pudimos analizar el colapso newtoniano.
Las ecuaciones que encontramos en el caso newtoniano son esencialmente las mismas que
las que encontramos en el caso relativista si identificamos el tiempo t en el caso newtoniano
con el tiempo propio de las particulas de la nube en el caso relativista, 7, y la coordenada

radial r con el radio de area de las esferas en el caso relativista.

Para analizar el colapso de la nube en Relatividad General encontramos las soluciones
a las ecuaciones de campo de Einstein que describen como la materia da lugar a un campo
gravitacional e, inversamente, como la gravedad afecta la materia. Las soluciones a estas
ecuaciones son la métrica exterior y la funcion radio de area para el exterior de la nube
de polvo; y, la métrica interior (que también describird el exterior de la nube de polvo) la
funcion radio de area, la velocidad de las particulas y la densidad de masa, para el interior

de la nube de polvo.

Primero encontramos la forma de la métrica en S? después hemos demostrado el
teorema de Birkhoff mostrando que la métrica de Schwarzschild-Tangherlini es la tinica
solucion de las ecuaciones de Einstein es un espacio-tiempo esféricamente simétrico donde

no hay materia, es decir, fuera de la nube de polvo.
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Ya que pudimos describir el exterior de la nube de polvo nos interesamos por estudiar
alli las geodésicas tipo tiempo que describen las trayectorias seguidas por particulas en
caida libre y nos hemos dado cuenta que una particula en esa situaciéon y que comienza
en reposo, llegaria en un tiempo propio finito tanto al horizonte de eventos como a la
singularidad, ademas de una conclusion importante que es que sélo en el espacio-tiempo
que conocemos, con 4 dimensiones espacio-temporales, una particula podria entrar en una
orbita acotada estable alrededor de un hoyo negro como el que describe la métrica de

Schwarschild-Tangherlini.

Finalmente hemos resuelto las ecuaciones de Einstein con materia y hemos obtenido,
como parte de la solucién de estas ecuaciones, la métrica que describe tanto el exterior
como el interior de la nube de polvo. Ahora sabemos cémo se colapsa la nube de polvo
al conocer las trayectorias que seguirian las particulas de la nube. Hemos visto que las
particulas llegan a la singularidad en un tiempo propio finito y ademas, este tiempo propio
es el mismo para todas en el modelo homogéneo. Hemos visto que esta singularidad es
tanto una singularidad de densidad como una singularidad de la geometria, hay una infinita
curvatura del espacio tiempo debido a la infinita densidad de la nube de polvo. Hemos
analizado el horizonte de eventos que nos dice qué es lo que un observador externo a él
puede ver de la nube asi entonces nos damos cuenta que para una observador situado
en el infinito no le es posible observar la singularidad dentro del hoyo negro. También
estudiamos el horizonte aparente que ya hemos explicado en la seccién 5.2.3. En esta tesis
hemos generalizado a dimensiones arbitrarias el trabajo de J. R. Oppenheimer y H. Snyder

[4].

Hemos dicho antes que las ecuaciones en los dos anélisis del colapso, newtoniano y
relativista, son esencialmente las mismas, entonces jqué diferencia hay entre el caso New-
toniano y el caso Relativista? Imaginémonos en un espacio-tiempo newtoniano donde una
nube de polvo se esta colapsando. Estando en cualquier lugar del espacio-tiempo es posible
ver todo el proceso y hasta la singularidad ya que la informacién que sale de la nube de
polvo podria ser recibida por cualquier observador en el futuro en que se forma la singular-
idad. En el caso relativista aquella singularidad estd encerrada por una superficie que no

permite que un observador fuera de ella pueda mirar la singularidad, ;qué es lo que ve un
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observador O que estd a una distancia grande de la nube de polvo que se esta colapsando?
Un observador O’ sobre la superficie de la nube pasaria dentro del radio de Schwarzschild
en algin tiempo propio finito, digamos que mide la 1 en punto en su reloj. El no nota
nada especial en ese momento. De cualquier modo después que pasa este radio él ya no
serd visible para el observador O que descansa fuera del radio de Schwarzschild (puede
verse la figura 3.1 en la pagina 31). No importa cudnto espere el observador O, nunca
vera a O’ mas tarde de la 1, medido en el reloj de O’. En lugar de esto vera que el reloj
de O’ va mas lento acercandose asintéticamente a la 1 en punto. Eso significa que la luz
que él recibe de O’ tendra una desplazamiento de frecuencia hacia el rojo cada vez maés
grande y como consecuencia un decremento de intensidad cada vez mas grande. Asi pues,
aunque la superficie de la nube de polvo en realidad nunca desaparece de la vista de O,

pronto se vuelve tan débil como para ser invisible en la practica [5].

L Qué continuacion podria tener este trabajo? Podriamos preguntarnos qué pasard si
nuestra nube de polvo no fuera una nube de polvo, si no una estrella donde entran en

juego la densidad, la temperatura, una presién realista y sin simetria esférica.

Se cree que (y aqui vimos un caso), en el sistema de la Relatividad General, los colapsos
gravitacionales conducen inevitablemente a singularidades que estan ocultas dentro de
agujeros negros; que las “singularidades desnudas”estan prohibidas por algunos principios
de la fisica relativista. Sin embargo, se ha demostrado que los colapsos esféricamente
simétricos pueden conducir a singularidades que no estan escondidas detras de estos hoyos
negros. Un trabajo en este tema es el hecho por P. Yodis, H. J. Seifer y H. Miiller zum Hagen
[6].Otra referencia es el trabajo de Christodoulou donde se analiza el comportamiento de
los rayos salientes en el colapso gravitacional de una nube de polvo esféricamente simétrica

no homogénea [7].

Las singularidades desnudas harfan que la naturaleza fuese inpredecible. Debido a que
en la Relatividad General las estrellas colapsan en las singularidades dentro de un hoyo
negro, no se puede predecir qué haran esas singularidades, tal vez los calcetines perdidos

podrian surgir de estas singularides desnudas.

Mientras que las singularidades permanezca a salvo escondidas en sus horizontes de
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eventos, esta aleatoriedad permanecera contenida y la Relatividad General seguird predi-
ciendo la forma del espacio-tiempo. Pero si las singularidades pueden ser desnudas, su
impredectibilidad afectaria al resto del Universo. Por ejemplo, cuando se estudie la érbita
de la Tierra alrededor del Sol, no se podrian descartar efectos que tendrian las singulari-
dades sobre esta orbita, podria pasar que estas emitiesen un pulso gravitatorio que enviara

a nuestro planeta lejos en el espacio.

;Podria un ligero cambio en la configuraciéon inicial de la estrella causar que un hor-
izonte de eventos cubriese la singularidad desnuda? los trabajos que se han hecho por
ejemplo el de P. Yodis, H. J. Seifer y H. Miiller zum Hagen no han demostrado que es-
ta propiedad (tener una singularidad desnuda) se mantiene estable con respecto a, por

ejemplo, los datos iniciales y las ecuaciones de estado.
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