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Resumen

Esta tesis tiene como finalidad exponer los principios fisicos y las distintas herramientas
de la fisica moderna involucradas en dar una explicacién elemental de la manera en la que
el Sol genera su luminosidad. En estos dias es aceptable que la cadena protén-protén es la
responsable de la luminosidad observada del Sol. Tal cadena involucra reacciones nucleares,
en donde se fusionan protones para formar nucleos de Helio. En esta tesis damos una
exposicion de la fisica involucrada en explicar como el Sol, a través de reacciones nucleares,
genera su energia. De estas reacciones nucleares resulta que la luminosidad observada del

Sol es Le = 3,80 x 10%erg/s = 3,80 x 10%W.

Mostraremos que la gravitacion, algunos principios de la mecanica cuantica y la fuerza
nuclear son los responsables de la enorme luminosidad producida por el Sol. La fuerza
atractiva gravitacional es la responsable de la enorme temperatura central 7, = 1,56 x 107K
que se encuentra en el nucleo del Sol. La mecéanica cuantica a través del efecto tunel
muestra que los protones pueden vencer la repulsién coulombiana, una vez que los protones
penetran la barrera coulombiana la fuerza nuclear es la responsable de la fusion nuclear y

de la liberacion de energia.



Capitulo 1

Introduccion.

Entre 1910 y 1913 los astrénomos E. Hertzsprung y H. N. Russell descubrieron que
hay una relacién entre la luminosidad observada L y el tipo espectral' de las estrellas
cercanas a nuestro sistema solar. Si en un plano el eje vertical representa la luminosidad y
el eje horizontal el tipo espectral, sus observaciones mostraban que las estrellas cercanas
al Sol caen en una region definida de este plano que marca la secuencia principal. En la
astronomia moderna el Diagrama Hertzsprung-Russell, o simplemente diagrama H-R, es

el nombre que se le asigna a este plano y esta representado en las figuras 1.1.

Observaciones de mas de un siglo muestran que las estrellas pertenecen a uno de
los siguientes grupos: supergigantes, gigantes, subgigante, enanas blancas y estrellas en
secuencia principal (Para una discusion més detallada y completa de la clasificaciéon de
las estrellas y sus propiedades ver [1]). Por su parte, el grupo de las estrellas en secuencia
principal se clasifican de acuerdo a su tipo espectral en: O, B, A, F, G, K, M, R, N,
S v H; que van de estrellas con mayor temperatura a estrellas con menor temperatura
superficial, véase las figuras 1.1. Dentro de las estrellas tipo G se encuentran estrellas de
tipo espectral GO, las cuales se distinguen por tener una temperatura superficial de 6000 K.
Tal temperatura es la que aproximadamente nuestra estrella, el Sol, tiene en su superficie.
De acuerdo al diagrama Hertzsprung-Russell, el Sol se encuentra en la secuencia principal

de su vida.

Desde épocas tempranas la humanidad se preguntaba jpor qué el Sol brilla? ; Cémo

LEl tipo espectral se define como la temperatura superficial efectiva T' de la estrella.
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Figura 1.1: Diagrama H-R. Esta figura muestra dos imagenes del diagrama H-
R (esta fueron obtenidas en eu.wikipedia.org/wiki/Hertzsprung-Russell diagram y
www.astrocosmo.cl/... /b_p-tiempo-03.09.02.htm).

genera el Sol su energia para seguir brillando después de miles de anos? Y un poco después
se preguntaron mas concisamente ; Como el Sol puede liberar 1400 W de potencia por cada
metro cuadrado de la superficie de la Tierra? En 1854 Hermann von Helmholtz propuso
como origen de la enorme energia radiada (luminosidad) del Sol al resultado debido de la
contraccion gravitacional de una enorme nube de gas y polvo. Por razones histéricas es
interesante mencionar que a principios del mismo afio Lord Kelvin sugirié que la energia
solar podria ser producida por el impacto de meteoros en la superficie del Sol pero, bajo
evidencias observacionales Kelvin fue obligado a dejar esta idea. En 1859 Charles Darwin,
ademas de otros bidlogos y gedlogos de la época, presentd evidencia de que la radiacion
solar afecta directamente las formas de vida de la Tierra y origina cambios geoldgicos de
ésta. Por tal razén, él calculé la edad de la Tierra y encontré que esta debia ser de 3 x 108
anos; de acuerdo con sus evidencias el Sol deberia haber estado radiando energia en todo
este tiempo (Nuestra fuente histérica proviene principalmente de [2] pero también de [3],

en la ultima referencia se discute con mas detalle la evolucion de las ideas que tomaron
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lugar después de la segunda mitad del siglo X X).

Con su teorfa de la contraccion gravitacional Kelvin y Helmholtz calcularon que el Sol
generarfa energia durante 2 x 107 afios. Este tiempo es insuficiente para explicar la teorfa

de la Seleccién Natural de Darwin.

En el siglo XTX los fisicos tedricos no conocian la posibilidad de transformar masa
en energfa, no conocian la mecanica cudntica ni la version relativista de las ecuaciones de

Maxwell.

En 1905, Albert Einstein formulé su teoria especial de la relatividad y como una
consecuencia mostré que la masa m y la energia E son equivalentes a través de la relacion

E =mc?, donde ¢ = 3 x 10"%m/s es la velocidad de la luz en el vacio.

En 1919, Henry Norris Russell enfatizé que la pista més importante para determinar
la fuente de energia estelar era la alta temperatura en el interior de las estrellas. En
1920, F. W. Aston encontré que cuatro ntcleos de Hidrégeno son mas pesados que un
nucleo de Helio. La importancia de estas observaciones fueron inmediatamente reconocidas
por Arthur Eddington y sugirié que la diferencia entre la masa de los cuatro nicleos de
Hidrégeno y el nticleo de Helio podria significar que el Sol genera su energia convirtiendo
nticleos de Hidrégeno en nticleos de Helio, de acuerdo a la relacién E = mc?, y encontré que
con esta fuente el Sol brillara por 10° afos. Esto lo pudo hacer debido a que ya se conocia
que el Sol estaba compuesto principalmente por Hidrégeno. En 1926 Eddington analizé la
constitucién interna de las estrellas y concluyd que el centro del Sol esta constituido
totalmente por material ionizado, que tiene una densidad de, alrededor de, 100 gr/cm? y
una temperatura del orden de 10K (H. Bethe [4] discute con més detalle las ideas de
Eddington).

En 1926 Erwin Schrodinger propusé la hoy conocida ecuacion de Schrodinger, y el
trabajo de Heisenberg, Dirac y otros guiaron a la fundacién de la mecanica cudntica. La
llegada de esta teoria cambid el panorama. Procesos fisicos que no pueden suceder en
la fisica clasica pueden ocurrir en la nueva teoria, como por ejemplo el efecto tinel. En
1928, basandose en principios de la mecénica cuantica George Gamow derivé una féormula
mecanico-cuantica que dio una probabilidad distinta de cero de que dos particulas cargadas

con mismo signo se acercaran lo suficiente como para fusionarse, derrotando su repulsion



electrostatica debida al potencial coulombiano. Esta probabilidad mecédnico-cuantica es
ahora conocida como factor de Gamow? y como veremos después, juega un papel crucial

para entender el poder del Sol.

En 1933 James Chadwick descubrié al neutrén, mostrando que el niicleo atémico esta
compuesto por protones y neutrones. Este descubrimiento combinado con la mecénica

cuantica dio lugar al nacimiento de la fisica nuclear.

En 1938 Hans Bethe, después de recopilar todo lo conocido de la fisica cuéntica y
después de analizar las diferentes reacciones que queman ntucleos de Hidrogeno, selec-
ciond como las mas importantes dos procesos que son los responsables del brillo del Sol.
Uno de los procesos es llamado cadena protén-protén (o cadena p-p) y el otro se denomina
ciclo carbono-nitrégeno-oxigeno (o ciclo CNO) (para una discusién més completa véase
[4]). En ambos procesos se queman cuatro nicleos de Hidrégeno y se libera un niicleo de
Helio y 28MeV de energia. Estudios posteriores mostraron que para el Sol el principal
proceso de produccién de energia es la cadena p-p, y el ciclo CNO es mds importante en
estrellas més masivas que el Sol. Bethe usé este resultado para determinar la temperatura
central del Sol, obteniendo 7T, = 1,56 x 107 K; temperatura suficiente para que el nicleo

del Sol se encuentre en estado de plasma.

En estos dias es aceptable que la cadena p-p es la responsable de la luminosidad
generada por el Sol. Pero atin asi, no es obvio ;jcomo de las reacciones nucleares uno
puede obtener la luminosidad observada del Sol?; jqué otras ramas de la fisica entran y
cémo se combinan para la estimacién de la luminosidad del Sol?. Esta tesis tiene como
finalidad discutir con mas detalle estos y otros aspectos de la fisica, y dar una estimacion
de la luminosidad observada del Sol. Generalmente, existe el prejuicio de que una teoria
que tiene tal propdsito sera muy complicada. Este andlisis involucra aspectos de la teoria
gravitacional Newtoniana, de la hidrodindmica Euleriana, de los principios de la mecéanica
cuantica y teorfa cudntica de campos. Pero en realidad, como mostraremos aqui, este
no necesariamente tiene que ser el caso, veremos con més detalle que los aspectos méds
importantes para tal estimacion es el conocimiento de la temperatura en el interior del Sol

y la estimacién del factor de Gamow. Afortunadamente, la estimacion del factor de Gamow

2El factor de Gamow serd derivado en la tltima seccién del capitulo 2.
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es un problema de penetracién de potencial, y tal andlisis es realizado en los primeros
cursos de mecdanica cuantica. La penetracién de la barrera coulombiana puede ser tratada
apelando a la ecuacién de Schrodinger no relativista. Una vez que los protones sienten la
fuerza nuclear, a través del decaimiento beta se forma un deuterio y se liberan fotones
y neutrinos, comenzando asi la cadena p-p. Esta tesis estima la cantidad de radiacion
generada por tal reaccion y la luminosidad por ésta producida. Para hacer un modelo
realista tomaremos en cuenta factores como: la distribuciéon de densidad, la fraccién de
masa de Hidrégeno, la distribucién de temperatura, asi como otros factores, apelando al

modelo estandar del Sol elaborado por Bahcall y sus colaboradores (ver referencia [5]).

Para enfatizar claramente las distintas ramas de la fisica involucradas en la estimacion
de la luminosadad del Sol, comenzaremos en el capitulo 2 discutiendo la fisica del atomo
de Hidrégeno desde el punto de vista de la mecédnica clasica y desde el punto de vista de la
mecanica cuantica. Una vez que tal andlisis se haya realizado consideraremos el problema
de la interaccién entre dos protones y analizaremos la ecuacion de Schrodinger para tal
sistema. En este capitulo estimaremos el factor de Gamow, que juega un papel importante

en el capitulo 3.

En el capitulo 3 discutiremos las ecuaciones de la estructura estelar y mencionaremos
algunas propiedades del interior del Sol. En particular, discutiremos algunas de las cara-
teristicas relevantes que predicen soluciones de estas ecuaciones. También hablaremos de
la cadena p-p para las condiciones fisicas del interior del Sol. Apelando al concepto de
seccién eficaz y a algunos aspectos de la fisica estadistica cldsica derivaremos una férmula
que describa el nimero de reacciones por unidad de tiempo y unidad de volumen R(r) que
toman lugar en el interior del Sol. Una vez que tal férmula es establecida es relativamente
facil estimar la luminosidad producida por la cadena p-p. En la secciéon 3.6 proponemos
una aproximacién para R(r) que nos lleva a poder estimar la luminosidad baséndonos

solamente en estimaciones analiticas.



Capitulo 2

La mecanica cuantica y la interaccion
entre particulas elementales.

2.1. La interaccién protén-electron.

Iniciaremos describiendo la fisica del atomo de Hidrégeno. Desde el punto de vista de la
mecanica clasica el dtomo de hidrégeno consiste de un protén como ntcleo y un electron,
ambas son particulas eléctricamente cargadas, con carga e y —e, respectivamente. Por

convencion en el presente trabajo consideraremos e > 0 y con magnitud:
e = 4,8018 x 10 "%esu = 1,6019 x 107°C, (2.1)

las masas correspondientes para el protén m, y el electrén m, tienen magnitud?:

940,22 M eV
m, = 1,6735 x 10" 2gr = Te (2.2)
511keV
me = 9,1072 x 10~ gr — 026 : (2.3)

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

En ausencia de fuerzas externas el proton y el electron interactian gravitacional y

eléctricamente. Considerando el modelo més simple la energia potencial V(r) esta dada

3Varias veces consideramos conveniente usar como unidad de energia el electrén-volt eV definida por:

leV =1,6019 x 10719 = 1,6019 x 10" '2erg, 1keV =1 x10%V, 1MeV =1 x 10%V
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por: ,
e Gmpme

S e A 2.4

Vir)= - - e (2.4

donde r es la magnitud de la posicién relativa entre m. y m,, y G es la constante de

gravitacién universal cuyo valor es:

cm?®

s2gr

G =6,67x10" (2.5)

En la expresion (2.4) el primer término describe la interaccién electromagnética y el

otro la interaccion gravitacional. A esta relacién la podemos reescribir como sigue:

2
Vi =< (1+ £,

donde recurriendo a (2.1), (2.2), (2.3) y (2.5) obtenemos que:

Gmyme.

5~ 4,4087 x 107 « 1,

es decir, la interacciéon gravitacional entre m. y m, es despreciable comparada con su
interaccion electomagnética, por lo tanto, consideraremos unicamente la parte electro-

magnética; asi V(r) tomard la forma
Vir)=——. (2.6)

Bajo la mecanica clasica el electrén y el protén son consideradas particulas puntuales

y con respecto a un sistema de referencia inercial la lagrangiana tiene la forma (ver [6]):

L (rp(t),re(t), 1,(1), 7o (1)) = 1m i‘g(t) + lmeiﬁ(t) + %’

2 2
donde r,(t) y r.(t) son los vectores de posicién del protén y electrén y

r(t) = ry(t) —re(t), r(t)=|r()]. (2.8)

2.7)

El vector del centro de masa R(t) de este sistema es definido por

mpry(t) + mer.(t)
M b

R(t) = M =m, +m,, (2.9)

y si transferimos nuestro sistema de referencia al centro de masa, entonces la lagrangiana
tendra la forma (ver [6]):
. 2 e

1 1 2 1 .
L=-MR*t)+ - " (t) + =mer’_(t) + — 2.1
2 ()+2mprp()+2mre()+r(t)7 ( 0)
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donde () y r.(t) representan las posiciones relativas del protén y del electrén respecto

al centro de masa.

De (2.8) y (2.9) tenemos que

v (t) = —%r(zﬁ), r(t) = %r(t), (2.11)

lo cual quiere decir que una vez conocido r(¢) conoceremos las trayectorias r, y r. con
respecto al sistema original. Usando r(¢) como nueva variable, la lagrangiana (2.10) toma

la forma

1. . 1 My,
L=-MR*(t) + -pi’(t) + —— =2 =
5 ()+2ur()+r(t), h o

donde p se conoce como la masa reducida del sistema. Las ecuaciones de Euler-Lagrange

(2.12)

%(MR(t)) — 0, (2.13)
%(uf(t)) - 7“26;(15) = 0. (2.14)

De la ecuacién (2.13) se sigue que R(t) = C, con C un vector constante, esto quiere decir
que el centro de masa se mueve en linea recta con velocidad constante. Con esta simpli-
ficacién podemos omitir el primer término de la lagrangiana en los estudios posteriores,
asi ,

L= %m’«?(t) + %
describe el comportamiento de una particula ficticia con masa p que interactia con el

(2.15)

mundo externo a través de una energia potencial V(r), V(r) = —%. Entonces, hemos

llevado el problema de dos particulas a un problema de una particula ficticia de masa pu.

Por otro lado, el momento angular total de esta particula es:

L(t) = r(t) x p(1), (2.16)
donde p(t) = ur(t) es el momento lineal. Diferenciando L(t) con respecto al tiempo,
llegamos a:

dL(t) . .
TD — 5(0) x p(0) + 210 x (1) =0,

como consecuencia de la simetria esférica de V(r) (ya que r(t) || p(t), es decir, estos

vectores son paralelos). Respecto al origen del sistema de referencia colocado en el centro
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de masa L(t) se conserva, esto implica que la trayectoria de la particula se desarrolla en un
plano. Empleando la libertad de rotar el sistema de referencia fijamos el eje z de tal manera
que sea paralelo a L. Respecto a tal sistema el movimiento de la particula ficticia de masa
p serd en el plano zy. Usando coordenadas polares (7, 6) en el plano de movimiento, (2.15)

toma la forma

L=1, (7‘“2(15) + r2(t)92(t)) L2 (2.17)
2 r(t)’ '
cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son
L r(t) — i) + S = 0 2.18)
at " Hr r2(t) '
d .
= <ur2(t)9(t)> — 0. (2.19)
De la ultima ecuacién tenemos
I = ur(t)6(t), (2.20)

donde [ es constante, y a partir de (2.16) es claro que [ = |L(t)].

La energia total es

L (. 2(1\(2 e?
B(t) = 5u <r (t) + r2(t)8 (t)> ot (2.21)
diferenciando con respecto a t y considerando (2.18) y (2.19), se obtiene:
B it <m~'<t> — ur(() + W) +0(0) (20r(OFOO) + r* (D)) =0,

es decir, la energia se conserva.

Las ecuaciones (2.20) y (2.21) admiten soluciones que describen érbitas circulares, es
decir, 6rbitas tales que |r(t)|=r para todo t. El radio y la energia de estas 6rbitas son:

12

=— 2.2
r= (2-22)
4
e
E=-E 2.2
22, (2:23)

En una buena aproximaciéon podemos considerar que el proton esta en reposo y el electréon

estd girando alrededor de él, esto por el hecho que

MpMe Me
p=———>=mg|1l—— | =m,.
my + Me my

4Debido a que V no depende explicitamente del tiempo, es decir, %—‘; =0.
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De este analisis llegamos a la conclusién de que existe una familia de orbitas circulares
en donde F y [ varian continuamente. Aunque por simplicidad hemos establecido la exis-
tencia de Orbitas circulares, un analisis mas detallado muestra la existencia de Orbitas
elipticas en donde E y [, también, varfan continuamente (véase [7]); asi, desde el punto
de vista de la mecédnica clésica, el electrén se mueve en drbitas cerradas planas alrede-
dor del proton. Desafortunadamente esta descripcion del atomo de Hidrégeno tiene tanto

problemas conceptuales como con observaciones.

A pesar de que en el analisis anterior la energia se conserva, tomando en cuenta que el
electrén es una particula cargada y que ademads estd acelerada mientras se mueve alrededor
del protéon. Bajo la teoria electromagnética la energia E no estard conservada debido a
la emision de radiacién electromagnética. Tal emision provoca que el electrén forme una
espiral hacia el proton, de tal manera que al radiar su energia se colapsara con el protén
implicando que el atomo de Hidrogeno sea inestable. A esta situacion se le conocié como el

problema de estabilidad del dtomo de Hidrégeno, el cual no puede ser resuelto clasicamente.

Por otro lado, en los experimentos realizados para medir el espectro de radiacion del
atomo de Hidrdogeno se observd que sus lineas espectrales tienen valores bien definidos,
es decir, el espectro es discreto. En 1885 Jacob Balmer publicé una corta nota en la que
anuncié una férmula empirica para las cuatro longitudes de onda, A, mas prominentes del
espectro de luz emitido por el gas del atomo de Hidrégeno, el cual no era un espectro
continuo. En términos del nimero de onda, k = 27/, la férmula de Balmer puede ser

escrita como:

11
k—RH<E—ﬁ), n=2 m=34,5,... (2.24)

donde Ry = 10967757,6m~! es conocida como constante de Rydberg para el dtomo de
Hidrégeno. Balmer argumenté que al tomar diferentes valores de n obtendremos diferentes
series de lineas espectrales. Las series con n = 1,2, 3,4 y 5 son ahora conocidas como series
de Lyman, Balmer, Paschen, Brackett y Pfund, respectivamente, y caracterizan las lineas
espectrales del dtomo de Hidrégeno. Estos hechos no pueden ser explicados con el andlisis
realizado anteriormente y en esa época no existia ninguna teoria que explicara por qué las

longitudes de onda de la luz emitida por el dtomo de Hidrogeno exhibian tal patrén.
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En 1900 Max Planck fue capaz de explicar el espectro de radiacién del cuerpo negro®,
suponiendo que los atomos de las paredes de la cavidad emiten y absorben radiacién

electromagnética en cuantos discretos de energia, esta energia es
E=ne, n=1,2,3,...,

donde € = hv, v es la frecuencia y h es conocida como la constante de Planck y tiene un

valor igual a

h=6,626 x 1073 Js = 6,626 x 10 *" ergs. (2.25)

En 1905 Einstein, motivado por la sugerencia de Planck y las observaciones obtenidas del
efecto fotoeléctrico, postuld que las ondas electromagnéticas se propagan como si estas
consistieran de pequenos cuantos (después, el mismo Einstein, llamé a estos cuantos:

fotones) con muchas de las caracteristicas de la particula.

En 1913 Niels Bohr, basandose en las teorias de Planck y Einstein y en observaciones

hechas por Rutherford, postulé lo siguiente:

1. El atomo de Hidrégeno consiste de un electréon que viaja alrededor del nicleo en

Orbitas circulares y el electron no emite radiacion mientras esta viajando.
2. La magnitud del momento angular, [, de un electrén toma valores discretos, es decir:
l=nh, n=1,2,3,..., (2.26)
donde h := h/2m.

3. El electrén radia energia sélo cuando éste hace una transicion de una orbita a otra
con menor energia. Si el electron salta de una oérbita con energia F, a una orbita

con energia menor F,,, la diferencia de energia
AFE=FE,—FE,

es emitida como radiacién electromagnética, es decir, se emite un fotén con esa

cantidad de energia y con una frecuencia v = AE/h.

5Mostré, en sus estudios de la radiacién del cuerpo negro, que es necesario cuantizar la energfa electro-
magnética para evitar la “catastrofe ultravioleta”, que vino como resultado de los estudios de Rayleigh-
Jeans del espectro de luz emitido por un cuerpo negro.
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Combinando estos postulados con las ecuaciones (2.22), (2.23) y (2.26), obtenemos
una conclusion de gran importancia. Mientras que desde el punto de vista de la mecénica
clasica tanto el radio de las érbitas circulares como la energia y la magnitud del momento
angular del electrén son cantidades continuas, con los postulados de Bohr los radios de
las érbitas circulares, las energias y la magnitud del momento angular de éstas ahora son
cantidades discretas. Combinando los postulados de Bohr con las ecuaciones (2.22), (2.23)

y (2.26) los valores permitidos para 7, E, y [ son

h2
ry = —n’, n=123 ..., (2.27)
e
4
pe 1
En = _Q_HJZE’ n = 1,2,3,... y (228)
l=nh, n=1,23,.... (2.29)

El estado base del sistema ocurre cuando n = 1 y se tiene:

h2
rno= 5 ~53x10%m, (2.30)
e
4
e
E1 _ﬁ ~ —13,66‘/, (231)

donde r; es una longitud de escala caracteristica referida de aqui en adelante como el
radio de Bohr del atomo de Hidrogeno y £y = —13,6eV es la energia del estado base. Una
consecuencia de los postulados de Bohr es que la frecuencia de la luz emitida cuando un
electron hace un salto del n-ésimo al m-ésimo nivel de energia y como k = 27v/c, con ¢ la

velocidad de la luz en el vacio, la formula de Balmer es obtenida.

Aunque el modelo de Bohr puede explicar de forma satisfactoria el espectro de radia-
cién no es completamente satisfactorio, primero por que no explica como las transiciones
espontaneas de un nivel de energia a otro con menor energia son posibles; segundo y mas
importante es que el modelo de Bohr carece de una teoria fundamental que explique sus

postulados.

Hoy en dia sabemos que la teoria que fundamenta los postulados de Bohr surgié entre
1925 y 1927 y es conocida como la mecanica cuantica. En la siguiente seccion analizaremos

la fisica del atomo de Hidrégeno bajo esta teoria.
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2.2. El problema de dos cuerpos en mecanica cuanti-
ca.

De los cursos de mecéanica cuantica conocemos la ecuacion de Schrodinger

LOU(r,t) R,
ih=—= = — 5 VU (e, 1) + V(5,0 U(r, 1), (2.32)

que describe el estado de una particula de masa m que interactia con el mundo externo
a través del potencial V' (r,t). Cualquier solucién W(r,t) de (2.32) es conocida como fun-
cion de onda vy, segin los postulados de la mecanica cuantica, provee una descripciéon
mecanico-cuantica del comportamiento del sistema. El postulado fundamental asociado a
la interpretacién de W(r,t) fue formulado por Max Born (1926) y si U*(r, ) es el complejo
conjugado de ¥(r,t), la cantidad

P(r,t) = V" (r,t)¥(r,t), (2.33)

representa la densidad de probabilidad, es decir, P(r,t)d®r es la probabilidad de encontrar
a la particula en el elemento de volumen d3r sobre r en el instante ¢. Esta interpretacién
formulada por Born es meramente una interpretacion estadistica de W(r,t) (para una

discusion de los postulados de la mecanica cudntica véase [8], [7] y [9]).

Nuestra intencién es adaptar la ecuaciéon de Schrodinger para un sistema que involucra
dos particulas bajo la suposiciéon de que el potencial de interaccion V' es independiente
del tiempo y que ademads es esféricamente simétrico, un término que definiremos maés
precisamente mas adelante. De acuerdo con la mecédnica cudntica asignamos la funcién
de onda U(r,,r.,t) que describe un estado para tal sistema, donde r, = (z,,9p,2p) ¥
re = (Ze,Ye, ze) representan los grados de libertadad para las particulas y ¢ indica la
dependencia temporal de U(r,,r., )% Asi, la ecuacién de Schrodinger para este sistema

es (véase [7] y [9])

L OV(ry, 1, 1) = B2
= <_2_mpv§ - Q—mevi +V([rp —re]) ) U(rp, e, 1), (2.34)

6 Aunque por conveniencia denotamos 7, y rp a los grados de libertad, estos no necesariamente hacen
referencia a los grados de libertad del electréon y el protéon. El andlisis siguiente es valido para cada sistema
que involucra dos particulas que interactian a través de V = V(|rp — re|).
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donde Vg y V2 son operadores de Laplace que indican diferenciacién respecto a las coor-
denadas rectangulares de las particulas.
De forma andloga, como se hizo en la seccion anterior, definimos las coordenadas rela-
tivas r por
r= ('Tvyaz) = r‘p_re = (:rp _-Teayp _yEZ?Zp - Ze)

v las coordenadas del centro de masa R mediante:

MpTp + Mele MpYp + MelYe MpZp + MeZe
, , , M=m,+m,.
M M M Tt

Transformamos la ecuacién de Schrodinger (2.34) al nuevo sistema de coordenadas a través

Rz(X,Y,Z):(

del siguiente procedimiento:

Recordemos que en coordenadas rectangulares V72 y V? tienen la forma:

2= 24 2 2 2.
ViEost ot 3 (2.35)
2 2 2
V2= 9 + 0 0 (2.36)

Sea f = f(r,R) una funcién de clase C? entonces respecto a las nuevas coordenadas

U (2imy,
X

tenemos:

Oz, 0 M 0X

2f ([ m, # ml
DT ) _P

9a2 (8:1:2 T M awex T 8X2> J

Como f es arbitraria concluimos que:

) o m, 9
N — 4+ ——
Oz, dx M oX)’
@ _ (0 my O m2 o
92~ \aw T 2 7wox T P 0x

De forma andloga llegamos a las siguientes relaciones
0? >  _m, 0 m; o>
922 (a T arox M28X2>
82_<02+2mp 0? m 82>
oy? 0y? M 8y8Y M2 0Y?
0? ( * m, 9* om0 )

92~ \92 "M 0z F oz
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A través de un procedimiento similar obtenemos:

0? 0? me 02 m? 0?
D2 (@ T M 90X 8X2> ’
> [ me 02 m? 92
02 (8_y2 T M ooy M?W) ’
* [ me 02 m? 0
922 (@ T M am07 " M?W) ‘

De esta manera, tomando en cuenta las relaciones anteriores y con la ayuda de (2.35) y

(2.36), tenemos:

R? h? h? h?
LI v/ Vie ——V2- —V? 2.37
2m, * 2m. ¢ 2u " 2M % (2:37)
donde
MMM
= pT’ M =m,+m, (2.38)

y V2, V% indican diferenciacién respecto a las coordenadas relativas y respecto al centro

de masa, respectivamente.

Con respecto a las nuevas coordenadas y usando (2.37), la ecuacién de Schrodinger

(2.34) toma la forma:

ih—— )

o (r, R, 1) B2 K2
ot

M xg2 T xg2
TG ITALN V(r)> U(r,R, 1), (2.39)

Nuestro enfoque es construir soluciones que describan estados estacionarios, es decir,
estados de la forma U(r,R,t) = e'#'u(r,R). Debido a que V(r) es independiente del
tiempo podemos proponer:

U(r,R,t) = u(r,R)T(t). (2.40)

Sustituyendo esta representacion en (2.39) y diviendo por ¥(r, R, ) # 0 obtenemos:

1 AT | R, R,
ZhT(t) i ur R <_EVT_WVR+V(T)) u(r,R), (2.41)

como t es independiente de r y R ambos lados de la igualdad deben ser iguales a una

constante de separacion, digamos FEj. Asi, de la ecuacién (2.41) obtenemos:

dT(t)  E
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2 2
(—S—Mvz - j—Mvg 4 vm) u(r,R) = Eyu(r, R). (2.43)

De la ecuacién (2.42) se obtiene

. E
T(t)=Cert, (2.44)
donde C' es la constante positiva (es decir, C' > 0 por la solucién de (2.42)) de integracion.

Para (2.43) proponemos que u(r,R) es de la forma:

u(r, R) = Q(r)C(R) £0 (2.45)
sustituyéndola en (2.43) y dividiendo por u(r,R) # 0, obtenemos:
—gi (r)+[V(r) — E]Q(r) =0, (2.46)
h2
o VHC(R) — Bx((R) =0, (2.47)

donde F, es una nueva constante de separacion y ' = FE; + E,. La ultima ecuacién
corresponde a una particula libre con masa M = m, + m, y sus soluciones ((R) y E,
describen el comportamiento del centro de masa. Esta ecuacién es andloga a la ecuacion
(2.13) del tratamiento clésico, y no es de gran importancia. Por otro lado, la ecuacién
(2.46) describe los estados de una particula ficticia de masa reducida p que interactia con
el mundo externo a través de una energia potencial V (r). Enfocamos nuestra atencién en

la ecuacién (2.46).

El hecho de que V' = V/(|r|) es esféricamente simétrico, hace preferible trabajar en

coordenadas esféricas. En tales coordenadas, la ecuacién (2.46) toma la forma:

hZ 1 0 9 0 1 0 o 1 82
N R Y] 0 (0 LaPp
21 L? or <7" ar> T s g o0 (Sm 89) IR sin208¢2] Qr.0.9) +
+[V(r) = E]Q(r,0,¢) =0, (2.48)

0<r<oo, 0<0<m 0<o¢<2m,

en donde ¢ = 0 es idéntica con ¢ = 2.

Proponemos que sus soluciones tienen la forma

Q(r,0,0) = R(r)Y (0,¢) # 0,
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asi sustituyendo en (2.48) y dividiendo por Q(r, 0, ¢) # 0 obtenemos la ecuacion radial:

712% <r2d]§f’)) + {%[E V() - %} R =0, 0<r<os, (2.49)

v la ecuacion angular:

19 (. 0Y(0,09) L 0%Y(0,9) _
— <sm9 50 ) + 20 00 + XY (0, ¢) =0, (2.50)

sin 6 00
0<0<m 0<¢< 2m,

donde X es la nueva constante de separacion.

Las soluciones regulares en los puntos singulares de (2.50) demandan que A = (I + 1)

conl=0,1,2,3,...y son los armdnicos esféricos”:

2041 (1 —|m|)! .
P™(cos 0)e™? 2.51
A (l+\m\)' l (COS )6 ) ( )

Y,"(0,0) = (—1)m\/

donde P"(cos@) son las Funciones asociadas de Legendre y m es un entero sujeto a la

restriccion: [m| < [. Sustituyendo A = [(I 4 1) en (2.49) y rearreglando obtenemos:

o mid <r2d§7(f>> N 5(122:2)7@ R\ +V)R() = ER(r),  0<r<oo (2.52)

Para poder estudiar las soluciones de esta ecuacién se debe conocer la forma explicita de

V(r), y como una aplicacién de esta ecuacién en la préxima seccién estudiaremos el atémo

de Hidrégeno.

2.3. Descripcion cuantica del atomo de Hidrégeno.

Para el caso del atomo de Hidrégeno el potencial V(r) tiene la forma V(r) = —<,

asi la ecuacion (2.52) toma la forma:

1 d [ ,dR(r) I(l+1)h? e?
55 R(r)— —R(r) = FER 0< . 2.53
2 r2dr <T dr > + 2pur? (r) r (r) (), ST<00 (2:53)

Estamos interesados en soluciones con estados ligados, es decir, buscamos soluciones

en las que las energias sean negativas, £ < 0. Vemos a (2.53) como un problema de

"La obtencién de los arménicos esféricos serd dada en el Apéndice A.
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eigenvalores, es decir, simultdneamente debemos determinar las eigenfunciones R(r) y
sus correspondientes eigenvalores E®. Para resolver (2.53) hacemos el cambio de variable
p = ar, que nos lleva a la ecuacién:

1d dR g1 I(l+1
i (p2%>+<;—z— (,02 ))R(p):(), 0<p<oo. (2.54)

donde la eleccién particular de i es arbitraria pero conveniente para los desarrollos poste-

riores y

1
8u|E| 2ue? e u \?
2 _ - = (L . 2.55
=" P=am T n\gE (2.55)

Proponemos como solucién de la ecuacién (2.54) a:
R(p) = F(p)e™>*, (2.56)

demandando que F(p) sea acotada cuando p — oo y regular en el limite en que p — 0.

Sustituyendo en (2.54) vemos que F(p) satisface:

—1 1i+1) B
- ]F(p)—& (2.57)

o+ (3-1) Flo)+ |

donde las primas denotan diferenciacion respecto de p. Como mostraremos en el apéndice
B, en general, las soluciones de esta ecuacion divergen cuando p — oo. La manera de
evitar tal divergencia es asumir § =n con n = 1,2,3,.... Esto, a través de (2.55), implica

que los eigenvalores de la energia FE,, son:

4
e
Bu= Bl = —gmm  n=123.. (2:58)

las cuales son idénticas a los niveles de energia obtenidos por el modelo de Bohr, discutidos
en la seccién anterior. Pero en contraste, aqui la cuantizacion de la energia se obtiene como

una consecuencia de la solucién de la ecuacién de Schrodinger.

Las soluciones de (2.53) correspondientes a cada n = 1,2,3, ... son dadas por:
2\° (n—1-1)! ,
Ry(r)=— S I —ALY Sl T2f 2.59
o \/<nr1) onf(n + Ip” e P 259
n=12..., 1=0,1,...,(n—1),

8EI término I(I + 1)h? esta relacionado con el momento angular orbital de la particula de masa u, de
esto daremos una explicacién en el Apéndice C.



20 2. La mecanica cuantica y la interaccion entre particulas elementales.

donde
n—Il—1
+ D12k
T2+ () — _q)kH2l+1 [(n 9.
i () kZ—O (=1) (n—1—1—k)! 20+ 1+ k)E (2.60)

h? 2

=, p=—r,
e nry

son conocidos como Polinomios asociados de Laguere.

Empleando el radio de Bohr r en (2.58), los niveles de energia E,, pueden ser escritos

en la forma:

62

E, = n=123,....

2rin?’

Para cadan=1,2,3,...y [ =0,1,2,3,... obtenemos que:

inm(ra (9, Qb) = Rnl(T)Yzm(@, Qb) (261)

la cual es una familia de soluciones regulares para la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo obtenidas bajo la condicién de que V(r) = —%. Por completez damos la forma

explicita de Q,;,, para algunos valores de n, [ y m:

3 . —ig 1 % T _ZL
Yi-1(0,¢) = — & sin fe™"?, Ryq(r) = T T e 21
1
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sn=21l=1m=1

3 . i 1 % T __r
YLl(e, (b) = — g sin fe , RQJ(T) = 2_’[“1 \/gr e 2mn
1

El anélisis anterior para el atomo de Hidrégeno explica de manera natural la cuan-

tizacién de los niveles de energia. Adicionalmente nos proporciona la funciéon completa
de la densidad de probabilidad para los estados estacionarios @y, y como una conse-
cuencia se obtiene la cuantizacién del momento angular, pero ahora hay estados en los
que el momento angular puede ser cero (Bohr postulé que [ =nh, n=1,2,3,..., pero la
mecénica cudntica predice que L= [I(l + 1)]2k como magnitud del momento angular, con
1=0,1,2,...).

Es interesante ver la manera en que aparece el radio de Bohr ry, definido en (2.30). Si

consideramos el estado n=1, tenemos:

3
/1 1\2 _»
Ql,O,O(Tu 07 ¢) =2 E <T_1> e ",

cuya densidad de probabilidad es:

3
P(r, 9,¢) = Q1,0,0(r,07 ¢)*Q1,o,0(r70, ¢) = % (l) 672%7

1
s 11N\, o |
P(r,0,¢0)d°r = — | — | r7e "7 sinfdrdfd, ¢

m T1

donde d*r = 7?sinfdrdfde es el elemento de volumen. Integrando sobre las variables

2672”, que describe la probabilidad de

3
angulares resulta en la funcién g(r) = 4 (%) r
encontrar al sistema entre r y r +dr. El maximo para la funcién ¢(r) ocurre precisamente
en r = r1. De aqui podemos interpretar a r; como el radio més probable donde es posible

que se encuentre el electron cuando el atomo de Hidréogeno se halla en su estado base.

2.4. Sistema proton-proton, el factor de Gamow.

El enfoque de la seccién anterior estuvo en el andlisis del atomo de Hidrégeno bajo
la teoria de la mecanica cuantica. Para las necesidades del siguiente capitulo nos interesa

estudiar la interaccién protén-protén bajo la ecuacion de Schrodinger, y es esto lo que
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desarrollaremos en esta seccién. Tal problema, en comparacion con el atomo de Hidrégeno,
es mucho mas complicado debido a que la interaccién entre dos protones involucra por un
lado la interaccién repulsiva coulombiana, y por otro lado, la fuerza nuclear debida a su
masa atomica. Como es bien conocido, la fuerza nuclear es de corto alcance y tipicamente

las particulas, como los protones, la experimentan a distancias menores o iguales a
R~14x10"%em =14 fermi, 1 fermi=1x10"em (2.62)

En general, no es posible dar la forma del potencial V' que describe la interaccién total
entre los dos protones, sin embargo, bajo condiciones especiales es posible dar una buena
aproximacion (véase la discusion de [8]). Si ignoramos la interaccién debida a los espines
podemos suponer que el potencial que describe la interaccion entre dos protones tiene
simetria esférica, es decir, V =V (r). En coordenadas relativas para r > R, el potencial
V(r) puede aproximarse por (véase la pagina 87 de [8]):

w(r)—%+§, 1=0,1,2,..., (2.63)
donde [ es el pardmetro del momento angular orbital, véase (2.52). Mientras para r < R,

V(r) se representa tipicamente como un pozo de potencial. El potencial Vi(r) entre dos

protones es representado en la figura 2.1.

Afortunadamente para nuestras consideraciones no necesitamos la forma de V' (r) para
r < R. Para los protones que tienen energia F' < V;(R) nos interesamos en la probabilidad
de que estos puedan penetrar la barrera de potencial coulombiano, para tal estimacion
basta que conozcamos el potencial en r > R. Como argumentamos anteriormente, el
potencial en esa regién es conocido y dado por (2.63). El estudio de la interaccién protén-
protén bajo la ecuacion de Schrodinger es el mismo que desarrollamos en la seccién 3.2.
Introduciendo una vez més las coordenadas relativas y del centro de masa llegamos a la

ecuacién (2.52), donde ahora V (r) = % Es decir, ahora consideraremos

n* 1 d [ ,dR(r) I(1+ 1)R? e?
T o, 2 dr —_ =K < . 2.64
2p 72 dr <T a )7 2ur? R(r) + r R(r) R(r), R<r<oo (264)
donde yt=m,/2 y r es la magnitud de la coordenada relativa r. Al sustituir R(r) = ng’)
en (2.64) se obtiene:
h?d?
il (O [Vi(r) = E]x(r) =0, r>R, (2.65)

S op dr?
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v I [ ]
i+ 1 ZE__
\<mlW+-“‘r

Figura 2.1: Efecto tinel, en la barrera de un potencial coulombiano con simetria esférica
(esta grafica fue tomada de la referencia [10]).

donde Vi(r) para r > R es dado por (2.63).

Sustituyendo p = m,,/2 podemos reescribir a la ecuacién (2.65) de la siguiente manera:

+ 5 Vi(r) = E]x(r) =0, r>R. (2.66)

Para [=0 la ecuacién (2.66) se reduce a:

d®>x(r) = m, [€?
oz T h—;’ [7 - E] x(r)=0, r>R, (2.67)

que representa una ecuacion de segundo orden lineal, para la cual sus soluciones no pue-
den ser representadas por medio de funciones elementales. Para resolver esta ecuacion es
necesario recurrir al método de aproxrimacion WKB. Aqui no expondremos los detalles de
este método?, pero si serd utilizado para determinar la probabilidad de que los protones
penetren la barrera de potencial coulombiano (o en otras palabras, la probabilidad de

transmision de éstos). Usando el método WKB esta probabilidad es:

P=e? (2.68)

9Este método de aproximacién es explicado con més detalle en el articulo titulado ;Qué es la aprozi-
macion WKB?, para més detalles ver [11].
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donde
"o 2u (€2 e [Vu—1 e?
I= —=-FE)dr=—— du = 2— % 6do. 2.69
/R 2 < . ) r Z / o du Z / Ccos (2.69)
Para obtener la primer igualdad se hizo el cambio de variable u = 62#, mientras que para

pasar a la segunda igualdad se consideré u = csc? §. Después de integrar, de considerar la
igualdad cos(arcsinf) = /1 — 6%, de poner el resultado de la integral en funcién de r y
después de evaluar los limites de integracién se obtiene:

2

me fu 1 2 . 1 R
== 275 [1—;81n('y 2)} —%\/QME(V—l), (2.70)

donde E = $w?, v = % y 10 = YR (1o es tal que Vj(ro) = E, véase [11]). Por lo tanto,

la probabilidad de transmisién de los protones es

P = c(E)(735075) [Q%/QMEW - 1)] , (2.71)

donde

27 e? 1
GE)=e 5 Vivs (2.72)
es conocido como factor de Gamow. A este factor también lo podemos escribir como sigue:
Eg

G(E)=e VF, (2.73)

donde

2me? uQ
En = = 2.74
= (5e/5) .11

vy se conoce como energia de Gamow. En general, podemos realizar el mismo analisis

mimsa
mi+ma’

para la interaccion entre dos nucleos con cargas Zie y Zse y masa reducida p =

obteniendo como energia de Gamow:

LAV ?
B = (%26\/@ (2.75)

El factor de Gamow (2.72) sera utilizado en el siguiente capitulo para determinar la
luminosidad producida por el Sol, debida a la cadena protén-protén; ya que manifiesta la
probabilidad de que protones con energia £ menor que la altura de la barrera de potencial

Vi(R) penetren ésta barrera.
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En particular, para la interaccion entre dos protones podemos dar una expresion cuan-
titativa a Eg. Considerando las relaciones (2.1), (2.2) y (2.25), y recordando que p=m,,/2

y h=h/2m, entonces sustituyendo en (2.74) obtenemos:

E¢ = 492,91 keV. (2.76)

Las figuras (2.2) representan distintas graficas del factor de Gamow, dando diferentes
escalas para la energia £ medida en eV (electrén-volts), con el fin de ilustrar que para
todas las posibles energias E > 0, la probabilidad de que estos penetren la barrera de

potencial es distinta de cero y a mayor energia mayor probabilidad.
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Figura 2.2: Factor de Gamow. Estas figuras muestran el comportamiento del factor de
Gamow para distintas escalas de energia E medida en eV.



Capitulo 3

La cadena protéon-proton.

3.1. Caracteristicas fisicas del Sol.

En la introduccion mencionamos algunas propiedades de las estrellas que se encuentran
en secuencia principal y mencionamos que el Sol es una estrella del tipo G. En esta seccion
daremos una descripcion mas detallada de las propiedades del Sol. Como una primera
aproximacion el Sol se modela como una nube luminosa que consiste principalmente de
Hidrégeno y, en menor proporcién, de Helio, esféricamente simétrica y autogravitante, en
equilibrio hidrostatico, no rotando y modelamos a su material constituyente como un fluido
ideal. Bajo estas condiciones el modelo estandar del Sol envuelve soluciones del siguiente
conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales conocidas como ecuaciones de la estructura

estelar (véase [12] y [10]):

dP(r) — GM(r)p(r)

dr r2 ’ (3.1)
d]gy) = 4mrp(r), (3.2)
dﬁff) — dr?p(r)e(r), (3.3)
dT(r)  3u(r)p(r)L(r)

dr — 16macT3(r)r?’ (3.4)

donde p(r) es la densidad, P(r) es la presién, T'(r) es la temperatura, M(r) es la masa
encerrada por la esfera de radio r, L(r) es la luminosidad generada dentro de una esfera

de radio r, €(r) es la luminosidad por gramo, x(r) es la opacidad promedio de Rosseland

26
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en cm?/gr, G es la constante de la gravitaciéon universal, a es la constante de radiacién y

¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

Para que el sistema (3.1)-(3.4) especifique una solucién debe estar acompanado de
relaciones constitutivas referidas como ecuaciones de estado P = P(p,T), e = €(p,T) y

r=r(p,T); y ademds se deben anadir condiciones a la frontera.

Las ecuaciones (3.1) y (3.2) representan la condicién de que el Sol estd en un estado
de equilibrio hidrostético, mientras las ecuaciones (3.3) y (3.4) describen la distribucién
de la luminosidad L(r) y la distribucién de la temperatura 7'(r). Para tener un mejor

entendimiento del contenido de estas ecuaciones daremos una derivacion de las ecuaciones
(3.1) y (3.2).

Respecto a un sistema de referencia inercial colocado en el centro del Sol, la suposicién
de que el Sol esta en equilibrio hidréstatico implica que el campo de velocidade v(x,t) sea
nulo, es decir, v(x,t)=0. La suposicién de que el material del Sol se modela como un fluido
ideal nos permite utilizar la hidrodindmica Euleriana. Las ecuaciones de la hidrodinamica

Euleriana son (véase [13]):

W-ﬁ-V'(p(X,t)V(X,t)) = 0, (3.5)
e t) | V0D 4 (v ) D)vin)| = ~VPOD) dalxtE (36)

donde p(x,t) es la densidad de masa, v(x,t) es el campo de velocidad, P(x,t) es la presiéon
y g es la aceleracién debida a la gravedad (esta gravedad puede ser la generada por el mismo
fluido 6 si el fluido esta inmerso en un campo gravitacional que sea mucho mayor que el
campo gravitacional generado por él mismo, esta seria la gravedad correspondiente). La
ecuacion (3.5) es conocida como ecuacion de continuidad y garantiza la conservaciéon de

la masal'®.

10Si V4 es un volumen fijo, por definicién la masa M (t) al interior de V; es:

M(t) = / p(x, £)dPx (3.7)
Vo
Diferenciando M (t) respecto al tiempo obtenemos:
dM (t t
dM () :/ Mdgx = fy{ p(x,t)v(x,t) - ds (3.8)
dr ve Ot Ve

en donde llegamos a la tltima ecuacién usando (3.5) y el teorema de la divergencia. La relacién (3.8) nos



28 3. La cadena protén-proton.

Debido a que v(x,t) =0y en combinacién con la simetria esférica, la ecuacién (3.5) se

reduce a
dp(x,t)
ot

donde r =| x |, mientras la ecuacién (3.6) se reduce a:

=0=p= p(T’), (39)

VP(r) = p(r)g, (3.10)

la cual expresa el equilibrio mecénico del fluido.
Por otro lado, de la suposicion de que el fluido del Sol es autogravitante, es decir, genera
su propio campo gravitacional, bajo la teoria de la gravitacién Newtoniana tenemos:

g = —Vo(r), (3.11)

donde ®(r) es el potencial gravitacional Newtoniano debido del campo gravitacional al
fluido, el cual satisface:

V20(r) = 4nGp(r). (3.12)

Combinando (3.10) y (3.11) llegamos a:
VP(r)=—p(r)Vo(r). (3.13)

Por otro lado, integrando la ecuacién (3.12) sobre una esfera de radio r y usando el teorema
de la divergencia combinado con la ecuacién (3.7), obtenemos:

_ GM(r)

r2

Vo(r)

I

y ademds por la simetria esférica del sistema, las ecuaciones (3.7) y (3.13) se pueden
escribir como:
dP(r) GM (r)
dr = - B p(r),
dM(r
dr

~—

= 4mr?p(r).

Por lo tanto, logramos derivar las ecuaciones (3.1) y (3.2). Mientras las ecuaciones (3.3)

y (3.4) no seran derivadas aqui (para una derivacién véase [12] y [10]).

dice que la tnica manera de que M (t) cambie es a través del flujo pv del fluido por 9Vp, la frontera de V.
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El sistema (3.1) - (3.4) ha sido estudiado ampliamente desde 1950, particularmente a
través de simulaciones numéricas y se ha obtenido una gran cantidad de informacién sobre
la estructura de las estrellas en secuencia principal y en particular de nuestro Sol. A través
de simulaciones numéricas se obtiene la distribucién de la temperatura 7'(r), la densidad
p(r), la presién P(r), etc. El modelo estandar ampliamente utilizado en la literatura es el
modelo de Bahcall y sus colaboradores [5]. Por el momento mencionamos que tal modelo
asigna como temperatura central T,, densidad central p. y presion central P, los valores
[5]:

T, =156 x 10K, p.=156gr/cm®, P, = 10"dina/cm?, (3.14)

y ademads predice cantidades observables como la masa del Sol

Mg = 1,99 x 10%3¢, (3.15)
el radio del Sol

Re = 6,96 x 10"%m (3.16)

y la luminosidad observada del Sol:

Lo = 3,86 x 10°°W = 3,86 x 10*erg/s. (3.17)

Ahora que tenemos una idea sobre el interior del Sol veamos qué es lo que sucede a

nivel microscopico con la finalidad de entender cémo el Sol genera su energia.

3.2. Reacciones termonucleares.

Como vimos en la seccién anterior las ecuaciones de la estructura estelar involucran
la luminosidad L(r) debida a las reacciones termonucleares que toman lugar en el interior
del Sol. En esta seccién empezaremos discutiendo la microfisica relevante para entender el

mecanismo por medio del cual el Sol produce su energia y por tanto su luminosidad.

Como ya mencionamos en la introduccion este mecanismo involucra reacciones nuclea-
res en las que se fusionan cuatro nicleos de Hidrégeno para producir un nicleo de Helio-4.
Para tener una idea més completa de las reacciones nucleares primero mencionaremos algu-

nas propiedades de las particulas elementales. Hasta el momento, las particulas conocidas
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estan divididas en dos clases: leptones y hadrones. Los leptones son particulas fundamen-

tales (no muestran senal de estructura interna) que interactiian a través de interacciones

débil y electromagnética, poseen espin 17, es el grupo més ligero y esta conformado por
y g » P pm gh, grup g y p

el electron, el muon, el taudn y sus respectivos neutrinos, antineutrinos y antiparticulas.

Los hadrones son particulas compuestas que interactian a través de la interaccién
fuerte. Los hadrones se dividen en mesones y bariones que estan compuestos de particulas
mas elementales denominadas quarks. Existen seis sabores o tipos de quarks, estos son
llamados “arriba”, “abajo”, “extrano”, “encanto”, “cima” y “fondo”, por sus nombres
en inglés son representados por u, d, s, ¢, t y b, respectivamente. Todos los quarks tiene
espin %71 los quarks u, ¢, y t tienen carga §e7 mientras que los quarks d, s y b tienen carga
—%e. De acuerdo al modelo de los quarks, los mesones se componen de un quark y un
antiquark, tiene espin 0 o 1 como la particula m; en tanto que los bariones se componen de
tres quarks, es el grupo mas pesado (con masas mayores o iguales a la masa del protén),

tienen espin fraccionario y a este grupo pertenecen el protén y el neutrdn.

Para toda reaccién nuclear se debe asegurar que al menos se cumplen las siguientes

condiciones de conservacién:

1. Conservaciéon de la energia y el momento.
2. Conservacion de la carga eléctrica total.
3. Conservacién del niimero lepténico total.

4. Conservaciéon del nimero barionico total.

La primera condicién nos garantiza que no hay destruccién de energia ni creacion espénta-
nea de ésta, esto es, la energia involucrada en los procesos nucleares de particulas ele-
mentales es la misma antes y después de la reaccion, considerando todas las particulas
involucradas. La segunda condicidn expresa un hecho empirico, hasta el momento no hay
ninguna evidencia experimental que sugiera que la carga eléctrica no esta conservada. En
la tercera condicién, el niumero leptonico es el nimero de leptones menos el nimero de an-

tileptones, todos los leptones tienen asignado el valor de 41, antileptones —1 y particulas
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no leptonicas 0. En la cuarta condicion, el nimero cudntico llamado niimero bariénico o

nimero de bariones es lo que siempre hemos llamado nimero atémico.

La manera de ilustrar que estas condiciones se satisfacen es considerando un ejem-
plo. Desde un sistema de referencia en el que el neutron esté en reposo consideremos el
decaimiento beta, es decir:

n—pte +, (3.18)

este proceso no necesita de energia externa para que se lleve a cabo, muestra como un
neutréon n decae en un protén p, un electrén e~ y un antineutrino 7. Debido a que las

masas €1 reposo somn

941,07MeV 940,22M eV
m, = 1,6750 x 10™2*gr = Te my = 1,6735 x 10~ 24gr = Te
11
me = 9,1072 x 107 ¥ gr = # y my o~

vemos que:
mn02 > mpc2 + M- 02,
lo cual nos dice que hay aniquilacién de masa. Como ya mencionamos en la introduccion

esta masa aniquilada esta asociada con una cantidad de energia liberada dada por:
ELiberada = 7nnc2 - (mp02 + mefcz) = 0,331M€‘/,
que es distribuida al protén, al electrén y al antineutrino como energia cinética.

Como ya sabemos el neutrén es una particula sin carga, el protén y el electron tienen
carga con misma magnitud pero de signo opuesto y que el antineutrino no tiene carga,
entonces la carga en el proceso esta conservada. Por otro lado, el neutrén y el protén son
hadrones asi que tienen asignado al 0 como nimero leptonico, mientras el electréon y el
antineutrino son un leptén y antilepton respectivamente, asi que tienen asignado como

nimero leptonico al 1 y —1, por lo tanto el niimero lepténico también esta conservado.

3.3. La cadena protén-protéon (cadena p-p).

Las simulaciones numéricas de las ecuaciones de la estructura estelar muestran que el
nucleo del Sol se encuentra en condiciones extremas en comparacién con el ambiente te-

rrestre. Las enormes presiones y temperaturas del interior del Sol ocasionan que el material
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constituyente del Sol se encuentre ionizado, o mas precisamente, se encuentra en estado
de plasma. Para una temperatura como la temperatura central del Sol T, = 1,56 x 10" K

la energia térmica Er = kg1 es:
Er = kgT = 1,345 keV > 13,6eV (3.19)

donde 13,6eV es dada en (2.31) y es la energia del estado base del atémo de hidrégeno.
Entonces, para tales valores de energia térmica, es justificable considerar que el interior del
Sol se encuentre en estado de plasma y ,en este punto, es interesante recordar la descripcién

que Eddington dio del interior de las estrellas.

Debido a este estado de plasma del interior del Sol los protones ahi dentro se encuentran
en constante movimiento. Como ya vimos, la interaccién entre dos protones consta de dos

partes, una de caracter repulsivo debida al potencial coulombiano:
Vir)=— (3.20)

y otra de caracter atractivo debida a la fuerza nuclear. Para que los dos protones se
acerquen lo suficiente como para fusionarse deben de penetrar la barrera de potencial
coulombiano, cuya altura es:

2
V(R) = % — 11,0281 MeV, (3.21)

donde R es dada en (2.62). La altura de la barrera del potencial es casi mil veces mayor que
la energia térmica del interior del Sol. Aun asi, esto no implica la ausencia de reacciones
nucleares. Es precisamente en este punto donde los principios de la mecédnica cudntica
juegan un papel importante. Como ya vimos para protones con E < V(R), la probabilidad
de que penetren la barrera de potencial es distinta de cero, y esta probabilidad depende
fuertemente del factor de Gamow. Mientras mayor sea el factor de Gamow mayor sera la
probabilidad de que los protones penetren la barrera de potencial. Después de penetrar
la barrera de potencial los protones sentirdan la fuerza nuclear entre ellos (esto depende

fuertemente de la seccién eficaz, un término que sera definido més adelante).

La cadena p-p es la principal fuente de energia del Sol, es la responsable de gene-

rar el 98,5 % de la luminosidad observada del Sol. Consta, principalmente, de tres pasos
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elementales (para una discusién elemental véase [8] en la pagina 165):

p+p — ?H+e" +v+1,44MeV, (3.22)
H+p — 3He+vy+549MeV, (3.23)
SHe+*He — “He+p+p+12,85MeV. (3.24)

en donde los nimeros a la derecha de los productos es la energia liberada. En la reaccion
(3.22) se fusionan dos nicleos de Hidrégeno (dos protones) p para producir un nicleo de
deuterio (un protén y un neutrén) 2H, un neutrino v, y un positrén e™. En realidad, debido
a la fuerza débil un protén se convierte en un neutrén, pero como vimos en la seccion 3.2
tal transformacion debe satisfacer conservacién de la carga, del niimero lepténico y niimero
bariénico. Estas leyes de conservacién explican los productos del lado derecho de (3.22). El
positréon et no dura mucho, en cuanto se encuentra con un electréon ambos se aniquilan y
liberan un fotén de alta energia. El neutrino se llevan parte de la energia total que produce

la cadena completa.

Por otro lado, para la reaccién (3.23) el niicleo de deuterio obtenido en la reaccién
(3.22), a través de la fuerza débil, captura otro nicleo de Hidrégeno (otro protén) para

formar un ntcleo de *He (Helio-3) y liberar otro fotén muy energético.

Para la reaccién (3.24) es necesario que se hayan realizado dos veces los pasos anteriores
ya que son necesarios dos nticleos de ® He para producir un nticleo de * He (Helio-4), mucha
energia y dos protones libres de nuevo (existen mds caminos en que se puede producir *He
pero este proceso es el que en proporcion mas se produce y el que mas contribuye a la

cantidad de energia liberada).

Una parte de la energia liberada en el primer paso es llevada por los neutrinos, los
cuales una vez que han sido producidos se escapan debido a que interactian débilmente
con la materia. La densidad media del Sol es 1,4 veces la densidad del agua lo que ocasiona
que los fotones recorran sélo unos pocos milimetros antes de ser absorbidos por cualquiera
de los nucleos atémicos que los rodean, esto provoca que la radiacion tarde mucho en

abandonar el Sol (alrededor de un millén de afnos).

Aunque se acepta a la cadena p-p como la responsable de la generacion de la lumi-

nosidad del Sol (véase [2], [4] y [10]), de estas consideraciones no es obvio cémo usar las
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reacciones (3.22)-(3.24) para calcular la luminosidad generada. Para realizar este calculo,
primero debemos estimar el nimero de reacciones por unidad de tiempo, la probabilidad
de que tales reacciones ocurran, la densidad de los protones, la distribucién de sus energias,
etc. En general, tales célculos pueden ser complicados y dependen fuertemente de las con-
diciones fisicas del sistema. Afortunadamente, la suposicion de que el interior del Sol se
encuentre en equilibrio térmico combinada con algunas propiedades de la seccion eficaz

estan de nuestro lado.

3.4. Estructura de la seccion eficaz.

Consideremos la cadena p-p como una reaccion de dos protones que crean un nucleo de
“He, y estudiemos con més detalle tal transformacién nuclear. Para tal andlisis el concepto

de seccion eficaz o es de gran importancia.

Para introducir el concepto de la seccion eficaz ¢ consideremos un flujo uniforme J,,
de nucleos tipo « definido por
Jo =nav, (3.25)
donde n, es la densidad de nucleos « definida como:

#part.c  numero de nucleos «

o L3 " elemento de volumen

v v es la velocidad del nicleo incidente «. Imaginemos que éste flujo de particulas esté in-

teractuando con un ntcleo tipo 3 ng que esta en reposo, a través de:

a+f—y+0

Entonces, la seccién eficaz o(v) (con v = |v|) para esta reaccién es definida como [10]

ntimero de reacciones/ nicleos 4 / unidad de tiempo
o(v) = EN (3.26)

y por su definicién tiene unidades de area. Aunque para esta definicién se supone que el
flujo de nicleos « incide sobre los nicleos 5 que estan en reposo, la definicién (3.26) para

o(v) es la misma si v es la velocidad relativa entre los nicleos a y 3.
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Para las reacciones entre particulas (o nticleos) cargadas, de importancia astrofisica,
es costumbre expresar a ¢ como una funcién de la energia cinética E de las particulas
interactuando, medida desde el sistema de referencia en el que el centro de masa de las

particulas esta en reposo. Para esta situacién o(v) se expresa como'!:

22 G(E). (3.27)

Por otro lado, a partir de la ecuacién (3.26) podemos definir la rapidez (o tasa) de la

reaccion por elemento de volumen de la siguiente manera:

# reacciones

R = =Ng-ng-v-0(v), (3.28)

L3Tiempo
donde v es la magnitud de la velocidad relativa y ng es la densidad de ntcleos (3.

En el caso particular donde o y 8 pertenecen a una mezcla de gases diluidos en equi-
librio termodindmico a temperatura T, el espectro de velocidades de las particulas obe-
decera la distribucion de velocidades de Mazwell-Boltzmann. Asi, para esta situacién los

nucleos « tiene una distribucion de velocidades N, dada por:

3

ma 2 _ mavg

No(Va) = ng ZkpT 3.29

y respectivamente los nicleos [ tiene una distribucién de velocidades Ng dada por:

b
mﬁ _m ’l)ﬁ

N = 2kpT 3.30

s(ve) = ng <27rkBT) e T, (3.30)

donde: n, y ng son la densidad de a y 3, m, y mgs son la masa de a y 3, v, y vg repre-

sentan la magnitud de las velocidades de oy 8y kg es la constante de Boltzmann.

Recordemos que de (3.29) y (3.30) se tiene que:

3
2 ma'ug‘
No(vo)d* v, =nq (2 TZQT) e 5T APy, dBu,=du,, - dvg, - dvg, (3.31)
TTRB
3 2
3 mg " - 3
Na(vg)d vs =ng (27r]€ T> e *5Tdg, d’vg=dug, - dvg, - dvg,, (3.32)
B

1M4s adelante emplearemos tal representacién de o(F) para el caso de la interaccién entre protones.
Para nuestro problema S(E) es el factor de la seccion eficaz, que representa la parte de la fisica nuclear
que es responsable de la transformacion de dos protones en un nicleo de 2H, segin la reaccién (3.22); y
G(FE) es el factor de Gamow.
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donde (3.31) representa la probabilidad de que un nicleo « tenga velocidad v, dentro de

un rango d3v, y analogamente (3.32) para la particula 3.

Con esto la tasa de la reaccién por elemento de volumen sera:

R—//Na(va)Nﬁ(vﬂ)va(v)dgvad?’vg, (3.33)

donde el dominio de integracion es sobre el espacio de velocidades. Para tener una expresion

util de R, representamos a

3 7nav(2¥+mﬁv%

Na(Va)Np(vp)d vadvg = nanﬁ%e T Pu,diug (3.34)

en términos de las velocidades relativas v y del centro de masa V a través de:

m
= V-— 3.35
Vo = V4 %v, (3.36)
donde M = m, + mg es la masa total del sistema; obteniendo
. 3 _matmgv? 2

No(va)Ns(v)dPv,d*vs = nang <mamﬁ)23€7 ZpT 25T d3y,d3vg, (3.37)

(27T]€BT)

m,

donde p = =572 es la masa reducida del sistema. De (3.35) y (3.36) obtenemos:

dPPvadivg = ?*VdPy
Asi, (3.37) resulta ser:

Na (Va)Ng (Vg)d?’vadgvlg ==

3 ) 3
nanﬁ{( 2rhaT ) e 5T d°V kT ) € 5T d° (3.38)

donde el primer término representa una distribucién de la velocidad del centro de masa
y el segundo término representa una distribucién de las velocidades relativas. Debido a
que estas distribuciones estdn normalizadas, podemos integrar de inmediato sobre d*V y

obtendremos como resultado la unidad, 1. Asi, R se ha reducido a:

R://Na(va)Nﬁ(vﬁ)va(v)dgvad?’vﬂ

3

2 uv?
:nang/va(v) (27r:BT> e 25T d%y (3.39)
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Notemos que d3v puede ser remplazado por 4mv?dv, dando la probabilidad de que la

magnitud de la velocidad relativa se encuentre dentro del intervalo dv. Asi, obtenemos:

2

dn <2W:BT> /0 o(v)e %7 dv = (o(v)v), (3.40)

donde los brackets, ( ), indican el valor medio del producto de la seccién eficaz y la distri-

bucion de la magnitud de la velocidad relativa. Por lo tanto, llegamos a que la rapidez de
la reaccion es:

R =ngng(o(v)v) (3.41)

Aplicamos tal féormula para las reacciones que toman lugar en el interior del Sol, en

donde n, y ng representan la densidad de los protones, obteniendo
—(o(v)v), (3.42)

donde el factor 1/2 evita el error de contar cada protén dos veces. Aqui, es importante
notar que R= R(r), es decir, la tasa R tiene dependencia de la posicién debido a que tanto

n,(r) como T'(r), que se manifiesta en la definicién (3.40), tienen dependencia radial.

La energia cinética en el sistema de coordenadas del centro de masa en el limite no
relativista es:

E= §,U,U2 (3.43)

de donde llegamos a que
dE = pvdv = /2uEdv (3.44)

Combinando las ecuaciones (3.27), (3.40), (3.43) y (3.44) podemos escribir a (3.42) de la

siguiente manera:

donde
) = / T S(B)G(B)e T dE (3.46)

y el factor de Gamow G(F) es dado por (2.73) y tiene la forma

G(E) = e V'E (3.47)
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donde, para la reaccién entre protones, Eg = 492,91 kel (véase la seccién 2.4).

Asi, podemos escribir la integral (3.46) como:

VEg

) = / S(E)e™VE R E. (3.48)
0

Como ya mencionamos S(F) es la parte de la seccién eficaz que depende de la fuerza
nuclear. En particular, para las energias involucradas S(F) tiene una débil dependencia de
E. Por otro lado, si las distribuciones T'(r) y n,(r) son conocidas, y apelando a la forma de
S(F) para altas energias, podemos calcular la luminosidad generada. Multiplicando la tasa
R(r) por la energia liberada en la cadena y para una posicién fija calculamos I(r), entonces
la luminosidad total se obtiene a través de una integracién sobre r. Desafortunadamente,
ni 7'(r) ni n,(r) son andliticamente conocidas y es en éste punto donde la informacién
proveniente de las soluciones numéricas de las ecuaciones de la estructura estelar son

utiles.

3.5. Estimacion de la luminosidad.

En esta seccién damos una estimacién de I(r) a través de las siguientes consideraciones.

Para un r fijo, en la expresion (3.48) se tiene el producto de dos exponenciales, una
_7E .
exponencial que desaparece para energias altas, e #5370 |y una exponencial que desaparece

para energias bajas, eiﬁ, donde definimos
b=+ Fqg=222073VkeV. (3.49)

Introducimos la funcién

b E
E = — + 5 E S 07 )
entonces /(r) toma la forma
I(r) = / S(E)e ! PdE. (3.50)
0

De la estructura de I(r) se ve que la mayor contribucién de la integral vendra de los

valores de la energia en donde f(F£) tienen valor (o valores) minimo. De la estructura de
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f(E) los puntos criticos son determinados a través de:

d ( b L E ) B 1 B b 0
dE\VE kgT(r) F—E kgT(r) 2E§ '
que ocurren en F = Ej, con

Ey = <MBTT(T)> (3.51)

d*f(E)

Evaluando =7

2
en By = (MBTT(’")> * vemos que f (E) tiene un minimo local en Fy, que
en realidad es un minimo global en [0, 00). Esta propiedad de la integral permite estimar
S(F) en Ey, y tratarla como constante, que es una aproximacién estandar. Con esta

aproximacion, (3.50) toma la forma:

I(r) = S(Ey) /0 e 1B (3.52)

(27rk:BlT(r)>

La manera de evaluar la luminosidad generada por la cadena p-p, es dividir el interior

y, entonces (3.45) se reduce a:

W

R(r) - npz(r) 8

3

S(Ey) / e TEE. (3.53)
0

=

del Sol en una sucesién de cascarones esféricos concéntricos. En el interior de dos casca-
rones, con la ayuda de tablas numéricas, se aproxima a n,(r) y 7'(r) como constantes. La
luminosidad L, = L(r,, 7,+1) producida en el interior de dos cascarones de radios 7, y 7,11
se obtiene multiplicando (3.53) por la energia efectiva () ~ 13,1MeV, que se libera de la
cadena p-p y que es la misma para cada zona, y el correspondiente volumen del interior

de los cascarones, es decir:

4 n2(r) 8x 1 2 o
L,=—-m(rs  —¢3 LA E 1B qE, 54
n = g =) @5 uE (27rkBT(r)> S 0)/0 e d (3.54)

Sumando las correspondientes contribuciones de cada zona se obtiene la luminosidad
total. Este método ha sido ampliamente utilizado y los resultados obtenidos estan de
acuerdo con la luminosidad observada del Sol. Desafortunadamente se requieren laboriosos
célculos numéricos (véase [5]). Debido a que este escrito tiene como finalidad dar una
discusion elemental del poder del Sol, en la proxima seccién daremos una estimacion
aproximada de la luminosidad observada, sin apelar a ningtin cédlculo numérico. Aunque

tal estimacion es cruda, la luminosidad obtenida es del orden de magnitud esperado.
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3.6. Una estimacion aproximada de la luminosidad.

El punto de partida para esta estimacion es la forma de la integral (3.50). Su forma nos
permite dar una estimacién del valor de la integral I(r) apelando al método de Laplace.
Primero expandimos en serie de Taylor la funcién S(F) alrededor de Ej y despreciando
los términos de orden mayor o igual a (E — Ej). Con esto, el método de Laplace (véase

[14]) nos dice que la contribucién dominante de I(r) es:

I(r) ~ (%@00 S(Eq)e~ o),

Entonces R(r) toma la forma:

R(r \/7 zkaT f”(Eo)> S(Bo)e™ 12 (3.55)
2 I
= aln \/: k2 0 S(Eo) exp (—0@ [k’BT(T)] ) )

/2 1/3 1
a1 = m, g = 2 + W (356)

Aunque R(r) es una aproximacién nos proporciona una luminosidad del orden de

donde

magnitud esperado. Para ver esto apelamos a las simulaciones numéricas de Bahcall. Como
primer paso tomaremos una esfera concéntrica de radio » = 0,0759R® = 5,2826 x 10%cm

y asumimos que en el interior de esta esfera T'(r) y p(r) son constantes, es decir

T(r)=T.=156 x 10K, 0<r<0,0759Rs,
p(r) = p. = 156gr/cm®, 0 <r < 0,0759R.

Las simulaciones numéricas nos dan un valor para la fraccion de masa en forma de
protones Xy, esto implica que Xpp. = 0,3604p, representa la densidad de masa de los
protones. Para tal valor de Xpp, la densidad de protones para tal esfera es

Xupe ~0,3604 * 156gr /cm?

_ _ — 3,3505 x 1021 /em?.
M T, T 16735 x 10-2gr | O fem
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Finalmente S(E(0)) = 4,321 x 107%keV - em?. Para tales valores obtenemos:
R = 4,2549 x 107%.
s-cm

Al multiplicar R por la energfa efectiva Q = 13,1MeV = 2,0984 x 10 %erg, se tiene:

RQ = 892,8025——.
m

erg
s-c
Multiplicando la densidad de la luminosidad por el volumen V = %WTB =6,1749 x 10¥em?,

obtenemos

Lo = RQV = 55135 x 10222 = 55135 x 10¥W,
S

que es la luminosidad generada por la cadena p-p en el interior de una esfera de radio
r=0,0759R®. Remarcamos que este valor es cercano al que uno espera. Extendemos tal
andlisis para otras zonas concéntricas considerando la tabla de la referencia [5]. Y de esta

tomamos algunos valores que hemos puesto en la tabla de la figura 3.1.

S 1 Potencia

zona r1 ro o T X1y (x10~46) | (x107%) | (x10%%)

(g/em?) | (x100K) keV - cm? (keV) (Watts)
1 0 0,0759 155 15,44 0,3604 4,321 3,6884 5,2313
2 0,0759 | 0,1267 99,5 14,33 0,4568 4,310 2,4616 9,4192
3 0,1267 | 0,1558 66,6 12,15 0,6067 4,2608 0,9772 4,094
4 0,1558 | 0,1809 51,6 10,94 0,6623 4,237 0,5301 2,2640
5 0,1809 | 0,2173 40,3 10,05 0,7251 4,22 0,3191 1,9749
6 0,2173 | 0,2309 27,5 8,57 0,7187 4,189 0,1190 0,2322
7 | 02309 | 02449 23,9 8,18 0,7236 4,181 0,0884 0,1627
8 | 0,2449 | 0,2593 20,6 7,81 0,7251 4,172 0,0655 0,1116
9 0,2593 | 0,2745 17,5 7,45 0,7269 4,164 0,0481 0,0749
10 | 0,2745 | 0,3364 12,1 6,62 0,7295 4,145 0,0217 0,0982
11 0,3364 | 0,4297 5,5 5,34 0,7317 4,114 0,0048 0,0135
12 0,4297 | 0,5545 1,8 4,03 0,7322 4,079 0,0001 0,0005

Figura 3.1: Tabla 1. Valores de la luminosidad debidos de la cadena p-p, para distintas
zonas concéntricas del interior del Sol.

Asi, al sumar los valores de L,, de cada zona obtenemos una luminosidad igual a:

Lo = 1,9749 x 10%W. (3.57)

Este valor corresponde al 62 % del valor observado. La anomalia que obtuvimos en
nuestro modelo viene primeramente de la forma en como calculamos I, a través del método
de Laplace, y de la incerteza de los valores de S, asi consideramos nuestro valor obtenido

como una buena aproximacion de la luminosidad observada del Sol.
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Es interesante mencionar que el hecho de que el Sol se encuentre en un estado de
equilibrio termodindmico nos permite calcular la temperatura superficial del Sol a través
de la Ley de Stefan-Boltzmann, ya que el espectro de radiacién es semejante al espectro

del cuerpo negro, es decir, se vale la relacién:
I(T) = oT?, (3.58)

donde [ es la cantidad de radiacién liberada por el Sol (luminosidad) por unidad de érea,

es decir, I es la radiancia del Sol y 0 = 5,42 x 1078W/m?K* es una constante.
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Conclusion.

Como vimos en esta tesis, explicar de forma satisfactoria la manera en la que el Sol
genera su luminosidad no tiene que ser muy complicada. Aqui dimos una explicacion
elemental que hizo uso de algunos aspectos elementales de la gravitacién, algunos principios

de la mecénica estadistica clasica, de la mecdnica cudntica y la fisica nuclear.

Desde la antigiiedad se han dado ingeniosas explicaciones de este fenémeno pero nin-
guna con gran éxito. Alrededor de 1920, Eddington sugirié que la manera en la que el Sol
genera su luminosidad es debido a la transformacién de nicleos de Hidrégeno en nicleos
de Helio. Aunque en esa época no se tenia un buen entendimiento de la fisica involucrada

en esas reacciones.

Con el nacimiento de la mecanica cudntica (1925-1930), el descubrimiento del neutrén
(1933) y la formulacién de la fisica nuclear fue posible explicar de forma satisfactoria la

manera en la que el Sol genera su energia.

En esta tesis, se dejé claro que varios aspectos que no pueden ser explicados por la
mecanica cldsica, son explicados por la mecanica cuantica. Por ejemplo, con la ecuacion
de Schrédinger fuimos capaces de mostrar que la probabilidad de que protones de bajas
energias (como la energia térmica FEr del Sol) penetren la barrera de potencial coulombiano

es distinta de cero y finita, y depende fuertemente del factor de Gamow.

Una vez que los protones penetran la barrera de potencial, la fisica nuclear entra en
juego. La seccién eficaz es la probabilidad de que dos protones interactuando a través de

la fuerza nuclear débil se conviertan en un deuterio y se libere energia, dando inicio a la

43
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cadena p-p.

Una vez que se acepta que la cadena p-p toma lugar en el interior del Sol y que es
la responsable de la energia generada por este, lo siguiente es determinar el niimero de
reacciones por unidad de tiempo y volumen R(r). El considerar al Sol en un estado de
equilibrio termodinamico nos facilité este calculo, esto nos permitié usar algunos principios
de la mecéanica estadistica clasica, y a través del método de Laplace, obtener una expresion
aproximada de R(r). Esta expresion para R(r) depende fuertemente de la temperatura y

esta a su vez de la posicion.

Para hacer una estimacion realista de la luminosidad apelamos al modelo de Bahcall
para la distribucién de la temperatura 7'(r), la distribucion de la densidad p(r) y la
fraccion de Hidrégeno Xp. Dividimos al Sol en zonas esféricas concéntricas secesivas de

radio mayor 79 y radio menor r, para cada zona supusimos a 7'(r), p(r) y Xy constantes,
— Xup(r)

y consideramos n,(r) o

Para una zona, multiplicando R(r) por la energia efectiva @ de la cadena p-p obtuvimos
la luminosidad por unidad de volumen, y multiplicando esta por el volumen correspon-
diente a la zona obtenemos la contribucién a la luminosidad de esa zona. Sumando todas

las contribuciones obtenemos la luminosidad observada.

Asi que el Sol brilla por la enorme cantidad de fotones que libera en sus reacciones
termonucleares, y para entender la manera en la que el Sol genera su luminosidad fue
necesario el conocimento de la mecdnica cuantica, para explicar el efecto tunel, la fisica
nuclear para explicar como a través de la interacciéon débil dos protones se transforman
en un deuterio y para dar una expresion de la seccion eficaz. Con esto, la suposicion de
tener al Sol en un estado de equilibrio termodinamico y apelando a tablas numéricas de
las soluciones de las ecuaciones de la estructura estelar nos fue posible dar una expresion

aproximada de R, para después estimar la luminosidad.

En la actualidad existen escritos en los que se determina con mucho mas detalle la
luminosidad observada, logrando hacer estimaciones que estdn de acuerdo con las observa-
ciones. Pero en esta tesis cumplimos con el objetivo de aislar y explicar la fisica involucrada

en el entendimiento de la manera en la que el Sol genera su luminosidad.
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Apéndices.

5.1. Apéndice A: Armonicos esféricos.

En este apéndice estudiaremos con mas detalle el comportamiento de las soluciones de

la ecuacién (2.50) que encontramos en la seccién 2.2. Tal ecuacién tiene la forma:

1 9 (. 0Y(0¢) 1 9°Y(6,9)
sin 6 90 (Sme )

90 a0 sin?f 02

0<O0<m 0<¢<2r

donde \ es una constante.

Esta ecuacién se puede resolver suponiendo:

Y(0,0) = 0(0)p(0) # 0,

sustituyendo en (5.1) y dividiendo por Y (6, ¢) # 0, obtenemos:

d2
(ﬁf)—i—VSO(QS)_Oa 0<¢<2n
1 d /. doe() v B
sinf do (Sme a0 > + (2= sin29) 00) =0,

donde v es una nueva constante de separacion.

LAY (0,6) =0

0<0<m,

(5.1)

La ecuacion (5.2) es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden lineal y bus-

de(9)

camos soluciones en donde ¢ y S

45

sean continuas en el intervalo [0, 27] con 0 = 27. El
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hecho de que estas soluciones estén definidas sobre el circulo S, demanda que p(¢) sea

periédica con periodo 27. La solucién general de (5.2) es:

o(¢) = AeV"® + BeV™" 140
p(¢) =Co+D, v=0

Pero, para que ¢(¢) sea periédica es necesario que v = m?, donde m es un niimero entero,

asf la solucién para (5.2) es'?

1 .
— mae _
= emo. e[0,27], m=0,+1,42, ... 5.4
0(0) = o= oelo, 2 (5.4
Con la restriccién v=m? con m=0,+1,42, ..., la ecuacién (5.3) a través del cambio de

variable £ =cos 6 nos lleva a:

EP(E) _ dP(E) | (1- ?

(- &)t -2

) P(E) =0, ¢e[-1,1. (55)

Esta es una ecuacién singular'® en ¢ ==41. Primero consideremos el caso m =0, para tal

elecciéon la ecuacién anterior se reduce a la ecuacion de Legendre:

4y 0P PO @
slo-e 2] are - a-e) T -2t g o

dg
56[_17 1] (56)

Aplicamos el método de Frobenius, es decir, buscamos una solucién de la forma:
P(&) =) aré. (5.7)
k=0

donde ay, para k = 1,2,3,..., son coeficientes por determinar. Al sustituir en (5.6) se
obtiene la relacion de recurrencia:

E(k+1)— X\

ppg = —————

TR+ 2)(k+ 1)

donde, tomando a; = 0 y ag # 0 obtenemos una solucién par y, tomando ag = 0y

ay (5.8)

a; # 0 obtenemos una solucién impar. Considerando que (5.6) es una ecuacién diferencial

1
Var’
resuelve C? fozﬁ o(P)p*(p)de = 1, donde C es la constante de integracién obtenida al resolver la ecuacién
(5.2).

13La ecuacién (5.5) es una ecuacién singular pues en € = £1 se anula el orden més alto de la ecuacién
(5.5), el segundo orden de la ecuacién.

12Para determinar el factor la constante de normalizacién para la solucién de la ecuacién (5.2), se
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ordinaria de segundo orden, esta tiene dos soluciones linealmente independientes. Excepto
para valores particulares de A ambas soluciones son singulares en £ ==+1 y no son soluciones
fisicamente aceptables. Para obtener soluciones fisicamente aceptables la serie (5.7) debe
terminar. Para que esto ocurra A debe ser restringida, esto es A=1[(l 4 1) con [ un entero
positivo o 0. Bajo esta restriccién, una de las soluciones es finita y regular en { ==+1, tal
solucién es una polinomial y se conoce como Polinomios de Legendre Pj(&), estos tienen

la forma:

1 d . !
]Dl(g)zgl_“d_é‘l<§_1>’ 1=0,1,2,3, ... (5.9)

y son soluciones regulares en los puntos singulares de la ecuacién (5.6).

Ahora, para m no necesariamente igual a cero, proponemos como solucién de la ecua-

ci6n (5.5) a una funcién de la forma:

P(&) = (1-¢*)q(¢)

al sustituirla en (5.5) encontramos que para obtener soluciones regulares en { ==+1, s debe
ser restringida s = +@. Para encontrar ¢(§) derivamos la ecuacién de Legendre (5.6) m

veces y la comparamos con la ecuacién (5.5) después de haber sustituido la solucién en

serie, obteniendo ¢(§) = %. Asi, la solucién para la ecuacién (5.5) tiene la forma:
" 1 ™l P(€)
B =N(1-¢)> W’
donde N es la constante de normalizacién y por condiciones de normalizacion
(21 + 1) (1 — |m])! o Ll AP (€)
P& = 1— —_— 5.10

Estas son soluciones fisicamente aceptables cuando A = I(l 4+ 1) y |m| < [. Estas solucio-
nes'? reciben el nombre de Funciones asociadas de Legendre y son regulares en los puntos
singulares £ = £1 de la ecuacién (5.5), la cual es conocida como ecuacion asociada de

Legendre.

Asf las soluciones, bajo condiciones de normalizacién, de la ecuacion (5.1) son:

Y (6,6) = <—1>m\/ i eos)ee (5.11)

14Para los calculos siguientes el factor de normalizaciéon N, de (5.10), serd tomado igual a 1 ya que este
es absorbido como constante de normalizacién por la solucién normalizada de (2.50).
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que son soluciones regulares (fisicamente aceptables) en los puntos singulares cuando
A=Il+1), |m|<l 1=0,1,2,3,... (5.12)

Este conjunto de soluciones son los armoénicos esféricos.

5.2. Apéndice B: Solucién de la ecuacién radial para
el atomo de Hidrégeno.

En este apéndice daremos mas detalles acerca de la solucion de la ecuacion radial para

el &tomo de Hidrogeno:

B 1A (LdRE)\ IR
C2urdr —R(r)=E < . (51
2pr?dr (T dr > * 242 R(r) . R(r) R(r), 0<r<oo (5.13)

Como ya mencionamos, para encontrar una solucién de la ecuacién (5.13) hacemos el
cambio de variable p = ar, que nos lleva a [9]:
1 d [ ,dR(p) g 1 U(l+1)

— —— )|+ |——-——5—=) R(p) =0, 0<p< . 5.14

2 <p 1 P e (p) <p< oo (5.14)

donde la eleccién particular de i es arbitraria pero conveniente para los desarrollos poste-

riores y

Nl

8u|E| 2ue? et

2

_ — — 5.15

=T P TR\ (5.15)
Para asegurar un buen comportamiento cuando p — oo proponemos como solucién de

la ecuacién (5.14) a:

R(p) = F(p)e 2", (5.16)

donde F'(p) es una funcién que estd por especificarse. Sustituyendo (5.16) en (5.14) obte-

nemos una ecuacion para F'(p):

P+ (2-1) P+ |22 - M ) —o (5.17)

donde las primas denotan diferenciacién respecto de p.

Para estudiar el comportamiento de las soluciones de la ecuacién (5.14) debemos tener

en mente dos cosas. Primero la solucién R(p) para 0 < p < oo debe ser acotada, el
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lim, .., R(p) debe decaer lo suficientemente rapido a cero y ademas lim, .o R(p) debe ser

finita.

Con esto en mente, proponemos una solucién para F' en la forma:

F(p) = p*(ag + a1p + agp® + - --)
= p°L(p), ag # 0 s>0 (5.18)

la cual es necesariamente finita para p = 0.

Sustituyendo (5.18) en (5.17) obtenemos:

p*L"(p) + p[2(s + 1) — pl L (p) + [p(B — s — 1) +
+s(s+1) — (1 + D]L(p) = 0. (5.19)

Las soluciones regulares de la ecuacion (5.19) para p=0 (nétese que en p=0 se tiene una

singularidad para (5.19)), deben satisfacer:
s(s+1)—=1(l+1)=0. (5.20)

Esta ecuacién es cuadratica en s, entonces tiene dos raices s=1y s=—(I+1). La condicién

que R(p) sea finito en p=0 requiere que elijamos s=1[. Por tal eleccién L(p) satisface:
pL"(p) +[2(1 +1) = p]L'(p) + (B =1 =1)L(p) =0 (5.21)

Proponemos como solucién una serie de potencias:

Lip) =3 s, (5.22)
§=0
donde las a;, para j = 1,2,3,..., son constantes por determinar. Al sustituir (5.22) en

(5.21) obtenemos la siguiente relacién de recurrencia

jH+l+1-p
J+ 1) +20+2)

o1 =7 a (5.23)

Para que se cumplan las condiciones en p — oo la serie debe terminar en algin momento.

Para que esto suceda, se debe satisfacer:

B=n=n+1+1,
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con n' la més alta potencia de p en L, n’ > 0 y entero; [ > 0 y entero, por lo tanto n > 1
y entero'®. n’ se conoce como nimero cudntico radial y n como nimero cudntico total.
Como ya tenemos 3 = n, entonces los eigenvalores de la energia, E,, dados por (5.15) son:

pie’

E, =—|E,| = GO

(5.24)

Esta cuantizacién de la energia viene como una consecuencia de la condicién de que R(p)

sea finito en p=0. Las soluciones fisicamente aceptables de (5.21) con 3 = n, satisfacen
pL (p) + 201+ 1) = p]L'(p) + (n — L = 1) L(p) = 0,

y pueden ser expresadas en términos de los Polinomios asociados de Laguere:

n—Il—1

Lil:—ll(p) _ Z (_1)k+2l+1
k=

[(n + D12
(n—1—1— k)2 +1+k)k

(5.25)

o

En resumen, la parte radial de la funcién de onda es
1
Ru(p) = e 2 p' Ly (p),

la cual al ser normalizada luce como:

Ry(r) = _\/<i> up@fﬁzl(p)e‘%” (5.26)

nry) 2n[(n+1)!]

2
r =— p=—r, n=123 ..., [=0,1,2,....,n—1.
2
e nry

5.3. Apéndice C: Cuantizaciéon de un sistema clasico.

El objetivo de este apéndice es discutir la naturaleza del término (I + 1)h? que aparece
en la ecuacién (2.53), y un poco més general definir el operador de momento angular L
desde el punto de vista de la mecanica cuantica. Para ello estudiamos y comparamos la

descripcion de un sistema clasico y un sistema cuantico. Tal comparacion es mas clara si

5Esto se debe a la eleccién del factor  en la ecuacién (5.14), al cambio p = ar en la ecuacién (5.13) y
por considerar estados ligados.
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tratamos al sistema clasico desde el punto de vista Hamiltoniano. Este requisito demanda

que las ecuaciones de movimiento para el sistema clasico provengan de una Hamiltoniana.

Sean (g;, p;) las coordenadas generalizadas en la formulacién Hamiltoniana del sistema,

cuya trayectoria (¢;(t), pi(t)) esta dentro del espacio
I'={(qgi,pi)|1=1,2,3,...,n, —o00<¢q <00, —00<p <0},

referido como el espacio fase asociado a nuestro sistema clasico. Desde el punto de vista
de la descripcién Hamiltoniana las observables son funciones real-valuadas. Un ejemplo
importante de tales observables es la Hamiltoniana H o una observable f arbitraria. Tales

observables son definidas como:

H:T — R: (Qi»pi) = H(inpi)7 (527)
[T — R:(g,p)— g ) (5.28)

Recordemos que H(q(t),p(t)) genera la evolucién del sistema a través de las ecuaciones

de Hamilton (véase [6]):

dg;(t) _ 0H(qi(t),pi(t))  dpi(t) — O0H(qi(t),ps(t)) .
T o9, , 0 94, , 1=1,2,...,n. (5.29)

Para la observable f evaluada sobre una solucién de (5.29) obtenemos:

df(qi(t),pi(t)) _ - df dg; of dp;
el (353

i=1
Asi, sustituyendo (5.29) en la ecuacién (5.30), ésta toma la forma
df(a:(t), pi(t)) i of oH _ of 0H
dt “—~ \0q; 9p;  Op; Oq;
{f(@(),pi(t)), H(qi(t), pi(t))}- (5.31)

A la relacién (5.31) la definimos como el bracket de Poisson {f, H} en funcién de las
coordenadas ¢; y momentos generalizados p;. En general, el bracket de Poisson {f, ¢} de
dos observables f y ¢ es definido como:

~~(0f 09 Of dyg
{f.9 =Y (a—qia—pi - a—piaq) . (5.32)

i=1




52 5. Apéndices.

En particular, si identificamos f con las coordenadas ¢; y g con los momentos generalizados

p; se tiene:

{Qip(Jj} :07 {p“pj} =0 7{%‘;]7]'} :5z'j7 Z’] = 1,2,...,”. (533)

Ahora nos interesamos en la descripcion cuantica del mismo sistema. Para tal transicién

las observables f(q;, p;) del sistema en el espacio fase se convierten en operadores f(q;, p;)

actuando sobre el espacio de Hilbert de estados cudnticos del sistema.

La cuantizacién de este sistema cldsico proviene de la hipdtesis (para ver una discusién

de esto véase [7]):

Lo~
{9} — 1.9, (5.34)
donde [, ] es el bracket conmutador, es una operacién entre los operadores de mecanica

cudntica asociados a alguna cantidad fisica y se define como [f, g = fﬁ — @]/‘1\

En la representacion de la posicion el operador ¢, actua multiplicativamente, nientras
que el operador p, actia a través de —ih(0/0z). Considerando (5.33) y (5.34) es facil ver
que:

[@,p:] = ih [7,py] =0 [2,3] = 0. (5.35)

Para definir el operador de momento angular L recordemos que clasicamente L = r X p,

asl que en mecdnica cudntica tomamos (véase [8]):

) (5.36)

donde p, = —ih(0/0z) y & = x, lo mismo para y y z, todo después de usar (5.35). En

coordenadas esféricas polares las ecuaciones (5.36) son:

L, =1h (sin qﬁ% + cot 6 cos QSi) ,

d¢
L, =ih|— ¢>2+ teiwﬂ (5.37)
y = cos 20 cotfs 26) .
izz—mﬁ

Do
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El operador que representa el cuadrado del momento angular, en coordenadas esféricas

polares, viene de (5.37) y es:

L e o 1 0 9, 1 02
L—i2ai?2+i?= -1 |—2 (sinoZ) + -2 | |
et Ly tle=—h [sin&@@ <5m989>+sin293¢2] (5.38)

La comparacién entre las ecuaciones (2.50) y (5.38) muestra que Y;,,(0,¢), 1 =0,1,2,...y

—I < m < entero, son eigenfunciones de L2 con eigenvalor [(I+1)h?, es decir, se satisface:

~

L2Yi,(0,0) = [(1 + 1)A2Yin (0, 9). (5.39)

Una manera de ver la importancia del momento angular es considerando el siguiente
analisis. Recordemos que para el caso de un potencial con simetria esférica la parte radial
R(r) de la ecuacién de Schrodinger satisface:

e <r2d§7(f)> + {%[E v - Y } R(r)=0, 0<r<oco (540)

Si definimos R(r) = X% al sustituir obtenemos

r 7

et [0 ] =

En donde, se observa que la ecuacién radial es idéntica a la ecuacién de movimiento

undimensional de una particula de masa u con una energia potencial®
I(l+1)R?
El término adicional a la energia potencial adicional, l(l;; 1T)252, puede ser conectada fisi-

camente con el momento angular de la siguiente forma. Clasicamente, una particula que
tiene una magnitud de momento angular L con direcciéon perpendicular al plano de su
orbita tiene una velocidad angular w = #, donde m la masa de dicha particula y r es
la distancia radial del origen de un sistema de coordenadas a la particula. Una fuerza

interna, mw?

L2 . , . .
r = =3, es requerida para que la particula siga su camino, la llamada fuerza
centripeta que es suministrada por la energia potencial del sistema, mas un término que

. . . . . . 2 .
aparece en el movimiento radial, la energia potencial centrifuga, la cual es 27’;47 Este tiene

16La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para una particula moviéndose con V, fectivo =
2
V(r) + I(I+1)h )

2ur?
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exactamente la forma del término extra en (5.41). Por la analogfa la mecénica clésica y la

mecanica cuantica interpretamos

L=[l(l+1)]2A

R

)Y, (0, ¢). Més atin, introducimos el operador del

como el momento angular del estado =

momento angular L2 = —hAV2. Y esto gracias a la relacién de correspondencia (5.34).
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