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Resumen

La tabla de marcas de un grupo nos ofrece mucha informacion acerca del
grupo, por ejemplo; el orden del grupo, el niimero de clases de conjugacion
de subgrupos, los indices de los subgrupos, los ordenes de los subgrupos, el
nimero de subgrupos, el orden del normalizador, el indice de un subgrupo
en su normalizador, los subgrupos normales, los subgrupos maximales, entre
otros. Grupos con tablas de marcas isomorfas no necesariamente son isomor-
fos, por lo que se espera que algunas propiedades no estén determinadas por
la tabla de marcas, tal es el caso de los subgrupos abelianos y el centro de
un grupo.

El trabajo de la tesis consistié en la construccion del par de grupos de
orden mas pequeno con tabla de marcas isomorfas para demostrar que los
subgrupos caracteristicos son una de esas propiedades que no estan determi-
nados por la tabla de marcas.

Con la ayuda del software GAP se encontraron dos grupos no isomorfos G
v @) de orden 96 con tabla de marcas isomorfas. Y resulté que dichos grupos
tienen centros de distintos orden, el centro de GG es de orden 4, mientras que
el centro de @) es de orden 8. Ademas se obtuvo una lista de los representantes
de las clases de conjugacién de subgrupos de G y se observd un subgrupo
que es caracteristico y tal que su correspondiente subgrupo del grupo ¢ no
lo es.

Para probar que no era caracteristico se utiliz6 GAP para que nos mostrara
los automorfismos generadores del grupo de automorfismos de ) y a partir
de estos determinar el automorfismo que no cumpliera con la definicién de
subgrupo caracteristico.
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Capitulo 1

Introduccion

La tabla de marcas de un grupo es una matriz que nos da mucha informa-
cién acerca del grupo. Si G'y @) son grupos con tablas de marcas isomorfas,
existe una biyeccion entre las clases de conjugacion de subgrupos de Gy Q y
se conoce como isomorfismo de marcas. Dos subgrupos con tablas de marcas
isomorfas no necesariamente son isomorfos, por lo que se espera que cier-
tas propiedades no sean preservadas bajo un isomorfismo de marcas. Pero,
jqué tanto nos puede decir la tabla de marcas de un grupo acerca de sus
subgrupos? Subgrupos normales, subgrupos maximales, p-subgrupos de Sy-
low, subgrupos ciclicos, el subgrupo conmutador y el subgrupo de Frattini
si son preservados bajo un isomorfismo de marcas ;Seran los subgrupos ca-
racteristicos preservados por un isomorfismo de marcas? La respuesta a esta
pregunta es el resultado principal de este trabajo.

En el capitulo 1 se presentan las definiciones y resultados bésicos que se
usan en este trabajo. En el capitulo 2 se habla de las tablas de marcas, iso-
morfismos de marcas y sus propiedades. En el capitulo 3 se construyen dos
grupos especiales no isomorfos de orden 96 con tablas de marcas isomorfas.
Y en el capitulo 4 se muestra a partir de ellos, que no se pueden determinar
subgrupos caracteristicos mediante las tablas de marcas. Al final hay dos
apéndices, en el primero se muestran codigos escritos con el software GAP
[3], el cudl ayud6 a obtener el resultado principal, y en el segundo se anexa
un articulo que se obtuvo de la tesis.



Capitulo 2

Conceptos Basicos

2.1. Grupos y nociones basicas

Definicién 1. Sea C un conjunto no vacio. Una operacién binaria en C es
una funcién * : C'x C' — C'. Usualmente uno escribe a*b en lugar de *(a, b).

Definicién 2. Un grupo es un subconjunto no vacio GG junto con una ope-
racién binaria que satisface las condiciones siguientes:

1. La operacion es asociativa, es decir,
ax(bxc)=(axb)x*c
para todos a,b,c € G.
2. Existe un tunico elemento neutro e € G que satisface
axe=a=exa
para todo a € G
3. Para cada elemento a € G existe otro elemento b € G unico tal que
axb=e=bxa
1

Al elemento b se le llama el inverso de a, y se le suele denotar por a™".

Usualmente se escribe G para referirse al grupo (G, *), y gh en lugar de g h.

Definicién 3. Dos elementos g y h en un grupo G conmutan si gh = hg. Un
grupo es abeliano si para todos g, h € G, se tiene que g y h conmutan.



Ejemplo 1. Sea G un conjunto con un sélo elemento. Existe una tinica ope-
racién binaria en G, y G con esa operacion binaria es un grupo. A este tipo
de grupo se le llama grupo trivial.

Ejemplo 2. El conjunto de los enteros Z, los racionales Q , los reales R y los
complejos C junto con la suma usual forman un grupo.

Ejemplo 3. Sean n un entero positivo y k un campo. El conjunto de matrices
invertibles de tamanio n X n con coeficientes en k, junto con la multiplicacién
de matrices es un grupo, llamado el grupo general lineal de grado n sobre el
campo k; a este grupo se le denota G'L, (k). Si el campo k es el campo finito
con ¢ elementos, se suele escribir GL(n, q) en lugar de GL, (k).

Ejemplo 4. Sea X un conjunto, y sea Sx el conjunto de las funciones biyec-
tivas de X en X. Sy junto con la composiciéon de funciones es un grupo. A
los elementos de Sx se les llama permutaciones del conjunto X. Cuando X
es el conjunto 1,2, ....,n siendo n un entero positivo, escribimos S, en lugar
de Sy, y lo llamamos el grupo simétrico de grado n.

Ejemplo 5. Sea GG un grupo y sea ~ una relacién de equivalencia en G. Se
dice que ~ preserva la operaciéon del grupo G si para todos g, h, k,l € G se
tiene que si g ~ h y k ~ [ entonces gk ~ hl. Sea G un grupo y sea ~ una
relacién de equivalencia en G que preserva la operacién del grupo. Sea G/ ~
el conjunto de clases de equivalencia de G. Se define una operacién binaria *
en G/ ~ como sigue: Dados C, D € G/ ~, se escoge representantes g € C'y
h € D; el producto C'x D de las clases de equivalencia es la clase que contiene
a gh. Esta operacion binaria * en GG/ ~ estd bien definida, y G/ ~ con x es
un grupo, llamado el grupo cociente de G médulo la relaciéon de equivalencia
~. Un elemento C' de G/ ~ se suele denotar g, donde g es un elemento de
C, llamado un representante de C'.

Ejemplo 6. Sean G y H grupos. El producto directo externo de Gy H, de-
notado G x H, es el conjunto de pares ordenados (g, h), donde g € G, h € H,
con la operacién binaria (g, h)(k, 1) = (gk, hl). El elemento (1,1) es el neutro
y el inverso de (h, k) € Gx H es (h™',k7!) € G x H, ademés la operacién es
claramente asociativa por lo que el producto directo externo forma un grupo.

Definicién 4. El orden de un grupo G, denotado |G|, es el nimero de ele-
mentos de G. Sea g € G, si existe un entero positivo m tal que g™ = 1, se
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dice que el orden del elemento g es n donde n es el menor entero positivo tal
que g" = 1.

FEjemplo 7. El grupo aditivo (R, +) de los numeros reales es un grupo infini-
to. El grupo aditivo de los enteros médulo n es un grupo finito de orden n.

Definicién 5. Un subconjunto no vacio S de un grupo G es un subgrupo
de G si para todos g,h € S se tiene que ¢! y gh estdn en S. Si S es un
subgrupo de G, lo denotamos S < G.

Ejemplo 8. Sea G un grupo. {1} es un subgrupo de G, llamado el subgrupo
trivial de G, y denotado a veces 1 en vez de {1}.

FEjemplo 9. Si (R, +) es el grupo aditivo de los nimeros reales, entonces )
es un subgrupo. Pues la suma de racionales es racional, el 0 € R es racional
y si a € Q) entonces —a € Q).

Similarmente, Z < @ es un subgrupo del grupo aditivo de Q.

Definicién 6. Sea G un grupo. El centro de G, denotado Z(G), es el con-
junto de todos los ¢ € G que conmutan con todos los elementos de G, es
decir, Z(G) ={g € G : gx = xg para todo = € G}.

El centro de G es un subgrupo de G, ya que, si g, h € G entonces (gh)zr =
g(hx) = g(zh) = (gx)h = (zg)h = x(gh) por lo que gh € Z(G). El neutro
claramente estd en Z (@) y por iltimo, sea g € Z(G) entonces gr = xg para
todo x € Z(G) por lo tanto x = g~txg si y solo si zg~t = gtz por lo que
gt e Z(G).

Definicién 7. Sea G un grupo y sea g € GG. Un conjugado de g € G es
un elemento de la forma hgh~!, donde h € G. Se denota hgh™! por "g. La
relacién definida por o ~ y si y sélo si x e y son conjugados es claramente
de equivalencia, de manera que G queda partido en clases, llamadas clases
de conjugacion.

Sea S un subgrupo de un grupo G, y sea g € G. El conjunto gSg~! definido
como {ghg~t|h € S} es llamado el conjugado de S por g, y se denota 9S.



El conjugado de un subgrupo S también es un subgrupo de G. Pues si te-
nemos cualesquiera dos elementos gsg™1, gs'g™! € gSg~!, entonces (gsg~')(gs'g™") =
g(ss)g™t € gSg~'. Y ademéds (gsg')™! = gslg7' € gSg~!. Claramente
S| = 195].

Definicién 8. Sean (G, *) y (H,e) grupos. Un homomorfismo ¢ : G — H
es una funcién tal que ¢(g*h) = ¢(g) ® p(h) para todo g, h € G. Un isomor-
fismo es un homomorfismo biyectivo. Un automorfismo es un isomorfismo de
un grupo en si mismo.

Ejemplo 10. Sean Gy H grupos. La funcién ¢ : G — H dada por ¢(g) = 1y
para todo g € G es un isomorfismo (donde 15 denota al elemento identidad
de H). Este homomorfismo se llama el homomorfismo trivial de G en H.

Ejemplo 11. Sea GG un grupo. La funcién identidad de G, es decir, idg : G — G
dada por idg(g) = g para toda g € G, es un automorfismo del grupo G.

Ejemplo 12. Sean G un grupo y g € G. Definamos la funcién ¢, : G — G
por (,(h) = ghg™* para todo h € G. {, es un automorfismo de G, ya que
Co(hh') = g(hl')g~" = gh(g~'g)l'g~" = ghg'gh'g™" = (4(h)Gy('). Este es
llamado un automorfismo interno.

Sea GG un grupo. El conjunto de los automorfismos de G con el producto
dado por la composicion de funciones es un grupo. El 1 es la funcién identidad
de G. La composicion de automorfismos es un automorfismo, pues composi-
cién de funciones biyectivas es biyectiva y composicién de homomorfismos es
un homomorfismo. Y todo automorfismo por ser biyectivo tiene un inverso,

y es homorfismo. Este grupo se llama el grupo de automorfismos de G y se
denota Aut(G).

Si G es un grupo y g € G es cualquier elemento, el conjunto (g) =
{¢g" : n € Z} es un subgrupo de G. Por definicién ¢° = 1 y asi 1 € (g). Si
9", 9™ € (g), entonces g"g™ = g"™ € (g). Y si g" € (g) entonces g7" € (g)
satisface que ¢g"g™" = ¢° = 1 por lo que el inverso de ¢g" es g~".

Definicién 9. Un grupo G se dice que es un grupo ciélico si existe un ele-
mento g € G tal que

G =(g)

Al elemento g se le llama un generador de G.



Ejemplo 13. El grupo aditivo de los enteros Z es ciclico, generado por el 1.

Definicién 10. Sea S un subgrupo de un grupo G. Una clase lateral izquier-
da de S en G es un subconjunto de la forma ¢S, con g € G. Decimos que g
es un representante de ¢S.

Dos clases laterales izquierdas que no son disjuntas coinciden. Ya que, si
z € xH y z € yH, entonces z = xhy = yhy. Luego y = xhihy' y yh =
whihy'h = xh' de donde yH C xH. Analogamente xh = yhyhy'h = yh"
luego vH C yH.

Las clases laterales izquierdas ¢S tienen el mismo orden que S, ya que
para una clase lateral izquierda ¢S definamos la funcién f,; : ¢S — S dada
por fy(gs) = s. Claramente f, es inyectiva ya que si fy(gs) = f,(g5'), en-
tonces s = s’ y por lo tanto gs = gs’. Es suprayectiva ya que s € S proviene
del elemento gs € gS. Se sigue que f, es biyectiva y por lo tanto |gS| = |S|.

Definicién 11. Sean H y K grupos, sea  : K — Aut(H) un homo-
morfismo de grupos. Escribamos 3;(h) en lugar de 3(k)(h). Que 3(k) sea
homomorfismo de grupos significa que:

Bi(hh') = Bx(h)Br(h) vy Br(1w) = 1n Vke KyhheH
v que 3 sea homomorfismo de grupos significa:
Bure (h) = Bi(Br (h)) y Bi(h) = Id(h) = h VkkeKyheH
El producto cartesiano H x K con la operacion
(hok) - (W, K') = (hB(R'), kK

es un grupo con neutro (1,1) e inverso dado por (h, k)™t = (Be-1(h71), k7).
Este grupo es llamado el producto semidirecto de H y K asociado a 3 y se
denota H X3 K.

Veamos que es asociativo:

((h k)R K (W K") = ((hBu(H), kKD) (0, K)
= (1B (1) B (W), KK'K")
= (hBu(R)Bu(B (W), kK k")
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Por otro lado

(h, k)((hl, kl)<h”, k”)) —_ (h, k}) (hlﬁk/(h//), k/k”)
_ (hﬂk(hlﬁk/(h”)),k‘k/k}//)
—_ (hﬁk(hl)ﬁk(ﬂk/(hu)),kk‘/k”)

Ahora veamos que (1,1) es el elemento neutro:
(1, 1)(h, k) = (151(h),1k) = (1h,1k) = (h, k)

’ (h,k)(1,1) = (hBu(1), k1) = (A1, k1) = (h, k)

Por tltimo veamos que (B,-1(h™'),k™!) es el inverso.

(h7 k) (ﬂk*l (hil)a kil) =

Teorema 1. (Lagrange). Sea G un grupo finito de orden n y sea H subgrupo

de G. Entonces, el orden de H divide al orden de G.

Si G es un grupo y H es un subgrupo, al nimero de clases laterales
izquierdas de H en G se le llama el indice de H en G y se denota [G : H].

Si G es un grupo finito y g € G es cualquier elemento, entonces el orden
de g divide al orden de GG. Ya que el orden de un elemento g es el orden del
subgrupo ciclico (g) generado por g y por teorema de Lagrange el orden del

subgrupo (g) divide al orden de G.
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Definicién 12. Sean G un grupo y N un subgrupo de G. Decimos que N
es un subgrupo normal de G (o también se dice que N es normal en G),
denotado N < G, si gNg~! = N para toda g € G. La notacién N < G
significa que N es un subgrupo normal de G distinto de G.

Ejemplo 14. Si G es cualquier grupo, el subgrupo trivial {1} < G es normal,
asi como lo es el subgrupo total G < G.

Ejemplo 15. El centro de G denotado Z(G) es un subgrupo normal de G, pues
tenemos que ¢Z(G) = Z(G)g para todo g € G entonces ¢Z(G)g™' = Z(G)
para todo g € G

Teorema 2. (Teorema de la correspondencia). Si N es un subgrupo normal
de G, entonces eziste una biyeccion entre la familia de subgrupos de G/N vy
los subgrupos H < G tal que N < H. La correspondencia es

H <G tal que N < H— H/N <G/N

Definicién 13. Sean G un grupo y S un subgrupo de G. El normalizador
de S en G, denotado Ng(9), es el conjunto {g € G|gSg~' = S}. Se tiene
también S 9 Ng(S) < G.

Teorema 3. El numero de conjugados de S respecto a G es el indice en G
del normalizador de S en G [G : Ng(9)].

Definicién 14. Sea GG un grupo. Un G-conjunto es un conjunto X en el que
el grupo G actia, es decir, existe una funcién o : G x X — X (llamada la
accion de G en X)), para la cudl usamos la notacién gx en lugar de o(g,x), y
que cumple lo siguiente:

1. Para todo = en X se tiene que 1o = x, donde 1 denota la identidad del
grupo G}

2. Para todos g,h € G y para todo x € X se tiene que (gh)xr = g(hz).

Ejemplo 16. Sea G un grupo y sea X un conjunto con un unico elemento.
Existe una tnica manera de definir una acciéon de G en X. A X se le llama
un G-conjunto trivial.
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Ejemplo 17. Sea G un grupo. G mismo es un G-conjunto con accién dada
por la multiplicaciéon de G, es decir, para cualquier ¢ € G y cualquier z € G
definimos g oz = gx. A G con esta accién se le llama el G-conjunto reqular.

Ejemplo 18. Sea G un grupo. G es un G-conjunto con acciéon dada por la
conjugacion de G, es decir, para cualquier g € G y cualquier x € G definimos

gox=grg .

Ejemplo 19. Sean GG un grupo, S un subgrupo de G (no necesariamente nor-
mal) y X = G/S = {gS : g € G} el conjunto de clases laterales izquierdas
de S en GG. X es un G-conjunto con accion dada por traslacion izquierda, es
decir, para cualquier g € G y cualquier AS € X, definimos go (hS) = (gh)S.

Definicién 15. Sean G un grupo, X un G-conjunto y z € X. Decimos que
x es un punto fijo bajo la accién de G si gxr = x para toda g € G. El conjunto
de todos los puntos fijos de X bajo G se denota X¢.
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Capitulo 3

Tabla de Marcas

3.1. Tabla de Marcas

Definicién 16. Sea G un grupo finito. Sean {1} = Hy, Hs,...,H, = G
representantes de las clases de conjugacién de subgrupos de G. La tabla de

marcas de G es la matriz de n por n cuya entrada (7,j) es el nimero de
puntos fijos bajo H; del G-conjunto G/H;, denotado #(G/H;)™:.

Proposicién 1. #(G/K)" = Heila(H, K) = WLl 3(H, K), con o(H, K)

el numero de subgrupos de G conjugados con K y que contienen a H, y
B(H,K) es el nimero de subgrupos de G conjugados a H y que estdin con-
tenidos en K.

Demostracion.

#(G /K =#{gK € G/K : h(gK) = gK VYhec H}
 H#geG:h(gK)=gK Vhe H}
B | K|
 #geG:(gthg)K =K Yhe H}
B |K|
_#{geG:(g'hg) e K Yhe H}
B | K|
_#{geG: (g Hg) < K}

K|

 H#E<G:E=¢HyE < K}|Ng(H)|
B K|

14



[Ne(H)|
| K|
Donde F =¢ H significa que F'y H son conjugados en Gy Ng(H) denota
el normalizador de H en G.
De manera andloga se demuestra que:

:ﬂ(HaK)

#(G /K =#{gK € G/K : h(gK) = gK Yhe€ H}
 #{g€G:h(gK)=gK VYhe H}
B K|
 H#HyeG:(gthg)K =K Yhe H}
B K|
_#{geG:(g'hg) e K Yhe H}
B K|
_#{geG: (g Hg) < K}
K|
_#ge G H<gKg ™'}
K|
_#HE <G E=¢ Kyl < E}|Ng(K)|
B K]
[Ne(K)|

K]

=a(H, K)

Donde F =¢ K significa que E'y K son conjugados en G y Ng(K) denota
el normalizador de K en G.

]

Ejemplo 20. Sea G = C, un grupo ciclico de orden p primo. Los unicos
subgrupos de G son H; = 1, Hy = G, por lo que la tabla de marcas de G es:

(1)

Ejemplo 21. Sea G = Cy un grupo ciclico de orden 4. Los tinicos subgrupos
de G son H; =1, Hy = Cy, H3; = G, por lo que la tabla de marcas de G es:

O O =
S NN

1
1
1



Ejemplo 22. Sea G = (g un grupo ciclico de orden 6. Los tinicos subgrupos
de G son Hy =1, Hy = C5y, Hy = (5, Hy = G, por lo que la tabla de marcas
de G es:

6 3 2 1
03 01
00 21
0001

Ejemplo 23. Sea G = S3 el grupo simétrico de orden 6. Los inicos subgrupos
hasta conjugacién de G son Hy =1, Hy = ((1,2)), H3 = ((1,2,3)), Hy = G,
por lo que la tabla de marcas de G es:

6 3 2 1
0101
0021
0001
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3.2. Propiedades de las tabla de marcas

Proposicién 2. La tabla de marcas M del grupo G satisface:

1. M es cuadrada de tamano n X n donde n es el niumero de clases de
conjugacion de subgrupos de G.

M tiene coordenadas enteras.

La entrada (1,1) es el orden de G y es la mayor de las entradas de M.
Las entradas de la ultima columna son 1.

La primera fila de M corresponde a los indices de los subgrupos de G.

M es triangular superior.

NS v e

Hjl =5

?’I’Llj

8. La entrada (i,1) = |NG(H | para toda 1 <i < n.

9. |Ng(H;)| = M

my

mj,j

11. B(H;, Hj) = meam

Mg iM1,;

Demostracion. .

1. Por construccion M es cuadrada y n es el nimero de clases de conju-
gacién de subgrupos de G.

2. Las entradas (7,j) de M son el nimero de puntos fijos del G-conjunto
%, bajo la accion de H; lo cual es un entero.
J

3. Como Ng(lg) = Gy B(1g, 1) = 1 entonces mq m
|G|. m;; = #(G/H;)™ son el nimero de puntos fijos del G—conjunto
H%, bajo la accién de H; por lo que se tiene que m; ; < \gj| < |G]. Asi,
mi, > m;; para toda i,j # 1.

4. Como Ng(G) = Gy a(H;,G) = 1 entonces m;,, = W =
1G]

@:1paratoda1<i<n.
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5. my; = W = % para toda 1 < j < n. Como casos parti-
J J

culares my; = |G|y my, = 1.

‘NG(H’L'I)‘BTH'LGHJ‘)
H.
B(H;,H;) = 0y si |Hy :]|Hj| corresponden a clases de conjugacion
diferentes y §(H;, H;) = 0.

6. Si ¢ > j tenemos = 0 pues si |H;| > |H;| entonces

miy _ |Gl _
7. e |H;|.
[Hj|
8. a(H;, H;) =1, por lo tanto m;; = lNG(Hﬁ)I‘{a.fH“Hi) = ‘Nflgi”.
M1, ‘G‘ NG(HZ)
9. =it = , | = |Na(H;)|-
| H;|
|NG(Hj|)|a|(HiaHj)
77'7,7;,' _ Hj J— . .
10. 2 = ey — = i Hy).
[Hj|
\NG(HiI)\ﬂTHhHJ‘) I‘G|\
mi gMiq H; H; _ . )
11. miimig |Ng(H;)| |G| B B(HZ’H])
[Hi|  [Hj

3.3. Isomorfismo de Marcas

Definicién 17. Sea G'y @ grupos finitos. Sea €(G) la familia de las clases de
conjugacién de subgrupos de G y €(Q) la familia de las clases de conjugacién
de subgrupos de ). Sea ¥ una funcién que va de €(G) a €(Q). Dado un
subgrupo H de G, sea H' cualquier representante de ¢([H]), donde [H] es la
clase de conjugacion de H. Decimos que % es un isomorfismo de las tablas
de marcas de G'y @Q si 1 es biyectiva y #(Q/K")!" = #(G/K)" para todos
los subgrupos H, K de G.

Proposicién 3. Sean G,Q grupos finitos con tablas de marcas isomorfas.
Sean H, K < G, H', K’ representantes en la respectiva clase de conjugacion
bajo v, el isomorfismo de tabla de marcas. Entonces:

1G] = Q]

2. (1g) = 1g.
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3. G'=Q.

4o |K| = K],

5. [Ne(H)| = |No(H')
6. o(H,K) = a(H' K").
7. BH, K) = B(H', K").

Demostracion. .

1. |G| = |Q| ya que cada uno es el mayor elemento en su respectiva tabla

de marcas.

2. #(Q/l’c)lb = #(G/1g)'c = |G| = |Q| = #(G/1g)'e. Ast |, 1, = 1.

3. Sea K = (G entonces 1 = ‘NG(Gl)gl‘(H*G) = ‘NG(K")[L?‘(H”K’). Por lo tanto
alH' K') = uvgfiﬁm # 0 para toda H' < ) por lo que K/ = Q.

4. Si H = 1¢ entonces H' = 1g. Por lo tanto % = W =
—‘NG(IG%(IG’K) = % Como |Q| = |G, entonces |K'| = |K]|.

5. |70 = #(G/H)T = #(Q/H)™ = [F47|. Como [H| = |H'| en-
tonces |[Ng(H)| = |Ng(H")|.

6. el H, i) = WeUPLB(H, K7). Como | N (H)| = [No(H')| v |K| =

|K'| entonces G(H, K) = B(H', K')

7 INe(®)] H K)= |NQ(f(/)‘a H',K'). Entonces 3(H, K) = f(H', K').
[K] ||

]
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Capitulo 4

Grupos no isomorfos con tablas
de marcas isomorfas

En general dos grupos finitos con tablas de marcas isomorfas no necesaria-
mente tienen que ser isomorfos (como lo demostré Thevenaz en [5]), pero se
esperaria que ciertas propiedades permanecieran invariantes. A continuacién
se construyen dos grupos no isomorfos de orden 96 con tablas de marcas
isomorfas. Este es el ejemplo mas pequeno y fue encontrado computacional-
mente [7], antes de este el ejemplo era el par de grupos de orden 5 x 112
encontrado por Thévenaz.

Notacion 1. De aqui , en adelante la siguiente notacion se utilizard a menos
que se indique lo contrario. S3 denotara al grupo simétrico de orden 6, y A
denotara un elemento de S3. C sera el grupo ciclico de orden 8 generado por
xy Cy sera el grupo ciclico de orden 2 generado por y.

Lema 1. Sea Ss3 el grupo simétrico de orden 6. Sea Co el grupo ciclico de
orden 2. La funcion o : S5 — Cy dada por: o((1)) = 1, 0((1,2,3)) = 1,

0((1,3,2)) = 1, o((1,2)) =y, o((1,3)) =y y 0((2,3)) = y es un homomor-
fismo de grupos. (Observacion: éste es el mapeo cociente S3 — i—i =~ ().

Demostracion. Analizando todos los casos:

o((1) x A) = o(A) = 1% o(A) = o((1)) * o(N)

Q((172) * (17 273)) = Q((273)) =y=yxl= Q((LQ)) * Q((L 273))
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Q((17273) * (1»2)) - Q((lv?’)) =y=1lxy= Q((1727 3)) * Q((lv 2))

similarmente con cualquier producto de una transposicion y un 3-ciclo.

Q((L 2) * (173)) - Q((1737 2)) =1= y2 =Yy*xy= Q((1>2)) * Q((L 3))

similarmente con cualquier par de transposiciones disjuntas. Si A es una trans-
posicion tenemos:

o(AxA) = o(\) = o((1)) =1 =y* = yxy = o(A) * o(N)
y por dltimo:
o(1,2,3)  (1,2,3)) = o((1,3,2)) = 1 = 11 = o((1,2,3)) 5 o((1,2,3))
o((1,2,3) % (1,3,2)) = o((1)) = 1 = 1x 1= 0((1,2,3)) * 0((1,3,2))

andlogamente con cualquier par de 3-ciclos.
O

Lema 2. Sea Cs el grupo ciclico de orden 2 y Cy el grupo ciclico de orden 8.
La funcion x : Co5 — Cy dada por:

es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Analizando todos los casos:
X(1#1) =x(1) =1=1x1=x(1)*x(1)
X(Lxy) = x(y) = 2" = Lxa® = x(1) * x(y)
8 4, .4

X xy) =x(°) = x(1) =1 =2% = 2"« 2" = x(y) * x(v).

Lema 3. Sea W el producto directo S3xCy y sea d : S5 — Cg la composicion

X © 0, donde x y o0 son las funciones definidas anteriormente. La funcion
a: W — W dada por:

a(\, ') = (N 2'0(N))

es un autormorfismo y es de orden 2, es decir, &*(\, x') = (\, z%).
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Demostracion. Sea (\,x%), (u,z*) € W con i,a € 0,1,...,7. Nétese que § es
un homomorfismo ya que es la composiciéon de dos homomorfismos. Ademas
como §(A) = 1 o bien 6(A\) = z* entonces §(A\)6(\) = 1 x1 = 1 6 bien
S(N)6(N) = 2t * 2* = 2% = 1. Por lo tanto, 5(\)? = §(\)d(\) = 1 para toda
A E Ss.

a((A2)(,2%)) = a((Ap, ™))
= (A, 20 (M)
= (A, 2" 6(N)a(p))
= 3315( ) (s 246 (p))
a((A 2))a((u, 2%))

por lo tanto « es un automorfismo. Veamos que es de orden 2:

a’((A,2Y)) = ala((A27)))
a((A,2'3(N)))
= (A, 2'3(\))
= (A2

]

Lema 4. Sea W el producto directo S3xCy y sea d : S5 — Cg la composicion

X © 0, donde x y o0 son las funciones definidas anteriormente. La funcion
B W — W dada por:

B a") = (A, 27(N))

es un autormorfismo y es de orden 2, es decir, (N, x%) = (A, ).

Demostracion. Sea (A, z'), (u,z%) € W coni,a €0,1,...,7.

B, ") (n, 2%)) = B((Ap, 2+))

= (A, 25 ()
= (A, 2®HI5(N)6 (1))

= (A z”6(N)) (s, 2°0 (1))

= BN ")) B((p, 2))



por lo tanto 8 es un automorfismo. Veamos que es de orden 2:

BN a') = B(B(N, 2"))
= BN, 2”6(N))
= (A, 2®'6(X)(N))
= (\, ).

O

Lema 5. Sea Cy el grupo ciclico de orden 2 y sea W = S3 x Cs. La funcion
w: Cy — Aut(W) dada por:

wly) = a

donde Idy denota la funcion identidad en W y « el automorfismo definido
anteriormente, es un homomorfismo de grupos.

Demostracion.
w(l*x1l) =w(l) =Idy = Idw(Ildw) = w(1) *w(1))
wlxy) =w(y) =a=Idy(a) =w(l) *w(y)

wlyxy) =w(y’) =w(l) = Idw = o = a0 a = w(y)w(y).
N

Lema 6. Sea Cy el grupo ciclico de orden 2 y sea W = S3 x Cs. La funcion
v : Cy — Aut(W) dada por:

v(1) = Idw

Y(y) =P

donde Idy denota la funcion identidad en W y 3 el automorfismo definido
anteriormente, es un homomorfismo de grupos.
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Demostracion. Igual a la anterior.
O

Definicién 18. Sea S3 el grupo simétrico de orden 6. Sea Cg el grupo ciclico
de orden 8 y C5 el grupo ciclico de orden 2. Sea el homomorfismo ¢ : S3 — Cy
definido anteriormente. Sea W el producto directo S3 x Cy. Sean « y (3 los
automorfismos de W definidos anteriormente. Definimos al grupo G como el
producto semidirecto de W con Cy mediante w, denotado W x,, Cy y @ el
producto semidirecto de W con C; mediante v, denotado W x, Cs. A los
elementos de ambos grupos los denotaremos por A\x'y’/, con i € 0,1,...,7 y
Jj €01

Notacion 2. A Partir de aqui G y @) denotaran los grupos definidos ante-
riormente a menos que se indique lo contrario.

Dichos grupos aunque tienen los mismos elementos tienen distintas ope-
raciones. En G la operacién esta definida por:

(Az'y!) (uay’) = A2 = Som)y it

mientras que en @ el producto es:

()\l‘iyj) (/m“yb) _ )\'uxi+a(5+4(17j))+2j(175gn(,u))yj+b.

G vy @ no son isomorfos pues, como se demostrara a continuacion, G tiene
centro de orden 8 y () tiene centro de orden 4. Ademads se demostrara que G
y () tienen tablas de marcas isomorfas. Esto ya se habia visto anteriormente
de manera computacional [7]. Ahora se probara formalmente.

Proposiciéon 4. El centro de G es el subgrupo generado por x, esto es,

2(G) = (x).

Demostracion. Sea A\r'y? € Z(GQ) y ux®y® € G. Como A\z'y’ estd en el centro
v A € S3 de acuerdo con el producto en GG entonces se debe de cumplir que
A = 1. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

(Az'y) (nay) = (uay")(Az'y’)
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consecuentemente

)\Iul,i+a+2j(1fsgn(p,))yj+b _ M)\xa+i+2b(1fsgn()\))yb+j

como A =1

ﬂ$i+a+2j(1—5gn(u))yj+b _ /Ll'a+iyb+j
esto pasa solo si j = 0, es decir:
,uxi+ayb _ M:L,iJrayb
Por lo tanto \z'y’ = z' € (x).
Sea 2% € (x) y pux®y® € G, entonces:
(@) (pa®y’) = pa't0y® = pat iyt = paeTEPOTSI b — (upty?) (2)
Por lo tanto 2’ € Z(G) O

Proposicién 5. El centro de () es el subgrupo generado por x?, esto es,

Z(Q) = (2?).

Demostracion. Sean \r'y? € Z(Q) vy pzy® € Q. Como \z'y’ estd en el
centro y A € S3, de acuerdo al producto en ) entonces A = 1. Por lo tanto
tenemos que:

(Az'y?) (pa®y®) = (pa®y) (Az'y’)
De este modo

i+a(54+4(1—7))+25(1-Sgn(u)),,j+b

)\Mx y _ M}\xa+i(5+4(1—b))+2b(1—Sgn()\))yb-l-j

Como A = 1 tenemos que:

xHa(5+4(1*j))+2j(1*59n(u))yj+b: poti(5+4(1-b)), b+j

t 1t y
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Esta igualdad se cumple para todo p sélo si j = 0 e ¢ = 2q, es decir:

2q+a, b a+10q

e Y’ = px 2q+a, b

Y’ =ttty
por lo que A\ziy/ = 227 € (2?). Sea 2% € (2?) y ux®y® € Q, entonces:

(a:2i)(ua:“yb) _ quQi-i-ayb _ Mma-&-Qiyb _ ﬂg;a'HOiyb =

= (pa"y’)(z*)

a+2i(5+4(1—b))yb

Por lo tanto 2% € Z(Q).
0l

Tenemos entonces que G es un grupo de orden 96, donde su centro es
lo generado por x, por lo que el orden de Z(G) es 8, mientras que ) es un
grupo de orden 96 con centro igual a lo generado por 2, por lo que su orden
es 4. En particular tenemos que Gy ) no son grupos isomorfos de orden 96.
Estos grupos tienen la propiedad de tener tablas de marcas isomorfas.

Proposicién 6. G y Q) tienen tablas de marcas isomorfas.

Demostracion. Observemos primero que G y () son iguales como conjuntos,
ambos tienen elementos de la forma {\z'y’ : A € S3,4 € {0,1,.,7},5 € {0,1}}.
Sus operaciones son casi iguales salvo por un z*, en ) tenemos que:

()\l’ly]) ('uxayb) _ )\Mxi+a(5+4(1‘j))+2j(1_sgn(ﬂ))yj+b

_ )\Mxi+a+4a+4a(1fj)+2j(1ngn(u))yj+b

_ /\quz'+a+4a(2—j)+2j(1—Sgn(u))yj+b

_ )\,uxi—}—a-l-Qj(l—Sgn(,u)) (z4>a(2—j)yj+b

mientras que en G tenemos que

(Az'y?) (pay?) = ApaiTor2i0=Son(n)yi+h

Por lo que en @ la operacion difiere por un (z#)*?=7- Otra cosa a observar
es la conjugaciéon de elementos. En G el inverso de un elemento es

()\xiyj)—l _ (A—lx—i+2j(1—5gn(>r1))y—j)
mientras que en () el inverso de un elemento es

(/\:Uiyj)—l _ (/\—1x—i—&-?j(l—Sgn()\’1))+4ijy—j)
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veamos que conjugar elementos en GG es lo mismo que conjugar elementos en
@ salvo por un z*. En G al conjugar obtenemos lo siguiente:
(Aa'y?) (uay?) (A~ 20 Son O =)
_ (/\ZL_iyj)(#A—lxa—i+2j(1—5‘gn(>ﬁl))+2b(1—Sgn(>\’1))yb—j)
= )\,u)(1xa+2j(1759n(/\’1))+2b(1759n(/\’1))+2j(1759n(w\’1))yb
En @ al conjugar obtenemos:
i,,] a —1,.—i4+2j(1—-Sgn(A~! —J
(Aa'y?) (uaty®) (At ISy =)
_ ()\:Eiyj)(M)\—lxa—i-‘ij(l—Sgn(/\’1))+4ij+2b(1—Sgn()\’1))+4ibyb—j)
_ )\M)\—lxa-&-Qj(l—Sgn(/\’l))—O—Qb(l—Sgn()\’l))+2j(1—5'gn(,u)\’1))+4(ib+aj)yb.

Por lo que conjugar en G y @ es lo mismo salvo por un (z#)®+%.

Como Z(G) = (x) y Z(Q) = (2%) entonces 2* € Z(G) y ' € Z(Q), ademas
2% es un elemento de orden dos, es decir, z42* = 1. Consideremos el subgrupo
(x), este subgrupo es abeliano por lo tanto es un subgrupo tanto de G' como
de Q. Consideremos los grupos G/(z*) y Q/(z*), estos grupos son isomor-
fos debido a que z* es igual al 1 en los grupos cocientes, y el isomorfismo
esta dado de manera natural por

UG/ () — Q/(a?)
Aety! — Aa'y?

Este mapeo funciona como la identidad. Por el teorema de la correspondecia
tenemos que para todo H C G tal que (z*) C H entonces:

G — G/a") — G/fa") — Q

H s Hj(a") s H/(a") — H

(@h) e (@)/{a) e (2") /(") — (=)

Debido a esto tenemos que H es un subgrupo de G si y sélo si H es un
subgrupo de (). Tenemos entonces una biyeccion entre todos los subgrupos
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de G que contienen a x* y los subgrupos de @ que contienen a z*, en par-

ticular tenemos una biyeccion entre las clases de conjugacién de subgrupos
de Gy Q que contienen a z*. Ahora veamos que esta biyeccién (mandar
a un subgrupo de G a el mismo pero ahora visto como subgrupo de @)
cumple que [H| = |H'| | [No(H)| = [No(H')| , a(H.K) = a(H',K') ¥
B(H,K) = ((H', K"). Recordemos que dada una funcién ¢ que va de la fa-
milia de las clases de conjugaciéon de G a las clases de conjugacion de @) y
dado un subgrupo H de G, entonces denotamos con H' cualquier represen-
tante de ¢([H]), donde [H] es la clase de conjugacién de H.

Esta biyeccién preserva subgrupos conjugados, es decir, aTa! = aTa™!
donde el primer miembro de la igualdad es con la operacion en G y el segun-
do es con la operacion en ). Como conjugar en ) es lo mismo que conjugar
en G, salvo por un z*, tenemos entonces que en el cociente la conjugacién
de elementos es la misma tanto en G como en (), de ahi que conjugar sub-
grupos sea lo mismo en G y en (. Como Ng(H) es el maximo subgrupo
de G en el que H es normal entonces por el teorema de la corresponden-
cia Ng(H) = Ng(H') por lo tanto |[Ng(H)| = |[Ngo(H')|. Ahora o(H, K) =
#HE<G:E=¢cK,H<E}yaoH K)=#{FE<Q:E=¢ K, H <FE}
y como acabamos de ver que subgrupos conjugados se preservan y las con-
tenciones de subgrupos entonces o(H,K) = a(H', K’). Analogamente se
demuestra que 3(H, K) = (H', K").

Entonces tenemos un isomorfismo de tabla de marcas entre G y () dada
por el teorema de la correspondencia y la funcion V¥, pero sélo para subgru-
pos que contienen a x?, vamos a extender esto ahora para todo subgrupo de

G.
Determinemos todos los elementos de orden dos de G.

1 = (A'y))(Az'y?) = N2 Hit2=SonN)yits — /\QxQ(Hj(l*Sg"(’\))) donde
queremos que A\ = 1y 2(i+j(1 —Sgn()\))) = 0 mod 8, por lo que obtenemos
los siguientes casos:

Sid=1,j=0ei=4, el elemento es z*.

SiA=1,j=1ei=0, el elemento es y.

Sid=1,j=1ei=4, el elemento es z%y.
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Denotaremos a una transposicién con (0o). Si A = (c0), j =0e i =0, los
elementos son: (1,2), (1,3) y (2,3).

Si A= (00), j =0 ei=4, los elementos son: (1,2)z*, (1,3)z* y (2, 3)z".
Si A = (00), j =1ei=2, los elementos son: (1,2)z%y, (1,3)z%y y (2, 3)z?y.

Y por dltimo, si A = (00), j = 1 e i = 6, los elementos son: (1,2)z%,
(1,3)2% y (2,3)2°.

Entonces todos los elementos de orden dos del grupo G son z*, y, zy,
(1,2), (1,3), (2,3), (1,2)z, (1,3)a?, (2,3)z", (1,2)2%y, (1,3)z%y, (2,3)z%y,
(1,2)z%, (1,3)2% y (2, 3)2%. Ademés estos son también todos los elemen-
tos de orden dos de @), pues en () tenemos que el producto sélo difiere por
24-7) del producto de G y este es igual a 1 en todos los casos anteriores y
son los tnicos casos que lo cumplen.

En G hay exdctamente 4 clases de conjugacion de orden dos, denotemos
a una transposiciéon por (oo) y determinemos las 4 clases de conjugacion.

La clase con representante z*. Como este elemento estd en el centro, en-
tonces la clase sélo estd conformado por, x*.

La clase con representante y, sus elementos son;
alyeyerty =alyerty’ =1ty =y
(co) ey e (co) = (00)e (oo)x2(1+1)y = x4y
(oo)x4 ey e (oo)x4 = (oo)x4y ° (oo)x4+2(2) = :Ij‘4y
(00)a%y o y » (00)ay = (o0)a’y » (00)ay? = £+ = a'y

6+6

(00)a% o (00)a%y = (00)aly » (00)ay” = 290y = a'y

Por lo cual estd clase tiene a 2ty y a y.

La clase con representante una transposicién (oo) cuyos elememntos son:

ye(co)ey=ye(co)y= (oo)$4

z'y o (00) e z'y = z'y e (00)a'y = (00)a Ty = (00)a’

(oo)x4 e (0o)e (oo)x4 = (0c0) e x?
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(00)2%y o (00) ® (00)a”y = (00)a%y & %y = (00)a’

(00)2"y @ (00) 8 (00)ay = (00)a"y @ 2%y = (00)2"** = (00)a*

Por lo cual la clase estd compuesta por las transposiciones y los elementos

de la forma (oo)z?.

Y por ultimo la clase con representante (oo)x?y, cuyos elementos son:
y e (c0)ay ey =ye (00)z® = (00)2*"*@y = (00)2%y

2ty e (c0)z?y e xly = 'y @ 2y = (00)a%y

(00) 8 (00)2%y ® (00) = (00) 8 x*"*Py = (00)2%y

(00)a* o (00)a%y o (00)at = (o0)a" & 220y — (0)at2y — (0o)ay
(00)a%y @ (00)z’y @ (00)a’y = (00)2°y e a?FHy* = (00)a’y e 2™ = (00)2"*y
= (00)a’y

Notemos que para todos los casos anteriores el elemento (z*)®+% es igual
a 1 por lo que tenemos que las clases de conjugacién de elementos de orden
2 son exactamente las mismas en G y en Q).
Entonces en G y ) hay exdctamente 4 clases de conjugacién de elementos
de orden 2; {z*}, {y, 2%}, {(1,2),(1,3),(2,3),(1,2)x%, (1,3)z*,(2,3)z*} v
{(1,2)2%y, (1,3)2%y, (2,3)2%y, (1,2)2%, (1, 3)2%, (2, 3)2°y}.

Ahora determinemos todos los subgrupos de GG que no contienen al ele-
mento .

El tinico subgrupo de orden dos que contiene a 2 es el subgrupo generado
por z*, todos los demds no contienen a x*. Tanto en G' como en @ hay sélo
dos elementos de orden tres, los cuales son (1,2,3) y (1, 3,2), estos elementos
generan un subgrupo de orden 3 que ademés es el inico subgrupo de orden
tres de G y de Q y este subgrupo no contiene a z*.

Tomemos un subgrupo de orden 4, hay dos casos; o es un un subgrupo
ciclico Cy 0 es Cy x Cs. Si es Cy supongamos que no contiene a z*, entonces
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debe de cumplir una de las siguientes cosas:

il o ol ol o
RIS T

(4.1)
(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)
(4.6)
(4.7)

Claramente las ecuaciones 2 a 7 no tienen solucién en G pues (A\z'y/)? =
N2gi+i+21(1=59n(N) g, cual no tiene y por lo que la ecuacién 2, 3, 6 y 7 no
tienen solucién, y ademds no existe A tal que \* = (1,2) por lo que las
ecuaciones 4 y 5 tampoco tienen solucién, asi tenemos que la tnica que se
cumple es que (Az'y?)? = z* por lo que cualquier subgrupo ciclico de orden
4 contiene a x*. Andlogamente pasa para (). Ahora si es un subgrupo de la

forma C5 x Cy entonces veamos que si dos elementos cualesquiera de orden

dos conmuntan tendran que generar a z*.

i)
yo $4y _ $4+2(1—Sgn(1)) — 4

yo (17 2) = (1’ 2>$2(2)y - (17 2):54@/ # (17 2)y = (17 2) oy

Estos no conmutan y andlogamente pasa para (1,3) y (2, 3).
yo(1,2)a" = (1,2)2" %y = (1,2)y

(1,2)at oy = (1,2)a" Oy = (1,2)a"y

Estos no conmutan y andlogamente pasa para (1,3)z? y (2, 3)z".
yo (1,2)2%y = (1,2)2?"2@y? = (1,2)a8

(1,2)2%y oy = (1,2)22O0y? = (1, 2)2?

Estos no conmutan y andlogamente pasa con (1, 3)z?y y (2,3)z%y.
yo (1,2)a0%y = 2572@2 = (1,2)2?

(1,2)2%y oy = (1,2)2%20y? = (1,2)a®

Estos no conmutan y andlogamente pasa con (1, 3)z% y (2,3)z%.
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if)

iii)

iv)

iy (1,2) = (1,2)a*2y = (1,2)y
(1,2) o 2y = (1,2)220y = (1,2)a'y
Estos no conmutan y andlogamente pasa con (1,3) y (2,3).
zly o (1,2)2" = (1,2)a™ 2@y = (1,2)a"y
(1,2)a" o aly = (1,2)2" 20y = (1,2)y
Estos no conmutan y andlogamente pasa con (1,3)z? y (2,3)z?.
w'yo (1,2)a%y = (1,2)a 22 = (1,2)2?

(1,2)2%y o 2y = (1,2)2> 202 — (1,2)"

Estos no conmutan y andlogamente pasa con (1, 3)z?y y (2,3)z%y.

(1,2) 0 (1,2)2* = 2

Con (1,3)z* y (2,3)x* no conmutan debido a que las transposiciones
no conmutan.
(1,2) o (1,2)2%y = 2* 72Oy = 2%y

(1, Z)xzy o(1,2) = x2+2(2)y = 2%

Estos elementos no conmutan y pasa lo mismo con (1, 3)x%y y (2, 3)z?y
debido a que las transposiciones no conmutan.

(1,2) 0 (1,2)a°y = 2%
(1,2)a% 0 (1,2) = 252y = 2%y

Estos elementos no conmutan y pasa lo mismo con (1, 3)z%y v (2, 3)z5y

debido a que las transposiciones no conmutan.

(1,2)z* o (1,3) = (1,3,2)z"
(1,3) 0 (1,2)2* = (1,2, 3)z*

Estos no conmutan y pasa lo mismo con (2,3). Con (1,3)x? y (2, 3)2?
no conmutan debido a que las transposiciones no conmutan.

(1, 2)354 o (1, 2)x2y = 242y = 2%
(1,2)a%y o (1,2)z" = 2>y = 2%y
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vi)

Estos elementos no conmutan y pasa lo mismo con (1, 3)z%y v (2, 3)z?y

debido a que las transposiciones no conmutan.
(1,2)z* o (1,2)25% = 240y = 22y

(1,2)2% 0 (1,2)2* = 26 + 4 + 2(2)y = 2%

Estos elementos no conmutan y pasa lo mismo con (1,3)x% y (2, 3)25y
debido a que las transposiciones no conmutan.

(1,2)2%y o (1,3)a’y = (1,3,2)aVy* = (1,3,2)
(1,3)2%y o (1,2)2%y = (1,2,3)2%* = (1,2,3)

Estos elementos no conmutan y pasa lo mismo con (2, 3)x?y debido a
que las transposiciones no conmutan.

(1’ 2)x2y o (1’ 2)x6y — x2+6+2(2)y2 — x4

Con (1,3)z% y (2,3)2% no conmutan debido a que las transposiciones
no conmutan.
Por 1ltimo sélo basta ver:

(1,2)2 o (1,3)2% = (1,3,2)a'y” = (1,3,2)

(1,3)2% o (1,2)2% = (1,2, 3)z*'y* = (1,2,3)

Estos elementos no conmutan y pasa lo mismo con (2, 3)x% debido a
que las transposiciones no conmutan.

Asf cualquier subgrupo isomorfo a Cy x Cy contienen a x*, y por lo tanto
todo subgrupo de orden 4 contienene a z*. Analogamente pasa para () pues
recordemos que conjugar en @ sélo difiere por un (24)%% que en todos los
casos anteriores es igual a 1.

Ahora veamos lo que pasa con un subgrupo de orden 6, este puede ser un
Cg o un S3. Los subgrupos de orden 6 son lo generado por un 3-ciclo y un
elemento de orden dos, determinemos los subgrupos de orden 6:

i)

Lo generado por z! y (1,2,3), este subgrupo claramente contiene a
2% ademds esta subgrupo es isomorfo a Cg pues sélo tiene un tinico
subgrupo de orden 2 el cual es (z1).
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ii) Lo generado por y y (1,2, 3), este subgrupo es isomorfo a Cg pues tiene
un unico subgrupo de orden 2 el cual es (y), este subgrupo no contiene
a z'. El otro subgrupo de orden 6 es lo generado por z* y (1,2,3) y
este subgrupo es conjugado a (y, (1,2,3)).

iii) Lo generado por una transposicién y (1,2,3), este subgrupo es Sz, y x*
no esta contenido en este subgrupo ya que z# esta en el centro y en Ss
el centro es el trivial. Lo generado por un elemento de la forma (1,2)x?
v (1,2,3) es un subgrupo conjugado a ((1,2)z%, (1,2, 3)).

iv) Lo generado por (1,2)z%y vy (1,2,3), este subgrupo es isomorfo a Sz ya
que tienen tres subgrupos de orden 2 los cuales son lo generado por los
tres elementos (1,2)z%y, (1,3)x%y v (2,3)x?y y por la misma razén x*
no estd en este subgrupo. Lo generado por (1,2)z% v (1,2,3) es un
subgrupo de orden 6 conjugado a {(1,2)2%y, (1,2,3)).

Estos 7 subgrupos generan 4 clases de conjugacién de subgrupos de orden 6,

donde la clase de (x*, (1,2,3)) es el tinico subgrupo de orden 6 que si contiene
4

a x*.

Entonces tenemos 6 subgrupos de orden 6, un subgrupo de orden 3 el

cual es {(1,2,3)), y 14 subgrupos de orden 2 que no contienen a z?, estos
ultimos subgrupos de orden dos son lo generado por cada uno de los elemen-
tos de orden dos excepto por (x?) que es el tinico subgrupo de orden dos que
si contiene a x*. Todo esto pasa exdctamente igual para ) pues con estos
elementos al conjugar tenemos que (z*)®+% es igual a 1 por lo que conjugar
es lo mismo tanto en G como en Q).
Asi tenemos que dos subgrupos son conjugados en G si y so6lo si son conjuga-
dos en (). A continuacién se muestra una grafica de todos los subgrupos de
orden 6, 3 y 2 que no contienen a x?, el simbollo || significa que estos grupos
son conjugados tanto en GG como en Q).
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(y,(1,2,3)) ((1,2),(1,2,3)) ((1,2)z%y)

(x%y, (1,2,3)) ((1,2)2*,(1,2,3)) ((1,2)2%, (1,2,3))

((1,2,3))

() ((1,2)) ((1,2)a%y)

(z*y) ((1,3)) ((1,3)2%y)

((2,3)) ((2,3)2%y)

((1,3)2"y) ((1,3)%)

((2,3)2%y) ((2,3)%)

((2,3)2"y) ((2,3)%)
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Ahora tenemos todos los subgrupos de G que no contienen a z* y que
ademéas son los mismos subgrupos para (), veamos que la asgnacién que
manda a un subgrupo de G a el mismo pero ahora visto como un subgrupo
de () también es un isomorfismo de marcas entre los subgrupos que no con-
tienen a x* y con esto tendremos un isomorfismo completo entre la tabla de
marcas de Gy Q.

H = H’ pues el isomorfismo de marcas es la identidad. o(H, K) =
a(H', K'), esto debido a que conjugar en G es exactamente lo mismo que
conjugar en () y que tenemos exactamente las mismas clases de conjugacion
en G y en Q. Similarmente f(H, K) = ((H',K’). Obviamente H = H’,
K = K’ y las contenciones se preservan. Como el niimero de conjugados de
H en G es el mismo que el numero de conjugados de H' en @) tenemos que
el indice del normalizador de H en G es igual al indice del normalizador de
H' en Q, y como |G| = |Q| entonces |[Ng(H)| = |Ng(H)|, asi tenemos un
isomorfismo de marcas completo entre G y (), y por tanto son isomorfos bajo
sus tablas de marcas.

O
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Capitulo 5

Aportaciones originales,
subgrupos caracteristicos no
son preservados por
isomorfismos de marcas

Se sabe que subgrupos abelianos no son preservados por isomorfismos de
marcas y que los centros no necesariamente se corresponden. A continuacién
se demuestra que los subgrupos caracteristicos tampoco son preservados por
los isomorfismos entre las tablas de marcas de dos grupos no isomorfos, es
decir, la tabla de marcas de un grupo no determina subgrupos carateristicos.

Definicién 19. Sea H un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo
caracteristico de G si p(H) C H para todo ¢ € Aut(G).

Claramente ¢(H) = H para todo ¢ € Aut(G) ya que de p~'(H) C H se
sigue que H C p(H).
Todo subgrupo caracteristico es normal, pues el automorfismo interno

(o:G— G
dada por (,(h) = ghg™"' para todo h € G, cumple que
gHg™' = (,(H) = H.

El centro de G es un subgrupo caracteristico. Veamos que ¢(Z(G)) C Z(G)
para todo ¢ € Aut(G). Sea ¢ € Aut(G), v € Gy g € Z(G), entonces

p(9)z = 0(g)e(p™ (2)) = elgp™" (2)) = vl (x)g) = @(¢ ™" ()e(g)
= xp(9g).
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Lema 7. Sean G y H grupos finitos y sea f : G — H una funcion. Sea
G = (ay,az,...,a,). Si f(a;w) = f(a;) f(w) para todoi € {1,2,...,n} entonces
f es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Se demostrara por induccién sobre el nimero m de genera-
dores del grupo G. Sea w, z € G. Tenemos que z = a;1, Gi2, ---, Uiy -
Param =1

fzw) = flaw) = fa) f(w) = f(2) f(w)
supongamos cierto para n = k. Veamos que es cierto para k + 1.
Si 2 = i1, @2, ...y Qiks, Qipr1) €NtONCES 2 = (A1, Wiz, -y Qik) Aiht1) = Z10i(kt1)5
por lo tanto

/

/
= f(zl)f(ai(k—i-l)w)

f(Zl)[f(ai(kH))f(wﬂ
= [f(21) f(@ighs1)] f(w)
= f(zlai(k+1))f(w)

f(

]

Se construy6 un automorfismo de @ el cudl no preserva el subgrupo ge-
nerado por x. A continucién se muestra el automorfismo y se prueba que
efectivamente es un automorfismo.

Lema 8. La funcion n: @Q — @ dada por
U(Axiyj) _ )\x3i+6i2+(17$gn(/\)> (2z‘+3)yi+j+%”m

es un automorfismo.

Demostracion. Probaremos que es automorfismo usando el lema anterior
para todos los generadores g de G. Note que los generadores de @ son (1,2),
(1,2,3), x y y, pues x genera Cy, y genera Cy v (1,2),(1,2,3) generan Ss.
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g=1(1,2):
n((1,2)(/\miyj)) = 77((1,2)/\33iyj)

— (1, 2)/\x5i+61272i59n ((172)>\) —3sgn ((1,2))\) +3yi+]’+ N

1+Sgn(X)
2

(17 2))\x5i+6i2+2ngn()\)+359n()\)+3yi+j+

Por otro lado:

n((1,2))n(Aa'y’)

S . i sy 1-Sgn())
1, 2)afy) (S0 2iSm -3 +3y 14+ =20

i j41=5mA)

Y
2_ A)— A - A) it 1-5gn(})
L0146 =2iSgn(X) ~TSgn(A)+7+2—25gn( )yz+]+1+ 2 )

((
(1 2)/\x6+5[52+612 2iSgn(A)—3Sgn(N\)+3]+2(1—Sgn(}))
(1

’2)/\xz+612 2iSgn(A\)— Sgn()\)+7y1+z+]%2n(’\)

Y estos coinciden ya que:
(5i 4+ 2iSgn(X) + 3sgn(A) + 3) — (i — 2iSgn(X) — Sgn(X) + 7)
= 4i + disgn(\) + 4sgn(X) +4
=4((14 Sgn(\)(i+1)) =0 (mdd 8)

g=1(1,23):
n((1,2,3)(/\xiyj)) = 77((1,2,3))\xiyj)

_ (1 2 3)A$5i+6i272i5gn((1,2,3))\) 73Sgn((1,2,3))\)+3 M

i+t
y 2

= (1,2 3)/\x5i+6i2—2isgn(,\)—3sgn(,\)+3yi+j+%"<”

) )

Por otro lado

n((1,2,3))n(Az"y)
_ ((1 9 3)) ()\x5i+6i2—2isgn(>\)—Ssgn(/\)+3yi+j+%"<*>)

. 2 o _ . ., 1=8Sgn(\)
_ (1’ 27 3)>\x5l+61 2tSgn(A) 3Sgn()\)+3y1+z+]+72 )
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9=y

n((y) ()\xly])) — 77<>\x5i+2—25gn(/\)y1+j)
_ )\xs[5i+2725gn(x)]+6[5i+27259n(x)}272[5i+27259n(x)]sgn(,\)73sgn(x)+3y1+i+j+%’W

_ )\ DHiH6i2—Sgn(N)—~2iSgn(N)+4 ylti+ j+1=5gnA)

o o _ o
_ sz+67, 21Sgn(X) Sgn(/\)+1y1+z+]+

1—Sgn())
2

Por otro lado

_ 5i16i2—2iSgn(N\)—3Sgn(A\)+3, itjtr =59
)= y(hr ()=3Sgn(3)+3,, P

n(y)n(Az'y’
_ /\3:5[5”61'272isgn(,\)fgsgn(x)+3]+2[1fsgn(x)]y1+i+j+%”“)

_ )\ iH+6i2—2iSgn(N)~TSgn(N)+T+2-25gn(\) ylritit 1=8gn(d)

_ )\ 61— 2iSgn(X)—Sgn(N)+1 y1+i+j+%’l“’

g =x:

n((x)(Az'y’) = n(Az'y)

_ )\x5(1+i)+6(1+i)272(1+i)Sgn()\)73Sgn(>\)+3y1+z’+j+

_ Ax5i+5+6i2+4i+6—2ngn()\)—QSgn(A)—SSgn(A)+3y1+i+j+

1—Sgn(X)
2

1—Sgn(\)
2

_ )\xi+6i2—2¢Sgn(,\)—5sgn(/\)+6y1+i+j+%"“’

Por otro lado
n(@)nOaiy’) = (zy) ()\x5z+612fQngn(A)f3sgn(A)+3yi+j+%’LW)

A HOIBH 67 ~2i8gn(0) = 3Sgn(N) +3]+2(1-Sgn(N)  Lticts+ 1=Sgn(d)

_ )\x1+i+6i2—zisgn(,\)—7sgn(A)+7+2—2sgn(,\)y1+i+j+%"“>

= )\:L.2+i+6i2_Qngn()\)—Sgn()\)y1+i+j+i2n(k)

y estos coinciden ya que:

(6 —5Sgn(A)) — (2= Sgn(X)) =4(1 — Sgn(\)) =0 (mdd 8)
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Proposicién 7. Sean G y Q) grupos finitos cualesquiera con tablas de marcas
isomorfas y H — H' el isomorfismo entre sus tablas de marcas. Entonces, si
H es caracteristico H' no necesariamente lo es.

Demostracion. Sean Gy @ los grupos definidos anteriormente, sea 1 el iso-
morfismo entre sus tablas de marcas y sea 1 el automorfismo definido en el
lema 9. Tenemos que el subgrupo generado por x es el centro de G y por
lo tanto es un subgrupo caracteristico en G, pero este subgrupo no es un
subgrupo caracteristico en @) ya que:
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Apéndice A

Rutinas programadas en GAP

A.1. Subgrupos caracteristicos

En esta parte se describe el proceso mediante el cual se llegd al resulta-
do central de la tesis, el cual dice, que los subgrupos caracteristicos no son
presevados por un isomorfismo de marcas, para tal fin se utilizé el software
GAP. Con GAP (Groups, Algorithms, and Programming), se puede trabajar
teoria de grupos y algebra lineal. El grupo G que se utilizé de contraejemplo
para mostrar el resultado en GAP, se escribe como SmallGroup(96,108), y el
grupo @ se escribe como SmallGroup(96,114). Se escriben de distinta manera
ya que no son isomorfos.

La tabla de marcas de G en GAP, se define como la transpuesta de la
definida en la seccién dos.

Para ver que estos grupos tienen tablas de marcas iguales utilizamos el
siguiente comando.

gap > MatTom(TableOfMarks(G))=MatTom(TableOfMarks(Q)) ;
True

Esto significa que hay un isomorfismo entre las tablas de marcas de G y Q.

gap > Size(Centre(G));
8

gap > Size(Centre(Q));
4
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Esto muestra que los centros de G y () no se corresponden por ningin
isomorfismo de marcas, pues sus centros son de distinto orden y los isomor-
fismos preservan el orden de los subgrupos. En particular este resultado nos
dice de nuevo que estos subgrupos no son isomorfos.

Para determinar si los subgrupos caracteristicos se preservan utilizamos
la siguiente rutina programada en GAP.

gap > IscaractGroups:=function(G)

> local a, b, c, d, i;

> a:=Table0fMarks(G);

> d:=[];

> for i in [1..Length(ConjugacyClassesSubgroups(G))] do
> b:=RepresentativeTom(a,i);

> if IsCharacteristicSubgroup(G,b) then
> c:=1;

> else

> c:=0;

> fi;

> Add(d,c);

> od;

> return d;

> end;

Esta rutina nos da una lista de subgrupos, que son representantes de las
clases de conjugacién de subgrupos de un grupo dado G, para cada uno de
estos subgrupos, GAP nos regresa o bien un 0 o un 1. El nimero 0 significa
que el subgrupo representante no es caracteristico, mientras que un 1 signifi-
ca que si es un subgrupo caracteristico. Al ejecutar la rutina para cada grupo
obtenemos la lista del grupo G y la lista del grupo Q.

gap > IscaractGroups(G);

1, 0, 1, 0,60, 1,1,60,1, 0,1, 0, 0, 1, O, O, O, O, O, O,
b 1’ O’ O, 1’ 1 b 1’ O’ O’ O’ O, O’ 1’ O’ O’
, 1,1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1]

O O ™

0,
0

gap > IscaractGroups(Q);
(it o0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,
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O) O’ O’ O) O, O’ b O’ 1) O’ O’ O’
0, 0, 0,1,1,0 1 0, 1, 0

1 , 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, O,
b O’ 3 1’ 1 1 O O O

1
b O’ 1, b 3 1]

b b 3 b 3 b 3 3 b b

Como el isomorfismo de marcas manda a la n-ésima clase de conjugacién
de subgrupos de G a la n-ésima clase de conjugacion de subgrupos de @,
entonces sabemos que en GG hay un subgrupo que es caracteristico y en @)
no necesariamente, pues las listas son distintas. El centro de G, Z(G) es un
subgrupo caracteristico, veamos que Z'(G) no lo es, encontrando un auto-
morfismo ¢ de @ tal que ¥(Z2'(G)) £ Z'(G).

Con la siguiente rutina obtenemos los generadores del grupo de automor-
fismos de Q.

gap > Generators0fGroup(AutomorphismGroup(Q));

[Pcgs<[ f1, £2, £3, f4, £5, £6 1> ->[f1, f2, £3, f4, f5, £6°],
Pcgs<[ f1, £2, £3, f4, £5, £6 1> —> [ f1*f2+f4xf5, £2, £2+£3*£5,
f4xf5, 5, £6 1, Pcgs<[fl, f2, £3, f4, 5, £61> ->[f1, £2, £3xf4,
f4xf5, £5, £6], Pcgs<[f1, £2, £3, f4, £5, £61> —>[f1,£2,f3*f4*f5,
f4xf5, £5, £6], Pcgs<[ f1, f2, £3, f4, 5, £6 1> -> [ f1xf5, £2,
£3+f5, f4, £5, £6 1, Pcgs<[fl, f2, £3, f4, £5, £61> ->[f1, f2*f5,
£3, f4, £f5, £6 1, Pcgs<[ f1, f2, £3, f4, £5, £6 1> -> [f1*f6, £2,
£3, f4, £5, £6]

Aqui los fi’s son los generadores del grupo (). Determinemos que auto-
morfismo es el que cumple lo que pretendemos, pero primero veamos quienes
son estos generadores.

La siguiente instruccién nos dice cuantos generadores tiene Q).

gap> Generators0fGroup(Q) ;

[ f1, f2, £3, f4, f5, 6 ]

Los ordenes de los elelemntos 3, f4 y 5 son:

gap> Order(Q.3);

8

gap> Order(Q.4);
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4
gap> Order(Q.5);
2

La siguiente instruccién nos dice que que los siguientes elementos son
iguales.

gap> Q.5=Q.374;
true
gap> Q.4=Q.372;
true
Por lo que el generador f3 es el elemento x, f4 es el elemento 22 y f5 es el
elemento z*. Como sabemos el centro de G es (z) entonces, regresando a los

automorfismos vemos que todos ellos excepto el segundo mandan al elemento
x en 2! para alguni € 0,1, .., 7. Por lo que el segundo automorfismo es el que

cumple que ¥ ((z)) £ (z).

Para escribir en forma matematica el automorfismo determinemos los
demas generadores.

gap> Order(Q.6);

3

por lo que f6 es un 3-ciclo.
gap> Order(Q.1);

2

gap> Order(Q.2);

2
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Aqui tenemos dos elementos de orden dos, por lo que un generador debe
de ser una transposicion y el otro el elemento 3. Observemos lo siguiente

gap> Q.1xQ.3=0Q.3*%Q.1;

true

gap> Q.2*Q.3=Q.3%Q.2;

false

Como una transposicién y x conmutan en ) y los elementos = y y no
conmutan entonces nos queda que fl es una transposicién, sin pérdida de

generalidad, supongamos que es el elemento (1,2) y {2 es y. Asi tenemos que
el automorfismo cumple:

)Iy, 1((1,2,3)) = (1,2,3)

Asf obtenemos el automorfismo n(Aziyd) = Az** 0"+ (1-89m0) (2043) it =24
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A.2. Otras rutinas

La siguiente rutina determina subgrupos subnormales de la misma ma-

nera que se hizo con subgrupos caracteristicos.

gap> IssubnormalGroup:=function(G)

>local a, b, c, d, 1i;

>a:=Table0fMarks (G) ;

>d:=[];

>for i in [1..Length(ConjugacyClassesSubgroups(G))] do

>
>
>
>
>
>
>

V

b:=RepresentativeTom(a,i);
if IsSubnormal(G,b) then
c:=1;
else
c:=0;
fi;
Add(d,c);

od;

>return d;
>end;

Un grupo G es de tres transposiciones si existe un subconjunto S C G

tal que:

ii

1v

i) Lo generado por S es todo G.

Todo elemento de S es de orden dos.

)
iii) Para todo a,b € S se tiene que |ab| =1,26 3y
)

{gag™'la € S,g € G} =G.

La siguiente rutina nos dice si un grupo es un grupo de tres transposiciones.

gap> IsTTG:=function(G)

>local a, b, ¢, d, e, £, i, j;

>a:=Filtered(Elements(G),i->0rder(i)=2);
>b:=List(a,j->ConjugacyClass(G,j));

>c:=Unique(b);

>d:=[];

>For i in [1..Length(c)] do

> if Size(Subgroup(G,Elements(c[i])))=Size(G) then

> if ForAll(Elements(c[i]) ,k->ForAll(c[i],h->0rder(k*h)<=3)) then
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> d:=Elements(c[i]);

> fi;
> fi;
>od;

>if d:=[] then

> Print("False");

> Print("\ n");

>else

> Print(d, ". este subconjunto cumple \ n ");
>fi;

>end;

Dado un grupo G y un subgrupo U de G, el siguiente algoritmo nos da
la posicién de la clase de conjugacion de U de G de acuerdo a la tabla de
marcas de G.

gap> NConjugacyClassSubgroup:=function(G,U)
Local a, b, c, d, e, f;
:=G;
:=U;
:=ConjugacyClassSubgroups(a,b);
:=LatticeSubgroupsByTom(a) ;
:=ConjugacyClassesSubgroups(d) ;
:=Position(e,c);
return f;
end;

H © Q& 0 T P

La siguiente rutina regresa dos grupos no isomorfos de orden n con tabla
de marcas isomorfas, esto es si existen.

gap> ChecaOrden:=function(n)
>local a, b, ¢, 1, j;
>a:=NumberSmallGroups(n) ;
>for i in [1..a] do
>  b:=SmallGroup(n,i);
> for j in [i+1..a] do
> c:=SmallGroup(n,j);
> if MatTom(TableOfMarks(b))=MatTom(TableO0fMarks(c)) then
> Print(i,,j,);
> Print("\ n ");
> fi;
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>end;

La siguiente rutina me dice si un grupo dado se descompone como pro-
ducto directo de subgrupos, y si es asi me dice su descomposicion.

gap > IsProductGroup:=function(G)
>local a, b, ¢, d, e, £, 1, j;
>a:=Filtered (NormalSubgroups(G),k -> Size(k)>1 and Size(k<) < Size(G));
>b:=[];
>if Length(a)>1 then
for i in [1..Length(a)] do
for j in [i+1..Length(a)] do
if IsTrivial(Intersection(a[il,a[j])) then
if Size(al[i]l*Size(a[jl)=Size(G) then
b:=alil;
c:=aljl;
else
b:=[];
fi;
fi;
od;
od;
if b=[] then
Print("no se descompone ");
else
d:=StructureDescription(b);
e:=StructureDescription(c);
Print(d,"x ",e);
Print("\ n ");
fi;
>else
> Print("no se descompone ");
>fi;
>end;

VVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYV
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Apéndice B

Articulo

En este apéndice presento el articulo que se obtuvo de la tesis y que se
envié a una revista de divulgacién matematica, esta escrita en ingles por que
asi aparecerd en la revista, actualmente estd en proceso de revision.
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Introduction.

Groups with isomorphic tables of marks may not be isomorphic groups
(as proved by Thévenaz in [5]), but one still expects them to have many
attributes in common. Indeed, if G and @) are groups with isomorphic tables
of marks, then they have isomorphic composition factors (see [6]), and they
also have isomorphic Burnside rings (the converse is still an open problem,
put forward also in [6]); if two groups have isomorphic Burnside rings and
one of them is abelian/Hamiltonian/minimal simple, then the two groups
are isomorphic, and a similar result is known for several families of simple
groups.

It is also easy to prove that an isomorphism between tables of marks
preserves normal subgroups, maximal subgroups, Sylow p-subgroups, cyclic
subgroups, elementary abelian subgroups, the commutator subgroup, and the
Frattini subgroup. However, it has been shown that abelian subgroups and
the centres of the groups are not always preserved. In this paper we show
that characteristic subgroups may not be preserved under an isomorphism
between tables of marks.

Tables of marks

Let G be a finite group. Let €(G) be the family of all conjugacy classes
of subgroups of G. We usually assume that the elements of €(G) are ordered
non-decreasingly. The matrix whose H, K-entry is #(G/K)™ (that is, the
number of fixed points of the set G/K under the action of H) is called the
table of marks of G (where H, K run through all the elements in €(G)).

The Burnside ring of G, denoted B(G), is the subring of z&(G) spanned
by the columns of the table of marks of G.

Definition 1. Let G and @ be finite groups. Let 1) be a function from €(G)
to €(Q). Given a subgroup H of G, we denote by H' any representative of
W([H]). We say that 1 is an isomorphism between the tables of marks of G
and Q if 1 is a bijection and if #(Q/K")"" = #(G/K)" for all subgroups
H, K of G.

Two non-isomorphic groups of order 96 with
isomorphic tables of marks

This is a summary of [2].



Let S3 be the symmetric group or order 6. Let Cg be the cyclic group of
order 8, generated by x, and let Cy be the cyclic group of order 2, generated
by .

Let § be the only non-trivial homomorphism from S3 to Cs. Let W de-
note the group S3 x Cs. Let a be the automorphism of W given by a(\, %) =
(A, 2°5())), and let 3 be the automorphism of W given by S(\, z') = (A, z5(N)).

Since « has order two, we can define the group G as the semidirect product
of W with Cy by «, that is, in G we have that y(\, z%)y = a(\, %). Similarly,
we define the group @ as the semidirect product of W and Cs by 3; in Q) we
have that y(\, z")y = B(\, z*). We shall denote the elements of both G' and
Q as \ziy’.

Note that in GG, z and y commute, and the centre of G is therefore the
subgroup generated by x, which is a subgroup of order 8; however, z and y
do not commute in @, and the centre of ) is the subgroup generated by 2,
which is a subgroup of order 4. In particular, we also have that G and @ are
non-isomorphic groups of order 96.

The following theorem can be found in [2].

Theorem 2. Let S be a subset of G (and therefore S is also a subset of Q).
Then S is a subgroup of G if and only if S is a subgroup of Q). Moreover,
two subgroups are conjugate in G if and only if they are conjugate in @), and
the identity map on the family of conjugacy classes of subgroups defines and
isomorphism between the tables of marks of G and Q).

We use this fact to prove our main result.

Theorem 3. The subgroup of Q) generated by x is not a characteristic sub-
group. In particular, the isomorphism of tables of marks between G and Q)
maps the centre of G to a non-characteristic subgroup of Q.

Demostracion. We construct an automorphism of () that does not preserve
the subgroup generated by x. Let 1 : Q — @ be given by

nOy’) = )\x3i+6i2+(17$gn(/\))(2i+3) it LS

Y

We claim that for a generator g of (Q and an arbitrary Az'y’ we have that
n(g xiy?) = n(g)n(Az'y’), where g can be (1,2),(1,2,3),z,vy, so n is indeed
a homomorphism.

g=(1,2):



n((1,2)(Az'y’)) = n((1,2)Az"y)

— (17 2))\1,575—0—61'2_21'5971((1)2)/\) —3sgn((172))\) +3

yi+j+ 1—-Sgn (2(1,2)/\)

— (1,2)A L Bi+6242iSgn(M)+35gn () +3 yi+j+%”m

On the other hand:

n((1,2))n(Aa'y’)

_ ((1’ 2)3563/) ()\x5i+6i272ngn(A)7BSgn()\)+3
yi+j+71_sg"m )

= (1, 2))\
x6+5[5i+6i2—2ngn()\)—3Sgn(/\)+3]+2(1—Sgn(/\))
lfsgn(k)

1ti+j+
)

~q, 2))\zi+6i2—2isgn(,\)—sgn(/\)+7y1+z’+j%

These two expressions coincide, because:

(5i + 2iSgn(\) + 3sgn(X) + 3)—
(i — 2iSgn(\) — Sgn(A) +7)

= 4i + disgn(\) + dsgn(\) + 4
=4((1+ Sgn(N\)(i + 1))

9=(1,2,3):
n((1,2,3)(Az"y’)) = n((1,2.3)A2y’)
_ (1 9 3))\x5i+6i272i5'gn((1,2,3))\) 7SSgn((17273))\)+3
WM

— (1,2, 3))\x51‘+6i2—Qisgn(x)—3sgn(x)+3yi+j+%"W



On the other hand:

n((1.2.:3) 00’y
((1, 2, 3)) ()\x5i+6z’2—2z'sgn(,\)_3sgn(,\)+3

. ., 1=Sgn(\)
it
y > )

o o B
— (17 27 3))\1,51—0—61 21Sgn(X)—3Sgn(\)+3
1—Sgn())

2

I+itj+
Y

n(ykxiyj) — 77()\.7;51‘4-2—2Sgn()\)yl-i—j)

— )\x5[5i+2—25gn()\)]+6[5i+2—25’gn()\)]2 -

) . 1-Sgn(A
2[5i42—2Sgn(\)]Sgn(A)—3Sgn(A)+3 1+z+]+%<>

Y

_ /\xi+6i272ngn()\)7Sgn()\)+ly1+i+j+i2nw

On the other hand:

n(y)n(Az'y’) = y()\:L'5i+6i2—QiSQ"(A)—?’Sgn(A)Jrg
it 1=8Sgn(d)

Y +i+ g )

— )\x5[5i+6i2_QngTL(A)—3Sgn(A)+3]+2[1_Sgn()\)]

y1+i+j+%"m

e o _ L
— sz+61 21Sgn(X) Sgn(/\)+1y1+z+]+

1-Sgn(\)
2

n(ae'y’) = n(da'y?)
_ A$5(1+i)+6(1+i)2—2(1+i)5gn()\)—35’gn(>\)+3

y1+i+j+%’“*>

o o B L
:)\szrﬁz 21Sgn(X) SSgn()\)+6yl+z+j+

1-Sgn(\)
2

On the other hand:



n(x)n()\xiyj) _ (my) (>\$5i+6i2—2ngn(>\)—3Sgn(/\)+3

i+ I—Sgn(k) )

Y
_ )\x1+5[5i+6i272ngn()\)73Sgn()\)+3]+2(lfsgn(/\))
1+i+j+l—Sg27n()\)
Y
. 2o _ . ., 1=8Sgn())
— Ax2+z+61 2iSgn () Sgn()\)y1+z+]+72

These two expressions coincide because:

(6 —5Sgn(X)) — (2 — Sgn(X)) =4(1 — Sgn(N))

Therefore 7 is a group homomorphism.
Moreover,

(17 2) - 77((17 2);[;6:9)’ (17 2, 3) = 77(1’ 2, 3)7

r=n(ry), y=ny)

so  must be an automorphism. Finally, note that n(z) = zy, so the subgroup
generated by x is not a characteristic subgroup of Q).
O
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