Universidad Michoacana de
San Nicolas de Hidalgo

Facultad de Ciencias Fisico-
Matematicas

Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez

Espacios topolégicos ordenados

T 1D S I S

Que para obtener el titulo de:

Licenciado en Fisico-Matematicas

P r e S e n t a
MIGUEL ANGEL GASPAR
ARREOLA
Asesor:

Dra. Maria Luisa Pérez Segui

Morelia Michoacdn, Noviembre de 2009






A mis padres Yolanda y Roman






Agradecimientos

Una vez concluido este trabajo me permito un momento para hacer un recuento de la gente
que, directa como indirectamente, hizo su pequeno o sustancial aporte.

Agradezco principalmente a mis padres por su apoyo, tanto durante este trabajo, como desde
que inicié la carrera.

Agradezco también a mi asesora Marfa Luisa por su paciencia y resistencia a mis incoherencias,
gramaticales en la gran mayoria, pero también una que otra matematica. Gracias por tu apoyo,
por aguantar y por hacer que aprendiera un poquito de matemaéticas.

También quiero decir gracias a mis profesores y amigos que me instruyeron y colaboraron bas-
tante para hacer que pasara de cero a principiante en las matematicas. Cabe mencionar también
a mis comparneros y amigos que creyeron que podria terminar; algunos con los cuales, con esas
discusiones eternas y sin sentido, llegamos a aprender bastante. A todos los antes mencionados
podria enlistarlos, pero ustedes saben quiénes son.

A todos ustedes les doy gracias de la tnica forma que sé: |No los defraudaré!.



Indice general

1. Preliminares

2. Conceptos Basicos

2.1. Ejemplos . . . . . ..

3. Ordinales
3.1. Teorema del buen orden . . . . . . . . ..

3.2. Resultados sobre Ordinales . . . . . . . . . . ... ... ...
4. Axiomas de separacion
5. Conexos
6. Compactos

7. Topologias Relacionadas con la del Orden
7.1. Topologia del Orden Derecho . . . . . . . . . ... ... . ... ... ......
7.2. Recta de Sorgenfrey . . . . . . . . . ..
7.3. LaRecta Larga . . . . . . . . .

8. Subconjuntos de R

17

21

25

29
29
30
32

33



11



Introduccion

La topologia es la disciplina matematica que estudia las propiedades de conjuntos en general
cuando se les dota de una idea de cercania entre los elementos del conjunto (en este sentido ya
se les llama espacios topoldgicos). En nuestro caso consideraremos conjuntos que ya cuentan
con una estructura, mas prescisamente conjuntos sobre los cuales se tiene o es posible darles
un orden total. A éstos hay una forma natural de dotarlos con una topologia.

Al igual que el orden induce una topologia en el conjunto de los niimeros reales que tan frecuen-
temente aparece en cualquier area de las matematicas, lo que se intenta es ver qué resultados
se pueden generalizar a otros espacios ordenados, asi como qué tanto o qué propiedades ta-
les como conexidad, compacidad,..., etc. se siguen preservando, o cudles son las condiciones
que deberia satisfacer el espacio para poder decir de éste que es primero numerable, metrizable
o cualquier otra propiedad que nos ayude a entender mejor la naturaleza de este tipo de espacios.

Otro tipo de conjuntos bastante importantes, tanto para la topologia como para la teoria
de conjuntos son los ordinales, ya que éstos no sélo son conjuntos ordenados sino que més ain
estdn bien ordenados. Estos hacen su apariciéon en este trabajo principalmente como ejemplos
particulares de espacios ordenados. Se analizan sus propiedades topoldgicas, y se utilizan como
contraejemplos. Todo esto antes mencionado se analiza con cuidado para llegar a tener una idea
mas clara de como se comportan topoldgicamente los espacios ordenados.

Para poder entender todo esto se supone que el lector ha llevado al menos un curso de topologia
general y un curso de teoria de conjuntos, pues en este trabajo se utilizan libremente resultados
bésicos de estas areas, mencionandolos inicamente por completez. Se requiere también un poco
de practica con resultados clasicos de topologia, asi como ideas claras de propiedades topolégi-
cas y de conjuntos.

El trabajo se divide en 8 capitulos, divididos por temas. El orden de apariciéon no es relevante;
incluso en algunos se hace referencia a definiciones y resultados correspondientes a capitulos
que aparecen después. Su orden de aparicion es el siguiente.

Preliminares. En este capitulo se define cémo serd nuestro objeto de estudio; se dard ademés
un poco de notacion que se usara durante todos los capitulos.

Conceptos basicos. En esta parte se menciona qué topologia daremos a nuestros objetos de
estudio, asi como notacién, algunos resultados y muchos ejemplos de espacios ordenados, en
los cuales se comparan las topologias del orden, de subespacio y otras que se les puede dar de
forma natural a conjuntos en especifico.

Ordinales. Este capitulo se dedica completamente a los ordinales y a todo lo que éstos con-
llevan, tal como induccion transfinita, el teorema del buen orden y bastantes resultados sobre
propiedades de los ordinales como espacios ordenados.
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Axiomas de separacion. Esta parte se dedica a probar que todo espacio ordenado es normal y
se presenta un ejemplo importante para la topologia que usa espacios ordenados.

Conexos. Se dedica a caracterizar los espacios ordenados conexos, asi como a ver algunos ejem-
plos de espacios ordenados conexos, espacios ordenados disconexos, asi como algunos resultados
relacionados. También se presentan resultados de cuando los espacios ordenados son primero o
segundo numerables.

Compactos. Se caracterizan los espacios ordenados compactos, asi como también se dan bas-
tantes ejemplos de espacios ordenados, en los cuales se hace un andlisis de las propiedades que
cumplen y de cudles no cumplen.

Topologias relacionadas con la del orden. Tal como su nombre lo dice, se presentan dos topo-
logias que se definen basandose en conjuntos ordenados o en R; mas precisamente la topologia
del orden derecho y la del limite inferior, y se analizan las propiedades que cumplen éstas,
asi como también algunas que no cumplen; se analiza la recta larga de la misma forma.
Subconjuntos de R. En este capitulo se presenta un resultado que, hasta donde sabemos, es
nuevo. Este dice que cualquier subconjunto de R con la topologia del orden es homeomorfo a
un subespacio de R (con la topologia usual).

Miguel Gaspar.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo hablaremos de conceptos que debemos conocer para entender mejor el
lenguaje que usaremos en los subsecuentes capitulos. También daremos algunas definiciones y
un poco de notacién. Recordemos primero qué es un orden:

Definicién. Sean X un conjunto y < una relacién entre elementos de X de tal forma que <
es reflexiva (es decir, que para todo x € X se tiene que x < ), transitiva (equivalentemente,
si se tiene que para x,w,z € X son tales que r < w y w < z entonces también tenemos que
x < z), antisimétrica (mejor dicho, si z,w € X son tales que x < w y w < x entonces © = w).
Si ademas < tiene la propiedad de que para todos z,w € X se sigue que r < w 6 w < =,
entonces decimos que < es un orden total sobre X y llamamos a la pareja (X, <) un conjunto
totalmente ordenado con el orden dado por <. También decimos que x < ysix <y y x #y.

Definicién. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Definamos y denotemos a los in-
tervalos que tienen extremos a y b como sigue:

(a,b) ={r € X :a <z <b},
la,b) ={z € X :a <z < b},

También consideramos los rayos:

(—o0,b) ={z e X :x < b},
(a,00) ={x € X :a<x}.

Andlogamente se definen los intervalos y rayos |a, b], (a, b], (—o0, b], [a, 00).

Dados (X, <) un conjunto ordenado y Y un subconjunto de X con el orden dado por la
restriccién de < a Y, para a,b € X denotamos al intervalo (a,b) N Y ={y €Y :a <y <b}
como (a,b)y y analogamente se considera la notacién para los demds intervalos arriba vistos.
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Capitulo 2

Conceptos Basicos

Definicién. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado; damos a X la topologia inducida
por el orden, la cual tiene por base:

B ={(a,b) :a,b € X} J{[ao,b) : ap,b € X} J{(a,bo] : a,by € X},

considerando que el segundo y tercer uniendo son sélo en caso de que existan elementos minimo
(ap) y maximo (by), respectivamente (en caso de no existir, éstos se omiten).
Observemos que una subbase para esta topologia es

v={(a,00) :a € X} U{(—00,b) : be X}

También notemos que si Y C X entonces una base para la topologia de Y son los intervalos
(a,b)y con a,beyY.

2.1. Ejemplos

Ejemplo 1. R con el orden usual.

Usaremos la siguiente notaciéon para las diferentes topologias que podemos considerar en los
subconjuntos de R.
7 := la topologia usual dada por ser subespacio.
T, := la topologia dada por el orden restringido.

Ejemplo 2. Q C R, Aqui tenemos que 7 = 7.

Demostracion.

“D” Esta contencién es obvia: Sea B un bésico de 7,; por lo tanto es de la forma (a,b)g con
a,b € Q y tenemos que (a,b)g = (a,b) N Q. Entonces (a,b)g € 7.

“C” Sea B basico de la topologia de Q como subespacio de R; por lo tanto es de la forma
(a,b)g con a,b € R, pero como Q es denso en R existen sucesiones (a,)n ¥ (bn), de elementos
de @ que convergen a a (de forma decreciente) y a b (de forma creciente), respectivamente, y

es claro que (a,b)g = U, ,en(an, bn)g de lo cual (a,b)q € 7. O

Ejemplo 3. Z C R. Tenemos que 7 = 7,; esto es obvio pues la topologia como subespacio es
la discreta, y (n—1,n+ 1) = {n}, lo cual nos dice que la topologia de Z como espacio también
es la discreta.
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Ejemplo 4. Sea C el conjunto de Céantor. Consideremos C' C R. Aqui pasa que 7 = 7,; la
demostracion es casi inmediata pues tenemos que para cada x € C, el conjunto de elementos
de C menores que z tiene elemento méaximo o el conjunto de los ¢ € C' mayores que x tiene
minimo, ésto por un lado y, por el otro se tiene que existe sucesion decreciente o creciente en
C' respectivamente que converge a x (converge cuando vemos a C' como subespacio de R). En
conclusion las topologias coinciden.

Ejemplo 5. Consideremos (0,1) C R. En este caso tenemos 7 = 7,.
Ejemplo 6. Sea A = (0,1) U [2,3) C R. Lo que obtenemos aqui es que 7, C 7 propiamente

pues [2,3) es abierto visto A como subespacio, pero no lo es cuando lo vemos como espacio
ordenado pues toda vecindad del 2 tiene elementos de (0, 1).

[

Observemos que en el ejemplo anterior se tiene (A,7,) = ((0,2),7). En el capitulo 8 veremos
que esto no es casualidad, es decir, que todo subconjunto de R con la topologia del orden es
homeomorfo a un subespacio de R con la topologia usual.
Ejemplo 7. Si A= (0,1]U[2,3) C R, es claro que 7 = 7,.

Proposicién 1. Sea X C R. Entonces se tiene que 7, C 7.

Demostracion. Sea B basico de 7,; por lo tanto es de la forma (a,b)x con a,b € X, y tenemos
que (a,b)x = (a,b) N X. Entonces (a,b)x € T. O
Veamos algunos resultados importantes sobre espacios ordenados.

Proposicion 2. Sea X espacio ordenado y sea 7 la topologia del orden. Si a < b son elementos
de X entonces (a,b) C [a,b)].

Demostracion. Sea x € (a,b) y supongamos que z ¢ [a, b]; entonces = < a o z > b.

Si 2 < a consideremos el rayo (—oo, a); se tiene que éste es vecindad de = que no intersecta a
(a,b) lo cual es una contradiccion.

Ahora si > b el rayo (b, 00) es vecindad de x que no intersecta a (a,b) lo cual es un absurdo.
En conclusién z € [a, b] y por lo tanto (a,b) C [a,b]. O

En la proposicién anterior la contencion puede ser propia. Para hacer evidente esto consi-
deremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Considérese el conjunto [0, 1]U[2, 3] C R con el orden heredado de R. Consideremos
el intervalo (0,2) = (0,1]; lo que veremos es que 2 ¢ (0,2), pero esto es claro pues (1,3) es
vecindad de 2 que no intersecta a (0,2) = (0, 1]. De lo anterior vemos que (0, 2) esta contenido
propiamente en [0, 2] que es lo que se queria.

Proposicién 3. Sean X, Y espacios ordenados. Si f : X — Y es funcién biyectiva que preserva
el orden, entonces f es homeomorfismo.
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Demostracion. Primero notemos que la funcién inversa (la cual estd bien definida por ser f
biyectiva) preserva el orden lo cual es bastante claro. Por lo anterior basta ver que f es abierta
o continua. Veamos que es abierta. Sea (a,b) C X bésico. Como f preserva el orden, se tiene
que f((a,b)) C (f(a), f(b)) pero, mas atn, son iguales pues si y € (f(a), f(b)) éste tiene por
preimagen a un elemento = € (a,b) (esto por ser f biyectiva y porque la inversa preserva
el orden), con lo que f((a,b)) = (f(a), f(b)) por lo cual f es abierta. En conclusion f es
homeomorfismo. O]

En el resultado anterior hay que tener cuidado con las topologias que se manejan. En este
sentido tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Sea X = (—o0,—1) U[0,00) con la topologia de subespacio de R. Sea f: X — R
definida por

f(x):{ r+1,siz< -1,

x,six > 0.

Entonces f es biyectiva, continua y preserva el orden pero no es homeomorfismo pues la funcién
inversa, digamos g, no es continua. Para ver esto notemos que [0, 00) es abierto en X y su imagen
inversa bajo g es [0, 00), pero éste no es un conjunto abierto en R, por lo cual g no es continua.

El siguiente lema es bien conocido de topologia general.

Lema 1. Sean X,Y espacios topoldgicos, sean C; C X, parat = 1,2,...,n, cerrados tales que
X =", Ciysea f: X —Y tal que f|C; es continua para cada i. Entonces f es continua.

Lema 2. Sea X espacio topolégico ordenado. Entonces X es Hausdorff (es decir para cada
par de puntos distintos z,y € X existen U,V abiertos ajenos tales que x € U y y € V') con la
topologia del orden.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y. Sin pérdida de generalidad z < y; tenemos dos casos.
Caso 1: Existe z € X tal que = < z < y, por lo tanto U = (—00,2) y V = (z,00) son tal como
se quiere.

Caso 2: El intervalo (z,y) = (J; en tal caso U = (—o0,y) y V = (x,00) son tal como se quiere.
En conclusion X es Hausdorft. m

Proposiciéon 4. Sea Y espacio ordenado y sea X cualquier espacio. Sean f,g : X — Y
continuas y sea h : X — Y definida por h(z) = mazx {f(z), g(x)}. Entonces h es continua.

Demostracion. Consideremos H : X — Y x Y tal que H(z) = f(x) x g(x) (es decir, f(x) y
g(x) son las funciones coordenadas de H). Es claro que H es continua. Nétese que el conjunto
Wi = {(y1,¥2) : y1 > y2} es un conjunto abierto en Y X Y, pues si 21,29 € Y son tales que
21 > zy, sean U,V abiertos bdsicos ajenos tales que z; € U y zp € V (esto por el lema 2).
Notese que U,V son tales que para cualesquiera v € U y v € V se tiene que u > v, lo cual es
claro ver. De lo anterior tenemos que (z1,29) € U x V. C W, lo cual prueba que W; es abierto;
por la misma razén es también abierto Wo = {(y1,92) : y1 < yo}-

Sean
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Cy=H (Y xY)\ W) y
Cy=H (Y x V) \ Wa).

Obsérvese que C y Cy son cerrados; mas ain

Cir={zr € X :h(z)=g(x)}y
Co={zre X :h(z)=f(zx)}

ahora es claro que X = C; U} y, por el lema 1, h es continua. O]

Sea X un espacio topoldgico y sea < un orden total sobre X. Sea T una topologia para X (no
nesesariamente la del orden). Para A subconjunto de X podemos definir:

Tso:=la topologia que obtenemos al ver A como subespacio de X con la topologia dada por el
orden <.

Un ejemplo importante de orden en un conjunto es el lexicografico en R? (ver definicién abajo)
y en sus subconjuntos pues nos proporciona una gran cantidad de ejemplos interesantes.

Para no confundir puntos con intervalos denotamos por x x y al punto de coordenadas x,y
(para z,y € R).

Ejemplo 10. Analicemos R? ordenado por el orden lexicografico definido por: (1, 11) <iex
(r2,92) & (v1 < m3) 6 (11 = 3y 41 < yo). Dados a,b € R? denotamos el intervalo
{2 € R?: a4 <jep T <jep b} por (a,b)er, v andlogamente se denotan los demds intervalos. Sea
7 la topologfa usual de R?. En este caso se tiene que 7 C 7,. Ademds la contencién es propia.

Demostracion. Sean x x y € R? y U béasico de 7 tal que z X y € U (es decir U = (a,b) x
(¢,d), donde x € (a,b) y y € (¢,d)). Es claro que el intervalo (vertical) V = (z X ¢,x X d)jer
esta contenido en U y x X y € V. De esto U € 7,. La contencion es propia porque obviamente
V & 7, pues es un segmento de recta vertical sin extremos que claramente no es un abierto en
R? con la topologia usual. O

Recordemos que llamamos a un espacio metrizable si existe una métrica tal que las bolas
nos inducen la misma topologia en X. Justamente ésta es una propiedad importante de R? con
la topologia del orden lexicogréafico como lo expresa la siguiente proposicion.

Proposicién 5. R? con la topologia del orden lexicografico es metrizable.

Demostracion. Para ver esto daremos una métrica y veremos que ésta genera la misma topologia
que el orden lexicografico.

Sean d la métrica usual de R, y d, esta misma métrica acotada por 1 (es decir, para z,y € R
do(z x y) = min{d(z x y),1}). Para x X y,w x z € R? definimos D como sigue:

do(y, 2), si x = w,
D(mxy,wxz):{ (?i szx%w.

Es claro que la topologia generada es la misma que nos da el orden lexicografico. Para verlo
consideremos © x y € B C R? con B bésico dado por D, es decir B es un “intervalo como
los de R” (pues la métrica es localmente en esencia la misma) pero en forma vertical, que es
exactamente un basico dado por el orden lexicografico, con lo que la topologia es la misma. [
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Ejemplo 11. Sea D? el disco unitario de dimensién 2; consideremos D? C R?. En este caso se
tienen las siguientes contenciones:

1. 7 ¢ 7,. Para ver esto consideremos una vecindad segin 7 del punto z = 0 x 1; mas
especificamente consideremos U igual a la interseccién de la bola de radio 1/4 y centro en
z con D?%; notemos ademéds que toda vecindad V bésica de z segiin 7, contiene una franja
vertical de D?, por lo cual V' ¢ U. El dibujo luce més o menos asf:

™
NP

2. 7, ¢ 7. Esta afirmacion es obvia pues es bastante claro que (0 x —1/2,0 x 1/2);, no es
vecindad de ninguno de sus puntos segin 7. El dibujo es:

N
A

3. T C Ty Notese que por el ejemplo 10 (7 C 7, en R?) esta contencién es cierta.
4. T4 C T. Esta es obvia pues el mismo caso que prueba el inciso 2 nos sirve para éste.

5. T, C Tso. Observemos que todo (a,b)i, € T,, con a,b € D? es también de la forma
((a,b)1ez) p2, con a,b € R? por lo que (a, )iz € Tso-

6. Tso ¢ T,. Para hacer esto evidente ndtese que 7y, hace el conjunto {1 x 0} abierto, pues
{1 x0} =D*Nn({1} xR) y, por otro lado, toda vecindad de {1 x 0} segiin 7, intersecta a
D? debido a que el conjunto {z € D?: 2 <, 1 x 0} no tiene elemento méximo. Con esto
se concluye que {1 x 0} ¢ 7,. En dibujos

4R
AN,

Notese que el ejemplo anterior sirve como contraejemplo para ver que las tres topologias
no son iguales, mas aun las contenciones que se dan entre ellas, se dan siempre, pues en la
demostracion de tales contenciones no se usa el conjunto subyacente para hacerlo evidente.
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Capitulo 3

Ordinales

Otros ejemplos muy importantes de conjuntos ordenados son los ordinales. Daremos ahora
una discusién breve sobre éstos. Esta serd un tanto informal; simplemente queremos ver a los
ordinales como espacios topoldgicos (con la topologia dada por el orden, claro estd) y no de
una forma puramente conjuntista.

Definicién. Decimos que un conjunto esta bien ordenado si todo subconjunto no vacio de
éste tiene elemento minimo. Al orden que cumple lo anterior le llamamos buen orden.

Definimos una “relacién” entre conjuntos bien ordenados. (Siendo estrictos esto no es una
relacién pues no se puede hablar del conjunto de todos los conjuntos.) Dos conjuntos bien
ordenados estan “relacionados” si existe funcién biyectiva entre ellos que preserva el orden. Es
facil verificar que la “relacién” antes descrita es simétrica, reflexiva y transitiva. A cada “clase
de equivalencia” le llamamos ordinal. De hecho, haciendo un abuso del lenguaje, llamaremos
ordinal a algunos representantes clasicos como los que se presentan a continuacion:

= 0=0.

n=4{0,1,2,...,n — 1}. Aqui estamos considerando cada natural de forma inductiva como
el conjunto de todos los naturales que le preceden. El orden entre éstos se define por la
pertenencia. Notese que en los nimeros naturales definidos de esta forma siempre que
n € m se tiene que n C m. Esta propiedad es importante:

Definicién. Decimos que un conjunto X cuyos elementos son conjuntos es transitivo si
siempre que y € X se tiene que y C X.

» w=N={0,1,2,...,n,n+1,...}.

» w+1=wU{w}. Observamos que n < w para toda n € w y que éste también podemos
representarlo en R con el orden usual como (es decir, es isomorfo, como conjunto ordenado,
a) {1 —1/n:neN\{0}}U{1}. (Aqui cada 1 —1/n corresponde a n—1y 1 corresponde
a w.) De manera andloga se definen w + 2, etc.

w+w =2 X w con el orden lexicografico (que es isomorfo al subconjunto

{m—1/n:neN\{0},m =12} de R).

w X w =N x N con el orden lexicogréfico (que es isomorfo al subconjunto

{m —1/n:m,n € N\ {0}} de R).
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Notemos que los tiltimos dos pueden verse como subconjuntos de R? y su orden es el lexicografico
de R? restringido a ellos.

3.1. Teorema del buen orden

Ahora vamos a probar un resultado que nos ayudard a tener ordinales no numerables.
Notacién: Sea X un conjunto, se denota el conjunto potencia de X (es decir el conjunto que
tiene como elementos a todos los subconjuntos de X') por p(X).

Dado un conjunto totalmente ordenado (X, <) y un z € X, decimos que x es elemento sucesor
si el conjunto Y = {y € X : y < x} tiene elemento méximo (es decir, hay un yo € Y tal que
para todo y € Y, y < yo). Observemos que si yo es maximo de Y entonces el intervalo (yo, x) es
vacio. En este caso escribimos z = y; y decimos que y, es predecesor de . En caso contrario
decimos que x es elemento limite.

En la definicién anterior se da notacién para conjuntos ordenados en general, pero para ordinales
usaremos una especial. Si o es un ordinal se denota o+ 1 al ordinal awU {a}; éste es sucesor de
a, que claramente coincide con o*.

Ejemplo 12. Ordinales sucesores y limite:

0 es limite pues no tiene predecesor inmediato.

Si n es un numero natural no cero; entonces es sucesor (pues su predecesor es n — 1).

w es limite.

w + 1 es sucesor

w + w es limite.
B w X w es limite.

Definicién. Sea A un conjunto. Una funcién de eleccién para A es una funcién
f:9(A)\ {0} — A tal que para todo B € p(A)\ {0}, f(B) = fs € B.

Axioma. Axioma de Eleccién (AC).
Todo conjunto no vacio tiene una funcion de eleccion.

Teorema 1. Teorema del buen orden (TBO).
Todo conjunto puede bien ordenarse (es decir, se puede definir un orden en él con el cual el
conjunto esta bien ordenado).

Ejemplo 13. Un ejemplo de cémo bien ordenar un conjunto X para el caso en que éste sea
numerable es bastante claro. Al ser numerable, existe f : X — N funciéon biyectiva. Entonces,
definamos un orden en X que nos darda f. Nétese que para cada = € X hay un f(x) € N,
por lo que nuestro buen orden en N y f nos da una funcién de eleccion natural g para X
dada como sigue: si Y C X no vacio se define g(Y) = f~1(min(f(Y))), la cual es claro que
estd bien definida por ser N bien ordenado y f biyectiva. Ahora por recursiéon definiremos
un buen orden para X: El primer elemento de X es 2y = g(X), y si suponemos elegidos los
primeros n elementos, se define el (n + 1)-ésimo z,, = g(X \ {zo,...,Zn-1}). Es claro que éste
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es un buen orden para X pues de hecho lo hicimos isomorfo (como conjuntos ordenados) a
N. Més aun, es claro que el isomorfismo es justamente f. Aunque para el caso numerable es
facil bien ordenar un conjunto cualquiera (esto es porque ya tenemos a N), para conjuntos de
cardinalidad mas grande no lo es, pues atin no tenemos ordinales “grandes” (pero gracias al
TBO los tendremos). La prueba que daremos es la generalizacién de esta idea que, aunque es
bastante natural, necesita del axioma de eleccién.

Lo que se probara a continuacion es la equivalencia entre AC y TBO. Dicha prueba consta de
dos partes, una es relativamente sencilla y muy clara, por lo cual no presentard mayor dificultad.
Esta es la que nos dice que TBO implica AC. Para la otra parte, primero se probara que entre
ordinales hay una especie de tricotomia (es decir “uno es menor que el otro o son iguales”).
Una vez hecho esto se definiran buenos érdenes compatibles sobre subconjuntos parciales del
conjunto que se quiere bien ordenar, esto con la ayuda de una funcién de eleccion. Para terminar
se uniran todos estos subconjuntos para obtener un buen orden para el conjunto total.
Procedemos ahora a probar un resultado que nos permite hacer induccién en ordinales (més
precisamente, en conjuntos bien ordenados), la cual se usard en la prueba de TBO. A esta
induccion se le llama induccién transfinita y extiende a la induccién que hacemos en N. Cabe
resaltar que, en general, en pruebas por induccion para ordinales mayores que w se distinguen
dos casos: el que el ordinal para el cual se va a demostrar la propiedad sea sucesor o el que sea
limite. Lo anterior se enuncia como sigue.

Teorema 2. Principio de Induccién Transfinita (PI)
Si v es un ordinal y S es un subconjunto no vacio de a cuyo primer elemento es aq y tal que

VB(law, B) C S = B €5);
entonces S = «.

Demostracion. Supongamos que no pasa. Sea [Jp ordinal tal que 3y ¢ S. Sea

X={veb+1:v¢5}

Como X es no vacio, tiene elemento minimo, digamos 7,. Entonces se tiene que [ag, ) C S,
pero vy ¢ S, lo cual es una contradiccion. O

Definicién. Sea B conjunto bien ordenado con elemento minimo by. Para b € B se define
la seccidn de b en B; escribimos Sy(B) (si se sobreentiende el conjunto subyacente simplemente
escribimos Sp) como el intervalo [bg, b).

Lema 3. Sean E y J dos conjuntos bien ordenados. Sea h : J — E. Entonces son equivalentes:
(7) h preserva el orden y su imagen es E o una seccién de E.

(i1) h(j) = min[E \ h(S;)] para todo j € J.

Demostracion.

(i) = (i1) Supongamos que no pasa, es decir, existe j € J tal que h(j) # min[E \ h(S;)]. En
esta situacion tenemos dos casos.

Caso 1: h(j) < m =min[E \ h(S;)]. Por ser m minimo, existe j* < j tal que h(j") = h(j) (esto
porque la imagen de h es seccién de E o todo E), lo cual contradice que h preserva el orden.
Caso 2: h(j) > m = min[E \ h(S;)]. Como h preserva el orden, entonces para cada j' > j
tenemos que h(j’) > h(j). De lo anterior y de que J = S; U {5’ € J:j < j'}, tenemos que
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m & h(J), lo cual contradice que h(J) sea o bien todo F, o bien seccién de éste.

En conclusién h(j) = min[E \ h(S;)] para todo j € J.

(i1) = (i) Veamos primero que h preserva el orden. Sean j,5' € J con j < j'. Como S; C Sy
entonces h(S;) C h(Sy), vy asi h(j) = min[E \ h(S;)] < min[E \ h(S;)] = h(j’), pero més aun,
como j € Sy tenemos h(j) # h(j'), por lo tanto h(j) < h(j’), con lo que concluimos que h
preserva el orden.

Ahora notemos que para cada j € J se cumple que h(S;) = Sp(;). Supongamos que esto no
pasa. Como la inclusién h(S;) C Sp(;) es siempre verdadera (pues h preserva el orden), tenemos
que para algin j € J existe un e € E tal que e < h(j) y e ¢ h(S;). Sea

Jjo=min{j € J: h(j) > e}.

De aqui podemos ver que min[E \ h(S},)] < e, lo cual contradice que h(jo) = min[E \ h(S;,)],
con lo cual concluimos que h preserva el orden y h(7) es o bien todo E o una seccién de éste. [J

Lo que dice el siguiente lema es que dados dos ordinales, éstos son iguales (isomorfos) o uno
es (isomorfo a) una seccién del otro .

Lema 4. Sean I y J conjuntos bien ordenados. Entonces o bien existe h : I — J que preserva
el orden y h(I) = J 6 h(I) es seccién de J, o bien existe g : J — I de forma anéloga.

Demostracion. Definamos esta funcién como sigue: para ig = min(I), sea h(ig) = jo = min(J)
y sl > g, f(i) = min[J \ h(S;)], en caso de que se pueda; si esto no se puede es por que para
un primer ¢ € J se tiene que S; = J; si éste es nuestro caso, notese que por el lema anterior,
tenemos que h es inyectiva y manda secciones en secciones. También notemos que h~! es de la
misma forma que h (es decir h=1(j) = min[l \ h=1(S;)]), por lo cual podemos definir g : J — [
de esta forma (g(j) = min[I \ g(S;)]), que “coincide con h™” (mds precisamente con la parte
que se pudo definir bien). Con lo anterior y por el lema anterior, se tiene que existen o bien
h, o bien g (o ambas y una es inversa de la otra), que preservan el orden y la imagen de h es
seccion de J, o es todo J, o viceversa. O

Definicién. Sean X un conjunto no vacio y f una funcién de eleccién para X. SiT C X y <
es una relacion en 7', decimos que (T, <) es torre en X para f si < es un buen orden sobre
T y para cada z € T,

z = f(X\ S5(T)),
recordando que S;(T") denota la seccién de x en T
Teorema 3. El axioma de eleccién es equivalente al teorema del buen orden.

Demostracion.

(TBO = AC) Sea A un conjunto no vacio. Sea < un buen orden para A; definase

f:p(A)\ {0} — A la funcién que a cada B C A no vacio lo envia en su elemento minimo; tal
elemento existe por ser < buen orden. Es claro que ésta es una funcién de eleccion para A.
(AC = TBO) Sean X un conjunto y f : o(X)\ {0} — X una funcién de eleccién. La prueba
se efectuard en 3 partes.

(1) Sean Ty, T3 dos torres en X para f. Entonces 77 = T o una es seccién de la otra.

Dem : Primero, por el lema 6 podemos suponer que existe h : 177 — T5 que preserva el orden y
ademads h(T}) es o bien T, o una seccién de Ts. Veamos que tenemos més que esto, es decir que
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h(x) = x para toda = € T). Para ver esto procedamos por induccién (podemos hacerlo pues
son conjuntos bien ordenados).

Consideremos t; el primer elemento de 73. Por ser T torre tenemos que t; = f(X \ S (71))
pero Sy, (T1) = 0 y también se tiene esto para Ty y si su elemento minimo es ty; entonces
b= X\ S0() = f(X) = [(X\ $u(T2) = b

Ahora supongamos que para cierta t € T7 tenemos que para todo u € T si u < t, entonces
h(u) = u. Por lo tanto h(S,(77)) es una seccién de Ty, pues de no serlo, existe un v € Ty
de tal manera que hay un ug < ¢ tal que v < h(up) y ningin w < t tiene por imagen a v,
pero esto no puede ser pues h(T7) es o secciéon de Ty o todo Ty, y ningin ¢t € Ty con t > ug
puede tener por imagen a v, esto por que h preserva el orden. Asi v ¢ h(T}), lo cual es una
contradiccién. Teniendo lo anterior y por el lema 3 es claro que h(t) = min[Ty \ h(S:(11))].
También h(S,(T1)) = Sw(Ts), donde w = min[Ty \ h(Sy(T1))], mas atn Sy(T1)) = S, (T5), esto
por hipédtesis de induccién. Ahora, como 71,75 son ambas torres, se tiene t = f(X \ Si(T1)) =
F(X\ Sw(Ty)) = w, con lo que concluimos que h(t) =t para toda t € Tj.

(2) Si (T, <) es una torre en X para f. Entonces existe una (7", <) torre en X para f de la
cual T es seccion.

Dem : Consideremos t' = f(X \ T), sea T" = T U {t'} y definase sobre 7" el orden <’ como
sigue: Para todo t € T se tiene t <’ t/, y entre elementos de T" el orden es <. Es claro que
(T",<') es torre y (T, <) = (Sp (1), <').

(3) Sea {(Tk, <) : k € K} la coleccién de todas las torres en X para f. Sean T' = |J, o Tk ¥
< la unién de todos los <; con k € K (es decir, como para todo k € K, <, es una relacién en
X x X y para cualesquiera ki, ky € K, <j, y <g, son compatibles (esto por (1)), se tiene que
< es también relacion de la misma naturaleza que todos los <j). Entonces (T, <) es una torre
en X para f; mas aun T = X.

Dem : Sea B C T. Entonces por la parte (1), B C T} para algin k € K, por lo cual B tiene
elemento minimo ¢ con <; pero también ¢ es minimo con <, esto gracias a (1), con lo que < define
un buen orden en T'. Ahora es claro que para cada t € T, t € T}, para algin k € K y ademas
tenemos por (1) que Sy(Ty) = Si(T'), de lo cual se tiene que t = f[X \ Sy(7T')]. Supongamos que
T # X. Esto no es posible pues por (2) hay una torre que la contiene propiamente pero 7' era
la unién de todas las torres.

En conclusiéon < es un buen orden para X. O]

3.2. Resultados sobre Ordinales

En general, dados dos ordinales a y 3 decimos que @ < 3 si y sélo si existe una funcién

inyectiva de o en (8 que respeta el orden; gracias a esto podemos considerarlos de tal manera
que o C 3 o, equivalentemente, « € (3. Por esta razén denotamos al ordinal « por [0, ) (su
seccién en cualquier ordinal 5 mayor que él).
Sea X un conjunto no numerable y démosle un buen orden; esto es posible por TBO, asi X es
un ordinal, como también lo es Y = X U{X} (con X como elemento mayor de Y y los demés
elementos tienen el mismo orden que tenian en X). Ahora, el subconjunto de Y que consta de
todos los ordinales no numerables es no vacio (pues X € Y'), asi que tiene primer elemento. Ese
elemento es el primer ordinal no numerable y lo denotamos por €. Entonces 2 = [0, ) es no
numerable pero sus elementos son todos numerables. Ademas €2 es ordinal limite.
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Cabe hacer notar que los ordinales que hemos definido son los mismos que se definen en la

teorfa de conjuntos: conjuntos bien ordenados, transitivos y tales que la pertenencia (€) es un
buen orden sobre éstos.
Consideremos 3 un ordinal. Le damos topologia (la dada por el orden). Para cada o < 3 una
vecindad bésica en (0, 3] de aw es U = (v, 5], pues U = (7,5 + 1) si @ < (3, y si no entonces
a = (3 es el elemento mayor. También tenemos que si « es ordinal sucesor, a = v + 1; entonces
{a} es abierto (pues {a} = (v, + 1)). También {0} es abierto.

Nétese que todo ordinal limite es un punto de acumulacién en la topologia del orden (esto
por definicién de ordinal limite).

Recordemos que, en general (a,b) # [a,b] (ver Ejemplo 8); sin embargo, para ordinales limite
el resultado es cierto como veremos a continuacion.

Proposicién 6. Sea « ordinal limite. Entonces [0, o] es la cerradura de [0, a) dentro de cualquier
ordinal 3 > «.

Demostracion. [0, ] es cerrado pues su complemento es (o, 3) (que podria ser vacio si § =
a+1). O

Con relacién a la proposicion anterior, cabe hacer notar que el resultado es falso para
ordinales sucesores, pues si « + 1 es ordinal sucesor, se tiene que [0, + 1) = [0, a que ya es
un conjunto cerrado.

Proposicién 7. Todo subconjunto numerable A de [0, (2) tiene cota superior en [0, §2).

Demostracion. Paracada a € A se tiene que [0, o) es numerable. Consideremos B = . 4[0, «).
Como B es unién numerable de numerables, B también es numerable por lo que B # [0, ).
Sea v € [0,Q) \ B. Entonces ~ es numerable y es cota superior para A (puessia € Ay v < a,
entonces v € [0,a) C B). O

Recordemos algunas definiciones de topologia. Dado un espacio topolégico X decimos que

= X es segundo numerable (o que satisface el segundo axioma de numerabilidad), si
existe base numerable para su topologia.

= X es primero numerable (o que satisface el primer axioma de numerabilidad), si cada
r € X tiene base local numerable.

Recordemos también que todo espacio métrico es primero numerable.
Proposicién 8. [0, 2] no es primero numerable (y, por lo tanto, tampoco es metrizable).

Demostracion. Supongamos que si lo es. Entonces existe sucesion (a, )new en [0, £2) que converge
a ; pero el conjunto A = {a, : n € w} es numerable asi que, por la proposicién anterior, tiene
cota superior ag € [0,€2); entonces (g, 2] N A =0, lo cual es una contradiccion. ]

Probaremos que, aunque [0,(2) si es primero numerable (Ver Proposicién 9), [0,2) no es
metrizable. Para ello necesitamos un par de lemas.

Lema 5. En [0, (2) todo conjunto infinito tiene punto de acumulacién.
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Demostracion. Sea A C [0,) infinito. Sean B C A infinito numerable y by = min(B), by =
mzn(B \ {bl}), ey bm = mzn(B \ {bl, bQ, . 7bmfl}), ce

Es claro que (by,)new, €8 sucesion estrictamente creciente. Sea [ minima cota superior (esto por
el buen orden de 2 y proposicién 8). Entonces 3 es punto de acumulacién de By, por lo tanto,

de A. 0

Lema 6. Si X es compacto (se verd mas sobre espacios compactos en el capitulo 6) y A es un
subconjunto infinito de X. Entonces A tiene punto de acumulacién.

Demostracién. Supongamos que no pasa, es decir, A’ = () (A" denota el conjunto de puntos de
acumulacién de A); pero entonces A es cerrado pues A = AU A’ = A. Por ser X compacto y
A C X cerrado, A es también compacto. Para cada a € A sea U, abierto tal que U, N A = {a}
(tal U, existe pues a no es punto de acumulacién). Entonces la cubierta {U, : a € A} tiene
subcubierta finita, lo cual es una contradiccion pues A es infinito. O

Lema 7. Sea X un espacio 77 (es decir que los puntos son cerrados (véase capitulo 4)). Si
AC X yaxe A, entonces toda vecindad de = contiene una infinidad de elementos de A.

Demostracion. Supongamos que U € N, es tal que UNA = {z1,...,z,}. Usando que X es T,
para cada x; # x tomemos V; € N, que no contenga a z;. Entonces V = NV, es una vecindad
de x tal que (V' \ {z}) N A =0, contradiciendo el hecho de que = € A’ O

Decimos que un espacio topoldgico es compacto por sucesiones si toda sucesiéon tiene
subsucesién convergente.

Lema 8. Sea X un espacio primero numerable y 7. Si todo conjunto infinito tiene punto de
acumulacion entonces X es compacto por sucesiones.

Demostracion. Sea (x,,), una sucesion en X. Si el conjunto A = {x,, : n € N} es finito, entonces
alguno de los términos se repite una infinidad de veces, asi que la subsucesion constante de ese
término es convergente. Supongamos entonces que A es infinito; por hipdtesis sea © € A'.
Construyamos entonces una subsucesién de (x,), que converga a x: Sea {Uy : k € N} de tal
suerte que Uy D Uy D .. .; por induccién construimos x,, € Uy, de manera que nj1 > ny (esto
se puede gracias al lema anterior). Es claro que la subsucesién (z,, ), converge a . O

Dada U una cubierta abierta para un espacio métrico (X, d), decimos que § > 0 es nliimero
de Lebesgue para U si para todo A C X con diam(A) < §, se tiene que existe U € U tal
que A C U. Es claro que si 0 es numero de Lebesgue para U entonces cualquier real positivo
0" < 0 también lo es. No toda cubierta tiene nimero de Lebesgue. El siguiente lema nos da una
condicién suficiente.

Lema 9. Si (X, d) es un espacio métrico compacto por sucesiones entonces toda cubierta abierta
para X tiene numero de Lebesgue.

Demostracion. Supongamos que no y sea U cubierta abierta sin nimero de Lebesgue. Para
cada n € N tomemos A,, C X de didmetro menor que 1/n y que no esté contenido en ningtin
elemento de U. Sea a, € A,. Usando la hipdtesis consideremos una subsucesion de (a,), que
converja, digamos a xy € X, y sea m € N tal que By ,,(29) C U; sea k € N tal que k > 2m y

An,, € Bij2m)(20);
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entonces, dado que el didmetro de A, es menor que 1/ny, tenemos que A, C B /@m)(zo) C U,
lo cual es una contradicién. ]

Lema 10. Sea X espacio métrico. Entonces son equivalentes:
(1) X es compacto.

(#7) Todo conjunto infinito en X tiene punto de acumulacion.
(77i) Toda sucesién en X tiene subsucesién convergente.

Demostracion.

(1) = (ii) Esto se demostré en general en el lema 6.

(1) = (uii) Como X es métrico, entonces es T y primero numerable, asi que esto se demostré en
el lema 8.

(7i1) = (i) Veamos primero que para cada € > (0 existe una cubierta finita de X formada por
bolas de radio e. Supongamos que no pasa y sea € > 0 tal que ninguna unién finita de bolas
de radio € cubra a X. Por induccién construyamos una sucesién (z,), en X como sigue: Sea
x1 € X cualquiera y paran > 2 sea x, € X \ Be(z1)U...UB(z,_1). Como X es compacto por
sucesiones, (x,,), tiene subsucesién convergente, sin embargo esto es claramente imposible pues
los términos de la sucesién distan entre si mas que € (o sea que la sucesién no es de Cauchy, lo
cual es necesario para cualquier sucesién convergente en espacios métricos).

Ahora probemos que X es compacto usando el lema anterior. Sea U cubierta abierta para X y
sea 0 un numero de Lebesgue para /. Usando lo probado arriba tomemos x4, ..., z, tales que

X = Uign Bg/3($i).

Como estas bolas tienen diametro menor que §, cada una de ellas estd contenida dentro de
algin elemento de U, digamos Bys/3(x;) C U;. La cubierta buscada es {Uy,...,U,}. O

Proposicién 9. [0, (2) es primero numerable pero no metrizable.

Demostracion. Es facil ver que es primero numerable, pues para cada [ € [0,€2) se tiene que
{(a, 8] : @« < B} es base local para (3, y ésta es numerable pues 3 lo es. Luego [0,€2) no es
compacto (pues {[0,a + 1) : @ < Q} es cubierta sin subcubierta finita), pero por el lema 5 todo
subconjunto infinito tiene punto de acumulacién, y esto, gracias al lema anterior, es imposible
en espacios métricos. [

Notemos que [0, 2) no es segundo numerable. Supongamos que si lo es. Sea
B = {(an,b,) : n € N},

base numerable para [0, 2), pero ndtese que, gracias a la proposicion 7, el conjunto {b,, : n € N}
es acotado en [0,€2), por lo que B no puede ser base.

Es bastante claro que R es homeomorfo al espacio ordenado (con el orden lexicografico) ([0, w) x
[0,1)) \ {0 x 0} (donde [0,w) es el conjunto de ordinales menores que w y [0,1) es el intervalo
de reales mayores o iguales que 0 y menores que 1). Imitando esta construccion definimos la
recta larga L = [0,Q) x [0, 1). Este es un espacio topolégico que analizaremos posteriormente.



Capitulo 4

Axiomas de separacién

Ahora veremos qué espacios satisfacen los axiomas de separacién. Recordemos las siguientes
definiciones bien conocidas de topologia.
Sea X espacio topolégico.

= Decimos que X es T) si dados z,y € X existen U,V abiertos tales que z € Uy y ¢ U,
ademéds de quey e Vyx ¢ V.

= Decimos que X es T, o Hausdorff si para cualesquiera elementos z,y € X existen U,V
abiertos ajenos tales que x e U yy e V.

= Decimos que X es T3 o regular si es T} y cualesquiera C' C X cerrado y z € X \ C se
pueden separar mediante abiertos ajenos.

= Decimos que X es Ty o normal si es 77 y cualesquiera dos cerrados ajenos se pueden
separar mediante abiertos ajenos.

Es facil ver que Ty = T3 = Ty = T} (pero no al revés). Probaremos que todo ordinal es
normal, primero porque es una prueba bastante facil, y segundo, por que la prueba del resultado
més en general (para espacios ordenados) es una generalizacién de ésta.

Proposiciéon 10. Todo ordinal es normal.

Demostracion. Sean Ay B cerrados ajenos. Buscamos U y V' abiertos ajenos tales que A C U y
B C V. Podemos suponer que 0 no es elemento de AU B (pues si, por ejemplo 0 € A, podemos
trabajar con A\ {0} en lugar de A y, al final, agregar {0} (que es abierto y cerrado) al U que
encontremos). Para cada a € A sea (z,,a] basico que no intersecta a B, y para cada b € B sea
(v, b] bésico que no intersecta a A. Los abiertos que separan a Ay B son U = J,c (74, a] ¥

V= UbeB(yb, b]~ L

Ahora nos disponemos a probar el resultado general, es decir que todo espacio ordenado es
normal. Haremos esto por pasos, primero probando que son 715, luego T35 y, finalmente, T}.

Proposiciéon 11. Sea X espacio topologico ordenado; entonces X es Hausdorff.

Lema 11. Sean X espacio topoldgico ordenado y B C X cerrado. Si B estd acotado superior-
mente y ademas B tiene supremo s, entonces se tiene que s € B.

17
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Demostracion. Supongamos que s ¢ B. Como B es cerrado, existe a € X tal que a < sy
(a,s] N B =0, de aqui que a es cota de By a < s, lo cual es una contradiccién puesto que s
era supremo. Por lo tanto s € B. O

Lema 12. Sea X espacio topoldgico ordenado; entonces X es regular.

Demostracion. Ya tenemos que X es 17 por ser Hausdorff.
Sean B C X cerrado y z € X\B. Consideremos

P={beB:b<z}yQ={beB:b>z}.

Es claro que Py @) son acotados superior e inferiormente, respectivamente. Tenemos dos casos:
Caso 1: Si P tiene supremo, digamos «, entonces, por el lema anterior, « € By a < z; de esto
y por ser X Hausdorff podemos separar a z de o mediante abiertos ajenos y, por lo tanto, es
claro que podemos separar P y z con abiertos ajenos.

Caso 2: P no tiene supremo. De esto y de que z es cota se sigue que existe o cotade Py a < z;
de aqui que podemos separar P y z mediante abiertos ajenos.

Sean U; y V; abiertos ajenos que contengan a z y a P, respectivamente. Ahora, haciendo lo
andlogo, obtenemos separacién en abiertos (Us, V3) para z y @, de lo cual concluimos que
U=U,NUy;yV =V, UV, es separacion en abiertos ajenos para z y B. O]

Teorema 4. Sea X espacio topologico ordenado; entonces X es normal.

Demostracion. Ya tenemos que X es 17 por ser Hausdorff.

Sean B,C C X cerrados ajenos. Usando que X es regular, para cada ¢ € C' tomemos U, =
(Ze,ye) con z, < ¢ < y. basico que sea parte de una separacién en abiertos para {c} y B.
Es claro que (J . U. es un abierto que contiene a C' y ajeno con B. Ahora para cada b € B
consideremos

Sp={ceC:c<blyTy={ceC:b<c}.

Observemos que S, y Tp son acotados superior e inferiormente, respectivamente. Para S, tene-
mos dos casos:

Caso 1: Sy tiene supremo s. Por el lema 11, s = ¢y € C' y ¢y < b. Para esta situacion podemos
tener 3 casos:

Primero. Que b sea el elemento consecutivo a cy. En este caso tendremos que y., = b por ser
(Zey» Yoo ) vecindad de cg y ajena con B; de este hecho concluimos que Vi, = (¢, 00) es un abierto
ajeno a (J g, Ue-

Segundo. Existe b’ € B con ¢y < b < b. Entonces V;, = (I/,00) es abierto que contiene a by
ajeno a (J g, Ue.

Tercero. Existe z € X con ¢y < 2 < by (co,b))NB = (). Parac € Sy sea z. = 2 81 Y. > 2,0 2e = Ye
si ye < 2. Entonces Vi, = (2,00) ¥ U.cg, (e, 2c) son abiertos ajenos y Su C U,.cg, (Te; 2e)-

Caso 2: S, no tiene supremo. En estas circunstancias tenemos 2 casos; de hecho son casi el
segundo y tercero del caso 1 que quedan resueltos de la misma forma esencialmente.

Ahora de nuevo. Para cada b € B, trabajamos para Tj como lo hicimos para S, pero con infimos
y obtenemos abiertos V5, y elementos w. analogos a los z.. De esto, V}, = Vi, N V;, es abierto
que contiene a by ajeno a |J.co(we, ye).

Notemos que en la parte en que se alteraron los z. y ., cada uno de éstos se alterd a lo mas
una vez y, por esto, para cada ¢ € C, U] = (w., z.) es un abierto que contiene a ¢ y ajeno a

todos los V, para b € B. De lo anterior se concluye que
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(U = UceC Ué , V= UbeB %)

es separacién en abiertos ajenos de C y B, con lo cual hemos probado que X es normal. O]

Como habiamos anunciado, los ordinales nos proporcionan contraejemplos muy importantes
en topologia. Por ejemplo podemos probar que subespacio de normal no es normal ni producto
de normales es normal como veremos a continuacion.

Proposicién 12. [0,] x [0, ] (con la topologia producto) es normal.

Demostracion. Podemos suponer que [0, €] es compacto (se probard en el capitulo 6) y Haus-
dorff (ya se probd), por lo tanto [0,Q] x [0,9] es compacto y Hausdorff, en consecuencia es
normal. O

Lema 13. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es Hausdorff si y sélo si
A={rxzeXxX:zec X} esun conjunto cerrado en X x X.

Proposicién 13. El espacio Z = [0,2) x [0,€] (con la topologia producto) no es normal.

Demostracion. Como X = [0,9Q] x [0, €] es Hausdorff, su diagonal A = {(z,z) : x € [0,9]} es
cerrada. Sea A = ANZ = A\ {Q x Q}. Entonces A es cerrado en Z. También B = [0,Q) x {Q}
es cerrado. Veamos que A y B no se pueden separar. Supongamos que si y sean U y V' abiertos
ajenos tales que A C Uy B C V. Dado x € [0,Q) existe S tal quez < f < Qyxx 3 ¢ U (pues
sixx 8 € U para toda 3, entonces z x Q serfa punto de acumulacién de U C Z\V que es cerrado,
asi que x X ) perteneceria a Z \ V', lo cual es una contradiccion). Sea 3(z) el menor de estos 3's.
Definimos una sucesién en [0, 2) como sigue: z; es cualquier punto y, paran > 2, z,, = f(2,_1).
Entonces x; < x5 < .... Sea b = sup{z, : n € N} = sup{f(x,) : n € N} (el cual es claro que
existe). Entonces b es punto de acumulacién de los z,,, de donde x,, x B(x,) - bxbe ACU,
lo cual es imposible porque x,, x 3(x,) ¢ U para ningin n € N. O
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CAPITULO 4. AXIOMAS DE SEPARACION



Capitulo 5

Conexos

Recordemos que si X es espacio topoldgico, decimos que X es disconexo, si existe una
separacién en abiertos no trivial (es decir, que existan U,V abiertos ajenos no vacios y tales
que U UV = X). En caso contrario decimos que X es conexo.

Teorema 5. Sea (X, <) un espacio topolégico ordenado. Entonces X es conexo si y sélo si
cumple:

1. Dados z,y € X con x < y existe z de tal modo que =z < z < .
2. La propiedad del supremo.

Si X cumple 1 y 2 decimos que X es un continuo lineal.
Si s6lo cumple 1 decimos que es orden lineal denso (OLD).

Demostracion.

(=) Primero supongamos que no cumple 1y sean z,y € X con z < y y tales que (z,y) = 0.
Entonces U = (—o0,y) y V = (z,00) forman una separacién no trivial en abiertos de X, lo cual
es un absurdo.

Ahora supongamos que no satisface 2; de esto se sigue que existe A C X, con A # () acotado
superiornente y sin supremo. Sean B = {z € X :Va € A;a <z}, U = (J,c4(—00,a) y V =
Upe (b, 00). Observemos primero que U NV = ) (esto es claro por como se define B). Ahora
veamos que X = U UV.

Sea z € X.

Caso 1: Si x < a para algun a € A entonces x € (—00, ay) para algin a; € A por A no tener
supremo; por lo tanto x € U.

Caso 2: Si para cada a € A se tiene que a < x, entonces, como A no tiene supremo, quiere
decir que B no tiene elemento minimo; por lo tanto existe b € B con b < x y asi z € (b, 00), de
donde z € V.

En consecuencia X C U UV, de donde (U, V) es separacién no trivial en abiertos para X, y
esto es una contradiccién.

(<) Supongamos que X es disconexo y sea (U, V') separacién en abiertos para X. Sean u € U
y v € V. Sin pérdida de generalidad supongamos que u < v. Sea A = {x € U : (u,z) CU} y
sea (v SuU SUpremo.

Caso 1: a € U. Queremos probar que a € V. Consideremos (1, m9) con x; < o < w9. Como «
es supremo, por la propiedad 1 existe z con o < z < x5y z ¢ U; por lo tanto (z1,22) NV # (),
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dedonde a e V=V yasiacUNV,y esto es imposible.

Caso 2: a € V. Queremos demostrar que a € U. Consideremos (x1,29) con 1 < ag < x2. Como
a es supremo, por la propiedad 1 existe z € U tal que 21 < z < a, por lo tanto a € U = U, de
donde o € U NV y esto también es una contradiccion.

En conclusion X es conexo. O

Ahora utilicemos la teoria de espacios ordenados para ver algunos ejemplos de espacios
conexos y disconexos.
Empecemos con dos ejemplos similares pero en los que uno es conexo y el otro no.

Ejemplo 14. Consideremos a R? con el orden lexicogréfico. Tenemos que R? es disconexo con
la topologia del orden pues cada linea vertical es un conjunto abierto y entonces una separacién
en abiertos para R? es U = (—00,0) x Ry V = [0, 00) x R. (Observemos que R? no es continuo
lineal pues el conjunto A = {x x 0: 2z € R} es acotado pues 1 x 0 es cota pero A no tiene
supremo. )

Ejemplo 15. [0, 1] x [0, 1] con el orden lexicografico es conexo.

Demostracion. Veamos que es continuo lineal.

Cumple 1 pues si z X y < w X z son elementos de [0, 1] x [0, 1] tenemos dos casos:

Caso 1: = w. En este caso tenemos dos elementos y, z € [0, 1] en donde s existe un v € [0, 1]
cony<v<ziasizxy<arxv<wXz.

Caso 2: © < w en este caso existe v € [0, 1] conz < v < w, delo que se sigue Xy < vxXv < WX 2.
Cumple 2. En efecto, como 1 x 1 es elemento maximo veamos que todo subconjunto tiene
supremo. Sean B C [0, 1] x [0,1] y S el conjunto de los x tales que x es la primera cordenada de
un elemento de B, y sea s su supremo (tal s existe pues S C [0, 1]). Ahora tenemos dos casos:
Caso 1: s ¢ S. En este caso es claro que s X 0 es supremo de B.

Caso 2: s € S. En este caso sea () el conjunto de los y tales que s X y € B, y sea ¢ su supremo.
Entonces s X ¢ es supremo de B.

En conclusién [0, 1] x [0, 1] es continuo lineal. O

En general tenemos lo siguiente.

Ejemplo 16. Sea X ordenado y conexo con topologia del orden. Entonces X x [0, 1] es conexo
(con la topologia dada por el orden lexicografico).

Demostracion. Es bastante claro ya que, salvo por particularidades que no tienen la menor
dificultad, la demostracién sigue el esquema de la del ejemplo 15. O

Veamos los siguientes ejemplos:

1. @ no es continuo lineal pues no satisface 2.

2. N no es continuo lineal pues no satisface 1.

3. R x [0,1] con la topologia del orden lexicografico si es continuo lineal.

4. 10,1] U (2, 3] como subespacio de R no es continuo lineal pues no es conexo.

5. [0,1] U (2, 3] con la topologia del orden si es continuo lineal pues es homeomorfo a [0, 2]
que es conexo.
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Ejemplo 17. Sea a un ordinal. Entonces X = « x [0, 1) es conexo.

Demostracion. También para ver esto, gracias al teorema 5, basta con convencernos que es un
continuo lineal.

Notemos que cumple 1. Sean x,y € X con x < y. Si la primera coordenada de x y la de
y son iguales, tenemos practicamente el caso de dos elementos en el intervalo [0,1) en donde
si existe siempre un elemento intermedio. En caso de que la primera coordenada sea distinta,
digamos a7 y s con a; < g, sea ty la segunda coordenada de x; entonces es claro que
z=uay X (to+ ((1 —t9)/2)) es tal que = < z < y.

Ahora observemos que cumple 2. Sea A un subconjunto de X acotado superiormente. Tomemos
ap el minimo ordinal tal que ag X ¢ es cota de A para algin t € [0, 1).

Caso 1. Si existe algin elemento en A que tiene como primera coordenada a «g, entonces ya
estd el resultado pues tenemos la situacién de un subconjunto de [0,1) acotado por, digamos,
un t; < 1, que claramente tiene supremo.

Caso 2. Si para todo a € A se tiene que la primera coordenada es menor que «q entonces es
claro que s = ag x 0 es su supremo.

Hemos probado que X es conexo. O

Como sabemos, un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias (cpt) si para cualesquiera
x,y € X existe trayectoria entre ellos, es decir existe funcién continua f del intervalo [0, 1] en
X tal que f(0) =z y f(1) =

También recordemos de nuestros cursos de topologia que imagen continua de conexo es conexo,
y que si C' es un subconjunto conexo de un espacio topolégico X y (U, V') es una separacion en
abiertos para X, entonces C' C U o C' C V. También tenemos que si X es cpt entonces X es
conexo. El reciproco no es cierto, y como ejemplo tenemos la curva del topélogo definida en R?
como sigue:

C ={z xsen(l/z) e R*: z € (0,1]} U ({0} x [—1,1]).

A continuacién mencionamos una importante conclusién de que la imagen continua de conexo
es conexo. Esta nos dice que si una funcion continua de un conexo a un ordenado toma dos
valores; entonces también toma todos los valores intermedios entre ellos. Mas concretamente:

Teorema 6. (Teorema del Valor Intermedio (TVI)). Sea f : X — Y con X conexo y Y
ordenado. Si a,b € X son tales que f(a) < f(b), entonces [f(a), f(b)] C f(X).

Demostracion. Supongamos que no y sea ¢ € [f(a), f(b)] \ f(X). En consecuencia
((—00,¢), (¢,0)) es una separacién en abiertos para f(X), lo cual es imposible pues f(X) es
conexo. [

Ejemplo 18. R x [0,1] y [0,1] x [0, 1] con el orden lexicografico no son cpt.

Demostracion. Supongamos que R x [0, 1] si lo es. Sea f : [0,1] — R x[0,1] tal que f(0) =0x0
y f(1) =1 x 1. Entonces por TVI, [0,1] x [0,1] C f([0,1]). Ahora consideremos {z} x (0, 1)
tal que z € [0, 1]. Esta es una familia no numerable de abiertos ajenos, por lo que la imagen
inversa de tal familia es también familia no numerable de abiertos ajenos en [0, 1] lo cual es una
contradiccion. ]

La demostracién de que [0, 1] x [0, 1] no es cpt es similar.
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Ejemplo 19. Sea [ un ordinal numerable o § = €. Entonces X = 3 x [0,1) es conexo por
trayectorias.

Demostracion. Sean z,y € X.

Caso 1. Si z e y son tales que su primera coordenada es igual tenemos que es obvio que hay
trayectoria de x a y pues practicamente son dos elementos en el intervalo [0,1) que si es cpt.
Caso 2. Si x e y tienen primera coordenada distinta, digamos « y 7, entonces o y 7 son
numerables y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer o < 7. Para cada § € (a,7),
tenemos que {d} x [0,1) es homeomorfo a [0,1). Como hay s6lo una cantidad numerable de
deltas entre v y 7, se sigue que para cada § € (a, ) es claro que {9} x[0,1) = [0, 1), de aqui que
podamos definir una funcién continua de [0, 1] en [z, y], que mas que continua es inmersién pues
se van pegando bien ya que ( es numerable. O

Ahora veamos qué podemos decir de los espacios ordenados conexos (continuos lineales) y
de los ordenes lineales densos.
En cuanto a axiomas de numerabilidad se refiere, tenemos lo siguiente:

Proposicién 14. Sea X OLDSE (es decir, es OLD sin extremos (sin elementos maximo y
minimo)). Entonces X es primero numerable si, y sélo si, para todo = € X existen sucesiones
(Yn), (z,) en X \ {z} tales que y, / x (la convergencia es de forma creciente) y z, \, x (la
convergencia es de forma decreciente).

Demostracion.

(=) Sean x € X y B, = {By,Ba,...} base local para x de intervalos anidados. Por ser X
OLDSE podemos suponer que si B; = (b;1,b;2), Bj = (bj1,b;2) con ¢ < j; entonces b;; < bj1y
bia > bjo. Es claro que {b,1} vy {bn2} son las sucesiones buscadas.

(<) Sea z € X; nétese que 3 = {(y;, 2;) : i € N} es base local para z, pues es claro que todos
estos intervalos son vecindad de x, y si U es basico que contiene a z entonces existe m € N tal
que para todo n > m se tiene que y,, z, € U; de esto se sigue que (Ym+1,2ms+1) C U, con lo
cual 3 es base local numerable para . O

Sabemos que todo espacio segundo numerable es separable (pues para construir un denso
numerable basta tomar un punto en cada elemento de una base numerable). También sabemos
que el reciproco es cierto para espacios métricos. Veamos ahora que también lo es para continuos
lineales, y que la demostracion es esencialmente la misma que para espacios métricos.

Proposiciéon 15. Sea X continuo lineal. Entonces son equivalentes:
1. X es segundo numerable.
2. X es separable.

Demostracion. Sea D denso numerable.

Afirmacién: § = {(a,b) : a,b € D, a < b} es base para la topologia de X.

En efecto. Sean z € X y (y, z) vecindad bésica de z. Tanto (y,z) como (z,z) son no vacios
(esto por ser X continuo lineal). Por la densidad de D existen a,b € D tales que a € (y,x) y
b € (x,z), de lo cual se sigue que z € (a,b) C (y, 2).

Es claro que (8 es numerable. En conclusién X es segundo numerable. O



Capitulo 6

Compactos

Recordemos que si X es espacio topoldgico, decimos que X es compacto si para toda
cubierta abierta {U, : A € A} (es decir, una familia de abiertos cuya unién contiene a X)
existe un subconjunto finito {A,..., Ay} de A tal que X C Uy, U...UU,,. (Decimos que
{Ux,,..., Uy} es subcubierta finita de {U, : A € A}.). Sabemos que cualquier intervalo ce-
rrado en R es compacto. Generalizaremos esto a espacios ordenados. La demostracién es la
generalizacion de la demostracién en R.

Teorema 7. Sea X espacio topolégico ordenado. Entonces X es compacto si y sélo si cumple:
1. Tiene elementos méximo («) y minimo ().
2. Tiene la propiedad del supremo.

En particular, si X tiene la propiedad del supremo, entonces todo intervalo cerrado es compacto.

Demostracion.

(=) Primero supongamos que no cumple 1, es decir digamos X que no tiene elemento méximo.
Ahora consideremos la cubierta abierta U = {(—o0,z):z € X}. Como X es compacto, sea
{(=00, 1), (—00,23),...,(—00,x,)} subcubierta finita. Ahora tomemos y =max{xy,...,x,}
de donde X C (—o0,y), pero y ¢ (—o0,y) lo cual es una contradiccién.

Anélogamente procedemos si X no tiene elemento minimo.

Ahora supongamos que no cumple la propiedad del supremo. Sea B C X acotado superiormente
sin supremo y consideremos

U={(—00,b):be B}U{(z,00): (z € X)(Vbe B)(x>10)}.

Veamos que es cubierta. Sea xr € X.

Caso 1: Si x < b para algin b € B, entonces z esta en uno de los elementos del primer uniendo.
Caso 2: Si x > b para toda b € B, entonces x es cota de B y, como no tiene supremo, existe x’
cota de B con 2’ < x con lo cual = estd en uno de los elementos del segundo uniendo. Como U
es cubierta tomemos subcubierta finita {(—o0, b1), ..., (—00,b,), (x1,00), ..., (2, 00)}. Sean

y =méax{by,...,b,} y z =min{xq,..., 2, }.

Entonces X C (—o0,y) U (2,00), peroy € B C X y y ¢ (—00,y) U (z,00), lo cual es una
contradiccion.
(<) Sea U cubierta abierta para X y consideremos
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B:{xGX:(EInGN)(Ul,...,UnEL{/\[a,x] CUanUj)}.

Como (3 es elemento maximo, [ es cota de B; por lo tanto tiene supremo; llamémosle s a este
supremo. Primero observemos que s > ay s € B. Sea U; € U vecindad de «; por lo tanto
existe b € B con a < by [a,b) C U;. Sea Uy € U vecindad de b, de lo cual b € B y por lo tanto
a < s.

Ahora sea Uy € U vecindad de s. Entonces existe ¢ € X con o < ¢ < sy (¢, s] C Uy. Como s es

supremo, existe b € B con ¢ < b < sy por lo tanto existen Uy, ..., U, € U que cubren a [«,b],
y de esto podemos concluir que {Uy, Uy, ..., U,} es cubierta para [«, s|, con lo cual s € B.
Por tltimo veamos que s = . De no ser asi y como s € B sea {Uy,...,U,} C U cubierta

finita de [a, s] y supongamos, sin pérdida de generalidad, que s € U;. Por lo tanto, existe
c€ Bcons<c<fcon [sc)C Uy. Ahora sea Uy € U vecindad de c; tenemos entonces que
{Uo, Uy, ..., U,} C U es cubierta finita para [«, |, lo cual contradice que s es supremo y, por
lo tanto, s = 3, de donde concluimos que X es compacto. O

Como se prometié en el capitulo 4 se probaré que [0, 2] es compacto; de hecho se probard mas
general:

Corolario. Sea o un ordinal. Entonces a es compacto si y sélo si « es sucesor.

Demostracion.

(=) Supongamos que no es sucesor, es decir «a es limite. Entonces no tiene elemento méximo,
lo cual es un absurdo pues contradice al teorema anterior.

(<) Si « es sucesor, entonces tiene elementos méximo y minimo. Basta ver que tiene la pro-
piedad del supremo, pero esto es claro gracias a que « es bien ordenado y todo conjunto es
acotado por el elemento méaximo de a. O

Decimos que X es numerablemente compacto si toda cubierta abierta numerable tiene
subcubierta finita. Probaremos ahora que [0, §2), aunque no es compacto, si es numerablemente
compacto.

Sean X un conjunto y C una familia de subconjuntos de X. Decimos que C tiene la propiedad
de la interseccidn finita (PIF) si toda subcoleccion finita de ésta tiene interseccién no vacia.

Lema 14. Un espacio topolégico X es (numerablemente) compacto si y sélo si toda familia
(numerable) de cerrados con la PIF tiene interseccién no vacia.

Demostracion. Lo probaremos para compacto, pues el caso numerable es andlogo.
Basta con probar una implicacién pues la otra es en esencia lo mismo.
(=) Sea C familia de cerrados con la PIF y supongamos que (... C = ). Entonces

X:X\ﬂCGCCZUCGCX\C7

de donde U = {X \ C': C € C} es una cubierta abierta para X que, por ser compacto, tiene
subcubierta finita {X \ C1, X \ Ca,..., X \ C,}, pero esto implica que C; N CyN...NC, =0
lo cual contradice la PIF de C. O

Proposicién 16. [0,€2) es numerablemente compacto.
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Demostracion. Gracias al lema anterior basta ver que toda familia numerable de cerrados con
la PIF tiene interseccion no vacia.

Sea C = {C), : n € w} familia de cerrados con la PIF. Ahora sea (x,), definida como sigue:
zg € Cy y para m > 1 tomemos z,, € iy Cn, la cual existe por la PIF. Ahora, como todo
conjunto infinito en [0, Q) tiene punto de acumulacién en [0,Q), sea = € {z,, : n € w}', y como
para cada k € w se tiene que x, € Cj si n > k y cada Cj es cerrado, entonces éste contiene
a sus puntos de acumulacién; pero justamente para todo k € w, z € C; C Cj, por lo que
r € (e, Ci de donde se concluye que tal interseccion es no vacia. ]

Sabemos que toda funciéon continua de un compacto en R alcanza su maximo y minimo,
asi como que imagen continua de compacto es compacto. La primera parte mencionada podemos
generalizarla a cualquier codominio ordenado como veremos a continuacién. La prueba es la
misma que la de R pero vale la pena recordarla.

Proposicién 17. Sea f : X — Y continua con X compacto y Y ordenado. Entonces f alcanza
su maximo (y su minimo).

Demostracion. Se probaré solo que f alcanza su maximo pues para el minimo es analogo.
Supongamos que no pasa, es decir que f no alcanza su maximo. Consideremos

U={(—o0, f(x)):xe X}.

Gracias a que [ no alcanza su maximo, U es cubierta para f(X) que es compacto. Sean
{(—=00, f(z1)), (=00, f(22)),..., (=00, f(x,))} CU subcubierta finita y zo € X tal que f(xg) =
max {f(z;):i=1,2,...,n}; por lo tanto {(—oo, f(x¢))} también es subcubierta, lo cual es una
contradiccién pues f(xg) ¢ (—oo, f(xg)). O

Habiamos visto que R? con la topologia del orden lexicogréifico es metrizable. Esto es falso
para [0, 1] x [0, 1] como veremos enseguida.

Lema 15. Sea X espacio métrico compacto. Entonces X es separable.

Demostracion. Sea d métrica para X . Denotamos por B,,(z) al conjunto {y € X : d(xz x y) < m}.
Para cada n € N sea U, = {Bl/n(x) Txr € X}; es claro que U, es cubierta para X. Sea
D, = {zp1,%Tn2, .., Ty, } tal que {Bl/n(xn,l),Bl/n(xmg), . ,Bl/n(:cn,kn)} es subcubieta fi-
nita de U,. Lo que se afirma es que D = J _ D, es denso en X. Sean = € X y € > 0. Por
demostrar que B.(z) N D # 0.

Sean N € N tal que 1/N < ey y € Dy tal que d(z x y) < 1/N (y existe pues By n(q)
con ¢ € Dy es cubierta de X). Entonces B.(x) N D # (), con lo cual se concluye que X es
separable. O

neN

Ejemplo 20. Sea X = [0,1] x [0,1] con la topologia del orden lexicogréafico. Entonces X es
compacto, primero numerable, no segundo numerable y no metrizable.

Demostracion. X es compacto pues gracias al Teorema 7 basta con ver que tiene elementos
maximo y minimo, y que tiene la propiedad del supremo; sus elementos maximo y minimo son
1x 1y 0x0 respectivamente, y el que tiene la propiedad del supremo se hizo cuando se probé que
es conexo (Ejemplo 15). Ahora, ver que X es primero numerable es bastante claro pues X en
sus elementos maximo y minimo es localmente como un subconjunto de R y en todos los demas
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puntos lo és gracias a la Proposicién 14. Notemos que X no es ni metrizable ni segundo numera-
ble pues {{z} x (0,1) : x € R} es una familia no numerable de abiertos ajenos, con lo que X no
es separable, en consecuencia no es segundo numerable y, por el lema anterior, no es metrizable.

[]



Capitulo 7

Topologias Relacionadas con la del
Orden

Ahora analicemos algunas topologias relacionadas con la del orden y veamos qué podemos
decir de ellas. Para esto recordemos algunas definiciones conocidas de nuestros cursos de topo-
logia.

Asi como se definié compacto, también decimos para x en X que X es localmente compacto
en z si existe K C X vecindad compacta de x. Si para todo x € X se tiene que X es localmente
compacto en x decimos simplemente que X es localmente compacto. También diremos que
X es Lindelof si de toda cubierta abierta se puede extraer una subcubierta para X a lo mas
numerable.

Notese que en la definicion anterior se tiene que X compacto implica X localmente compacto
pues X es vecindad compacta de todos sus elementos.

Decimos que un espacio es totalmente disconexo si los conjuntos conexos maximales son los
que constan de un solo punto. Un ejemplo claro de un espacio que cumple esta propiedad son
los ordinales, lo cual es claro verificar.

Llamamos a un espacio topologico X cero-dimensional si existe una base B para su topologia
tal que todos sus elementos son cerrados y abiertos. Obsérvese que los ordinales son también
cero dimensionales pues dado « ordinal, una base para su topologia es {(3,7+ 1) : f < v < a},
y justamente cada (3,7 + 1) = [3 + 1,7] es cerrado y abierto. Nétese que X cero-dimensional
implica X totalmente disconexo.

7.1. Topologia del Orden Derecho

Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Consideremos en X la topologia generada por
la siguiente base

B={(a,0):a€ X}

A esta topologia se le conoce como topologia del orden derecho. Observemos que la topologia
del orden contiene a ésta. Denotamos por Rpp a R dotado con esta topologia. Consideremos Y =
{z € R:xz > 0}. Entonces Y es compacto no Hausdorff. En efecto, es claro que es compacto.
Para ver que esta topologia no es Hausdorff notemos que dados dos elementos distintos z,y € X
se tiene que o bien x < y, o bien y < x; en cualquiera de estos dos casos se tiene que una vecindad
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del elemento més pequeno contiene también al elemento mas grande.
Propiedades de esta topologia:
Sea X espacio ordenado dotado con la topologia del orden derecho.

» Para cada v € X, se tiene que {z}' = {y € X : y < x}. Esto es obvio. Por lo tanto todo
conjunto no vacio en X tiene punto de acumulacion.

= Noétese que que X es conexo pues la cerradura de un conjunto abierto no vacio es todo
X. Mas ain, no hay dos abiertos no vacios ajenos en X ni tampoco los hay cerrados.

= X es localmente compacto pues tenemos dos casos:
Caso 1: z es elemento minimo; entonces X = [z, 00), el cual es vecindad compacta de z.
Caso 2: = no es minimo; entonces existe y € X con y < z y [y,00) es vecindad de x
compacta.

s Rpp es segundo numerable pues una base numerable para esta topologia es

B={(g,00) : q € Q}.

Maés aun, Rpp es separable y Q,Z, N y cualquier conjunto no acotado por la derecha es
denso en Rpp.

s Rpp es lindelof por ser segundo numerable, pero no es compacto pues la cubierta
{(—=n,00) : n € N} no tiene subcubierta finita y, por lo tanto, no puede ser numerable-
mente compacto.

7.2. Recta de Sorgenfrey

Ahora consideremos en R la topologia generada por
B ={[a,b) :a,b e R, a< b}

Es claro que ésta tampoco es la topologia dada por el orden; lo que si se puede verificar, es
que ésta contiene a la del orden. Para ver esto notemos que todo intervalo de la forma (a,b) no
vacio es unién de elementos de 3, pues (a,b) = (U, cnlan, b), donde a, \, a y a, > b para toda
n € N. A la anterior topologia definida se le conoce como topologia del limite inferior.

A R dotado con la topologia del limite inferior se le denota por R; y se le conoce como recta
de Sorgenfrey.

Algunas propiedades importantes de R;:

= La topologia del limite inferior contiene a la del orden en R como se vié antes.

» Para todos a,b € R el intervalo [a,b) es abierto y cerrado, lo cual es claro. Més atn,
para todo r € R los conjuntos (—oo,r) y [r,00) son también abiertos y cerrados, lo cual
muestra que la recta de Sorgenfrey es cero-dimensional y totalmente disconexo.

= En términos de axiomas de separaciéon, R; es normal.
Dem : Sean A, B C R cerrados ajenos. Para cada a € A sea z, > a tal que [a,x,) no
intersecta a B (esto se puede lograr pues B es cerrado). Ahora, para cada b € B sea
y» > b tal que [b, y,) no intersecta a A; asi es claro que U = (J,c4la. %a) v V = Upeplb v)
es separacién en abiertos para Ay B.
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= En cuanto a axiomas de numerabilidad, tenemos que R; es primero numerable. Para ver
esto, notemos que para cada = € R los abiertos de la forma [z,q) con ¢ € Qy g > z es
una base local numerable para x. También es separable pues Q es denso también con esta
topologia. Aun con estas dos condiciones se tiene que no es segundo numerable pues sea 3
base para la topologia de R;. Para cada z € R y U abierto de la forma [z, y) vecindad de
x se tiene que existe un B € B tal que z € B C [z,y), por lo que a B podemos suponerlo
de la forma [z, z) y, como B es base, se tiene uno para cada z € R, por lo que B no puede
ser numerable.

= R, es Lindelo6f.

Demostracion. Sea I' cubierta abierta para R. Lo que veremos a continuaciéon es que
para cada n € Z el conjunto [n,n + 1) tiene subcubierta numerable. Lo haremos para el
intervalo [0, 1). Supongamos que no pasa, es decir que todo subconjunto numerable de I'
no cubre a todo [0, 1). Consideremos

X ={z €[0,1) : [0, z] puede ser cubierto por una cantidad numerable de elementos de '}

y sean s su supremo (tal supremo existe por la suposicién de que ninguna subcubierta
numerable cubre a [0,1)) y U C I tal que U es numerable y cubre a [0,s). Como I' es
cubierta existe v € I' con s € 7; sea x5 con s < x5 < 1 tal que [s,25) C v (el cual existe
por ser vy abierto). Por lo tanto existe y € [s,z5) con s < y < xg; entonces U U {7} es
cubierta numerable para [0,y], con lo que y € X y y > s, lo cual es una contradiccién
y, por lo tanto, existe subcubierta numerable Uy C T' para [0,1). Entonces, para cada
n € Z, sea U, C I' subcubierta numerable para [n,n + 1); por lo tanto V = J,,c; Un €3
subcubierta numerable para R. Con esto R; es Lindel6f. O

= R; no es compacto ni localmente compacto.

Demostracion. Para ver esto, basta ver que no es localmente compacto. Supongamos que
si lo es. Sean x € R y U vecindad compacta de x; por ser U vecindad, existe y > x con
[z,y) C U; como [z, y) es cerrado y estd contenido U, que es compacto, [x,y) es compacto,
pero I' = {[z, 2) : * < z < y} es cubierta abierta sin subcubierta finita para [z,y), lo cual
es una contradiccion. O]

= R; no es metrizable. Esto es porque todo métrico separable es segundo numerable.
Aplicacion conocida de R;:

= R? (con la topologia producto) no es normal, lo cual nos da otro ejemplo para probar que
producto de normales no necesariamente es normal.

Demostracion. Observemos que los basicos son rectangulos que incluyen sus lados iz-
quierdo e inferior pero no sus lados derecho y superior, asi que la diagonal D a 135° por
el origen es un conjunto cerrado y, como subespacio, tiene la topologia discreta, asi que
todo subconjunto de él es cerrado en R?. Suponiendo que R? es normal, tenemos que todo
cerrado A C D se puede separar de su complemento D \ A en D, asi que existen abiertos

(de R?) ajenos Uy y Va tales que A C Upy D\ A C V,. Sean D = p(D)\ {0,D} y
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Q=p(QxQ)\{0,Q x Q}. Definamos ¢ : D — Q por ¢(A) =Us N (Q x Q). Como Q
es denso en R; , tenemos que ¢ esta bien definida. Probaremos que ¢ es inyectiva, lo cual
es claramente una contradiccion, por cardinalidades.

Sean A, B € D distintos; sin pérdida de generalidad tomemos a € A\ B C D\ B; entonces
a € UyNVpg asi que Uy N Vg es abierto no vacio, por lo que contiene puntos de Q x Q.
Entonces

0#UsnVeN(@xQ) C (Ua\Up)N(@Q@xQ)=Uan(QxQ))\ (UsN(QxQ)).
U

La Recta Larga

Ahora trabajaremos un poco con la recta larga definida antes; L = [0,€) x [0, 1), con el

orden lexicografico y la topologia dada por éste. También se define de forma andloga la recta
larga extendida como L* = L U {2 x 0}. Notemos algunas de sus propiedades:

» L es localmente homeomorfo a R (en todos los puntos salvo en su primer elemento), lo

cual es claro.

Toda sucesion creciente converge en L y en L*. Esto se sigue de lo anterior y de que todo
subconjunto numerable en [0, 2) tiene cota superior. Mas atin, L es compacto por sucesio-
nes. Esto se sigue de que todo subconjunto infinito en €2 tiene punto de acumulaciéon. Una
consecuencia inmediata de lo anterior es que no existe funcién estrictamente creciente de

L en R.
Como su topologia es la del orden, tanto I como IL* son normales.

L no es compacto pues la cubierta v = {[0 x 0, x 0) : 0 < @ < Q} no tiene subcubierta
finita, aunque si es numerablemente compacto (esto es consecuencia inmediata de que
[0,9) lo es (proposicién 16)).

L no es metrizable pues es compacto por sucesiones pero no compacto, y esto es imposible
en espacios métricos (como vimos en el lema 10). En consecuencia L* (aunque si es
compacto) tampoco es metrizable (si lo fuera, entonces también LL lo seria, pues subespacio
de métrico es métrico).

L no es Lindeldf. Esto es consecuencia de que todo conjunto numerable en [0, 2) tiene
cota superior en [0, Q).

L y IL* son ambos no separables. Esto por la misma razén que en el inciso anterior.

L y IL* son ambos localmente compactos, I por ser localmente homeomorfo a R, y IL.* por
ser compacto.

L es conexo por trayectorias, (ver ejemplo 19) y también localmente conexo por trayec-
torias pues es localmente como R.



Capitulo 8

Subconjuntos de R

En este capitulo analizaremos lo que pasa con los subconjuntos de R considerando la topo-
logia que induce el orden de R restringido a ellos. Centremos nuestra atenciéon en lo que pasa
en el Ejemplo 6 (en tal ejemplo teniamos a (0,1) U [2,3)); en éste las topologias del orden y de
subespacio no coinciden, pero si se tiene para este subconjunto en particular que es homeomorfo
a un subespacio de R. Surge entonces una pregunta bastante natural. ;Pasard esto siempre?,
mejor dicho, jpara cualquier subconjunto de R como espacio ordenado existird un subespacio
de R tal que son homeomorfos?. La respuesta a esto afortunadamente es si, de hecho lo que
intentaremos hacer es imitar lo que pasoé en el ejemplo 6 “pegar lo que haga falta”, y es lo que
probaremos enseguida.

Para X C R consideremos la siguiente notacion:

Para z € X denotamos X \ {z} por X..

Para z € X decimos que z es punto de acumulacién sélo por la izquierda si existe
sucesion (x,,), de elementos de X, tal que z,, /7 z, y no existe sucesion (y, ), de elementos
de X, tal que x,, \,, z.

Anélogamente, z es punto de acumulacién sdlo por la derecha si existe sucesién
(n)n de elementos de X, tal que x,, \; z, y no existe sucesién (y,), de elementos de X,
tal que x,, /7 z.

X, denota al conjunto de puntos de acumulacién sélo por la izquierda de X.
X4 denota al conjunto de puntos de acumulacion sélo por la derecha de X.

A := el conjunto de los puntos aislados de X (es decir, los a € X tales que existe una
vecindad V' de a en 7 tal que VN X = {a}).

Y = X'\ (X;UX,).

También, como es costumbre, denotamos por N7 al conjunto de vecindades de x segin la
topologia o.

Lema 16. Sea X C R. Entonces {z € X : N7 # N} es numerable.
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Demostracion. Para ver esto, nétese primero que el conjunto de los puntos en los cuales no
coinciden las topologias es un subconjunto de X; U X; U A pues el resto de puntos de X
son puntos de acumulacién por ambos lados y, por el mismo argumento del Ejemplo 2, en
tales puntos las topologias coinciden. Por esto, si cada uno de los uniendos es numerable, ya
terminamos. En efecto, es claro que el conjunto de puntos aislados es numerable, basta ver
entonces que X; es numerable (andlogamente X, lo serd). Para cada x € X;, como es punto de
acumulacién sélo por la izquierda existe un a, € R con = < a, y tal que (x,a,) N X =0, de lo
que se sigue que tales intervalos son ajenos para elementos distintos pues (x,a;) N (y,a,) # 0
implica y € (z,a,) o € (y,a,), pero esto es imposible pues ningun intervalo intersecta a X;
de lo anterior y como R es separable se tiene entonces que X; es numerable. O]

Tenemos ahora que dado un X C R, el conjunto de puntos donde las topologias no coinciden
es numerable, por lo que ahora podemos definir una funcion explicita de “pegado”, para lo cual
primero debemos identificar todos estos puntos, asi como también qué distancia habremos
de recorrer una parte de nuestro conjunto X para “pegar” donde tengamos que hacerlo. Tal
identificacién de estos puntos se hace de la siguiente forma. Para cada x € X definanse

nz)=infr{ye X :y>z} y o(x)=supr{y € X :y < z}.
Sean

E=XUX;UAU{n(z):z2e X;UX;UAYU{o(z) :2€ X;UX,UA}y
Z={axbeEXE: [a<bA[(a,b))NX =0A[(ac XANb¢g X)V(a¢ XANbe X)]}.

Notese que Z es numerable, y justamete Z nos identifica cuales son los puntos de X que deberian
ser pegados (es decir, son puntos para lo cuales existe sucesion en X que converge a ellos en X,
pero la misma sucesién no converge a ellos en R). Sea {a; X by, as X by, ...} una enumeracién
para Z. Definanse para cada n € N, d,, = b, —a,, y para z,y € X con z < y, MY C N como
sigue: n € MY si se tiene que (a,,b,) C [z,y]. Sea f la funcién de “pegado” definida como
sigue:

x—zmeMg dp, stz >0,
fx) = 0, six =0,
T+ Ym0 Am, stz <0.

Veamos algunas observaciones importantes de lo anterior.
1. Los intervalos (ay,b,) con n € N son ajenos entre si.

2. Para todo x,y € X, si x < y entonces ZmeMij dm <y —x.
Lo anterior pues la suma considera las longitudes de intervalos (ag, by), los cuales estén
contenidos en [z, y].

3. Para cualesquiera z,y,z € X, six <z <y entonces > v dm =D e prz di + D ey i
Esto es gracias a la observacién anterior y a que no importa que la suma se divida en 2
sumandos (esto pues son series absolutamente convergentes (véase series absolutamente
convergentes [5])).
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4. Para todo x,y € X, si © < y entonces se tiene que f(z) < f(y).
Para ver esto podemos suponer que 0 < x,y pues de no ser asi y si y > 0 considerariamos
entonces = = 0 (pues si z < 0 nétese que por la definicién de f y por la observacién 2 se
tiene que f(z) < 0). Ahora nétese que, por como se define f y por las observaciones 2 y
3, es claro que f(z) < f(y). El caso en que z,y < 0 es andlogo.

Noétese también que en la observacion 4 la funcion preserva el orden pero puede no ser inyectiva.
Para ver que esto es posible considérese el siguente ejemplo.

Sea W C R definido inductivamente de la siguiente manera. Sea V = {1/8 +1/8" : n € N} U
{0,1}; tal V' es la unién de dos puntos aislados y una sucesiéon que no tiene punto de convergen-
ciaen V (esto considerando la topologia de subespacio en V). Sea W; = V. Ahora para cada dos
puntos consecutivos en W pongamos una copia (a escala) de V' donde los puntos consecutivos
corresponden a 0 y 1. Entonces W5 es igual a W unién las sucesiones que le agrega el poner
las copias de V' antes mencionadas. Supongamos que tenemos W,. Para cada par de puntos
consecutivos en W,, pongamos una copia de V' (a escala) de la misma forma en que lo hicimos
para pasar de Wi a Ws, entonces W, es la union de W, con las sucesiones que se agregan al
poner las copias de V.

Sea W = [J,,eny Wa. Es claro que si aplicamos a W nuestra funcién de pegado, nuestra f es
constante, por lo cual f puede no ser inyectiva.

El ejemplo anterior se menciona para ver que lo que haremos enseguida es necesario.

Una vez teniendo en claro que nuestra funcién podria tener problemas para ser inyectiva,
fijémonos en tales puntos considerando el siguiente conjunto; C' = {c € f(X) : [f~!(c)| > 1}.
Notemos lo siguiente: Si ¢ € C, se tiene que f~!(c) es un OLD. En efecto consideremos z,y € X
con f(z) = ¢ = f(y); entonces x y y no pueden ser elementos consecutivos, pues si lo fueran,
por la definicién de f, f(z) # f(y). Més ain, f~!(c) es igual a un intervalo (posiblemente rayo)
interseccién con X (esto por la observacién 4). Sea X (¢) = f~(c)\ {maz[f~(c)], min[f~(c)]}.
Para resolver este detalle, es decir, los puntos donde f no es inyectiva, veamos los siguientes
lemas. Estos nos dardn una solucién a esto.

Lema 17. Sea X un OLDSE numerable. Entonces X = (Q como espacios ordenados.

Demostracion. Sean {q, : n € N} y {z,, : n € N} enumeraciones para Q y X, respectivamente.
Lo que haremos es dar una relacion « inyectiva y suprayectiva entre los elementos de Q y los
de X tal que v preserve el orden, es decir, un isomorfismo.

= Definimos x1 « ¢;.

= Ahora tomamos ¢z y nos fijamos en dénde se localiza (a la izquierda o derecha de ¢);
tomamos k£ minimo tal que x; se encuentre en la misma ubicacién con respecto a x; que
q2 respecto a ¢;. Entonces definimos ¢g v~ xy.

= A continuacion consideramos z; con [ minimo entre los que todavia no estan relacionados
y tomamos ¢,, € Q con m minimo entre los no relacionados todavia, de manera que g,
se encuentre en la misma posicion relativa con los ¢; ya relacionados que x; con los x; ya
relacionados. Definimos entonces x; « ¢y,.
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= Asf sucesivamente vamos tomando en forma alternada los elementos de X y de Q para
definir la relacién.

Es claro que la relacién que se construye arriba es un isomorfismo entre espacios ordenados. [J

En el siguiente lema generalizamos un poco el anterior para subconjuntos de R, no necesa-
riamente numerables.

Lema 18. Sea X C R un OLDSE. Entonces existe un D C (0,1) denso tal que X = D como
espacios ordenados.

Demostracion. Primero vamos a ver que podemos encontrar un OLDSE numerable que sea
denso en X. En efecto, sin pérdida de generalidad, supongamos que X C (0, 1). Ahora consi-
deremos para cada n € N la siguiente familia U, = {((k — 1)/n,k/n) : k =1,2,...,n}, y sean
U=U,enUn yV ={U cU:UNX #0}. Sea E el conjunto formado por la eleccién de un
punto de cada V' € V. Es claro que F es OLDSE numerable y denso en X. Por el lema anterior
sea f: E — (0,1) N Q isomorfismo. Sean C' C [0, 1] la “completacién” de E'y F : C' — [0, 1]
la extension de f (de hecho F' se puede ver de forma precisa como sigue; para = € C sea (z,),
sucesion en E tal que x, — x. Entonces F(x) = limy_ f(x,)). Consideremos ahora F[X; es
claro que F' es inyectiva pues lo es en un denso, preserva el orden y F(X) es denso en (0, 1),
por lo tanto D = F'(X) es el que buscabamos. O

Volvamos a nuestra demostracion. Recordemos que la f definida anteriormente no necesa-
riamente es inyectiva. Modificaremos nuestro conjunto original X en los puntos donde nuestra f
no es inyectiva. Para cada ¢ € C, y por el lema anterior, sea D(c) C (infr[f~(c)], supr[f~*(c)])
denso tal que X (¢) = D(c¢) con isomorfismo g..

Consideremos la siguiente funcién G' = (| J,.cq 9c) U (id [ X \Ucec X (c)). Observemos que G abre
los puntos que f colapsa. Es claro que X = G(X) como espacios ordenados. Andlogamente de
como se definié f anteriormente definamos, para G(X), F' : G(X) — R que haga lo mismo:
“pegar lo que se tenga que pegar”.

Afirmacién: G(X) = F(G(X)) como espacios ordenados y, més ain, en F'(G(X)) coinciden las
topologias del orden y la de subespacio. Si se prueba la anterior afirmaciéon habremos termina-
do.

Dem : Notemos primero que, por la definicién de F', ésta satisface también las observaciones
1, 2, 3 y 4. Veamos que F' es también inyectiva: Si suponemos que no lo es, entonces existen
z,y € G(X) con x < y tales que F(z) = F(y), pero ndtese que tales z,y ¢ G(U.ccX(c)) pues
cada uniendo es denso en un intervalo y, por la definicién de F, ésta es inyectiva en U.cc X (c),
por lo que z,y € G(X \ Ueec X (¢)) = X \ Ueec X (¢), pero esto no puede ser pues f es inyectiva
en X \ Ueec X (c) vy F' “se comporta igual” en este conjunto, por lo que F es inyectiva; es mas,
para todo z,y € G(X), si © < y entonces F(z) < F(y).

Veamos ahora que la topologia del orden y de subespacio coinciden en F(G(X)). Es claro
que si z € X es tal que N7 = NJ°; entonces N}(G(x)) = /\/}?‘EG(I)). Por otro lado, si para z € X
se tenfa que N # NJ°, esto se debfa a que pasa:

reXgNo(x)¢ X o
reX;An(z)¢ X o
reANN(z),0(x) ¢ X o
reAN[nx)e X No(x) ¢ X)V (n(x) ¢ X No(x) € X)].



37

Haremos ver que para alguno de los casos pasa que N, F(G(z) = N, ;‘EG(I)); los otros son analogos.
Supongamos entonces que x € X; y que n(x) ¢ X; entonces si x € X(c¢) para algin ¢ € C,
es claro que en F(G(x)) las topologias son iguales pues F'(G(X(c))) es denso en un intervalo
y en los densos si se tiene la igualdad de las topologias (ver ejemplo 2). Por otro lado, si para
cada c € C, x ¢ X(c), entonces, como n(x) es un infimo, sea (x,), \, n(x); por la observacién
2 y por como se definen F'y G, y en vista que x X n(x) € Z, se tiene que para cada n € N,
F(G(z,))—F(G(x)) < x,—n(zx). Para ver esto supongamos que F(G(z)) = x (pues, por como
es F, s6lo hay que desplazar un poco todo pero esto facilita las cuentas); entonces, de nuevo,
por la definicién de F, se tiene que para cada n € N pasa que F(G(z,)) < z, — (n(x) —z) =
x, —n(x) 4z, de lo cual, sumando F(G(x)) (que es igual a 2) a ambos lados de la desigualdad,
se tiene que F'(G(z,)) — F(G(z)) < x, —n(z), pero (z, —n(x)), — 0, por lo que, bajo la com-
posicién de G con F, se tiene que F(G(z,)), \, F(G(z)); por lo tanto las topologias coinciden
en F(G(x)). Es claro que la composicién de G con F' es continua, esto porque en F(G(X)) las
topologias coinciden y porque esta composicién es un isomorfismo de espacios ordenados (con
su imagen), por lo tanto es continua y abierta.

En conclusiéon F(G(X)) es tal como se queria.

Noétese que el resultado que se probé arriba no se puede generalizar a R? con el orden lexi-
cografico pues en la demostracién se usa fuertemente la separabilidad de R. Para hacer esto
evidente observemos el siguiente ejemplo:

Sea [0,1] x [0, 1] C R? con el orden lexicografico, gracias a la proposicién 5 tenemos que R? con
el orden lexicografico es metrizable, por lo que, si se cumpliera el resultado anterior tendriamos
entonces que todo subconjunto de R? con la topologia dada por el orden lexicografico es metri-
zable, pero [0, 1] x [0, 1] no lo es (esto se vid en el ejemplo 20).
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CAPITULO 8. SUBCONJUNTOS DE R
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