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Introduccion

La nocién de un juego de billar en una mesa rectangular puede ser abstraido y ser estudi-
ado desde el punto de vista matemaético, donde la mesa de billar puede tomar la forma de
un poligono arbitrario y estudiar la trayectoria de la bola en ella. Formalmente la teoria
del billar aparecié en el trabajo de Ya. G. Sinai [Sin70] en el ano 1970, estd teoria que
estd a sélo 43 anos de edad, crecid y se desarrollé a una velocidad notable; mostrando
tener cierta relacion con procesos fisicos, haciendo un uso sofisticado de la teoria ergddi-
ca, lo que le ha permitido introducirse en el &mbito moderno de los sistemas dinamicos
y la mecénica estadistica; prueba de ello es que en enero de 2005, MathSciNet dio més
de 1.4000 entradas relacionadas al “Billar”, aunque cabe destacar que la mayor parte
estd relacionada a billares en poligonos que tienen todos sus angulos interiores de la
forma Am con A ndmero racional (poligonos racionales), y no asi para el caso irracional,
este ultimo es una de las razones que motivan a desarrollar propiedades para el caso de
billares en poligonos irracionales, en particular el teorema 3.10, expuesto al final, que
caracteriza el grupo de Veech I'(S) (definicién 3.9) de la superficie asociada al poligono

irracional P.
Para entender y probar ese resultado, estructuramos el trabajo de la siguiente manera:

En el primer capitulo, desarrollamos los conceptos relacionados al billar, estudiando

en particular el billar en el cuadrado, mostrando la equivalencia existente entre las
2 7’

%, a través de

una construccion; y en lo que sigue, dicha construccién serd generalizada a un poligono

trayectorias del billar y las trayectorias del flujo geodésico en el toro

cualquiera por medio de la contruccion de Katok-Zemlyakov, atribuida al trabajo de A.
Katok, A Zemlyakov [Kat87].

En el segundo capitulo, desarrollamos las definiciones de superficies de traslacion y
superficies planas, donde dotaremos de una estructura de variedad al espacio topoldgico
S(P) obtenido por la construccién de Katok-Zemlyakov en el poligono P, ademds de
exponer una caracterizaciéon topolégica de la superficie S(P), cuando P es racional y
cuando P es irracional, este ultimo debido al trabajo de F. Valdez [Val09]. Prosiguiendo
con la accién del grupo de reflexiones lineales (definida en la construccién de Katok-
Zemlyakov) sobre la superficie S(F).

En el tercer capitulo, explicamos lo que son las superficies de Veech, para ver que la

R2

dicotomia que cumple la superficie toro 7 no es exclusiva de ella, esta dicotomia también
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es valida para superficies de Veech, dando lugar al célebre teorema dentro de la teoria
del billar: el teorema de la dicotomia de Veech [Vee89]. En este proceso se ve ademds
uno de los potenciales del grupo de Veech, que relaciona la geometria de la superficie
plana y la geometria hiperbdlica. Proseguimos con la accién del grupo de Veech en los

vectores de holonomia, con ello procedemos a enunciar y demostrar el teorema 3.10.



Capitulo 1

Billares

La teoria matematica de billares nacié en 1970, cuando Ya. G. Sinai publicé su trabajo
seminal [Sin70], como un ejemplo de un sistema hamiltoniano de interaccién, que mues-
tra las propiedades termodinamicas fisicas: todas sus posibles trayectorias son ergddicas
y tiene un exponente de Lyapunov positivo. Y ahora que la teoria esta a sélo 43 anos
de edad, creci6 y se desarrollé a una velocidad notable y se convirtié en un area bien
establecida, introduciéndose en la teoria moderna de los sistemas dindmicos y mecénica
estadistica.

El analisis de la trayectoria de billar, puede implicar el uso sofisticado de la teoria ergddi-

ca y sistemas dinamicos, como lo mostraran los resultados mas adelante.

Un Billar es un sistema dinamico asociado al movimiento de una masa puntual dentro
de C, donde C es la cerradura de un conjunto abierto C' en R?, con C la frontera de C
suave a pedazos. Dicha masa tiene un movimiento rectilineo a velocidad constante tal
que la colisién de la masa en la frontera cumple la condicién de Descartes: angulo de

incidencia y de reflexién son iguales.

Observacion: Existen leyes de reflexion diferentes a las de Descartes. Por ejemplo los

billares con chanfle estudiados por A. Arroyo, R. Markarian y P. Sanders [AMS09].

Por ejemplo consideremos los siguientes billares, cuya caracteristica resulta directamente

de su aspecto geométrico:

1. Billar Elipsoidal. Consideremos una elipse E con focos fi y fo. Los billares en
elipses tienen la siguiente propiedad: toda trayectoria de billar que pasa por fi,

pasa tras un rebote por fs.
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2. Billar Parabdlico. En este ejemplo, toda trayectoria de billar que pasa por un foco

pasa por el otro, aunque este sea el punto al infinito.

Ahora veamos el billar en el circulo y en el cuadrado, cuyas dindmicas tienen propiedades

interesantes y una estrecha relacion.

1.1. Billar en el circulo y en el cuadrado

Circulo. A pesar de que el circulo es una figura muy simple, hay algunos aspectos

interesantes que uno puede decir sobre el billar en su interior.

El circulo goza de una simetria de rotacién: una
trayectoria del billar, estd totalmente determi-
nada por el angulo « hecho con la tangente en el
punto de colision del circulo, este angulo sigue
siendo el mismo después de cada colisién, y
cada punto de impacto consecutivo se obtiene a
partir del anterior por una rotacién del circulo a
un angulo 6 = 2q, en el sentido de la trayectoria.

FIGURA 1.1: Dinamica en el circulo.

Sif = %Tp, entonces cada orbita de billar es

g—periddica y hace p vueltas alrededor del circu-
lo; uno dice, que el ntmero de rotacién de tal
Orbita es E.

Si f no es un miltiplo racional de 7, entonces
cada érbita es infinita. El primer resultado en
rotaciones mw—irracional del circulo es dado por
Jacobi, que denota la rotacion del circulo con

angulo 0 por Tp.

FIGURA 1.2: 2 = 2,
q 5

Un desarrollo més amplio del siguiente resultado puede consultarse [Teb05].

Teorema 1.1 (Jacobi). Si 0 is m—irracional, entonces la Ty—drbita de cada punto es

densa en el circulo. En otras palabras, cada intervalo contiene puntos de esta orbita.

Cuadrado. Consideremos ahora billares en el interior de un cuadrado unitario. Aunque
el cuadrado tiene una forma diferente a la del circulo, la dindmica del billar en el cuadrado

esta codificada por la simetria de rotacién en un circulo.

Reflejando el cuadrado respecto a sus lados sucesivamente, vemos que tesela el plano y

de esta manera las trayectorias del billar se convierten en lineas rectas en el plano. Dos
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lineas en el plano corresponden a la misma trayectoria del billar, si ellas difieren por una
traslacién a través de un vector de la reticula 27 x 27Z; es decir, Ly = Lo + (u,v) para
algin (u,v) € 2Z x 2Z.

= reflexiones respecto a los lados
¥ cfa v v
A ¢ S—="m—— . ; -
o o a
A €fo A A
B
/ a a8 8 S
Y ] 8 E] -

FiGuRrA 1.3: Reflexion del cuadrado respecto a sus lados.

Notemos que dos cuadrados vecinos tienen orientaciones opuestas: ellos son simétricos
con respecto a su lado comin. Consideremos un cuadrado més grande, que consiste
de cuatro cuadrados unitarios con un vértice comun, e identificados sus lados opuestos
para obtener un toro. Una trayectoria de billar se convierte en una geodésica en este
toro plano.

El mismo enfoque aplica a billares dentro de un cubo en R”. Fijando una direccién de

Consideremos las trayectorias en una direc-
cién fija «. Iniciando una trayectoria en un 1
punto = de la parte inferior del cuadrado
2 x 2, la trayectoria interseca la parte superior
en el punto (x 4+ 2cota mdéd 2); ajustando
el tamano por un factor de %, llegamos al
circulo St = % con simetria de rotacion . /
x + cota méd 1. Asi, el flujo billar en una 2 = = 2
direccion fija se reduce a una rotacién del
circulo. En particular, si la pendiente de A clo A
una trayectoria es racional; entonces esta
trayectoria es periddica, y si la pendiente es B A \' a
irracional, entonces ésta es densa en cada x
parte y uniformemente distribuido en el
cuadrado.

1

FiGURrA 1.4: Toro Plano.

las trayectorias del billar, uno reduce el billar a la rotacién en el toro 77 1.
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Uno puede considerar trayectorias de billar en mesas de billar poligonales y estos son

los que nos interesa en este trabajo.

1.2. Billares poligonales

En este trabajo consideraremos tinicamente
billares en poligonos simplemente conexos, &2
un billar que no es este tipo es juntamente y :

el billar de Sinai; cuya mesa es un cuadrado .-._'II \
removido de su interior un disco, cuyos cen- \ /’

tros coinciden. En la grafica se muestra un o
pedazo de una trayectoria del sistema, a pe-
sar de su comportamiento cadtico, cumple
ciertas propiedades ergddicas.

Ficura 1.5: Billar de Sinai.

Definicion 1.2. Un poligono P es denominado racional si todos sus dngulos interiores
son conmensurables con 7 (i.e. tienen la forma Aw con A € Q). Y un poligono que no

sea racional serd denominado poligono irracional.

Una trayectoria de billar que comience en un punto p € P, con una direccién 6 € S, se
denomina trayectoria periddica si después de un ntmero finito de botes, la bola regresa
al punto p con la direccién 6. La longitud combinatoria de una trayectoria peridédica es

el nimero de botes que la bola realiza con 0P antes de regresar a punto original.

Definicion 1.3. Dado un billar en un poligono, una trayectoria de billar que une dos

vértices del poligono P es llamada diagonal generalizada.

Por ejemplo consideremos el billar en un

., [ - "

tridngulo dgudo como se ve en l.a figura 1.(?), =—__ /7. ¢

en el que se muestra la trayectoria de una di- b2 5 p A

agonal generalizada. Por el resultado debido N [ Tridnguto értico
= J ~4 (drbita pericdica)

al conde Fargano que data de 1775, existe al
menos una trayectoria periddica descrita en
el tridngulo 6rtico (formado por las alturas
respecto a sus vértices) de longitud combina-
toria 3. Aunque por un instante se pensaria
que encontrar trayectorias periédicas no es
dificil, nos encontramos con la siguiente con-
jetura atribuida a Anatole Katok, que ain no
esta resuelta del todo: “Todo billar triangular
posee una trayectoria peridédica”.

(diagonal generalizada)

FiGguraA 1.6: Billar en un tridngulo agudo.

Un resultado relacionado a la existencia de trayectorias periédicas en billares poligonales,

se tiene el siguiente teorema, dado por Howard Masur.
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Teorema 1.4. [Mas86] Todo billar poligonal racional tiene al menos una trayectoria

periddica.

El cual es puramente existencial, pues no muestra la manera de construir dicha trayec-
toria.

Los avances recientes en el estudio de billares poligonales se deben a las aplicaciones de
la teoria de las estructuras planas sobre superficies (diferenciales cuadraticas), y al estu-
dio de la accién del grupo de Lie SL(2,R) en el espacio de las diferenciales cuadraticas,

el cual puede verse con mayor detalle en el libro de Anton Zorich [Zor06].

1.3. Construccion Katok-Zemlyakov

La construccién de Katok-Zemlyakov, reduce un billar en un poligono a un flujo geodésico
en una superficie S(P) con una estructura plana, donde el estudio de las trayectorias del
billar es equivalente al estudio de las geodésicas en la superficie S(P), que observaremos
mas adelante.

Aunque esta construccion en repetidas ocasiones a sido atribuida a A. N. Katok y A. B.
Zemlyakov [ZK76], las ideas en que estd basada pueden encontrarse en los trabajos de
los anios 30 del siglo XX de Fox y Kerschner [FK36]. El enfoque realizado, al entender la
dindmica del billar en el cuadrado como vimos en 1.1 es un hecho particular de esta con-
truccién, como se observara. Sea A(P) el grupo de transformaciones del plano generado
por las reflexiones en los lados de P, donde se ve que A(P) es un subgrupo del grupo
de isometrias del plano Isom(R?); de esto se muestra que cada copia de P involucrado
en el despliegue, es la imagen de P bajo la accién de un elemento del grupo A(P). El
producto de un nimero par de elementos de este grupo A(P) conserva la orientacién,

mientras que de un nimero impar la invierte.

Para efectos técnicos consideraremos la siguiente versién de la construccion de Katok-
Zemlyakov.

Consideremos, las siguientes notaciones:

P := poligono en el plano,
Py := P\ { vértices de P },

P; := Py U {vértices de P de la forma T conmeN },
m

Py := Py U {vértices de P de la forma Aw con A € Q }.
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Donde se genera la siguiente secuencia de encajes, a través de la inclusién:

Po%Pl%PQ‘—)P. (11)

Contruccién. Tomemos un poligono P de n lados {l1,...,ln}, ¥y

7 (a:) =7 (m) + ¢; donde r; € O(2,R), ¢; € R? (1.2)
Yy Yy

las reflexiones respecto al lado [; de P, el cual abreviaremos simplemente por 7; = 7; +¢;;
tomando r; la parte lineal obtenemos R :=< r; |i € {1,...,n} > el grupo generado por
las partes lineales de las reflexiones, donde se observa que R es subgrupo de O(2,R)
matrices ortogonales.

Definimos S‘(Pk) = P, x R con k = 0,1,2 con la topologia producto, donde R tiene la
topologia discreta.

Definimos la siguiente relacién de equivalencia en S (Py):

7

a=b y s=t, 6
(a,s) ~ (b,t) si y solosi ¢ a=bestd solamente en el lado [; de P, y s 't =r;, 6

a=>b¢€ P es un vértice de Py con lados [;,[; y sTlte< Ti T >
(1.3)

U

, con la topologia cociente.

Definimos S(Py) := ()

Observacion 1.3.1. Una clase [z,t] € S(FPy) tal que si x ¢ int(P), entonces consta de

dos elementos [z,t] = {(x,t), (x,tr;)} y si x € int(P), tenemos que [x,t] = {(x,t)}.

Considerando 1.1, obtenemos nuevamente una secuencia de encajes:

S(P()) — S(Pl) — S(PQ) (1.4)

Cuando una trayectoria de un billar en P se refleja en un lado su direccién se cambia
por la accién del elemento de R. Los poligonos racionales son densos en el espacio de
poligonos; una trayectoria en una mesa de billar racional tendra sélo un ntimero finito

de direcciones diferentes: R acttia en el circulo unitario S' y sea T' la composicién de las
1

S
proyecciones naturales P x S1 — §1 — = (que es un intervalo), entonces la funcién T

es constante a lo largo de toda la trayectoria de billar en un poligono racional.

Definicion 1.5. Dado un poligono P, este se llamara un billar integrable, si las imagenes

bajo el grupo de isometrias A(P) tesela el plano.
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Ejemplos de billares integrables son billares en cuadrados, rectangulos, tridngulos equiléa-
teros y tridangulos rectdngulos con un dngulo agudo de 7 6 ¢. Notemos que en estos ejem-
plos cuando aplicamos la construccién de Katok-Zemlyakov, obtenemos un toro plano
y que en todos esos casos, uno puede definir la extension de una trayectoria de billar a

través de un vértice del billar poligonal.

* Aunque poligonos integrables son excepcionales, porque su dindmica puede ser es-
tudiada a través de flujos geodésicos de una superficie compacta asociada; algunas
propiedades de la dindmica del billar en el caso integrable se extiende a poligonos
racionales en general, como se vera a partir de la construccién de Katok-Zemlyakov
mias adelante. Lo que pretendemos a la vez es extender algunas propiedades de la
dindmica en el caso de poligonos racionales a poligonos irracionales, muestra de

ello es el teorema 3.10, que veremos mas adelante.

Lema 1.6. Sea P un poligono simplemente conezo en R?, de dngulos interiores
{\im|i = 1,...,n}. El grupo R de reflexiones lineales es finito si y sdlo si \; € Q, para

todoi=1,...,n.

Prueba.- Sean Vert(P) = {v; : i = 1,...n} el conjunto de vértices del poligono P tal
que, cada dngulo ;7 estd situado en v; y Lad(P) = {l; : i = 1,...,n} el conjunto de lados
de P tales que, \;m estd situado entre los lados ;1 vy I; para i = 2,...,n. Cambiamos la
numeracién de {\;|i = 1,...,n} de ser necesario.

Sea T, € SO(2,R) una rotacién tal que T, (v2 —v1) € R x {0}; donde:

T, = <COS( ar) sin om)) , ademas denotamos r := < ) (1.5)

sin(2am)  cos(2am) 0 -1
entonces
1 =11y + (Id —rTy)vy, donde r1 =rT, y para 1< j<n
75 = 1T g2 Ta + (Id — rT()\2+.__+/\j)Ta)vj donde rj = rT{,4 .. 42,)Ta-

(1.6)

Ademsds los dngulos interiores del poligono deben satisfacer:

M+ +FA,=n—2 (1.7)
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del cual obtenemos 7, = 7T\, To + (Id — rTx,Ti)v;, donde r,, = 7T, Ty; con ello deno-

tamos

Ty, i=Tpr1 =T,

Ty, =rj-1ry =Ty, paral < j<n (1.8)

los cuales estdn en el grupo de reflexiones lineales R.

Si R es finito, entonces los grupos < ry, > son finitos, para todo i = 1,...,n, de donde
A € Q.

SiA = % € Q para todo ¢ = 1,...,n, con p; y ¢; primos relativos; sea N el minimo

comun multiplo de {g; |i =1,...,n}, lo cual garantiza que
R es subgrupo de < rT,,T1 > (1.9)
N

que es un grupo diédrico de cardinalidad 2/V; esto es inmediato considerando lo siguiente

’I"j = T‘TaTilv()\Q-i_m_'_/\j). D
N

Observando la prueba del lema anterior 1.6, podemos considerar sin pérdida de genera-
lidad que P tiene un vértice en el origen y un lado adyacente a ese de norma 1 contenido
en el eje real; el lema 1.6 sigue siendo vélido si cambiamos P por T'(P), donde T es un

movimiento rigido del plano o una dilatacion.

Observacion: Cuando P no es simplemente
conexo, el lema anterior no necesariamente es
vélido; por ejemplo, consideremos un cuadrado —
con un cuadrado mas pequeno extraido de su in-
terior, como muestra la figura 1.7 donde A es un
numero irracional. La reflexion respecto al lado
l1 es

(1 0 CoS2Am  sin2Aw cR
"=\ —1) \—sin2xr cos2Ar

donde < r; > no es finito.

F1GurA 1.7: Poligono racional.

Corolario 1.7. Sea P un poligono racional simplemente conexo en R?, de dngulos
interiores {%ﬂ' | i = 1,....,n} con p; y q; primos relativos, sea N := m.c.m(q1, ..., qn)
minimo comun multiplo. Entonces el grupo R de reflexiones lineales tiene cardinalidad
2N.

Prueba.- Usando la notacion de la prueba del lema 1.6 anterior con A; = %, tenemos
que

R es subgrupo de < rTy, T% > donde N = m.cm.(q1,-..,qn)
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para tener la igualdad de grupos recordemos que Tﬂ - TLn pertenecen al grupo R.

Donde observamos que < T >=< T1 >, para todo 1= 1 ..,n; esto porque T»; =

4 a;
(T1 )Pi y ambos grupos tienen la mlsma ' cardinalidad.

Proced1endo por induccién sobre

<Tri,....Ton >=<T1 >. (1.10)
q1 an N

1. Para n = 2, existen a,b € Z tal que

<qu1>@* <Tq12>b:T]1V (1.11)

esto porque, con la condicién g1go = NM donde M = m.c.d.(¢1, g2) méximo comin
divisor; la ecuacién 1.11 es equivalente a la ecuacién diofdntina lineal (identidad

de Bézout) aga + bg1 = M, la cual tiene al menos tiene una solucién con a, b € Z.

2. Supongamos que la igualdad 1.10 es véalida para n — 1. Entonces

<Tp1,....,Trp_1,Ton > =< T1 ,T'pn > donde N’ = m.c.m.(ql,...,qn_l)
a1

An—1 an an

=< T% > por 1.

donde N = m.cm.(N',qn) = (q1, -, qn)-

Por tanto, < rT,,T1 > es subgrupo de R.
N
Asi,
R=<rT,,T: >
N

que tiene cardinalidad 2N. O
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Superficies planas y superficie

asoclada a un billar

Sea M una superficie orientable, conexa de dimensién real 2.

Definicion 2.1. Una estructura de traslacion en M es un atlas A, consistiendo de cartas
de la forma (U, ¢) donde U es un dominio en M y ¢ es un homeomorfismo de U en un

dominio en R?, tal que las siguientes condiciones son validas:

i Los dominios U cubren toda la superficie M.
ii Todas las funciones de cambio de coordenadas son traslaciones en R2.

iii El atlas A es maximal con respecto a iy ii.

Varios autores, suelen llamar a las superficies con la anterior propiedad superficies de
traslacion, término que también optaremos.

R2

Ejemplos de este tipo de superficies tenemos al toro 7, el plano R? y el cilindro R%.

Una de las propiedades interesantes que cumple las superficies con estructura de traslacién

es la siguiente:
Lema 2.2. Si M es una superficie de traslacion, entonces su haz tangente es trivial; es

decir, TM = M x R2.

Prueba.- En general los cociclos del haz tangente T'S son de la forma D(¢; o w;l),
donde (U, i) v (Uj, ¢;) son cartas de M. Como M es superficie de traslacién, siempre

tenemos que D(g; o ¢, 1) = Idp2, lo que implica que el haz tangente es trivial. ]

10
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Una superficie a través de su estructura de translacién hereda una métrica plana (de cur-
vatura cero) de R? mediante el pullback, con ello consideramos el haz tangente unitario

asociado a la superficie de traslacién M,
M = {(z,v) € TM|||lv|| =1} = M x S". (2.1)

Ademsés de la proyeccién natural 7 : M x S' — S!, definida por 7(z,v) = v.

Definicion 2.3. Definimos:

1. El campo de vectores paralelos a v de norma uno, como X, := m~!(v).

2. Una curva integral para X, es una curva v : (a,b) C R — M curva suave, tal que

~/(t) = v para todo t € (a,b).

3. Una curva integral maximal v : I C R — M del campo de vectores X, es denom-

inada geodésica de M en la direccién v.

Ahora vamos a definir un nuevo concepto que estd muy relacionado al anterior, pero en

si diferente.

Definiciéon 2.4. Una estructura plana en M es un atlas A, consistiendo de cartas de
la forma (U, ) donde U es un dominio en M y ¢ es un homeomorfismo de U en un

dominio en R?, tal que las siguientes condiciones son validas:

i Los dominios U cubren toda la superficie M, excepto un conjunto discreto de

puntos x1, ..., Tk, ...; llamadas singularidades.
ii Todas las funciones de cambio de coordenadas son traslaciones en R2.
iii El atlas A es maximal con respecto a iy ii.

iv Para cada punto z; existe un vecindad punteada U; que no contiene otros puntos
singulares, una funcién ¢; de esta vecindad a una vecindad punteada V; de un
punto de R2, que es una traslacién en las coordenadas locales de A y tal que
cada punto en VZ tiene exactamente m; preiméagenes. Este niimero m; es llamado

multiplicidad del punto singular x;.

Las singularidades x; que menciona la definicién 2.4 seran denominadas singularidades
conicas de dngulo finito. Al igual que en el caso de las superficies con estructura de
traslacién; las superficies que admiten un estructura plana, también la denominaremos

superficies planas.
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Nota.- La definicién 2.4 extiende la definicién dada por Vorobets [Vor96] para super-

ficies compactas, esta definicién 2.4 se adapta a superficie no compactas.

Definicion 2.5. Una singularidad conica de dngulo infinito, es un punto en la com-
pletacién métrica (con respecto a la métrica natural) de la superficie plana M, donde
localmente la superficie es isométrica a un cubriente ciclico infinito de eD := {z € C :

|z| < €}

Ejemplo 2.1. Consideremos el tridngulo rectangulo de dngulos interiores g, %71’, a través
de la construccion de Katok-Zemlyakov obtenemos un octagono con lados paralelos iden-
tificados.

FIGURA 2.1: Superficie asociada al tridngulo rectdngulo.

Definicién 2.6. Sean (M, .A) y (N, B) dos superficies planas, un homeomorfismo f :
M — N es llamado isomorfismo afin, si este mapea los puntos singulares de M en puntos
singulares de NV y es una funcién afin en las coordenadas locales de las estructura planas
Ay B. Cuando (M, A) = (N, B), el isomorfismo afin serd denominado automorfismo

afin y denotaremos al conjunto de automorfismos afines en (M, A) por Af f(M).

La definicién anterior nos permitira clasificar las superficies planas, observemos ademas

que Aff(M) es no vacio, pues Idy € Af f(M).

2.1. Estructura de la superficie asociada al billar poligonal

A partir de un poligono P, mediante la construccién de Katok-Zemlyakov obtenemos los
espacios topolégicos S(Fy), S(P1) y S(P); en esta seccién veremos que es posible dotar-
los de una estructura de traslacién y plana, ademas de que cumplen ciertas propiedades
dindmicas. Para ello, distinguiremos dos casos: cuando P es racional y cuando es irra-

cional.
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2.1.1. Caso racional
Lema 2.7. S(Py) es una superficie de traslacion.

Prueba.- Construiremos una estructura de traslacién para la S(F), para ello distin-

guimos dos casos:

1) Para cada [z,t] € S(FPy) con x € int(Fp), definimos (U, ¢), donde
U:=A{ly, s [ (y,5) € int(Fo) x {t}}y

p: U— W ,donde W :=t(int(P)) = int (t(Fo)) (2.2)
[y, 1] = (y)-
2) Para cada [z,t] € S(P) con = en un lado I; de Py, definimos (V, 1), donde

V={ly,s] | (y,s) € B x{t,tr;}} y B un conjunto abierto del poligono de P, tal
quez € By BNl =0sij#73;

Y:V — H | donde H :=t(B)Utri(B) =t(BUri(B))

definida por
tly)  si(y,s) € Bx{t}
tri(y) si(y,s) € B x {tr;}.

Veamos los cambios de coordenadas:

» Sean (U, 1) v (Vir, ¢y ) definidos como en 1) y 2), respectivamente; tales que
Ut NVy # 0, lo que implica que t =" 6 (t = t'r; & t' = tr;), as

Yy o (Up N Vy) = ¢y (U N V).

a) Parat =1t
(Wrowy D) = e[t (), 1)) =t () = .
b) Para t = t'r;.

(W 00y (y) = o ([ (), 1)) = vu ()7 (y), 'r4))
=7t (y) = Urit (y) + (i)

=y+ A ,donde A\ =1t(c;) es constante.

» Sean (Vi,1¢), (Vir, ¥y ) definidos como en 2) tales que V;NVy # (), lo que implica t =
t' 6 t = t'r;; ademds observemos que Vi NVy = {[y, s] | (y,s) € (BNB') x {t,tr;}}.
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a) Parat=t'r;

Yo ([t (), 1)) siy € t(BNB)

(Y o7 M)(y) =
Y ([(t73) "M (y), tri])  siy e tF(BNB)

t'F(t~Yy)) siyet(BNnB)
t'(tr)"Y(y)) siyeti(BNB)

=tri(t ' (y)) +t(c;) =y + X ,donde A\ =1t'(c;) es constante.
b) Para t = ¢, el anterior proceso implica que (1 o wt_l)(y) =y.

El atlas Ag formado (U, ¢) y (V,1) para cada elemento de S(F), forma una estructura
de traslacion de S(Fp). O

Lema 2.8. S(P1) es una superficie de traslacion.

Prueba.- Cuando [z,t] € S(P) tal que = es un vértice de Py con angulo interior T,
donde n € N; una vecindad de [z,t] en S(P;) consiste de 2n—copias de P; pegadas
respecto al vértice x, cuyo dngulo serd 2n * 7 = 2m, con lo cual podemos construir una
carta compatible con el atlas Ay que extiende a un atlas 41, lo que implica que S(P;)

junto con la estructura A; es una superficie de traslacion. O

Lema 2.9. S(P) es una superficie plana.

Prueba.- Usando las cartas del atlas .\A; podemos levantar la métrica euclidiana de R?
a una métrica Riemanniana de curvatura cero en S(P;). En un elemento [z,t] de S(P)
con x un vértice de P» de dngulo interior 77 con m # 1, m y n primos relativos; una
vecindad de [z,t] en S(P») consiste de 2n—copias de P» pegadas respecto al vértice z;
en este punto tiene una singularidad de angulo 2n * “'7 = 2mm, en una vecindad de
este punto la funcién f(z) = z%, definida en una cubriente ciclico m : 1 a una vecindad
0 € C, define una carta que extiende la estructura de traslacién A; a una estructura de
superficie de Riemann. Métricamente, una vecindad de la singularidad de angulo 2mm se
obtiene pegando m copias de un disco plano como se indica en la figura 2.2. Claramente

existe una proyeccién de esta vecindad al disco punteado, cuyas fibras tienen todas m

preimagenes. Por lo cual, S(P;) es una superficie plana. O

Observemos del tltimo pérrafo; si un vértice de P con tiene dngulo interior 7, S(P)

tiene % puntos singulares de multiplicidad m, correspondientes a dicho vértice.

Ahora calculemos el género de la superficie S(P) cuando P es un poligono racional;

en este caso S(P) es una superficie compacta, orientable y sin frontera. Por lo cual, su
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F1aurA 2.2: Singularidad Cénica de angulo 4.

género estd relacionado con la carateristica de Euler-Poincaré:
x=C+V—-A

Asi, la superficie tiene que ser homeomorfa a una unién finita de g toros, donde y = 2—2g.

El siguiente lema indica que los angulos interiores de un poligono P racional, determinan

topoldgicamente a la superficie plana S(P).

Lema 2.10. Supongamos que los dngulos interiores del poligono P son de la forma %71,
i=1,...,n con p; y g primos relativos. Sea N el minimo comin miltiplo de los g.s.

Entonces

9(S(Py)) = 1+% <n—2—qui>. (2.4)
Prueba. Debemos observar como se hace la identificacién de la construccién de Katok-
Zemlyakov alrededor de un vértice.
Consideremos v; un vértice de P con angulo %W; y sea < 1;,7;—1 > el grupo generado
por las reflexiones lineales asociadas a las reflexiones 7; y 7,1 de los lados de P junto a
v;. Entonces < r;, ;1 > consiste de 2¢; elementos.
De acuerdo con la construcciéon de Katok-Zemlyakov el niimero de poligonos P que son
pegados junto al vértice v; es igual a la cardinalidad de < r;,7;,_1 >, es decir igual a
2q;. Originalmente tenemos 2N copias de P, por tanto 2N copias de v;; después de las
identificaciones tenemos f}v

o copias del vértice en la superficie S (Py).

De donde obtenemos que el nimero de vertices en S(Ps) es N(> i), el nimero total de
lados es Nn, y el nimero de caras es 2N. Por tanto, la caracteristica de Euler-Poincaré de
S(Ps) es igual a

1
N ——Nn+2N=2-2
25 g

donde g es el género de S(P). O
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Ejemplo 2.2. Consideremos el billar en un tridngulo rectangular de dngulo %, haciendo
las reflexiones y la identificacion como muestra la 2.3, obtenemos la superficie conoci-
da como “el doble pentdgono”; calculando la caracteristica de Euler, se observa que la

superficie tiene género 2.

HOMEOMORFOS

F1GurA 2.3: Singularidad cénica de dngulo 6.

Ademds, la superficie tiene solamente un punto singular de dngulo 67, y una vecindad
de esa singularidad tiene la apariencia de cubierta ramificada de un disco en el plano,

como se ve en la 2.4.

F1GURA 2.4: Vecindad de la singularidad.

2.1.2. Caso irracional

Si uno traza un poligono P en el plano de manera aleatoria, la probabilidad de este
poligono sea racional es cero, esta es otra de las motivaciones por el cual nos interesa

entender las propiedades de billares en poligonos irracionales.

Cuando aplicamos la construccién de Katok-Zemlyakov a un poligono irracional P,
obtenemos un espacio topoldgico S(P) que no es una variedad. En efecto, si x € S(P)
corresponde a un vértice de angulo no conmensurable a 7,  no tiene vecindades com-

pactas, lo que implica que S(P) no es localmente compacto, por lo tanto S(P) no es
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variedad. Por tal razén denotaremos S(P) := S(P).

En superficies S(P) asociadas a poligonos P irracionales encontramos una caraterizacion

topoldgica, el cual lo mencionamos a través del siguiente teoremas:

Teorema 2.11. [Val09] Sea A7, ..., \nT los dngulos interiores del poligono P. Supon-
gamos que existe j € {1,..., N} tal que A\j no es un nimero racional. Entonces, la super-
ficie plana S(P) es homeomorfa al monstruo del Lago Ness, que es, la unica superficie

topoldgica orientable, de género infinito con exactamente un fin.

FiGUrA 2.5: Monstruo del Lago Ness.

Definimos una proyecién natural:

Hpk S(Pk) — Pk (2.5)

[x,t] — x

la cual estd bien definida, donde las geodésicas son proyectadas en trayectorias del billar,

esto sucede por la construcién misma de Katok-Zemlyakov 1.3.

2.2.  Accién del grupo de reflexiones en S(Fp)

Como R denota el grupo de reflexiones lineales del poligono P; definimos la siguiente

accién por la izquierda del grupo R sobre S(P):

¢: RxS(H) — S(P)
(s,[q,t]) > la, st] (2.6)

por la observacion 1.3.1 ¢ estd bien definida; de donde definimos el homeomorfismo

¢s: S(Po) — S(P)
[g.t]  — [g, st] (2.7)
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para cada s € R.

Proposicién 2.12. La aplicacion ¢s : S(Py) — S(Py) definida por ¢s(q,t] = [g, st] para

cada s € R, es un difeomorfismo.
Prueba.- Consideremos dos casos:

1) Sea [z,t] € S(Py) tal que z € int(F), entonces tomamos las cartas (U, ¢y),

(Ust7 Spst)

(st © @5 007 ) (y) = (st 0 85) ([t (1), 9])
= put([t™ (), st]) = st(t™' (1)) = s(y)-

2) Sea [x,t] € S(Pp) tal que x estd en un lado I; de Py, con las cartas (Vi, ) y
(‘/Stvwst)

st 0 ds([t7 (), 1]) siyet(BNB)
Pst © ¢s t?“@ (y), tri]) siy € tr; (B N B/)

{% sf)  siyct(BNB)

(wst o ¢s

Vst (t7) " (y), stry] sty € try(BNB)
L)) siy € t(BNB)
st (t7;)~ siy e tr(BNB')

= s(y).



Capitulo 3

Grupo de Veech de un billar

poligonal irracional

Como vimos en la seccién 1.1 la dindmica del billar en el cuadrado es equivalente al flujo
geodésico en el toro, y este flujo geodésico satisface una dicotomia expresada a través

del siguiente teorema, cuya prueba puede consultarse [KH95]:

Teorema 3.1 (Weyl). Sea 6 € St = % y gh el flujo geodésico del toro en la direccién

0. Entonces:

1. Toda orbita de gg es cerrada y del mismo periodo si y solo si 0 es un multiplo

racional de .

2. El flujo g}, es unicamente ergédico y la medida invariante es Lebesgue si y solo si

0 es un maltiplo irracional de .

La dicotomia anterior no es exclusiva del toro, también sucede en las superficies planas
denominadas superficies de Veech, este ultimo concepto surge de lo siguiente.

Cuando una superficie plana S es compacta, entonces el grupo de Veech I'(S) de la su-
perficie (que definiremos més adelante en 3.9) es un subgrupo discreto (también llamado
Fuchsiano) de SL(2,R), donde la imagen de I'(S) en PSL(2,R) := %ER) (el cual tam-
bién denotaremos por I'(.S)) acttia sobre el espacio hiperbélico H = {z € C | Im(z) > 0}
por isometrias preservando areas, junto al siguiente resultado (cuya demostracién puede

consultarse en el texto Svetlana Katok [Kat92]).

Teorema 3.2. Un subgrupo I' de SL(2,R) es discreto (Fuchsiano) siy solo si su imagen

en PSL(2,R) actia de manera propia y discontinua en H.

19
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Tiene sentido definir una superficie hiperbdlica %; donde C' es un conjunto discreto

y numerable de H que permite que la accién de I'(S) sea libre en H \ C. Cuando el
area hiperbdlica de % es finita, S es denominada una superficie de Veech (o superficie
reticula).

Lo que nos permite enunciar el célebre teorema de Veech:

Teorema 3.3. [Vee89] Sea S una superficie de Veech. Entonces para cada direccion
ES % el flujo geodésico, o bien es periédico o bien unicamente ergodico con respecto a

la medida de Lebesque.

El teorema respalda el interés de describir propiedades del grupo de Veech de una su-
perficie plana S(P), asociada a un poligono irracional P y esto lo refleja el teorema

principal de este trabajo:

Teorema 3.4. [Val12] Sea P un poligono simplemente conexo con dngulos interiores
{)\jﬂ}é\]zl, S = S(P) la superficie plana obtenida de P a través de la construccion de
Katok-Zemlyakov y I'(S) el grupo de Veech de S. Supongamos que eziste A; € R\ Q para
algun j € {1,..., N}. Entonces, I'(S) < SO(2,R) y el grupo generado por las rotaciones

~/ [cos(2Am)  —sin(2A;7) o
R(S) = < (sin(2)\j7r) cos(2X;) ) Eh 17”"N> (31

es de indice finito en I'(S).

Para la prueba de este teorema necesitamos algunos conceptos y propiedades antes; los

cuales desarrollaremos a continuacion.

3.1. Vectores de holonomia

Como vimos en el capitulo anterior, S(P;) es una superficie de traslacién; para cada
direccién 6 € S! tenemos un campo constante unitario Vy en S(Py) de vectores paralelos
a dicha direccién. Dentro de todas las curvas integrales del campo Vp, que llamamos

geodésicas, distinguimos aquellas con extremos en singularidades cénicas de S(P).

Definicion 3.5. Toda curva integral maximal de Vy cuyo dominio maximo de definicién
sea un intervalo de longitud finita se llama conexién silla. Toda v geodésica en S(P;)

que tenga un extremo en una singularidad cénica recibe el nombre de separatriz.

A cada conexién silla de la superficie podemos asignarle una representacién geométrica

en el plano R?, a través de la siguiente definicién.
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Definicién 3.6. Sea v : (a,b) — S(P1) una conexidn silla de longitud L(y) del campo
Vy. Llamamos el vector de holonomia asociado a v al vector en R? con direccién @ de

norma L. Denotamos a dicho vector por v, y definimos
ViorS := {v € R?|v es un vector de holonomia de S(P)}. (3.2)

Lema 3.7. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:
1. Existe un ¢ > 0 que depende solamente del poligono P que acota inferiormente la
longitud de cada conezion silla de S(Fp).

2. Eziste una conexion silla de longitud minima en S(FPp).
Prueba. Consideremos 7p : S(P) — P, la proyeccion natural.

1. Sea ~ una conexion silla, la cual se proyecta sobre una diagonal generalizada de
P. Como la cantidad de vértices de P es finita, existe € > 0 tal que dist(v,u) > €

para todo par de vértices distintos de P, de donde
0 < 2e < long(mp(7)) < long(y)

tomando ¢ = e.

2. Sea Dp el conjunto de las diagonales generalizadas de P y « una conexién silla de

S(Pr), consideremos
Dp :={d € Dp | long(d) < long(rp(7))}

el cual no es vacio, ya que mp(y) € D% y ademds es finito, esto es por [Kat87];
asi, existe dy € D?D de longitud minima, a partir de la construccién de Katok-

Zemlyakov existe v tal que wp(y9) = dp.

3.2. Grupo de Veech

Una propiedad importante que cumplen las superficies de traslacién S(P;), en relacién

a su conjunto de automorfismos afines Af f(5), es la siguiente.

Lema 3.8. Sea f: S(P;) — S(P1) un automorfismo afin de una superficie de traslacion
S(P1) . Entonces D f, no depende de z.
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Prueba.- Consideremos (U;, ¢;) y (Vi, ¥i), i = 1,2 cartas en z y f(2), respectivamente.

Como f es afin, entonces:
D(dio fod; o) = Ain i=1,2

para todo z € U; N Us. Por otro lado:

(W10 fod g (z)

(o3 oo fody 0 dadi ()
(

(

1095 o (r(2)) © D2 0 f 0 05 ) () © D(h2 0 b7 ) gy ()
2)[)2 © f ¢2 >¢2(z
As.

D
D
D
D

Como S(P)) es conexo por caminos, obtenemos que la diferencial de f no depende de z. O

El conjunto de difeomorfismos afines de una superficie plana que preservan la orientacién,
es un grupo cuando consideramos la composicién de funciones. Denotemos dicho grupo
por Aff+(S). El lema anterior y la regla de la cadena implican que la funcién que actia

en cada f € Affi(S) asigndndole su matriz derivada D f, define un morfismo de grupos

Definicion 3.9. La imagen del morfismo 3.3 se llama el grupo de Veech de la superficie

plana S. Lo denotamos I'(S).

3.2.1. Accién del grupo de Veech en los vectores de holonomia

Sea S una superficie plana. Todo elemento f de Af fi(S) se extiende de manera continua
a las singularidades conicas, y define una permutacion de estas singularidades de manera
que manda a cada singularidad de dngulo total 27k en una singularidad de dngulo total
27k, donde k € NU{oo}. Por lo cual, dada una conexién silla vy : (a,b) — S, tenemos que
fo~y es una curva cuya traza es la traza de una conexién silla ¢ : (a’, ") — S, en principio
f o7 no necesariamente estd parametrizada por la longitud de arco. Reparametrizando

la curva f o por la longitud de arco y usando una funcién afin g : (a’,¥') — (a,b),

que debe satisfacer [|(f o~y o g)(t)|| = 1; lo que implica ¢'(t) = bl,’:Z, = HDf"lY/(S)H' As,
obtenemos )
Df -+'(s)

WZ(b—G)Df'v(s):Df-vw. (3.4)

vy = (V' —d)
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Lo que nos permite definir una accién lineal del grupo de Veech I'(S) sobre el conjunto

de vectores de holonomia:

V}wl(S) X F(S) — Vhol(S) (3.5)
(v,Df)— Df -v.

3.2.2. Teorema

Ahora procedemos a enunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.10. [Val12] Sea P un poligono simplemente conexo con dngulos interiores
{)\jﬂ'}évzl, S = S(P) la superficie plana obtenida de P a través de la construccion de
Katok-Zemlyakov y I'(S) el grupo de Veech de S. Supongamos que existe A\; € R\ Q para
algin j € {1,..., N}. Entonces, I'(S) < SO(2,R) y el grupo generado por las rotaciones

~/ [cos(2A;m)  —sin(2A;7) .
R(S) = < (sin(2)\j7r) cos(2\;m) ) i=1 “.,N> (36)

es de indice finito en I'(S).

Prueba. Consideremos Py el poligono P sin sus vértices. La identificacion de dos copias
disjuntas Py a lo largo de lados comunes define una estructura euclidea en la esfera
N —punteada denotada por S%(P), que es naturalmente cubierta por S(P). Denotaremos

la proyeccién de este cubriente por 7 : S(Py) — S?(P).

La prueba la desarrollaremos en tres pasos:

1. R(S) < I'(9).
Fijamos un punto q en la esfera N—punteada S?(P). Sea B; un lazo en S%(P)
alrededor del vértice faltante de P cuyo angulo interior es Ajm, con j = 1,...,N.
Supongamos que B; N B; = {q} para i # j. Entonces {BJ~}§~V:1 genera 71 (S%(P), q).
La estructura euclidiana en la esfera N—punteada S?(P) da a surgir la repre-

sentacién de holonomia:
hol : w(S%(P), q) — Isom, (R?) (3.7)

Dada una isometria ¢ € I'som, (R?), denotamos su derivada por D o ¢. Un calculo

directo en coordenadas locales muestra que hol(B;) es afin y que M; = Dohol(B;)

M, = (cos(2>\j7r) sin(2)\j7r)> (3.8)
sin(2A\;m)  cos(2A;m)

estd dada por:
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como I'(S(F,)) C I'(S(P)), concluimos que R(S) es el subgrupo de I'(S) dado
por la diferencial de los elementos en el grupo de transformaciones del cubri-
ente Deck(r). Este hecho también se puede deducir de la construcciéon de Katok-
Zemlyakov. En efecto, el grupo generado por las reflexiones en los lados del poligono
que actia sobre S(Py) se mapea inyectivamente al grupo de homeomorfismos afines
de la superficie (no necesariamente preserva orientacién) 2.12, y por tomar la se-
gunda potencia de cada generador, uno concluye que cada rotaciéon M; estd en el

grupo de Veech.

2. T(P) < SO(2,R?).

La longitud de cada conexién silla en S(P) estd acotada por debajo por alguna
constante ¢ := ¢(P) > 0. En efecto, recordemos que cada conexién silla en S(P)
es igual a una unién finita de conexiones silla de S(Fp). De aqui si acotamos por
debajo las longitud de cada conexién silla en S(F), habriamos terminado. Esto
lo tenemos por el lema 3.7, otra alternativa que valida esto es la siguiente: con-
sideremos la proyeccién natural f : S?(P) — P que es 2 : 1 excepto a lo largo
de la frontera de P. La proyeccién fom : S(Py) — P mapea cada conexién silla
~v C S(Py) en una diagonal generalizada del juego de billar en P. La longitud de ~y
estd acotada por la longitud de la diagonal generalizada f o 7(7). La longitud de
cada diagonal generalizada de la mesa de billar P estd acotada por debajo por una
constante positiva ¢ que depende sélo de P, pues los vértices son discretos entre
si. Esto prueba lo que pretendiamos.

Ahora probaremos I'(P) < SO(2,(R)) por contradiccién. Recordemos que I'(P)
envia vectores de holonomia en vectores de holonomia. Del parrafo anterior pode-
mos elegir un vector de holonomia v de longitud minima. Dado que R(S) < I'(P)
contiene rotaciones irracionales, la I'(P)—drbita es densa en el circulo de radio [|v]|
centrado en el origen. Ahora supongamos que el grupo de Veech I'(S) contiene un
elemento A que no es una rotacién. Entonces o bien el vector Av o A~!w tiene
longitud menor que ||v]|, lo que es una contradiccién.

En este caso, cuando P es irracional el grupo de Veech I'(S), a diferencia del caso

P racional, no es un subgrupo discreto de SL(2,R).

3. R(P) es de indice finito en I'(P).
Pretendemos y probamos después, que el conjunto V(S) de vectores de holonomia

de S(P) de longitud minima es unién finita disjunta de la forma:
V(S)=R(S) -viU..UR(S) v (3.9)
donde v; es un vector de holonomia de S(P) y R(S) - v; := {Av;|A € R(S)} para

cada j = 1,...,k. Como H(S) := ;((Z;

actia libremente en el conjunto de las
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R(S)—érbitas formando V(5), el orden de H(S) esta acotado superiormente por
k.

Ahora probaremos que 3.9 es vélido. Sea A(S) el conjunto de las conexiones silla
en S(P) cuyo vector de holonomia estd en V' (5). Las proyeccién fomw(A(S)) sobre
el poligono P es un conjunto finito de diagonales generalizadas A = {41, ..., %},
pues el conjunto de diagonales generalizadas de longitud acotada siempre es finito
[Kat87]. Entonces es suficiente mostrar que, para cada diagonal generalizada §
en P, el conjunto de vectores de holonomia surgiendo de las conexiones sillas en
(f om)~1(8) es unién finita de R(S)—drbitas finitas como en 3.9.

Cada diagonal generalizada J en P estd determinada por un par de condiciones
d := (vj,a); donde v; es un vértice de P en el que el angulo interior es \jm y
0 < a < Ajm. En la esfera punteada SQ(P) sobre § estan a los mas dos geodésicas
determinadas por la condicién (vj, ) y (vj, @) donde @ = doa y o es la involucién
natural que satisface P, = —2 Denotemos esas geodésicas por ¢’ y 5. Por tanto
en S sobre §, estan dos fam(ijlias numerables de conexiones sillas I'y := 771(&') y
Iy := Wﬁl(g,). Recordemos que el cubriente m es normal, pues esté definido por el

kernel de la composicién:
71 (S?(P)) = Isom, (R?) — GL,(2,R). (3.10)

Por tanto I'; es la Deck(w)—o6rbita de un levantamiento 5 a S de . Como
D(Deck(m)) = R(S), concluimos que todos los vectores de holonomia que sur-
gen de I'1 son de la forma R(S)vs, donde vg es el vector de holonomia asociado a

)
la conexién silla § sobre §'.

0

Recordemos que el poligono “genérico” P posee solo una diagonal generalizada de lon-

gitud minima. Deducimos de la prueba del teorema anterior lo siguiente.

Corolario 3.11. Supongasé que P posee solo una diagonal generalizada de longitud

minima. Entonces R(S) es de indice a lo mds 2 en I'(P).
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