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INTRODUCCION

En 1910 Bertrand Russell y Alfred North Whitehead publicaron los libros
Principia Mathematica, donde se expone una axiomatizacion de la teoria de
conjuntos, con la tesis de que de ésta se derivan todas las verdades matemati-
cas. En 1931 Kurt Gdédel prob6 una limitacién inevitable en las teorias for-
males que incluia a aquella expuesta en Principia Mathematica.

Por otro lado, en 1930, Alonzo Church introdujo el Calculo Lambda y en
1936, Alan Turing introdujo el concepto de Maquina de Turing; conceptos
relativamente simples y equivalentes, que formalizan a la nocion de algorit-
mo. Al rededor de 1936 ambos demostraron, de manera independiente, una
limitacion para sus respectivas formalizaciones este concepto (que, de hecho,
se hereda a las teorias formales, por la naturaleza algoritmica de éstas).

En 1953 Henry Gordon Rice demostré un resultado que representa una
limitacion méas fuerte para los algoritmos. Su teorema muestra una prob-
leméatica que se aparece sobre cualquier clasificacion de los algoritmos.

Las limitaciones en computabilidad y las limitaciones en las teorias for-
males tienen una naturaleza muy parecida, y esto quiza no es muy sorpren-
dente dado que Turing se inspir6 en la prueba de Godel para probar la primera
limitacion, en 1936.

En esta tesis se pretende analizar ese paralelismo, y llevarlo mas all4,
extrayendo la esencia del teorema de Rice para formar un resultado que
muestra una limitacion anédloga en la clasificacion de las oraciones de una
teorfa formal. Lamentablemente, el paralelismo no es perfecto y el andlogo
a un lema, que se usa para probar el teorema de Rice, no es cierto para las
teorias formales, por lo que la prueba no se puede heredar con un cambio de
nombre, como en varias otras ocasiones que si se puede hacer. Sin embargo, si
se encontr6 una prueba para el resultado analogo al teorema de Rice y ésta si
resulté ser heredable para el teorema de Rice. Estas dos son las pruebas que
se expondran en el iltimo capitulo; no se expondra la demostraciéon usual del
teorema de Rice.

Para entender el material de la tesis no se necesita més que las mateméti-
cas mas basicas de una licenciatura en matematicas. Quiza se necesita saber
un poco de logica de proposiciones y seria ventajoso tener familiaridad con
la forma peculiar con la que se trabaja la logica.
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Capitulo 1

LL0os OBJETOS

1.1. MAquinas de Turing

1.1.1. Como operadores de simbolos

Inexistentes fisicamente (porque hasta donde yo sé nadie ha construido
una, aunque no me sorprenderia que alguien ya lo hubiera hecho, nada mas
por diversion) las Mdquinas de Turing (MT) son una formalizacion de la no-
cion de algoritmo basada en la descripcion de operaciones simbolicas, como
la de sustituir todas las apariciones de un simbolo por otro en un texto, la de
borrar un segmento de éste, duplicarlo, generar un nuevo texto que sea una
critica literaria del primero, etc. Dado el poder intrinseco en la definicion,
seria interesante que, después de entender el funcionamiento de las MT, el
lector intentara imaginar una operaciéon simbolica no realizable por una de
éstas. Dificil empresa seria, pues resulta que las Maquinas de Turing son una
buena representacion de lo que las computadoras modernas pueden hacer.

Imaginemos a una MT como una cinta infinita hacia ambos lados (piéns-
ese como "suficientemente grande" si hay conflicto con la posibilidad de una
construccion fisica de alguna), partida discretamente en celdas en las que se
puede escribir simbolos (uno por cada celda), con un lector que lee una sola
celda a la vez y reacciona a los diferentes estimulos cambiando el simbolo de la
celda, moviéndose a alguna celda adyacente, o cambiando la forma en la que
ella misma reaccionara al siguiente estimulo. Para esto, necesitamos un alfa-
beto A, el cual es un conjunto finito con al menos un simbolo 0, un conjunto de
estados @ de los cuales depende la reaccion al estimulo. Este conjunto finito
deberé tener al menos dos estados llamados estado inicial (qo) y estado final
(gr) que representan el estado en el que debe estar la maquina cuando em-
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2 CAPITULO 1. LOS OBJETOS

pieza y termina un trabajo, respectivamente, y finalmente necesitamos definir
una funcion de transicion 0: A x Q \ {qs} — A x Q x {+—, —} (este tltimo
conjunto representa los movimientos; izquierda y derecha), que diga como es
que la maquina reaccionara a lo que lee; por ejemplo, si 6(1, qo) = (0, g1, —),
eso quiere decir que si la maquina esta en el estado inicial con el lector en una
celda que tiene escrito el simbolo 1, la maquina procedera a escribir el simbo-
lo 0 en lugar de 1, cambiara del estado qq al estado ¢y, y luego se movera a la
derecha. Cabe mencionar que, como el estado final representa la finalizacion
de un computo, lo que queda escrito en la cinta puede interpretarse como
el resultado de aplicar el algoritmo (al cual la maquina representa) a lo que
estaba escrito en la cinta antes de comenzar.

Una vez que se dan los dos conjuntos y la funcién, queda descrita una
maquina de Turing.

cinta
Jlofofofr]tfolol&[* 0K

lector

Para familiarizarnos un poco con el uso de las M'T, daré algunos ejemplos
de maquinas con explicacion de lo que hacen.

L Sean A= {0,1} v Q = {a0, a1, as-
Sea ¢ funcion en la que 0(1,90) = (0,q1,—), 0(0,q0) = (1,q1,—),
0(1,q1) = (0,47, 4) y 6(0,q1) = (L, g5, —).

Lo que hace esta maquina es cambiar el simbolo de la celda en la que
empieza, asi como el de la celda a su derecha inmediata y luego se
detiene.

2. Sean A ={0,1} y @ = {qo, qr}-

Sea 0 funcion en la que (1, o) = (0,90, —) y 6(0,90) = (0, go, —).
Esta maquina cambia todos los 1’s por 0’s a la derecha de donde comien-
za el lector, incluida la celda donde comienza, y nunca se detiene. En
general, decimos que una maquina no realiza un computo con cierta
entrada, cuando alimentada con dicha entrada, la maquina no llega al
estado final (llamaremos entrada a lo que esta escrito en la cinta antes
de aplicarle el algoritmo que la maquina realiza).

3. Sean A alfabetoy Q ={qo,q1,---,q¢n-1,4r}
Sea ¢ funcion en la que, para todos los i € {0,1,...,n —2} y a € A,
5(@, ql) = (CL, di+1; _>)7 5(&, qn—l) = (av ay, _>)
Lo tnico que hace esta maquina es moverse n celdas a la derecha de
donde comenzo.
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4. Sea A alfabeto y (ai,as,...,a,) sucesion finita de simbolos de A. Sea
Q=1{q0, 015, > qr}-
Sea 0 funcion en la que 6(qo,1) = (qo,1,—), 6(qo,0) = (¢1,0,—),
0(q1,1) = (qo, 1,—), y para toda i € {1,2,...,n — 1},
0(¢i,0) = (gi+1,ai, =) ¥ 6(¢n, 0) = (g1, an, —).
El lector de esta maquina se mueve a la derecha hasta encontrar dos 0’s
consecutivos y sobre el segundo 0 empieza a escribir, hacia la derecha,
la sucesion de los a;’s. La escribird completa si es que en sus n pasos a
la derecha encuentra solamente 0’s.

Para el siguiente ejemplo se introducird una forma de representar a
la funcién de transicion como una grafica dirigida donde a cada esta-
do le corresponde un vértice y a cada simbolo le corresponden varias
aristas. Si una arista de simbolo a; va de ¢; a g; quiere decir que el
lector, al leer el simbolo a; en estado ¢;, cambiara al estado ¢;. Para
representar que en ese caso el lector remplazaréd ay, por a, y se movera
a la izquierda se escribe (ap|ay, <).

5. Para cada alfabeto A = {aq, aq, ..., an, k, £}, se hard una maquina que,
al ser alimentada con una cadena de simbolos de A\ {k, '} seguida por
los simbolos x’k a su derecha, copia la cadena que va desde el simbolo
donde se encuentra el lector hasta el simbolo que precede a r’, a partir
de la k que sucede a «’, hacia la derecha. Si la méquina fue alimentada
con la cadena de simbolos ¢, la maquina regresa cx'ck.

(“‘“ =) El conjunto de estados se con-
struye anadiendo tres estados ¢;,

0w, ¥ g por cada i € {1,2,...,n}
(“L“/ \\‘:“H) de manera que esos tres estados

funcionen como memoria mien-

(” I, H tras la maquina va (¢;) y regre-
(klai,—~ () sa (gr). En el diagrama w es

qz/ cualquier elemento de Ay u y v
son cualesquiera dos elementos de
““ - AN {r, w}.

Es natural pensar en una composicion de maquinas N o M, que consista
en sustituir el altimo estado de M con el primero de N. Es decir, si M tiene

m estados {qo,q1, ..., qm—2,4qr}, y N tiene n estados {qo,q1,...,¢u—2,4s}, la
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composicion tiene m+n — 1 estados y se construye asi: a cada estado ¢; de la
méaquina N cambiesele el nombre a ¢,,.;,_1 y inanse los conjuntos de estados
(borrando el estado final de M). También nanse las funciones de transicion,
con el cambio de nombre que se le hizo a N y sustituyendo las apariciones
del estado final de M por ¢,,_1.

1.1.2. Como operadores de niimeros

De particular interés para nosotros es el estudio de las funciones numéri-
cas calculables por Maquinas de Turing pues, como espero se ird viendo, los
nimeros tienen un poder impresionante para representar otras cosas. Tra-
bajaremos con el conjunto de los nameros naturales N = {0,1,2,3,...} y
estudiaremos las funciones de N en N.

Primero que nada, se tiene que establecer algunas convenciones.

El natural n serd representado como n + 1 unos con tnicamente ceros a la
derecha y a la izquierda de los unos. Como no importa dénde empiecen los
unos la representaciéon de cada natural no es tnica.

n+1
.F—'-)"'—‘\

n+— Aojojo1] - Jt1jefojoil = [ | |a] [

Por simplicidad, cuando quiera representar n+ 1 unos en la cinta escribiré
7. Asi mismo los ceros los omitiré de vez en cuando.

Extendiendo la representacion de los naturales, las tuplas seran represen-
tadas como las coordenadas una tras otra con 0’s como separadores.

Me referiré a las representaciones de n y de (x1,z9,...,x,) en la cinta
como 'y (x1, 2, ..., x,), respectivamente.
(SL’l,CL’Q. .. .,ZCn) — >| |f1| |f3| | | |fﬂ| |<

Se dice que una maquina computa una funcion parcial f : I — N, con
I C N, si cada vez que f(zq,...,2,) =y, la maquina, al ser alimentada con
(1,...,,), computa 7, ademas de que, si (r1,...,x,) ¢ I, entonces f no
realiza un céomputo o realiza si realiza uno, pero en la cinta queda escrito
algo que no representa a ningin nimero natural.
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Ahora mostraré algunos ejemplos de maquinas que computan funciones
numéricas, siempre suponiendo que el lector empieza sobre la celda que tiene
el primer 1:

1.1

1.2

La suma + : N2 — N:

Sean @ = {qo,¢1,92,¢3,9r} v A = {0,1}. Sea ¢ funcion de transicion
tal que 6(qo, 1) = (g0, 1,—), 0(q0,0) = (g1, 1, =),

o(g1,1) = (q1,1,—), 6(q1,0) = (g2, 0, <), 6(g2, 1) = (¢3,0,) y

5(%7 1) = (va 0, <_)

Si la maquina recibe (n,m) como entrada, rastrea el 0 intermedio y
escribe un 1 en su lugar. Luego quita dos 1’s del final, por lo que
quedan (n+1)+ 14 (m+1) —2 =n+m+ 1 unos, lo cual representa
al nimero n + m.

La suma de un nimero con una constante ¢, +.: N — N:

Sea M. la maquina que escribe ¢ al final como una de las descritas en
el ejemplo 4 de la seccién anterior y sea M, la maquina que suma dos
variables. La maquina M, o R; o M, escribe c al final, se regresa al
primer 1 y luego aplica la suma del ejemplo anterior.

Esta construccion aclara que la maquina R; es importante pues, tra-
bajando con funciones numéricas, rastrear el primer 1 con dos 0’s a
la izquierda significa rastrear el primer 1, de manera que dadas dos
funciones f : N* — N™ y g : N™ — N* con maquinas M; y M,, la
méquina que computa la composicion g o f es My o Ry o My, siempre
y cuando My termine el computo con el lector sobre el primer 1 o a su
derecha.

El estudio de las maquinas de Turing que se esta haciendo esta enfocado en
su capacidad de computar funciones numéricas pero, para probar el teorema
de Rice, lo que es de interés es ver como es que algunas maquinas de Turing
nos pueden dar informacién acerca de otras. La intencidén es mostrar que se
puede representar a cada méaquina de una manera que pueda ser codificada
en la cinta. Asi, surgen preguntas como jse podra construir una maquina M
que, alimentada con la representacion de cualquier otra méaquina N, M nos
diga si N computa una funciéon constante o no?

Este analisis comenzara en el capitulo 3.
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1.2. Aritmética Formal

1.2.1. Lenguajes de predicados de primer orden

Un lenguaje de predicados de primer orden .Z consta de simbolos y reglas
para concatenar los simbolos para obtener formulas. Dividiré a los simbolos
en cinco clases basado en la funcién que estos cumplen:

1. Para representar a los objetos del universo de discurso se usan los sim-
bolos de las siguientes tres clases:

a) constantes: letras que representan objetos especificos.

b) wvariables: letras que representan a los objetos de manera abstrac-
ta; es decir, una variable podria representar a cualquier objeto.
b) 7
Usaremos x1, x2, X3, . . .

¢) funcionales: dada cualquier cantidad de objetos, estas letras repre-
sentan funciones aplicadas sobre los objetos dados. Cada funcional
tiene una aridad, que es el nimero de objetos sobre el cual debe
ser aplicado.

Los términos seran todas aquellas expresiones que representen a los
objetos. Estos se construyen recursivamente de la siguiente manera:

s cada constante es un término
s cada variable es un término

= Una letra funcional f de aridad n aplicada a n términos t,ts, ..., t,
es un término. Dicho término se escribe f(t1,ts,...,%,)

2. Para representar a las relaciones entre los objetos se usan las letras
predicativas. Tgual que las letras funcionales, las predicativas tienen
una aridad, y si tq,s...., %, son términos y R es una letra predicativa
de aridad n, R(ty,ts....,t,) representa a la relacion entre los n objetos.
A estas expresiones les llamamos formulas atomicas.

3. Para representar a los operadores logicos se usan los simbolos de im-
plicacién (=), doble implicaciéon (<), conjunciéon (A), disyuncion (V)
y negacion (),

4. Para expresar la universalidad de una proposicion (V) y la existencia
de alguien que la cumpla (3). A estos simbolos se les llaman cuantifi-
cadores.
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5. Como auxiliares se usan los paréntesis y las comas.

Las formulas de £, se construyen recursivamente de la siguiente manera:

s Las férmulas atémicas son férmulas.

= Si ay fson formulas, (o = ), (a < (), (a A f), (aV B)y (-a) son
formulas.

» Si v es una formula y z; una variable, (Va;a) y (3x;) son formulas.

Dentro de cualquier lenguaje deben estar las variables zy, xo, x3,. .., los
operadores logicos, los cuantificadores y los paréntesis. De acuerdo a como se
definan los conjuntos de constantes, letras funcionales y letras predicativas
se definira cada lenguaje particular. Para que el conjunto de férmulas no sea
vacio se pedira que el conjunto de letras predicativas no lo sea.

Se dice que una variable x; estd al alcance de un cuantificador en « si
existe una subformula (Vz;5) o (3x;5) de « tal que x; aparece en [3.

Se dice que una férmula « tiene a x; como variable libre si x; aparece en
la formula y no esta al alcance de ningtin cuantificador. Cuando se escribe
a(x;) significa que « tiene a z; como variable libre; también se dice que x;

aparece libre en «. Andalogamente, o(z;,,z;,,...,2;, ) es una formula en la
que x;,, Ti,, . .., T;, aparecen libres.

Si a(xy, Tiy, .., x;,) es una formula y ¢y, ts, .. ., ¢, son términos, entonces
(@, [t1, Tiy[ta, . . ., @4, |t,) es la formula que se obtiene de sustituir a z;, por

t; para todo j entre 1 y n.

Se le llama enunciado a una féormula que no tiene variables libres. El
concepto es relevante porque, intuitivamente, los enunciados son aquellas
formulas sobre las que es razonable preguntarse sobre su valor de verdad.
Por ejemplo, la pregunta ‘;es verdadera la formula = = 57’ carece de sentido
porque el objeto del que habla x es ambiguo. En cambio, si « es alguna de
las formulas 4 = 5, Va(x = 5) 6 Jz(x = 5), si tiene sentido preguntarse sobre
la verdad de a.

1.2.2. Teorias Formales

Una teoria T en un lenguaje £ consta de un conjunto de férmulas de
£ llamadas aziomas, y un conjunto de reglas de deduccion, con las que se
genera un conjunto de formulas de .Z llamadas teoremas. Si o es un teorema
de T decimos que « se deduce de Ty escribimos T' F a.
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Se definira al conjunto de teoremas como el generado recursivamente por
las siguientes reglas de deduccion:

s Todo axioma es teorema.

» Regla modus ponens: Si a'y (a = () son teoremas entonces (3 también
es teorema. Esta regla no hace méas que describir la naturaleza de la
implicacion.

» Regla de generalizacion: Si « es un teorema con z; como variable libre,
(Vz;c) también es teorema. Esta regla es la que nos permite deducir
que todos los objetos cumplen una propiedad, tomando un elemento
arbitario y demostrando que éste la cumple.

Es por motivo de la regla de generalizacién que, a pesar de que las férmulas
con variables libres sufren de ambiguedad semantica, se conservan para el
analisis de la verdad matemaética que este método de deducciéon -a partir de
axiomas- representa.

Las reglas son pocas porque, por lo general, el conjunto de axiomas con-
tiene como aziomas ldgicos a las siguientes clases de formulas:

1. Todas las instancias de tautologia, que son aquellas formulas que se
parten en subférmulas que, vistas como proposiciones en un calculo
proposicional, forman una tautologia.

2. (Vx;a < (—3xi(—a))) (caracterizacion de la existencia).

3. ((Vz;a(z;)) = a(x]t)) para cada z; variable, o formula y ¢ término
que no tiene variables que quedan cuantificadas al meterlo en a(x;). La
formula a(x;|t) es aquella que resulta de sustituir todas las apariciones
libres de x; por t (axioma de particularizacion).

4. (Vxi(a = B)) = (a = (Vz;03))) para cada a y § formulas y x; variable
siempre y cuando « no contenga a x; como variable libre.

Ademas, las teorias que tienen al simbolo de igualdad (=) como letra
predicativa tienen a los siguientes axiomas logicos:

1. Va;(z; = x;) es un axioma.

2. Si x y y son variables y a(z,z) es una formula, (Vz(Vy(z = y =
(a(z) = a(z,z|y))))) es un axioma, donde a(z, x|y) es la formula que
resulta de sustituir algunas, pero no necesariamente todas las apari-
ciones de = por y.
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Estas formulas nos permiten obtener muchas otras reglas légicas conoci-
das. Para reforzar el caso daré algunos ejemplos de reglas derivadas de aplicar
las reglas formales a los axiomas logicos. Supongase que 7' es una teoria con
los axiomas logicos dichos.

1. TFasiysolosi T (=(—a)).
Demostracion. (—(—«)) se deduce de a y la tautologia (o = (—=(—a)))
con modus ponens. Anédlogamente « se deduce de (—(—«)) y la tau-
tologia ((—(—a)) = «).

2.TH(anp)siysdlosiTFay TES.
Demostracion. ay [ se deducen de (aA3) y las tautologias ((aA ) =
a)y ((aAB) = ) con modus ponens, (a A 3) se deduce de o, 5y la
tautologia (o = (8 = (a A (3))) aplicando modus ponens dos veces.

3. SiTF ay [ esuna formula entonces (o V 3) es un teorema.
Demostracion. Resulta de la tautologia (a = (aV 3)) y modus ponens.

4. TH(ae f)siysolosiTkH (a= )y TH (6= a).
Demostracion. Similar a las anteriores.

5. Particularizacion: Si T F (Vxa(x)) entonces T F a(z|t).
Demostracion. Se obtiene del axioma de particularizacion ((Vza(z)) =
a(z|t)) y modus ponens.

6. Regla ezistencial: Sit es un término, T+ «(t,t) y ¢ no tiene a la variable
x;, entonces T+ (Jz;a(t|x;, 1)).
Demostracion. Por axioma de particularizacion se tiene que la féormula
((Vx;(—a(t|z;, ) = (—a(t,t))) es teorema y, por la tautologia ((5 =
(=v)) = (v = (=0))) y modus ponens se tiene que T - (af(t,t) =
(= (Va;(ma(t|x;, t))))). Si T F aft,t) entonces T' = (=(Va;(—a(t|z;,t))))
y, por la caracterizacion de la existencia se tiene que 7'+ (Jz;a(t|x;, t)).

7. Teorema de la deduccion: Si la formula o se deduce de la teoria T
més una formula 3, usando generalizacion sélo sobre formulas cuya
deduccion no depende de (3 o sobre formulas cuya deduccion si depende
de [, pero la generalizacion es sobre una variable que no aparece libre
en (3, entonces T - (6 = a.

Demostracion. Por induccién sobre la cantidad de pasos en los que se
usa a (3 o a una formula cuya deduccion dependi6 de 3 para deducir a a:
Si una férmula ~ se deduce sin usar a 3, entonces por por modus ponens
entre v y la tautologia (y = (8 = 7)) se tiene que T'+ (5 = 7). Si v
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se deduce en n + 1 pasos es porque se dedujo por modus ponens de un
par de formulas n y (n = =) o por generalizacion de 7, formulas para
la cuales so6lo se necesitaban n pasos o menos, por lo cual podemos
aplicar hipotesis de induccion sobre ellas. Aplicando HI se tiene que
T + (8 = n). Para el caso en que v se dedujo por modus ponens, se
tiene que T' = (8 = n) A(n = 7), y por la tautologia de la transitividad
de la implicacion: (((A = B) A (B = () = (A = ()) y modus
ponens se tiene que 7' (§ = ). Para el caso en que ~ se dedujo
por generalizacién sobre x; de 7, considérese la HI: T + (8 = n),
generalizado T' + (Vz;(6 = 7)), pero como [ no tiene libre a z;, se
puede aplicar el axioma logico 4 T F ((Vz;(6 = 1)) = (8 = (VYan))).
Aplicando modus ponens se tiene que ( = (Va;n)), pero v es (V;n),
asi que ya se demostré lo que se queria.

. Prueba por contradiccion: Sila formula (oA (—a)) se deduce de la teoria

T més una formula 5 con las condiciones del teorema de la deduccién,
entonces T+ (—03).

Demostracion. Por las condiciones del teorema de la deduccién, se tiene
que T+ (B = (aA(—a))). Por la tautologia (B = (AA—-A)) = —By
modus ponens se tiene que T+ (=3).

(Ve e P) = (Vria) & (Vr,06))).

Demostracion.

a) (Vz;(a & (3)) (HipOtesis para aplicar teorema de la deduccion)

b) (Va;a) (Segunda hipdtesis para aplicar teorema de la deduccion, notese que
ésta se puede usar para hacer una féormula (Va;o) = B cuya demostracion
no dependa de (Vz;a), pero (Va;a) = B seguird condicionada a la primera
hipotesis)

a (Particularizacion de la segunda hipotesis)
(a & ) (Particularizacion de la primera hipotesis)

)
)
e) [ (Modus ponens entre las dos anteriores)
) (Vz;8) (Generalizacion; se puede hacer porque x; no est libre en las hipdtesis)
)

((Va;a) = (Va;8)) (Teorema de la deduccion sobre la segunda hipdtesis y la
conclusiéon. Notese que el teorema de la deducciéon dice que esta férmula se
puede deducir sin que se dependa de (Vz;«), sin embargo se sigue dependiendo

de (Vz;(a < B)))

h) ((Vz;8) = (Vz;a)) (Se deduce de manera similar a la anterior)
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i) (Vai(a & B) = ((Vr;a) = (Vz;0))) (Teorema de la deducciéon sobre la
deduccion de 7. Notese que ésta ya no depende de una férmula fuera de la
teoria T')

J) (Vzi(a & B)) = ((Vzi8) = (Vzia))) (Teorema de la deduccion sobre la
deduccién de 8. Notese que ésta tampoco depende de una férmula fuera de la
teoria T')

k) (Vai(a < B) = (Vo) < (Va;8))) (De las tautologias ((A = B) A (A =
C)=(A=BANO)y(A=B)A(B=4))< (A< B))

10. Sustitucion por equivalentes: Si T F (o < [3) entonces T F (y[a] &

~[A]), donde y[a] es una formula que tiene a o como subférmula y (5]
es una formula que resulta de sustituir algunas de las apariciones de «
por (3 en la formula ~

Demostracion. Por induccion sobre la cantidad de simbolos logicos —,
=, <, A, Vy V. Supoéngase que T+ (a < (3). Si v no tiene ninguno de
estos simbolos es porque es una féormula atémica cuya tinica subférmula
es ella misma. En caso de ser asi, T F (y]a] < v[5]) porque, si « es 7,
TF (o< f)y,si anoaparece en v, T F (v < 7).

En cualquier caso, si y[a] es a, la demostracion es trivial, asi que se
supondra que no.

Caso 1. v[a] es de la forma —n. Si « es subformula de v[a] y es distina
a y[a] entonces a es subformula de 7.
» Por hipdtesis de induccion, T+ nla] < n|f]
» Por tautologia (A < B) = ((—A) < (—B)) y modus ponens:
T+ (=nla]) < (=n[A])
» Como 7[a] es distinta de o, T' = (y[a] < ~[F])

Caso 2. y[a] es n = 6. Si « es distinta de v[a] entonces « esta en 7 o
en 0 y y[a] es, abusando un poco de la notacion, nla] = 0[a].

» Por Hipotesis de induccion T + (n[a] < n[g]) v
» TF (0la] & 0]3])

» Tomese nja] = 6la] como hipotesis para aplicar teorema de
la deduccion.

» Por tautologia ((A = B) A (B = ()) = (A = C) y modus
ponens aplicado a ésta y a la conjunciéon de la hipotesis de
induccion con la primera hipétesis para aplicar teorema de la
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deduccion, nja] = 0[5
» Lo mismo que en el anterior para concluir n[5] = 0[]

» Por teorema de la deduccion T + ((n[a] = 0[a]) = (n[F] =
0[3]))

= De forma similar se prueba la contraparte y se concluye T'
((nla] = Ola]) < (n[B] = 0[7])), lo cual es otra forma de
escribir T F (y[a] < v[5])

Caso 3. v[a] es de la forma n < 6.
Su demostracion es similar al caso 2.

Caso 4. v[a] es de la forma n V 6.
Para la demostracion se hace la prueba para ((—n[a]) = 0)a])
usando los casos 1y 2 y la tautologia (-A = B) < (AV B).

Caso 5. v[a] es de la forma n A 6.
Para la demostracion se hace la prueba para (—((—n[a]) Vv (—0]a])))
usando los casos 1y 4 y la tautologia =(-AV —=B)) < (AA B).

Caso 6. y[a] es de la forma (Vz;n). Si « es distinta a y[a] entonces ||
es (Ya;n[al).

» Por Hipétesis de Induccion T + (n[a] < n[5])
» Por generalizacion T + (Vz;(n]a] < n[d]))

» Por la propiedad anterior de ¥V, T'+ ((Vz;n[a]) < (Vzn[5])),
lo cual es otra forma de escribir

= T+ (v[a] & v[B])

Cambio de variables: Si a 'y o son formulas tales que o resulta de
sustituir en o a todas las apariciones cuantificadas de z; por x;, asi
como la que sucede al simbolo que la cuantifica (V, 3), y 2; no aparece
libre en «, entonces T+ o < /.

Demostracion. Sea ~ la subféormula de a en donde se sustituyen las
variables. Entonces v es de la forma (Vz;3) o (3x;5). En el primer caso
se tiene, por particularizacion, que (3 (la que resulta de cambiar los x;
libres por z; en [3) y, por generalizacion, (Vx;3'). Aplicando teorema
de la deduccién para ambos lados se tiene que T ((Va;08) < (Vx;5)).
Aplicando la regla de sustitucion por equivalentes se tiene que T' F a <
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o/. En el caso en el que v es (Jz;0) se trabaja con (=(Vx;(—0))) y se
concluye lo mismo.

12. Algunas propiedades de los cuantificadores (solo algunas se demostraran
como ejemplo):

a) Si z; no aparece libre en «a, entonces T' F (o & (Vo)) y T
(v & (Fz;)).
Demostracion para V':
1) (Vx;(a = «)) (Generalizacién de una tautologia)

(Vzi(a=
(a = (Vo)
(
(

) = (a = (Vz;))) (Axioma logico 4)
)
(Vx;a) = «) (Axioma de particularizacion)
)

(Modus ponens entre 2 y 3)

a & (Vra)
(Vzi(a A ) = (Vi) A (Vi)

(Vz;(a A B)) (Hipotesis para aplicar Teorema de la Deduccion)
(

(Regla derivada 4, aplicada a los dos anteriores)

a A ) (Particularizacion)

a (De la tautologia (A A B) = A) y modus ponens.

Va;a) (Generalizacion, posible porque « no tenia a z; libre.)
Va;3) (Similar a la deduccion de 4)

(

(

(Vzia) A (Va;3) (Conjuncion de 4 y 5)

((Vzi(a A B)) = ((Vzia) A (Va;3))) (Teorema de la deduccion)
(

((Vzia) A (Vai08)) = (Yo (a A 5))) (Los mismos pasos de 6 a 1, usando
la conclusiéon como hipotesis)

9) ((Va;a) A (Va;8)) & (Vzi(a A B))) (Propiedad de < en 7 y 8)

(
(Bzila Vv p)) & ((Fria) V (32:0)))
(Vzi(a = B)) = (Bria) = (32:0)))

(Vz;(a = B)) (Hipotesis)

)
¢) TH
d) T+
1)
)
)
)
)

2) (o= () (Particularizacion)

(
3) (Va;(—p)) (Hipotesis)

4) (—f) (Particularizacion)

5) ((#8) = (—«a)) (De la tautologia (A = B) < (=B = —A) y modus

ponens con 1)
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6) (—a) (Modus ponens entre 4 y 5)

7) (Vz;(—a)) (Generalizacion, posible porque la hipotesis no tenia libre a

8) (Va;(—f)) = (Vz;(—a)) (Teorema de la deduccion aplicado a la segunda
hipotesis; notese que ésta formula todavia es dependiente de la primera
hipotesis, pero no de la segunda)

9) ((=(Vzi(—a))) = (=(Vz;(—=0)))) (De la misma tautologia)
10) ((Fz;«) = (Fz;0)) (Caracterizacion del existencial)

11) ((Vai(a = B8)) = ((Fz;a) = (F2;6))) (Teorema de la deduccion; notese
que ésta formula ya no depende de ninguna hipotesis)

e) Si x no aparece libre en « entonces T F ((Fz(a = ) = (o =

(3z0)))

Al lector que quiera profundizar mas acerca del lenguaje, el célculo de
proposiciones y las teorias formales de primer orden, se le sugiere consultar

[1].

1.2.3. Aritmética de Peano

A veces, cuando se habla de una teoria formal, no se sabe muy bien si se
estd definiendo un criterio para analizar el conjunto de verdades del universo
de discurso, o si se estd intentando construir, por medios totalmente formales
(incluso medios con los cuales una computadora puede trabajar), un sistema
lingiiistico para expresar lo que ya se sabe acerca de los objetos. A veces no se
entiende si el conjunto de objetos se define como aquellas cosas que cumplen
todo lo que la teoria dice o si el conjunto esta previamente definido y lo que
se estd analizando es la fuerza expresiva del lenguaje y la teoria formal.

Filosoficamente hay problemas al respecto. Sobre todo por los avances y
las conclusiones parciales a las que, en el ultimo par de siglos, se ha llegado,
en el intento por formalizar las mateméaticas. Por un lado, la teoria formal
Z F ha mostrado un poder espectacular para deducir las verdades matemati-
cas a las que se llegd antes de la época de la formalizacién. Pero, por otro
lado, Godel, en 1931, demostr6 (de una manera formalizable en ZF') una
limitacién inevitable en las teorias formales. De hecho, Gddel invent6 un
método para construir, para cada teoria (manejable por una computadora y
suficientemente expresiva), un enunciado intuitivamente verdadero, pero in-
demostrable por los métodos formales de la teoria (indemostrable por la com-
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putadora). Esta limitacion en las teorias formales con respecto a los métodos
de deduccidon que usamos los humanos, podria parecer evidencia de que éstas
se deben entender como métodos para expresar las verdades que por cualquier
otro modo se pueden deducir y no como métodos para deducir. Esto no nece-
sariamente quiere decir que, al nosotros poder concluir una verdad tal que
la computadora no lo podia hacer, nosotros tengamos capacidades no forma-
lizables (que no podria tener ninguna computadora), pues otro argumento
valido es que la forma en la que nosotros deducimos la verdad de algunos
de los enunciados de Godel, a pesar de su indemostrabilidad, es derivada
de otro método formal de deduccion (o sea que podriamos programar a una
computadora para reconocer y concluir la verdad de los enunciados de Godel
que nosotros reconocemos). Esto no contradice la prueba de Godel pues, que
para cierta clase de enunciados el método formal se pueda extender formal-
mente para demostrarlos, no quiere decir que el método se pueda extender
para demostrar todos los enunciados de Godel. En otras palabras, podria
suceder (y seguramente sucede) que nosotros, al igual que las computadoras,
estamos limitados para hacer un método que podamos aplicar para reconocer
a todos los enunciados de Godel, aunque algunos si los reconozcamos. O sea,
que tanto las teorias formales que se estan estudiando, como cualquier otro
método de deduccion que nosotros nos inventemos, son igualmente limitados.

De todas maneras, al fijar una teoria formal, se corre el riesgo de que és-
ta no sea retorico-completa (y, en el caso de la aritmética, esto ocurre por
el argumento de Godel), en el sentido de que algiin método de deduccion
igualmente convincente para nosotros, los humanos, no se pueda hacer den-
tro de la teoria. Es por esta razén que a la teoria se le tratard més como
método expresivo que como criterio de verdad y que no se dudara en decir
(y demostrar) proposiciones como ‘si el natural n cumple la propiedad P(n)
entonces la aritmética formal demuestra que lo hace’; frases que, de entender
la teoria como el wltimo criterio de verdad, serian tautologicas. Lo que se
hara es que se tratard a los objetos como si existieran fuera de la teoria, por
mas controvertido que esto sea, sélo por la posibilidad de que pudiéramos
demostrar, con piedritas, u otra manera convincente, algo que no podriamos
demostrar con la teoria formal.

La Aritmética de Peano (AP) es la teoria usual cuyo universo de discur-
so son los nimeros naturales, es decir, los cuantificadores cuantifican sobre
los nimeros naturales. La formula Vz(Jy(x < y)) dice ‘Para todo ntimero
natural existe otro mas grande que éste ’. El lenguaje de AP consta de los
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siguientes simbolos. Escribiré al lado de cada simbolo su interpretacion usual:

Letras predicativas: Letras funcionales: Constantes:
= igualdad s operacién sucesor 0 cero
< desigualdad + suma

X producto

Aunque no hay un simbolo para representar a cada natural, la letra fun-
cional s nos permite representar a cada n como el sucesor enésimo del 0. Por
simplicidad, a dicha representacion la escribiré como n.

Las reglas de deduccion son las definidas anteriormente. Ademas de los
axiomas logicos, es decir, los de la igualdad y las instancias de tautologia,
sus aziomas propios son los siguientes (con la interpretacion usual):

1. s es inyectiva:
(s(z1) = s(w2) = 21 = 79)

2. 0 es el inico primer elemento:
((=s(@1) = 0) A ((Vaz(—22 = s(23))) = 22 = 0))

3. 0 es el neutro aditivo:
(—F(.Z‘l, O) =X A\ +(O, xl) = Z’l)

4. Definicion recursiva de +:
(+ (1, 8(22)) = s(+(z1,22)) A s(+(21, 72)) = +(5(21), 72))

5. Comportamiento del cero en x:
(x(z1,0) =0A x(0,27) = 0)

6. Definicion recursiva X:
X (1, 8(x2)) = +(x (21, 22), 21)
7. Definicién de <:
(< (x1,m9) & (Fxg + (21, 8(x3)) = 22))

8. Induccién:
(Vo1 (Vo (ze < 21 = a(z]z))) = a(z|zr)) = (Voia(z|xy)))
Para cada formula a(z) donde z es una variable libre éste es un axioma.

A continuacién se muestra una lista de algunos resultados conocidos de la
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aritmética que se deducen formalmente en AP. En algunos se dara el ejemplo
de la deduccion pero se hara de una manera menos formal de lo que una teoria
formal pide, con el motivo de que el lector no se pierda en la sintaxis. Sin
embargo, se intentard que quede suficientemente claro que lo que se hace si
es formalizable. Entre otras cosas, se cambiaré la notacion de las operaciones
a la notacion usual, en ocasiones se evitara el uso excesivo de paréntesis que
la teoria formal exige, se usaran variables distintas a las permitidas y las
reglas derivadas se usaran sin preocupaciones, al igual que los teoremas que
se demuestran en un ejemplo anterior.

Aunque varios de los resultados de la lista si se usaran en capitulos pos-
teriores, la ausencia de su demostraciéon no deberia preocupar demasiado al
lector. Yo espero que los ejemplos que se dan sirvan para tranquilizar al lec-
tor nervioso, convenciéndolo de que la aritmética formal es una aproximacion
suficientemente decente a la aritmética de cuyos resultados fue convencido
algiin dia el lector. Si atn con los ejemplos el descontento persiste, en la
bibliografia hay material de consulta en donde aparecen las pruebas formales
necesarias.|1]

= Inducciéon comin: Vz(a(0) A (a(x) = a(s(z)))) = Vrza(x)

1. Vz[a(0) A (a(z) = a(s(x)))]
(Hipotesis para aplicar teorema de la deduccion)

2. Vy(y < z = a(y))
(Hipotesis)

3. Vk[x #s(k)]=2=0
(Axioma de la unicidad del 0)

4. =0V Ik[z = s(k)]
(De la tautologia (A V B) < (-A = B) y la caracterizacion de la existencia)

5. 2=0= ax)
(1 y propiedades de la igualdad)

6. =s(k)=>k+s0)=x
(Definicion de la suma)

7. k+s(0) =x = Fi(k+s(i) =)
(Regla existencial)

8. z=sk)=k<z
(Tautologia de la transitividad de la implicacion)

9. k<z= ak)
(Particularizacion en la segunda Hipotesis)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
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a(k) = a(s(k))

(Particularizacion en la primera Hipdtesis)

x = s(k) = a(s(k))

(Transitividad de la implicacion desde 7 hasta 9)

Vk[z = s(k) = a(x)]

(Propiedad de la igualdad, més generalizacion)

Fk(z = s(k)) = Fka(x)

(Propiedad del existencial)

Fk(z = s(k)) = ax)

(Sustitucion por equivalentes; notese que « si pudo haber tenido a k como

variable libre, pero de igual manera se puede porque k se escogi6 arbitario,
asi que se puedo haber elegido de forma que no apareciera libre en «)

[x =0V Jk(x = s(k))] = a(z)
(De 3, 4 y 12, de la tautologia (A= C)A(B=C)) = ((AVB)=())

o(z)
(Modus ponens entre 3 y 13)

Vyly <z = aly)) = a(z)
(Teorema de la deduccién con la segunda hipotesis)

Vavy(y < z = a(y)) = a(z)
(Generalizacion)

VaVy(y < z = a(y)) = ax)] = Vaa
(Axioma de inducci6n)

Vza (Modus ponens en los anteriores)

V[a(0) A (a(z) = a(s(z)))] = Vea(z)
(Teorema de la deduccion con la primera hipotesis)

» Conmutatividad de las operaciones.

1.

2.

3.

4.

I +0:1'1 :0+£C1
(Por axioma 3 y propiedades de la igualdad)

X1+ Ta =2 + 21 = 21 + s(x2) = s(x1 + x2) = s(x2 + x1) = s(x2) + 21
(Por propiedades de la igualdad y axioma 4)

(1 +0=04+z1 A(z1 +22 = 22+ 21 = 21 + s(x2) = s(x2) +11)) =
Vo (z1 + 22 = 22 + 1)
(Por induccién comun)

Vao(zy + 29 = 2o + 1)
(De Modus Ponens entre 3 y la conjuncion de 1y 2)
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5. Vmeg(xl + o = a9 + JJ1)
(Por Generalizacion)

Para la multiplicacion es similar.
» Asociatividad.
« Distributividad.

» Simy m son naturales tales que n = m entonces AP 71 =m.
Demostracion.
Si n = m entonces m y T tienen la misma cantidad de s’s, o sea que son representa-
dos por el mismo término, entonces la aritmética, por el primer axioma de igualdad
y particularizacién, prueba m = m.

= Sin # m entonces AP b (- =m)

Demostracion.

Si n # m quiere decir que, sin pérdida de generalidad, n < m, entonces 7 tiene
menos s’s que m. En ese caso, podemos aplicar inyectividad de s n veces y obtener
que 0 = m — n, pero como m — n es un namero positivo, m —n es s(m —n — 1.
Asi, tendriamos que con AP maés la formula 7 = ™ se deduce 0 = s(m —n — 1)
pero AP F (Vz(=0 = s(x))) v, por particularizacion, AP - (=0 = s(m —n — 1)),
asi que, suponiendo @ = m se prueba (=0 = s(m —n —1) A0 =s(m —n —1). Por
la regla de la prueba por contradiccion AP + (- = m).

» Sin, my k son naturales y n +m = k, entonces AP +n+m = k.
Demostracion.
Induccion sobre m: APFn+0=ny APFn+m+1=s(n+m). Pero s(n+m)
es n+ (m+1).

k.

» Sin, my kson naturales y n x m = k, entonces APFn xm
Demostracion.
Induccion sobre m: AP F i x0 =0y APFnxm+1 = nxm+ 7, pero
APFnxm+4+nrn=nxXxm+n ynxm+nesnx(m+1).
De forma similar se prueba que, para todo n natural, AP F x1+7 = s(---s(x)---),
conn s’s.yquexy Xn =z +x+ -+ x1, con n sumandos.

» Propiedades del orden:
o Transitividad.
o z<y<&s(z) <s(y)

e x<y= (s(x) <yVs(z)=y)
1.z <y
(Hipotesis para aplicar Teorema de la deduccion)

2. s(x) < s(y)
(Modus Ponens entre la Hipotesis y la propiedad anterior del orden)

3. Jk(s(x) + s(k) = s(y))
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(Equivalente a 2)

4 s(z)+sk)=s(y)=s(x)+k=y
(Definicion de la suma e inyectividad de s)

5. Jk(s(x) + s(k) = s(y)) = Fk(s(x) + k=v)
(Propiedades del existencial)

6. (s(x)+k=y) = ((k=0=s(x)=y)A(—~(k=0) = Fz(s(z) + s(z) =
v))
(El primero por propiedad del 0, el segundo por unicidad del 0 como
primer elemento)

7. (s(z) +k=y) = (s(x) =y Vs(z) <y)
(Por la tautologia ((A = B) A (A= C)) = (BV C) aplicada a 6)

8. Jk(s(x)+k=y)= (s(x) =y Vs(z) <y)
(Propiedades del existencial)

9. Jk(s(z) +s(k) =s(y)) = (s(z) =y Vs(z) <y)
(De 5 y 8, por tautologia ((A = B) A (B = C)) = (A = C) y modus
ponens)

o Vz(zx=0Vax>0)

QI#0:>O<.T

ex<y=-(y<zVz=y)

» Propiedades de divisibilidad. (Se escribe x|y en lugar de 3k(z x k = y))

o (zly Nylz) = 2|z

o Tly= x|y X 2

o (xlyNzx|z)=zly+ 2

» Algoritmo de la division.

1.

Ve[(x #0) = (0<z) A(0=2 x 0+ 0))]
((A=B)ANC)= (A= (BA()))

L Vz[(x #£0) = FgIr((r<z)A(0=z X qg+7))]

(Regla existencial con propiedades de la existencia)

CVz[(r £ 0) = 3gIr((r<z)A(y=x x q+71))]

(Hipotesis para aplicar Teorema de la Deduccion)

Vel(x #0) = 3g3r((r < @) A (s(y) = & x g + 5(r))]

(Sustitucion por equivalentes)

.r<z=(s(r)<azVs(r)=x)

. Vz[(x #£0) = FgIr((s(r) <xVs(r) =z)A(s(y) =x x g+ s(r)))]
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

(Sustitucion por equivalentes)

Va[(z # 0() )=)>)H3q37"[((8(7‘) <) A(s(y) =z xq+s(r) V((s(r) =z)A(s(y) =
r Xqg+s(r

(De qla tautologia ((AV B) AC) & (AANC)V (BAC) y sustitucion por
equivalentes)

Vel(x # 0) = 3¢Ir[(s(r) < 2)A(s(y) = xxq+s(r))|VIgIr[(s(r) = 2)A(s(y) =
z x q+s(r))]]
(Propiedad del existencial y sustitucion por equivalentes)

Val(z # 0) = 3¢Ir((s(r) <z)A(s(y) = xxq+s(r))]VIgIr((s(r) = z)A(s(y) =
x X q+ )]
(Propiedad de la igualdad)

Vel[(x #0) = ¢Ir[(s(r) < ) A(s(y) =z x g+ s(r))]VIgIr[(0 < z) A (s(y) =
x x s(q) + 0)]]
(Definicion de la suma)

Va[(z £ 0) = FqIr[(r < z) A (s(y) = x ¢+ r)] VIgTr[(r < ) A (s(y) =
x x s(q) +7)]]
(Regla existencial)

Vz[(z # 0) = 3g3r[(r < z) A (s(y) =2 x ¢+ 71)]
(De la tautologia A = (BV B) < (A = B) Y sustitucion por equivalentes)

Ve[(x # 0) = FgIr((r < 2) Ay = z x g+ r)|Vz[(z # 0) = FgTIr[(r <
z) A(s(y) =z x q+r)]

(Teorema de la deduccién del anterior y 3)

Vz[(z #0) = (0 < 2)A(0=2x0+0)]A(Vz[(z # 0) = F¢gTIr((r < z)A(y =
x X qg+r))] = Ve[(x #0) = JgTIr[(r < ) A (s(y) =z x g+ s(r))]]) =
VyVz[(x £ 0) = FgIr((r< z)A(y =z x ¢+ 71))]

(Induccién comun)

VyVa[(z #0) = J¢gTr((r<z) A(ly=ax x g+ 1))]
(Modus ponens del anterior con la conjuncion de 1 y 13)

La unicidad de ¢ y r también se demuestra.

= Si se tiene una formula a(k) y se quiere que k represente a |z — yl,
basta con sustituir cada férmula atémica (3 en la que aparece k, por la
expresion ((r+k=yVy+k=2x)=f).

» Propiedades de anillo de las congruencias (donde x = y(mod k) se
traduce a que k | |x —y|), ademés de existencia de los debidos inversos.

= Si k es un natural, en AP se prueba la equivalencia entre x < k+ 1y
r=0Vz=1V...Va=Fk.
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= Toda propiedad no vacia tiene un minimo que la cumple:
dra(r) = By(a(y) A (=32(z <y Aa(2)))))

1.

10.

11.

12.

Vw(w <z = la(w) = By(ay) A (=32(z <y A a(2))))])
(Hipotesis 1)

. a(x)

(Hipotesis 2)

. (3z(a(z) Az <))V Iz(a(z) Az < x)

(Tautologia)

o) A (Fz(a(z) Az < ) = Fy(a(z) A—=(Fz(a(z) Az < x)))

(Regla existencial)

Lz <z = Ja(z) = Fylaly) A (=32(z < y A a(z)))))] (Particularizacion en la

hipotesis 1)

(z <z Aa(z) = (Fylay) A (=32(z <y A al2))))
(Tautologia)

Fz(z <z Aa(z) = Fylaly) A (-32(z <y Aaz)))))
(Propiedad del existencial)

- afz) = Fylay) A (-32(z <y A al2)))))

(De 3, 4, 7 y teorema de la deducciéon con la hipotesis 2. Llamesele 5(z) a
esta formula)

. Vw(w <z = p(w)) = B(x)

(Teorema de la deduccién con la hipotesis 1 y la conclusion anterior)

Vw(w < z = B(w)) = B(z)] = Vei(z)
(Axioma de inducci6n)

Vaf(x)

(Modus ponens entre los dos anteriores)

Jza(r) = (Fy(aly) A (-32(z <y Aa(2)))))
(Propiedad del existencial)

» Factorizacion tnica en primos.

« Teorema chino del residuo.

Como se puede ver, hay tres funciones que ya estan explicitamente repre-
sentadas (s, + y X), pero también se ve claramente que funciones como ‘mul-
tiplicar por 3 y después sumar 2’ se pueden representar (y = +(x(3,z),2).
Lo mismo pasa con las relaciones. Aunque = y < son las tinicas represen-
tadas explicitamente, se pueden representar otras relaciones como ‘ser menor
o igual que el doble de’ ((y < x(2,2)) V (y = x(2,))).



1.2. ARITMETICA FORMAL 23

Formalmente, si T" es una teorfa, se dice que una funciéon f : N* —
N es representable en T si existe una formula a(zy,...,z,,y) con n + 1
variables libres tal que, si f(ki,ko,...,k,) = m, se cumplen las siguientes
dos condiciones:

1. T+ oz ks, y|m).

2. T+ (Vy(a(z|ki,y) = y =m))
(unicidad).

En caso de que exista, se dice que la formula representa a la funcién.

Una relacion 2 C N™ es representable en T si existe una formula con n
variables libres a(x1, z, ..., x,), tal que se cumplen las siguientes dos condi-
ciones:

1. Si (ky, ko, ..., ky) € % entonces T F x|y, 2alks, ..., 2n|kn)
2. Si (ki,ka,..., kn) & Z entonces T & (ma(xy |k, 2alka, . .., 2nlkn)).

En caso de que exista, se dice que la formula representa a la relacion.

Dos conceptos importantes, a los que se hara referencia de nuevo en el
capitulo 5, son el de consistencia y completez. Se dice que una teoria 1" es
consistente si no sucede que exista una formula « tal que TH a y T+ (—a)
Se dice que T es completa si para todo enunciado « sucede que T+ « o bien
que T+ (—«)

Una observaciéon relevante es que la interpretaciéon que se le dé a los
simbolos de un lenguaje no afecta para nada la estructura de una teoria con
ese lenguaje. En otras palabras: que una féormula sea o no teorema de una
teoria no depende de lo que ésta signifique. Las formulas son sucesiones de
simbolos y las reglas de deduccién son simples operaciones simbdlicas que
nos dicen como generar unas sucesiones de simbolos a partir de otras. Esta
observacion es fundamental para la parte aritmética de esta tesis. Lo que se
hard es salir un poco de la interpretaciéon usual del lenguaje de la Aritmética
de Peano. Se verd que, a pesar de que es un lenguaje construido para que los
términos representen a los niimeros naturales, también se pueden interpretar
como simbolos, formulas y otros objetos usados en las teorias formales. Lo
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que se vera es que, en este nuevo paradigma, operaciones simbdlicas como
las reglas de deduccion y otras relaciones relevantes si son representables en
el lenguaje de la aritmética; es decir, el lenguaje de la Aritmética de Peano
puede ser usado para estudiar la naturaleza de los mismos lenguajes y teorias.



Capitulo 2

INTRODUCCION A LA TEORIA DE
LA RECURSION

2.1.

Funciones Recursivas

En esta tesis las funciones recursivas son importantes, por razones no aje-
nas, para probar el teorema de Rice y su versién para la aritmética. Para el
teorema de Rice porque caracterizan a las funciones computables y para su
version aritmética porque hacen el vinculo entre ésta y las funciones com-
putables, gracias a lo cual se muestra que ésta es capaz de funcionar como
una teorfa de la manipulacién simbdlica.

El conjunto de las funciones recursivas de N” en N se construye recursi-
vamente de la siguiente manera:

La funcion constante 0, Cy : N — N es recursiva.
La funcion sucesor s : N — N es recursiva.

Para cada n y k naturales, la proyeccion en la k-ésima coordenada
P N" — N es recursiva.

Para cada n natural y cada par de funciones recursivas f : N* —
Nyg: Nt - N, la funciéon h : N**'' — N que se obtiene por
recursion de las ecuaciones h(zy,xs,...,2,,0) = f(x1,29,...,2,) ¥
h(z1, o, ... 20, 8(x)) = g(x1,29, ..., 2p, 2, h(T1, 22, ..., 2T,,T)) €s Te-
cursiva. Si n = 0, h se define en el 0 como una constante.

Para cada n y k naturales, cada familia de funciones ¢1,gs,...,9x :
N — Ny cada funcién f : N¥ — N, la funcién h : N* — N que

25
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se obtiene por sustitucion de las g’s en f en que h(zy,%2,...,%,) €s

igual a f(g1(z1, 22, ..., Tn), g2(T1, Ty .o, )y ooy Gr(T1, Tay .., X)), €8
recursiva.

Para cada ntimero natural n y cada funciéon recursiva f : N*™! — N,
la funciéon parcial que se obtiene por minimalizacion p, : N* — N
tal que py(x1,29,...,2,) = min{y € N ¢ f(z1,29,...,2,,y) = 0},
cuando dicho y exista; indefinida cuando no, es recursiva. La funcion
(1, T2, ..., x,) también se escribe i, (f(z1, 22, ..., 20, 7))

Ejemplos:

1.

La suma + : N> — N se obtiene por recursion de las funciones recursivas
f:N —= Ncon f = P! (la identidad) y g : N> — N, obtenida por
sustitucion de s en PJ: g = s(Pj). Notese que la sustitucion en este
caso es una composicion simple. De esta manera +(z1,0) = f(x1) =
Pi(z1) = 21y +(21,5(2)) = g(z1,2, +(21,2)) = (P35 (21,2, +(21,7)))
y este dltimo es s(+ (1, )).

. El producto x : N> — N se obtiene por recursion de las funciones

recursivas f : N — Ncon f=Cyy g: N> — N donde g = +(P3, P}),
es decir, g se obtiene por sustitucion de P§ y P en +. De esta manera
X(.Tl,()) = f(xl) = CO('%.1> =0 y X(l'bS(l')) = g(xhxa X(:Clux)) =
+(PJ (21,2, % (21,2)), PP (21,2, X(21,2))) = +(X (21, 7), 21).

La exponenciacion ¥ se obtiene por recursion de 2° = 1y 2"+ = z-2™.
El factorial de n se obtiene por recursion de 0! = 1y (n+1)! = n!-(n+1).

El predecesor de n (cuando tiene) se obtiene por recursion de pr(0) = 0
ypr(k+1) =k

La resta acotada por el 0: n — m se obtiene por recursion n — 0 =ny
n=(k+1)=pr(n—=k).

La funcion sg tal que sg(0) = 0 y para todo k natural sg(k +1) = 1
se obtiene por sustitucion donde f ==y g, = P} y go = pr. O sea,

sg(k) =k — pr(k).

La funcién sg tal que 5g(0) =1y 5g(k+ 1) = 0 se obtiene también por
sustitucion: 5g(k) = 1 = sg(k).

El residuo de dividir n entre m: rm(n, m) se obtiene por recursion de
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rTr)L](O,m) =0y rm(k+1,m) = (rm(k,m)+1) = m-[(rm(k,m)+2)

10. El cociente n+m se obtiene por recursion de 0+m =0y (k+1)+m =
kE+~m+ (k+2=m-(k+m)=m).

A continuacién se comenzaran a construir las demostraciones que ligan a
las funciones recursivas con las maquinas de Turing y con la Aritmética de
Peano. Primero se mostrara como se puede construir, para cualquier funcién
recursiva, una maquina de Turing que la compute. Después se mostrara como
cualquiera de éstas se puede representar dentro del lenguaje de AP.

2.1.1. Funciones Recursivas en MT

Primero se demostraréd que cualquier funciéon perteneciente a alguna de
las tres clases de funciones recurisvas bésicas (sucesor, constante 0 y proyec-
ciones) es computable. Después se demostrara que cualquiera que se obtenga
por recursion, sustituciéon o minimalizacién a partir de otras computables
también es computable.

Lema 2.1.1. Las funciones recursivas bdsicas son computables.

= El ejemplo 1.2 de la seccion 1.1 describe maquinas que suman con-
stantes. Con ¢ = 1 queda una MT que computa la funcién sucesor.

= Sea () = {qo, ¢1, ¢r} conjunto de estados. Sea § funcion tal que
6(17 QO) = (Ov qo, —>)7 5(07 CJO) = (07 qi, _>)7 5(1a Q1) - (Oa qo, _>) y
(5(0, Ch) = (1, ij H)
Alimentada con (nq,ng,...,n,), la maquina borra todos los 1’s y al
final agrega uno. De esta forma, computa la constante 0.

10,—)  (1/0,—) (1]0,—) Este diagrama describe a

) ) () la MT que computa a

(o (00,—) a ©00,—) (t)lo,—»)q]i_2 Pj’C cuando es alimentada
(010,=) con (ny,ne, ..., ny).
(00,—) ~ (0]0,=) _ (0]0,—) ( )
qf qj+1 — q; qj—1
o) ()

(110,—) (11,—)
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Lema 2.1.2. Las funciones que se obtienen por recursion a partir de dos
computables son computables.

Demostracién. Sean g : N* — Ny f: N**2 — N computables con G y F las
méaquinas respectivas que las computan. Sea h la funcién que se obtiene por
recursion de f y g.

Primero se describira el funcionamiento de la méaquina H que computa la
funcion h.

Supongamos que se alimenta a la maquina con (ky, ks, . . ., ky41). La maquina
debera computar g con las primeras n coordenadas y después aplicar f de-
bidamente k,, .1 veces. Para esto, la maquina tendra que hacer lo siguiente:

1. Colocar un simbolo o sobre el primer 1 de la ultima coordenada. Esto
sirve para marcar el paso de la recursién que se ha computado hasta el
momento.

2. Copiar todo a la derecha de (kq, ko, ..., kyy1), excepto los unos que hay
desde o hasta el siguiente cero a su derecha.

3. Aplicar g sobre la segunda copia y asegurar que g(ki, ks, ..., k,) quede
a so6lo un 0 de separacion de la primera copia.

4. Recorrer el o una celda hacia la derecha.

5. Copiar (ki, k2, ..., kni1, kni2) al final, excepto los unos que hay entre
o y el primer cero a la derecha.

6. Aplicar f sobre la segunda copia y recorrer el computo a sélo un 0 de
separacion de k, 1 (borrando k).

7. Regresar al paso 4; si en dicho paso hay un 0 justo a la derecha de o,
romper el ciclo.

8. Borrar todo excepto la dltima coordenada escrita.

Ahora se esquematizara la construccion de la maquina que hace eso. Primero
se describiran algunas MT necesarias.

(1|1 -)

VO Este diagrama describe a la
(L= \/qo(0|o—> (0]0,<) &

—— (2
([0, MT que computa el primer
(1\gﬁ 0|0H paso. Llamesele N a esta
4 <— maquina.

(111,<)
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Para el segundo paso se necesita una maquina copiadora como la descrita en
el ejemplo 1.1.6 con alfabeto A = {0,1,k,x’,0} y un estado adicional g, de
manera que que reaccione al simbolo ¢ de forma que no lo copie ni a él ni a
los unos que le siguen inmediatamente.

(1|1 - (u|u ) En el diagrama a; es 0 o 1.
w es cualquier simbolo, y u,
v, yy zson 06 1. El es-

(UIUH .
(0]0,—), (K| ,—) (K|as,— tado ¢o sirve para borrar el
a Ii—> .
" Kk que la copiadora normal

(1) \—/qz ! deja al final. El estado g3
(k10,—) (”m“\) A@H) sirve para que el computo
qg(L: )qf qir termine sobre el primer uno
1) @) de la copia. A esta maquina

(yly,—) (v]v,—) llamesele C,.

La siguiente maquina auxilia para el proceso de copiar:

~ (ft,—) Este diagrama describe a
A=) {_ 90 oD, _>)Q1 una MT que escribe 'k al
lmﬁ,ﬂ final de (ky, Koy Fonss).
Llamesele K a  esta
qdf <—— G2 L
(O\R ) maquina.

Recuérdese que la méquina copiadora deja al simbolo «’ entre la cadena
original y la copia y termina justo a la derecha de éste, o sea, sobre el primer 1
de la segunda copia. De esta manera, se puede comenzar el computo de g justo
ahi, siempre y cuando éste computo no utilice las celdas anteriores. Esto no
causara problemas pues las maquinas que computan las funciones béasicas no
las usan y las que computan usando recursion, sustituciéon o minimalizacién,
a partir de otras que no usan, se construiran de forma que tampoco las usen.
Lo que no es cierto es que el resultado del computo comience en el mismo
lugar en que comenzaba la entrada. Por esta razon se necesita una maquina
que recorra el resultado hacia la izquierda hasta que éste quede como una
coordenada mas. Se supondra que, cuando una maquina termina un coémputo,
el lector queda sobre el primer 1 del resultado o a su derecha. De nuevo, esto
se puede suponer porque las maquinas que computan las funciones basicas
lo hacen, y las que se obtienen por recursién, sustituciéon o minimalizacion se
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construiran de forma que lo hagan. Con dicha suposiciéon se puede aplicar la
siguiente maquina:

(00,=)  (11,<) Este diagrama describe a la maquina
) (\’(0|0<— cuyo lector se mueve a la izquierda
EUrme an <_) —— hasta encontrar un 1 que tenga dos 0’s

(0[0,=) i(mo,ﬂ) consecutivos a la izquierda, y se de-
tiene en dicho 1. Llamesele R; a esta
(00,—) maquina.

Gracias a esta maquina se puede empezar el siguiente computo con la su-
posicion de que el lector estd parado sobre el primer uno del computo de

g.
(1[1,2) Este diagrama describe a la maquina que,

q empezando sobre el primer 1 de una cadena
10,734 11 )ql 3 (1)1,—) de unos k, que esta a al menos una celda a la

ap )T derecha de (ky, ko, ..., kny1), recorre todo k
(00,<) hacia la izquierda hasta el " y pone un 0 en
42 lugar de éste. Llamesele R a esta maquina.

Sea Go = RioRoBoGo(C,o0R; oK oN. Esta maquina, alimentada con
(k1,kay .oy kny1), computa (ki, ko, ..., kny1, g(k1, ka2, ..., ky)), con o en lugar
del primer 1 de la (k+ 1)-ésima coordenada. Hasta aqui van desarrollados los
primeros 3 pasos. Los siguientes pasos son el ciclo de aplicar F’ e ir recorriendo
el contador ¢ hasta que éste llegue al final de la tltima coordenada.
Primero hay que hacer la siguiente maquina auxiliar:

(AL,=) (0[0,<) Este diagrama describe a la maquina,
Qo\o <—O que, empezando sobre una cade-
na de unos k, que estda a al
(k10,=) \L(n’O;—) menos una celda a la derecha
g gy de (ki ko, ... Ekpi1, knio)s', borra
UOW’HU k,iok’ y pone £’ justo donde termina

(0]0,—)  (1]0,<) kni1. Llamesele B a esta maquina.

La méaquina anterior hace que, después de computar h en cierto paso k + 1
se pueda borrar el computo de h en el paso k.
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La maquina H que computa h se describe en el siguiente diagrama:

(0lo, —>) 11,-) (0lo, —>)7(1\0 —)
o|l,— 0|o,—
- C]l( 1, ) ( | )- Q3

(1loy—) l(0|07—>)
C, | qr

El diagrama se interpreta de la manera natural. Las flechas de una maquina
a otra son como la composicién y las flechas entre méquinas y estados se
deben intepretar como que salen del estado final o entran al estado inicial;

todos los estados estan ‘ajenizados’.
O

Lema 2.1.3. Las funciones que se obtienen por sustitucion a partir de otras
computables son computables.

Demostracion. Sean gi,qa,...,q5 : N* =N, f:N* = Ny G,Gs,...,Gp, F
méquinas que las computan, respectivamente. Sea h la funcion que se obtiene
por sustitucion de ellas.

Sea G| = RoG10C,0 R 0K. Obsérvese que esta maquina, alimentada con
(k1,ko, ..., ky), lo copia, le aplica g; a la copia, y recorre el computo hasta
la izquierda de manera que queda (ki, ko, ..., kn, g1(k1,ks,... k,)) escrito
en la cinta. Si se pone o en el primer 1 de ¢;(ky, ko, ..., k,) el proceso se
puede repetir y la copiadora no tomara ¢, (kq, ko, . . . , k) en cuenta. Sea G, =
RoG;o0(C,0Ryo K. Cada una de esas maquinas computard g; sobre una
segunda copia de (ky, ks, ..., k,), ignorando los computos anteriores. Al final
quedara

(gl(kly k?g, ey kn),gg(kl, k?g, ey kn), P ,gk(kl, k?g, ey kn))

y s6lo basta aplicar f. El siguiente diagrama describe la méaquina H que
computa a la funcién que se obtiene por sustitucion de los g; v f.

1 Gy Gl
(1]o,—) i(”ﬂ -) l (1]o,—)
l / /
4o, qos 4oy, R F‘
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Lema 2.1.4. Las funciones que se obtienen por minimalizacion a partir de
otras computables son computables.

Demostracion. Sea f : N"*1 — N computable. Sea p, la que se obtiene por
minimalizacién a partir de f.

Para computar h, la maquina necesita agregar un 0 como tltima coorde-
nada, hacer una copia de lo que queda, y luego aplicar f sobre la segunda
copia. Después, necesita verificar si el resultado es 0 y, en caso de que si, bor-
rar todo menos la tltima coordenada y terminar. En caso de que el resultado
no sea 0 necesita agregar un 1 en la ultima coordenada y repetir el proceso.

Sea F' = RoFoCoR oK. Con entrada (ki, ks, . .., ky,, 0), esta maquina la
copia a la derecha, le aplica f y luego recorre el resultado hasta que éste queda
como ultima coordenada. Termina sobre el primer 1 de f(ky, ks, ..., k,,0).

(0j0,—)
g (011,
=) (o E = o

Los estados ¢g v ¢1 colocan el 1
en la ultima coordenada. ¢ v ¢3
deciden si el resultado de aplicar
©t,—)  f fue 0. Si el resultado no fue
0, q4, g5 v g¢ borran el resto de
f(ki, ko, ... k), agregan un 1 a

0]0,«— 1|0,—
(0]0,—) C gr Q0 g, WO g,

(11,<) (1|0ﬁ)l

—~ 00.2)  (11.~) o

(L) 2B 94— 05 —>=3q6  ]a ultima coordenada y regresan
\ \ . .
(0[0,<) L/ L/ a F’'. Sien el (w+ 1)-ésimo pa-
W) (" go (Ho.=) 010 so el resultado si fue 0, los es-
e (0]0,—) tados g7, s, qo, qi0 y qu1 borran
(0‘0“—)& (110,<) ) todo salvo la dltima coordenada
Q10(mq11(mi>)Qf de (kl,kg,...,]{?n7w).
]

Proposicion 2.1.1. Todas las funciones recursivas son computables.

Demostracion. Las bésicas son computables y las que se obtienen de otras
computables por recursiéon, sustitucién o minimalizaciéon también son com-
putables. Por inducciéon todas son computables. O]

2.1.2. Funciones Recursivas dentro de AP

Primero se demostrara que cualquiera de las tres funciones recursivas basi-
cas (sucesor, proyecciones, constante 0) es representable en AP. Después se
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demostrara que cualquiera que se obtenga por recursion, sustitucion o mini-
malizacion a partir de otras representables también es representable. Notese
que la definicion de representable solo esta dada para funciones totales y las
funciones recursivas pueden ser parciales. Esto no importa porque el concep-
to de representabilidad no se usard méas que para funciones totales.

Lema 2.1.5. Las funciones recursivas bdsicas son representables:

= y = s(x1) es representacion de la funcion sucesor.
Demostracion. La primera condicién de representabilidad se cumple
porque, para cada natural m, AP F m + 1 = s(m) pues los dos lados
de la igualdad son (m + 1) aplicaciones de s al 0.
La segunda condicién se cumple porque AP + (y = s(m) = y =

m + 1)) es una instancia de la tautologia A = A.

= y = 0 es representacion de la funciéon constante 0.
Demostracion. La primera condicion se cumple porque, para cada nat-
ural m, AP I (0 = 0) (El natural 0 se representa con el simbolo 0)
La segunda condicion se cumple porque AP -y =0=y = 0.

= Para cada par de naturales « < k, la formula z; 1 = x; es representacion
de la proyeccion PF.
Demostracion. La primera condiciéon se cumple porque, para cada (k +
1)-tupla de naturales mq, ma, ..., my, myy1 de forma que mg 1 = m;, se
tiene que AP - m; = m;. La demostraciéon de que la segunda condicion
se cumple es similar a las anteriores.

Para cualquier natural n, el lenguaje permite decir dx;3dx5 ...z, pero nos
enfrentamos con el problema de decir ‘existe una sucesién con y elemen-
tos’ donde y es una variable. Una expresion de este tipo es necesaria para
representar a las funciones que se obtienen por recursion, pues el valor del
(n + 1)-ésimo término de una funcién que se obtiene por recursion depende
de los n valores anteriores. Se quiere decir algo como ‘para todo n existe una
sucesion de n nimeros tales que cada uno se obtiene de aplicar la funcion f
al anterior’.

Para esto se hace uso de una manera de codificar sucesiones tan grandes
como se quiera con sélo un par de nimeros, de forma que sea equivalente
decir ‘existe un par de ntimeros...” y ‘existe una sucesion con n elementos’.
Para esto se aprovechara el teorema chino del residuo.
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Primero obsérvese que, para ¢ < j < m naturales, los naturales 1 + (i +
I)m!y 14 (j4 1)m! son primos relativos pues, si el primo p divide a ambos,
entonces p divide a la diferencia (j — ¢)m!. Como p es primo, éste divide a
j—ioaml Sipdivide a m!, como también divide a 1+ (i + 1)m!, entonces
divide al 1 y no es primo. Si p divide a j — i entonces, como j — ¢ < m, p
divide a m! y ya se vio que esto no es posible.

El teorema chino del residuo dice que dado un conjunto finito de pri-

mos relativos pi,ps,...,pm v otro conjunto de naturales ky < pi,ky <
D2y km < D oexiste k < pips...pm tal que x = k(mod pipa...pm) s
y solo si x = ky(mod p1), x = ky(mod ps3), ..., x = kyp(mod py,). Gracias

a esto, basta con dar k y m! para codificar una sucesion de m naturales
ki <14+ 0+1)ml ke <14+ (1+1)m! ... Eky <1+ (m—1+1)m!. Como m!
puede ser tan grande como se quiera, la sucesion puede ser tan larga como
se quiera y los términos pueden ser tan grandes como se quiera. Si se quiere
codificar la sucesion ki, ks, ..., k, tomese m = maz(ky, ko, ... kn,n).

Sea 8 : N® — N tal que 3(z,y,2) = rm(x,1 + (2 + 1)y). Notese que con
los naturales k, m,n descritos en el parrafo anterior y ¢ < n se tiene que
B(k,m! i) = k;, asi que, de tener una representacion Bt de (3 se tendria que
Bt(k,m!,i,z) dice ‘x es el i-ésimo término de la sucesion ky, ko, ..., k.

Sea Bt(z1,x, x3,y) la formula que resulta de escribir en el lenguaje de AP:

(Fzyglrr = 1+ (23 4+ Da)ag +y Ay < (14 (23 + 1)22)])

Bt si es representacion de § porque AP prueba algoritmo de la division.
Ademas, Bt(x1, x2, x3,y) representa correctamente a la sucesion dada por x;
y g, en el sentido de que, si kq,...,k, es la sucesion que el teorema chino
del residuo da con my y mg, entonces AP + Bt(my, Mz, 1, k;) vy ademas de
que a toda sucesion de naturales le corresponde una pareja m; y mo. Esto es
porque en AP se prueba el teorema chino del residuo. De este modo, decir
que existen m; y ms es equivalente a decir que existe una sucesion.

Lema 2.1.6. Dadas dos funciones representables, la obtenida por recursion
a partir de ellas es representable.

Demostracién. Sean g : N* — Ny f: N"*2 — N representables y G y F sus
representaciones respectivas. Sea h : N**1 — N la funcién que se obtiene por
recursion de g y f.

La formula H(x1, za, . .., Tpi1, Tnio) debe decir cuanto vale la funcion con
Zni1 = 0. Como este valor depende de g se hace uso de su representacion
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G asi: G(x1,29,...,2,,0,7,12). Para representar el comportamiento de la
funcion con x,, 1 > 0 se necesita decir que hay una sucesion de niimeros tales
que cada uno se obtiene del anterior a partir de la funcién f. Para esto se
hace uso de Bt y de F de la siguiente manera:

JrIYyVn VaVi(i < k =
[(Bt(l’,y,i, Zl) A Bt(l’,y, S(i)7 22)) = F(wla L2, ..y T, 'ty 21, 22)])/\
[Bt(z,y,k,z1) = F(x1,22,...,2,,k, 21, 2)]

Si a esta formula le llamamos 0, la formula H(zq, 2o, ..., 2, k, 2) es:
([k=0= G(x1,29,..., 20, k,2)] AN (0 < k = 0)
A continuacion se demuestra que H si representa a h.

Supéngase que h(ky, ...k, _) = my. Si k = 0, es claro que en AP
se prueba la formula H(kq, ..., k,, k), porque G representa a g. Si k > 0,
entonces hay una sucesion
mo = g(k1, ..., kn)
my = f(k1,...,kn,0,mp)

mp = f(k’l, RN k‘n,k — 1,m;€_1).

Como F representa a f, ocurre que AP = F(ky, ..., k,, 1,7, M;11) para cada
i < k. Pero ademas, como ocurre que existen w; y ws tales que Bt(wq, ws, -, -)
representa correctamente a la sucesiéon de los m;’s, se tiene que

AP\ ((Bt(wy,Ws,14, 21) A Bt(wy, W, + 1,29)) = F(ky, ..., kn, 21, 2))
y también
AP l_ Bt<w_17w_27 k721) = F(k_la L ak_rm Zlam_k))

Pero como ambas ocurren para cada i < k, se tiene que en AP se prueba la
formula
Vi(i < k =
((Bt(wr,ws, i, 2,) A Bt(wr, s, s(i), 22)) = F(ky, ..., kn, 21, 22)A
Bt(wy, Wy, k, z1) = F(ky, ..., kn, 21, M1))

Para ver que AP F H(ki,...,ky, k,my), se generaliza sobre 21 y 23 y por
la regla existencial, wy y ws; se pueden quitar y agregar un existencial. Como
se vio para los casos k =0y k > 0, solo basta hacer la conjuncion.

La unicidad se demuestra porque teorema chino del residuo dice que para
cualesquiera x y y, 3(z,y, ) determina una tnica sucesion. O]
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Lema 2.1.7. Una funcion que se obtiene de otras representables por susti-
tucion es representable.

Demostracion. Sean g1,¢s,...,g5 - N* =N, f:N* = Ny G,,Gs, ..., Gy, F
sus representaciones respectivas. Sea h : N — N la funcion que se obtiene
por sustitucion de las otras. La formula H(z1,xs, ..., Ty, y):

ViV . Yy ((Gr(zr, 2o, .o 2n, 11) A Ga(1, T2, o, T, Y2) AL A
Gk(fﬂl,flfg,. .. 7xn7yk)] = F(y17y27 s 7yk?’y))

representa a h. A continuacion se demostraré.

Supoéngase que h(ry,...,r,) = m y considérese la sucesion
my = g1<7"1,. . ,’f'n)
ma = 92<T17 s ;Tn)
mg = ge(T1, .., 70)

Para cada i, AP+ (Gi(T1,...,Tn, y;) = y; = 7;), entonces
AP E Ny Yys .. Ny ([G1(T1, - Ty y1) A Ga(T1, o Ty y2) A A
Gr(TL, - Toyuk)] = 91 = M1 ANya = My, ..., Yk = )

pero AP & (yy = 1 Ayy =g, ..., yk = Tx) = F(y1,4a, ..., yx, M), porque
F representa a f. De esta manera se tiene que

AP I—Vy1Vy2Vyk([G1(r_1,,ﬁ,y1) /\GQ(?”_l,...,m,yQ) VANRRAN
Gk’(r_h .- am7yk)] = F(yhy%- .- 7yk7m)

La unicidad se demuestra para H porque, como se demuestra para g, se
demuestra que la sucesion rq,...,7, es Unica y, como se demuestra para f,
se demuestra que f(ry,...,r,) es nico. O]

Lema 2.1.8. Una funcion total que se obtiene por minimalizacion a partir
de una representable también es representable.

Demostracion. Sean f : N**! — Ny F su representacion. Sea h : N* — N
la obtenida por minimalizacion a partir de f. La formula H(xq, 2o, ..., T, y)
que representa a h es

[F(z1,29, ..., Tn,y,0) A (mJw[w < y A F(x1,29,...,2,,w,0)])]
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A continuacion de demuestra esto.

Supoéngase que h(ky, ..., k,) = m. Esto quiere decir que f(ki,...,k,,m) =0
y ademas, que m es el minimo que anula a f. Como F' representa a f, se
tiene que

AP v F(ky,... k,,m,0) (2.1)

, pero ademads, para cada w < m, AP F (F(ky,..., k,,w,i) = (=i = 0)),
pero si ocurre para cada w, entonces sucede que

APF (w<mA F(ky, ... ky,w,i)) = (=i =0))
entonces se tiene que
APF (i=0=[-(w <mA F(ky,..., kp,w,i))])
y de esta forma se obtiene que
APF (0=0= [~(w <mA F(ky,...,k,,w,0))])
y, por lo tanto,
AP FYw[-(w <mA F(ky,..., ky,w,0))]

de forma que, por la caracterizacion del existencial y en conjunciéon con 2.1,
se puede concluir que

AP F F(ky, ...k, 0) A (mFw(w < m A F(ky, ..., ky,w,0)))

La unicidad se demuestra porque en la aritmética se demuestra que cua-
lesquiera dos minimos son iguales. ]

Proposicion 2.1.2. Toda funcion total recursiva es representable en AP.

Demostracion. Por los lemas anteriores e induccién sobre la cantidad de pa-
S0s que se necesitan para construir una funcién recursiva. O

De acuerdo a la definicién, una funcion recursiva f se construye por una
sucesion finita de funciones en que cada una es bésica o se obtiene por recur-
sion, sustitucion, o minimalizacion de algunas de las anteriores, y la sucesion
acaba en f. Claramente, una funciéon no tiene una tnica sucesion de construc-
cion, pero seria interesante tener un criterio algoritmico para comparar unas
sucesiones de construcciéon con otras. Mas adelante se expondran algunos
problemas relacionados con esta tarea.
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Capitulo 3

CODIFICACION DE LOS OBJETOS

Los ntimeros naturales tienen un gran poder representacional. Cualquier
sucesion finita de simbolos se puede codificar en un natural. Las codifica-
ciones de este tipo son importantes para ambos lados del paralelismo de esta
tesis. Para la aritmética, porque una féormula es una sucesion de simbolos y
acciones como la deduccion de un teorema se pueden ver como una sucesion
de formulas en la que cada una es axioma o se deduce de las férmulas ante-
riores. Para las maquinas de Turing porque, para cada elemento de A x @,
su imagen bajo la funcion de transicion es un elemento de A x @ x {«—, —1},
de forma que la funcién de transicién se puede codificar como una sucesion
finita cuyos elementos sean todos los puntos de la grafica de la funcion en
AXQ xAxQx{«,—}. Asi mismo, cada cinta con una cantidad cofinita
de celdas con 0’s escritos se puede ver como una sucesion finita (que empieza
en la primera celda que no es 0 y termina en la tltima celda que no es 0).

Codificar un conjunto X con ntimeros naturales significa pasar de X a N
con una funcion inyectiva, de manera que dado un niimero que represente un
objeto de X se pueda obtener de regreso a dicho objeto.

La teoria de funciones y relaciones recursivas se puede aplicar sobre la codi-
ficacion de X y asi se puede estudiar a éste. Esto es lo que se hard con los
objetos de la aritmética formal y los objetos de las maquinas de Turing.

En ambos casos se aprovechard la factorizacion nica en potencias de primos
de los naturales para codificar a las sucesiones utiles.

La intencion en codificar AP y MT con nimeros naturales es mostrar que

los objetos trabajados (nimeros naturales), pueden representar a los mismos
objetos con los que se les trabaja (términos, formulas, deducciones...; cintas,

39
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maquinas, computos...). Asi, la aritmética se puede estudiar a si misma, y
las méquinas dar informacion acerca de ellas mismas -las maquinas-.

3.1. Codificaciéon de MT

Como ya se menciono, la funciéon de transicién de una maquina se puede
ver como una sucesion de quintuplas de A x @ x A x Q x {«—,—1}, asi que
para codificar, o aritmetizar, se necesita un nimero por cada elemento del
alfabeto, uno por cada flecha y uno por cada estado. Por cada funcion recur-
siva se dio una forma para construir una maquina que la computa. Para esto
solamente se usaron los simbolos 0, 1, o, kK y £/, por lo que para codificar el
alfabeto no se usaran més simbolos que estos.

A continuacién se muestra la aritmetizacion f,, del lenguaje:

0 1 o K K — — qr
3 ) 7 9 11 13 15 17

Para 0 < iy ¢; un estado, se define #,,(¢;) = 19 + 2i.

La funcion f,, se extiende a las quintuplas y a las sucesiones de quintuplas
(que representan funciones de transicion) de la siguiente manera: si 6163 . .. g,
es una quintupla de A x @ x A x @ x {«,—} o una sucesion de dichas
quintuplas, f,,(51G . . . ¢,) = 2fm(1)3hmls2) .. -pE{"(‘").

Ademas de estos objetos, f,, debe definirse sobre algo que diga qué hay
escrito en la cinta, en qué celda se esta parado el lector y en qué estado se
encuentra éste. Esto se llama descripcion de la cinta, y se representa como
una sucesion de simbolos del alfabeto con un simbolo que representa al estado,
sucediendo al simbolo del alfabeto sobre el cual se encuentra el lector. Por

ejemplo, si el lector esta en estado ¢;, la cinta

A @faasafal | |

se representa con la sucesion ajasasayq;as. La funcion f,, se extiende a estas
sucesiones igual que a las otras; el ntimero correspondiente a la descripcién
de la cinta del ejemplo anterior es

oftm(a1) gtm (a2) gltm (az) 7hm (@) | 18m(4:) 1 3fm(as)

Notese que, como los niimeros de los simbolos son impares, los de las funciones
de transicion y descripiciones de cinta seran pares, pero con exponente impar
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en el 2, de modo que se garantiza inyectividad, incluso si se considera en el
dominio de f,, las sucesiones de sucesiones y todas las sucesiones construidas
recursivamente con elementos otras sucesiones.

Dada esta codificacién, las afirmaciones acerca de maquinas se puedan
traducir en afirmaciones acerca de numeros. Este anélisis se haré en la seccion
3.3.

3.2. Codificacion de AP

Los objetos para estudiar a una teoria formal son los simbolos, las suce-
siones de simbolos, las sucesiones de formulas, etcétera. La aritmetizacion se
define primero sobre los simbolos y se extiende recursivamente a sucesiones
y sucesiones de sucesiones.

Aunque el lenguaje de AP ya se definié antes, aqui se hace de nuevo,
con una cantidad de simbolos reducida que, aunque es suficiente, hubiera
sido inconveniente para expresar con claridad lo que se expresd. También se
simplificara la manera en que se forman los términos y las formulas atémicas.

Los simbolos que se quitaran son V, A, 3y < pues, para « y [ formulas
y t1 v to términos, estos ya son expresados con (—a) = 3, =(a = (=0)),
—(V=(a)) y ~((a = B) = (=(8 = «))) respectivamente.
En la formaciéon de términos y formulas atomicas se quitaran de plano todos
los paréntesis y las comas. Es decir, en lugar de s(t), el sucesor se formara
solo agregando la s: st. La suma de dos términos t; y t5 se formara como
+t1ts v el producto xtit,. La igualdad y el orden se formaran = ¢ty y < tyto,
respectivamente.

La funcién de aritmetizacion f, en los simbolos esta dada por la siguiente
tabla

3 ) 7 9 11 13 15 17 19 21 23

v, sii > 1, fa(x;) = 23 + 2i.

Si¢162...6, es una sucesion de objetos (simbolos o sucesiones de simbo-
108), Ha(S162 - . . G) = 2balsr)3tals2) . -pf{‘(g”) donde cada p; es el i-ésimo primo.
Esto extiende f, recurisvamente. El teorema de la factorizaciéon tnica en
primos implica que a dos sucesiones de simbolos distintas les correspondan
nimeros distintos.
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Noétese que, por la misma razén que en la codificacion de las méquinas,
se puede garantizar la inyectividad de 4.

Codificar al lenguaje en niimeros permite que las afirmaciones acerca del
lenguaje se puedan traducir en afirmaciones acerca de niimeros.

3.3. Recursividad en las codificaciones

Para verificar que, efectivamente, AP y de MT se pueden estudiar bajo
sus godelizaciones, se probara que las funciones, relaciones y propiedades de
los objetos godelizados, necesarias para su estudio, son recursivas. Que una
relacion o una propiedad sea recursiva significa que su funcién caracteristi-
ca es recursiva. En general, la funciéon caracteristica de una relacion R se
denotard Cpg, y el operador de minimalizacién se utilizard escribiendo j, R
en lugar de p,(1 — Cg). Es decir, si R es una relacién de n + 1 argumentos
T1, T, ..., Ty, Y, entonces p, R(z1,22,...,2,,y) es igual al minimo y tal que
la relacion R(z1,22,...,%,,y) se cumple. Notese que si R es recursiva, ju, R
también lo es.

Se veran algunas reglas generales para construir relaciones y funciones recur-
sivas.

Lema 3.3.9. La relacion de igualdad y la relacion de orden son recursivas.

Demostracion. C—(x1,x2) = 5g(sg(z1 — x2) + sg(xe — x1)) y Cc(x1,22) =
sg(zy — x7). O

Lema 3.3.10. Si R(x1, s, ..., x1) es una relacion recursiva y f1, fo, ..., fr :
N" — N es una familia de funciones totales recursivas, entonces la relacion
R'(zy,...,x,) igual a R(fi(x1,...,2n), ..., fol21,...,2,)) también es recur-
siva.

Demostracion. Si Cg es la funcion caracteristica de R, es claro que la carac-
teristica C'r es la que se obtiene por sustitucion de las f;’s en Cp. O

Lema 3.3.11. Si Ry(x1,29,...,2,) y Ro(x1,29,...,2,) son relaciones re-
cursivas, las siguientes relaciones también son recursivas:

1. _|R1(£C1,.1'2, c. ,l’n)
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2. Ry(xy,29,...,2,) = Ro(x1,29,...,2,)

3. Ri(z1,m9,...,2,) AN Ro(x1, 29, ..., 2,)

4. Ry(z1,m9,...,2,) V Ro(x1,29,...,2,)

5. La relacion de argumentos xq, xs, ..., T,_1, k:
(Fz, < k)Ry(x1, 29, ...,2,)

6. La relacion de argumentos xq, s, ..., Ty_1, k:
(Vx, < k)Ry(x1,22,...,2,)

Demostracion.

1. Si Ckg, es la funciéon caracteristica de Ry, entonces sgo Cpg, es la carac-
teristica de su negacion.

2. Cgr, X CUg, + 1 — Cp, es la caracteristica.
3.y 4. estan dadas por 1. y 2.

5. 5g(k = po, [Ra(21, T2, .., T0) V (20 2> k)])
Notese que se puede asegurar que i, esta definida en todo el dominio
gracias a que es una cuantificaciéon acotada. De hecho, el resultado no
es cierto si no se acota.

6. La relacion (Vz, < k)Ri(xy,29,...,x,) es equivalente a la relacion
—(3z, < k)[-Ry(x1, 22, ...,2,)], la cual es recursiva.

O

Ahora se estudiaran relaciones y funciones que tienen relevancia en las
codificaciones de AP y a MT. Los tres lemas anteriores seran muy usados.
Gracias a ellos se puede construir, para mostrar recursividad de relaciones y
propiedades, expresiones en un lenguaje parecido al de la aritmética formal,
pero en el cual los términos pueden ser formados con variables y cualquier
funcion total recursiva aplicada a otros términos, las féormulas atomicas se
pueden construir con cualquier relaciéon recursiva aplicada a términos, y los
cuantificadores tienen que cuantificar sobre variables acotadas. Por ejemplo,
la expresion (3k < x)[2*¥ = x A rm(x,3) = 1] muestra la recursividad de la
propiedad ‘x es una potencia de 2 congruente con 1 moédulo 3.

Proposicién 3.3.3. Las siquientes funciones son recursivas:
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1. La funcion p tal que p(n) es el n-ésimo primo. Siempre se denotara p,
en lugar de p(n).

2. Si n se factoriza en primos 2%03%5% ... pi*, la funcién de argumentos n
¥ j, (n); = a; es recursiva. Para el nimero entendido como una sucesion

j uncion xtraccion -ésim jeto.

de objetos, esta funcién es la extraccion del j-ésimo objeto

3. La funcién 7(n) = maz{k : py divide a n}. Esta funcién calcula el
tamarno de la sucesion.

4. Sin=2%3"_  p*ym=2030 .p?l, la funcién

_ oapgqal akbo b bi
nxm = 293" P Pl D - D

es recursiva. Para n y m entendidos como sucesiones finitas, esta funcion
es la concatenacion de las sucesiones.

Demostracion.

1. po =2, ppy1 = (k> pu A (VY < k)[rm(k,z) # 0]).

2. Sea R;(n, k) la relacion rm(n,p¥) = 0 A rm(n,p?“) # 0. Asi tenemos

que (n); = prk;(n, k).
3. La relacion P(n, k) definida por rm(n,pr) = 0A (VI < n)(k < | =

rm(n,p;) # 0) dice ‘py es el primo mas grande que divide a n’. Asi,
7(n) = uP(n, k).

4. Sea f la funcion definida por recursion tal que f(n,m,0) =n -p%L))OH y
f(n,m,k+1) = f(n,m, k>'p$(n73)k+k+1~ En este caso nxm = f(n,m,7(m)).
O

3.3.1. Recursividad en el lenguaje de MT

Proposicion 3.3.4. Las siguientes propiedades, relaciones y funciones son
Tecursivas:

1. SM(z): x es el nimero de un simbolo del alfabeto.
2. E(z): z es el nimero de un estado.

3. Q(z): = es el nimero de una quintupla en A x @ x A x Q X {—,—}.
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4. Maq(z): = es el nimero de una maquina de Turing.
5. tE(z): funcion que da la cantidad de estados que tiene la maquina z.

6. x oy: funcién, tal que si z y y son ntmeros de maquinas, x o y es el
nimero de la composicion.

7. DC(z): x es el nimero de una descripciéon de cinta.

8. DCC(xz,y): x es el nimero de una descripcion de cinta y y es el niimero
de la sucesion de simbolos que la cinta de z tiene escritos.

9. DCK(z,y): = es el nimero de una descripcion de cinta que representa
al natural y.

Demostracion.

1. x < 12 Arm(x,2) = 1 (Porque los simbolos son ntimeros impares
menores que 12).

2. x> 16 Arm(x,2) = 1 (Los estados son niimeros impares mayores que
16).

3. 7(x) =5 ANSM((2)o) N E((z)1) NSM((x)2) A E((x)3) A F((x)4).

4. Se quiere construir una expresion que diga ‘x es el nimero de una
sucesion tal que cada elemento es quintupla, hay una quintupla con

segundo elemento ¢y y cada pareja a,qr aparece como primeros dos
elementos en a lo mas una quintupla’:

(Vk < 7(2)Q((x)k) A3 < 7(2))((2)1)1 = 19N
(37,7 < 2)[((#)5)0 = ((@)i)o A ((2);)1 = ((#)i)1] = 7 = 7]

5. Suponiendo que para cada estado que la maquina tenga, ésta también
tiene a todos los estados con indice menor (lo cual no es necesariamente
cierto para una maquina, pero para el uso que se le hard si lo es),
el nimero de estados so6lo serd el nimero del estado mas grande. La
relacion y = #F(z) esta dada por la expresion:

(3,7 < (@) [E(((2):);)A
(Vk, L < 7(@)[E(((@)r)) = (@) < ((2):)] Ay = (((2):); = 19)/2]
De este modo, E(z) = u,(y = {E(x))
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La relacion Rec(z1,xq,p) que dice ‘zy es la maquina que resulta de
sustituir cada ¢; de x; por g4, es recursiva. La siguiente expresion lo
muestra:

[Mag(z1) A Magq(zo)] A [T(x1) = 7(20)] A (YR, < 7(27))
[([m =1V m = 3] = [((£2)n)m = ((£1)n)m + 2p))A
(Im=0vm=2Vm=4] = [((22)n)m = (£1)n)m])]
La relacion —Qf(y,y’) que dice ‘y y ¥’ son iguales salvo porque 3 no
tiene estado final’ es recursiva. La siguiente expresion lo muestra:
(VE < 7()[[((W)e)s =17 = (¥ )r)s = 19+ 2(8E(y) + 1)]A
(k)3 # 17 = (Y)x = (¥)]]
La funcion z oy esta dada por p Rec(z, ', 8E(y) +2) * py — Qf (y,Y).
La siguiente expresion dice que todo exponente de los primos de z es

el nimero de un simbolo o de un estado, pero hay exactamente uno de

estado:
(Vk < 7(2))(SM((2)r) V E((2)r))A

[(Fi < 7(@2))(E(()i) A (Vi < (@) [E((x);)) = i = j)]]

La siguiente expresion dice que la sucesiéon x coincide con la sucesion
de y salvo porque y no tiene al simbolo de estado:

(r(x) = 7(y) + D) A (W < 7(y)) (Vi < 7(x))
[E((x):) = (J <i= (y); = (@] A [0 <J = (y); = (2)51])]
(Vi < z)(3k < 2)[DCC(z, k) A (k)i =5 A T(k) =y + 1] (La sucesion

de simbolos escrita en la cinta consta de y + 1 unos).

O

3.3.2. Recursividad en el lenguaje de AP

Proposicion 3.3.5. Las siguientes propiedades y relaciones son recursivas:

= W
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5. 1 = k.

6. Cuant(y,i,x): y es el nimero de una variable que aparece cuantificada
en la i-ésima posicién en la féormula con nimero x.

7. Lib(y,i,z): y es el nimero de una variable que aparece libre en la i-
ésima, posicion de la formula con nimero x.

Demostracion.
1. x> 23 Arm(z,2) = 1 es recursiva.

2. La idea en esta demostracion es que se construya la expresion ‘Existe
una sucesion finita en la que cada elemento es variable, 0, o se obtiene
de uno anterior agregando s al principio, o concatenando dos de ellos
agregando + 6 X, y el altimo elemento es x’:

(Fz < 2%)(Vk < 7(2))
[(V(((2)r)0) AT((2)8) = 0) V (2)i = 2OV
(30,5 < R)([(2)k = 25 5 (2),] V [(2) = 22 (2)i % (2),]
VI, = 2209 % (2); % (2),)] A = (2)rs)
)

3. Gy< )3z <) [(TW)AT(2))A(z =22 sy s 2V = 2205 xyx2))).

4. Se quiere construir la expresion ‘Existe sucesion finita en que cada ele-
mento es formula atomica, o es la concatenacion de dos de los anteriores
con un conectivo légico, o es una formula que se obtiene de agregar un
cuantificador universal a una de las anteriores, y el ultimo elemento es

3

T

3z <a”)[(Vk < 7(2) + D(A((2)i) V [(Fi, 5 < k)

((Z) ((2)i % 27 % (2);) V (2)g = (257 % (2)i)V
(Fh < 2)(V(R) A (2)p = 290 27 5 2% s 24 2)))]) A (2)rs) = 2]

5. 7(x) = kA (VE <7(2))[(#)r = Ba(8)] A (2)7(2) = #a(0).

6. Se quiere construir la expresion ‘existe una férmula de la forma (V;a),
subformula de x, tal que la i-ésima posicion de x cae dentro de o y x;
es la variable con ntimero y y aparece en la i-ésima posicion’:

F)ANV(y) N3z < z)(Fa,b < z)(F(2) ANz =ax*z*b)A
(3e < 2)[z = 28C s 28Y 4 ¥ 4 ¢ 5 28I
(t(a) <iAT(axz)>i)A(x); =y)]
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7. F(z) ANV (y) A (2); = y A 2Cuant(y, i, ).
[

A continuacion se mostrara que las funciones y relaciones importantes para
describir al computo (de MT) y a la demostracion (de AP) son recursivas.
Esto desembocara en que, como ambos trabajan a las funciones recursivas (a
través del computo y la representacion, respectivamente), habra referencias
inevitables de unas maquinas a otras y de unas féormulas en otras.

3.3.3. Recursividad del computo en MT

Lema 3.3.12. Las siguientes relaciones son recursivas.

1. DCNy(x,n): x es una descripcién de una cinta que tiene escrita a la
representacion de la tupla (ko, k1, ..., k,), para algunos naturales k;’s,
el estado del lector es ¢y v éste se encuentra sobre el primer 1.

2. Q1(x,y,2): = es una quintupla, y una descripcién numérica, z es la
descripcion de cinta que resulta de aplicar la quintupla x exactamente
una vez a la cinta y (Si el estado del lector no coincide con el primer
estado que aparece en la quintupla o lo que esta escrito en la celda no
coincide con el primer simbolo de la quintupla, entonces z = y para
que se cumpla la relacion).

Demostracion.

1. Se quiere construir la expresiéon ‘existe una sucesion de tamano n tal
que el primer elemento es una sucesion de 1’s (con el estado ¢y en la
posicion debida), y cada elemento resulta de agregar al anterior un 0
seguido por otra sucesion de 1’s’:

(Fz < x)(Fw < %)
[T(w)=nA MM <72)[(2)1=19A (I £ 1= (2); =5)] A (w)g = 2A
(Vi < 7(w))[(Fy < 2)[(V5 < 7()[(y); = 5] A (w)is1 = w; * 2° % y]]A
T = (W)r(w)
2. Se quiere construir la expresion ‘Si los primeros dos elementos de la

quintupla coinciden con el estado y el simbolo de la celda sobre la cual
estd el lector en la cinta y, entonces z es parecido a y, pero con el
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cambio en la cinta, el cambio en la posicion del lector, y el cambio en
el estado del lector que la quintupla indica’:

Q(z) AN DC(y) NDC(2) A (Vi < 7(y)[E((y)j+1) =
{(((@)1 # W)j41 V()0 # (y);) = y = 2)A
(@)1 = W) A (@) = (1);) = (VY < y)(V2' < 2)
(DCC(y,y') N DCC(z,2")) =
[( i = (f)z (Ve <7(2))[k#J= )= (A
=13 = (2); = (2)3) A ()1 = 15 = (2)32 = (2)3)]]) }]

]

Sea Comp(z,y) la relacion: y es el nimero de una sucesion de descrip-
ciones de cinta en que cada una, al aplicarle la maquina x exactamente un
paso, resulta en la descripcion de cinta que le sucede y en la tltima de éstas,
el estado del lector es gy .

Proposicion 3.3.6. Comp(x,y) es una relacion recursiva.
Demostracion. La siguiente expresion lo muestra:
Maq(z) A (VE < 7(y))[(Vi < 7(2))[Q1((2)i, W)k, (1)r41)]]
O]

Corolario 3.3.1. Eziste una funcion recursiva U : N> — N tal que, si x es
el nimero de una mdquina y y es el nimero de una descripcion de cinta,
entonces U(z,y) = M,(y), donde M,(y) es la descripcion de cinta que queda
cuando la mdquina con numero x realiza un computo con la entrada y el lector
dados por la descripcion y (en caso de que la mdquina realice un computo,
en caso contrario, U(x,y) no estd definida).

Demostracion.

Uz, z) = (uy[Comp(z,y) A (Y)o = 2])r(u, [Comp(a.)Ay)o=2)
O

Lema 3.3.13. Para cada n, la funcion Desc,(xy1, s, ..., x,) que manda a la
n-tupla en la descripcion de cinta que tiene su representacion, con el lector
en qo en la primera posicion, es recursiva.



50 CAPITULO 3. CODIFICACION DE LOS OBJETOS

Demostracion. Primero se mostrard que la relacién asociada a la funcion:
Rpese, (1, ..., Tn,y) es recursiva. Esto se ve mediante la expresion:

(Fyr <y)By2 <y)-- (Fyn <)
(i <)) = 0+ 2\ )y = 19.A (1 £ 1= (2 = H)A
(Vi <7(y2))(T(y2) =22+ 1A (2); =5) A=A
(Vi <7(yu))(T(yn) =2 1A (2); =) Ay =11 x 25 5o % 28 % - % 23 5 )

La funcion Descy,(xq, T2, . . ., x,) simplemente es i, Rpesc, (21, ..., Tn,y). O

Proposicion 3.3.7. Las clase de las funciones recursivas es idéntica con la
clase de las funciones computables.

Demostracion. Basta probar que todas las funciones computables son recur-
sivas.

Sea f : N®” — N computable y sea M maquina que la computa, con nimero
k. La funcion p,[DCK (U(k, Descy(x1, @2, ..., xy,)),y)] es f y claramente es
recursiva. O

3.3.4. Recursividad de la demostraciéon en AP

Lema 3.3.14. Las siguientes relaciones y propiedades son recursivas:

1. Ta(x): = es tautologia.
Azl(z): x es un axioma logico.
Az ap(z): z es uno de los axiomas propios de AP.

Mp(z,y, z): z se deduce de x y y por Modus Ponens.

ook W

Gen(z, z): z se deduce de x por generalizacion.

Demostracion.

1. Se busca una expresar ‘Existe una particion de «, en subférmulas de
manera que cualquier asignacion de valores de verdad de las subférmu-
las resulta en una asignacion del valor verdadero de la formula comple-

J

ta’.
(Fw < 2%)(Vu < z%)
{(W)r(w) = 2/
(Vk < 7(w))[(w)e < LA (F((w)r)A
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(Vi j < F)[((w)s = (w)i = (W) = (w)i)A
(W) =277 * (w)i = (W # (W)i)A
(W) = (w); % 27 # (w); = (W =1 = (u); - (1 = (w)))]
= (W) = 1}

2. Para cada uno de los axiomas logicos distintos a ser tautologia y a la
caracterizacion de la existencia, ésta es la forma de mostrar su recur-
sividad:

Ax. 3 Primero se vera que la relacion s(z, ', y,t), que se cumple si las
dos formulas son tales que 2’ se obtiene de z sustituyendo exacta-
mente una aparicion libre de la variable con nimero y por el tér-
mino t, es recursiva. Luego se vera la relacion S(z, 2/, y,t) similar,
pero en la cual se sustituye todas las y’s libres por t’s es recursiva,
haciendo uso de la herramienta ‘existe una sucesién finita tal que
cada elemento de ésta cumple la relaciéon s con el anterior y esto
se hace hasta que y ya no aparece libre’. La recursividad de la
relacion s se muestra asi:

V(y) NT(t) N F(2) NF(Z")A
(Ja,b < 2)[Lib(y, 7(a) + 1,2) A(z=ax2Y «b) A (' = axt*D)]
Usando la herramienta, la recursividad de la relacion S se muestra
por la expresion: )
(Fw < 2%+ 27)
[(w)o = 2 A (W)rw) = 2" A (Vi < 7(w))[s((w)s, (w)is1,y, 1)]A
(Vj < 7(2))=Lib(y, j, 2)]

Pero, ademas, el esquema del axioma exige que t no tenga una
variable que queda cuantificada al meterla en «, asi que se necesita
insertar la siguiente condicion 6:

=3 < 7)1 = y) A (3j < (W) (B, g < w)(Ta,b < w)

[F(f) ANF(g) A (f = 2505 28928 5 % 29 5 b % 29)A
(g = 250 28998 s g x £ b+ 29)]A
(Be,d < w)[((w); = e f 5 d) A ()41 = cx g % d))

Basicamente, la expresion dice que no existe un paso de la cons-

truccion en que una variable de t se cuantifique al meterla a la
formula. La recursividad del axioma se muestra asi:

(32,2, y < 2)(Fw < 27 - 27 ) (Tt < )
(W) = 2 A (W)r(uy = 2 A (7 < () [5(()s, (w)is1,, 0] A OA
(V5 < 7(2))[~Lib(y, 7, 2" )| AN x = (V% 2Y % el 2 5 2a= 4 5/ x ta))]]
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Ax. 4 (Ja,b < x)(Fy < z)
[F(a) NF(b) ANV (y) A (Vi < 7(a))[-Lib(a,i,y)]A
T = fa[(V] %295 2% xax 2% xbxt,[)) = (Jraxty[= (V]x2Yxbxi,[)))]
Ax.=1 (Fy < 2)[V(y) Az = fa[(V] % 2V 5 28 5 29 5 2V  2%)]
Ax.=y (Fy < 2)(FY < 2)(Fa < 2)(Fb < x)
V(y) ANV(y') A F(a) NF (D) AS(a by, y")A
& = H[(V]R2V 58, [ (V] %2V 2% (=529 52¥ 5287 x2Me a1 2% bty [))) )]

La propiedad ser axioma [dgico es la disyuncion de las cinco propiedades
anteriores.

3. Algunos de los axiomas propios de la aritmética usan simbolos que no
pertenecen al lenguaje sobre el que se esta trabajando, asi que lo que
se aritmetizara es su traducciéon estandar. Los que son conjunciones se
dividirdn como si fueran dos axiomas, aprovechando que se tiene que
es equivalente que dos formulas sean teoremas y que su conjuncion sea
teorema.

Axl. & = 4,[(= sr122 == 212)]
Ax2. 1 = fu[(= = s210)] y = = . [((Vz3(— = 22523)) == 220)]
Ax3. z = f,[= +21021] y ® = f4[= +0x124]
Axd. o =t
Ax5. x == %2100 y z = §,[= x0x,0]
[
[
(

+218T28 + X1x9] ¥ & = fu]|= 5 + 1129 + ST129)

Ax6. x =1,

X189 + XT12T221]

Ax7. z =1, (< T1T2 = (3953 = +$13$3$2))] y
x = t,[(3
Ax8. (Fy,y <x)(3z,2' < 2)
[S(2,2,4,2) A = $a[((V] % 2¥ 5 B[ (V] % 2¥ % fa[(<] % 2¢ # 2V
o s ) =) 62 4 bal) = (V)2 62 D))

T3 = +T18T3T9) =< T1Ta)

4. y=x %27 x 2

'La relacion S(z,2,v,t) es aquella que se cumple cuando 2’ se obtiene de sustituir
todas las apariciones libres de la variable v por el término ¢ en la formula x.
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5. 3y < 2)[V(y) Az = a](V] * 2V % 2 * 28]
O

Sea Dem p(z) la propiedad de ser una demostracion de AP, es decir, ser
una sucesion de formulas en que cada una es axioma o se deduce de féormulas
anteriores por alguna de las reglas de deduccion.

Proposicion 3.3.8. La propiedad Demap(x) es recursiva.

Demostracion. La siguiente expresion lo muestra:
(Vk < 7(2))[Azl((2)g) V Az ap((2))V
(30,5 < B)IMp((2)i, (x);, (x)i) V Gen((x)i, (x)1)]]
O

Corolario 3.3.2. FEzxiste una funcion computable Dedap : N — N que enu-
mera (con repeticiones) a todos los teoremas de AP.

Demostracion. Primero considérese la funcién definida por recursion D,,:
D, (0) = py(Dem(y)) y Dy(n+1) = (puy[Dem(y) ANy > D,(n)]). La funcion
Ded sp queda definida por Dedap(n) = (Dw(1))r(Du(n))- O
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Capitulo 4

TEOREMAS DIAGONALES

Para este punto queda claro que se puede hacer el cambio de paradig-
ma y se puede empezar a ver a AP mas que como la teoria formal de los
numeros naturales y a M7T més que como una formalizacién de los algorit-
mos de manipulacion simbélica. A ambas se les puede ver como si los objetos
que trabajan (variables y cintas, respectivamente) representaran expresiones
simbolicas, expresiones sobre las cuales se puede representar tanto la natu-
raleza de las teorias formales como la de las maquinas de Turing. Como se
demostro en el capitulo anterior, a la misma manipulacién simbolica, aquella
que le respecta a la demostracion y aquella que una maquina de Turing reali-
za, se puede representar en el lenguaje de AP o en el c6digo de una méquina.
De este modo una puede ‘hablar’ o ‘estudiar’la demostracion de formulas y
la otra puede ‘dar informacion’ o ‘trabajar’sobre el computo de méaquinas.

4.1. Teorema de Recursion (MT)

Por simplicidad, se hard una enumeracion de todas las maquinas de Tu-
ring, basada en la aritmetizacion, y se trabajard con dicha enumeracion.
Para cada n, se le llamara .#, a la maquina con nimero n y se escribiré
My (1, ..., x) como el nimero que se obtiene de aplicar f a (z1,...,xx), en
caso de que ., compute f. Si dos maquinas de nimeros p y ¢ computan la
misma funcion se escribird ., = 4.

La enumeracion ¢ se obtiene por recursion de las ecuaciones ¢(0) =
pyMaq(y) y ¢(n+ 1) = p,(Mag(y) A ¢(n) < y). La inversa derecha estd
dada por ¢~ *(z) = p,(¢(y) = z). De aqui en adelante, siempre que se men-
cione el nimero de una maquina, sera en referencia a la numeracion ¢.

25
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Sea S!(x,y) la funcion tal que, para todos los x1,2s,. .., Z,, se cumple
que '%S},(x,y)(x17x27 cee 7xn> = %z(xly Lo, ... 7xn7y)'

Lema 4.1.15. La funcién S} es computable.

Demostracion. Se vera que S} es recursiva.
Si ) es una maquina que, al ser alimentada con (zi,...,z,) computa
(21,...,2n,y), entonces Ms1 (., debe ser igual a 4, o Ry o .#,"'. Basta pro-
bar que existe una funcién computable F' tal que F'(y) es el niimero de una
méquina que escribe y al final de la cinta. Es claro que S} (z,y) = xo F(y), asi
que, sabiendo que existe la F' computable, se tendria que S} es computable.
Notese que la maquina dada por la sucesion de quintuplas
1go1go— 0¢o0g1— 1gi11go—
0q11ga— 0g2lgz— -+ - 1gy411qy 42—

es la maquina buscada. A la parte que no depende de la y le podemos extraer
su namero r = #,,(1go1lgo— 0go0q1 — 1¢11gp—) y definimos recursivamente
F(0) = 7 (2 0010:70) y F(n 4-1) = F(n) » (2 0210057). A, Fes
recursiva y, por lo tanto, computable.

]

Teorema 1. (Teorema de Recursion [Kleene, 1938])
Para cada funcion computable f : N**1 — N, eziste un natural e tal que,
para todos los x1, 29, ...,x,, se tiene que

flzy, 29, ... 2, €) = M1, 22, ..., 2y)

Demostracion. Considérese a d el indice de una maquina que computa la fun-

cion de aridad n+1: f(z1,..., 2y, S H(Tpi1, Tni1)), s decir, que para cualquier
n-tupla de naturales x1,zo, ..., x,11, S tenga que
1
flz, oo xn, S, (Tng1, Tnyr)) = Ma(x1, ..o, Ty Tpgr)

. Por la construccion de S} se tiene la siguiente ecuacion:
M (i) (T1, - Tn) = Ma(21, .. Ty, Tpp)
Fijando x, .1 = d se obtiene que
M) (a,a)(T1, .. x0) = Ma(T1, .. Ty d) = [T, Ty, SH(d,d))

Asi, e = S}(d, d) es el nimero buscado. O

I'La maquina R; es aquella que mueve el lector hacia la izquierda hasta el primer 1.
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Notese que, si e es dicho punto, lo que computa la maquina .Z, es
f(z1,29,... 25, €), 0 sea, el computo de .#, depende de su propio codigo.
Se puede decir que puede depender ‘de la manera que se quiera’ de su propio
codigo, pues f es cualquier funciéon computable.

A simple vista podria parecer que la diagonal D(z) = S!(z,z) es una
méquina que trabaja con su propio c6digo, como la que se enuncia en el Teo-
rema de Recursion, pero no es asi. La maquina D(x) trabaja con el nimero z,
pero es una maquina mas compleja que la maquina con ntimero x. De hecho,
pareceria imposible que una méaquina primero escribiera su propio codigo,
pues el codigo para escribir un niimero debe ser al menos igual de complejo
que el namero. El problema se resuelve facilmente haciendo a la maquina d
que primero diagonaliza a su tltimo argumento. De este modo, D(d) sera una
méquina que primero escribe d y luego procede a diagonalizarlo, obteniendo
el ntimero D(d) (su propio namero).

4.2. Teorema del Punto Fijo (AP)

En esta seccion simplemente se le llamara «,, a la férmula con ntmero n.

Sea a,(Ti,, Tiy, - - ., x;,) formula con n variables libres y sea S'(z,k) la
funcién tal que agi k) es la formula que resulta de sustituir a todas las
apariciones de la variable x; por el término k en a.

Lema 4.2.16. La funcidn S' es representable.

Demostracion. Basta con demostrar que es recursiva.

Primero se vera la recursividad de la relacion Rg:(z, k,y): ‘z y y son nimeros

de formulas similares, con la tnica diferencia de que «, tiene k cada vez que

a, tiene a x;,’. Para esto, se verd la recursividad de la relacion MazV (x,v):
?

‘De las variables que aparecen libres en x, v es la que tiene indice mayor .
Esto se muestra con la siguiente expresion:

(Fi < 7(x))Lib(v,i,2) A (Vk < 7(2))[Lib((2)g, k, x) = () < ]
La siguiente expresion muestra que Rgi(z, k,y) es recursiva:

(Vv < x)[MazV (z,v) = S(z,y,v, t.(k))]"

'La relacion S(z,2’,v,t) es aquella que se cumple cuando 2’ se obtiene de sustituir
todas las apariciones libres de la variable v por el término ¢ en la féormula x.
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De este modo, S*(z, k) = p,(Rs:(z, k, y)). O

Teorema 2. (Teorema del Punto Fijo)
Para cada formula o(x;,, ..., x;, ), con n+ 1 variables libres tales que i; <
lg < -+ < 1lnpy1, existe un natural e tal que

APF (o(z1,...,Tn,8) © ae(T1,...,20))
donde ae(z1,...,7,) es la formula con nimero e.

Demostracidn. Sea D(x) = S'(x,z) la funcion diagonal, que resulta de susti-
tuir a la variable libre de nimero méas grande en «a, por z. Podria parecer
que, siempre que z sea el nimero de una féormula con una variable libre, D(x)
serd una féormula que dice de si misma lo que x decia de la variable libre, pero
esto no es cierto; en realidad, D(x) es una formula que se refiere a la formula
x, que si es muy parecida a D(z), pero no es D(x). Sin embargo, el poder de
la aritmética formal para representar a las funciones recursivas permite que
una férmula se refiera a la diagonal de otra por medio de la representacion de
D. De este modo, si x fuera una féormula que se refiriera a la diagonal de su
variable libre a través de la representacion de D, la formula D(z) se estaria
refiriendo a ella misma indirectamente, pues ella misma es la diagonal de z,
que ahora sustituye a lo que era una variable libre.

Sea Z(x,y) la representacion de D. Considérese la formula ayy,:

(vxin+l (.@(fljw, ‘rin+1) = O-(xiu s 7xin+1)))

donde 7; < w para todo 1 < j <n+ 1.
Ahora considérese la diagonal de oy, es decir, la formula o pn):

<V$i71+1 (‘@(m7 xin+1) :> U(inJ A 7:L.7:7L+1)))

Intuitivamente, ap(m) dice ‘Toda férmula diagonal de ay, cumple o(z;,,,)’,
pero como ap(y,) s la tnica diagonal de a,,, entonces se puede interpretar
como que dice ‘Yo cumplo o(z;,,,)’, asi que si ocurre que AP = ap(m) deberia

ocurrir que AP demostrara o(x;,,...,%;,,,|D(m)) y asi se tendria demostra-

do que apm) = o(zi, ...,z |D(m)). Y, al revés, si o(z;,, ..., ;,,,|D(m))
se cumpliera se tendria que la diagonal de «,, la cumple, y entonces se tendria
que toda diagonal la cumple (porque s6lo hay una), y asi quedaria demostra-
do o(x;,,..., %, |D(m)) = apam). Formalmente, estos son los pasos en la
deduccion en AP:
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1. (vxin+1 (-@(ma xin+1) :> O—(aj’h? ctt 7xin+l>))
Hipotesis ap(m)

2. (9, D(m)) = o(s,, ..., 21, D(m))
Particularizacion

3. 9(m, D(m))

2 representa a la diagonal y D(m) es la diagonal de m
4. o(xyy, ..., z;,,D(m)))

Modus ponens sobre (2) y (3)
5. (C(D(m) = U<xi17 sy Ly s D<m>>)

Teorema de la deduccion

y para la contraparte:
1. o(xy, ... 2, D(m))
Hipotesis.
2. 9(m,x)
Hipotesis.
3. (2(m,z) = x = D(m))
Unicidad en la representacion de la diagonal.

4. x = D(m)
MP entre (2) y (3).

5. O'(Lll'il, vy Ly D(m))
Por sustitucion de iguales en (1).

6. (Z(m,x) = o(Ti,...,Ti,,x))
Teorema de la deduccion sobre (2) y (5).

7. Vz(2(m,x) = o(viy, .., 20, 7))

Generalizacion.

8. a(xiy, ... i, D(m)) = apum)
Teorema de la deduccion.

Haciendo e = D(m) tenemos que

APF (o(xiyy ..oy xi,€) < qe(Tiyy -0, 24,))
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La formula o(z;,,...,x;, ) expresa algo acerca de su propio codigo v,
como esto se puede hacer para cualquier formula o, el Teorema del Punto
Fijo se podria enunciar de la siguiente manera: ‘Para cualquier propiedad que
se pueda expresar en la aritmética formal, existe una féormula que expresa la
propiedad sobre si misma’.



Capitulo 5

PROBLEMAS DE CLASIFICACION

Durante toda la tesis se ha ido construyendo en paralelo la teoria de las
Maquinas de Turing y la teoria de la Aritmética Formal. En este capitulo se
termina con dos resultados importantes: el Teorema de Rice, que trata con
la teoria de la computabilidad, y un analogo, que trata con la aritmética.
Ambos representan problemas para cualquier clasificaciéon computable de los
algoritmos y de las afirmaciones aritméticas, respectivamente.

De fondo, ambos teoremas estidn basados en la autorreferencia que se
mostrd inevitable en el capitulo anterior.

5.1. Teorema de Rice

Teorema 3. (Teorema de Rice [1953])

Para cualquier particion recursiva, no trivial, de los nimeros naturales (p :
N — {0,1}), eziste un par de naturales n y m de forma que p(n) # p(m) y
My, = M,,.

Demostracion. Sea p particién recursiva no trivial y sean n y m tales que
p(n) =0y p(m) = 1. Definase a la siguiente funcion:

| A (x) sip(y) =1
‘““"y)‘{ Mip(z) s ply) =0

la funcion ¢ (x,y) es igual a A, (x) - p(y) + A (x) - (1 — p(y)), por lo que es
recursiva y, por lo tanto, computable. Aplicando el Teorema de Recursion se
obtiene un namero e tal que ¥ (z,e) = A.(x).

Si p(e) = 0, entonces A, (v) = Y(x,e) = My (x), pero p(e) # p(m).
Analogamente, si p(e) = 1, entonces A, (x) = M, (x), pero p(e) # p(n). O
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5.2. Analogo al Teorema de Rice, para la arit-
mética

Teorema 4. (Andlogo al teorema de Rice)

Para cualquier particion recursiva de los nimeros naturales (p : N — {0,1}),

no trivial sobre los nimeros de formulas, existe un par de naturales n y m
de forma que p(n) =0, p(m) =1y AP F (o, & app)-

Demostracion. Sea p particidon recursiva no trivial sobre los ntimeros de for-
mulas y sea & representacion de ésta. Sean n y m tales que p(n) = 0y
p(m) = 1. Definase la siguiente formula ¥(z):

(P(2,0) = ap) A (P(x,1) = ap))
Aplicando el Teorema del Punto Fijo se obtiene un niimero e tal que
AP F (e & Y(e)) (5.1)
Si p(e) = 0 entonces, por la representabilidad de p, se tiene que
AP+ P(e,0) (5.2)
A continuacion se muestra que AP F (. < yp):
1. «. (Hipotesis)
2. ((Z(e,0) = am) A (P(e,1) = a,)) (Modus ponens entre 5.1 y 1)

3. @, (Modus ponens entre 5.2 y la primera parte de la conjuncion 2)

4. (ae = ayy) (Teorema de la deduccion)

y para la contraparte:
5. a,, (Hipotesis)

6. (Z(e,0) = ayp) (De la tautologia A = (B = A) y modus ponens con
5)

7. P(e,1) (Hipotesis para hacer prueba por contradiccion)

8. ((P(e,0) AN P(e,1)) = 0=1) (Porque & representa a p)
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9. (0=1A(=0=1)) (Conjuncion del primero que se obtiene por modus
ponens de la conjuncién de 5.2 y 7, y el segundo que se obtiene porque
0 no es sucesor de nadie y 1 si)

10. (=Z(e,1)) (Prueba por contradiccion)

11. (P(e,1) = a,) (De la tautologfa A = (A = B) y modus ponens con
el anterior)

12. ((P(e,0) = am) A (P(e,1) = a,)) (Conjuncion de 6 y 11)
13. (e = ¥(e)) (Teorema de la deduccion)

14. (o = a.) (Transitividad de la implicacion con 5.1 y 13)

De esta manera se muestra que AP F (a. < a,;,), pero p(e) # p(m) Anéloga-
mente, si p(e) = 1, se concluye que AP F (o, & ), pero p(e) # p(n). O

Notese que, a pesar de que el teorema se enuncia para férmulas en gen-
eral, éste se puede generalizar a cualquier conjunto A de férmulas que sea
cerrado bajo formulas ¥, es decir, que para cualesquiera dos formulas de A
y cualquier particiéon p, la formula W formada con ellas dos y su punto fijo
también estén en A. Por ejemplo, el conjunto de enunciados es cerrado bajo
formulas ¥. El conjunto de féormulas que tienen exactamente una variable
libre z; también lo es.

También es importante notar que, aunque ambos teoremas se enuncian
para particiones recursivas, la clase de las funciones computables es idéntica
a la clase de las funciones recursivas, por lo que los teoremas si representan
algo importante para la teorfa de la computabilidad. A continuacion se veran
algunas aplicaciones, posiblemente relevantes en la teoria de la computabili-
dad, de ambos teoremas.

5.3. Problemas de clasificaciéon de algoritmos

1. Para cualquier funciéon f, considérese la siguiente funcion:

1 si .4, computa f
Eqy(r) = { 0 en caso contrario

Esta funcién no es computable.
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Demostracion. Si lo fuera, dicha particion estaria en contradiccién con el
teorema de Rice. O

2. Considérese a la siguiente funcion:

1 sty = M,
f(g”y)_{ 0 si % M,

Esta funcién no es computable.

Demostracion. Para cualquier natural d, p(z) = f(z,d) contradice al teore-
ma de Rice. [

3. Considérese la siguiente funcion, donde el segundo argumento corre
sobre las descripciones de cinta:

Alz,y) = 1 si.#, llega a q; con entrada y
Y=V 0 si M, nunca se detiene con entrada y
Esta funciéon no es computable (Problema de la detencion).

Demostracion. Para cualquier natural d, p(z) = A(x,d) contradice al teore-
ma de Rice. L

4. Para cada natural n considérese a la funcion:

T () = 1 sin estd en la imagen de la funcién computada por .,
"Y1 0 en caso contrario

Esta funcién no es computable.

Demostracion. Si lo fuera, estaria en contradiccion con el teorema de Rice.

]

5. Para cada natural n considérese a la funcién:

Domn(z) = 1 sin estd en el dominio de la funcién computada por .,
"Y1 0 en caso contrario

Esta funcion no es computable.

Demostracion. Si lo fuera, estaria en contradiccion con el teorema de Rice.
m
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5.4. Problemas de clasificacion de féormulas
1. Para cualquier formula «, considérese la siguiente funcion:

[ 1 siAPF (o, & q)
Equ(z) = { 0 en caso contrario

Esta funcién no es computable.

Demostracion. Si lo fuera, dicha particion estaria en contradiccién con el
analogo al teorema de Rice. [

2. Considérese a la siguiente funcion:

1 SiAPE (0, & ay)
flzy) = { 0 en caso contrario

Esta funcién no es computable.

Demostracion. Para cualquier natural d, p(x) = f(z, d) contradice al analogo
al teorema de Rice. ]

3. Considérese a la funcion:

Teo(z) = 1 si APF a,
] 0 en caso contrario

Esta funcion no es computable (Teorema de Church [1936]).

Demostracion. Si fuera computable estaria en contradicciéon con el analogo
al teorema de Rice. [

4. Considérese a todas las formulas que tienen exactamente una variable
libre x;. Para cada n natural, considérese a la siguiente funcion:

[ 1 st AP F ay(zi|n)
Prop,(z) = { 0 en caso contrario

Esta funcién no es computable (Las propiedades del natural n no es un
conjunto recursivo).
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Demostracion. El conjunto de formulas con exactamente una variable libre
x; es cerrado bajo formulas U, asi que ésta funcion estaria en contradiccion
con el analogo al teorema de Rice, de ser computable. O

5. Cualquier teoria T', con un conjunto recursivo de axiomas propios (o
sea, que su funcion caracteristica sea recursiva), donde las funciones recursi-

vas sean representables y se demuestre 0 # 1, es inconsistente o incompleta
(Teorema de Godel [1931])1.

Demostracion. Si el conjunto de axiomas propios es recursivo, la propiedad
Demq(x)? es recursiva, y por lo tanto Dedr(n), la enumeracion de las con-
secuencias de T, es recursiva. Considérese la siguiente funcion:

(z) = 1 si APF oy
PREI=1 0 si APF (may)

Dicha funcién se puede computar haciendo uso de Dedr asi:

p(x) = p(sglpy(Dedr(y) = x) + 1] V 59l (Dedz(y) = (=] + 2+ 27) +1])

En caso de que T fuera completa, la funcion p(z) seria una particion con
el dominio completo de los enunciados. Como el conjunto de enunciados es
cerrado bajo férmulas W, se puede aplicar el analogo al teorema de Rice.
Aplicandolo resulta que existen n y m tales que AP + (a, < ay,), pero
para «, existe una demostraciéon y para «,, existe una demostraciéon de su
negacion. Por modus ponens se tiene que AP F «,,. De esta manera, se tiene
que AP F (o A (—ay,)), por lo que T' es inconsistente. O

6. Cualquier teoria 7' con las condiciones anteriores y consistente tendra
enunciados que no se demuestran ni se refutan. Estos se llaman indecidibles.
Seria conveniente poder clasificar a los indecidibles por clases de equiva-
lencias, pero esto es claramente imposible. Peor atin, también es imposible
separar a aquellos de los decidibles.

Demostracion. Aplicando el andlogo al teorema de Rice y el hecho de que no
puede haber un decidible y un indecidible equivalentes entre si. O

!De hecho, Gédel lo enuncié de una manera méas débil, pidiendo w-consistencia en lugar
de consistencia. Aqui se demuestra la version méas general que Rosser probd en 1936.
2Demr(x) es la propiedad ‘ser una demostracion formal en 7.
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7. Si T es una teoria que cumple las hipotesis anteriores, no existe una
forma candnica, para cada clase de equivalencias (mddulo la demostracion en
T) de formulas, tal que exista un algoritmo que traduzca cualquier formula a
su forma canoénica, a menos que la teoria sea inconsistente y todas las féormulas
pertenezcan a una sola clase de equivalencia. Esto se puede enunciar como
que ‘no existe una maquina que entienda la semantica de cualquier expresion’.

Demostracion. Sea k el nimero de un teorema de 7'. Si existiera un algoritmo
para computar dicha funcion FormCan, se tendria a la funcién computable

p(x) = 3g[(FormCan(z) — FormCan(k))+(FormCan(k) — FormCan(z))]

que separa a los teoremas del resto de las formulas (pues una formula es
teorema si y solo si es equivalente a un teorema distinto). Esto esta en con-
tradiccion con el teorema de Church. O

Aunque ya se mencionoé en los ejemplos, no esta de més aclarar que aunque
todo el trabajo se hizo sobre las Maquinas de Turing y sobre la Aritmética de
Peano, los problemas de clasificacion son aplicables a cualquier formalizacion
recursiva de los algoritmos o a cualquier teoria formal recursiva, con tal de
que los objetos de la primera sean capaces de computar todas las funciones
recursivas y en la segunda se representen a todas las funciones recursivas.
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CONCLUSIONES

El paralelismo entre los problemas de clasificacién de algoritmos y los
problemas de clasificacion de formulas es evidente. En ambos casos, las limi-
taciones son consecuencia de la autorreferencia que los Teoremas Diagonales
demuestran ser inevitable. Pero, mas alla de los Teoremas Diagonales, esta el
poder representacional de los niimeros naturales. Ir6nicamente, es gracias a su
poder intrinseco que cualquier sistema formal que los maneje (los opere y los
relacione) presentard problemas; sencillamente, porque los ntimeros pueden
representar al mismo sistema formal.

Los nimeros son la herramienta que se usd en esta tesis para representar
a la manipulacion simbdlica, misma que se usa para hacer la teoria formal de
los nameros (AP), y que se formaliza como se hizo aqui (MT). Sin embargo,
el problema no esta en los niimeros; estos sélo son el medio. La forma en la
que se obtuvieron los resultados nos ensena que cualquier ciencia suficiente-
mente fuerte para representar a la manipulacién simboélica se podra estudiar
a si misma. Este es el problema.

El trabajo comenz6 después de escuchar una platica de Carlos Torres Al-
caraz en el Congreso Nacional de Matematicas de la Sociedad Matematica
Mexicana, celebrado en Valle de Bravo en el ano 2008. En ésta se presentd
una prueba del Teorema de Godel a partir del Teorema de Rice (un problema
de decidibilidad en la aritmética deducido a partir de un problema de decidi-
bilidad en la teoria de la computabilidad), basada en el paralelismo de las
dos pruebas (la aritmetizacion). Carlos Torres propuso el reto de demostrar
el Teorema de Rice a partir del Teorema de Gddel y, nosotros, en busca de
un tema para tesis, lo tomamos; mas que nada, como excusa para empezar
a estudiar algo sobre lo cudl se pudiera escribir una tesis.

El reto nunca concluy6 pero los resultados fueron mas de los esperados
pues, aunque el paralelismo siempre estuvo ahi y no se esconde de nadie, su
profundidad es mayor que lo que a simple vista notamos. En primer lugar,
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no esperabamos tal similitud entre los Teoremas Diagonales y, en segundo
lugar, el Anélogo al Teorema de Rice, que enunciamos sélo una vez que ya
estaba muy estudiado el paralelismo, solo era una conjetura y no tenia por
qué salir. Por ningin lado encontramos una referencia a dicha afirmaciéon
pero afortunadamente nos cay6 del arbol una demostracion para ella. Con
la certeza de este resultado y sus consecuencias, el paralelismo qued6 mas
fuerte que nunca.
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