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Introduccion

En el presente trabajo consideramos una cuerda vibrante acotada en el intervalo
[0,S] (ver Figura 1.). Asumimos que estdn dadas la amplitud inicial I'o(x) y la
velocidad inicial en cada punto I';(x). Donde I'y(x) y I';(x) estan definidas en [0, S]
y son C! a trozos.

Las condiciones de contorno de la cuerda vibrante estdn descritas por las
funciones u;(t) y ux(t). Nuestro problema consiste en hallar las funciones u;(t) y
u(t) de la clase L?[0, T] tal que el estado y la velocidad de la cuerda vibrante
en tiempo T, para x € [0,S], sea cero. Ademads, requeriremos que el tiempo T
sea el minimo posible, este problema se llama el tiempo de control 6ptimo de
una cuerda vibrante, el cual serd reducido al problema de momentos en espacios
normados(ver capitulo 3).

A continuacién daremos el planteamiento del problema en términos de una
ecuacion diferencial en derivadas parciales, mds precisamente, la ecuaciéon de onda
con condiciones iniciales dadas y condiciones de contorno por determinar.

0.1. Planteamiento del problema

Consideremos la ecuacién de onda con condiciones iniciales dadas y condi-
ciones de contorno siguientes:

’Q _ 290
o " o

0<x<S§, 0<t<T, (0.1)

2Q

Q(x/ 0) = T'o(x), ot —

= 1—‘1(3‘;)/ (02)
Ty, I'1 € C' a trozos. Sea el control u(t) = (u1(t), u(t)) con u(t) € L3[0, T]*

QO, 1) =i (t),  Q(5t) = us(t). (0.3)

tu(t) € L3[0, T si u1(t) y us(t) son medibles y f[o T][u%(t) + u5(h)dt existe.
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Se requiere hallar el control u(t) tal que (0.1)-(0.3) satisface

J
axn=%| -0 04
ot li-r
donde T es tiempo minimo. Ademas
la@llzon <6 €>0. (0.5)

En el presente trabajo consideremos el caso en que u1(f) = u,(t) = u(t). Conse-
cuentemente, utilizaremos el espacio L?[0, T] en lugar del espacio L%[O, T]. En este
caso, la desigualdad (0.5) tiene la forma

llull <1 (0.6)
donde [ = 2%5.

Interpretacion fisica

Fisicamente el problema considerado consiste en mover los puntos terminales
de la cuerda vibrante a lo largo de las rectas (0, Q) y (S, Q) en el plano xQ, de tal
manera que la cuerda con condiciones iniciales I'g(x) y I';(x) se lleve a reposo en
tiempo minimo T, es decir, Q(x, T) = Qi(x, T) = 0, para x € [0, S]. El mencionado
movimiento en los puntos terminales esta dado por las funciones

() = wa(t) = u(t),  tel0,T], (0.7)

las cuales debemos hallar. Ademas, el control u(t) € L?[0,T] debe satisfacer la
condicién |[u(t)|| < I.

AQ

Q(O, t) =y (t)
\ /. S
- X

\q Qis, t] = u,yle)

Figura 1. Control en los puntos extremos.




0.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA III

En virtud a la condicién (0.7), para que exista solucién del problema planteado,
las funciones I'y(x) y I'1(x) deben ser simétricas respecto de la mitad del intervalo
[0, S] (ver pag. 23).

El problema planteado esta inmerso dentro del drea de la teoria de control,
ésta disciplina pertenece tanto a las matematicas aplicadas como a la ingenieria.
Mas adelante veremos que este problema se puede trasladar a un problema de
momentos, el cual a su vez, pertenece al drea del andlisis matemaético.

A continuacién daremos algunos conceptos de la teoria de control, en particu-
lar, de la teoria del control 6ptimo.

Objetos controlables

En teoria de control se estudian, desde el punto de vista matematico, objetos
controlables.

Por ejemplo, se desea construir trayectorias a lo largo de las cuales un vehiculo
espacial, controlado por un motor a propulsién, pueda llegar a su destino en un
tiempo minimo o usando el minimo de combustible.

En la teoria de control, controlar sistemas o modelos matematicos obtenidos de
la naturaleza, que en general son muy complejos, significa manipular el sistema
para llevarlo a un objetivo dado.

Por ejemplo, un proceso de control descrito mediante un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que contiene control, llamado sistema controlable,
se escribe de la siguiente manera:

x=f(xu), x€R", ueQel,

Q) compacto. El problema de control consiste en: dados dos extremos x, x; y algtn
T > 0, hallar una funcién u(t) continua a trozos en [0, T], llamada control, tal que
la trayectoria del sistema

x = fx,u(t)),

inicie en x(0) = x¢ y termine en x(T) = x;.

Sobre el problema de control 6ptimo

En la antigua Grecia hechos como

= La distancia entre dos puntos en un plano se obtiene sobre la recta que une
estos puntos.
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= El circulo es la forma que encierra el drea méxima para una longitud de
pardmetro dado.

ya eran conocidos para los griegos, quienes utilizaron un enfoque geométrico para
la solucién de problemas de extremo o de busqueda de minimos y maximos.

En el siglo XVIII apareci6 una teoria sistemética de resolucién de tales proble-
mas, llamada Teoria de Optimizacién, la cual a rasgos generales trata de maximizar
o minimizar un funcional sujeto a condiciones sobre sus variables. En la practica
estas variables las podemos observar como: temperatura, velocidad, informacién,
etc.

Por otra parte, la tecnologia ha sido parte importante en las aplicaciones de las,
tan variadas, técnicas de optimizacién, tal y como ocurre en el control 6ptimo de
cohetes y proyectiles; asi que la teoria de optimizacién puede considerarse como
parte de la teoria de control.

™\

La teoria de control 6ptimo surgié como
tal en los afios 50°s, gracias a los traba-
jos de Bellman [3], Pontryagin [8] entre
otros, en respuesta a los esfuerzos de los
estadounidenses y rusos por explorar el
L. Pontryagin [1908 - 1988] espacio.

El control 6ptimo se ocupa del problema de hallar un control para un sistema
dado, tal que cierto criterio de optimalidad se cumple. Un problema de control
6ptimo incluye un funcional, que es una funcién que depende de variables de
estado y de control.

0.2. Método de resolucion

En el presente trabajo, siguiendo el libro de Butkovskii [4], se ha resuelto el
problema planteado para funciones iniciales I'g(x) y I'1(x) de clase C! a trozos,
simétricas respecto de la mitad del intervalo [0, S]. Este problema se ha reducido
en un problema de momentos en espacios normados [7].

Los resultados expuestos en el capitulo 2 de esta tesis, corresponden a aquellos
enunciados en los libros de Ahiezer-Krein [7] y Butkovskii [4].

Nuestro trabajo ha consistido en elaborar, de manera detallada, la aplicaciéon
de los resultados del capitulo 2 para la solucién del problema de tiempo de control
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6ptimo de la ecuacién de onda.

A continuacién indicamos algunos conceptos de la teoria del problema de
momentos.

Sobre el problema de momentos

El concepto de problema de momentos lo
introdujo Stieltjes en 1894, en cuyo honor
se introdujo el concepto de integral de
Stieltjes [1].

En su manuscrito sobre fracciones con-
Stieltjes [1856 - 1894] tinuas Stieltjes escribio:

”Vamos a llamar problema de momentos al siguiente problema: Encontrar la
distribucién de una masa positiva en el intervalo [0, o0), si son dados sus momentos
deordenk (k=0,1,2,...).”

Dar una distribucién de masa positiva en la recta [0, o), significa dar una
funcién no decreciente o(u) (1 > 0) tal que el incremento o(f) — o(a) representa

para cualquier « > 0y f > a la masa que corresponde al intervalo [a, f]. La masa
completa del conjunto [0, o) se representa en la forma

timfo() - o) = [ dotw

j:o udo(u), I)oo u?do(u),

representan los momentos estdticos de la distribucién de masa considerada y el
momento de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes lama momento generaliza-

do de orden k a la integral
f ukda(u).
0

Consecuentemente en el problema de Stieltjes se tiene una sucesién de ntimeros
sy (k =1,2,...) y se busca una funcién no negativa o(u), para u > 0, tal que se
satisface

mientras que

f wdow)=s, (k=0,1,2,...)
0
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Antes de Stieltjes, el matematico ruso Chebyshev habia considerado trabajos
relativos al problema de momentos.

La interpretacién mecanica del problema
de Chebyshev [1] se describe asi: Sean
dados la longitud, el peso, el lugar del
centro de gravedad y los momentos de
inercia de una barra rectilinea con densi-
dad desconocida que cambia de un punto

a otro. Se requiere hallar la funcién den-
Chebyshev [1821 - 1894] sidad, es decir,

b b b
cozf f(u)du, clzf uf(u)du, ck:f ukf(u)du.

El problema de momentos se puede abordar utilizando varios métodos entre
los cuales podemos mencionar: las fracciones continuas, el método de M. Riesz,
teoria de operadores y la teoria de las funciones analiticas.

Contenido de esta tesis

En el primer capitulo se deduce el [-problema de momentos en un espacio
lineal normado abstracto, para un sistema de pardmetros distribuidos. En el se-
gundo capitulo se dan las condiciones necesarias y suficientes para la solucién
del I-problema de momentos en L?. También se dan los teoremas de existencia y
unicidad del funcional f cuya norma no supera a un valor /. En el capitulo tres,
aplicando los resultados del capitulo dos, se resuelve el problema de tiempo de
control 6ptimo de la ecuacién de onda. El capitulo cuatro consiste de ejemplos. En
el apéndice se incluyen definiciones y resultados preliminares utilizados en esta
tesis.



Capitulo 1

El problema de momentos en
espacios normados

El método de problema de momentos es un aparato matematico bastante de-
sarrollado, en particular, el método [-problema de momentos es un aparato muy
fructifero para la soluciéon de problemas de control 6ptimo de sistemas lineales.
La historia de la aplicacién de este método ilustra ampliamente el hecho de que la
seleccion de un aparato matemaético conveniente, permite resolver completamente
una clase de problemas de control. Para resolver el problema de control 6ptimo
es conveniente aplicar el método del /-problema de momentos el cual permite
tomar en cuenta las condiciones de acotamiento dadas sobre el control y sobre las
coordenadas actuales del objeto. Tales condiciones representan dificultades rele-
vantes en la construccién de sistemas de control 6ptimo y restringe la aplicaciéon
de métodos clésicos del célculo variacional.

Los métodos de ésta teorfa permiten determinar la forma del control 6ptimo y
también demostrar los teoremas de existencia y unicidad. Ya que la aplicacién del
control 6ptimo depende de un namero de pardmetros, el problema de momen-
tos permite organizar el proceso iterativo convergente para el hallazgo de estos
parametros.

Fste método da un procedimiento de calculo unificado independientemente
de la dificultad y orden del objeto lineal controlable y el nimero de controles
aplicados. Es interesante observar que el método no sélo es aplicable cuando se
tienen las restricciones sobre el control, sino, cuando se tienen restricciones sobre
las coordenadas del sistema.

Los resultados mas generales en la teorfa del /-problema de momentos han
sido descritos por M. G. Krein en el libro [7], quien formul6 este problema en un
espacio lineal normado abstracto. Ya que estos resultados son muy importantes
en los problemas considerados, en la presente tesis vamos a describir algunas
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nociones de esta teoria.

N. Krasovsky [6] fue el primero en aplicar el problema de momentos a la
teoria de control 6ptimo de sistemas lineales descritos por ecuaciones diferenciales
ordinarias.

En esta tesis vamos a considerar la aplicacién de resultados obtenidos en la
teoria del /-problema de momentos a problemas de control éptimo de sistemas
lineales, con pardmetros distribuidos, es decir, cuyo estado es infinito dimensional,
por ejemplo en L2

Consideremos el siguiente problema:

Sea el estado de un sistema lineal controlable con pardametros distribuidos,
descrito mediante la funcién Q(x, t), donde x es la variable de espacio que recorre
el intervalo [0, S], y t el tiempo que recorre el intervalo [0, T]. Sea que el sistema
estd bajo influencia del control que depende del tiempo, caracterizado por la
funcién u = u(t). Vamos a asumir que la funcion u(t) pertenece a la clase L? de
funciones medibles e integrables en médulo al cuadrado, ademads la norma de ésta
funcién no puede ser mayor a un ntimero / dado, es decir,

llull < 1. (1.1)

La restriccion (1.1) se puede escribir de la siguiente manera

T 3
(f |u(t)|2dt) <lI.
0

Esta restriccion corresponde a las necesidades energéticas del sistema.

Para la condicién inicial Q(x,0) = 0, 0 < x < S, el estado del sistema controlable
lo vamos a describir mediante la férmula

Q(x,t):fOK(x,t,T)u(T)dT, (1.2)

donde K(x, t, T) es una funcién continua respecto de todas sus variables.

Planteemos el siguiente problema de control 6ptimo: Sea Q*(x), 0 < x < S, una
distribucioén la cual se desea alcanzar. Hallar un control u(t) bajo la condicién (1.1),
tal que la igualdad

T
Qe = [ Ko T outod, 13)

0

se satisfaga en tiempo minimo T = T°.

Este problema se puede reformular de la siguiente manera:

Sea dada la funcién K(x,t, 7), la funcién Q*(x) # 0 en el intervalo [0,5] y el
numero [ > 0. Hallar las condiciones necesarias y suficientes tal que exista una
funcion u(t) € L? para 0 < t < T'y que satisface las condiciones (1.1) y (1.3).



Ya que en la formulacién de las condiciones necesarias y suficientes se tiene
al pardmetro T (tiempo) como limite superior de la integral (1.3), entonces el
problema de control 6ptimo se reduce al problema de hallar T = T° minimo, para
el cual se satisfacen las condiciones de solubilidad del /-problema de momentos.

Vamos a dar una formulacién del /-problema de momentos. Tomemos un
sistema arbitrario completo de funciones o base de funciones en L?

k), 0<x<S k=1,2,...

y desarrollemos en virtud de este sistema, las funciones Q*(x) y K(x,t, 7). Asu-
miendo que estas funciones son C' respecto de x, para cada t y 7 fijos del intervalo
[0, T], obtenemos

o0

Q=) ah(x), 0<x<S (14)
k=1
y (]
K(x, t, 1) = Z gt De(x), 0<x<S, 0<t<t<T (1.5)
k=1

Entonces la igualdad (1.3) toma la forma

[o¢]

co AT
Y=Y, [t ouwt-neo, (1.6
i=1

i=1

igualando miembro a miembro los coeficientes que acompafian ;(x), i=1,2,...
en las partes izquierda y derecha de la igualdad (1.6) obtenemos un sistema nu-
merable de igualdades cuyo cumplimiento es una condicién necesaria y suficiente
para la validez de la ecuacién (1.3)

T
a; = f gi(T, t)u(t)dt, i= 1, 2, ce (17)
0

Los niimeros a; se llaman momentos de la funcién u(t) respecto de la sucesiéon de
funciones {g:i(T, )}7*;.

Entonces el [-problema de momentos consiste en determinar las condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de la funcién u(t) € L? que satisface la
condicién (1.1) y que tiene en calidad de sus momentos a los ntimeros a;, respecto
de la sucesion de funciones {g;(T, t)}.

De esta manera la solucién del /-problema de momentos responde comple-
tamente a la pregunta: ;Es controlable este sistema o no es controlable?, si el
|-problema de momentos tiene una solucién el sistema es controlable, en caso
contrario, el sistema es no controlable respecto de las condiciones iniciales y ter-
minales. Ya que los ntiimeros ¢; y las funciones g; dependen de T y las condiciones
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necesarias y suficientes para la solucién del [-problema de momentos estan dadas
mediante los ntiimeros «; y las funciones g;, entonces éstas condiciones van a de-
pender del parametro T. El problema posterior consiste en hallar el valor minimo
del parametro T = T° (que juega el papel del tiempo de traslado del proceso) bajo
el cual el sistema es atin controlable.

Notemos que la transformacioén de la igualdad (1.3) en el sistema de ecua-
ciones numerables (1.7) puede inmediatamente determinar la no solubilidad del
|-problema de momentos para algunos [ y T, en efecto, por ejemplo, si para algtn
ntmero fijo j, elntiimero a; # 0 mientras g;(T, t) = 0 (es decir, en la descomposicién
de la funcion K(x, t, T) esta ausente el miembro g;(T, t)h;(x), mientras que el coefi-
ciente a; que acompafia al miembro /;(x) para la distribucién O (x) no es igual a
cero), entonces ningtin control en ningtn tiempo T puede hallar en el sistema la
distribucién deseada Q" (x).

Los problemas citados anteriormente admiten una mas amplia generalizacion.
Consideremos el siguiente hecho, sila expresion (1.7) para T fijo se considera como
un funcional lineal f determinado por la funcién u(t), entonces la ecuacién (1.7)
parai=1,2,... se puede considerar como el valor de cierto funcional f(g) sobre
los elementos g; = gi(T,t), de ésta manera la funcién u(t) € L? se identifica con el
funcional, ademés, || f|| = [|u]|, es decir,

T 3
1fil =l = ( f |u(t)|2dt) ,
0

este funcional es lineal en L2. La funcién g;(t, T) para T fijos debe ser elemento de
este espacio.

Tomando en cuenta lo anterior, formulemos el /-problema de momentos en
una forma mads abstracta en términos del anélisis funcional. Sea E un espacio lineal
normado y sea que en él estdn dados g3, ..., g, elementos linealmente indepen-
dientes. Sea un funcional f definido sobre E. Los ntimeros

Déi:f(gi) i=1,...,n (18)

se llaman momentos del funcional f respecto de la sucesién {g;}.

Entonces el [-problema de momentos en este caso consiste en sefialar las condi-
ciones necesarias y suficientes para que la sucesién dada de ntimeros {«;} sea una
sucesiéon de momentos del funcional f respecto de la sucesiéon de elementos {g;}
bajo la condicién

Ifll < L. (1.9)

El problema planteado se llama [—problema de momentos en un espacio lineal
abstracto normado [7]. Si el nimero de ecuaciones (1.8) es infinito entonces el
[-problema de momentos se llama infinito, en caso contrario, tenemos un proble-
ma de momentos finito.



Capitulo 2

Teoria del [-problema de momentos

El problema de control 6ptimo se reduce al problema de momentos, que es el
de encontrar una funcién u(t) € L? para la cual existe I > 0 tal que

llull <1 (2.1)

y se cumpla el siguiente sistema infinito de igualdades

T
dp = f gk(t)u(t)dt, k= 1,2, ... (22)
0

donde los a; son niimeros dados y los gi(t) son funciones linealmente independien-
tesen L2, ademés T debe ser el tiempo de control minimo. El teorema fundamental
para la solucién de este problema es el siguiente:

Teorema 2.1. Para que en el espacio L?, exista una funcién u(t), 0 < t < T, con norma
que no supere el valor | y exista la sucesion de momentos ay respecto de la sucesion gy, es
necesario y suficiente que para todas las sucesiones finitas de niimeros &1, &y, ..., &, se

satisfaga la desigualdad
n T| n
Z arée| <1 f Z Ergr(t)
k=1 0 fk=1

Demostracion. Supongamos que u(t) € L? es una solucién del problema de momen-
tos, entonces multiplicando ambas partes de las ecuaciones (2.2) correspondien-
temente por los nimeros &5, &, ..., &, , y luego sumando miembro a miembro,

tenemos: i .
Z oy = f Z Exgr(Hu(t)dt.
k=1 0 k=1

2 2
dt] . (2.3)
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Utilizando la desigualdad de Cauchy y tomando en cuenta la desigualdad (2.1)
tenemos la desigualdad requerida

n

Z aréy

k=1

= fTZn"Ekgk(t)u(t)dt <
0 %=1
fo T|u(t)|2dt)§ [ fo ' ;Ekgk(t)
[ |
0

Veamos ahora la suficiencia. Supongamos que la desigualdad (2.3) se cumple
para toda coleccién finita de ntimeros &;, &, ..., &,. Se requiere demostrar que
existe una funcién acotada u(t) € L2[0, T], la cual es una solucién del /-problema
de momentos antes formulado, es decir, satisface el sistema infinito de ecuaciones
(2.2). Fijemos n y supongamos que &1, &, . . ., &, adicionalmente satisfacen

IN

2 2
dth

2
m]. (2.4)

n

Pn = Z aér =1 (2.5)

k=1
(esto es posible, ya que los ntimeros &1, &, . . ., &, son arbitrarios). En virtud de la
desigualdad (2.3) y la condicién (2.5) se tiene

I <y, (2.6)
2

T| n
entonces v, = f Z ékgk(t)l dt tiene un minimo finito respecto de los &5, &, . .
0

., &n que satisfacen la condicion (2.5). Este minimo se puede hallar por la regla de
los multiplicadores de Lagrange.

Derivando parcialmente respecto de &3, &, .. ., &, la funcién

T
Su(Ery s E) = f i (OPAE = B, 27)
0

donde r,(t) = Y r_; &gx(t), y B es un multiplicador de Lagrange, tenemos que para
cadak =1,...,n se satisface la igualdad

8sn

f o (Dlsgnr, (Dg (Ot — Bagpy = 0. 2.8)



Multiplicando cada una de estas igualdades por & y sumando respecto de k =
1,...,n, tenemos:

T n n
f |r,(t)Isgnr, (t) Z Ekgr(t)dt — B Z Erapy, = 0.
0 k=1 k=1

Utilizando la igualdad (2.5) obtenemos que en el punto extremo

T
= f I (8)2dt = p. (2.9)
0

En base a las condiciones (2.5) y (2.8) inmediatamente se puede concluir que si
el punto (5(1’, ..., &%) es un punto minimo relativo de la integral y,, entonces

T
g = f gk(t)%lrﬁ(t)lsgnrﬁ(t)dt, k=1,...,n, (2.10)
0
donde .
HOEDIRSAC)
k=1

Comparando las ecuaciones (2.2) y (2.10), vemos que

n(t) = %|r2(t)|sgnr2<t> -

= 52 85
k=1

donde B, definido como en (2.9) (para & = 52), determina completamente la
solucion finita del problema de momentos parak = 1,...,n . Ahora demostremos
que la condicién (2.1) también se cumple. Utilizando (2.11) obtenemos

sgnz Egi(t) (2.11)
k=1

T 1 (7
[ matorde= 2z [ wcopa 1)
0 p* Jo
de donde utilizando la igualdad (2.9) y la desigualdad (2.6), tenemos
2 L 2,
f lu, (B)I°dt = l_'; (2.13)
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de esta manera

]l < 1. (2.14)

Ahora demostremos que para n cuando n — oo, existe un funcién acotada
llu(t)l| < I'la cual da la solucién del problema de momentos infinito. En efecto,
ya que la sucesion [[ui(t)Il, llua()ll, ..., lluyll, ... estd acotada para todo n por el
numero [, entonces la sucesion de funciones u;(t), us(t), ..., u,(t), ...contiene
una subsucesién que converge débilmente, cuyo limite que denotamos por u(t),
estd acotada por el nimero / teniendo lugar la igualdad

T
ak:f Skhutydt, k=1,2,..., (2.15)
0

consecuentemente en las condiciones del teorema se demuestran la existencia de
la funcién buscada u(f) € L% De esta manera, el teorema que da la condicién
necesaria y suficiente para la solucién del problema de momentos infinitos, ha
sido completamente demostrado. O

De la demostracién de este teorema obtendremos, ademads, algunas afirma-
ciones que son ttiles para la soluciéon de problemas de momentos finitos de di-
mension 7.

Teorema 2.2. Para que en el espacio L? [0, T, exista la funcion u(t) cuya norma no supere
a un niimero positivo | y cuya sucesion de n—momentos respecto de las funciones gi(t),
(), ..., gu(t) sea o, az, . .., oy, es decir, tal que exista el problema de momentos finito

T
e = f qu®dt, k=1,2,...,n, (2.16)
0

es necesario y suficiente que existan n niimeros &0, g, o, & que den solucion a uno de
los siguientes problemas:

1. Hallar.
T n 2 T| 1 2
min gD dt = f Egqi(t)| dt > 172 (2.17)
E1rrer énfo J;‘ K8k 0 ; &k
bajo la condicion
Z S =15 (2.18)
k=1
2. Hallar :
] <l 2.19
iy ) e < 219
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bajo la condicion
2

dt = 1; (2.20)

fT Zn: Ergr(t)
0 [k=1

ademds, la funcién u(t) que da solucién del I—problema de momentos tiene la forma

Y &gut)
k=1

donde B > 172 se determina por (2.9), mientras que &9, . .., &Y es solucion de los problemas
(2.19) y (2.20).

u(t) = % sgn Y £ault), @21)
k=1

El teorema 2.2 con el problema 1 se contiene en la demostraciéon del teorema
fundamental.

Usando el teorema 2.2, el teorema 2.1 se puede reformular de la siguiente
manera.

Teorema 2.3. Para que exista una solucion del I-problema de momentos infinito es
necesario y suficiente que exista una solucion del I-problema de momentos finito arbitrario.

Observacion 2.1. Un problema de momentos finito se obtiene del I—problema de momen-
tos infinito fijando un niimero finito de ecuaciones de momentos.

2.1. [-problema de momentos finito

Vayamos ahora a la solucién del problema formulado en el parrafo anterior del
|-problema de momentos en un espacio lineal normado abstracto. Consideremos
primero el caso finito. Planteemos el siguiente problema:

Hallar un elemento &1 + ... + £,8, en el espacio E, tal que

1
g+ + &gl = == 7, (2.22)
bajo la condicién adicional
o+ ...+ &, =1, (223)

donde & = (&4,...,&,), mientras que los valores ay, ..., a, no todos son cero al
mismo tiempo.

En virtud a la linealidad de la parte izquierda de la expresiéon (2.23) y la
homogeneidad de la norma en (2.22), el problema (2.22) y (2.23) se puede escribir
asi:
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Hallar el elemento ) ;_; &g« tal que
max(a1&1 + ... +a, &) = A, < (2.24)

bajo la condicién
||51g1 +...t éngn” =1. (225)

De esta manera cada solucién del problema (2.22), (2.23) es una solucién del
problema (2.24), (2.25) y viceversa, es decir, estos dos problemas son equivalentes.

Elvalor A, determinado porlas ecuaciones (2.22), (2.23) 0 (2.24) y (2.25) depende
de los valores a1, ay, . .., a, por eso lo vamos ha denotar como A, (as, ..., ay).

Lema 2.1. Existe el vector &° tal que

1

@N&&+W+Q&Wﬂ¥&+m+5@M=x (2.26)

bajo la condicion

o+ .o+ &gy =Ear +.. + Ea, =1 (2.27)

Demostracion. En principio observemos que el infimo de la ecuacién (2.26) bajo la
condicién (2.27) se alcanza. En efecto, sea &, k = 1,2, ..., una sucesién de vectores
minimizante (5’{, &, 5’;), es decir,

1
%I_I)?(f)’lo ||5II81 + 5]§g2 o+ &gl = T (2.28)

n

ademas
&+l + sl =1 (2.29)

De (2.28) se sigue que los elementos
g =g+ 8+ +Eg
forman un conjunto acotado en E, es decir,
gl <c, k=1,2,... (2.30)

donde c es una constante positiva. Si consideramos un espacio n—dimensional g,
que es una combinacién lineal de vectores g1, g2, ..., g» cCOn norma

lgll = llE1g1 + - .. + Eugall,

entonces el conjunto acotado y finito de elementos ¢* parak = 1,2, ..., que satisface
la condicién (2.30), pertenecen a un conjunto compacto, ya que toda esfera de un
espacio de dimensioén finita es compacta en ese espacio. Consecuentemente existe
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una subsucesién &, m =1,2,... que minimiza la sucesion & k=1,2,... y que
existe el limite

i (Eﬁ’”gl + ég’”gz +...+ Eﬁmgn) = 5(1)81 + Eggz +...+ Eggn.

m—00

Pero de esta igualdad se sigue (ver la demostracién del Teorema 2.1) que

E3gs + 382 + .. + Engull = lim [IET gy + &5 82 + .+ &gl

y ademas
lim & =&Y i=1,2,...,n,
=00
consecuentemente
a1&) + &)+ @, &) = 1.
De esta manera, queda demostrado que el vector &° existe. |

Consideremos algunas propiedades de A, (a1, ay, ..., ay)

a) Ay(ay,...,a,) >0,
b) Au(aay, ... aa,) = la|lA, (o, ..., a,), para cadaa

C) An(Oll +ﬁ1,. ™ +ﬁn) < An(al,. . .,O(n) + /\n(ﬁl,. . /ﬁn)

Si consideramos un espacio n—dimensional E, de vectores @ = (as, . . ., ;) entonces
en virtud de las propiedades a), b) y ¢) de la funcién A,(ay,...,a,) se puede
determinar la norma de a con la ayuda de la ecuacién

lledl = An(an, . .., an).

Pero en virtud de que el espacio E, es finito, es posible hallar dos constantes
positivas m > 0y M > 0 tal que

myJod+ . +ah < Ap(ar,...,an) <M\Ja? +... + a2 (2.31)

y la funcién A,(aj, ..., @) va a ser funcién continua de sus argumentos a4, ay, . . .,
a, enel punto o = 0.

Demostremos que la funcién A,(ay, ..., a,) es una funciéon continua. Para esto
usemos la siguiente desigualdad de normas

lllev + Bl = lleell] < N1BII-
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La continuidad de la funcién A,(ay, ..., a,) en un punto arbitrario (a, ..., ay)
se sigue de la desigualdad

(g + Ay, ..., a, + Do) — Ay, ..., )| < A(Aay, ..., Aay)),

ya que en virtud a la continuidad de la funcién A, (a4, ..., a,) en a = 0, tenemos
que A, (Aay, ..., Aa,) — 0 cuando méx|Aa;| — 0.
i=1,..n

Finalmente observemos otra propiedad de la funcién A,(a,...,a,). Con el
crecimiento de la dimensién del espacio E, el minimo de (2.22) puede solamente
decrecer, entonces

d) Au(aq,...,an) < Aylas, ..., ap) param > n.

Demostremos ahora el teorema fundamental de existencia.

Teorema 2.4. Para que en el espacio E*(espacio dual de E) exista un funcional lineal f
cuya norma no supere a un niimero positivo dado I y cuya sucesion de momentos respecto
de los elementos g1, g2, ..., 8n del espacio normado E sea a1, az, ..., ay, es necesario y
suficiente que

Aoy, an, ..., a,) <1 (2.32)

donde A, (w1, . .., ay) se determina por la ecuacion (2.22) o (2.24) bajo la condicién adicional
(2.23) 0 (2.25) correspondientemente.

Demostracion. Demostremos primero la parte necesaria. Supongamos que el fun-

cional lineal f(g) es una solucién del /-problema de momentos, entonces multipli-
cando la ecuacién k—ésima (1.8) por &, y sumando miembro a miembro obtenemos:

_ ‘f (i Ekgk] i Ekgk .

De donde en virtud a (2.23) obtenemos:

<l

<IIfll

1
> =
[

y consecuentemente,

1 1

/\(al, o, ) l

1’1’111’1

Z Ekgr|| =

donde el minimo se toma a través de todos los & que satisfacen la condicién (2.23).
De esta manera se demuestra la parte necesaria del teorema.
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Demostremos la parte de suficiencia. Supongamos que la condicién (2.32) se
satisface. Consideremos un espacio n—dimensional E, que estd compuesto de

elementos de tipo
g= Z EkQk-
k=1

Introduzcamos en E,, un funcional lineal

n

P(8) = Z iy

k=1

con norma ||@||g, = maxg-1 [(g)| tomando en cuenta (2.24) tenemos

Ille, = maxlp()] = Au(an, ., ).
Observemos que el maximo en la dltima definiciéon de norma, en virtud a la
condicién del teorema que estamos demostrando, se alcanza (ver(2.24)).

De acuerdo al teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal f;(g), definido
en E, tal que

Ifoll = llplle, = Anlar, ..., an) <1,
y fo(g) = ¢(g) para cada g € E, y, consecuentemente,

fo(g)=@@)=ai, i=12,...,n

De esta manera el funcional lineal fy(g) es el funcional buscado que da la solucién al
[-problema de momentos n—dimensional en el espacio lineal abstracto normado.
O

En adelante, requeriremos de otra propiedad de la funciéon A,(aq, @, ..., ay).
Supongamos que se considera un conjunto de espacios lineales normados Er que
dependen de un parametro T. Por ejemplo, en el caso del espacio L?[0,T], tal
pardmetro puede ser el punto terminal derecho del intervalo [0, T].

Entonces la norma de este espacio también depende de este pardmetro T. Esta
dependencia de las normas del pardmetro T la vamos a denotar como |[|g||r. Bajo
esta condicién la funcién A,(ay, ay, ..., a,) va a depender, ademads, del pardametro
T. Denotemos

An(ar, az, ... 0, T) = min|E181 + ... + Eugullr (2.33)

bajo la condicién
0(151 +...+ 0(,15,1 =1 (234)
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Teorema 2.5. Si la norma ||gl|r y los niimeros a1(T), . .., a,(T) son funciones continuas
del parametro T, entonces A,(a1(T), ax(T), ..., a,(T), T) también es funcion continua de
T.

Demostracion. Por una parte, para oy, ay, . .., a, constantes tenemos,

Aoy, an, ..., 0, T+ AT)— Ay(aq, a, ..., 0., T)| =
= rrgnllglgl +...+ Engn||T+AT - rnéinllglgl +...+ Engn”T (235)

IA

1891 + ..+ ENgullrear — 1€Y1 + - .. + ENgullr,

donde 5‘1), ..., &Y es solucion de (2.22) bajo la condicion (2.23). Consecuentemente,
para las constantes ay, ay, ..., a, la parte izquierda de (2.35) tiende a cero cuando
AT — 0. Por otra parte, de (2.23), la solucién &° = (&, ..., &) depende continua-
mente de a;y, ay,...,a, los cuales, a su vez, por condicién del teorema también
dependen del pardmetro T. De esta manera, el teorema queda demostrado. O

Para definir la forma del control 6ptimo en el caso general es necesario intro-
ducir algunas nuevas nociones.

Llamaremos elemento extremo de un funcional lineal f al elemento § diferente
de cero, para el cual se satisface la igualdad,

F@1 = 11711181l (2.36)

El sentido del elemento extremo & consiste en que el valor del funcional en
cualquier elemento g que pertenece a la esfera

lgll < 11gll,
no supera su valor en el elemento extremo.
Lo anterior se explica, si recordamos la definicién de norma del funcional lineal,
£ (9l
IfIl = sup =——,
gl

ademas,
If@I < IlIfll-ligl, VYgeE.

donde E es un espacio lineal normado.

Al funcional lineal f cuyos elementos extremales difieren uno del otro en un
factor escalar, se llama normal.

El elemento g se llama normal, si el funcional f se define mediante la igualdad
(2.36) con exactitud salvo un factor escalar.

Ahora se pueden establecer algunos teoremas importantes para la solucién del
I-problema de momentos.
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Teorema 2.6. Para que el elemento ¢ = ), &Qk, con ), axéy = 1, sea el elemento
k=1 =

minimizador de los problemas (2.22), (2.23) 0 (2.24), (2.25), es necesario y suficiente que

el elemento g sea extremal de algiin funcional arbitrario f de norma minima, que da la
solucion del problema

fg) =ar k=1,2,...,n, (2.37)

Il = Anlar, .., an). (2.38)

n
Si ademds, para cualesquiera &1, &y, ..., &, el elemento § = ), Exgx es normal, entonces el
k=1
sistema (2.37) tiene solucion tinica .

Demostracion. Sea fy una solucién de (2.37) y h = ), nkgk algin elemento mini-
k=1

mizante del problema (2.22) y (2.23), es decir,

1
I 2.39
Il = T ) (2.39)
bajo la condicién
Z ae =1,
k=1
entonces
1= Zaknk = oW = Il - Au(aa, ..., an) = |l foll - lIF. (2.40)

k=1

En esta relacién la segunda igualdad se obtiene de (2.37), la tercera de (2.39) y la
altima de (2.38).

En el sentido opuesto, sea h = Z k8K, CON Z aini = 1, el elemento extremo del
k=1
funcional f;, entonces se satisface la igualdad fo h) Il foll - lIk]| = 1. De esta relacion

y de (2.38) para f; tenemos,

-
Aular, ..., )

Sea ademds, que / es elemento normal. Entonces de acuerdo a la definicién de

elemento normal, el funcionallineal f que dala solucién del sistema (2.37) se define
n

1l =

con exactitud hasta un factor escalar. Pero ya que f(h) = Z“iﬂi = 1, entonces este
k=1
factor escalar se define univocamente. El teorema queda demostrado. m|
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2.2. [-problema de momentos infinito

Pasemos ahora a la resolucién del /-problema de momentos infinito en un
espacio lineal abstracto normado.

Teorema 2.7. Sea un espacio lineal normado y separable. Entonces para que en este
espacio exista un funcional lineal que sea la solucién del I-problema de momentos infinito
es necesario y suficiente que exista la solucion del I-problema de momentos de dimension
nparatodon =1,2,....

Demostracion. La parte necesaria es obvia. Demostremos la parte suficiente. Sea
fa(g) un funcional que da la solucién del [-problema de momentos, de dimensiéon
n, es decir,

fn(gk) = g, k= 1,2,. .., n,

y para todo n la norma de este funcional estard acotada por el ntimero /, es decir,

||fn(g)|| <l

De esta manera, las normas de los funcionales f,(g) son acotadas en conjunto. De
ahi en virtud a la separabilidad del espacio E se puede concluir que la sucesién
de funcionales fi(g), (), ... contiene una subsucesién débilmente convergente,
la cual converge a algin funcional lineal f(g), que posee la propiedad

f(gr) = ax

para todo k y ||f(9)ll < . El teorema queda completamente demostrado. o

Consideremos ahora el I-problema de momentos infinito. Consideremos tres
problemas.

L. Sea dado el sistema de funciones g;(f), 0<t<T, i=1,2,...; g €L? ylos
numerosc; i=1,2,...

Se require hallar la funcién u(t) tal que

[S¢]

T
{(Hu(t)dt = c;, ci2 >0, [>0,
K X

i=1
lu@)ll <1, u(t) € L.

II. Sea dado el sistema de funciones linealmente independientes
ghel? i=1,2,...

Se requiere hallar el funcional lineal y tal que

(o]

x(g)=c, lxll <], Zciz>0, 1> 0.

i=1
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III. Sea dado el sistema de funciones linealmente independientes

i), 0<t<T, i=12,...

Se requiere hallar el elemento minimizador 1(t) = i &igi(t) tal que

i-1
i &igi
i_1

= = Il = inf

bajo la condicién

(o]

iézcz= Zcf>0, > 0.

i=1 i=1
El problema I es un caso particular del problema II. Por eso, méas adelante se van
a considerar los problemas II y III y sus relaciones.

La condicién de existencia de la solucién del problema II se garantiza por el
siguiente teorema.

Teorema 2.8. Para que exista la solucion del problema II es necesario y suficiente que se
cumpla la condicion | > A.

Demostracién. Definamos el funcional x en el elemento g;, i = 1,2,..., de la si-
guiente manera,

x(8i) = ci.
De esta manera, el funcional lineal y estd definido en el subespacio formado por
las combinaciones lineales de g;.

Por el teorema de Hanh-Banach, el funcional x se puede extender a todo el
espacio L? sin hacer crecer la norma de x. Asi, para que x sea la solucién del
problema II es necesario y suficiente que |[x]| < I.

sup

iz
H ’

donde el infimo y el supremo se calculan bajo la condicién

X{i &'gi) =1
P

Demostremos que ||x|| = A. En efecto,

7

mf
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Sea
YW _
i 10
Esto es valido para el funcional lineal continuo. Demostraremos que
x<¢> X@)

su 2s (2.41)
x(w) » Il ||1j;||pl il

En efecto, para todo ¢ > 0 existe i, tal que M — x(¢) < ¢, [Pl =1, x() =c>0(c
es un nimero).

Consideremos ¥ = %, xW) =1, [yl = %, de donde

X (Ebl)
all =
y consecuentemente (2.41) queda demostrado. Ahora demostremos que
X@) xX@)

sup —— (2.42)

= Su
plI=1 ||1P|| X(@ I
Sea
M = M1 > 0.
=1 Pl

El valor M; puede ser finito o infinito. Nos limitaremos al caso M; # co. Para ¢ > 0
hallemos ¥ tal que M; — Hlﬂ <& llyll=c

Consideremos 1y = ||¢1|| =1, x(¢1) = 1, de donde M, — )ﬁ””) M -1<e.
Que es lo que se queria demostrar

Observemos que para el espacio L? el problema III tiene solucién. En efecto,

tenemos
X(w) = sup x(@)
x(ab) LIl e AT

Ya que el espacio L? es reflexivo y consecuentemente, la esfera en este espacio
es débilmente compacta, entonces la norma del funcional yx se alcanza en algtn
elemento ¢ € L%. El teorema queda demostrado. o

A_

Teorema 2.9. Para que el elemento = ) &;g; (Z &ici = 1) sea el elemento que minimiza
i=1 i=1

el problema I11, es necesario y suficiente que el elemento 1 sea el elemento extremo de alguna

solucion del problema II:

X(gi) = ci, Ixll=1=A
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Demostracion. Demostremos en principio la parte necesaria. Sea la solucién del
problema III. Entonces

x@) = Al = 1lxIl - I ll-

La necesidad queda demostrada.

Demostremos la suficiencia. Sea ¢ el elemento extremo del problema II, es
decir,

IX@) = 1xIl - [l = 1.

De donde, )

Iyl

Que es lo que se queria demostrar. ]

Xl =

Teorema 2.10. Todo elemento extremo P, Y € L2, es un elemento normal.

Demostracion. Sea que se tienen dos funcionales x; y x» tales que

@)l =1xall - llll,
2@l =1l - llll.

Considerando ¢ como un elemento del espacio L?, concluimos que x1 y x2 son
elementos extremales para 1 € (L?)*. Demostremos que x1 = cxa.

Notemos que, en particular, el espacio L? es un espacio estrictamente normado,
es decir, enla formula [[x+y|| < [|x||+[lyl|laigualdad se alcanza soloy solosiy = Axo
x = Ay, A > 0.Para espacios estrictamente normados tiene lugar el siguiente hecho:
los elementos extremos de cualquier funcional lineal se diferencian uno del otro en
un factor escalar(ver teorema .15). Consecuentemente, ¢ es un elemento normal.
El teorema queda demostrado. m|

Utilizando lo anterior se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Sea vy la solucion del problema III en el espacio L?, entonces

X(W) = ————— | P®Po(t)lsgnyo(t)dt
[T 1o f S

es solucion del problema 1I, tomando en cuenta que
! 1
f [wo(H)Fdt = 5 (2.43)
0

la solucién del problema I va a tener la siquiente forma

u(t) = Plyo(t)lsgnipo(t).
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Demostracion. Sea o € L?, un elemento extremo para el conjunto de funcionales
lineales continuos x,. Tomemos un funcional lineal )x,, de este conjunto. Tenemos:

T
Kory) = fo i (YDt

donde x;, € L?. Entonces,

1 1
2 2

T T
sl = | [ ey ora] | [ igacorar
Colocando,
X = 180l
tenemos:
Xao(H) = 10(t)Isgngo(t).
Consecuentemente,

T
Xao(y) = j; y(t)lgo(t)lsgngo(t)dt.

De donde para todo funcional x,(y) tenemos,

T
Xol¥) = Ca fo y(Olgo(Blsgngo(t)dt,

donde ¢, es una constante.

Sea ahora 1) la solucién del problema III, entonces por el teorema 2.9, 1 es un
elemento extremo de alguna solucién del problema II. Por el teorema 2.10, i es
normal para y. De donde

T
) =c fo WOoOlsgnio(bdt.

La condicién ||x|| = A = [ determina la constante ¢ univocamente. De donde
1

[ lwePdt

c

y consecuentemente, el funcional

- ! f T
- - 0 0
Iy two(typdt Jo

es la solucion del problema II. De donde la solucién del problema I tiene la forma

x(¥)

u(t) = ;Ptl%(tﬂsgn%(t)dt-

1 o(hPd

El teorema queda demostrado. |



Capitulo 3

Control 6ptimo de la ecuacidén de
onda

En este capitulo vamos a resolver el problema de tiempo de control 6ptimo
para la ecuacién de onda.

3.1. Del problema de tiempo de control 6ptimo al pro-
blema de momentos

Ahora demostraremos como se puede reducir el problema de tiempo de control
Optimo para la ecuaciéon de onda a un problema de momentos. Consideremos la
ecuacion de onda

’Q _ ,0°Q

o~ o
donde a representa la velocidad de extensién de perturbaciéon en un medio fijo
dado y la funciéon Q = Q(x, t) representa el cambio de amplitud de las oscilaciones
en este medio, en el punto x, en tiempo t. Vamos a considerar esta oscilacién en el
intervalo [0, S].

0<x<S, >0, (3.1)

Asumimos que en el momento inicial f = 0 se tienen las siguientes condiciones
iniciales

Q(x, 0) = I'o(x), (3.2)

2Q

ot o = Fl(x). (33)
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Sea que el control tiene la forma vectorial u(t) = (ui(t), u2(t)), cuyas compo-
nentes son valores de la funcién Q en los puntos x = 0y x = S, es decir,

M1(t) = Q(O/ t)/ (34)
le(t) = Q(S/ t)/ (35)

ademas
lu®)ll < ¢, ¢>0. (3.6)

Utilizando u(t) que satisface (3.6), deseamos hacer que la cuerda dada obtenga
su estado de reposo en tiempo T minimo. En otras palabras, comenzando de las
condiciones iniciales (3.2) y (3.3) de amplitud, es necesesario obtener en tiempo
minimo T que Q(x,T) = 0y que Qi(x,T) = 0, en particular se puede obviar la
altima condicién.

En esta tesis consideraremos el caso en que u;(t) = ux(t) = u(t) y |lull <1
ademds requerimos que I'o(x) y I'1(x) sean simétricas respecto de la mitad del
intervalo [0, S]. En caso contrario, el problema de estabilizacién no tiene solucién.

Representemos la solucién de la ecuacién de onda en forma de superposicion
de dos funciones

Qx, t) = Qu(x, t) + Qal(x, 1), (3.7)

donde la funcién Q;(x, t) describe las oscilaciones libres del medio para algunas
condiciones iniciales; mientras que Q»(x, t) describe las oscilaciones obligadas de-
terminadas por perturbacion de las condiciones de contorno (3.4) y (3.5)(ver [11]).

— Ttka Ttka Ttk
Qi(x, t) = ; (Ak cos Tt + By sin Tt) sin ?x (3.8)
donde .
A= f ro(E)sin S éde, (39)
2
Br= Tl(é) sin —Edcf, (3.10)
y t
Qa(x, t) = f K(x, t — t)u(t)dr, (3.11)
0
donde -
K(x, t) = Z Cysin %kx sin %k”t (3.12)
2a X
Ci=% |1 (-1 (3.13)



3.1. DEL PROBLEMA DE TIEMPO DE CONTROL OPTIMO AL PROBLEMA
DE MOMENTOS 23

Caso: I'o(x) =Ty Ii(x) =0
Consideremos el caso particular cuando I'g(x) = Iy y I'1(x) = 0, entonces de las

ecuaciones (3.9) y (3.10) tenemos

or
|

mientras que la funcién Q;(x, t) toma la forma

A = 1- (-1 y Be=0, (3.14)

Qi(x, t) = Z—ko 1-(-1) ]Cos%tsm%kx (3.15)
k=1

La condicién de ausencia de oscilaciones y velocidad de oscilacién en el mo-
mento T se puede escribir como

Q(x/ T) = Q1(x, T) + Qz(x, T) = O, O <x< S’ (316)
QI Q| 9% _
at t=T - ot (=T " ot |i—r =0, 0<x<S. (3.17)

Consideremos en principio a que lleva la condicién (3.16). Tomando en cuenta
(3.11), (3.12), (3.13), (3.14) y (3.15), la ecuacién (3.16) toma la forma

2@, mtka nk
—Z 1-(-1) ]COSTTSIII?X (3.18)

f Z 20 1 - (- 1)k] sin —x sin [—(T - T)l u(t)dr.
0 4

Se puede observar que en ambas partes de esta igualdad estan ausentes los
coeficientes pares. Si en la parte izquierda se ubicara una descomposiciéon de una
funcién no simétrica respecto del punto x = %, entonces en este caso estaran
presentes las armoénicas pares y la ecuacion (3.18) no tendria solucién.

Cambiando en (3.18) el orden de la integral y la suma e igualando los coefi-
cientes, miembro a miembro, con respecto a las funciones independientes sin Zx

S
obtenemos el sistema de ecuaciones:

I'hS 1tka T rtka
_aT(k TT L S T(T t)u(t)dt, (319)

donde k recorre los niimeros positivos impares enteros, ya que de ambas partes
de la ecuacion (3.18) se tiene el factor [1 — (—1)] el cual es cero para k par entero.
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Consideremos ahora, el problema de hallar las condiciones adicionales a las
(3.19) con el fin de obtener, no solamente distribucién de amplitud de onda cero en
algtn tiempo minimo, ademds deseamos garantizar que también la distribucién de
velocidades del medio sea cero, esta claro que si nosotros alcazamos la distribucién
cero para ambos pardmetros (cambio de perturbacién y velocidad) en todo el
intervalo [0, S] en algiin momento de tiempo, entonces la posicién de equilibrio
obtenida para condiciones de frontera cero se mantendra.

De esta manera vamos a transformar la segunda condicién de equilibro del
medio oscilante que se determina por la ecuacién (3.17).

Es facil ver que para el cumplimiento de esa condicién es necesario y suficiente
que se satisfaga la ecuacion:

Z 2Loa [1 — (- 1)k] sin 7T—kaT sin %kx = (3.20)
k=1

= f Z 2 nk [1 - (- 1)k] sin 7%kxcosln;m( - T)] u(t)dr,
0 k=1

la cual se puede obtener formalmente diferenciando la ecuacién (3.18) respecto de
T. Cambiando el orden de suma con la integral (ver teorema .4) y realizando la
comparacion miembro a miembro de ambas partes de esta ecuaciéon, obtenemos
el sistema de ecuaciones de momentos para la funcién u(t):

IS Ttka g Ttka

—sin—T = ——(T — t)yu(t)dt k=1,3,5,... 21

ot focos S( u(t)dt, 3,5 (3.21)

Asi, el problema de tiempo de control 6ptimo formulado arriba se redujo al pro-
blema de hallar un control u(t), (0 < t < T) que satisfaga la ecuacién (3.6) y que
garantice el cumplimiento de los sistemas (3.19) y (3.21), talque T tome valor
minimo.

Demostremos que el pardmetro T que aparece en esta ecuacion se puede excluir
de ambas partes de estas ecuaciones, fijandolo s6lo como limite superior de la
integral.

Para calculos auxiliares introduzcamos las siguientes notaciones:

I'hS Ttka . ank
= a—cosTT ﬁ—smTT
an
(3.22)

X = fOT cos ”Tk“tu(t)dt, y= fOT sin ”T]mtu(t)dt.

Usando relaciones trigonométricas conocidas, el sistema (3.19) y (3.21) con la
notacién propuesta, se puede escribir en la forma:

—ba = px — ay,
bp = ax + By. } (3.23)
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Este sistema se puede considerar como un sistema de dos ecuaciones lineales
algebraicas respecto de las incégnitas x, y. El determinante de este sistema, en
virtud de (3.22), es igual a la ecuacién

R R NS S
A= « B =p"+a"=1=%#0. (3.24)
Donde facilmente hallamos x, y
ba -«
= =bap —bapf =0,
y= i —b[‘?B(X = bﬁz +ba’ = b.

De esta manera los cdlculos hechos tienen lugar en sentido contrario y el sistema
de ecuaciones (3.21), (3.22) es equivalente al sistema de ecuaciones:

T
0= f cos ?tu(t)dt, k=1,3,5,..., (3.25)
0
ToS _ fT sinﬂtu(t)dt k=1,3,5 (3.26)
ark s S / i '

Sin embargo, notemos que ya no contamos con la equivalencia de las ecua-
ciones (3.19) y (3.25), asi como de las ecuaciones (3.21) y (3.26). Contamos con la
equivalencia del sistema (3.19), (3.21) con el sistema (3.25), (3.26).

Si introducimos la notacién py = %, el sistema (3.25), (3.26) toma la forma

T
0= f cos tu(t)dt, k=1,3,5,..., (3.27)
0
I'o T
— = sin uytu(t)dt. (3.28)
Hi 0

Caso:To(x) y I'1(x) funciones arbitrarias de clase C'.

Sean ahora dadas dos funciones arbitrarias I'g(x), I';(x) simétricas respecto del
punto x = % Entonces, de acuerdo a las férmulas (3.9) y (3.10) todos los coeficientes
Ax y B, con indices pares, se reducen a cero (ver teorema .12). Mientras que las
ecuaciones (3.16) y (3.17) nos llevan al sistema:

AiS Ttka B BiS . Tika

T
Ttka
- T T= in — (T — t)u(t)dt k=1 ... (32
1 cos S 1 sin S j;sm S( Yu(t)dt, ,3,5,... (3.29)
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T
A5 sin NkaT _BsS cos nkaT = f cos 7TTka(T — Hu(t)dt. (3.30)
0

4q S 4q S

De manera anéloga al caso estudiado anteriormente, se puede excluir el tiempo
T dejandolo sélo en calidad de limite superior de integracién. En efecto, denotando

AiS BiS
A= —— B=—
4q y 4q

y utilizando las notaciones de la relacién (3.22) obtenemos un sistema de ecua-
ciones lineales algebraicas

—Aa —Bp = px—ay,
AP — Ba = ax + By,

cuyo determinante, en virtud a (3.22), es igual a 1. De donde

-Aa—-BB -«

= Aﬁ_Baﬁ 8 = —Aap — Bf* + Apa — Ba* = B,
—-Aa—B

y= ﬁ Aﬁ_B(f = AB* — Bap + Aa” + Bfa = A.

De ésta manera el sistema (3.29), (3.30) se reduce al sistema de ecuaciones de
momentos

BkS _ g Ttka _

= fo cos ——tu(tydt,  k=1,35,... (3.31)
AS T rka
= fo sin ——tu(t)dt. (3.32)

3.2. Tiempo de control 6ptimo

Consideremos la ecuacion (3.19)

T
———cos—T = f sin 7T—ka(T — Hu(t)dt, (Topt)
a 0 S

de la ecuacion (T,,) se puede obtener el control 6ptimo que satisface |[u|| < I. Con
ayuda de este control se puede obtener la distribucién cero de amplitud en toda
la longitud del intervalo [0, S] en tiempo minimo, sin embargo, la distribucién de
las velocidades al término del proceso 6ptimo es arbitraria.
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Es facil verificar que la ecuacion (T,) se satisface para

TO:E y uo(t):O, 0<tST()

El control u(t) es solucién al problema de tiempo de control 6ptimo pero con
la distribucién de las velocidades arbitraria. Ademads, Ty es el tiempo minimo
que resulta igual al tiempo de recorrido de la onda, en el medio, a la mitad del
intervalo [0, S]. Por razones fisicas, es claro que ninguna sefial que parte de los
puntos terminales 0 y S, puede llegar al punto medio del intervalo mas rapido que

en tiempo T = %

3.3. El problema de momentos en tiempo minimo

Coloquemos ahora T = £, entonces las ecuaciones (3.31) y (3.32) toman la forma

a’

S
BiS a k
_4—ka = vfo‘ Ccos %at -u(t)dt, k=1,3,5,..., (3.33)
AS (. mk
ﬁ = fo sin%at u(tdt,  k=1,3,5,... (3.34)
Asumiendok=2m -1, m=1,2,3,... reescribimos este sistema en la forma
S
" a 2m—1
_BuS _ f cos M=V, L vdt m=1,2,3,..., (3.35)
4a 0 S
S
A,S e am-1
> :ﬁ sin —El( mS )Tct-u(t)dt (3.36)

Planteamos ahora el siguiente problema:

Encontrar en el intervalo [0, %] una funcién de control u(t) cuya norma sea la

minima. Consideremos el caso cuando en calidad de norma de la funcién u(t) se

toma la forma cuadrética 1
s 3
ull = ( f |u<t>|2dt] . (3:37)
0

Nosotros vamos a minimizar el cuadrado de la norma, es decir,

lulf? = fo (et (3.38)
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De esta manera, obtenemos un /-problema de momentos. En virtud al teorema
2.1, la condicién necesaria y suficiente para que este problema tenga solucién es
que sean solubles todos los [-problema de momentos finitos, es decir, problemas
en los cuales el indice m en las condiciones (3.35) y (3.36) toman el valor de 1 hasta
n, donde n es un ntiimero positivo entero fijo.

Con base en el teorema 2.2, para que el [-problema de momentos finito tenga
solucion, es necesario y suficiente que sea soluble el siguiente problema.

Hallar

" 2 12
) an(Zm — 1) ar(2m — 1) _1
min lf _ — < t + 1, cos S t)} dt] =1 (3.39)

ErMk

bajo la condicién

y (’1’255 Bu Snm) 1. (3.40)

m=1

Ademads, la norma minima del control u(t) que se determina por la igualdad
(3.39) serd igual a A, mientras que la funcién buscada tiene la forma

- 2m -1 2m —1
ul(t) = A? Z:; & sin %t +1° cos zm(rg—)tl (3.41)

donde &9, 1% m =1,...,n, es solucién del problema (3.39) y (3.40).

Calculemos ahora &), y ), m =1,...,n. Para la regla de los multiplicadores
de Lagrange existe un ntimero u para el cual las derivadas parciales respecto de
Em Y N de 1a funcién

n 2
f(&n) = ‘fo [Z (Em sin wt + 1], COS %t)] dt— (3.42)

”‘Z( ) 4 ’7’”)

en el punto del extremo & = &% y 1 = n° se reducen a cero. Aqui hemos usado la
notacion & = (&y,...,&,), 1 =(M,...,M.). De esta manera tenemos:

fEN . (. . an@m-1)
5 =2 fo (;émsmTH (3.43)

EY(9)

+1)k COS

an(2m — 1)t) sin an(2p — 1) A,S 0 b=l

S i
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y
ofE,m _ - an(Zm .,
o f Z Epsi (3.44)
— 2p—1 B,S
+nkcosan(21; 1)t) cos[m( Z )t] dt + ‘U4La =0.

Abriendo los paréntesis en las tltimas igualdades y tomando en cuenta que el

sistema
2m —1 2m —1
{sin %t, cos %t}, m=1,2,...

es ortogonal en [0, %] tenemos:

S
o ,an(2p—-1) A,S
2;7]; sin’ —— —tt-p =0, p=1..n (3.45)
S
i ,an(2p—1) BLAS B
2n, f(; cos — g tdt + u PR 0, (3.46)
de donde obtenemos los valores extremos
A,S 2a A,
Sty 5 -ty
0 B,S  2a _ B,

b= e s T Ty

Sustituyendo los valores obtenidos £° y n° en la condicién (3.40) obtenemos la
ecuacion para hallar el pardmetro p :

Z”: ALS BiS \_.
4 16a 16a !

m=

en donde 16
H=— . ,
$Y (A2 +B2)
m=1
£0 4aA, ’
) (42 +B2) (3.47)
m=1
772 _ 4aB,
S) (A% +B)
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Calculemos ahora los valores de minimo de la integral (3.39)

1 & U . an(2m—1) ok an(Zm—l)
B _\fo lZ(4Am5m—5 t 4Bmcos—s dt

m=1

2 pEron
_w . an(2m —1) B ar(2m — 1)
=1 O [Z (Am sin — g t — B,, cos —S dt.

m=1

En virtud de la ortogonalidad del sistema de funciones obtenemos

1 HS N (42 2
De donde usando la ecuacién (3.47) para p tenemos
1 8a

v Szn: A2 +B2

y consecuentemente,

n

A2 = SS—aZ(A; +BY) y A%, = %, X = =3

m=1

3.4. Solucién del problema

De esta manera, el control buscado se expresa de la siguiente manera

1 v . an(m—1) art(2m — 1)
ud(t) = 5 mZ:; A, sin Tt — B,, cos Tt' (3.48)

donde A,, y B,, son los coeficientes de Fourier dados en (3.9) y (3.10) respectiva-
mente.
El cuadrado de la norma es minima e igual a

n

OIP = 2 3 (43 + B2). (3.49)

m=1

Pasando al limite, cuando n tiende al infinito, obtenemos el control 6ptimo
buscado (respecto del minimo del cuadrado) y se determina mediante la expresiéon

2 1 2m -1
W) = = ZA sin T2 =), Bmcosan(n;—)t, 0<t<>  (350)
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ademas

[ee]

min (P = IO = o Y (42 + B). (351)

m=1

Sea dado la velocidad inicial igual a cero, es decir, I';(x) = 0 de (3.9) es claro que
los coeficientes A,,, m =1,2,...son coeficientes de Fourier de la ecuacion inicial
I'o(x) € [0, S] respecto de las funciones sin %"t, k=1,2,..., por eso tiene lugar la

igualdad de Parseval
ZAZ - f [To()]? dx

y consecuentemente, en este caso

% 2 2 0 2 ° 2
[ et = mina = 1R = - [ irocoras

de esta manera la tltima formula da el valor minimo de la energia del control
u(t) bajo el cual en tiempo T = 2, es posible que el sistema oscilatorio obtenga
completamente el estado de reposo

Veamos que el control se puede escribir explicitamente en términos de las
funciones I'y(x) y I'1(x).

Coloquemos en la férmula (3.50) los valores de los coeficientes A,, y B,, del
control 6ptimo definidos mediante (3.9) y (3.10). Tomando en cuenta que I'y(x) y
I'1(x) son simétricos respecto de la mitad del intervalo [0, %] tenemos

W0(t) = % mZ‘ % f (&) sin @wa sin %t— (3.52)

2 s . n(2m—-1) arnt(2m — 1)
_m jo‘ I'1(&)sin ngé cos Tt.

Con ayuda del cambio de variable & = at e integracion por partes tenemos

(2 -1
Tl)f I'1(&) sin ————

ot _
= 24 lf I (aT)dT] cos an(2m — 1) tdt
o LJo

e de = (3.53)

S S
Aqui utilizamos el hecho

art(2m — 1)1L . B
—— | =

sin

0
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Utilizando la identidad obtenida (3.53), la férmula (3.52) para el control 6ptimo
se puede escribir de la forma

(ee) §
1 2a (¢ . an(2m—1) . an(2m—1)
0 = — — _— I — t
u’(t) > m; S L [y(at) sin S tdt sin S +

S v

a 2m—1 2m—1

+2_a f I'1(at)dt|cos Mt’dt’ cos Mt,
S Jo |Jo S S

0<t<

2|

Pero la tltima expresion para el control 6ptimo por definicién del desarrollo
en series de Fourier se puede representar de la siguiente forma

ul(t) = %lfo(at)+ fo rl(aT)dT], 0<t< g (3.54)

u(H) =0 para s <t

La férmula obtenida tiene un sentido fisico sencillo si I';(x) = 0. En éste caso bajo
la influencia del control desde los puntos terminales del medio oscilatorio van al
encuentro, con velocidad a las ondas cuyas formas coinciden con la distribucién
inicial de movimiento, ademaés de cada lado viaja una onda de amplitud media.



Capitulo 4

Ejemplos

En los siguientes ejemplos se resuelve el problema planteado al inicio del
capitulo 3. Utilizando los resultados dados se obtiene el control 6ptimo.

Ejemplo 4.1. Consideremos una onda que se describe en el momento t = 0 por la igualdad
To(x) = Asin %x, 0<x<S§,

mientras que la velocidad es cero, es decir, I'1(x) = 0.

Para lograr el estado de reposo de la onda estética en tiempo 2 con gasto

a
minimo de energia se requiere utilizar un control de la forma

A an a
0 .
u(t) = —sin —t, 0<t< -,
® 2 S S
el cual lo obtenemos utilizando la ecuacién para el control (3.54), cuyo valor
minimo de energia es igual a

S
. 1
f us(hdt = —A>.
0 4

Ejemplo 4.2. Hallar el control u(t) para hacer que el medio oscilatorio esté en reposo, si
en el momento inicial la distribucion tiene la forma

Io(x) =Ty = constante, y I'; =0.
En correspondencia con las férmulas (3.50), (3.9) y (3.10) obtenemos los valores

para A,, y B,, como en (3.14), asi entonces el control 6ptimo que envia a reposo al
sistema en tiempo % con gasto de minimo de energia tiene la forma

2T w— 1 _an(2m —1)
0 _ 0
u(t) = — m; @m=1) sin t.

S
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La suma de esta serie es igual 7 y consecuentemente

r S
0t = =2 Z
u-(t) X O<t<a

Entonces la norma de u(t) es:

3 S 2
a 1 ST

2tt:—f o dx = —2.
fo”()d 7 ) [Moldr=

Ejemplo 4.3. Sean Ty(x) = (x - %)2 y I'1(x) = 1. Hallar el control u(t) tal que |[u(t)|| <1
de manera que la funcion Q(x,t) (0 < x < S) (0 <t < T) obtenga su estado de reposo en
tiempo T minimo, es decir, Q(x, T) = 0y Qu(x, T) = 0.

Sean I'y(x) = (x - %)2

y como Q(x, t) es solucién de la ecuacion de onda, tenemos que paraS =nya =1
y de acuerdo a las ecuaciones (3.9), (3.10)

T = it~ U1

ademads observemos que el tiempo minimo esiguala T = 2 = 7.

Ar = [1-(-D, B

Con base al sistema de ecuaciones (3.35) y (3.36) y a las ecuaciones (3.9), (3.10)
podemos asumir k = 2m —1 (m = 1,2,3,...) y reescribimos este sistema de la
siguiente manera

__(2m1 12~ f n cos[(2m — Dtu()dt ~ m=1,2,3,... (4.1)
B 0
(21:(2_,”1 fq)g ° - fo ' sin[(2m — 1)tlu(t)dt. (4.2)

Ahora, vamos a minimizar el cuadrado de la norma, es decir,

lulf? = fo ()P, (4.3)
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lo que nos permite llegar completamente al problema de momentos. Con base a
la teoria presentada en el capitulo 2 de esta tesis, para que este problema tenga
solucion es necesario y suficiente que sea soluble el siguiente problema:

Hallar

min {fﬂ [Z (Emsin((2m — 1)t) + 1, cos((2m — 1)t))2] dt}2 = %, (4.4)
0 m=1

EkMie

bajo la condicién

= (2m -1’ —8 1 ~
MZ:;( 4(2m —1)3 Em = 2m —1)2 ’7’”) =1, (4.5)

en esto la norma minima del control u(t) definido por la ecuacién (4.4) sera igual
a A mientras que la funcién buscada tiene la forma

() = A2 Z £ sin((2m — 1)b) + n2, cos((2m — 1)p), (4.6)

m=1
donde &9, 1% m =1,...,nessolucion del problema (4.4) y (4.5).

Entonces de acuerdo a la regla de los multiplicadores de Lagrange y con-
siderando la condicion (4.5) obtenemos:

16

R @m - 121 — 8\ 4 2
T 1( (2m —1)37 )+((2m—1)27'()

m=

4[(2m — 1)*rt — 8]

5 ((@m = 1) - 8 4 ) 4.7)
@m—17r) " [( @m—1yn ) " (m) ]

m=1

&, =

B 16
n 2 2
22 2m-1>n -8 4
@m=1)yn ; (( (2m - 1)*n " (2m — 1)’
Asi que calculando ahora los valores de minimo de la integral (4.4) obtenemos:
Azzzi (2m—1)27'(—82+ 4 ?
8 & (2m —1)3n 2m-12n) |

2m —1)°m -8
Azém:( ) 3 ’
2(2m —1)°n

M =

2

2 e —
At = (2m —1)*nt
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de esta manera el control buscado, se expresa de la siguiente forma

I1v @m—-1>%n-8 . 4
MOERS 2m — 1)t — ————— cos(2m — 1)t. 4.
u,(t) > mZ:; @m—17n sin(2m — 1) @ = 17n cos(2m — 1) (4.8)
Cuya grafica paran = 15 es:
T tl/"
/‘/‘

) Vad |
(98 F’/"

’ ’ \Fc: R T S T A EE)

El cuadrado de la norma es minima e igual a

luy(B)IP = A% (4.9)
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Solucion de ecuaciones homogéneas

Consideremos el problema de Cauchy:
Wy — AWy = 0, O0<x<L (.1)

con condiciones iniciales

w(x,0) = P(x),
02,0) = H(2), } 0<x<L (.2)

y condiciones de contorno

w@o:hwm} 50 (:3)

wi(l, t) = hi (),

Para solucionar este problema es conveniente llevarlo a un problema con condi-
ciones de contorno homogéneas, para tal efecto consideremos Q = w — v donde

v = Th(t) + (1 — %) ho(t); tal que al sustituir Q en (.1),(.2) y (.3) obtenemos:

Qu=*Qu =~ ()= (1= T () = fx, D) (4)

con condiciones iniciales

Q(x, 0) = P(x) — £hy(0) — (1= £) ho(0) = h(x), (5)
Qi(x, 0) = p(x) = 2h;,(0) — (1 - £) iy (0) = g(x), '
y con condiciones de contorno
Q(0,4) =0,
QL H =0, ()

Con base a lo desarrollado anteriormente consideremos el siguiente problema:

Qu=a"Qu+ f(x,t), a*= %’ 0<x<l (.7)
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con condiciones iniciales

Q(x, 0) = h(x),
Qi(x, 0) = g(x), } 0<x<I (.8)
858 g - 8: } £>0. 9)

Vamos a buscar la solucién del problema en la forma de una serie de Fourier
con respecto a x

= . Tin
Q1) = ) Qu(B)sin 7, (.10)
n=1 !
considerando a t como pardmetro. Para hallar Q(x, ) es necesario determinar la

funcién Q,(t). Representemos la funcién f(x,t) y las condiciones iniciales en la
forma de series de Fourier

fort) = T2 fu®sinTx, fu(t) = 2 [ F(E, ) sin TEdE

hx) = Lo () sin @y, hy, =2 [ h(E) sin TEdE (11)

o s n ! s n
() = Ll gu()sin By, gy =7 [ g(&)sin rede
Sustituyendo la forma propuesta de solucién (.10) en la ecuacién (.7)
°° 2
Y sin “x {—a2 (5] Qutr - Qe + fn(t)} ~0.
n=1

Veamos que ésta se va a satisfacer si los coeficientes de esta serie son cero, es decir,

2
Qi+ ("2 ) Qut = £, (12)

Para determinar Q,(t) hemos obtenido una ecuacién ordinaria con coeficientes
constantes.

Las condiciones iniciales dan
Q(x,0) = h(x) = X1 Qu(0) sin Zx = Y07 hy, sin Zx,

Qi(x,0) = g(x) = X,y Q,(0)sin B = Y7 ¢, sin Bt
de donde se sigue

Qn(o) = hy, } (13)

Q(0) = gu.
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estas condiciones determinan completamente la solucién de la ecuacién (.12). La
funcién Q,(t) se puede representar en la forma

Qu(H) = Qi) + Q) (B),
donde
Z t
Q) = — fo sin ”T”a(t — ) fy(r)dt (14)

es la solucién de la ecuacion no homogénea con condiciones iniciales cero y

1) = o cos “at + ——¢ sin ™
Q, (t) = hy, cos l at + nnag” sin — at (.15)

es solucién de la ecuacion homogenea con condiciones iniciales dadas. De esta
manera la solucién buscada se escribe en la forma

Qlx, t) = Z{ % fo sin ?a(t — 7)sin $x fo(D)dT+ (.16)

(o]

+Z (h cos —at o : — 8 sin ] at) sin T[lnx

n=

donde
L@ 2 [ F(&, ) sin 2gdg

Tna nna (17)

= 2 [ [Eh) - (1 - £) (o)) sin = ede.

Considerando hjj(t) = hy(t) = h"’(1), sustituyéndolo e integrando en (.17) para

2
h'(t) = —(#) u(t), donde u(t) es la condicién de contorno en (3.4) y (3.5),

tenemos

[ 2a "
%fn(’t) =T [1 - (1" u(7).
Por lo tanto, (.16) toma la forma

(]

l
Qx, t) = Z (hn cos 7ITnat + %gn sin 7ITnat) sin 7ITnx+ (.18)

n=1

f — [1 —(=1)"]sin Ta(t — 1) sin nTnx u(t)dr.
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Convergencia de la serie de Fourier [5][Pags. 452 - 456]

El teorema siguiente ofrece una condicion suficiente para que la serie de Fourier
converja uniformemente.

Teorema .1. Si una funcion f es absolutamente continua y la derivada de f pertenece a
L*[-mn, 7], la serie de Fourier de la funcién f converge hacia f uniformemente en toda la
recta.

Series de Funciones

Convergencia uniforme e integracién
de Riemann-Stieltjes

Definicién .1. [2] Sea f definida en [a, b]. Si P = x¢,x1, ..., X, es una particion de [a, b],
escribiremos Arf = f(xx) — f(xx-1), parak = 1,2,...,n. Si existe un niimero positivo M
talque

n

Y IAfd <M

k=1

para toda particion de [a, b], entonces diremos que f es de variacién acotada en [a, b]
Teorema .2. Si f es monétona en [a, b] entonces f es de variaciéon acotada en [a, b].

Teorema .3. Sea v de variacion acotada en [a, b]. Supongamos que cada término de la
sucesion f, es una funcion real tal que f, € R(a)! en [a,b] para cada n = 1,2,.

Supongamos que f, — f uniformemente en [a,b] y definimos g, = f fa(t)da(t) si

x €la,b], n=1,2,... Entonces tenemos:
1. f € R(a)en [a,b]
2. g, — g uniformemente en [a, b] en donde g(x) = f f(t)yda(t).

Nota .1. La conclusion implica que, para cada x en [a, b], podemos escribir

lim f " fu(tda() = f x lim f, (t)da(?)

!Denotemos mediante R(«) al conjunto de las funciones Riemann-Stieltjes integrables respecto
de a.
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Esta propiedad se enuncia a menudo diciendo que una sucesién uniforme-
mente convergente se puede integrar término a término.

Teorema .4. Sea v de variacion acotada en [a,b], y supongamos que Z fa(x) = f(x)
n=0
(uniformemente en [a, b]), en donde cada f, es una funcion real tal que f, € R(a) en [a, b].

Entonces tenemos:

1. f € R(a)en [a,b]

2. f: ; fa(t)da(t) = ; j:( fa(t)da(t) (uniformemente en [a, b])

Diferenciacién e integracion

Teorema .5 (Regla de Leibnitz). [10][Pag. 390] Sea
I(t) = f(x, t)dx

donde f(x,t)y % son continuas en el rectdngulo [A, B] X [c,d] donde [A, B] contiene la
union de todos los intervalos [a(t), b(t)], y si a(t) y b(t) son funciones continuas en [c,d],
entonces

("0 of

i, =, Odx + f(b(b), ' (1) - fla(t), Ha' (1)

Teorema .6 (Convergencia uniforme y diferenciacién). [2] Supongamos que cada f,
es una funcion real definida en (a, b) tal que la derivada f,(x) existe para cada x de (a, b).
Supongamos que para un punto x, de (a,b), por lo menos, la serie ), f,(xo) converge.
Supongamos ademds que existe una funcion g tal que ), f,(x) = g(x) (uniformemente en
(a,b)). Entonces:

1. Existe una funcion f tal que Y, f,(x) = f(x) (uniformemente en (a, b))
2. Six € (a,b), laderivada f'(x) existe y es igual a ), f,(x).

Conjuntos medibles [9][Pags. 244-248]

Medida exterior de un conjunto

Sea E un conjunto arbitrario sobre una recta numérica. Se denomina recubri-
miento S = S(E) de un conjunto E a todo sistema finito o numerable de intervalos
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{A,}, la suma de los cuales contiene el conjunto E. La suma de longitudes de to-
dos los intervalos {A,} que integran el recubrimiento S = S(E) se denotard con el
simbolo o(S).

Asi pues,

o(S) = ) 1Al < oo.

Definicién .2. Se llama medida exterior del conjunto E a una cota inferior exacta de o(S)
sobre el conjuto de todos los recubrimientos S = (SE) del conjunto E.

La medida exterior del conjunto E se denotara con el simbolo |E|". Asi pues,
por definicion
E|" = info(S
EF = infa(S)

Conjuntos medibles y sus propiedades

Definicién .3. Un conjunto E se llama medible, si para cualquier niimero positivo &
existe un conjunto arbitrario G que cotiene E y es de tal indole que la medida exterior de
la diferencia G \ E es inferior a ¢.

La medida exterior del conjunto medible E se llamard medida de dicho conjunto
y se denotara con el simbolo |E|.

Teorema .7. Todo conjunto abierto es medible, con la particularidad de que su medida es
igual a la suma de intervalos disjuntos dos a dos que lo componen.

Teorema .8. Todo conjunto cerrado F es medible.

Corolario .1. Para que un conjunto E sea medible, es necesario y suficiente que para
cualquier niimero positivo ¢ exista un conjunto cerrado F que se contenga en E y que sea
de tal indole que la medida exterior de la diferencia E \ F sea inferior a ¢

Funciones medibles [9][Pags. 251 - 256]

Concepto de funcion medible

En lo que sigue adelante se examinardn las funciones que estdn definidas
en los conjuntos medibles de la recta ntimerica ordinaria y que toman valores
pertenecientes a la recta nimerica extendida.

Convengamos en denotar con el simbolo E[f satisface la condicién A] un con-
junto de todos los valores x en E, para los cuales f(x) satisface la condicién A.
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Definicién .4. Una funcion f(x) definida en un conjunto E se denomina medible en este
conjunto, si para cualquier niimero real a el conjunto E[f > a] es medible.

Teorema .9. Para que una funcion f(x) sea medible en el conjunto E, es necesario y
suficiente de que uno de los siguientes tres conjuntos:

E[f>al, E[f<al E[f<a] (.19)

sea medible para cualquier a real.

Propiedades de las funciones medibles

Definicién .5. Dos funciones f(x) y g(x), definidas sobre un conjunto medible E, se
denominan equivalentes (denotandolo como f ~ g) en dicho conjunto, si el conjunto
E[f # gl es de medida cero.

1. Si las funciones f(x) y g(x) son equivalentes en el conjunto E y si f(x) es
medible en E, serd también medible en E la funcién g(x)

Sucesiones de funciones medibles

Teorema .10. Si una sucesion de funciones { f,(x)}, medibles sobre el conjunto E, converge
casi en todo punto de E hacia una funcion f(x), la funcién f(x) serd medible en E.

Definicién .6. Supongamos que las funciones f,(x) (n =1,2,...) y f(x) son medibles en
un conjunto E y toman casi en todo punto de E valores finitos. Se dice que la sucesion { f,(x)}
converge hacia f(x) en medida sobre el conjunto E, si para cualquier niimero positivo € se
verifica una igualdad

Hm [E[lf = ful 2 €]l = 0 (:20)

Integral de Lebesgue [9][Pags. 258 - 261]

Conceptos de integral de Lebesgue de una funcién acotada.

Llamaremos particién de un conjunto medible E a toda familia T de un nimero
finito de subconjuntos medibles y disjuntos dos a dos E1, E, ..., E, del conjunto E
que en suma integran el conjunto E.

Para denotar la particién del conjunto E se empleard el simbolo T = {E}}_,, o
bien un simbolo mas breve T = {Ej}.
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Examinemos en el conjunto E de medida finita una funcién acotada f(x). Para
una particién arbitraria T = {E;} del conjunto E, designemos por los simbolos M
y my las cotas exactas superior e inferior, respectivamente, de la funcién f(x) sobre
un conjunto parcial E; e introduzcamos en el andlisis dos sumas

Sr = ;Muw y sr= ; mi|Ex]

que se denominan sumas superior e inferior, respectivamente de la particiéon T.
Notemos enseguida que para toda particion T = {Ej}

st < St (21)

Para cualquier funcién f(x), acotada sobre el conjunto de medida finita E, tanto
el conjunto de todas las sumas superiores {St}, como también el de todas las sumas
inferiores {sr} (correspondientes a toda clase de particiones T = {E;} del conjunto
E) estdn ambos acotados. Por eso, existe una cota inferior exacta del conjunto {Sr},
que se denotard con el simbolo [ y se llamaré integral superior de Lebesgue, y una
cota superior exacta del conjunto {st} que se denotara con I y se llamara integral
inferior de Lebesgue.

Definicién .7. Una funcion f(x), acotada sobre conjunto de medida finita E, se denomina
integrable segiin Lebesgue en dicho conjunto, si I = I, es decir, si las integrales de Lebesgue
superior e inferior de dicha funcion coinciden.

En este caso el numero [ = I se llama integral de Lebesgue, extendida a E,
respecto de la funcién f(x) y se denota con el simbolo

fE‘ f(x)dx.

Corolario .2. Toda funcién integrable segiin Riemann es integrable segiin Lebesgue, con
la particularidad de que las integrales de Lebesgue y de Riemann respecto de tal funcion
coinciden.

Teorema .11. Cualquiera que sea un conjunto medible de medida finita E, toda funcional
f(x), acotada y medible sobre E, es integrable en dicho conjunto.

Espacio L* [9][Pags. 276 - 278]

Recordemos que un espacio lineal R se llama normado, si se cumplen las
siguientes dos exigencias: 1) se conoce una regla, por cuyo intermedio a todo
elemento f del espacio R se le pone en correspondencia un ntiimero real llamado
norma de dicho elemento y denotado con el simbolo |||, 2) la citada regla satisface
los siguientes tres axiomas
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L IflIl>0,si f#0%[Ifll =0,si f =0.
2. |[Afll = Al - |Ifll para todo f y todo ndmero real A.

3. Paracualesquiera f y g se verifica la desigualdad triangular || f + gl < || fI|+]glI

Examinemos en el espacio normado lineal R una sucesién arbitraria de ele-
mentos {f,}

Definicién .8. Una sucesion {f,} de elementos de un espacio normado lineal R se llama
fundamental, si

lim ”fm_fn” =0
m=>n

n — oo

Definicién .9. Se dice que una sucesion {f,} de elementos de un espacio normado lineal
R converge en R hacia un elemento de este espacio f, si

lim |1, - £l =0

La convergencia de esta indole se denomina también convergencia en norma,
o convergencia fuerte en R.

» Toda sucesion de elementos {f,} convergente en R es siempre fundamental.
= Sif, — f entonces ||f,|| = [|f]| (Continuidad de norma)

Definicién .10. Un espacio lineal normado R se llama completo, si toda sucesion fun-
damental de elementos {f,} del espacio R converge en R hacia cierto elemento f de este
espacio.

Propiedades del espacio L*(E) [9][Pags. 395 - 396]

Se denomina espacio L*(E) a un conjunto de todas las funciones {f(x)} de tal
género que cada funcién f(x) es medible sobre el conjunto E, y cada funcién f3(x),
integrable en el sentido de Lebesgue sobre un conjunto E, con la particularidad
que no distinguimos funciones equivalentes sobre E, considerdndolas como un
solo elemento de L*(E).

El espacio L*(E) es un espacio normado lineal con la norma de cualquier ele-

mento f(x) de la forma
= [ rooms) (22

20, elemento nulo del espacio R
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Ademas L*(E) es un espacio dotado de producto escalar de cualquiera dos
elementos f(x)y g(x) de la forma

(f,8) = fE f(x) - g(x)dx. (.23)

De (.22) y (.23) se deduce que la norma y el producto escalar en L? estén ligados

entre si mediante la relacion
fll = ~(f, f)-

Recordemos, ademas que el espacio L*(E) es completo.

Definicion .11. Un sistema de elementos {@,}, se llama base del espacio L*(E), si a todo
elemento f de L*(E) le corresponde univocamente un desarrollo de este elemento en serie
Y1 Cu@n CON coeficientes constantes c,, convergente hacia el elementos f en la norma del
espacio L*(E).

Los siguientes resultados se pueden ver en el libro [9][Pags. 402 - 406]

Definicion .12. Una sucesion {f,(x)} de elementos del espacio L*(E) se denomina débil-
mente convergente hacia un elemento f(x) de este espacio, si para cualquier elemento g(x)
de L*(E) es vdlida la relacion

(fi,8) — (f,g) para n — oo.

o bien, que es lo mismo
f fa(x)g(x)dx — f f(x)g(x)dx para n — oco.
E E

Notemos que la convergencia de {f,(x)} hacia f(x) en la norma de L*(E) se
deduce convergencia débil de {f,(x)} hacia f(x).

Definicién .13. Sea R un espacio lineal normado. La transformaciéon | : R — R que actiia
sobre el espacio R y toma valores reales se llama funcional.

Definicion .14. Una funcional I(f) definida sobre los elementos f del espacio L*(E) se
llama lineal, si para cualesquiera dos elementos f,¢ € L*(E) y a, B € R se verifica la
igualdad

laf +pg) = al(f) + pI(g).

Definicion .15. Una funcional I(f), definida sobre los elementos f del espacio L*(E) se
llama continua en un punto f, de dicho espacio, si para cualquier sucesion {f,,} de elementos
de L*(E), convergente en norma de L*(E) hacia el elemento fo, una sucesion numérica I(f,,)
converge hacia I(fy).
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Definicién .16. Una funcional I(f) se denomina simplemente continua, si es continua en
cada punto f del espacio L*(E).

Observemos que si una funcional lineal en L?(E) es continua al menos en un
solo punto de L*(E), sera continua en todo punto de L*(E), es decir, simplemente
continua.

Definicion .17. Un conjunto infinito E de elementos de L? se llama débilmente compacto,
si en cualquier sucesion de elementos {f,}, pertenece al conjunto E, puede elegirse una
subsucesion débilmente convergente.

Ademads, en L2(E) se tienen afirmaciones tales como

1. Cualquier conjunto acotado en norma de L?(E), que contiene un nimero
infinito de elementos de L*(E), es débilmente compacto.

2. Para toda funcional lineal continua I/(f) definida sobre los elementos f del
espacio L?(E), existe uno y s6lo un elemento g del espacio L*(E) de tal género
que para todos los elementos f del espacio L*(E) se verifica una igualdad
I(f) = (f, g), con la particularidad de que

= iy O _
1] —Sfliloo T lIgI-

Otros conceptos

Lema .1. Para cualesquiera funciones f(x) y g(x), integrables sobre el segmento [a, b], se

verifica la siguiente desigualdad
b b
< f f2(x)dx f 22(x)dx

llamada desigualdad de Cauchy-Buniakovski

b
f flx)g(x)dx

Teorema .12. Sea f una funcién par. Entonces f’ es una funcién impar.

Los siguientes resultados se pueden ver en [5]

Definicién .18. Sean L un espacio lineal, Ly sub espacio lineal de L. Sea f € Ly un
funcional lineal. Un funcional lineal f, definido sobre todo L, se llama prolongacién del
funcional fy cuando

f(x) = fo(x) Vx € L
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Teorema .13 (Teorema de Hahn-Banach). Sea E un espacio normado real; L, un subes-
pacio suyoy fo un funcional lineal acotado sobre L. Este funcional lineal se puede prolongar
a un funcional lineal f, definido sobre todo E, sin aumentar la norma, esto es, de manera

que
Il foll = 1lf1le

Teorema .14. Si A C X es compacto entonces cada sucesion {a,} C A tiene un subsucesion
convergente en A

Teorema .15. Para que cualquier funcional lineal f € E* no tenga elementos extremos o
para que sus elementos extremos difieran uno del otro solamente con un factor escalar (es
decir, que f sea normal), es necesario y suficiente que el espacio E sea estrictamente norma-
do, es decir, para cualesquiera dos elementos arbitrarios g y h en la relacion (desigualdad
del tridngulo)

lg + hll < ligll + Ik

el signo de igualdad tenga lugar solo y solo si g = Ahy h = Ag, donde A > 0.
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