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Introducción

En el presente trabajo consideramos una cuerda vibrante acotada en el intervalo
[0,S] (ver Figura 1.). Asumimos que están dadas la amplitud inicial Γ0(x) y la
velocidad inicial en cada punto Γ1(x). Donde Γ0(x) y Γ1(x) están definidas en [0,S]
y son C1 a trozos.

Las condiciones de contorno de la cuerda vibrante están descritas por las
funciones u1(t) y u2(t). Nuestro problema consiste en hallar las funciones u1(t) y
u2(t) de la clase L2[0,T] tal que el estado y la velocidad de la cuerda vibrante
en tiempo T, para x ∈ [0,S], sea cero. Además, requeriremos que el tiempo T
sea el mı́nimo posible, este problema se llama el tiempo de control óptimo de
una cuerda vibrante, el cual será reducido al problema de momentos en espacios
normados(ver capı́tulo 3).

A continuación daremos el planteamiento del problema en términos de una
ecuación diferencial en derivadas parciales, más precisamente, la ecuación de onda
con condiciones iniciales dadas y condiciones de contorno por determinar.

0.1. Planteamiento del problema

Consideremos la ecuación de onda con condiciones iniciales dadas y condi-
ciones de contorno siguientes:

∂2Q
∂t2 = a2∂

2Q
∂x2 , 0 ≤ x ≤ S, 0 ≤ t ≤ T, (0.1)

Q(x, 0) = Γ0(x),
∂Q
∂t

∣∣∣∣∣
t=0
= Γ1(x), (0.2)

Γ0,Γ1 ∈ C1 a trozos. Sea el control u(t) = (u1(t),u2(t)) con u(t) ∈ L2
2[0,T]1

Q(0, t) = u1(t), Q(S, t) = u2(t). (0.3)

1u(t) ∈ L2
2[0,T] si u1(t) y u2(t) son medibles y

∫
[0,T][u

2
1(t) + u2

2(t)]dt existe.
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Se requiere hallar el control u(t) tal que (0.1)-(0.3) satisface

Q(x,T) =
∂Q
∂t

∣∣∣∣∣
t=T
= 0, (0.4)

donde T es tiempo mı́nimo. Además

||u(t)||L2
2[0,T] ≤ �, � > 0. (0.5)

En el presente trabajo consideremos el caso en que u1(t) = u2(t) = u(t). Conse-
cuentemente, utilizaremos el espacio L2[0,T] en lugar del espacio L2

2[0,T]. En este
caso, la desigualdad (0.5) tiene la forma

||u|| ≤ l (0.6)

donde l = 1

2
1
2
�.

Interpretación fı́sica

Fı́sicamente el problema considerado consiste en mover los puntos terminales
de la cuerda vibrante a lo largo de las rectas (0,Q) y (S,Q) en el plano xQ, de tal
manera que la cuerda con condiciones iniciales Γ0(x) y Γ1(x) se lleve a reposo en
tiempo mı́nimo T, es decir, Q(x,T) = Qt(x,T) = 0, para x ∈ [0,S]. El mencionado
movimiento en los puntos terminales está dado por las funciones

u1(t) = u2(t) = u(t), t ∈ [0,T], (0.7)

las cuales debemos hallar. Además, el control u(t) ∈ L2[0,T] debe satisfacer la
condición ||u(t)|| ≤ l.

Figura 1. Control en los puntos extremos.



0.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA III

En virtud a la condición (0.7), para que exista solución del problema planteado,
las funciones Γ0(x) y Γ1(x) deben ser simétricas respecto de la mitad del intervalo
[0,S] (ver pag. 23).

El problema planteado esta inmerso dentro del área de la teorı́a de control,
ésta disciplina pertenece tanto a las matemáticas aplicadas como a la ingenierı́a.
Más adelante veremos que este problema se puede trasladar a un problema de
momentos, el cual a su vez, pertenece al área del análisis matemático.

A continuación daremos algunos conceptos de la teorı́a de control, en particu-
lar, de la teorı́a del control óptimo.

Objetos controlables

En teorı́a de control se estudian, desde el punto de vista matemático, objetos
controlables.

Por ejemplo, se desea construir trayectorias a lo largo de las cuales un vehı́culo
espacial, controlado por un motor a propulsión, pueda llegar a su destino en un
tiempo mı́nimo o usando el mı́nimo de combustible.

En la teorı́a de control, controlar sistemas o modelos matemáticos obtenidos de
la naturaleza, que en general son muy complejos, significa manipular el sistema
para llevarlo a un objetivo dado.

Por ejemplo, un proceso de control descrito mediante un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que contiene control, llamado sistema controlable,
se escribe de la siguiente manera:

ẋ = f (x,u), x ∈ Rn, u ∈ Ω ∈ Rr,

Ω compacto. El problema de control consiste en: dados dos extremos x0, x1 y algún
T > 0, hallar una función u(t) continua a trozos en [0,T], llamada control, tal que
la trayectoria del sistema

ẋ = f (x,u(t)),

inicie en x(0) = x0 y termine en x(T) = x1.

Sobre el problema de control óptimo

En la antigua Grecia hechos como

La distancia entre dos puntos en un plano se obtiene sobre la recta que une
estos puntos.
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El cı́rculo es la forma que encierra el área máxima para una longitud de
parámetro dado.

ya eran conocidos para los griegos, quienes utilizaron un enfoque geométrico para
la solución de problemas de extremo o de busqueda de mı́nimos y máximos.

En el siglo XVIII apareció una teorı́a sistemática de resolución de tales proble-
mas, llamada Teorı́a de Optimización, la cual a rasgos generales trata de maximizar
o minimizar un funcional sujeto a condiciones sobre sus variables. En la práctica
estas variables las podemos observar como: temperatura, velocidad, información,
etc.

Por otra parte, la tecnologı́a ha sido parte importante en las aplicaciones de las,
tan variadas, técnicas de optimización, tal y como ocurre en el control óptimo de
cohetes y proyectiles; ası́ que la teorı́a de optimización puede considerarse como
parte de la teorı́a de control.

L. Pontryagin [1908 - 1988]

La teorı́a de control óptimo surgió como
tal en los años 50´s, gracias a los traba-
jos de Bellman [3], Pontryagin [8] entre
otros, en respuesta a los esfuerzos de los
estadounidenses y rusos por explorar el
espacio.

El control óptimo se ocupa del problema de hallar un control para un sistema
dado, tal que cierto criterio de optimalidad se cumple. Un problema de control
óptimo incluye un funcional, que es una función que depende de variables de
estado y de control.

0.2. Método de resolución

En el presente trabajo, siguiendo el libro de Butkovskii [4], se ha resuelto el
problema planteado para funciones iniciales Γ0(x) y Γ1(x) de clase C1 a trozos,
simétricas respecto de la mitad del intervalo [0,S]. Este problema se ha reducido
en un problema de momentos en espacios normados [7].

Los resultados expuestos en el capı́tulo 2 de esta tesis, corresponden a aquellos
enunciados en los libros de Ahiezer-Krein [7] y Butkovskii [4].

Nuestro trabajo ha consistido en elaborar, de manera detallada, la aplicación
de los resultados del capı́tulo 2 para la solución del problema de tiempo de control
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óptimo de la ecuación de onda.

A continuación indicamos algunos conceptos de la teorı́a del problema de
momentos.

Sobre el problema de momentos

Stieltjes [1856 - 1894]

El concepto de problema de momentos lo
introdujo Stieltjes en 1894, en cuyo honor
se introdujo el concepto de integral de
Stieltjes [1].
En su manuscrito sobre fracciones con-
tinuas Stieltjes escribió:

”Vamos a llamar problema de momentos al siguiente problema: Encontrar la
distribución de una masa positiva en el intervalo [0,∞), si son dados sus momentos
de orden k (k = 0, 1, 2, . . .).”

Dar una distribución de masa positiva en la recta [0,∞), significa dar una
función no decreciente σ(u) (u ≥ 0) tal que el incremento σ(β) − σ(α) representa
para cualquier α ≥ 0 y β > α la masa que corresponde al intervalo [α, β]. La masa
completa del conjunto [0,∞) se representa en la forma

lı́m
β→∞[σ(β) − σ(0)] =

∫ ∞

0
dσ(u),

mientras que ∫ ∞

0
udσ(u),

∫ ∞

0
u2dσ(u),

representan los momentos estáticos de la distribución de masa considerada y el
momento de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes llama momento generaliza-
do de orden k a la integral ∫ ∞

0
ukdσ(u).

Consecuentemente en el problema de Stieltjes se tiene una sucesión de números
sk (k = 1, 2, . . .) y se busca una función no negativa σ(u), para u ≥ 0, tal que se
satisface ∫ ∞

0
ukdσ(u) = sk, (k = 0, 1, 2, . . .)
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Antes de Stieltjes, el matemático ruso Chebyshev habı́a considerado trabajos
relativos al problema de momentos.

Chebyshev [1821 - 1894]

La interpretación mecánica del problema
de Chebyshev [1] se describe ası́: Sean
dados la longitud, el peso, el lugar del
centro de gravedad y los momentos de
inercia de una barra rectilı́nea con densi-
dad desconocida que cambia de un punto
a otro. Se requiere hallar la función den-
sidad, es decir,

c0 =

∫ b

a
f (u)du, c1 =

∫ b

a
u f (u)du, ck =

∫ b

a
uk f (u)du.

El problema de momentos se puede abordar utilizando varios métodos entre
los cuales podemos mencionar: las fracciones continuas, el método de M. Riesz,
teorı́a de operadores y la teorı́a de las funciones analı́ticas.

Contenido de esta tesis

En el primer capı́tulo se deduce el l−problema de momentos en un espacio
lineal normado abstracto, para un sistema de parámetros distribuidos. En el se-
gundo capı́tulo se dan las condiciones necesarias y suficientes para la solución
del l−problema de momentos en L2. También se dan los teoremas de existencia y
unicidad del funcional f cuya norma no supera a un valor l. En el capı́tulo tres,
aplicando los resultados del capı́tulo dos, se resuelve el problema de tiempo de
control óptimo de la ecuación de onda. El capı́tulo cuatro consiste de ejemplos. En
el apéndice se incluyen definiciones y resultados preliminares utilizados en esta
tesis.



Capı́tulo 1

El problema de momentos en
espacios normados

El método de problema de momentos es un aparato matemático bastante de-
sarrollado, en particular, el método l–problema de momentos es un aparato muy
fructı́fero para la solución de problemas de control óptimo de sistemas lineales.
La historia de la aplicación de este método ilustra ampliamente el hecho de que la
selección de un aparato matemático conveniente, permite resolver completamente
una clase de problemas de control. Para resolver el problema de control óptimo
es conveniente aplicar el método del l−problema de momentos el cual permite
tomar en cuenta las condiciones de acotamiento dadas sobre el control y sobre las
coordenadas actuales del objeto. Tales condiciones representan dificultades rele-
vantes en la construcción de sistemas de control óptimo y restringe la aplicación
de métodos clásicos del cálculo variacional.

Los métodos de ésta teorı́a permiten determinar la forma del control óptimo y
también demostrar los teoremas de existencia y unicidad. Ya que la aplicación del
control óptimo depende de un número de parámetros, el problema de momen-
tos permite organizar el proceso iterativo convergente para el hallazgo de estos
parámetros.

Éste método da un procedimiento de cálculo unificado independientemente
de la dificultad y orden del objeto lineal controlable y el número de controles
aplicados. Es interesante observar que el método no sólo es aplicable cuando se
tienen las restricciones sobre el control, sino, cuando se tienen restricciones sobre
las coordenadas del sistema.

Los resultados más generales en la teorı́a del l−problema de momentos han
sido descritos por M. G. Krein en el libro [7], quien formuló este problema en un
espacio lineal normado abstracto. Ya que estos resultados son muy importantes
en los problemas considerados, en la presente tesis vamos a describir algunas
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nociones de esta teorı́a.

N. Krasovsky [6] fue el primero en aplicar el problema de momentos a la
teorı́a de control óptimo de sistemas lineales descritos por ecuaciones diferenciales
ordinarias.

En esta tesis vamos a considerar la aplicación de resultados obtenidos en la
teorı́a del l−problema de momentos a problemas de control óptimo de sistemas
lineales, con parámetros distribuidos, es decir, cuyo estado es infinito dimensional,
por ejemplo en L2.

Consideremos el siguiente problema:

Sea el estado de un sistema lineal controlable con parámetros distribuidos,
descrito mediante la función Q̃(x, t), donde x es la variable de espacio que recorre
el intervalo [0,S], y t el tiempo que recorre el intervalo [0,T]. Sea que el sistema
está bajo influencia del control que depende del tiempo, caracterizado por la
función u = u(t). Vamos a asumir que la función u(t) pertenece a la clase L2 de
funciones medibles e integrables en módulo al cuadrado, además la norma de ésta
función no puede ser mayor a un número l dado, es decir,

‖u‖ ≤ l. (1.1)

La restricción (1.1) se puede escribir de la siguiente manera(∫ T

0
|u(t)|2dt

) 1
2

≤ l.

Ésta restricción corresponde a las necesidades energéticas del sistema.

Para la condición inicial Q̃(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ S, el estado del sistema controlable
lo vamos a describir mediante la fórmula

Q̃(x, t) =
∫ t

0
K(x, t, τ)u(τ)dτ, (1.2)

donde K(x, t, τ) es una función continua respecto de todas sus variables.

Planteemos el siguiente problema de control óptimo: Sea Q∗(x), 0 ≤ x ≤ S, una
distribución la cual se desea alcanzar. Hallar un control u(t) bajo la condición (1.1),
tal que la igualdad

Q∗(x) =
∫ T

0
K(x,T, t)u(t)dt, (1.3)

se satisfaga en tiempo mı́nimo T = T0.

Este problema se puede reformular de la siguiente manera:

Sea dada la función K(x, t, τ), la función Q∗(x) � 0 en el intervalo [0,S] y el
número l > 0. Hallar las condiciones necesarias y suficientes tal que exista una
función u(t) ∈ L2 para 0 ≤ t ≤ T y que satisface las condiciones (1.1) y (1.3).
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Ya que en la formulación de las condiciones necesarias y suficientes se tiene
al parámetro T (tiempo) como lı́mite superior de la integral (1.3), entonces el
problema de control óptimo se reduce al problema de hallar T = T0 mı́nimo, para
el cual se satisfacen las condiciones de solubilidad del l−problema de momentos.

Vamos a dar una formulación del l−problema de momentos. Tomemos un
sistema arbitrario completo de funciones o base de funciones en L2

{hk(x)}, 0 ≤ x ≤ S, k = 1, 2, . . .

y desarrollemos en virtud de este sistema, las funciones Q∗(x) y K(x, t, τ). Asu-
miendo que estas funciones son C1 respecto de x, para cada t y τ fijos del intervalo
[0,T], obtenemos

Q̂∗(x) =
∞∑

k=1

αkhk(x), 0 ≤ x ≤ S (1.4)

y

K(x, t, τ) =
∞∑

k=1

gk(t, τ)hk(x), 0 ≤ x ≤ S, 0 ≤ τ ≤ t ≤ T. (1.5)

Entonces la igualdad (1.3) toma la forma

∞∑
i=1

αihi(x) =
∞∑

i=1

∫ T

0
gi(T, t)u(t)dt · hi(x), (1.6)

igualando miembro a miembro los coeficientes que acompañan hi(x), i = 1, 2, . . .
en las partes izquierda y derecha de la igualdad (1.6) obtenemos un sistema nu-
merable de igualdades cuyo cumplimiento es una condición necesaria y suficiente
para la validez de la ecuación (1.3)

αi =

∫ T

0
gi(T, t)u(t)dt, i = 1, 2, . . . (1.7)

Los números αi se llaman momentos de la función u(t) respecto de la sucesión de
funciones {gi(T, t)}∞i=1.

Entonces el l−problema de momentos consiste en determinar las condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de la función u(t) ∈ L2 que satisface la
condición (1.1) y que tiene en calidad de sus momentos a los números αi, respecto
de la sucesión de funciones {gi(T, t)}.

De esta manera la solución del l−problema de momentos responde comple-
tamente a la pregunta: ¿Es controlable este sistema o no es controlable?, sı́ el
l−problema de momentos tiene una solución el sistema es controlable, en caso
contrario, el sistema es no controlable respecto de las condiciones iniciales y ter-
minales. Ya que los números αi y las funciones gi dependen de T y las condiciones
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necesarias y suficientes para la solución del l−problema de momentos están dadas
mediante los números αi y las funciones gi, entonces éstas condiciones van a de-
pender del parámetro T. El problema posterior consiste en hallar el valor mı́nimo
del parámetro T = T0 (que juega el papel del tiempo de traslado del proceso) bajo
el cual el sistema es aún controlable.

Notemos que la transformación de la igualdad (1.3) en el sistema de ecua-
ciones numerables (1.7) puede inmediatamente determinar la no solubilidad del
l−problema de momentos para algunos l y T, en efecto, por ejemplo, sı́ para algún
número fijo j, el número α j � 0 mientras gj(T, t) = 0 (es decir, en la descomposición
de la función K(x, t,T) está ausente el miembro gj(T, t)hj(x), mientras que el coefi-
ciente α j que acompaña al miembro hj(x) para la distribución Q̂∗(x) no es igual a
cero), entonces ningún control en ningún tiempo T puede hallar en el sistema la
distribución deseada Q̂∗(x).

Los problemas citados anteriormente admiten una más amplia generalización.
Consideremos el siguiente hecho, si la expresión (1.7) para T fijo se considera como
un funcional lineal f determinado por la función u(t), entonces la ecuación (1.7)
para i = 1, 2, . . . se puede considerar como el valor de cierto funcional f (g) sobre
los elementos gi = gi(T, t), de ésta manera la función u(t) ∈ L2 se identifica con el
funcional, además, ‖ f ‖ = ‖u‖, es decir,

‖ f ‖ = ‖u‖ =
(∫ T

0
|u(t)|2dt

) 1
2

,

este funcional es lineal en L2. La función gi(t,T) para T fijos debe ser elemento de
este espacio.

Tomando en cuenta lo anterior, formulemos el l−problema de momentos en
una forma más abstracta en términos del análisis funcional. Sea E un espacio lineal
normado y sea que en él están dados g1, . . . , gn elementos linealmente indepen-
dientes. Sea un funcional f definido sobre E. Los números

αi = f (gi) i = 1, . . . ,n (1.8)

se llaman momentos del funcional f respecto de la sucesión {gi}.
Entonces el l−problema de momentos en este caso consiste en señalar las condi-

ciones necesarias y suficientes para que la sucesión dada de números {αi} sea una
sucesión de momentos del funcional f respecto de la sucesión de elementos {gi}
bajo la condición

‖ f ‖ ≤ l. (1.9)

El problema planteado se llama l−problema de momentos en un espacio lineal
abstracto normado [7]. Si el número de ecuaciones (1.8) es infinito entonces el
l−problema de momentos se llama infinito, en caso contrario, tenemos un proble-
ma de momentos finito.



Capı́tulo 2

Teorı́a del l-problema de momentos

El problema de control óptimo se reduce al problema de momentos, que es el
de encontrar una función u(t) ∈ L2 para la cual existe l > 0 tal que

||u|| ≤ l (2.1)

y se cumpla el siguiente sistema infinito de igualdades

αk =

∫ T

0
gk(t)u(t)dt, k = 1, 2, . . . (2.2)

donde losαk son números dados y los gk(t) son funciones linealmente independien-
tes en L2 , además T debe ser el tiempo de control mı́nimo. El teorema fundamental
para la solución de este problema es el siguiente:

Teorema 2.1. Para que en el espacio L2, exista una función u(t), 0 ≤ t ≤ T, con norma
que no supere el valor l y exista la sucesión de momentos αk respecto de la sucesión gk, es
necesario y suficiente que para todas las sucesiones finitas de números ξ1, ξ2, . . . , ξn se
satisfaga la desigualdad

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

αkξk

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ l

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkgk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

. (2.3)

Demostración. Supongamos que u(t) ∈ L2 es una solución del problema de momen-
tos, entonces multiplicando ambas partes de las ecuaciones (2.2) correspondien-
temente por los números ξ1, ξ2, . . . , ξn , y luego sumando miembro a miembro,
tenemos:

n∑
k=1

αkξk =

∫ T

0

n∑
k=1

ξkgk(t)u(t)dt.
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Utilizando la desigualdad de Cauchy y tomando en cuenta la desigualdad (2.1)
tenemos la desigualdad requerida

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

αkξk

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫ T

0

n∑
k=1

ξkgk(t)u(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
(∫ T

0
|u(t)|2dt

) 1
2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkgk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

≤

≤ l

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkgk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

. (2.4)

Veamos ahora la suficiencia. Supongamos que la desigualdad (2.3) se cumple
para toda colección finita de números ξ1, ξ2, . . . , ξn. Se requiere demostrar que
existe una función acotada u(t) ∈ L2[0,T], la cual es una solución del l−problema
de momentos antes formulado, es decir, satisface el sistema infinito de ecuaciones
(2.2). Fijemos n y supongamos que ξ1, ξ2, . . . , ξn adicionalmente satisfacen

ϕn =

n∑
k=1

αkξk = 1 (2.5)

(esto es posible, ya que los números ξ1, ξ2, . . ., ξn son arbitrarios). En virtud de la
desigualdad (2.3) y la condición (2.5) se tiene

l−2 ≤ γn, (2.6)

entonces γn =

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkgk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt tiene un mı́nimo finito respecto de los ξ1, ξ2, . .

., ξn que satisfacen la condición (2.5). Este mı́nimo se puede hallar por la regla de
los multiplicadores de Lagrange.

Derivando parcialmente respecto de ξ1, ξ2, . . . , ξn la función

sn(ξ1, . . . , ξn) =
∫ T

0
|rn(t)|2dt − βϕ2

n, (2.7)

donde rn(t) =
∑n

k=1 ξkgk(t), y β es un multiplicador de Lagrange, tenemos que para
cada k = 1, . . . ,n se satisface la igualdad

∂sn

∂ξk
=

∫ T

0
|rn(t)|sgnrn(t)gk(t)dt − βαkϕn = 0. (2.8)
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Multiplicando cada una de estas igualdades por ξk y sumando respecto de k =
1, . . . ,n, tenemos:∫ T

0
|rn(t)|sgnrn(t)

n∑
k=1

ξkgk(t)dt − β
n∑

k=1

ξkαkϕn = 0.

Utilizando la igualdad (2.5) obtenemos que en el punto extremo

γn =

∫ T

0
|rn(t)|2dt = β. (2.9)

En base a las condiciones (2.5) y (2.8) inmediatamente se puede concluir que si
el punto (ξ0

1, . . . , ξ
0
n) es un punto mı́nimo relativo de la integral γn, entonces

αk =

∫ T

0
gk(t)

1
β
|r0

n(t)|sgnr0
n(t)dt , k = 1 , . . . , n, (2.10)

donde

r0
n(t) =

n∑
k=1

ξ0
k gk(t).

Comparando las ecuaciones (2.2) y (2.10), vemos que

un(t) =
1
β
|r0

n(t)|sgnr0
n(t) =

=
1
β

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξ0
k gk(t)

∣∣∣∣∣∣∣ sgn
n∑

k=1

ξ0
k gk(t) (2.11)

donde β, definido como en (2.9) (para ξk = ξ0
k), determina completamente la

solución finita del problema de momentos para k = 1, . . . ,n . Ahora demostremos
que la condición (2.1) también se cumple. Utilizando (2.11) obtenemos

∫ T

0
|un(t)|2dt =

1
β2

∫ T

0
|r0

n(t)|2dt (2.12)

de donde utilizando la igualdad (2.9) y la desigualdad (2.6), tenemos

∫ T

0
|un(t)|2dt =

1
β
≤ l2, (2.13)
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de esta manera

‖un‖ ≤ l. (2.14)

Ahora demostremos que para n cuando n → ∞, existe un función acotada
||u(t)|| ≤ l la cual da la solución del problema de momentos infinito. En efecto,
ya que la sucesión ||u1(t)||, ||u2(t)||, . . . , ||un||, . . . está acotada para todo n por el
número l, entonces la sucesión de funciones u1(t), u2(t), . . . , un(t), . . . contiene
una subsucesión que converge débilmente, cuyo lı́mite que denotamos por u(t),
está acotada por el número l teniendo lugar la igualdad

αk =

∫ T

0
gk(t)u(t)dt, k = 1, 2, . . . , (2.15)

consecuentemente en las condiciones del teorema se demuestran la existencia de
la función buscada u(t) ∈ L2. De esta manera, el teorema que da la condición
necesaria y suficiente para la solución del problema de momentos infinitos, ha
sido completamente demostrado. �

De la demostración de este teorema obtendremos, además, algunas afirma-
ciones que son útiles para la solución de problemas de momentos finitos de di-
mensión n.

Teorema 2.2. Para que en el espacio L2 [0,T] , exista la función u(t) cuya norma no supere
a un número positivo l y cuya sucesión de n−momentos respecto de las funciones g1(t),
g2(t), . . . , gn(t) sea α1, α2, . . . , αn, es decir, tal que exista el problema de momentos finito

αk =

∫ T

0
gk(t)u(t)dt, k = 1, 2, . . . ,n, (2.16)

es necesario y suficiente que existan n números ξ0
1, ξ

0
2, . . . , ξ0

n que den solución a uno de
los siguientes problemas:

1. Hallar.

mı́n
ξ1,...,ξn

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkgk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt =
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξ0
k gk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt ≥ l−2 (2.17)

bajo la condición
n∑

k=1

ξkαk = 1; (2.18)

2. Hallar

máx
ξ1,...,ξn

n∑
k=1

ξkαk ≤ l (2.19)



2.1. L−PROBLEMA DE MOMENTOS FINITO 9

bajo la condición ∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkgk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt = 1; (2.20)

además, la función u(t) que da solución del l−problema de momentos tiene la forma

u(t) =
1
β

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξ0
k gk(t)

∣∣∣∣∣∣∣ sgn
n∑

k=1

ξ0
k gk(t), (2.21)

donde β ≥ l−2 se determina por (2.9), mientras que ξ0
1, . . . , ξ0

n es solución de los problemas
(2.19) y (2.20).

El teorema 2.2 con el problema 1 se contiene en la demostración del teorema
fundamental.

Usando el teorema 2.2, el teorema 2.1 se puede reformular de la siguiente
manera.

Teorema 2.3. Para que exista una solución del l−problema de momentos infinito es
necesario y suficiente que exista una solución del l−problema de momentos finito arbitrario.

Observación 2.1. Un problema de momentos finito se obtiene del l−problema de momen-
tos infinito fijando un número finito de ecuaciones de momentos.

2.1. l−problema de momentos finito

Vayamos ahora a la solución del problema formulado en el párrafo anterior del
l−problema de momentos en un espacio lineal normado abstracto. Consideremos
primero el caso finito. Planteemos el siguiente problema:

Hallar un elemento ξ1g1 + . . . + ξngn en el espacio En tal que

ı́nf
ξ
||ξ1g1 + . . . + ξngn|| = 1

λn
≥ 1

l
, (2.22)

bajo la condición adicional

ξ1α1 + . . . + ξnαn = 1, (2.23)

donde ξ = (ξ1, . . . , ξn), mientras que los valores α1, . . . , αn no todos son cero al
mismo tiempo.

En virtud a la linealidad de la parte izquierda de la expresión (2.23) y la
homogeneidad de la norma en (2.22), el problema (2.22) y (2.23) se puede escribir
ası́:
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Hallar el elemento
∑n

k=1 ξkgk tal que

máx(α1ξ1 + . . . + αnξn) = λn ≤ l (2.24)

bajo la condición
||ξ1g1 + . . . + ξngn|| = 1. (2.25)

De esta manera cada solución del problema (2.22), (2.23) es una solución del
problema (2.24), (2.25) y viceversa, es decir, estos dos problemas son equivalentes.

El valorλn determinado por las ecuaciones (2.22), (2.23) o (2.24) y (2.25) depende
de los valores α1, α2, . . . , αn por eso lo vamos ha denotar como λn(α1, . . . , αn).

Lema 2.1. Existe el vector ξ0 tal que

ı́nf
ξ
||ξ1g1 + . . . + ξngn|| = ||ξ0

1g1 + . . . + ξ
0
ngn|| = 1

λn
(2.26)

bajo la condición
ξ1α1 + . . . + ξnαn = ξ

0
1α1 + . . . + ξ

0
nαn = 1. (2.27)

Demostración. En principio observemos que el ı́nfimo de la ecuación (2.26) bajo la
condición (2.27) se alcanza. En efecto, sea ξk, k = 1, 2, . . ., una sucesión de vectores
minimizante

(
ξk

1, ξ
k
2, . . . , ξ

k
n

)
, es decir,

lı́m
k→∞
||ξk

1g1 + ξ
k
2g2 + . . . + ξ

k
ngn|| = 1

λn
, (2.28)

además
α1ξ

k
1 + α2ξ

k
2 + . . . + αnξ

k
n = 1. (2.29)

De (2.28) se sigue que los elementos

gk = ξk
1g1 + ξ

k
2g2 + . . . + ξ

k
ngn

forman un conjunto acotado en E, es decir,

||gk|| ≤ c, k = 1, 2, . . . (2.30)

donde c es una constante positiva. Si consideramos un espacio n−dimensional g,
que es una combinación lineal de vectores g1, g2, . . . , gn con norma

||g|| = ||ξ1g1 + . . . + ξngn||,
entonces el conjunto acotado y finito de elementos gk para k = 1, 2, . . ., que satisface
la condición (2.30), pertenecen a un conjunto compacto, ya que toda esfera de un
espacio de dimensión finita es compacta en ese espacio. Consecuentemente existe
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una subsucesión ξkm , m = 1, 2, . . . que minimiza la sucesión ξk , k = 1, 2, . . . y que
existe el lı́mite

lı́m
m→∞

(
ξkm

1 g1 + ξ
km
2 g2 + . . . + ξ

km
n gn

)
= ξ0

1g1 + ξ
0
2g2 + . . . + ξ

0
ngn.

Pero de esta igualdad se sigue (ver la demostración del Teorema 2.1) que

||ξ0
1g1 + ξ

0
2g2 + . . . + ξ

0
ngn|| = lı́m

m→∞ ||ξ
km
1 g1 + ξ

km
2 g2 + . . . + ξ

km
n gn||,

y además
lı́m
m→∞ ξ

km
i = ξ

0
i i = 1, 2, . . . ,n,

consecuentemente
α1ξ

0
1 + α2ξ

0
2 + . . . + αnξ

0
n = 1.

De esta manera, queda demostrado que el vector ξ0 existe. �

Consideremos algunas propiedades de λn(α1, α2, . . . , αn)

a) λn(α1, . . . , αn) > 0,

b) λn(aα1, . . . , aαn) = |a|λn(α1, . . . , αn), para cada a

c) λn(α1 + β1, . . . , αn + βn) ≤ λn(α1, . . . , αn) + λn(β1, . . . , βn).

Si consideramos un espacio n−dimensional En de vectoresα = (α1, . . . , αn) entonces
en virtud de las propiedades a), b) y c) de la función λn(α1, . . . , αn) se puede
determinar la norma de α con la ayuda de la ecuación

||α|| = λn(α1, . . . , αn).

Pero en virtud de que el espacio En es finito, es posible hallar dos constantes
positivas m > 0 y M > 0 tal que

m
√
α2

1 + . . . + α
2
n < λn(α1, . . . , αn) <M

√
α2

1 + . . . + α
2
n (2.31)

y la función λn(α1, . . . , αn) va a ser función continua de sus argumentos α1, α2, . . . ,
αn en el punto α = 0.

Demostremos que la función λn(α1, . . . , αn) es una función continua. Para esto
usemos la siguiente desigualdad de normas∣∣∣||α + β|| − ||α||∣∣∣ ≤ ||β||.
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La continuidad de la función λn(α1, . . . , αn) en un punto arbitrario (α1, . . . , αn)
se sigue de la desigualdad

|λn(α1 + 	α1, . . . , αn + 	αn) − λn(α1, . . . , αn)| ≤ |λn(	α1, . . . ,	αn)|,
ya que en virtud a la continuidad de la función λn(α1, . . . , αn) en α = 0, tenemos
que λn(	α1, . . . ,	αn)→ 0 cuando máx

i=1,...,n
|	αi| → 0.

Finalmente observemos otra propiedad de la función λn(α1, . . . , αn). Con el
crecimiento de la dimensión del espacio En el mı́nimo de (2.22) puede solamente
decrecer, entonces

d) λn(α1, . . . , αn) ≤ λm(α1, . . . , αm) para m > n.

Demostremos ahora el teorema fundamental de existencia.

Teorema 2.4. Para que en el espacio E∗(espacio dual de E) exista un funcional lineal f
cuya norma no supere a un número positivo dado l y cuya sucesión de momentos respecto
de los elementos g1, g2, . . . , gn del espacio normado E sea α1, α2, . . . , αn, es necesario y
suficiente que

λn(α1, α2, . . . , αn) ≤ l (2.32)

dondeλn(α1, . . . , αn) se determina por la ecuación (2.22) o (2.24) bajo la condición adicional
(2.23) o (2.25) correspondientemente.

Demostración. Demostremos primero la parte necesaria. Supongamos que el fun-
cional lineal f (g) es una solución del l−problema de momentos, entonces multipli-
cando la ecuación k−ésima (1.8) por ξk y sumando miembro a miembro obtenemos:

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξkαk

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ f
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
k=1

ξkgk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ || f ||

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ξkgk

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ l

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ξkgk

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ .

De donde en virtud a (2.23) obtenemos:∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ξkgk

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 1

l

y consecuentemente,

mı́n
ξ

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ξkgk

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ = 1
λn(α1, . . . , αn)

≥ 1
l
,

donde el mı́nimo se toma a través de todos los ξ que satisfacen la condición (2.23).
De esta manera se demuestra la parte necesaria del teorema.
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Demostremos la parte de suficiencia. Supongamos que la condición (2.32) se
satisface. Consideremos un espacio n−dimensional En que está compuesto de
elementos de tipo

g =
n∑

k=1

ξkgk.

Introduzcamos en En un funcional lineal

ϕ(g) =
n∑

k=1

αkξk

con norma ||ϕ||En = máx||g||=1 |ϕ(g)| tomando en cuenta (2.24) tenemos

||ϕ||En = máx
||g||=1
|ϕ(g)| = λn(α1, . . . , αn).

Observemos que el máximo en la última definición de norma, en virtud a la
condición del teorema que estamos demostrando, se alcanza (ver(2.24)).

De acuerdo al teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal f0(g), definido
en E, tal que

|| f0|| = ||ϕ||En = λn(α1, . . . , αn) ≤ l,

y f0(g) = ϕ(g) para cada g ∈ En y, consecuentemente,

f0(gi) = ϕ(gi) = αi, i = 1, 2, . . . ,n.

De esta manera el funcional lineal f0(g) es el funcional buscado que da la solución al
l−problema de momentos n−dimensional en el espacio lineal abstracto normado.

�

En adelante, requeriremos de otra propiedad de la función λn(α1, α2, . . . , αn).
Supongamos que se considera un conjunto de espacios lineales normados ET que
dependen de un parámetro T. Por ejemplo, en el caso del espacio L2[0,T], tal
parámetro puede ser el punto terminal derecho del intervalo [0,T].

Entonces la norma de este espacio también depende de este parámetro T. Esta
dependencia de las normas del parámetro T la vamos a denotar como ||g||T. Bajo
esta condición la función λn(α1, α2, . . . , αn) va a depender, además, del parámetro
T. Denotemos

λn(α1, α2, . . . , αn,T) = mı́n
ξ
||ξ1g1 + . . . + ξngn||T (2.33)

bajo la condición
α1ξ1 + . . . + αnξn = 1 (2.34)
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Teorema 2.5. Si la norma ||g||T y los números α1(T), . . . , αn(T) son funciones continuas
del parámetro T, entonces λn(α1(T), α2(T), . . . , αn(T),T) también es función continua de
T.

Demostración. Por una parte, para α1, α2, . . . , αn constantes tenemos,

|λn(α1, α2, . . . , αn,T + 	T) − λn(α1, α2, . . . , αn,T)| =
= mı́n

ξ
||ξ1g1 + . . . + ξngn||T+	T −mı́n

ξ
||ξ1g1 + . . . + ξngn||T

≤ ||ξ0
1g1 + . . . + ξ

0
ngn||T+	T − ||ξ0

1g1 + . . . + ξ
0
ngn||T,

(2.35)

donde ξ0
1, . . . , ξ

0
n es solución de (2.22) bajo la condición (2.23). Consecuentemente,

para las constantes α1, α2, . . . , αn la parte izquierda de (2.35) tiende a cero cuando
ΔT → 0. Por otra parte, de (2.23), la solución ξ0 = (ξ0

1, . . . , ξ
0
n) depende continua-

mente de α1, α2, . . . , αn los cuales, a su vez, por condición del teorema también
dependen del parámetro T. De esta manera, el teorema queda demostrado. �

Para definir la forma del control óptimo en el caso general es necesario intro-
ducir algunas nuevas nociones.

Llamaremos elemento extremo de un funcional lineal f al elemento ḡ diferente
de cero, para el cual se satisface la igualdad,

| f (ḡ)| = || f || · ||ḡ||. (2.36)

El sentido del elemento extremo ḡ consiste en que el valor del funcional en
cualquier elemento g que pertenece a la esfera

||g|| ≤ ||ḡ||,
no supera su valor en el elemento extremo.

Lo anterior se explica, si recordamos la definición de norma del funcional lineal,

|| f || = sup
g�0

| f (g)|
||g|| ,

además,
| f (g)| ≤ || f || · ||g||, ∀g ∈ E.

donde E es un espacio lineal normado.

Al funcional lineal f cuyos elementos extremales difieren uno del otro en un
factor escalar, se llama normal.

El elemento g se llama normal, si el funcional f se define mediante la igualdad
(2.36) con exactitud salvo un factor escalar.

Ahora se pueden establecer algunos teoremas importantes para la solución del
l-problema de momentos.
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Teorema 2.6. Para que el elemento g =
n∑

k=1
ξkgk, con

n∑
k=1
αkξk = 1, sea el elemento

minimizador de los problemas (2.22), (2.23) o (2.24), (2.25), es necesario y suficiente que
el elemento g sea extremal de algún funcional arbitrario f de norma mı́nima, que da la
solución del problema

f (gk) =αk k = 1, 2, . . . ,n, (2.37)
|| f || =λn(α1, . . . , αn). (2.38)

Si además, para cualesquiera ξ1, ξ2, . . . , ξn el elemento g =
n∑

k=1
ξkgk es normal, entonces el

sistema (2.37) tiene solución única .

Demostración. Sea f0 una solución de (2.37) y h =
n∑

k=1
ηkgk algún elemento mini-

mizante del problema (2.22) y (2.23), es decir,

||h|| =
∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ηkgk

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ = 1
λn(α1, . . . , αn)

(2.39)

bajo la condición
n∑

k=1

αkηk = 1,

entonces

1 =
n∑

k=1

αkηk = | f0(h)| = ||h|| · λn(α1, . . . , αn) = || f0|| · ||h||. (2.40)

En esta relación la segunda igualdad se obtiene de (2.37), la tercera de (2.39) y la
última de (2.38).

En el sentido opuesto, sea h =
n∑

k=1
ηkgk, con

n∑
k=1
αkηk = 1, el elemento extremo del

funcional f0, entonces se satisface la igualdad f0(h) = || f0|| · ||h|| = 1. De esta relación
y de (2.38) para f0 tenemos,

||h|| = 1
λn(α1, . . . , αn)

.

Sea además, que h es elemento normal. Entonces de acuerdo a la definición de
elemento normal, el funcional lineal f que da la solución del sistema (2.37) se define

con exactitud hasta un factor escalar. Pero ya que f (h) =
n∑

k=1

αiηi = 1, entonces este

factor escalar se define unı́vocamente. El teorema queda demostrado. �
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2.2. l−problema de momentos infinito

Pasemos ahora a la resolución del l-problema de momentos infinito en un
espacio lineal abstracto normado.

Teorema 2.7. Sea un espacio lineal normado y separable. Entonces para que en este
espacio exista un funcional lineal que sea la solución del l-problema de momentos infinito
es necesario y suficiente que exista la solución del l-problema de momentos de dimensión
n para todo n = 1, 2, . . . .

Demostración. La parte necesaria es obvia. Demostremos la parte suficiente. Sea
fn(g) un funcional que da la solución del l-problema de momentos, de dimensión
n, es decir,

fn(gk) = αk, k = 1, 2, . . . ,n,

y para todo n la norma de este funcional estará acotada por el número l, es decir,

|| fn(g)|| ≤ l.

De esta manera, las normas de los funcionales fn(g) son acotadas en conjunto. De
ahı́ en virtud a la separabilidad del espacio E se puede concluir que la sucesión
de funcionales f1(g), f2(g), . . . contiene una subsucesión débilmente convergente,
la cual converge a algún funcional lineal f (g), que posee la propiedad

f (gk) = αk

para todo k y || f (g)|| ≤ l. El teorema queda completamente demostrado. �

Consideremos ahora el l-problema de momentos infinito. Consideremos tres
problemas.

I. Sea dado el sistema de funciones gi(t), 0 ≤ t ≤ T, i = 1, 2, . . . ; gi ∈ L2, y los
números ci; i = 1, 2, . . .

Se require hallar la función u(t) tal que∫ T

0
gi(t)u(t)dt = ci,

∞∑
i=1

c2
i > 0, l > 0,

||u(t)||2 ≤ l, u(t) ∈ L2.

II. Sea dado el sistema de funciones linealmente independientes

gi(t) ∈ L2, i = 1, 2, . . .

Se requiere hallar el funcional lineal χ tal que

χ(gi) = ci, ||χ|| ≤ l,
∞∑

i=1

c2
i > 0, l > 0.
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III. Sea dado el sistema de funciones linealmente independientes

gi(t), 0 ≤ t ≤ T, i = 1, 2, . . .

Se requiere hallar el elemento minimizador ψ(t) =
∞∑

i=1
ξigi(t) tal que

1
λ
= ||ψ||2 = ı́nf

ξ

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=1

ξigi

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

bajo la condición
∞∑

i=1

ξici = 1,
∞∑

i=1

c2
i > 0, l > 0.

El problema I es un caso particular del problema II. Por eso, más adelante se van
a considerar los problemas II y III y sus relaciones.

La condición de existencia de la solución del problema II se garantiza por el
siguiente teorema.

Teorema 2.8. Para que exista la solución del problema II es necesario y suficiente que se
cumpla la condición l ≥ λ.

Demostración. Definamos el funcional χ en el elemento gi, i = 1, 2, . . . , de la si-
guiente manera,

χ(gi) = ci.

De esta manera, el funcional lineal χ está definido en el subespacio formado por
las combinaciones lineales de gi.

Por el teorema de Hanh-Banach, el funcional χ se puede extender a todo el
espacio L2 sin hacer crecer la norma de χ. Ası́, para que χ sea la solución del
problema II es necesario y suficiente que ||χ|| ≤ l.

Demostremos que ||χ|| = λ. En efecto,

λ =
1

ı́nf
ξi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∞∑
i=1
ξigi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
= sup

ξi

χ

( ∞∑
i=1
ξigi

)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∞∑
i=1
ξigi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
,

donde el ı́nfimo y el supremo se calculan bajo la condición

χ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ∞∑
i=1

ξigi

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 1.



18 2.- TEORÍA DEL L-PROBLEMA DE MOMENTOS

Sea

sup
||ψ||=1

χ(ψ)
||ψ|| =M > 0.

Esto es válido para el funcional lineal continuo. Demostraremos que

sup
χ(ψ)=1

χ(ψ)
||ψ|| ≥ sup

||ψ||=1

χ(ψ)
||ψ|| . (2.41)

En efecto, para todo ε > 0 existe ψ, tal que M − χ(ψ) < ε, ||ψ|| = 1, χ(ψ) = c > 0 (c
es un número).

Consideremos ψ1 =
ψ
c , χ(ψ1) = 1, ||ψ1|| = 1

c , de donde

M − χ(ψ1)
||ψ1|| < ε

y consecuentemente (2.41) queda demostrado. Ahora demostremos que

sup
||ψ||=1

χ(ψ)
||ψ|| ≥ sup

χ(ψ)=1

χ(ψ)
||ψ|| . (2.42)

Sea

sup
||χ(ψ)||=1

χ(ψ)
||ψ|| =M1 > 0.

El valor M1 puede ser finito o infinito. Nos limitaremos al caso M1 � ∞. Para ε > 0
hallemos ψ tal que M1 − 1

||ψ|| < ε, ||ψ|| = c.

Consideremos ψ1 =
ψ
c , ||ψ1|| = 1, χ(ψ1) = 1

c , de donde M1 − χ(ψ1)
||ψ1|| = M1 − 1

c < ε.
Que es lo que se querı́a demostrar.

Observemos que para el espacio L2 el problema III tiene solución. En efecto,
tenemos

λ = sup
χ(ψ)=1

χ(ψ)
||ψ|| = sup

||ψ||=1

χ(ψ)
||ψ|| .

Ya que el espacio L2 es reflexivo y consecuentemente, la esfera en este espacio
es débilmente compacta, entonces la norma del funcional χ se alcanza en algún
elemento ψ ∈ L2. El teorema queda demostrado. �

Teorema 2.9. Para que el elementoψ =
∞∑

i=1
ξigi

( ∞∑
i=1
ξici = 1

)
sea el elemento que minimiza

el problema III, es necesario y suficiente que el elementoψ sea el elemento extremo de alguna
solución del problema II:

χ(gi) = ci, ||χ|| = l = λ.
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Demostración. Demostremos en principio la parte necesaria. Sea la solución del
problema III. Entonces

χ(ψ) = λ||ψ|| = ||χ|| · ||ψ||.
La necesidad queda demostrada.

Demostremos la suficiencia. Sea ψ el elemento extremo del problema II, es
decir,

|χ(ψ)| = ||χ|| · ||ψ|| = 1.

De donde,

||χ|| = 1
||ψ|| .

Que es lo que se querı́a demostrar. �

Teorema 2.10. Todo elemento extremo ψ, ψ ∈ L2, es un elemento normal.

Demostración. Sea que se tienen dos funcionales χ1 y χ2 tales que

|χ1(ψ)| = ||χ1|| · ||ψ||,
|χ2(ψ)| = ||χ2|| · ||ψ||.

Considerando ψ como un elemento del espacio L2, concluimos que χ1 y χ2 son
elementos extremales para ψ ∈ (L2)∗. Demostremos que χ1 = cχ2.

Notemos que, en particular, el espacio L2 es un espacio estrictamente normado,
es decir, en la fórmula ||x+y|| ≤ ||x||+||y|| la igualdad se alcanza solo y solo si y = λx o
x = λy,λ ≥ 0. Para espacios estrictamente normados tiene lugar el siguiente hecho:
los elementos extremos de cualquier funcional lineal se diferencian uno del otro en
un factor escalar(ver teorema .15). Consecuentemente, ψ es un elemento normal.
El teorema queda demostrado. �

Utilizando lo anterior se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Sea ψ0 la solución del problema III en el espacio L2, entonces

χ(ψ) =
1∫ T

0
|ψ0(t)|2dt

∫ T

0
ψ(t)|ψ0(t)|sgnψ0(t)dt

es solución del problema II, tomando en cuenta que∫ T

0
|ψ0(t)|2dt =

1
l2 (2.43)

la solución del problema I va a tener la siguiente forma

u(t) = l2|ψ0(t)|sgnψ0(t).
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Demostración. Sea g0 ∈ L2, un elemento extremo para el conjunto de funcionales
lineales continuos χα. Tomemos un funcional lineal χα0 de este conjunto. Tenemos:

χα0(y) =
∫ T

0
χ∗α0

(t)y(t)dt,

donde χ∗α0
∈ L2. Entonces,

|χ∗α0
(g0)| =

∣∣∣∣∣∣
∫ T

0
|χ∗α0

(t)|2dt

∣∣∣∣∣∣
1
2
∣∣∣∣∣∣
∫ T

0
|g0(t)|2dt

∣∣∣∣∣∣
1
2

.

Colocando,
|χ∗α0
|2 = |g0|2,

tenemos:
χ∗α0

(t) = |g0(t)|sgng0(t).
Consecuentemente,

χα0(y) =
∫ T

0
y(t)|g0(t)|sgng0(t)dt.

De donde para todo funcional χα(y) tenemos,

χα(y) = cα

∫ T

0
y(t)|g0(t)|sgng0(t)dt,

donde cα es una constante.

Sea ahora ψ0 la solución del problema III, entonces por el teorema 2.9, ψ0 es un
elemento extremo de alguna solución del problema II. Por el teorema 2.10, ψ0 es
normal para χ. De donde

χ(ψ) = c
∫ T

0
ψ(t)|ψ0(t)|sgnψ0(t)dt.

La condición ||χ|| = λ = l determina la constante c univocamente. De donde

c =
1∫ T

0
|ψ0(t)|2dt

y consecuentemente, el funcional

χ(ψ) =
1∫ T

0
|ψ0(t)|2dt

∫ T

0
ψ(t)|ψ0(t)|sgnψ0(t)dt

es la solución del problema II. De donde la solución del problema I tiene la forma

u(t) =
1∫ T

0
|ψ0(t)|2dt

|ψ0(t)|sgnψ0(t)dt.

El teorema queda demostrado. �



Capı́tulo 3

Control óptimo de la ecuación de
onda

En este capı́tulo vamos a resolver el problema de tiempo de control óptimo
para la ecuación de onda.

3.1. Del problema de tiempo de control óptimo al pro-

blema de momentos

Ahora demostraremos como se puede reducir el problema de tiempo de control
óptimo para la ecuación de onda a un problema de momentos. Consideremos la
ecuación de onda

∂2Q
∂t2 = a2∂

2Q
∂x2 , 0 ≤ x ≤ S, t ≥ 0, (3.1)

donde a representa la velocidad de extensión de perturbación en un medio fijo
dado y la función Q = Q(x, t) representa el cambio de amplitud de las oscilaciones
en este medio, en el punto x, en tiempo t. Vamos a considerar esta oscilación en el
intervalo [0,S].

Asumimos que en el momento inicial t = 0 se tienen las siguientes condiciones
iniciales

Q(x, 0) = Γ0(x), (3.2)

∂Q
∂t

∣∣∣∣∣
t=0
= Γ1(x). (3.3)
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Sea que el control tiene la forma vectorial u(t) = (u1(t),u2(t)), cuyas compo-
nentes son valores de la función Q en los puntos x = 0 y x = S, es decir,

u1(t) = Q(0, t), (3.4)

u2(t) = Q(S, t), (3.5)

además
‖u(t)‖ ≤ �, � > 0. (3.6)

Utilizando u(t) que satisface (3.6), deseamos hacer que la cuerda dada obtenga
su estado de reposo en tiempo T mı́nimo. En otras palabras, comenzando de las
condiciones iniciales (3.2) y (3.3) de amplitud, es necesesario obtener en tiempo
mı́nimo T que Q(x,T) = 0 y que Qt(x,T) = 0, en particular se puede obviar la
última condición.

En esta tesis consideraremos el caso en que u1(t) = u2(t) = u(t) y ‖u‖ ≤ l;
además requerimos que Γ0(x) y Γ1(x) sean simétricas respecto de la mitad del
intervalo [0,S]. En caso contrario, el problema de estabilización no tiene solución.

Representemos la solución de la ecuación de onda en forma de superposición
de dos funciones

Q(x, t) = Q1(x, t) +Q2(x, t), (3.7)

donde la función Q1(x, t) describe las oscilaciones libres del medio para algunas
condiciones iniciales; mientras que Q2(x, t) describe las oscilaciones obligadas de-
terminadas por perturbación de las condiciones de contorno (3.4) y (3.5)(ver [11]).

Q1(x, t) =
∞∑

k=1

(
Ak cos

πka
S

t + Bk sin
πka
S

t
)

sin
πk
S

x, (3.8)

donde

Ak =
2
S

∫ S

0
Γ0(ξ) sin

πk
S
ξdξ, (3.9)

Bk =
2
πka

∫ S

0
Γ1(ξ) sin

πk
S
ξdξ, (3.10)

y

Q2(x, t) =
∫ t

0
K(x, t − τ)u(τ)dτ, (3.11)

donde

K(x, t) =
∞∑

k=1

Ck sin
πk
S

x sin
πka
S

t (3.12)

Ck =
2a
S

[
1 − (−1)k

]
(3.13)
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DE MOMENTOS 23

Caso: Γ0(x) ≡ Γ0 y Γ1(x) ≡ 0

Consideremos el caso particular cuando Γ0(x) ≡ Γ0 y Γ1(x) ≡ 0, entonces de las
ecuaciones (3.9) y (3.10) tenemos

Ak =
2Γ0

πk

[
1 − (−1)k

]
y Bk = 0, (3.14)

mientras que la función Q1(x, t) toma la forma

Q1(x, t) =
∞∑

k=1

2Γ0

πk

[
1 − (−1)k

]
cos
πka
S

t sin
πk
S

x. (3.15)

La condición de ausencia de oscilaciones y velocidad de oscilación en el mo-
mento T se puede escribir como

Q(x,T) = Q1(x,T) +Q2(x,T) = 0, 0 ≤ x ≤ S, (3.16)

∂Q
∂t

∣∣∣∣∣
t=T
=
∂Q1

∂t

∣∣∣∣∣
t=T
+
∂Q2

∂t

∣∣∣∣∣
t=T
= 0, 0 ≤ x ≤ S. (3.17)

Consideremos en principio a que lleva la condición (3.16). Tomando en cuenta
(3.11), (3.12), (3.13), (3.14) y (3.15), la ecuación (3.16) toma la forma

−
∞∑

k=1

2Γ0

πk

[
1 − (−1)k

]
cos
πka
S

T sin
πk
S

x = (3.18)

=

∫ T

0

∞∑
k=1

2a
S

[
1 − (−1)k

]
sin
πk
S

x sin
[
πka
S

(T − τ)
]

u(τ)dτ.

Se puede observar que en ambas partes de esta igualdad están ausentes los
coeficientes pares. Si en la parte izquierda se ubicara una descomposición de una
función no simétrica respecto del punto x = S

2 , entonces en este caso estarán
presentes las armónicas pares y la ecuación (3.18) no tendrı́a solución.

Cambiando en (3.18) el orden de la integral y la suma e igualando los coefi-
cientes, miembro a miembro, con respecto a las funciones independientes sin πk

S x
obtenemos el sistema de ecuaciones:

−Γ0S
aπk

cos
πka
S

T =
∫ T

0
sin
πka
S

(T − t)u(t)dt, (3.19)

donde k recorre los números positivos impares enteros, ya que de ambas partes
de la ecuación (3.18) se tiene el factor [1 − (−1)k] el cual es cero para k par entero.
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Consideremos ahora, el problema de hallar las condiciones adicionales a las
(3.19) con el fin de obtener, no solamente distribución de amplitud de onda cero en
algún tiempo mı́nimo, además deseamos garantizar que también la distribución de
velocidades del medio sea cero, está claro que si nosotros alcazamos la distribución
cero para ambos parámetros (cambio de perturbación y velocidad) en todo el
intervalo [0,S] en algún momento de tiempo, entonces la posición de equilibrio
obtenida para condiciones de frontera cero se mantendrá.

De esta manera vamos a transformar la segunda condición de equilibro del
medio oscilante que se determina por la ecuación (3.17).

Es fácil ver que para el cumplimiento de esa condición es necesario y suficiente
que se satisfaga la ecuación:

∞∑
k=1

2Γ0a
S

[
1 − (−1)k

]
sin
πka
S

T sin
πk
S

x = (3.20)

=

∫ T

0

∞∑
k=1

2a2πk
S2

[
1 − (−1)k

]
sin
πk
S

x cos
[
πka
S

(T − τ)
]

u(τ)dτ,

la cual se puede obtener formalmente diferenciando la ecuación (3.18) respecto de
T. Cambiando el orden de suma con la integral (ver teorema .4) y realizando la
comparación miembro a miembro de ambas partes de esta ecuación, obtenemos
el sistema de ecuaciones de momentos para la función u(t):

Γ0S
aπk

sin
πka
S

T =
∫ T

0
cos
πka
S

(T − t)u(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . (3.21)

Ası́, el problema de tiempo de control óptimo formulado arriba se redujo al pro-
blema de hallar un control u(t), (0 ≤ t ≤ T) que satisfaga la ecuación (3.6) y que
garantice el cumplimiento de los sistemas (3.19) y (3.21), talque T tome valor
mı́nimo.

Demostremos que el parámetro T que aparece en esta ecuación se puede excluir
de ambas partes de estas ecuaciones, fijándolo sólo como lı́mite superior de la
integral.

Para cálculos auxiliares introduzcamos las siguientes notaciones:

b =
Γ0S
aπk
, α = cos

πka
S

T, β = sin
aπk
S

T,

x =
∫ T

0
cos πka

S tu(t)dt, y =
∫ T

0
sin πka

S tu(t)dt.

(3.22)

Usando relaciones trigonométricas conocidas, el sistema (3.19) y (3.21) con la
notación propuesta, se puede escribir en la forma:

−bα = βx − αy,
bβ = αx + βy.

}
(3.23)
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Este sistema se puede considerar como un sistema de dos ecuaciones lineales
algebraicas respecto de las incógnitas x, y. El determinante de este sistema, en
virtud de (3.22), es igual a la ecuación

Δ =
β −α
α β

= β2 + α2 = 1 � 0. (3.24)

Donde fácilmente hallamos x, y

x =
bα −α
−bβ β

= bαβ − bαβ = 0,

y =
β −bα
α bβ = bβ2 + bα2 = b.

De esta manera los cálculos hechos tienen lugar en sentido contrario y el sistema
de ecuaciones (3.21), (3.22) es equivalente al sistema de ecuaciones:

0 =
∫ T

0
cos

aπk
S

tu(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . , (3.25)

Γ0S
aπk
=

∫ T

0
sin

aπk
S

tu(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . (3.26)

Sin embargo, notemos que ya no contamos con la equivalencia de las ecua-
ciones (3.19) y (3.25), ası́ como de las ecuaciones (3.21) y (3.26). Contamos con la
equivalencia del sistema (3.19), (3.21) con el sistema (3.25), (3.26).

Si introducimos la notación μk =
aπk
S , el sistema (3.25), (3.26) toma la forma

0 =
∫ T

0
cosμktu(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . , (3.27)

Γ0

μk
=

∫ T

0
sinμktu(t)dt. (3.28)

Caso:Γ0(x) y Γ1(x) funciones arbitrarias de clase C1.

Sean ahora dadas dos funciones arbitrarias Γ0(x), Γ1(x) simétricas respecto del
punto x = S

2 . Entonces, de acuerdo a las fórmulas (3.9) y (3.10) todos los coeficientes
Ak y Bk, con ı́ndices pares, se reducen a cero (ver teorema .12). Mientras que las
ecuaciones (3.16) y (3.17) nos llevan al sistema:

−AkS
4a

cos
πka
S

T− BkS
4a

sin
πka
S

T =
∫ T

0
sin
πka
S

(T− t)u(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . (3.29)
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AkS
4a

sin
πka
S

T − BkS
4a

cos
πka
S

T =
∫ T

0
cos
πka
S

(T − t)u(t)dt. (3.30)

De manera análoga al caso estudiado anteriormente, se puede excluir el tiempo
T dejandolo sólo en calidad de lı́mite superior de integración. En efecto, denotando

A =
AkS
4a

y B =
BkS
4a

y utilizando las notaciones de la relación (3.22) obtenemos un sistema de ecua-
ciones lineales algebraicas

−Aα − Bβ = βx − αy,
Aβ − Bα = αx + βy,

cuyo determinante, en virtud a (3.22), es igual a 1. De donde

x =
−Aα − Bβ −α
Aβ − Bα β

= −Aαβ − Bβ2 + Aβα − Bα2 = −B,

y =
β −Aα − Bβ
α Aβ − Bα = Aβ2 − Bαβ + Aα2 + Bβα = A.

De ésta manera el sistema (3.29), (3.30) se reduce al sistema de ecuaciones de
momentos

−BkS
4a
=

∫ T

0
cos
πka
S

tu(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . (3.31)

AkS
4a
=

∫ T

0
sin
πka
S

tu(t)dt. (3.32)

3.2. Tiempo de control óptimo

Consideremos la ecuación (3.19)

−Γ0S
aπk

cos
πka
S

T =
∫ T

0
sin
πka
S

(T − t)u(t)dt, (Topt)

de la ecuación (Topt) se puede obtener el control óptimo que satisface ||u|| ≤ l. Con
ayuda de este control se puede obtener la distribución cero de amplitud en toda
la longitud del intervalo [0,S] en tiempo mı́nimo, sin embargo, la distribución de
las velocidades al término del proceso óptimo es arbitraria.
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Es fácil verificar que la ecuación (Topt) se satisface para

T0 =
S
2a

y u0(t) = 0, 0 < t ≤ T0

El control u0(t) es solución al problema de tiempo de control óptimo pero con
la distribución de las velocidades arbitraria. Además, T0 es el tiempo mı́nimo
que resulta igual al tiempo de recorrido de la onda, en el medio, a la mitad del
intervalo [0,S]. Por razones fı́sicas, es claro que ninguna señal que parte de los
puntos terminales 0 y S, puede llegar al punto medio del intervalo más rápido que
en tiempo T0 =

S
2a .

3.3. El problema de momentos en tiempo mı́nimo

Coloquemos ahora T = S
a , entonces las ecuaciones (3.31) y (3.32) toman la forma

−BkS
4a
=

∫ S
a

0
cos
πka
S

t · u(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . , (3.33)

AkS
4a
=

∫ S
a

0
sin
πka
S

t · u(t)dt, k = 1, 3, 5, . . . (3.34)

Asumiendo k = 2m − 1, m = 1, 2, 3, . . . reescribimos este sistema en la forma

−BmS
4a
=

∫ S
a

0
cos

a(2m − 1)π
S

t · u(t)dt, m = 1, 2, 3, . . . , (3.35)

AmS
4a
=

∫ S
a

0
sin

a(2m − 1)π
S

t · u(t)dt (3.36)

Planteamos ahora el siguiente problema:

Encontrar en el intervalo [0, S
a ] una función de control u(t) cuya norma sea la

mı́nima. Consideremos el caso cuando en calidad de norma de la función u(t) se
toma la forma cuadrática

‖u‖ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∫ S

a

0
|u(t)|2dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

. (3.37)

Nosotros vamos a minimizar el cuadrado de la norma, es decir,

‖u‖2 =
∫ S

a

0
|u(t)|2dt. (3.38)
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De esta manera, obtenemos un l-problema de momentos. En virtud al teorema
2.1, la condición necesaria y suficiente para que este problema tenga solución es
que sean solubles todos los l-problema de momentos finitos, es decir, problemas
en los cuales el ı́ndice m en las condiciones (3.35) y (3.36) toman el valor de 1 hasta
n, donde n es un número positivo entero fijo.

Con base en el teorema 2.2, para que el l−problema de momentos finito tenga
solución, es necesario y suficiente que sea soluble el siguiente problema.

Hallar

mı́n
ξk,ηk

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫ S

a

0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ n∑
m=1

(
ξm sin

aπ(2m − 1)
S

t + ηm cos
aπ(2m − 1)

S
t
)⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
1
2

=
1
λ
, (3.39)

bajo la condición
n∑

m=1

(AmS
4a
ξm − BmS

4a
ηm

)
= 1. (3.40)

Además, la norma mı́nima del control u(t) que se determina por la igualdad
(3.39) será igual a λ, mientras que la función buscada tiene la forma

u0
n(t) = λ2

n∑
m=1

ξ0
m sin

aπ(2m − 1)
S

t + η0
m cos

aπ(2m − 1)
S

t, (3.41)

donde ξ0
m, η0

m m = 1, . . . ,n, es solución del problema (3.39) y (3.40).

Calculemos ahora ξ0
m y η0

m m = 1, . . . ,n. Para la regla de los multiplicadores
de Lagrange existe un número μ para el cual las derivadas parciales respecto de
ξm y ηm de la función

f (ξ, η) =
∫ S

a

0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ n∑
m=1

(
ξm sin

aπ(2m − 1)
S

t + ηm cos
aπ(2m − 1)

S
t
)⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

dt− (3.42)

μ
n∑

m=1

(AmS
4a
ξm − BmS

4a
ηm

)
en el punto del extremo ξ = ξ0 y η = η0 se reducen a cero. Aquı́ hemos usado la
notación ξ = (ξ1, . . . , ξn), η = (η1, . . . , ηn). De esta manera tenemos:

∂ f (ξ, η)
∂ξp

= 2
∫ S

a

0

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ n∑
m=1

ξm sin
aπ(2m − 1)

S
t+ (3.43)

+ηk cos
aπ(2m − 1)

S
t
)

sin
aπ(2p − 1)

S
tdt − μApS

4a
= 0, p = 1, . . . ,n
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y
∂ f (ξ, η)
∂ηp

= 2
∫ S

a

0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ n∑

m=1

ξm sin
aπ(2m − 1)

S
t+ (3.44)

+ηkcos
aπ(2m − 1)

S
t
)

cos
aπ(2p − 1)

S
t
]

dt + μ
BpS
4a
= 0.

Abriendo los paréntesis en las últimas igualdades y tomando en cuenta que el
sistema {

sin
aπ(2m − 1)

S
t, cos

aπ(2m − 1)
S

t
}
, m = 1, 2, . . .

es ortogonal en [0, S
a ] tenemos:

2ξp

∫ S
a

0
sin2 aπ(2p − 1)

S
tdt − μApS

4a
= 0, p = 1, . . . ,n, (3.45)

2ηp

∫ S
a

0
cos2 aπ(2p − 1)

S
tdt + μ

BpS
4a
= 0, (3.46)

de donde obtenemos los valores extremos

ξ0
p = μ

ApS
2 · 4a

· 2a
S
= μ

Ap

4
,

η0
p = −μ

BpS
2 · 4a

· 2a
S
= −μBp

4
.

Sustituyendo los valores obtenidos ξ0 y η0 en la condición (3.40) obtenemos la
ecuación para hallar el parámetro μ :

n∑
m=1

(
A2

mS
16a
μ +

B2
mS

16a
μ

)
= 1,

en donde
μ =

16a

S
n∑

m=1

(
A2

m + B2
m

) ,

ξ0
p =

4aAp

S
n∑

m=1

(
A2

m + B2
m

) ,

η0
p = −

4aBp

S
n∑

m=1

(
A2

m + B2
m

) .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.47)
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Calculemos ahora los valores de mı́nimo de la integral (3.39)

1
λ2 =

∫ S
a

0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ n∑
m=1

(
μ

4
Am sin

aπ(2m − 1)
S

t − μ
4

Bm cos
aπ(2m − 1)

S
t
)⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

dt

=
μ2

16

∫ S
a

0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ n∑
m=1

(
Am sin

aπ(2m − 1)
S

t − Bm cos
aπ(2m − 1)

S
t
)2⎤⎥⎥⎥⎥⎦ dt.

En virtud de la ortogonalidad del sistema de funciones obtenemos

1
λ2 =

μ2S
32a

n∑
m=1

(
A2

m + B2
m

)
.

De donde usando la ecuación (3.47) para μ tenemos

1
λ2 =

8a

S
n∑

m=1

(
A2

m + B2
m

)
y consecuentemente,

λ2 =
S
8a

n∑
m=1

(
A2

m + B2
m

)
y λ2ξm =

Am

2
, λ2ηm = −Bm

2
.

3.4. Solución del problema

De esta manera, el control buscado se expresa de la siguiente manera

u0
n(t) =

1
2

n∑
m=1

Am sin
aπ(2m − 1)

S
t − Bm cos

aπ(2m − 1)
S

t, (3.48)

donde Am y Bm son los coeficientes de Fourier dados en (3.9) y (3.10) respectiva-
mente.

El cuadrado de la norma es mı́nima e igual a

‖u0
n(t)‖2 = S

8a

n∑
m=1

(
A2

m + B2
m

)
. (3.49)

Pasando al lı́mite, cuando n tiende al infinito, obtenemos el control óptimo
buscado (respecto del mı́nimo del cuadrado) y se determina mediante la expresión

u0(t) =
1
2

∞∑
m=1

Am sin
aπ(2m − 1)

S
t − Bm cos

aπ(2m − 1)
S

t, 0 ≤ t ≤ S
a
, (3.50)
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además

mı́n ‖u(t)‖2 = ‖u0(t)‖2 = S
8a

∞∑
m=1

(
A2

m + B2
m

)
. (3.51)

Sea dado la velocidad inicial igual a cero, es decir, Γ1(x) = 0 de (3.9) es claro que
los coeficientes Am, m = 1, 2, . . . son coeficientes de Fourier de la ecuación inicial
Γ0(x) ∈ [0,S] respecto de las funciones sin πk

S t, k = 1, 2, . . ., por eso tiene lugar la
igualdad de Parseval

∞∑
m=1

A2
m =

2
S

∫ S

0
[Γ0(x)]2 dx

y consecuentemente, en este caso

∫ S
a

0
u2(t)dt = mı́n ‖u(t)‖2 = ‖u0(t)‖2 = 1

4a

∫ S

0
[Γ0(x)]2 dx.

de esta manera la última fórmula da el valor mı́nimo de la energı́a del control
u(t) bajo el cual en tiempo T = S

a , es posible que el sistema oscilatorio obtenga
completamente el estado de reposo.

Veamos que el control se puede escribir explı́citamente en términos de las
funciones Γ0(x) y Γ1(x).

Coloquemos en la fórmula (3.50) los valores de los coeficientes Am y Bm del
control óptimo definidos mediante (3.9) y (3.10). Tomando en cuenta que Γ0(x) y
Γ1(x) son simétricos respecto de la mitad del intervalo [0, S

a ] tenemos

u0(t) =
1
2

∞∑
m=1

2
S

∫ S

0
Γ0(ξ) sin

π(2m − 1)
S

ξdξ sin
aπ(2m − 1)

S
t− (3.52)

− 2
aπ(2m − 1)

∫ S

0
Γ1(ξ) sin

π(2m − 1)
S

ξdξ cos
aπ(2m − 1)

S
t.

Con ayuda del cambio de variable ξ = at e integración por partes tenemos

− 2
aπ(2m − 1)

∫ S

0
Γ1(ξ) sin

π(2m − 1)
S

ξdξ = (3.53)

=
2a
S

∫ S
a

0

[∫ t

0
Γ1(aτ)dτ

]
cos

aπ(2m − 1)
S

tdt.

Aquı́ utilizamos el hecho

sin
aπ(2m − 1)

S
t
∣∣∣∣∣

S
a

0
= 0, m = 1, 2, . . .
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Utilizando la identidad obtenida (3.53), la fórmula (3.52) para el control óptimo
se puede escribir de la forma

u0(t) =
1
2

∞∑
m=1

2a
S

∫ S
a

0
Γ0(aτ) sin

aπ(2m − 1)
S

τdτ sin
aπ(2m − 1)

S
t+

+
2a
S

∫ S
a

0

[∫ t′

0
Γ1(aτ)dτ

]
cos

aπ(2m − 1)
S

t′dt′ cos
aπ(2m − 1)

S
t,

0 ≤ t ≤ S
a .

Pero la última expresión para el control óptimo por definición del desarrollo
en series de Fourier se puede representar de la siguiente forma

u0(t) =
1
2

[
Γ0(at) +

∫ t

0
Γ1(aτ)dτ

]
, 0 < t <

S
a
, (3.54)

u0(t) = 0 para
S
a
≤ t.

La fórmula obtenida tiene un sentido fı́sico sencillo si Γ1(x) = 0. En éste caso bajo
la influencia del control desde los puntos terminales del medio oscilatorio van al
encuentro, con velocidad a las ondas cuyas formas coinciden con la distribución
inicial de movimiento, además de cada lado viaja una onda de amplitud media.



Capı́tulo 4

Ejemplos

En los siguientes ejemplos se resuelve el problema planteado al inicio del
capı́tulo 3. Utilizando los resultados dados se obtiene el control óptimo.

Ejemplo 4.1. Consideremos una onda que se describe en el momento t = 0 por la igualdad

Γ0(x) = A sin
π
S

x, 0 ≤ x ≤ S,

mientras que la velocidad es cero, es decir, Γ1(x) = 0.

Para lograr el estado de reposo de la onda estática en tiempo S
a con gasto

mı́nimo de energı́a se requiere utilizar un control de la forma

u0(t) =
A
2

sin
aπ
S

t, 0 ≤ t ≤ a
S
,

el cual lo obtenemos utilizando la ecuación para el control (3.54), cuyo valor
mı́nimo de energı́a es igual a ∫ S

a

0
u2

0(t)dt =
1
4

A2.

Ejemplo 4.2. Hallar el control u(t) para hacer que el medio oscilatorio esté en reposo, si
en el momento inicial la distribución tiene la forma

Γ0(x) = Γ0 = constante, y Γ1 = 0.

En correspondencia con las fórmulas (3.50), (3.9) y (3.10) obtenemos los valores
para Am y Bm como en (3.14), ası́ entonces el control óptimo que envia a reposo al
sistema en tiempo S

a con gasto de mı́nimo de energı́a tiene la forma

u0(t) =
2Γ0

π

∞∑
m=1

1
(2m − 1)

sin
aπ(2m − 1)

S
t.
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La suma de esta serie es igual π4 y consecuentemente

u0(t) =
Γ0

2
, 0 < t <

S
a
.

Entonces la norma de u(t) es:

∫ S
a

0
u2(t)dt =

1
4a

∫ S

0
[Γ0]2 dx =

SΓ2
0

4a
.

Ejemplo 4.3. Sean Γ0(x) =
(
x − π2

)2
y Γ1(x) = 1. Hallar el control u(t) tal que ||u(t)|| ≤ l

de manera que la función Q(x, t) (0 ≤ x ≤ S) (0 ≤ t ≤ T) obtenga su estado de reposo en
tiempo T mı́nimo, es decir, Q(x,T) = 0 y Qt(x,T) = 0.

Sean Γ0(x) =
(
x − π2

)2

y como Q(x, t) es solución de la ecuación de onda, tenemos que para S = π y a = 1
y de acuerdo a las ecuaciones (3.9), (3.10)

Ak =
k2π − 8

2k3π
[1 − (−1)k], Bk =

2
k2π

[1 − (−1)k]

además observemos que el tiempo mı́nimo es igual a T = S
a = π.

Con base al sistema de ecuaciones (3.35) y (3.36) y a las ecuaciones (3.9), (3.10)
podemos asumir k = 2m − 1 (m = 1, 2, 3, . . .) y reescribimos este sistema de la
siguiente manera

− 1
(2m − 1)2 =

∫ π

0
cos[(2m − 1)t]u(t)dt m = 1, 2, 3, . . . (4.1)

(2m − 1)2π − 8
4(2m − 1)3 =

∫ π

0
sin[(2m − 1)t]u(t)dt. (4.2)

Ahora, vamos a minimizar el cuadrado de la norma, es decir,

‖u‖2 =
∫ π

0
|u(t)|2dt, (4.3)
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lo que nos permite llegar completamente al problema de momentos. Con base a
la teorı́a presentada en el capı́tulo 2 de esta tesis, para que este problema tenga
solución es necesario y suficiente que sea soluble el siguiente problema:

Hallar

mı́n
ξk,ηk

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫ π

0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ n∑
m=1

(
ξm sin((2m − 1)t) + ηm cos((2m − 1)t)

)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ dt

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
1
2

=
1
λ
, (4.4)

bajo la condición

n∑
m=1

(
(2m − 1)2π − 8

4(2m − 1)3 ξm − 1
(2m − 1)2ηm

)
= 1, (4.5)

en esto la norma mı́nima del control u(t) definido por la ecuación (4.4) será igual
a λmientras que la función buscada tiene la forma

u0
n(t) = λ2

n∑
m=1

ξ0
m sin((2m − 1)t) + η0

m cos((2m − 1)t), (4.6)

donde ξ0
m, η0

m m = 1, . . . ,n es solución del problema (4.4) y (4.5).

Entonces de acuerdo a la regla de los multiplicadores de Lagrange y con-
siderando la condición (4.5) obtenemos:

μ =
16

π
n∑

m=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(

(2m − 1)2π − 8
(2m − 1)3π

)2

+

(
4

(2m − 1)2π

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ξ0

m =
4[(2m − 1)2π − 8]

(2m − 1)3π2
n∑

m=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(

(2m − 1)2π − 8
(2m − 1)3π

)2

+

(
4

(2m − 1)2π

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎠
η0

m = − 16

(2m − 1)2π2
n∑

m=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(

(2m − 1)2π − 8
(2m − 1)3π

)2

+

(
4

(2m − 1)2π

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.7)

Ası́ que calculando ahora los valores de mı́nimo de la integral (4.4) obtenemos:

λ2 =
π
8

n∑
m=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(

(2m − 1)2π − 8
(2m − 1)3π

)2

+

(
4

(2m − 1)2π

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
λ2ξm =

(2m − 1)2π − 8
2(2m − 1)3π

, λ2ηm = − 2
(2m − 1)2π
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de esta manera el control buscado, se expresa de la siguiente forma

u0
n(t) =

1
2

n∑
m=1

(2m − 1)2π − 8
(2m − 1)3π

sin(2m − 1)t − 4
(2m − 1)2π

cos(2m − 1)t. (4.8)

Cuya gráfica para n = 15 es:

El cuadrado de la norma es mı́nima e igual a

‖u0
n(t)‖2 = λ2. (4.9)



Apéndice

Solución de ecuaciones homogéneas

Consideremos el problema de Cauchy:

wtt − a2wxx = 0, 0 < x < L (.1)

con condiciones iniciales

w(x, 0) = ψ(x),
wt(x, 0) = φ(x),

}
0 ≤ x ≤ L (.2)

y condiciones de contorno

w(0, t) = h0(t),
wt(l, t) = hL(t),

}
t > 0 (.3)

Para solucionar este problema es conveniente llevarlo a un problema con condi-
ciones de contorno homogéneas, para tal efecto consideremos Q = w − v donde
v = x

LhL(t) +
(
1 − x

L

)
h0(t); tal que al sustituir Q en (.1),(.2) y (.3) obtenemos:

Qtt − a2Qxx = −x
L

h′′L (t) −
(
1 − x

L

)
h′′0 (t) = f (x, t) (.4)

con condiciones iniciales

Q(x, 0) = ψ(x) − x
LhL(0) −

(
1 − x

L

)
h0(0) = h(x),

Qt(x, 0) = φ(x) − x
Lh′L(0) −

(
1 − x

L

)
h′0(0) = g(x),

(.5)

y con condiciones de contorno

Q(0, t) = 0,
Qt(L, t) = 0, (.6)

Con base a lo desarrollado anteriormente consideremos el siguiente problema:

Qtt = a2Qxx + f (x, t), a2 =
k
ρ
, 0 < x < l (.7)
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con condiciones iniciales

Q(x, 0) = h(x),
Qt(x, 0) = g(x),

}
0 ≤ x ≤ l (.8)

Q(0, t) = 0,
Qt(l, t) = 0,

}
t > 0. (.9)

Vamos a buscar la solución del problema en la forma de una serie de Fourier
con respecto a x

Q(x, t) =
∞∑

n=1

Qn(t) sin
πn
l

x, (.10)

considerando a t como parámetro. Para hallar Q(x, t) es necesario determinar la
función Qn(t). Representemos la función f (x, t) y las condiciones iniciales en la
forma de series de Fourier

f (x, t) =
∑∞

n=1 fn(t) sin πn
l x, fn(t) = 2

l

∫ l

0
f (ξ, t) sin πn

l ξdξ

h(x) =
∑∞

n=1 hn(t) sin πn
l x, hn =

2
l

∫ l

0
h(ξ) sin πn

l ξdξ

g(x) =
∑∞

n=1 gn(t) sin πn
l x, gn =

2
l

∫ l

0
g(ξ) sin πn

l ξdξ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(.11)

Sustituyendo la forma propuesta de solución (.10) en la ecuación (.7)

∞∑
n=1

sin
πn
l

x
{
−a2

(
πn
l

)2

Qn(t) −Q′′n (t) + fn(t)
}
= 0.

Veamos que ésta se va a satisfacer si los coeficientes de esta serie son cero, es decir,

Q′′n (t) + a2
(
πn
l

)2

Qn(t) = fn(t). (.12)

Para determinar Qn(t) hemos obtenido una ecuación ordinaria con coeficientes
constantes.

Las condiciones iniciales dan

Q(x, 0) = h(x) =
∑∞

n=1 Qn(0) sin πn
l x =

∑∞
n=1 hn sin πn

l x,

Qt(x, 0) = g(x) =
∑∞

n=1 Q′n(0) sin πn
l x =

∑∞
n=1 gn sin πn

l x

de donde se sigue
Qn(0) = hn,
Q′n(0) = gn.

}
(.13)
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estas condiciones determinan completamente la solución de la ecuación (.12). La
función Qn(t) se puede representar en la forma

Qn(t) = QI
n(t) +QII

n (t),

donde

QI
n(t) =

l
πna

∫ t

0
sin
πn
l

a(t − τ) · fn(τ)dτ (.14)

es la solución de la ecuación no homogénea con condiciones iniciales cero y

QII
n (t) = hn cos

πn
l

at +
l
πna

gn sin
πn
l

at (.15)

es solución de la ecuación homogenea con condiciones iniciales dadas. De esta
manera la solución buscada se escribe en la forma

Q(x, t) =
∞∑

n=1

l
πna

∫ t

0
sin
πn
l

a(t − τ) sin
πn
l

x · fn(τ)dτ+ (.16)

+

∞∑
n=1

(
hn cos

πn
l

at +
l
πna

gn sin
πn
l

at
)

sin
πn
l

x,

donde
l
πna

fn(τ) =
l
πna

2
l

∫ l

0
f (ξ, τ) sin πn

l ξdξ

= 2
πna

∫ l

0

[
−ξLh′′L (τ) −

(
1 − ξL

)
h′′0 (τ)

]
sin πn

l ξdξ.

(.17)

Considerando h′′0 (τ) = h′′L (τ) = h′′(τ), sustituyéndolo e integrando en (.17) para

h′′(τ) = −
(
πna

l

)2

u(τ), donde u(τ) es la condición de contorno en (3.4) y (3.5),
tenemos

l
πna

fn(τ) =
2a
l

[1 − (−1)n] u(τ).

Por lo tanto, (.16) toma la forma

Q(x, t) =
∞∑

n=1

(
hn cos

πn
l

at +
l
πna

gn sin
πn
l

at
)

sin
πn
l

x+ (.18)

+

∫ t

0

∞∑
n=1

2a
l

[1 − (−1)n] sin
πn
l

a(t − τ) sin
πn
l

x · u(τ)dτ.
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Convergencia de la serie de Fourier [5][Pags. 452 - 456]

El teorema siguiente ofrece una condición suficiente para que la serie de Fourier
converja uniformemente.

Teorema .1. Si una función f es absolutamente continua y la derivada de f pertenece a
L2[−π, π], la serie de Fourier de la función f converge hacia f uniformemente en toda la
recta.

Series de Funciones

Convergencia uniforme e integración

de Riemann-Stieltjes

Definición .1. [2] Sea f definida en [a, b]. Si P = x0, x1, . . . , xn es una partición de [a, b],
escribiremos Δk f = f (xk) − f (xk−1), para k = 1, 2, . . . ,n. Si existe un número positivo M
talque

n∑
k=1

|Δ fk| ≤M

para toda partición de [a, b], entonces diremos que f es de variación acotada en [a, b]

Teorema .2. Si f es monótona en [a, b] entonces f es de variación acotada en [a, b].

Teorema .3. Sea α de variación acotada en [a, b]. Supongamos que cada término de la
sucesión fn es una función real tal que fn ∈ R(α)1 en [a, b] para cada n = 1, 2, . . .

Supongamos que fn → f uniformemente en [a, b] y definimos gn =

∫ x

a
fn(t)dα(t) si

x ∈ [a, b], n = 1, 2, . . . Entonces tenemos:

1. f ∈ R(α) en [a, b]

2. gn → g uniformemente en [a, b] en donde g(x) =
∫ x

a
f (t)dα(t).

Nota .1. La conclusión implica que, para cada x en [a, b], podemos escribir

lı́m
n→∞

∫ x

a
fn(t)dα(t) =

∫ x

a
lı́m
n→∞ fn(t)dα(t)

1Denotemos mediante R(α) al conjunto de las funciones Riemann-Stieltjes integrables respecto
de α.
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Esta propiedad se enuncia a menudo diciendo que una sucesión uniforme-
mente convergente se puede integrar término a término.

Teorema .4. Sea α de variación acotada en [a, b], y supongamos que
∞∑

n=0

fn(x) = f (x)

(uniformemente en [a, b]), en donde cada fn es una función real tal que fn ∈ R(α) en [a, b].
Entonces tenemos:

1. f ∈ R(α) en [a, b]

2.
∫ x

a

∞∑
n=0

fn(t)dα(t) =
∞∑

n=0

∫ x

a
fn(t)dα(t) (uniformemente en [a, b])

Diferenciación e integración

Teorema .5 (Regla de Leibnitz). [10][Pag. 390] Sea

I(t) =
∫ b(t)

a(t)
f (x, t)dx

donde f (x, t) y ∂ f
∂t son continuas en el rectángulo [A,B] × [c, d] donde [A,B] contiene la

unı́on de todos los intervalos [a(t), b(t)], y si a(t) y b(t) son funciones continuas en [c, d],
entonces

dI
dt
=

∫ b(t)

a(t)

∂ f
∂t

(x, t)dx + f (b(t), t)b′(t) − f (a(t), t)a′(t)

Teorema .6 (Convergencia uniforme y diferenciación). [2] Supongamos que cada fn

es una función real definida en (a, b) tal que la derivada f ′n(x) existe para cada x de (a, b).
Supongamos que para un punto x0 de (a, b), por lo menos, la serie

∑
fn(x0) converge.

Supongamos además que existe una función g tal que
∑

f ′n(x) = g(x) (uniformemente en
(a, b)). Entonces:

1. Existe una función f tal que
∑

fn(x) = f (x) (uniformemente en (a, b))

2. Si x ∈ (a, b), la derivada f ′(x) existe y es igual a
∑

f ′n(x).

Conjuntos medibles [9][Pags. 244-248]

Medida exterior de un conjunto

Sea E un conjunto arbitrario sobre una recta numérica. Se denomina recubri-
miento S = S(E) de un conjunto E a todo sistema finito o numerable de intervalos
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{Δn}, la suma de los cuales contiene el conjunto E. La suma de longitudes de to-
dos los intervalos {Δn} que integran el recubrimiento S = S(E) se denotará con el
sı́mbolo σ(S).

Ası́ pues,
σ(S) =

∑
n

|Δn| ≤ ∞.

Definición .2. Se llama medida exterior del conjunto E a una cota inferior exacta de σ(S)
sobre el conjuto de todos los recubrimientos S = (SE) del conjunto E.

La medida exterior del conjunto E se denotará con el sı́mbolo |E|∗. Ası́ pues,
por definición

|E|∗ = ı́nf
S(E)
σ(S)

Conjuntos medibles y sus propiedades

Definición .3. Un conjunto E se llama medible, si para cualquier número positivo ε
existe un conjunto arbitrario G que cotiene E y es de tal ı́ndole que la medida exterior de
la diferencia G \ E es inferior a ε.

La medida exterior del conjunto medible E se llamará medida de dicho conjunto
y se denotará con el sı́mbolo |E|.
Teorema .7. Todo conjunto abierto es medible, con la particularidad de que su medida es
igual a la suma de intervalos disjuntos dos a dos que lo componen.

Teorema .8. Todo conjunto cerrado F es medible.

Corolario .1. Para que un conjunto E sea medible, es necesario y suficiente que para
cualquier número positivo ε exista un conjunto cerrado F que se contenga en E y que sea
de tal ı́ndole que la medida exterior de la diferencia E \ F sea inferior a ε

Funciones medibles [9][Pags. 251 - 256]

Concepto de función medible

En lo que sigue adelante se examinarán las funciones que están definidas
en los conjuntos medibles de la recta númerica ordinaria y que toman valores
pertenecientes a la recta númerica extendida.

Convengamos en denotar con el sı́mbolo E[ f satisface la condición A] un con-
junto de todos los valores x en E, para los cuales f (x) satisface la condición A.
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Definición .4. Una función f (x) definida en un conjunto E se denomina medible en este
conjunto, si para cualquier número real a el conjunto E[ f ≥ a] es medible.

Teorema .9. Para que una función f (x) sea medible en el conjunto E, es necesario y
suficiente de que uno de los siguientes tres conjuntos:

E[ f > a], E[ f < a] E[ f ≤ a] (.19)

sea medible para cualquier a real.

Propiedades de las funciones medibles

Definición .5. Dos funciones f (x) y g(x), definidas sobre un conjunto medible E, se
denominan equivalentes (denotandolo como f ≈ g) en dicho conjunto, si el conjunto
E[ f � g] es de medida cero.

1. Si las funciones f (x) y g(x) son equivalentes en el conjunto E y si f (x) es
medible en E, será también medible en E la función g(x)

Sucesiones de funciones medibles

Teorema .10. Si una sucesión de funciones { fn(x)}, medibles sobre el conjunto E, converge
casi en todo punto de E hacia una función f (x), la función f (x) será medible en E.

Definición .6. Supongamos que las funciones fn(x) (n = 1, 2, . . .) y f (x) son medibles en
un conjunto E y toman casi en todo punto de E valores finitos. Se dice que la sucesión { fn(x)}
converge hacia f (x) en medida sobre el conjunto E, si para cualquier número positivo ε se
verifica una igualdad

lı́m
n→∞ |E[| f − fn| ≥ ε]| = 0 (.20)

Integral de Lebesgue [9][Pags. 258 - 261]

Conceptos de integral de Lebesgue de una función acotada.

Llamaremos partición de un conjunto medible E a toda familia T de un número
finito de subconjuntos medibles y disjuntos dos a dos E1,E2, . . . ,En del conjunto E
que en suma integran el conjunto E.

Para denotar la partición del conjunto E se empleará el sı́mbolo T = {Ek}nk=1, o
bien un sı́mbolo más breve T = {Ek}.
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Examinemos en el conjunto E de medida finita una función acotada f (x). Para
una partición arbitraria T = {Ek} del conjunto E, designemos por los sı́mbolos Mk

y mk las cotas exactas superior e inferior, respectivamente, de la función f (x) sobre
un conjunto parcial Ek e introduzcamos en el análisis dos sumas

ST =

n∑
k=1

Mk|Ek| y sT =

n∑
k=1

mk|Ek|

que se denominan sumas superior e inferior, respectivamente de la partición T.

Notemos enseguida que para toda partición T = {Ek}
sT ≤ ST (.21)

Para cualquier función f (x), acotada sobre el conjunto de medida finita E, tanto
el conjunto de todas las sumas superiores {ST}, como también el de todas las sumas
inferiores {sT} (correspondientes a toda clase de particiones T = {Ek} del conjunto
E) están ambos acotados. Por eso, existe una cota inferior exacta del conjunto {ST},
que se denotará con el sı́mbolo Ī y se llamará integral superior de Lebesgue, y una
cota superior exacta del conjunto {sT} que se denotará con I y se llamará integral
inferior de Lebesgue.

Definición .7. Una función f (x), acotada sobre conjunto de medida finita E, se denomina
integrable según Lebesgue en dicho conjunto, si I = Ī, es decir, si las integrales de Lebesgue
superior e inferior de dicha función coinciden.

En este caso el número I = Ī se llama integral de Lebesgue, extendida a E,
respecto de la función f (x) y se denota con el sı́mbolo∫

E
f (x)dx.

Corolario .2. Toda función integrable según Riemann es integrable según Lebesgue, con
la particularidad de que las integrales de Lebesgue y de Riemann respecto de tal función
coinciden.

Teorema .11. Cualquiera que sea un conjunto medible de medida finita E, toda funcional
f (x), acotada y medible sobre E, es integrable en dicho conjunto.

Espacio L2 [9][Pags. 276 - 278]

Recordemos que un espacio lineal R se llama normado, si se cumplen las
siguientes dos exigencias: 1) se conoce una regla, por cuyo intermedio a todo
elemento f del espacio R se le pone en correspondencia un número real llamado
norma de dicho elemento y denotado con el sı́mbolo || f ||, 2) la citada regla satisface
los siguientes tres axiomas
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1. || f || > 0, si f � 02, || f || = 0, si f = 0.

2. ||λ f || = |λ| · || f || para todo f y todo número real λ.

3. Para cualesquiera f y g se verifica la desigualdad triangular || f+g|| ≤ || f ||+||g||

Examinemos en el espacio normado lineal R una sucesión arbitraria de ele-
mentos { fn}
Definición .8. Una sucesión { fn} de elementos de un espacio normado lineal R se llama
fundamental, si

lı́m
m ≥ n
n→∞

|| fm − fn|| = 0

Definición .9. Se dice que una sucesión { fn} de elementos de un espacio normado lineal
R converge en R hacia un elemento de este espacio f , si

lı́m
n→∞ || fn − f || = 0

La convergencia de esta ı́ndole se denomina también convergencia en norma,
o convergencia fuerte en R.

Toda sucesión de elementos { fn} convergente en R es siempre fundamental.

Si fn → f entonces || fn|| → || f || (Continuidad de norma)

Definición .10. Un espacio lineal normado R se llama completo, si toda sucesión fun-
damental de elementos { fn} del espacio R converge en R hacia cierto elemento f de este
espacio.

Propiedades del espacio L2(E) [9][Pags. 395 - 396]

Se denomina espacio L2(E) a un conjunto de todas las funciones { f (x)} de tal
género que cada función f (x) es medible sobre el conjunto E, y cada función f 2(x),
integrable en el sentido de Lebesgue sobre un conjunto E, con la particularidad
que no distinguimos funciones equivalentes sobre E, considerándolas como un
solo elemento de L2(E).

El espacio L2(E) es un espacio normado lineal con la norma de cualquier ele-
mento f (x) de la forma

|| f || =
(∫

E
f 2(x)dx

) 1
2

. (.22)

20, elemento nulo del espacio R
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Además L2(E) es un espacio dotado de producto escalar de cualquiera dos
elementos f (x) y g(x) de la forma

( f , g) =
∫

E
f (x) · g(x)dx. (.23)

De (.22) y (.23) se deduce que la norma y el producto escalar en L2 están ligados
entre sı́ mediante la relación

|| f || = √
( f , f ).

Recordemos, además que el espacio L2(E) es completo.

Definición .11. Un sistema de elementos {ϕn}, se llama base del espacio L2(E), si a todo
elemento f de L2(E) le corresponde univocamente un desarrollo de este elemento en serie∑∞

n=1 cnϕn con coeficientes constantes cn, convergente hacia el elementos f en la norma del
espacio L2(E).

Los siguientes resultados se pueden ver en el libro [9][Pags. 402 - 406]

Definición .12. Una sucesión { fn(x)} de elementos del espacio L2(E) se denomina débil-
mente convergente hacia un elemento f (x) de este espacio, si para cualquier elemento g(x)
de L2(E) es válida la relación

( fn, g)→ ( f , g) para n→∞.
o bien, que es lo mismo∫

E
fn(x)g(x)dx→

∫
E

f (x)g(x)dx para n→∞.

Notemos que la convergencia de { fn(x)} hacia f (x) en la norma de L2(E) se
deduce convergencia débil de { fn(x)} hacia f (x).

Definición .13. Sea R un espacio lineal normado. La transformación l : R→ R que actúa
sobre el espacio R y toma valores reales se llama funcional.

Definición .14. Una funcional l( f ) definida sobre los elementos f del espacio L2(E) se
llama lineal, si para cualesquiera dos elementos f , g ∈ L2(E) y α, β ∈ R se verifica la
igualdad

l(α f + βg) = αl( f ) + βl(g).

Definición .15. Una funcional l( f ), definida sobre los elementos f del espacio L2(E) se
llama continua en un punto f0 de dicho espacio, si para cualquier sucesión { fn} de elementos
de L2(E), convergente en norma de L2(E) hacia el elemento f0, una sucesión numérica l( fn)
converge hacia l( f0).
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Definición .16. Una funcional l( f ) se denomina simplemente continua, si es continua en
cada punto f del espacio L2(E).

Observemos que si una funcional lineal en L2(E) es continua al menos en un
solo punto de L2(E), será continua en todo punto de L2(E), es decir, simplemente
continua.

Definición .17. Un conjunto infinito E de elementos de L2 se llama débilmente compacto,
si en cualquier sucesión de elementos { fn}, pertenece al conjunto E, puede elegirse una
subsucesión débilmente convergente.

Además, en L2(E) se tienen afirmaciones tales como

1. Cualquier conjunto acotado en norma de L2(E), que contiene un número
infinito de elementos de L2(E), es débilmente compacto.

2. Para toda funcional lineal continua l( f ) definida sobre los elementos f del
espacio L2(E), existe uno y sólo un elemento g del espacio L2(E) de tal género
que para todos los elementos f del espacio L2(E) se verifica una igualdad
l( f ) = ( f , g), con la particularidad de que

||l|| = sup
f�0

|l( f )|
|| f || = ||g||.

Otros conceptos

Lema .1. Para cualesquiera funciones f (x) y g(x), integrables sobre el segmento [a, b], se
verifica la siguiente desigualdad

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
√∫ b

a
f 2(x)dx

∫ b

a
g2(x)dx

llamada desigualdad de Cauchy-Buniakovski

Teorema .12. Sea f una función par. Entonces f ′ es una función impar.

Los siguientes resultados se pueden ver en [5]

Definición .18. Sean L un espacio lineal, L0 sub espacio lineal de L. Sea f ∈ L0 un
funcional lineal. Un funcional lineal f , definido sobre todo L, se llama prolongación del
funcional f0 cuando

f (x) = f0(x) ∀x ∈ L0
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Teorema .13 (Teorema de Hahn-Banach). Sea E un espacio normado real; L, un subes-
pacio suyo y f0 un funcional lineal acotado sobre L. Este funcional lineal se puede prolongar
a un funcional lineal f , definido sobre todo E, sin aumentar la norma, esto es, de manera
que

|| f0||L = || f ||E
Teorema .14. Si A ⊂ X es compacto entonces cada sucesión {an} ⊂ A tiene un subsucesión
convergente en A

Teorema .15. Para que cualquier funcional lineal f ∈ E∗ no tenga elementos extremos o
para que sus elementos extremos difieran uno del otro solamente con un factor escalar (es
decir, que f sea normal), es necesario y suficiente que el espacio E sea estrictamente norma-
do, es decir, para cualesquiera dos elementos arbitrarios g y h en la relación (desigualdad
del triángulo)

||g + h|| ≤ ||g|| + ||h||
el signo de igualdad tenga lugar solo y solo si g = λh y h = λg, donde λ ≥ 0.
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