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Dr. José Gerardo Tinoco Ruiz

Dr. Francisco Javier Doḿınguez Mota
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Prefacio

Muchos fenómenos f́ısicos en ingenieŕıa y ciencias se pueden describir en térmi-
nos de ecuaciones diferenciales, de las cuales son muy pocas que sean útiles y que
puedan resolverse en forma cerrada; de ah́ı surge la necesidad de aproximar sus
soluciones por métodos numéricos que sean fáciles de implementar y entender.
En este trabajo emplearemos esquemas en diferencias finitas debido a su senci-
llez. Estas pueden obtenerse como una aplicación natural del teorema de Taylor.

Es importante mencionar que el estudio de cómo aproximar la solución de una
ecuación en derivadas parciales no es algo nuevo, se cuenta con una vasta li-
teratura que nos muestra las diversas formas que hay para aproximar la solu-
cion de cierta ecuación. Dependiendo del tipo de ecuación, parabólica, eĺıptica
o hiperbólica, se seleccionan los esquemas para aproximar su solución, ya sea
empleando un método especifico de forma directa o alguna combinación de ellos.

No obstante, aún hay demasiado que decir y estudiar al respecto, pues es fre-
cuente asumir que el dominio es de una geometŕıa muy sencilla: regiones de
forma ciĺındrica, esféricas, ect., o variaciones elementales de éstas, y se excluye
la posibilidad de estudiar el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones
clásicas en regiones más irregulares, por ejemplo, la superficie de un lago o el
continuo de una montaña.

Sin embargo, es claro que los dominios irregulares aparecen en la naturaleza,
por lo que es necesario desarrollar esquemas en diferencias que sean aplicables
a mallas estructuradas con celdas no rectángulares.
En este trabajo discutiremos los aspectos anteriores: los esquemas clásicos en el
rectángulo, la generación de mallas en regiones irregulares, y el uso de esquemas
en diferencias en tales mallas.

Los contenidos de los caṕıtulos en que se divide esta tesis son los siguientes: en el
caṕıtulo uno se exponen las ideas básicas de cómo aproximar la derivada usando
diferencias finitas en mallas rectangulares, partiendo del proceso de ĺımite que
es usado para definir la derivada en el sentido usual. Se presentan esquemas
que aproximan la primera y segunda derivada hasta primer y segundo orden:
diferencias hacia adelante, diferencia centrada y diferencia hacia atrás.
También se trata el problema de encontrar la solución numérica de la ecuación
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de difusión, y se abordan tres puntos importantes de un esquema en diferen-
cias: consistencia, convergencia y estabilidad. Para concluir con este caṕıtulo
revisamos un poco la teoŕıa correspondiente a ecuaciones eĺıpticas y resolvemos
numéricamente la ecuación de Poisson.

En el caṕıtulo dos se presentan de forma muy sintética las ideas esenciales para
generar mallas estructuradas suaves y convexas, se da el concepto de malla, y
se habla de las caracteŕısticas que deben reunir las mallas, para aproximar la
solución de alguna ecuación diferencial parcial. Se menciona que la clave para
obtener buenas mallas es la elección adecuada del funcional, por lo tanto en este
caṕıtulo les dedicamos una sección. Existen una gran variedad de funcionales
por ejemplo: de área, longitud, ortogonalidad y sus combinaciones, por men-
cionar algunos. Las mallas que utilizamos fueron generadas con el programa
UNAMALLA 4.0 para Linux [12].

En el caṕıtulo tres presentamos de manera somera el método de elementos fi-
nitos (MEF) para poder comparar los resultados que se obtienen usando este
método y el de diferencias finitas.

En el caṕıtulo cuatro describimos un esquema particular en diferencias finitas
cuya deducción se basa en el método de operadores de soporte. A partir de las
discretizaciones para el gradiente y la divergencia, se obtiene una aproximación
para la solución de una ecuación diferencial parcial de tipo eĺıptico sobre mallas
convexas.

En el caṕıtulo cinco presentamos algunos ejemplos y resultados numéricos.

En el caṕıtulo final se hace un recuento de los resultados obtenidos y se proponen
varias lineas posibles de trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 1

Diferencias finitas

1.1. Introducción

Existen muchos métodos para aproximar la solución de una ecuación diferencial
parcial, los más usados son los de diferencias finitas, elementos finitos, método
espectral, volúmenes finitos, elementos de frontera, colocación, etc. Nosotros sólo
nos concentraremos en el método de diferencias finitas. Este método consiste
en discretizar el dominio dado en donde se quiere aproximar la solución de
cierta ecuación diferencial parcial u ordinaria, remplazando las derivadas de las
ecuaciones diferenciales por una combinación lineal de los valores de la función
en cada uno de los nodos de la malla. Como resultado, obtenemos un sistema
de ecuaciones algebraicas, usualmente grande, que se resuelve en lugar de las
ecuaciones diferenciales; generalmente usando un método iterativo.

1.2. Diferencias finitas

La idea principal de los esquemas en diferencias finitas como ya dijimos es reem-
plazar las derivadas de las ecuaciones diferenciales por combinaciones lineales de
los valores de la función, una manera natural de empezar es retomar el proceso
de ĺımite que es usado para definir la derivada de manera usual. Consideremos
la función u(x) definida en el intervalo abierto (a, b), sabemos por definición que
la derivada de u en x es,

du

dx
≡ ĺım

h→0

u(x+ h)− u(x)

h

≡ ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x)

(x+ h)− x
, (1.1)

de la expresión anterior podemos obtener un esquema en diferencias finitas de
la siguiente manera: En 1D dividimos el intervalo [a, b] en donde está definida
la función u(x) en n subintervalos de igual longitud (en un problema real no es



2 Diferencias finitas

aśı pero esto lo describiremos más adelante), por lo tanto tenemos n+1 puntos a
los que llamaremos nodos, digamos, a = x0, x1, x2, ..., xn = b, como se muestra
en la figura (1.1). Cada uno de ellos lo indentificamos como xi+1 = xi + h
con h = (b − a)/n. Ahora, hagamos este pequeño cambio en la ecuación 2.1 y
quitemos el limite, para obtener

du

dx

∣∣∣
xi

∼=
u(xi + h)− u(xi)

(xi + h)− xi

≡
ui+1 − ui
xi+1 − xi

(1.2)

donde ui+1 = u(xi + h) y ui = u(xi). De esta forma, hemos obtenido una ex-
presión en diferencias finitas que aproxima el valor de la derivada de u en xi.
Haciendo un procedimiento similar al anterior podemos obtener dos aproxima-
ciones adicionales a du/dx, dada por

du

dx

∣∣∣
xi

∼=
u(xi)− u(xi − h)

xi − (xi − h)

≡
ui − ui−1

xi − xi−1
(1.3)

y
du

dx

∣∣∣
xi

∼=
ui+1 − ui−1

xi+1 − xi−1
. (1.4)

A la expresión (1.2) se le conoce como diferencia hacia adelante, a las expresiónes
(1.3) y (1.4) se les conoce como diferencia hacia atrás y diferencia centrada, res-
pectivamente. También podemos definir aproximaciones en diferencias finitas
de orden superior como d2u/dx2, la cual podemos obtener mediante la aplica-
ción repetida de los esquemas anteriores, o bien, por combinación de ellos, por
ejemplo,

d2u

dx2

∣∣∣
xi

∼=

du
dx

∣∣∣
i+1/2

− du
dx

∣∣∣
i−1/2

xi+1/2 − xi−1/2

≡

ui+1−ui

xi+1−xi

− ui−ui−1

xi−xi−1

xi+1/2 − xi−1/2
. (1.5)

Notemos que estamos usando los esquemas 1.2 y 1.3 con una aproximación en el
punto xi±1/2, esto es, el punto medio entre xi y xi±1. La razón de hacer esto es
simple: si quisiéramos aproximar con diferencias finitas a d2u/dx2 ocupaŕıamos
los valores de ui−2, ui y ui+2, lo que se hizo fue simular con los puntos me-
dios, que tenemos una malla con el doble de puntos aprovechando que sabemos
de antemano que los valores ui±1/2 no se van a ocupar. En el caso en que el
espaciamiento entre los nodos sea constante, esto es, h, la ecuación 1.5 se ve
como
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d2u

dx2

∣∣∣
xi

∼=
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
. (1.6)

Más adelante veremos con más detalle como este esquema en diferencias finitas
aproxima el valor de la segunda derivada.
Aprovechando los esquemas en diferencias que ya se tienen veremos un ejemplo
donde los podemos aplicar a una ecuación diferencial parcial como la que sigue.
Consideremos la siguiente ecuación

vt(x, t) = νvxx(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0 (1.7)

v(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1] (1.8)

v(0, t) = a(t), v(1, t) = b(t), t ≥ 0. (1.9)

Esta es la ecuación de difusión o de calor, con una variable en el espacio y una
en el tiempo. A ν se le conoce como la constante de difusividad (aunque tam-
bién puede ser variable). Nuestro objetivo es escribir un esquema en diferencias
asociado a dicha ecuación y resolver el sistema de ecuaciones algebraico que
resulte, para ver la solución anaĺıtica podemos consultar [3].
Para nuestro caso particular, consideraremos la condición inicial como v(x, 0) =
f(x), donde f(x) es una función dada, y condiciones de frontera f(0) = a(0)
y f(1) = b(0). Antes de empezar, introduzcamos algo de notación: como ya
mencionamos, u (la función que aproxima a v) depende de dos variables x y t
por lo tanto denotamos como unk la función definida en el punto (kΔx, nΔt) o
simplemente nos referimos como (k, n) con k = 0, 1, 2, ...,M y n = 0, 1, 2, ..., N .
Al conjunto de nodos que aproximan la región es una malla.
Comencemos discretizando el dominio en el espacio haciendo un mallado sobre
el dominio. Por conveniencia vamos a usar un mallado uniforme, con espacio
entre cada nodo de Δx = 1/M , como se muestra en la Figura 1.1. De la misma

x0=0 x1
xM=1xM−1

x
Δ x

Figura 1.1: Mallado uniforme en el intervalo [0,1].
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manera, discretizaremos el tiempo con un mallado uniforme Δt. De lo ante-
rior, tenemos un mallado que va a aproximar el domino espacio-tiempo como se
muestra en la figura 1.2. El siguiente paso es aproximar la solución de la ecua-
ción (1.7) usando esta malla. Empecemos por aproximar la primera derivada vt
con respecto al tiempo de (1.7) usando (1.2) en el punto (kΔx, (n+1)Δt) como
sigue

t

Δ x

x0=0 x1
x2

xM−1
x

t1=0

t1=Δ t

t2=2Δ t

t3=3Δ t

t4=4Δ t

xM=1

Figura 1.2: Malla en el domino espacio-tiempo.

vt ≈
un+1
k − unk

Δt
. (1.10)

Similarmente, pero ahora usando (1.5) para aproximar vxx en (kΔx, nΔt) tene-
mos,

vxx ≈
unk+1 − 2unk + unk−1

Δx2
. (1.11)

Las expresiones (1.10) y (1.11) las podemos usar para aproximar la ecuación
diferencial parcial (1.7) en el punto (kΔx, (n+ 1)Δt) como,

un+1
k − unk

Δt
= ν

unk+1 − 2unk + unk−1

Δx2
. (1.12)

Despejando un+1
k de la ecuación anterior tenemos

un+1
k = unk + ν

Δt

Δx2
(unk+1 − 2unk + unk−1). (1.13)

Para este caso en particular, trataremos las condiciones iniciales y de frontera
mediante una aproximación razonable dada por

u0k = f(kΔx), k = 0, ...,M (1.14)

un+1
0 = a((n+ 1)Δt), n = 0, ..., N (1.15)
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y

un+1
M = b((n+ 1)Δt), n = 0, ..., N. (1.16)

En resumen, nuestro objetivo es obtener una buena aproximación a la solución de
la ecuacion diferencial parcial (1.7), resolviendo el problema discreto (1.13-1.16).
Que tan buena sea nuestra aproximación eso dependerá de la elección de Δx y
Δt; la experencia muestra que debemos ser cuidadosos a la hora de elegir Δx y
Δt ya que estos serán quienes determinen el comportamiento de la aproximación
a la solución de la ecuación diferencial parcial. Más adelante, veremos con más
detalle que tanto influye la elección de Δx y Δt en la aproximación de la solución.
Como resultado de todo el proceso anterior tenemos un esquema numérico que
aproxima la solución del problema con valores iniciales y a la frontera (1.7).
Observemos que este esquema es expĺıcito en el sentido de que para obtener la
aproximación a la solución en un nivel de tiempo sólo es necesario conocer los
valores en el nivel temporal anterior. A continuación veremos como obtener este
y otros esquemas usando la expansión en serie de Taylor.

1.3. Análisis de aproximación

En la literatura es posible observar que el sistema en diferencias finitas (1.13)
nos proporciona buenos resultados para la aproximación a la solución del pro-
blema (1.7). Sin embargo, es importante saber qué tan buena es la aproximación
del esquema a la ecuación diferencial parcial (1.7). Los esquemas en diferencias
finitas anteriores se pueden obtener de una forma más rigurosa usando como
herramienta la expansión en serie de Taylor para expandir a u(x), por consi-
guiente, mencionemos enseguida el teorema de Taylor en una dimensión.

Teorema 1 Taylor

Sea u(x) una función continua en el intervalo [a, b] la cual tiene derivadas con-
tinuas hasta orden N sobre (a, b); dado un punto x∗ en (a, b), entonces para
cualquier otro punto x en (a, b),

u(x) = u(x∗) +
du

dx

∣∣∣∣∣
x∗

(x− x∗) +
d2u

dx2

∣∣∣∣∣
x∗

(x− x∗)2

2!
+ ...

+
dN−1u

dxN−1

∣∣∣∣∣
x∗

(x − x∗)N−1

(N − 1)!
+RN

donde

RN ≡
dNu

dxN

∣∣∣∣∣
ξ

(x− x∗)N

N !
, ξ ∈ (x, x∗) (1.17)

es el residuo [11].
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Asumiendo que u(x) satisface las hipótesis del teorema, usemos la expansión
en serie de Taylor alrededor de los puntos xi−1 y xi+1 en el intervalo [a, b]
empleando la notación de la sección anterior:

ui+1 ≡ u(xi+1)

= u(xi) +
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

(xi+1 − xi)

1!
+
d2u

dx2

∣∣∣∣∣
xi

(xi+1 − xi)
2

2!
+ ...

+RN
i+1 (1.18)

ui−1 ≡ u(xi−1)

= u(xi)−
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

(xi − xi−1)

1!
+
d2u

dx2

∣∣∣∣∣
xi

(xi − xi−1)
2

2!
− ...

+RN
i−1. (1.19)

En las expresiones anteriores RN
i+1 y RN

i−1 son los residuos de los que se habla
en el teorema de Taylor. De (1.18) y (1.19) podemos obtener los esquemas (1.2)
y (1.3). Sólo hay que restar ui de ambos lados y despejar du/dx:

ui+1 − ui = u(xi)− ui +
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

(xi+1 − xi)

1!
+O(Δx2),

ui+1 − ui =
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

xi+1 − xi
1!

+O(Δx2),

du

dx

∣∣∣∣∣
xi

=
ui+1 − ui
xi+1 − xi

+O(Δx). (1.20)

Haciendo un proceso similar al anterior, pero ahora a partir de (1.19), podemos
obtener la ecuación (1.3).
Para el caso del esquema en diferencias finitas centradas (1.4), a (1.18) le res-
tamos (1.19) y despejamos du/dx

ui+1 − ui−1 =
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

(xi+1 − xi)

1!
+
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

(xi − xi−1)

1!
+O(Δx2)

ui+1 − ui−1 =
du

dx

∣∣∣∣∣
xi

2
(xi+1 − xi−1)

1!
+O(Δx2)
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du

dx

∣∣∣∣∣
xi

≈
ui+1 − ui−1

2(xi+1 − xi−1)
+O(Δx2) (1.21)

Para el caso cuando el espaciamiento entre un nodo y el siguiente sea constante,
las ecuaciones anteriores(sin el término O) se reducen a:

du

dx

∣∣∣∣∣
xi

≈
ui+1 − ui

Δx
(1.22)

du

dx

∣∣∣∣∣
xi

≈
ui − ui−1

Δx
(1.23)

du

dx

∣∣∣∣∣
xi

≈
ui+1 − ui−1

2Δx
(1.24)

Veamos ahora como se obtiene una diferencia de segundo orden d2u/dx2 usando
las expansiones en serie de Taylor alrededor de los punto xi+1 y xi−1, para esto
hacemos lo siguiente, expandimos las series (1.18) y (1.19) hasta un orden tres
y el cuarto orden lo agrupamos como O(h4), sumamos estas dos expresiones y
despejamos d2u/dx2,

ui+1 + ui−1 = 2u(xi) + 2
d2u

dx2

∣∣∣∣∣
xi

(xi+1 − xi)
2

2!
+O(Δx4)

d2u

dx2

∣∣∣∣∣
xi

(xi+1 − xi)
2 = ui+1 − 2u(xi) + ui−1 +O(Δx4).

Con espaciamiento constante tenemos h = Δx,

d2u

dx2

∣∣∣∣∣
xi

=
ui+1 − 2u(xi) + ui−1

h2
+O(h2).

Vemos que hemos obtenido una aproximacion a d2u/dx2 usando la expansión
en serie de Taylor. Hasta esta parte tenemos esquemas en diferencias finitas que
se aproximan a la solución de cierta ecuación diferencial, usando una expansión
en serie de Taylor en donde al hacer la aproximación a la derivada obtenemos
un cierto orden. A continuación analizaremos, con más detalle estos esquemas
en diferencias, y veremos brevemente los conceptos consistencia, convergencia y
estabilidad.
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1.3.1. Consistencia

Recordemos que el esquema en diferencias que para aproximar vt es,

ut(nΔt, kΔx) ≈
un+1
k − unk

Δt
. (1.25)

Vimos que usando la expasión en serie de Taylor alrededor de los puntos xi−1 y
xi+1, llegamos a esquemas en diferencas que aproximan du/dx. Ahora hagamos
algo similar, pero en esta ocasión, alrededor de (nΔt, kΔx)

un+1
k = v((n+ 1)Δt, kΔx) = v(nΔt, kΔx) +

∂v

∂t
(nΔt, kΔx)

Δt

1!

+
∂2v

∂t2
(nΔt, kΔx)

Δt2

2!
+ · · ·. (1.26)

Notemos que sólo escribimos los tres primeros términos. Pasamos v(nΔt, kΔx)
del lado izquierdo de la ecuación y multiplicamos por 1/Δt ambos lados para
obtener,

un+1
k − unk

Δt
=
∂v

∂t
(nΔt, kΔx) +

Δt

2

(
∂2v

∂t2

)n

k

+ · · ·. (1.27)

La expresión anterior la reescribimos de una manera general en terminos de la
notación “O grande ” como

∂v

∂t
(nΔt, kΔx) =

un+1
k − unk

Δt
+O(Δt), (1.28)

si v es suficientemente suave en un rectángulo. Cabe mencionar que la constante
A, asociada con la notación “O grande” puede efectivamente ser muy grande.
De hecho, cuando se resuelven problemas en donde la solución tenga cambios
bruscos respecto al tiempo, esta constante será muy grande; más adelante vere-
mos como influye Δt en el esquema en diferencias.
Se puede hacer algo similar a lo anterior para ver que el esquema (1.20) y el
esquema en diferencias hacia atrás son de orden O(Δx), pero nótese que la dife-
rencia centrada (1.21) que aproxima la primera derivada con respecto a x es de
orden O(Δx2). Ahora, veamos qué orden tiene el esquema en diferencias (1.11).
Usando la expansión en serie de Taylor como en (1.26) tenemos,

unk+1 = v(nΔt, kΔx) +
∂v

∂x
(nΔt, kΔx)

Δx2

1!
+
∂2v

∂x2
(nΔt, kΔx)

Δx2

2!
+

∂3v

∂x3
(nΔt, kΔx)

Δx2

3!
+O(Δx2).

unk−1 = v(nΔt, kΔx) −
∂v

∂x
(nΔt, kΔx)

Δx2

1!
+
∂2v

∂x2
(nΔt, kΔx)

Δx2

2!
−

∂3v

∂x3
(nΔt, kΔx)

Δx2

3!
+O(Δx2).
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Sumando las dos expansiones en serie de Taylor anteriores y haciendo algo de
álgebra finalmente nos queda el esquema que aproxima vxx

∂2v

∂x2
=
unk+1 − 2unk + unk−1

Δx2
+O(Δx2). (1.29)

Entonces el problema (1.7) lo reescribimos como sigue

vt(nΔt, kΔx)− νvxx(nΔt, kΔx) =
vn+1
k − vnk

Δt
−

ν

Δx2
(vnk+1 − 2vnk + vnk−1) +

O(Δt) +O(Δx2). (1.30)

Otra manera de ver la ecuación (1.30) es suponiendo que v = v(x, t) sea una
solución de la ecuación diferencial parcial (entonces el lado derecho de (1.30)
es cero); como resultado, se tiene que v satisface el esquema en diferencias con
primer orden en Δt y segundo orden en Δx. De cualquier manera, vemos que
la ecuación (1.30) muestra qué tan bueno es el esquema en diferencias para
aproximar la ecuación diferencial parcial. Hay que resaltar que esto de ninguna
manera nos dice como la solución del esquema en diferencias se aproxima a la
solución de la ecuación diferencial parcial.
Para definir consistencia denotemos la ecuacion diferencial parcial (1.7) como
Lv = F y su correspondiente esquema en diferencias finitas como Ln

ku
n
k = Gn

k .

Definición 1 Se dice que el esquema en diferencias fnitas Ln
ku

n
k = Gn

k es con-
sistente punto a punto con la ecuación diferencial Lv = F en el punto (x, t) si
existe alguna función suave y continua φ = φ(x, t) tal que

(Lφ− F ) |nk −[Ln
kφ(nΔt, kΔx) −Gn

k ] → 0 (1.31)

cuando Δx,Δt y ((n+ 1)Δt, kΔx) → 0.

Observemos que en la ecuación (1.30) estábamos viendo que el esquema (1.13)
era consistente punto a punto con la ecuación diferencial parcial (1.7). Debemos
notar que cuando usamos la expresión (1.31) como una condición de consis-
tencia, hemos incluido la aproximación a F como parte de nuestro esquema en
diferencias.
Podemos elegir φ como la solución v de la ecuación diferencial parcial, entonces
la expresión en (1.31) la escribimos

Ln
ku

n
k −Gn

k → 0 cuando Δx,Δt → 0. (1.32)

Si escribimos el esquema en diferencias como (asumiendo que estamos traba-
jando en un esquema en diferencias de dos niveles y una ecuación diferencial
parcial de primer orden con respecto al iempo t)

u
n+1 = Qu

n +ΔtGn (1.33)

de donde u
n = (..., un−1, u

n
0 , u

n
1 , ...)

T , G
n = (..., un−1, u

n
0 , u

n
1 , ...)

T y Q es un
operador que actúa en el espacio apropiado, entonces podemos escribir una
definición de consistencia más fuerte:
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Definición 2 El esquema en diferencias (1.33) es consistente con la ecuación
diferencial parcial con la norma || · ||, si la solución de la ecuación diferencial
parcial, v, satisface

v
n+1 = Qu

n +ΔtGn +Δtτn, (1.34)

y
|| τn ||→ 0

cuando Δx,Δt → 0, donde u
n denota el vector cuya k-ésima componente es

v(nΔt, kΔx).

Notemos que la diferencia entre la consistencia punto a punto y la consistencia
con la norma es que la consistencia con la norma obliga a todos los componentes
del vector τ

n a converger a cero de una manera uniforme. Por otro lado si
tomamos la definición de consistencia punto a punto (1.32) y se aplica al esquema
en diferencias (1.33), tenemos que la consistencia punto a punto es equivalente
a que τnk → 0 cuando Δx,Δt → 0. Por lo tanto, la diferencia entre las dos
definiciones es si queremos la convergencia de la componente o el vector τ

n a
cero. Debemos enfatizar que el termino de truncamiento, τn, contiene ambos
truncamientos realizados a la aproximación de L por Ln

k y la aproximación de
F .
En seguida damos una ligera variación de la definición de consistencia donde el
orden de τn tiende a cero (que es del mismo orden que el esquema en diferencias
finitas que aproxima la ecuación diferencial parcial).

Definición 3 Decimos que el esquema en diferencias (1.33) tiene precisión or-
den (p, q) de alguna ecuación diferencial parcial dada si

|| τn ||= O(Δxp) +O(Δtq). (1.35)

Nos referimos a τ
n o a || τn || como el error de truncamiento.

Si el esquema es de orden (p, q) con p, q ≥ 1 (en la siguiente sección veremos
más a detalle lo que es el orden (p, q)), entonces decimos que el esquema es
consistente, esto se traduce en que el error de aproximacion a cierta ecuación
diferencial puede hacerse razonablemente pequeño. El método consiste en ex-
pandir la ecuacion diferencial parcial en series de Taylor. El enfoque más fácil es
hacer la expansión con la solución de la ecuación diferencial parcial, y después
usar el hecho de que la función satisface la ecuación diferencial parcial cuando
se convierte en una parte de la expansión.

1.3.2. Convergencia

Los esquemas en diferencias finitas como los que se han estado viendo son muy
usados ya que presentan resultados satisfatorios a la hora de aproximar la so-
lución de ciertas ecuaciones en diferencias en dominios sencillos. Esto se debe a
que estamos obteniendo la solución al sistema en diferencias que surgió de ha-
cer una aproximación a la solución de la ecuación diferencial. Queremos definir
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algún tipo de convergencia de tal manera que nos permita describir buenos re-
sultados de la aproximación de la ecuación en diferencias finitas a la solución de
la ecuación diferencial. La convergencia que se necesita no es fácil de conseguir
en general, y en ocasiones, el proceso que debe seguir para obtenerla es muy
laborioso.
Consideremos la siguiente ecuación diferencial parcial,

Lv = F, (1.36)

con v y F funciones que están definidas en los reales y condición inicial v(x, 0) =
f(x). Supongamos que tenemos una aproximación a la solución (de un esquema
en diferencias del cual nos vamos a referir como Ln

k , de la misma forma que en
la ecuación (1.13)) para este problema, unk define una malla (con el espacio en
la malla de Δx y Δt) y satisface la condición inicial u0k = f(kΔx), k ∈ [a, b].
Denotemos a v como la solución exacta a nuestro problema inicial.

Definición 4 Un esquema en diferencias Ln
ku

n
k = Gn

k que aproxima la ecuación
diferencial parcial Lv = F es un esquema que converge punto a punto para algún
x y t, mientras (kΔx, (n+1)Δt) converge a (x, t), unk converge a v(x, t) cuando
Δx y Δt tiende a cero.

Para ver esto con más detalle retomemos el problema (1.7), y analicemos su
esquema en diferencias (1.13), el cual reescribimos como sigue:

un+1
k = (1− 2r)unk + r(unk+1 + unk−1), (1.37)

donde r = νΔt/Δx2.
Definamos znk como

znk = unk − v(kΔx, nΔt). (1.38)

Si ahora regresamos a la ecuación diferencial parcial (1.13) y la escribimos como

vt(kΔx, nΔt)− νvxx(kΔx, nΔt) =
vn+1
k − vkn

Δt
−

ν

Δx2
(vnk+1 − 2vnk + vnk−1) +

O(Δt) +O(Δx2),

y ponemos la solución exacta v en el lado izquierdo de la ecuacion anterior
tendremos,

0 =
vn+1
k − vkn

Δt
−

ν

Δx2
(vnk+1 − 2vnk + vnk−1) +O(Δt) +O(Δx2);

de la expresión anterior despejamos vn+1
k ,

vn+1
k = (1 − 2r)vnk + r(vnk+1 + vnk−1) +O(Δt2) +O(ΔtΔx2),

finalmente, restando la ecuación anterior de la ecuación (1.37) obtenemos,

zn+1
k = (1− 2r)znk + r(znk+1 + znk−1) +O(Δt2) +O(ΔtΔx2). (1.39)
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Si 0 < r ≤ 1/2, los coeficientes del lado derecho de la ecuación (1.39) son
positivos y

| zn+1
k | ≤ (1− 2r) | znk | +r(| znk+1 | + | znk−1 |) +A(Δt2 +ΔtΔx2)

≤ Zn + A(Δt2 +ΔtΔx2),

donde A es una constante asociada con el termino “O grande” y Zn = supk{|
znk |}. Luego, tomando el sup sobre k del lado izquierdo de la ecuación anterior
tenemos

Zn+1 ≤ Zn +A(Δt2 +ΔtΔx2). (1.40)

Notemos que el supremo del lado derecho de la ecuación anterior incluye los
terminos Δt y Δx. En este caso, estamos asumiendo que de cierto valor de la
constante A es como una restricción para la derivada de segundo orden en el
tiempo y cuarto orden en el espacio en toda la recta real. Aplicando (1.40) varias
veces

Zn+1 ≤ Zn +A(Δt2 +ΔtΔx2)

≤ Zn−1 + 2A(Δt2 +ΔtΔx2)

.

.

.

≤ Z0 + (n+ 1)A(Δt2 +ΔtΔx2).

De ah́ı que si Z0 = 0, | un+1
k − v(kΔx, (n+ 1)Δt) |≤ Zn+1 y (n+ 1)Δt→ t.

| un+1
k − v(kΔx, (n+ 1)Δt) | ≤ (n+ 1)ΔtA(Δt+Δx2)

→ 0 cuando Δt,Δx→ 0. (1.41)

Aśı que para algún x y t, cuando Δt y Δx se aproximan a cero de tal suerte
que (kΔx, (n + 1)Δt) → (x, t), unk se aproxima a v(x, t). Hay que señalar que,
el término n + 1 en la expresión (1.41) podŕıa ser un problema para nuestra
convergencia (no es bueno tener terminos que tiendan a infinito en una expre-
sión, cuando lo que queremos es que tiendan a cero), por lo que en (1.41) es
importante que (n+ 1)Δt→ t.

Observaciones.

Del desarrollo anterior un punto importante que hay que resaltar es que
0 < r ≤ 1/2. Esta condición que hemos puesto en r pone una condición
en el paso de tiempo Δt. De este modo, para tener la convergencia del
problema anterior debemos tener en cuenta Δt ≤ Δx2/2ν.

Otro punto importante que debemos tener en cuenta es que hemos asumido
que la misma constante A, la cual salió de la notacion “O grande ” funciona
para todos los k puntos de la malla y en todos los niveles de tiempo, i.e.
usamos A como una constante general en lugar de un An

k .
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Notemos que hemos obtenido un resultado fuerte: Hemos probado Zn → 0, con
znk = unk − v(kΔx, nΔt).

Denotemos la norma del supremo �∞ como

|| {αk} ||∞= sup
−∞<k<∞

| αk | . (1.42)

Sea un = (..., un−1, u
n
0 , u

n
1 , ...)

T y vn = (..., vn−1, v
n
0 , v

n
1 , ...)

T , sabemos que para
t tal que (n + 1)Δt se aproxime a t, un+1 se aproxima a v(·, t) donde nuestro
concepto de aproximar es tal que la norma �∞ de un+1-vn+1 se aproxime a cero
cuando Δt y Δx se aproximen a cero.
En general, la convergencia punto a punto es dificil de probar y no suele ser tan
útil como un tipo de convergencia uniforme, en vez de ello se utiliza una defini-
ción de convergencia en términos de una norma de la diferencia entre la solución
de la ecuación diferencial parcial y la solución de la ecuación en diferencias.

Si queremos discutir la convergencia en términos de la rapidez con la que solución
de la ecuación de diferencia converge a la solución de la ecuación diferencial
parcial. Para ello se define la convergencia de orden (p, q) como sigue

Definición 5 Un esquema en diferencias Ln
ku

n
k = Gn

k se aproxima a la ecuación
diferencial parcial Lu = F , es un esquema convergente de orden (p, q) si para
algún t, mientras (n+ 1)Δt converge a t,

|| un+1 − v
n+1 ||= O(Δxp) +O(Δtq) (1.43)

mientras Δx y Δt convergen a cero.

Recordemos que cuando usamos la notación O esta envuelve una constante,
i.e. en la ecuación (1.43) existe una constante C tal que || un+1 − v

n+1 ||≤
c(Δxp +Δtq). En este caso, la constante c dependerá de t.
Usando la definición 5, estamos en condiciones de discutir el rango de conver-
gencia de u

n a v
n.

1.3.3. Estabilidad

La última parte esencial de cualquier esquema en diferencias es la estabilidad.
Una interpretación intuitiva de la estabilidad, es que si el esquema en diferencias
de un problema con condiciones iniciales tiene errores pequeños de entrada,
entonces tendremos errores pequeños en la solución del sistema aproximada.
La estabilidad de un esquema en diferencias con dos niveles de tiempo se explica
en términos de una ecuación de la forma

u
n+1 = Qu

n, n ≥ 0, (1.44)

Definición 6 El esquema en diferencias (1.44), se dice que es estable con res-
pecto a la norma || · || si existen constantes positivas Δx y Δt, y constantes
0 < α, β tales que

|| un+1 ||≤ Keβt || u0 ||, (1.45)
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para 0 ≤ t = (n+ 1)Δt, 0 < Δx ≤ x0 y 0 < Δt ≤ Δt0.

Notemos que, como en el caso de convergencia y consistencia, la definición de
estabilidad está dada en terminos de una norma. También, como en el caso de
convergencia y consistencia esta norma puede variar dependiendo del problema.
Pero independientemente de la norma, el hecho es que la solución puede crecer
con el tiempo, pero no con el número de pasos de tiempo. Finalmente, debemos
advertir que existen una gran variedad de definiciones de estabilidad, una defi-
nición común es exigir que la condición (1.45) se tiene sólo para (n+ 1)Δt ≤ T
(donde K y β dependen de T ). Otra definición común que se utiliza es aquella
que no permite un crecimiento exponencial. La desigualdad (1.45) es remplazada
entonces por

|| un+1 ||≤ K || u0 ||, (1.46)

con o sin la restricción (n + 1)Δt ≤ T . Notemos que de la desigualdad (1.45)
podemos obtener la desigualdad (1.46) simplemente haciendo β = 0.
Ahora veamos que pasa con el esquema en diferencias (1.37); veamos si es estable
respecto a la norma del supremo.

un+1
k = (1− 2r)unk + r(unk+1 + unk−1).

(1.47)

Notemos que si r ≤ 1/2,

| un+1
k | ≤ (1 − 2r) | unk | +r | unk+1 | +r | unk−1 |

≤ || un ||∞ .

Tomando la norma del supremo en ambos lados de la desigualdad con respecto
a k, tenemos

|| un+1 ||∞≤|| un ||∞ .

De ah́ı que la desigualdad (1.46) se satisface con K = 1 (o la desigualdad 1.45
se satisface con K = 1 y β = 0).
Notemos que para la estabilidad del esquema (1.37) pedimos que r ≤ 1/2. En
este caso decimos que el esquema es condicionalmente estable (donde la con-
dición es r ≤ 1/2). En el caso en donde no se tenga una restricción que este
relacionada con Δt y Δx diremos que el esquema es estable o incondicional-
mente estable.
Podemos hacer que el esquema (1.37) sea incondicionalmete estable aplicando
el método de Crank-Nicolson.
Crank-Nicolson es un método impĺıcito que es incondicionalmente estable. Pa-
ra obtenerlo, hagamos un promedio ponderado de la discretización de la segunda
derivada especial en los tiempos n y n+ 1; es decir:

un+1
k − unk

Δt
= θ(

unk+1 − unk + unk−1

Δx2
) + (1 − θ)(

un+1
k+1 − un+1

k + un+1
k−1

Δx2
);
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donde θ está entre 0 y 1. El caso θ = 1/2 es Crank-Nicolson y al poner θ = 1 se
tiene la ecuacion (1.37). Pasamos al lado izquierdo de la ecuación los terminos
un+1
k+1 , u

n+1
k−1 y un+1

k tenemos,

−r(1− θ)un+1
k+1 + (1− r(1 − θ))un+1

k − r(1 − θ)un+1
k−1 =

θr(unk+1 − unk + unk−1) + unk . (1.48)

El estencil del esquema anterior se muestra en la figura 1.3.

y
1

k+1kk−1(0,0)

n

n+1

1
x

o
o

oo
o o

Figura 1.3: Estencil del esquema (1.48).

Aplicando el método de Crank-Nicolson obtenemos un esquema en diferencias
que es incondicionalmente estable [2]. Desafortunadamente el sistema (1.48) de-
termina un sistema de ecuaciones Ax = b con A una matŕız tridiagonal, de
modo que el precio a pagar por una buena aproximación estable y de orden dos
es tener que resolver el sistema Ax = b, sin embargo este precio es aceptable.

Veremos enseguida como se relacionan estos 3 conceptos, convergencia, consis-
tencia y estabilidad, por medio del Teorema de Lax. Las demostraciones se
pueden consultar en [1].

Teorema 2 (Teorema de Equivalencia de Lax) Considérese un problema
lineal de valor inicial bien planteado. Un esquema en diferencias finitas para
este problema es estable si y solo si es convergente.

Teorema 3 (Teorema de Lax) Si para un problema lineal de valor inicial
bien planteado se tiene un esquema consistente de 2 niveles de posición (p, q),
entonces dicho esquema es estable con respecto a || · || sii es convergente de
orden (p, q) con || · ||.

Algo importante que se pide en ambas versiones que se tenga un problema con
condiciones iniciales bien planteado. Un problema con condiciones iniciales es
bien planteado si depende continuamente de sus condiciones iniciales [8].
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1.4. Ecuaciones eĺıpticas

1.4.1. Introducción

Una de las clases más famosas y más simples de ecuaciones diferenciales parcia-
les son las de tipo eĺıptico. Las simulaciones de flujos de calor constante o los
flujos de un fluido viscoso estacionario, un fluido incomprensible, los cálculos
de presión, ya sea para un flujo a través de un medio poroso, incomprensible
y muchos otros problemas hacen este tipo de ecuaciones tan famosas. Una de
las ecuaciones diferenciales parciales de tipo eĺıptica más representativas es la
ecuación de Poisson,

−∇2v = F, (1.49)

donde v y F están definidas en un subconjunto de R
2 o R

3 y

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
ó ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, (1.50)

dependiendo si nuestro dominio es de dos o tres dimensiones.
Cuando en la ecuación (1.49) se tiene F = 0 la ecuación resultante se le conoce
como ecuación de Laplace, esto es

∇2v = 0. (1.51)

El modelo general de la ecuación diferencial parcial de tipo eĺıptica de segundo
orden en el plano tiene la forma,

Avxx +Bvxy + Cvyy +Dvx + Evy = G, (1.52)

de donde los coeficientes A,B y C satisfacen

B2 − 4AC < 0. (1.53)

Lo anterior debe satisfacer para todos los (x, y) en alguna región del plano Ω,
con condiciones de frontera en ∂Ω. Por ejemplo, condiciones de frontera de tipo
Dirichlet en cuyo caso u(x, y) está dado para todos los puntos (x, y) ∈ ∂Ω. Si la
condición (1.53) se satisface, entonces tenemos un problema bien planteado. Si
los coeficientes vaŕıan con x y y, entonces la condicion (1.53) debe satisfacerse
en cada punto de Ω [2].

En seguida trabajaremos con la ecuación de Poisson usando los esquemas en
diferencias que hasta ahora hemos desarrollado. En el caṕıtulo 4 desarrollaremos
esquemas en diferencias finitas pero ahora haciendo una aproximación a los
operadores divergencia y gradiente en regiones irregulares.

1.4.2. Resolviendo una problema

Consideremos el problema.
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−∇2v = F, (x, y) ∈ R = (0, 1)× (0, 1) (1.54)

v = f, (x, y) ∈ ∂R. (1.55)

Al igual como se hizo en la sección anterior usaremos diferencias finitas para
aproximar la solución de (1.54). Notemos que cuando resolvimos el problema
(1.7) se teńıa una función que sólo depend́ıa de una variable x. Ahora, en nuestro
problema (1.54) depende de dos variables x y y. Usaremos los esquemas en
diferencias ya vistos para aproximar la solución de la ecuación. Recordemos que
para el caso del problema (1.7) usamos

vxx ≈
unk+1 − 2unk + unk−1

Δx2
. (1.56)

en el punto (n, k). Ahora, usaremos

vxx ≈
uj+1,k − 2uj,k + uj−1,k

Δx2
, (1.57)

y

vyy ≈
uj,k+1 − 2uj,k + uj,k−1

Δy2
, (1.58)

en el punto (j, k), de donde j corre en el eje x y k en el eje y. Nuestra ecuación
(1.54) la podemos reescribir como

−(vxx + vyy) = F (x, y), (x, y) ∈ R = (0, 1)× (0, 1) (1.59)

v(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ ∂R. (1.60)

de modo que usando los esquemas en diferencias tenemos,

−
uj+1,k − 2uj,k + uj−1,k

Δx2
−
uj,k+1 − 2uj,k + uj,k−1

Δy2
= Fj,k (1.61)

j = 1, ...,M − 1, k = 1, ..., N − 1

(1.62)

junto con las condiciones de frontera,

u0,k = f0,k, k = 1, ..., N − 1

uM,k = fM,k, k = 1, ..., N − 1

uj,0 = fj,0, j = 1, ...,M − 1

uj,N = fj,N , j = 1, ...,M − 1.

(1.63)

Como resultado de lo anterior obtenemos un sistema de ecuaciones de la forma

Ax = b, (1.64)
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con A es una matriz definida positiva, y por lo tanto, invertible.

Si en nuestro problema (1.54) ordenamos los valores desconocidos asociados con
el problema (1.61) en orden lexicográfico como,

[u1,1, ..., uM−1,1, u1,2, ..., uM−1,N−1]
T

(suponiendo que todos los valores a la frontera son conocidos y estan del lado
derecho de (1.61)), la matriz resultante tiene la siguiente forma,

A =

⎛
⎜⎜⎝

B − 1
Δy2 I 0 ...

− 1
Δy2 I B − 1

Δy2 I 0 ...
... ... ... ... ...
... ... 0 − 1

Δy2 I B

⎞
⎟⎟⎠

con A de tamaño (Ny − 1)× (Ny − 1), I la matriz identidad de tamaño (Mx −
1)× (Mx − 1) y B una matriz de tamaño (Mx − 1)× (Mx − 1)

B =

⎛
⎜⎜⎝

2(− 1
Δx2 + 1

Δy2 ) − 1
Δx2 0 ...

− 1
Δx2 2(− 1

Δx2 + 1
Δy2 ) − 1

Δx2 0 ...
... ... ... ... ...
... ... 0 − 1

Δx2 I 2(− 1
Δx2 + 1

Δy2 )

⎞
⎟⎟⎠

Notemos que A es una matriz simétrica compuesta por bloques (debemos tener
cuidado a la hora de programar ya que si observamos con cuidado vemos que
tenemos ceros a lado de la diagonal superior). Como podemos observar el sis-
tema de ecuaciones que resulta es grande, este tipo de sistemas se resuelve de
manera iterativa usando Gauss-Seidel [1].



Caṕıtulo 2

Generación variacional de

mallas

2.1. Introducción

Generar mallas es esencial para poder utilizar diferencias finitas o elementos
finitos o volúmenes finitos debido a que los tres métodos requieren dividir la
región f́ısica Ω en celdas de forma simple cuadrilátera, triángular, hexágonal,
etc. Nosotros trabajaremos con cuadriláteros para generar mallas lógicamente
rectangulares.
En este caṕıtulo presentaremos de forma muy breve las ideas esenciales pa-
ra generar mallas estructuradas suaves y convexas; el lector interesado puede
consultar [5] para tener un panorama más amplio.

2.2. Generación variacional discreta

En los caṕıtulos anteriores ya hemos usado varios conceptos de manera intuitiva.
En esta sección daremos una mejor explicación a todos ellos. Debido a que todo
el tiempo estamos hablando de mallas y en el caṕıtulo (1) sólo se mencionó una
ligera noción de malla, empecemos por tener una idea más clara de qué es una
malla. Sea Ω una región plana cuyas fronteras son curvas poligonales de Jordan
orientada positivamente, una malla la denotamos de la siguiente manera.

Definición 7 Una malla continua x(ξ, η) = (x(ξ, η), y(ξ, η)) sobre una región
Ω ⊂ R

2 es una biyección continua

x : R �→ Ω

con x(∂R) = ∂Ω donde R es el cuadrado unitario [0, 1]× [0, 1].

Una malla de orden m× n es un conjunto G de puntos en el plano,

G = {Pi,j |1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n},
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x

yη

ξ

ξ ηx = x(  ,  )

10

1

Figura 2.1: Malla sobre la región Ω.

donde los puntos {p1,j, pm,j , j = 1, ..., n} representan los lados horizontales,
mientras que los puntos {pi,1, pi,n, i = 1, ...,m} nos indican los lados verti-
cales de la malla. Los puntos restantes {pi,j, i = 2, ...,m−1, j = 2, ..., n−1}
son los puntos del interior de la malla.
Sea CEi,j la celda de la malla (ver figura 2.2 ) cuyos vértices son pi,j , pi+1,j , pi,j+1

y pi+1,j+1. La celda CEi,j determina cuatro triángulos�(1) = �(SPQ), �(2) =

pi,j

pi,j+1

pi+1,j+1

pi+1,j

CEi,j

Figura 2.2: Celda CEi,j de la malla Ω.

�(PQR), �(3) = �(QRS) y �(4) = �(RSP ) (figura 2.3), una malla de m× n
determina (m− 1)(n− 1) celdas de tal forma que el número total de triángulos
determinados por las celdas de la malla es N = 4(m−1)(n−1). Como podemos
observar en la figura 2.3, en el triángulo �(1) dos de sus lados estan determi-
nados por dos lados del cuadrilatero y el tercero por una de las diagonales del
cuadrilátero.
Existen dos cantidades básicas asociadas a los triángulos de las celdas de las
mallas: λ y α. Para el triángulo figura 2.4, orientado de vértices A,B,C ∈ R

2
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P PQ Q

R RS S

Δ

Δ Δ

Δ(1) (2)

(3) (4)

Figura 2.3: Los cuatro triángulos orientados definidos por los vértices de una
celda.

Δ (1)

A

B C

Figura 2.4: Triángulo.

para calcular la longitud de los dos lados de la celda, se define como

λ(�(A,B,C)) = ‖A−B‖2 + ‖C −B‖2;

donde AB y CB son lados de la celda, AC es una diagonal de la celda y

α(�(A,B,C)) = (B −A)t
(

0 1
−1 0

)
(B − C) = 2 área(�(A,B,C))

donde ‖ · ‖ es la norma euclideana.
Decimos que una malla es convexa si cada una de sus celdas es un cuadrilátero
convexo. Notemos que esto ocurre sii

mı́n{α(�q) > 0|q = 1, ..., N},

de donde N representa el número total de triángulos en una malla en este caso
G y, Δq representa alguno de esos triángulos.
Otras caracteŕısticas importantes que nos interesa que tenga una malla es la
suavidad y que las variaciones entre el área de las celdas sean pequeñas, además
es importante tener mallas no dobladas; es decir, convexas. Ya que una malla
doblada no es útil para nuestros propósitos.
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2.3. Funcionales

Los funcionales son la clave para generar buenas mallas. De manera intuitiva
podemos decir que un funcional I [f ] es una función cuyo dominio es un espacio
de funciones y cuyo dominio es un escalar (en nuestro caso, los reales).
Los funcionales que se utilizaron para generar las mallas empleadas en los ejem-
plos numéricos son,

el Funcional de Área

St(G) =

N∑
q=1

f(tαq).

En [9] se describe como actualizar t de tal forma que las mallas óptimas del
funcional sean convexas.

El Funcional de Suavidad

Hω(G) =

N∑
q=1

λ(Δq)ϕω(Δq).

Y una combinación de los anteriores 1/2(Hw +A) y 1/2(Sw + L), con

A =

N∑
q=1

α2(Δq)

y

L =

N∑
q=1

λ2(Δq).

Para conocer más a detalle estos funcionales se recomienda consultar [9].

2.3.1. Mallas optimizadas con los funcionales

Presentamos enseguida las regiones con las que trabajamos aśı como también
algunos ejemplos de las mallas optimizadas con los funcionales anteriormente
mencionados. Para efectos visuales sólo se presentan las mallas generadas con
1/2(Hw +A) de 41× 41 puntos.
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Ann

Ann

Chapala

Chapala

Great Britain

Great Britain

Ele

Ele

Habana

Habana

M19
M19
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Michoacán

Swan
Swan

Ucha
Ucha



Caṕıtulo 3

Elementos finitos

3.1. Introducción

El MEF es uno de los métodos más usados para aproximar la solución de una
ecuación diferencial. La idea f́ısica básica del MEF es dividir el dominio del
modelo matemático en componentes de geometria simple, como pueden ser
triángulos o rectángulos, llamados elementos finitos, que son computacional-
mente sencillos. De esta manera, un modelo similar de una forma geométrica de
elementos discretos en una malla estructurada o no estructurada, representa el
dominio f́ısico. La información de cada elemento se expresa en términos de un
número finito de grados de libertad caraterizados por el valor de una función
desconocida. Las ecuaciones de equilibrio y las consideraciones f́ısicas se aplican
a cada elemento usando una interpolación simple, y un sistema de ecuaciones
lineales simultáneo se construye. Este sistema se resuelve para los valores des-
conocidos en los nodos.
El gran éxito del MEF se basa en que aunque el dominio de la ecuación pueda
ser muy irregular, es posible dividirlo en elementos que faciliten el análisis y el
cálculo de la aproximación.

3.2. Elementos finitos en 1D

La implementación del método de elementos finitos usualmente sigue un proceso
de tipo estándar que consta de las siguientes etapas:

Discretización del dominio
Este paso consiste en dividir una región Ω en pequeñas regiones interco-
nectadas, llamadas elementos. Los puntos de intersección de las ĺıneas que
forman los lados de los elementos se conocen como nodos.

Aproximación de las ecuaciones
El paso siguiente es desarrollar un sistema de ecuaciones que aproximen la
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solución de la ecuación en cada elemento. Esto involucra dos pasos adicio-
nales. Primero, debemos escoger una función apropiada la cual usaremos
para aproximar la solución de la ecuación. Segundo, evaluamos los coe-
ficientes de modo que la función se aproxime a la solución de la mejor
manera posible.

Ensamble del sistema discreto
Despues de que cada elemento esta asociado a un sistema de ecuaciones,
debemos ensamblar para construir sólo un sistema de equaciones. Esto en
gran parte es gracias a la continuidad. Una vez que todo el sistema es
ensamblado, el sistema entero es expresado en su forma matricial,

Ku = F (3.1)

donde K es la matriz resultante del ensamble, u y F son vectores.

Incorporación de las condiciones de frontera
Antes de resolver el sistema (3.1) debemos tomar en cuenta las condiciones
de frontera, de modo que hacemos un pequeño ajuste al vector F con la
información de la frontera del sistema discreto.

Solución
Se resuelve el sistema resultante usando algun método iterativo, por ejem-
plo Gauss-Seidel.

Veamos en seguida un ejemplo sencillo en donde se aplican los pasos anteriores.
Consideremos la aproximación a u(x) entre un par de nodos que denotaremos
por x1 y x2. Una forma sencilla de hacer la aproximación es empleando la recta

u(x) = ax+ b (3.2)

que pasa por (x1, u(x1)) y (x2, u(x2)),

u1 = a+ bx1

u2 = a+ bx2

donde u1 = u(x1) y u2 = u(x2). Este sistema de ecuaciones se puede resolver
con

a =
u1x2 − u2x1
x2 − x1

b =
u2 − u1
x2 − x1

.

Sustituyendo a y b en (3.2) y haciendo algo de álgebra tenemos,

u = N1u1 +N2u2 (3.3)

donde

N1 =
x2 − x

x2 − x1
(3.4)
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y

N2 =
x− x1
x2 − x1

. (3.5)

N1 y N2 son llamadas funciones de interpolación.
La figura 3.1 muestra como es la función u(x) en un elemento, junto con la
correspondiente función de interpolación. Note que la suma de la función de
interpolación es uno.

u

u2

u1Nodo 1 Nodo 2

(b)(a)

1 N1

(C)

1

(d)

N2

Figura 3.1: (a) elemento. (b) aproximación lineal. (c) y (d) las correspondientes
funciones de interpolación

El hecho de usar una ecuación lineal es debido a que facilita el cálculo con las
derivadas y integrales. La derivada de la ecuación (3.3) es,

du

dx
=
dN1

dx
u1 +

dN2

dx
u2 (3.6)

de acuerdo con (3.4) y (3.5), la derivada de N1 y N2 es,

dN1

dx
= −

1

x2 − x1

dN2

dx
= −

1

x2 − x1
(3.7)

de modo que, la derivada de u es,

du

dx
=

1

x2 − x1
(−u1 + u2). (3.8)

La integral puede ser expresada como∫ x2

x1

udx =

∫ x2

x1

(N1u1 +N2u2)dx.

Notemos que cada término del lado derecho de la ecuación anterior, es la integral
del triángulo de base x2 − x1 y altura u. Esto es,
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∫ x2

x1

Nudx =
1

2
(x2 − x1)u.

Aśı que, la integral es ∫ x2

x1

udx =
u1 + u2

2
(x2 − x1) (3.9)

En otras palabras, es la regla del trapecio.
En seguida veamos un ejemplo del uso de las ecuaciones anteriores.
Consideremos un sistema que puede ser modelado mediante la ecuación de Pois-
son en 1D,

∂2u

∂x2
= −f(x) (3.10)

donde f(x) es una función que describe la temperatura en una barra, y donde
los extremos de la barra tienen la siguiente temperatura (ver figura 3.2),

u(0, t) = 40

y
u(L, t) = 200.

f(x)

x=0 x=L(a)

u(L,t)

(b)

1 2 3 4 5

u(0,t)

Elemento

Figura 3.2: (a)Una barra delgada con condiciones de frontera fijas y una fuente
de calor contina a lo largo de su eje. (b) La barra dividida en cuatro elementos
de la misma longitud.

Supongamos que la barra tiene una longitud de 10cm y condiciones a la frontera
de u(0, t) = 40 y u(10, t) = 200, con f(x) = 10.
La ecuación a resolver es

∂2u

∂x2
= −10. (3.11)



Elementos Finitos 29

Supongamos que la solución al sistema es de la forma,

u = ax2 + bx+ c.

Derivando dos veces la ecuación anterior nos da u(x)
′′

= 2a. Sustituyendo en
(3.11) obtenemos a = −5. Ahora usemos las condiciones a la frontera, para la
primera condición con x = 0 tenemos c = 40. Para la segunda condición x = 10
tenemos b = 66. Por lo tanto, la solución a la ecuación (3.11) es,

u = −5x2 + 66x+ 40.

Derivando dos veces lo anterior obtenemos (3.11).
Notemos que el objetivo fue encontrar una función u, de tal suerte que satisfaga
(3.11).
En la figura 3.1 (a) se muestra un elemento. La distribución de la temperatura
para el elemento puede ser representada por medio de la función aproximada,

T = N1T1 +N2T2 (3.12)

donde N1 y N2 son las funciones de interpolación lineal, especificamente (3.4) y
(3.5) respectivamente.
La ecuación diferencial (3.10) la podemos reescribir como,

0 =
∂2u

∂x2
+ f(x).

Por otro lado la función aproximada (3.12), la podemos sustituir en la ecuación
anterior. Como la función (3.12) es una aproximación y no la solución exacta,
tendremos

R =
∂2T

∂x2
+ f(x), (3.13)

con R un residuo.
Para 1D la ecuación (3.13) la podemos sustituir en esta formulación

∫ x2

x1

[
∂2T

∂x2
+ f(x)

]
Nidx i = 1, 2

o bien ∫ x2

x1

∂2T

∂x2
Nidx = −

∫ x2

x1

f(x)Ni(x)dx i = 1, 2. (3.14)

La integral del lado derecho de la ecuación anterior se puede resolver usando
integración por partes, de forma general la podemos escribir como
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∫ b

a

udv = uv

∣∣∣∣
b

a

−

∫ b

a

vdu

Si tenemos cuidado y escogemos u y v apropiadamente, la nueva integral del
lado derecho será más fácil de evaluar que la original, la del lado izquierdo. Lo
que podemos hacer para el término del lado derecho de la ecuación (3.14) es
escoger Ni(x) como u y (∂2T/∂x2)dx como dv para obtener,

∫ x2

x1

Ni(x)
∂2T

∂x2
dx = Ni(x)

∂T

∂x

∣∣∣∣
x2

x1

−

∫ x2

x1

∂T

∂x

∂Ni

∂x
dx i = 1, 2. (3.15)

En seguida evaluamos los términos x1 y x2 para i = 1 tenemos,

N1(x)
∂T

∂x

∣∣∣∣
x2

x1

= N1(x2)
∂T (x2)

∂x
−N1(x1)

∂T (x1)

∂x
. (3.16)

Recordando, de la figura 3.2 N1(x2) = 0 y N1(x1) = 1, por lo tanto

N1(x)
∂T

∂x

∣∣∣∣
x2

x1

=
∂T (x1)

∂x
. (3.17)

Hacemos algo similar para el caso i = 2

N2(x)
∂T

∂x

∣∣∣∣
x2

x1

=
∂T (x2)

∂x
. (3.18)

El primer término del lado derecho de la ecuación (3.15) representa las condi-
ciones a la frontera en los extremos de los elementos.
Ahora sustituyendo los resultados anteriores, ecuación (3.15) y (3.18) en la ecua-
ción (3.14) y reorganizando para i = 1 tenemos,

∫ x2

x1

∂T

∂x

∂N1

∂x
dx = −

∂T (x1)

∂x
+

∫ x2

x1

f(x)N1(x)dx (3.19)

y para i = 2,∫ x2

x1

∂T

∂x

∂N2

∂x
dx = −

∂T (x2)

∂x
+

∫ x2

x1

f(x)N2(x)dx. (3.20)

En términos del método de elementos finitos, el lado izquierdo de la ecuación
pasará a ser parte de la matriz resultante,∫ x2

x1

∂T

∂x

∂N1

∂x
dx. (3.21)
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Sustituyendo la ecuación (3.7) y (3.8) obtenemos,

∫ x2

x1

T1 − T2
(x1 − x2)2

dx =
1

x1 − x2
(T1 − T2) (3.22)

hacemos algo similar para i = 2,∫ x2

x1

−T1 + T2
(x1 − x2)2

dx =
1

x1 − x2
(−T1 + T2). (3.23)

Las dos expresiones anteriores las podemos reescribir en su forma matricial como
sigue,

1

x2 − x1

[
1 −1

−1 1

](
T1
T2

)
. (3.24)

Sustituyendo estos resultados en las equaciones (3.19) y (3.20), y expresando el
resultado en su forma matricial, obtenemos

1

x2 − x1

(
1 −1

−1 1

)(
T1
T2

)
=

(
−∂T (x1)

∂x
∂T (x2)

∂x

)
+

( ∫ x2

x1
f(x)N1(x)dx∫ x2

x1
f(x)N2(x)dx

)
(3.25)

A continuación resolveremos el problema de la barra que se planteó anteriormen-
te, la ecuación (3.10) usando (3.25) y subdividiendo el intervalo en 4 elementos.
Recordemos que es una barra de 10cm de largo con condiciones de frontera de
u(0, t) = 40 y u(10, t) = 200 y f(x) = 10, la cual la dividiremos en cuatro
elementos igualmente espaciados de 2. 5cm de longitud como se muestra en la
figura 3.2.

De (3.25), la primera integral la podemos calcular usando (3.4), como sigue

∫ 2.5

0

10
2. 5− x

2. 5
dx = 12. 5 (3.26)

de la misma manera, pero ahora para la segunda integral, y usando (3.5), tene-
mos ∫ 2.5

0

10
x− 0

2. 5
dx = 12. 5 (3.27)

estos resultados junto con 1/(x2−x1), los sustituimos en (3.25), primer renglón

0. 4T1 − 0. 4T2 = −
∂T

∂x
(x1) + 12. 5
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y el segundo renglón nos da

−0. 4T1 + 0. 4T2 = −
∂T

∂x
(x2) + 12. 5.

El proceso anterior lo hacemos tres veces, esto debido a que son cuatro elemen-
tos en la barra.
Una vez de haber hecho los cálculos anteriores y teniendo presente T1, T2, T3, T4
y T5, como primera parte ensamblamos T1 y T2 en el siguiente sistema de ecua-
ciones,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0. 4 −0. 4 0 0 0
−0. 4 0. 4 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

T1
T2
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂T (x1)/∂x + 12. 5
∂T (x2)/∂x + 12,5

0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Notemos que en el sistema anterior, en los dos primeros renglones de la matriz
estan las dos integrales que previamente se calcularon. En seguida vamos lle-
nando el sistema con las otras integrales calculadas y agregando T3, T4 y T5 de
la siguiente manera,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0. 4 −0. 4 0 0 0
−0. 4 0. 4 + 0. 4 −0,4 0 0

0 −0. 4 0. 4 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

T1
T2
T3
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂T (x1)/∂x + 12. 5
12. 5 + 12. 5

∂T (x2)/∂x + 12. 5
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

observemos que al segundo renglón sumamos el valor de T2, esto debido a que
primero se hizo la aproximación al primer elemento, i.e., se calcularon las in-
tegrales de x1 a x2 y después se hizo la aproximación al segundo elemento se
calcularon las integrales de x2 a x3 para obtener,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0. 4 −0. 4 0 0 0
−0. 4 0. 8 −0,4 0 0

0 −0. 4 0. 4 + 0. 4 −0. 4 0
0 0 −0. 4 0. 4 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

T1
T2
T3
T4
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂T (x1)/∂x + 12. 5
25

12. 5 + 12. 5
∂T (x2)/∂x + 12. 5

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0. 4 −0. 4 0 0 0
−0. 4 0. 8 −0,4 0 0

0 −0. 4 0. 8 −0. 4 0
0 0 −0. 4 0. 4 + 0. 4 −0. 4
0 0 0 −0. 4 0. 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

T1
T2
T3
T4
T5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂T (x1)/∂x + 12. 5
25
25

12. 5 + 12. 5
∂T (x2)/∂x + 12. 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Por fin obtenemos la versión final del sistema ya ensamblado y queda de esta
forma,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0. 4 −0. 4 0 0 0
−0. 4 0. 8 −0. 4 0 0

0 −0. 4 0. 8 −0. 4 0
0 0 −0. 4 0. 8 −0. 4
0 0 0 −0. 4 0. 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

T1
T2
T3
T4
T5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−∂T (x1)/∂x + 12. 5
25
25
25

∂T (x5)/∂x + 12. 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

Ahora tomando en cuenta las condiciones de frontera, i.e., T1 y T5 los conocemos,
y pasando al lado izquierdo ∂T (x1)/∂x y ∂T (x5)/∂x, el sistema anterior lo
podemos escribir como,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂T (x1)/∂x −0. 4T2 0 0 0
0 0. 8T2 −0. 4T3 0 0
0 −0. 4T2 0. 8T3 −0. 4T4 0
0 0 −0. 4T3 0. 8T4 0
0 0 0 −0. 4T4 −∂T (x5)/∂x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−3. 5
41
25
105

−67. 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

Observemos que es un sistema de ecuaciones lineal de la forma Ax = b, es decir,
se puede escribir de la siguiente forma,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 −0. 4 0 0 0
0 0. 8 −0. 4 0 0
0 −0. 4 0. 8 −0. 4 0
0 0 −0. 4 0. 8 0
0 0 0 −0. 4 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂T (x1)/∂x
T2
T3
T4

∂T (x5)/∂x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−3. 5
41
25

105
−67. 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

El sistema anterior es un sistema de ecuaciones sencillo el cual se puede resolver
de manera directa, en el caso de que el sistema sea grande generalmente se
utiliza un método iterativo, por ejemplo Gauss-Seidel. Resolviendo el sistema
anterior obtenemos,

∂T

∂x
(x1) = 66 T2 = 173,75

T3 = 245 T4 = 253,75

∂T

∂x
(x5) = −34.

Graficando la solución analitica con la aproximada (gráfica 3.3), podemos tener
una idea más clara de la aproximación del método.

Para aproximar la solución de una ecuación en 2D es similar que en el caso de 1D,
i.e., se siguen los mismo pasos. Una variación de elementos finitos, pueden ser
triángulos o cuadriláteros. En seguida trabajaremos con elementos triangulares
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Figura 3.3: Resultados de aproximación con elemento finito.

como el que se muestra en la figura 3.4.
Similar al caso en 1D, el siguiente paso es desarrollar una ecuación que aproxime
la solución en cada elemento. En este caso consideremos como elemento un
triángulo como el que se muestra en la figura 3.4, una aproximación simple es
usando la ecuación de la recta,

x

y

1

2

3

Figura 3.4: Elemento triangular.

u(x, y) = a+ bx+ cy. (3.28)

Esta función debe pasar por los valores de u(x, y) en los nodos de los triangulos
u(x1, y1), u(x2, y2) y u(x3, y3). De modo que

u1(x, y) = a+ bx1 + cy1
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u2(x, y) = a+ bx2 + cy2

u3(x, y) = a+ bx3 + cy3

o en su forma matricial,

⎛
⎝ 1 x1 y1

1 x2 y2
1 x3 y3

⎞
⎠

⎛
⎝ a

b
c

⎞
⎠ =

⎛
⎝ u1

u2
u3

⎞
⎠ .

El sistema anterior se puede resolver usando

a =
1

2Ae
[u1(x2y3 − x3y2) + u2(x3y1 − x1y3) + u3(x1y2 − x2y1)] (3.29)

b =
1

2Ae
[u1(y2 − y3) + u2(y3 − y1) + u3(y1 − y2)] (3.30)

c =
1

2Ae
[u1(x3 − x2) + u2(x1 − x3) + u3(x2 − x1)]. (3.31)

Donde Ae es el área del elemento triangular,

Ae =
1

2
[(x2y3 − x3y2) + (x3y1 − x1y3) + (x1y2 − x2y1)]. (3.32)

Las ecuaciones (3.29,3.30,3.31) las sustituimos en (3.28), haciendo algo de álge-
bra y agrupamos términos, para obtener

u = N1u1 +N2u2 +N3u3 (3.33)

donde

N1 =
1

2Ae
[(x2y3 − x3y2) + (y2 − y3)x+ (x3 − x2)y]

N2 =
1

2Ae
[(x3y1 − x1y3) + (y3 − y1)x+ (x1 − x3)y]

N3 =
1

2Ae
[(x1y2 − x2y1) + (y1 − y2)x+ (x2 − x1)y].

La ecuación (3.33) nos provee una manera de obtener los valores de los elementos
en cada elemento. Las figuras (a), (b), (c) y (d) muestran como es en cada punto
la función de interpolación. Note que la suma de las funciones interpolación es
uno.
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Al igual que en el caso 1D, existen varios métodos disponibles para desarrollar
funciones que se aproximen a la solución del sistema, en general las ecuacio-
nes resultantes suelen ser sistemas complicados. Sin embargo, debido a que las
funciones de aproximación pueden ser polinomios de bajo orden como (3.28),
los elementos de la matriz final serán polinomios de bajo orden. En el siguien-
te caṕıtulo veremos una manera obtener una función de aproximación de una
forma sencilla pero muy robusta, la cual implementamos para aproximar la so-
lución de las ecuaciones con las que se trabajaron, y aśı poder tener un punto
de comparación con el método de diferencias finitas.

x

y

u

u1

u2

u3

(a)

x

y

1

N1

0

0

(b)

x

y 0

0

1

N2

(c)

x

y

N3

1

0

0

(d)

3.3. Implementación de elementos finitos

Las ideas anteriores pueden aplicarse al caso de un dominio en el plano que
se divide en elementos triangulares para ello, empleando las mallas generadas
con los funcionales de la sección anterior, dividiremos la celda CEi,j , definida
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por los vértices {Pi,j , Pi+1,j , Pi,j+1, Pi+1,j+1} (ver figura 3.5), en dos triángulos
eligiendo para el efecto la diagonal más corta de la celda.

Pi,j

Pi+1,j+1

Pi+1,j

CEi,j
Pi,j+1

Figura 3.5: Diagonal más corta de la celda.

Usando esta selección de elementos en la malla, emplearemos la aproximación
de Galerkin [15] la solución del problema eĺıptico de valores a la frontera

−∇ ◦ (K(x, y)∇u(x, y)) = f(x, y)

(3.34)

con

K(x, y) =

(
K11 K12

K12 K22

)
(3.35)

u(x, y)
∣∣∣
∂Ω

= g(x, y),

(3.36)

matriz de conductividad o de difusividad o de rigidez, según sea el tipo de
problema f́ısico.
Por medio de una combinación

u(x, y) ≈
∑
i

Uiφi

de funciones pirámide trial y test cuyas caras se definen en un triángulo por

φ(x, y) = A+Bx+ Cy.

Aśı, de forma estándar, la forma débil de la ecuación (3.34) está dada por

∑
i

Ui

∫
Ω

∇φj ◦ (K(x, y)∇φi)dA =

∫
Ω

φjfdA
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lo que produce la matriz de rigidez

Mij =

∫
Ω

∇φj ◦ (K(x, y)∇φi)dA (3.37)

y el vector de cargas

Fj =

∫
Ω

φjfdA. (3.38)

Naturalmente, es posible elegir otro tipo de funciones prueba. Sin embargo,
queremos una implementación sencilla y, como sabemos, el uso de funciones
piramidales en triangulaciones permite una implementación eficiente del sistema
definido por (3.37) y (3.38); adicionalmente, existen varios paquetes y bibliotecas
disponibles en la literatura para este tipo de elementos.
El único proposito de emplear elementos finitos es hacer una comparación con
un método confiable y robusto.



Caṕıtulo 4

Esquemas en diferencias

para operadores de tipo

eĺıptico

4.1. Introducción

Como hemos visto en el caṕıtulo 1, la idea principal del método en diferencias
finitas es remplazar la derivada por esquemas en diferencias, por ejemplo (1.4)
y (1.5). La generalización natural de esta idea consiste en expresar la derivada
como una combinación lineal de los valores de la función en cada uno de los nodos
de la malla, para los cuales requerimos encontrar coeficientes Γ1,Γ2, ...,Γk de
tal forma que

∂qu

∂xl∂yq−l

∣∣∣∣∣
x=x∗

≈
∑
i

Γiui.

Como vimos en el problema (1.7) los coeficientes Γi se calculan fácilmente en una
región rectangular. El proceso parece sencillo, sin embargo, el uso del teorema
de Taylor produce esquemas más complicados en regiones irregulares.
Este tipo de problemas han sido estudiados por Tinoco et al [6, 7, 10]. En
este caṕıtulo se abordará el problema de aproximar la solución de la ecuación
diferencial parcial general de tipo eĺıptica con valores en la frontera,

−[∇ · (K(x, y)∇u(x, y))] = f(x, y) ∈ Ω (4.1)

en alguna región Ω, y condiciones de frontera de tipo Dirichlet

u(x, y) = ϕ, (x, y) ∈ ∂Ω. (4.2)

Para lograr lo anterior en el presente caṕıtulo desarrollaremos los esquemas de
Shashkov [10] para este tipo de ecuaciones. La meta es resolver el sistema para
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alguna función u y donde K es una matriz simétrica definida positiva, f es una
función dada, y ϕ está dada por una función u a la frontera.
Tengamos en mente las propiedades de los problemas con valores a la frontera
de tipo Dirichlet y asumiremos que todas las funciones con las que trabajaremos
son suficientemente suaves Cn con 0 < n.
Para poder alcanzar nuestra meta construiremos operadores en diferencias C,K,B,
y D:

Cu = −∇u, ∀(x, y)

K−→w = K−→w , ∀(x, y)

B−→w =

{
+∇−→w , (x, y) ∈ Ω

−(−→w ,−→n ), (x, y) ∈ ∂Ω

Du =

{
0, (x, y) ∈ Ω
αu, (x, y) ∈ ∂Ω

en dos dimensiones.

4.2. Discretización de una función escalar

En el caṕıtulo 1 trabajamos com mallas en regiones rectangulares en las cuales
las celdas eran rectángulos o cuadrados, en esta parte de la tesis trataremos
el caso de discretización en 2D usando las mallas mostradas en el caṕıtulo 2.
Claramente el espaciamiento de los nodos en estas mallas no es constante al
igual que el área de las celdas. Similar al caṕıtulo 1 podemos identificar cada
nodo de la siguiente manera ui,j y cada celda de la malla como CEi,j , vamos
a escribir ui,j ∈ HN para la discretización en los nodos y CEi,j ∈ HC para la
discretización en las celdas.
Un ejemplo de lo anterior es la ecuación de calor (1.7), u(x, t) nos da el valor
de la temperatura en cada punto al tiempo t. Esto quiere decir que en cada
tiempo t a cada punto de coordenadas u(x), le podemos asociar el valor de la
temperatura como u(x, t).
La función u(x) continua con x ∈ [a, b], es elemento de algun espacio de funciones
H y alguna norma, para comparar dos funciones u(x), v(x) ∈ H , por ejemplo,

|| u ||C= máx
a≤x≤b

| u(x) |

o

|| u ||L2=
(∫ b

a

u2(x)dx
)1/2

Donde H es el espacio de funciones escalares continuas y HN ,HC son espacios
de funciones escalares discretas. Los análogos discretos de las normas anteriores
para CEi,j ∈ HC y ui,j ∈ HN son
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|| ui,j ||= máx
1≤i≤M−1

| ui,j |

o

|| ui,j ||=
(N−1∑

i=1

(ui,j)
2 ∗ (xi+1 − xi)

)1/2

.

Sea U(x) una función continua, la solución exacta de alguna ecuación diferencial
parcial. Y sea ui,j una función de aproximación que es el resultado de usar
diferencias finitas. Nos interesa saber que tanto se aproxima ui,j a U . Para esto,
podemos utilizar lo siguiente.
Usando los valores de la función ui,j , podemos determinar la función de un
continuo (por ejemplo, usando interpolación lineal). Como resultado, podemos
obtener la función ũ(x)i,j . Entonces podemos comparar (ũ(x)i,j − u(x)i,j) en
una norma continua || • ||H .

|| ũ(x)i,j − u(x)i,j ||H .

Teniendo en mente HC y HN (espacios de funciones escalares discretas), empe-
cemos a construir la versión discreta del operador gradiente.

∇ : HN −→ HC.

Como sabemos el operador gradiente está definido de la siguiente forma

∇u =

( ∂u
∂x
∂u
∂y

)
. (4.3)

Por consiguiente, debemos construir una aproximación en diferencias finitas para
∂u/∂x y ∂u/∂y. Para este tipo de discretización, construiremos dos operadores
de diferencias finitas Dx y Dy, los cuales tendrán como dominio HN y rango
de valores HC.

Dx, Dy : HN −→ HC

los cuales serán analogos a ∂u/∂x y ∂u/∂y. Usando estos operadores podemos
formar la primera aproximación al operador gradiente,

∇u =

(
Dx

Dy

)
.

Para construir los operadores Dx, Dy vamos a usar la fórmula de Green [4].

∂u

∂x
= ĺım

Ω→0

∮
∂Ω
udy

Ω
(4.4)
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∂u

∂y
= ĺım

Ω→0

∮
∂Ω
udx

Ω
(4.5)

donde Ω es el área y ∂Ω es la frontera. En el caso discreto, se muestra un ejemplo
del papel que toma Ω en una celda de la malla Ωij como se muestra en la figura
4.1.

Ωi,j

(i,j)

(i+1,j)

(i,j+1)

(i+1,j+1)

lηi,j

lξi,j

lηi+1,j

lξi,j+1

Figura 4.1: Estenciles para los operadores Dx y Dy.

La frontera ∂Ω es la unión de los lξi,j , lηi+1,j , lξi,j+1 y lηi,j . Para una aproxi-
mación del contorno y de la integral en los lados derecho-izquierdo de (4.4) y
(4.5), dividimos el contorno de la integral en cuatro integrales cada una sobre su
correspondiente lado del cuadrilatero Ωi,j . Ya que cada lado del cuadrilatero es
un segmento lineal, la integral sobre cada lado es una integral en una dimensión
que aproxima a esta. Usaremos la regla general del trapezoide que es una mane-
ra de aproximar calculando la integral definida. La regla del trapezoide trabaja
aproximando la región sobre la gráfica de una función por ejemplo f(x), como
un trapezoide y calculando el área de la siguiente manera,

∫ b

a

f(x)dx =
f(a) + f(b)

2
(b− a).

Esto lo aplicamos a los cuatro lados de una celda de la malla Ωi,j , para obtener
la siguiente expresión para diferencias analoga a la derivada ∂u/∂y;

(Dxu)i,j =
ui+1,j + ui,j

2
(yi+1,j − yi,j) +

ui+1,j+1 + ui+1,j

2
(yi+1,j+1 − yi+1,j)

+
ui,j+1 + ui+1,j+1

2
(yi,j+1 − yi+1,j+1) +

ui,j + ui,j+1

2
(yi,j − yi,j+1),

agrupando términos tenemos,
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(Dxu)i,j =
(ui+1,j+1 − ui,j)(yi,j+1 − yi+1,j)− (ui,j+1 − ui+1,j)(yi+1,j+1 − yi,j)

2Ωi,j
.

Para obtener (Dyu)i,j hacemos un proceso similar y nos queda,

(Dyu)i,j =
(ui+1,j+1 − ui,j)(xi,j+1 − xi+1,j)− (ui,j+1 − ui+1,j)(xi+1,j+1 − xi,j)

2Ωi,j
.

Los estenciles de los operadores Dx y Dy en la celda Ωi,j son similares y contie-
nen únicamente los nodos (i, j), (i+1, j), (i+1, j+1) y (i, j +1). Usando estos
operadores Dx y Dy podemos determinar el operador,

∇u =

( ∂u
∂x
∂u
∂y

)
=

(
Dxu
Dyu

)
.

De lo anterior obtemos la aproximación para el operador gradiente. Lo siguiente
es construir el producto interno en un espacio de funciones discretas. Para el
espacio HN , el producto interno debe aproximar al siguiente producto interno
en un espacio continuo,

(u, v)HN =

∫
v

uvdA+

∮
∂A

uvdΩ.

Vamos a definir el producto interno en el espacio discreto HN como sigue,

(u, v)HN =

M−1,N−1∑
i,j=2

ui,jvi,jAi,j +

M−1∑
i=1

ui,1vi,1li,j +

N−1∑
i=1

ui,1vi,1li,j +

M−1∑
i=1

ui,Nvi,N li,N +

N−1∑
j=1

u1,jv1,j l1,j + u1,1v1,1l1,1 + uM,1vM,1lM−1,1 +

uM,nvM,N lM,N−1 + u1,Nv1,N l1,M ,

donde Ai,j es el área de la región Ωi,j y li,j es la longitud asociada a los nodos
de la frontera.
El producto interno en el espacio discreto HC se puede determinar como sigue:

(
−→
A,

−→
B )HC =

M−1,N−1∑
i,j=1

(AXi,jBXi,j +AYi,jBYi,j)Ωi,j .

Recordemos que en el espacio HC, las componentes del vector son cartesianas
y estan dadas en cada celda. Ahora construiremos el operador derivada, que
nos dará la aproximación al operador divergencia en los puntos internos y la
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aproximación a la componente normal del vector en la frontera.
Reagruparemos terminos en la expresión para,

(Chu,
−→
W )HC = (−∇u,

−→
W )HC

para encontrar coeficientes cerca de las componentes del vector
−→
W . Esto nos

dará la fórmula para la diferencia analoga al operador B:

(−∇u,
−→
W )HC = −

M−1,N−1∑
i,j=1

((Dx(u))i,jWXi,j + (Dy(u))i,jWYi,j)

= −

M−1,N−1∑
i,j=1

[(
(ui+1,j+1 − ui,j)

(yi,j+1 − yi+1,j)

2
−

(ui,j+1 − ui+1,j)
(yi+1,j+1 − yi,j)

2

)
WXi,j

−

(
(ui+1,j+1 − ui,j)

(xi,j+1 − xi+1,j)

2
−

(ui,j+1 − ui+1,j)
(xi+1,j+1 − xi,j)

2

)
WYi,j

]

=

M−1,N−1∑
i,j=2

[
−
(yi−1,j − yi,j−1

2
WXi−1,j−1 −

yi,j+1 − yi+1,j

2
WXi,j −

yi+1,j − yi,j−1

2
WXi,j−1 +

yi,j+1 − yi−1,j

2
WXi−1,j

)
+(xi−1,j − xi,j−1

2
WYi−1,j−1 −

xi,j+1 − xi+1,j

2
WYi,j

−
xi+1,j − xi,j−1

2
WYi,j−1 +

xi,j+1 − xi−1,j

2
WYi−1,j

)]
ui,j

+
M−1∑
i=2

[(yi,2 − yi+1,1

2
WXi,1 −

yi,2 − yi−1,1

2
WXi−1,1

)

−
(xi,2 − xi+1,1

2
WYi,1 −

xi,2 − xi−1,1

2
WYi−1,1

)]
ui,1

+

N−1∑
j=2

[
−
(yM−1,j − yM,j−1

2
WXM−1,j−1 +

yM,j+1 − yM−1,j

2
WXM−1,j

)

+
(xM−1,j − xM,j−1

2
WYM−1,j−1 +

xM,j+1 − xM−1,j

2
WYM−1,j

)]
uM,j

+

M−1∑
i=2

[
−
(yi−1,N − yi,N−1

2
WXi−1,N−1 +

yi+1,N − yi,N−1

2
WXi,N−1

)
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+
(xi−1,N − xi,N−1

2
WYi−1,N−1 +

xi+1,N − xi,N−1

2
WYi,N−1

)]
ui,N

+
N−1∑
j=2

[(y1,j+1 − y2,j
2

WX1,j +
y2,j − y1,j−1

2
WX1,j−1

)

−
(x1,j+1 − x2,j

2
WY1,j +

x2,j − x1,j−1

2
WY1,j−1

)]
u1,j

+
(y1,2 − y2,1

2
WX1,1 −

x1,2 − x2,1
2

WY1,1

)
u1,1

−
(yM,2 − yM−1,1

2
WXM−1,1 −

xM,2 − xM−1,1

2
WYM−1,1

)
uM,1

−
(yM−1,N − yM,N−1

2
WXM−1,N−1 −

xM−1,N − xM,N−1

2
WYM−1,N−1

)
uM,N

+
(y2,N − y1,N−1

2
WX1,N−1 −

x2,N − x1,N−1

2
WY1,N−1

)
u1,N .

= (u, (Ch)∗
−→
W )HN = (u,Bh−→W )HN .

Del esquema anterior, reconocemos los puntos interiores de la malla i = 2, ...,M−
1 y j = 2, ..., N−1 el operador Bh, que es lo mismo que el operador divergencia,
como

(∇ ·
−→
W )i,j =

M−1,N−1∑
i,j=2

[
−
(yi−1,j − yi,j−1

2
WXi−1,j−1 −

yi,j+1 − yi+1,j

2
WXi,j

−
yi+1,j − yi,j−1

2
WXi,j−1 +

yi,j+1 − yi−1,j

2
WXi−1,j

)
+
(xi−1,j − xi,j−1

2
WYi−1,j−1 −

xi,j+1 − xi+1,j

2
WYi,j

−
xi+1,j − xi,j−1

2
WYi,j−1 +

xi,j+1 − xi−1,j

2
WYi−1,j

)]
/Ai,j

El estencil para el operador divergencia se muestra en la figura 4.2.

Para i = 2, ...,M − 1 y j = 1 obtenemos los puntos que están en la frontera de
la malla con la siguiente aproximación a la componente normal del vector

−→
W

(Bh−→W )i,1 =

M−1∑
i=2

[(yi,2 − yi+1,1

2
WXi,1 −

yi,2 − yi−1,1

2
WXi−1,1

)

−
(xi,2 − xi+1,1

2
WYi,1 −

xi,2 − xi−1,1

2
WYi−1,1

)]
/li,1.

Para j = 2, ..., N − 1 y i =M , obtenemos los puntos que estan a la frontera de
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Wi,jWi−1,j

Wi−1,j−1
Wi,j−1

pi,j

pi+1,j

pi,j+1

pi+1,j+1

pi,j−1 pi+1,j−1pi−1,j−1

pi−1,j

pi−1,j+1

Figura 4.2: Nodos que involucran el estencil del operador divergencia.

la malla.

(Bh−→W )M,j =

N−1∑
j=2

[
−
(yM−1,j − yM,j−1

2
WXM−1,j−1 +

yM,j+1 − yM−1,j

2
WXM−1,j

)

+
(xM−1,j − xM,j−1

2
WYM−1,j−1 +

xM,j+1 − xM−1,j

2
WYM−1,j

)]
/lM,j.

Para i = 2, ...,M − 1 y j = N , obtenemos los puntos que estan a lafrontera (fig)

(Bh−→W )i,N =

M−1∑
i=2

[
−
(yi−1,N − yi,N−1

2
WXi−1,N−1 +

yi+1,N − yi,N−1

2
WXi,N−1

)

+
(xi−1,N − xi,N−1

2
WYi−1,N−1 +

xi+1,N − xi,N−1

2
WYi,N−1

)]
/li,N .

Para j = 2, ..., N − 1 y i = 1, obtenemos los puntos que están a la frontera

(Bh−→W )1,j =

N−1∑
j=2

[(y1,j+1 − y2,j
2

WX1,j +
y2,j − y1,j−1

2
WX1,j−1

)

−
(x1,j+1 − x2,j

2
WY1,j +

x2,j − x1,j−1

2
WY1,j−1

)]
/l1,j.

Finalmente los cuatro puntos que faltan por obtener,

(Bh−→W )1,1 =
(y1,2 − y2,1

2
WX1,1 −

x1,2 − x2,1
2

WY1,1

)
/l1,1,
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(Bh−→W )M,1 =
(yM,2 − yM−1,1

2
WXM−1,1 −

xM,2 − xM−1,1

2
WYM−1,1

)
/lM,1,

(Bh−→W )M,N =
(yM−1,N − yM,N−1

2
WXM−1,N−1 −

xM−1,N − xM,N−1

2
WYM−1,N−1

)
/lM,N ,

(Bh−→W )1,N =
(y2,N − y1,N−1

2
WX1,N−1 −

x2,N − x1,N−1

2
WY1,N−1

)
/l1,N .

Para completar nuestra consideración, debemos escoger una fórmula para obte-
ner Ai,j que es el área de la región Ωi,j y la longitud asociada con los nodos a
la frontera li,j . Para tener esto vamos a usar algunas propiedades relacionadas
con la construción del operador.
Primero reagruparemos los términos del esquema que se obtuvo para el operador
divergencia como sigue:

(∇ ·
−→
W )i,j =

[
(yi,j+1 − yi+1,j)WXi,j − (xi,j+1 − xi+1,j)WYi,j

+(yi−1,j − yi,j+1)WXi−1,j − (xi−1,j − xi,j+1)WYi−1,j

+(yi,j−1 − yi−1,j)WXi−1,j−1 − (xi,j−1 − xi−1,j)WYi−1,j−1

+(yi+1,j − yi,j−1)WXi,j−1 − (xi+1,j − xi,j−1)WYi,j−1

]
/(2A8i,j).

Ahora denotemos como CIi,j (celda interior) al cuadro que se forma con cuatro
celdas juntas como se muestra en la figura 4.3 y denotamos cada uno de sus
lados como,

pi,j

pi+1,j

pi,j+1

pi+1,j+1

pi,j−1 pi+1,j−1pi−1,j−1

pi−1,j

pi−1,j+1

Wi−1,j Wi,j

Wi,j−1Wi−1,j−1

Figura 4.3: Contorno para el operador divergencia.

l(i,j+1)(i+1,j) , l(i−1,j)(i,j+1), l(i,j−1)(i−1,j), l(i+1,j)(i,j−1),

y la normal exterior a estos lados como
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−→n (i,j+1)(i+1,j) =

(
yi,j+1 − yi+1,j

l(i,j+1)(i+1,j)
,−

xi,j+1 − xi+1,j

l(i,j+1)(i+1,j)

)
,

−→n (i−1,j)(i,j+1) =

(
yi−1,j − yi,j+1

l(i−1,j)(i,j+1)
,−

xi−1,j − xi,j+1

l(i−1,j)(i,j+1)

)
,

−→n (i,j−1)(i−1,j) =

(
yi,j−1 − yi−1,j

l(i,j−1)(i−1,j)
,−

xi,j−1 − xi−1,j

l(i,j−1)(i−1,j)

)
,

−→n (i+1,j)(i,j−1) =

(
yi+1,j − yi,j−1

l(i+1,j)(i,j−1)
,−

xi+1,j − xi,j−1

l(i+1,j)(i,j−1)

)
,

teniendo esto ultimo en cuenta podemos reescribir el esquema del operador
divergencia como sigue,

(∇ ·
−→
W )i,j =

[(
−→
W i,j ,−→n (i,j+1)(i+1,j)

)
l(i,j+1)(i+1,j)

+
(
−→
W i−1,j ,−→n (i−1,j)(i,j+1)

)
l(i−1,j)(i,j+1)

+
(
−→
W i−1,j−1,−→n (i,j−1)(i−1,j)

)
l(i,j−1)(i−1,j)

+
(
−→
W i,j−1,−→n (i+1,j)(i,j−1)

)
l(i+1,j)(i,j−1)

]
/(2Ai,j),

donde (, ) denota el producto usual de dos vectores. Ahora de la definición del
operador divergencia,

∇ · −→w = ĺım
ΔA→0

∮
∂A(

−→w ,−→n )dA

A
, (4.6)

podemos ver que la expresión para divergencia puede ser considerada como en
(4.6) si tomamos CIi,j como A en (4.6), de modo que

Ai,j =
CIi,j
2

.

Debido a que cada CIi,j contiene cuatro triángulos, como podemos ver en nues-
tra figura 4.3, CIi,j es dos veces el tamaño de Ωi,j . Para mallas suaves, es posible
probar que la elección de Ai,j nos da el error de truncación de primer orden.
Además, cualquier elección de Ai,j donde

Ai,j = CIi,j +O(h2),

nos dará un error de truncamiento de primer orden en una malla suave. Una
manera comun de tomar el valor de Ai,j es la siguiente,

Ai,j = 0. 25(Ωi,j +Ωi−1,j +Ωi−1,j−1 +Ωi,j−1),
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que viene siendo el promedio de las cuatro celdas involucradas.
Consideremos el operador Bh en la frontera. Tomando frontera de la malla, por
ejemplo, para i = 2, ...,M − 1 y j = 1,

(Bh−→W )i,1 =

[(yi,2 − yi+1,1

2
WXi,1 −

yi,2 − yi−1,1

2
WXi−1,1

)
−

(xi,2 − xi+1,1

2
WYi,1 −

xi,2 − xi−1,1

2
WYi−1,1

)]
.

Haciendo algo similar como en el caso del operador divergencia, lo anterior lo
podemos reescribir como sigue

(Bh−→W )i,1 =

(
−→
W i,1,−→n (i,2)(i+1,1)

)
l(i,2)(i+1,1) +

(
−→
W i−1,1,−→n (i−1,1)(i,2)

)
l(i−1,1)(i,2)

2li,1
.

Nótese que podemos ver que Bh
i,1 es la aproximación de alguna componente

normal del vector
−→
W debido a que luce como un promedio de las componentes

que son normales a l(i,2)(i+1,1) y l(i−1,1)(i,2). Esta fórmula tiene que ser exacta al

menos para los vectores constantes, que es, Bh
i,1 debe aproximar la componente

normal del vector
−→
W = (WX,WY ) = const, respecto a alguna dirección. Si

sustituimos el vector constante
−→
W en la formula (4.7) para Bh

i,1, obtenemos

(Bh−→W )i,1 =
yi−1,1 − yi+1,1

2li,1
WX −

xi−1,1 − xi+1,1

2li,1
WY.

Sabemos que lo anterior debe aproximar la expresión −(
−→
W,−→n ), y no es dif́ıcil

ver de la formula previa que sólo hay una posibilidad donde la componente
normal al vector es mı́nima. Tomamos,

li,1 = 0,5l(i−1,1)(i+1,1).

Por lo tanto, (Bh−→W )i,1 aproxima la expresión −(
−→
W,−→n (i−1,1)(i+1,1)) (ver figura

(4.4)). Si vemos detalladamente nuestro problema, veremos que es una aproxi-

mación natural para −(
−→
W,−→n ) en el nodo (i, 1) debido a que no se tiene una

única dirección en el nodo. Notemos que para una malla suave, podemos usar
otra expresión para li,1, por ejemplo,

li,1 = 0,5(lξi−1,1 + lξi,1).

Similar al caso de la frontera para i = 2, ...,M − 1 y j = 1, encontramos las
expresiones para longitud del nodo en las otras fronteras de la malla. Tenemos

li,1 = 0,5l(i−1,1)(i+1,1), i = 2, ...,M − 1,

lM,j = 0,5l(M,j)(M,j+1), j = 2, ..., N − 1,

li,N = 0,5l(i−1,N)(i+1,N), i = 2, ...,M − 1,

l1,j = 0,5l(1,j−1)(1,j+1), j = 2, ..., N − 1,
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pi,2

Wi,1Wi−1,1

pi+1,1
pi−1,1 pi,1

n(i+1,1)(i−1,1)

Figura 4.4: Aproximación a la frontera.

y para los cuatro nodos en las esquinas (1, 1), (M, 1), (M,N)y(1, N) tenemos lo
siguiente:

l1,1 = 0,5l(1,2)(2,1),

lM,1 = 0,5l(M−1,1)(M,2),

lM,N = 0,5l(M,N−1)(M−1,N),

l1,N = 0,5l(2,N)(1,N−1),

La figura (4.5) ilustra la aproximación al nodo (1, 1). Aśı, la expresión (Bh−→W )

es la aproximación a −(
−→
W,−→n (2,1)(1,2)).

Como resultado, tenemos una aproximación al operador divergencia en los no-
dos internos de la malla, y la aproximación para la componente norval del vector
en la frontera.
Ahora definiremos operadores K y D. K es una matriz simetrica definida posi-
tiva; esto para garantizar que el operador sea de tipo eĺıptico:

K =

(
KXX KXY
KXY KY Y

)
(4.7)

y

K
−→
W =

(
KXXWX +KXYWY
KXYWX +KY YWY

)
.

K se evalúa en el centro de la celda (similar a las componentes del vector
−→
W ),

tomando esto en cuenta podemos definir el operador discreto Kh como sigue:

(Kh−→W )i,j =

(
KXXi,jWXi,j +KXYi,jWYi,j
KXYi,jWXi,j +KY Yi,jWYi,j

)
.
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p2,1

p1,2

p1,1

w1,1

n(2,1)(1,2)

Figura 4.5: Aproximación al nodo p1,1.

Ahora, definamos al operador D. Si asumimos que la función α está dada por
el valor de los nodos a la frontera, tenemos

(Dhu)i,j = αi,jui,j ,

recordemos que el operador D toma los nodos (i, j) que pertenecen a la frontera.

4.3. Un problema con condiciones de frontera

de tipo Dirichlet

Usando los esquemas en diferencias que se obtuvieron para los operadores diver-
gencia y gradiente en la sección anterior, resolveremos una ecuación diferencial
parcial de tipo eĺıptica con condiciones de frontera de tipo Dirichlet, que de
forma general podemos escribir de la siguiente forma:

[−∇ · (K(x, y)∇u(x, y))]i,j = ϕi,j i = 2, ...,M − 1;

j = 2, ..., N − 1, (4.8)

con K una matriz simétrica definida positiva,

K(x, y) =

(
K11 K12

K12 K22

)

y ϕi,j = f(xi,j , yi,j). Las condiciones de frontera de tipo Dirichlet las podemos
escribir como sigue,

ui,1 = ψi,1, i = 1, ...,M,

uM,j = ψM,j, j = 1, ..., N,
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ui,N = ψi,N , i = 1, ...,M,

u1,j = ψ1,j , j = 1, ..., N.

De las condiciones de frontera de tipo Dirichlet sabemos el valor de u en la
frontera, de modo que los nodos de la malla que andamos buscando son los
nodos del interior de la malla,

ui,j, i = 2, ...,M − 1; j = 2, ..., N − 1.

Primero, aplicando los esquemas que se obtuvieron en la sección anterior para
el gradiente y multiplicando con la matriz K vemos que,

K(x, x)∇u(x, y) ≈

(
K11 K12

K12 K22

)(
Dxu
Dyu

)

=

(
K11Dxu + K12Dyu
K12Dxu + K22Dyu

)
.

Ahora aplicando los esquemas en diferencias el operador −∇· (K(x, y)∇u(x, y))
en un nodo pi,j de la malla se aproxima mediante:

[−∇ · (K(x, y)∇u(x, y))]i,j ≈ Ci,jui,j + Ei,jui+1,j +NEi,jui+1,j+1

+ Ni,jui,j+1 +NWi,jui−1,j+1

+ Wi,jui−1,j + SWi,jui−1,j−1

+ Si,jui,j−1 + SEi,jui+1,j−1.

El estencil para este operador en el punto pi,j de la malla involucra nueve puntos,
como se muestra en la figura 4.6,donde C,E,NE,N,NW,W, SW,S y SE son
los coeficientes de los nodos vecinos. A manera de ejemplo, el valor de E se
calcula de la siguiente forma,

Ei,j = (yi,j+1 − yi+1,j)

(
K11(Pi,j)

2Ai,j

)
(yi,j − yi+1,j+1)

+ (yi+1,j − yi,j−1)

(
K11(Pi,j−1)

2Ai,j−1

)
(yi+1,j−1 − yi,j)

− (yi,j+1 − yi+1,j)

(
K12(Pi,j)

2Ai,j

)
(xi,j − xi+1,j+1)

− (yi+1,j − yi,j−1)

(
K12(Pi,j−1)

2Ai,j−1

)
(xi+1,j−1 − xi,j)

− (xi,j+1 − xi+1,j)

(
K12(Pi,j)

2Ai,j

)
(yi,j − yi+1,j+1)

− (xi+1,j − xi,j−1)

(
K12(Pi,j−1)

2Ai,j−1

)
(yi+1,j−1 − yi,j)
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SWi−1,j−1

Ci,j

Ei+1,j

Ni,j+1

Si,j−1

NEi+1,j+1

SEi+1,j−1

CEi,j
CEi−1,j

CEi,j−1CEi−1,j−1

NWi−1,j+1

Wi−1,j

Figura 4.6: Estencil para el operador divergencia gradiente.

+ (xi,j+1 − xi+1,j)

(
K22(Pi,j)

2Ai,j

)
(xi,j − xi+1,j+1)

+ (xi+1,j − xi,j−1)

(
K22(Pi,j−1)

2Ai,j−1

)
(xi+1,j−1 − xi,j).

y para N se tiene,

Ni,j = −(yi,j+1 − yi+1,j)

(
K11(Pi,j)

2Ai,j

)
(yi,j − yi+1,j+1)

+ (yi−1,j − yi,j+1)

(
K11(Pi−1,j)

2Ai−1,j

)
(yi,j − yi−1,j+1)

+ (yi,j+1 − yi+1,j)

(
K12(Pi,j)

2Ai,j

)
(xi,j − xi+1,j+1)

− (yi−1,j − yi,j+1)

(
K12(Pi−1,j)

2Ai−1,j

)
(xi,j − xi−1,j+1)

+ (xi,j+1 − xi+1,j)

(
K12(Pi,j)

2Ai,j

)
(yi,j − yi+1,j+1)

− (xi−1,j − xi,j+1)

(
K12(Pi−1,j)

2Ai−1,j

)
(yi,j − yi−1,j+1)

− (xi,j+1 − xi+1,j)

(
K22(Pi,j)

2Ai,j

)
(xi,j − xi+1,j+1)

+ (xi−1,j − xi,j+1)

(
K22(Pi−1,j)

2Ai−1,j

)
(xi,j − xi−1,j+1).

Los demás se obtienen de manera similar [10].
Con Pi,j = (xi,j , yi,j) el nodo donde queremos aproximar la solución de la
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ecuación diferencial, en la figura 4.6 lo representamos como Ci,j , K es evaluado
en el centro de la celda Ci,j y Ai,j es el promedio de las áreas de las cuatro celdas
involucradas CEi,j , CEi−1,j , CEi,j−1 y CEi−1,j−1. Como resultado obtenemos
un sistema de ecuaciones que se resuelve utilizando Gauss-Seidel.



Caṕıtulo 5

Resultados

5.1. Ejemplos numéricos

Se proponen tres ecuaciones diferenciales de tipo eĺıpticas y se resuelven numéri-
camente sobre las siguientes regiones: Havana, England, Chapala, Uca, Mi-
choacán, Ucha, Swan, M19, Anillo y Ele. Usamos mallas convexas para estas
regiones con 21, 41, 61 y 81 puntos las cuales fueron generadas minimizando los
funcionales ya mencionados en la sección 2.

1. En primer lugar tenemos a K como la matriz identidad y u como la ex-
ponencial,

K(x, y) =

(
1 0
0 1

)
, u = 2 exp(2x+ y).

2. En segundo lugar tenemos a K como el producto de dos matrices P y D,
y u expresado en senos

K(x, y) = P TDP,

con

P =

(
cos(π8 ) sin(π8 )

−sin(π8 ) cos(π8 )

)
y

D =

(
1 + 2x2 + y2 0

0 1 + x2 + 2y2

)
u = sin(πx) sin(πy).

3. Por ultimo tenemos a K con una ligera variación de P y D, y u la misma
del problema anterior,

K(x, y) = PTDP,

con

P =

(
cos(π4 ) sin(π4 )

−sin(π4 ) cos(π4 )

)
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y

D =

(
1 + 2x2 + y2 + y5 0

0 1 + x2 + 2y2 + x3

)

u = sin(πx) sin(πy).

La función f se calculó para que u fuera la solución exacta en cada caso.
Para comparar usamos Elementos finitos y en ambos casos los sistemas alge-
braicos que surgieron se resolvieron usando Gauss-Seidel.

5.2. Resultados

Presentamos algunas tablas y gráficas de los resultados numéricos que se obtu-
vieron de las ecuaciones diferenciales parciales anteriormente mencionadas.
Se utilizaron las normas ‖ · ‖2 y ‖ · ‖∞ para medir el error.
La norma ‖ · ‖2 se calculó como una función de malla

‖u− U‖2 =

√∑
i,j

(ui,j − Ui,j)2Aij ,

de donde u es la solucion exacta y U es la aproximada calculadas en el nodo Pi,j

y Aij es el área de la celda CEi,j . También se calculó un orden de aproximación
como sigue, por ejemplo en la tabla uno tenemos el l2err de las mallas de
ann21.red, ann41.red, ann61.red y ann81.red se tomo

O =
log(ann21ann41 )

log(4020 )

O =
log(ann41ann61 )

log(6040 )

y

O =
log(ann81ann61 )

log(8060 )
.

Con O el orden de aproximación obtenido de manera emṕırica.

A continuación se presentan unas tablas con los resultados obtenidos, en donde
la h representa elementos finitos y d representa diferencias finitas.

Las gráficas que se muestran fueron generadas con las mallas de 81×81 como
las que se muestras en la sección (2.3.1), toamando el error cuadratico en ambos
metodos, esto para los cuatro funcionales con los cuales fueron generadas las
mallas.
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Cuadro 5.1: Resultados para el problema 1 con el funcional 1/2(Hw+A)

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 1.5016e-03 8.0069e-03 1.5053e-03 8.4017e-03
ann41 6.4369e-04 1.22 8.9790e-03 -0.17 4.6886e-04 1.68 3.2419e-03 1.37
ann61 2.0196e-04 2.86 2.3938e-03 3.26 1.8895e-04 2.24 1.9412e-03 1.26
ann81 1.0495e-04 2.28 2.1213e-03 0.42 1.0207e-04 2.14 8.8599e-04 2.73

cha21 1.1731e-03 1.6512e-02 1.1820e-03 1.5041e-02
cha41 2.8414e-04 2.05 4.8980e-03 1.75 3.1178e-04 1.92 4.2478e-03 1.82
cha61 1.3122e-04 1.91 2.8459e-03 1.34 1.4980e-04 1.81 2.1754e-03 1.65
cha81 7.2536e-05 2.06 1.2608e-03 2.83 8.3310e-05 2.04 1.1140e-03 2.33

ele21 1.3344e-03 1.0033e-02 7.1752e-04 5.2527e-03
ele41 2.9233e-04 2.19 3.2790e-03 1.61 1.7025e-04 2.08 1.3585e-03 1.95
ele61 1.1845e-04 2.23 1.6467e-03 1.7 7.4928e-05 2.02 6.2116e-04 1.93
ele81 6.0782e-05 2.32 9.8790e-04 1.78 4.1849e-05 2.02 3.5717e-04 1.92

eng21 4.5917e-03 7.0987e-02 4.4693e-03 4.3971e-02
eng41 1.3423e-03 1.77 2.8461e-02 1.32 1.3534e-03 1.72 1.7812e-02 1.3
eng61 3.8934e-04 3.05 7.7363e-03 3.21 4.9190e-04 2.5 7.0108e-03 2.3
eng81 2.2991e-04 1.83 3.9650e-03 2.32 3.4644e-04 1.22 5.5983e-03 0.78

hab21 7.6563e-03 7.5200e-02 3.2913e-03 3.9397e-02
hab41 1.4324e-03 2.42 2.0030e-02 1.91 1.0280e-03 1.68 1.6671e-02 1.24
hab61 7.5447e-04 1.58 1.4286e-02 0.83 4.9332e-04 1.81 1.1681e-02 0.88
hab81 3.8681e-04 2.32 6.6376e-03 2.66 2.2474e-04 2.73 3.9450e-03 3.77

m1921 5.7313e-03 2.5781e-02 1.9787e-03 1.1832e-02
m1941 1.3570e-03 2.08 7.1592e-03 1.85 5.2625e-04 1.91 5.6724e-03 1.06
m1961 5.8192e-04 2.09 3.5541e-03 1.73 2.0739e-04 2.3 3.3897e-03 1.27
m1981 2.8994e-04 2.42 1.8239e-03 2.32 1.0629e-04 2.32 1.2768e-03 3.39

mic21 5.1097e-03 3.9575e-02 3.2617e-03 3.4913e-02
mic41 1.5821e-03 1.69 1.4989e-02 1.4 8.6374e-04 1.92 1.1650e-02 1.58
mic61 5.8157e-04 2.47 9.3771e-03 1.16 3.7928e-04 2.03 7.1426e-03 1.21
mic81 3.8068e-04 1.47 4.7131e-03 2.39 2.1595e-04 1.96 3.2799e-03 2.71

swa21 3.0908e-03 1.3936e-02 2.2076e-03 1.2594e-02
swa41 5.0706e-04 2.61 5.1100e-03 1.45 3.5907e-04 2.62 4.0647e-03 1.63
swa61 3.1725e-04 1.16 1.6509e-03 2.79 2.1823e-04 1.23 1.4639e-03 2.52
swa81 1.6952e-04 2.18 7.9115e-04 2.56 1.1221e-04 2.31 1.0004e-03 1.32

uca21 5.9270e-03 9.1224e-02 5.4445e-03 6.4096e-02
uca41 1.1781e-03 2.33 3.0962e-02 1.56 1.1263e-03 2.27 2.4472e-02 1.39
uca61 4.6475e-04 2.29 1.2435e-02 2.25 4.5177e-04 2.25 8.6966e-03 2.55
uca81 2.9936e-04 1.53 1.5975e-02 -0.87 3.0279e-04 1.39 1.1442e-02 -0.95

uch21 1.2392e-02 1.4054e-01 1.2827e-02 1.1830e-01
uch41 2.3518e-03 2.4 2.8951e-02 2.28 3.2705e-03 1.97 4.0846e-02 1.53
uch61 1.0216e-03 2.06 2.2533e-02 0.62 1.7443e-03 1.55 3.0584e-02 0.71
uch81 5.2704e-04 2.3 1.1124e-02 2.45 1.0394e-03 1.8 1.9285e-02 1.6



58 Resultados

Cuadro 5.2: Resultados para el problema 1 con el funcional 1/2(Sw+L)

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 1.4819e-03 1.1854e-02 1.2901e-03 9.2589e-03
ann41 6.8925e-04 1.1 9.6812e-03 0.29 4.9210e-04 1.39 3.4212e-03 1.44
ann61 2.0477e-04 2.99 2.5595e-03 3.28 1.8733e-04 2.38 2.2608e-03 1.02
ann81 1.0726e-04 2.25 2.2086e-03 0.51 1.0172e-04 2.12 1.0466e-03 2.68

cha21 9.9854e-04 1.6112e-02 1.0447e-03 1.5802e-02
cha41 2.5191e-04 1.99 4.1162e-03 1.97 3.0460e-04 1.78 3.7949e-03 2.06
cha61 1.1358e-04 1.96 2.0248e-03 1.75 1.3682e-04 1.97 1.6978e-03 1.98
cha81 6.3864e-05 2 1.2401e-03 1.7 8.1002e-05 1.82 1.0652e-03 1.62

ele21 1.5633e-03 1.3495e-02 8.6466e-04 4.5785e-03
ele41 3.1872e-04 2.29 4.0746e-03 1.73 2.0931e-04 2.05 1.3739e-03 1.74
ele61 1.3536e-04 2.11 2.0146e-03 1.74 9.5234e-05 1.94 8.2572e-04 1.26
ele81 7.1315e-05 2.23 1.2556e-03 1.64 5.2179e-05 2.09 5.4722e-04 1.43

eng21 2.1157e-03 2.3510e-02 1.6312e-03 1.6410e-02
eng41 5.3140e-04 1.99 4.9204e-03 2.26 5.7762e-04 1.5 7.2876e-03 1.17
eng61 2.2127e-04 2.16 2.3913e-03 1.78 2.2286e-04 2.35 2.7464e-03 2.41
eng81 1.2377e-04 2.02 1.6876e-03 1.21 1.4465e-04 1.5 2.2673e-03 0.67

hab21 7.5000e-03 8.1097e-02 2.3087e-03 1.9456e-02
hab41 1.4882e-03 2.33 1.9228e-02 2.08 9.8350e-04 1.23 1.7230e-02 0.18
hab61 8.3315e-04 1.43 2.0576e-02 -0.17 5.0263e-04 1.66 8.5972e-03 1.71
hab81 3.9468e-04 2.6 5.6177e-03 4.51 2.9639e-04 1.84 3.7882e-03 2.85

m1921 5.8398e-03 2.6755e-02 1.8016e-03 1.0045e-02
m1941 1.4427e-03 2.02 7.7678e-03 1.78 5.0978e-04 1.82 5.1068e-03 0.98
m1961 6.1595e-04 2.1 3.7707e-03 1.78 2.2153e-04 2.06 1.7473e-03 2.65
m1981 3.2154e-04 2.26 2.4810e-03 1.46 1.2669e-04 1.94 1.2434e-03 1.18

mic21 5.8067e-03 4.6272e-02 3.7779e-03 3.3835e-02
mic41 1.5315e-03 1.92 2.1308e-02 1.12 8.7686e-04 2.11 1.2494e-02 1.44
mic61 6.0096e-04 2.31 1.3668e-02 1.1 3.9051e-04 1.99 4.3691e-03 2.59
mic81 3.9179e-04 1.49 6.5369e-03 2.56 2.6849e-04 1.3 2.7264e-03 1.64

swa21 2.0666e-03 1.1633e-02 1.9186e-03 1.4021e-02
swa41 5.0030e-04 2.05 6.2796e-03 0.89 3.6191e-04 2.41 3.3690e-03 2.06
swa61 2.0964e-04 2.15 1.6932e-03 3.23 1.6583e-04 1.92 1.2826e-03 2.38
swa81 1.1360e-04 2.13 9.4635e-04 2.02 8.9252e-05 2.15 9.3204e-04 1.11

uca21 5.6506e-03 8.9653e-02 5.3104e-03 6.3358e-02
uca41 8.2756e-04 2.77 1.8383e-02 2.29 5.5259e-04 3.26 1.2749e-02 2.31
uca61 4.0271e-04 1.78 8.2209e-03 1.98 3.1968e-04 1.35 7.0642e-03 1.46
uca81 1.7907e-04 2.82 4.8427e-03 1.84 1.5201e-04 2.58 3.9888e-03 1.99

uch21 5.3345e-03 5.3129e-02 6.1892e-03 6.3519e-02
uch41 1.0181e-03 2.39 1.7079e-02 1.64 1.3142e-03 2.24 1.5406e-02 2.04
uch61 5.1123e-04 1.7 1.0456e-02 1.21 5.1219e-04 2.32 8.6751e-03 1.42
uch81 2.7711e-04 2.13 6.4561e-03 1.68 3.1246e-04 1.72 5.4825e-03 1.6
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Cuadro 5.3: Resultados para el problema 1 con el funcional Hw

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 1.5143e-03 7.0800e-03 1.4069e-03 8.3731e-03
ann41 5.6169e-04 1.43 6.0327e-03 0.23 4.4353e-04 1.67 2.9321e-03 1.51
ann61 1.9680e-04 2.59 1.3862e-03 3.63 1.8284e-04 2.19 1.3112e-03 1.98
ann81 9.5869e-05 2.5 1.0970e-03 0.81 1.0103e-04 2.06 7.0127e-04 2.18

cha21 2.5155e-03 5.1346e-02 2.7619e-03 3.7309e-02
cha41 7.9462e-04 1.66 1.9168e-02 1.42 1.0337e-03 1.42 1.4309e-02 1.38
cha61 3.7322e-04 1.86 9.2786e-03 1.79 5.3510e-04 1.62 8.2179e-03 1.37
cha81 2.6915e-04 1.14 8.8876e-03 0.15 4.1267e-04 0.9 6.7481e-03 0.68

ele21 2.1594e-03 2.4198e-02 1.3019e-03 1.2068e-02
ele41 6.1680e-04 1.81 1.1824e-02 1.03 4.8766e-04 1.42 6.2338e-03 0.95
ele61 3.1110e-04 1.69 7.7931e-03 1.03 2.7536e-04 1.41 4.1150e-03 1.02
ele81 1.9509e-04 1.62 5.8150e-03 1.02 1.8450e-04 1.39 3.0486e-03 1.04

eng21 3.5785e-03 4.7329e-02 3.1932e-03 2.7595e-02
eng41 5.1518e-03 -0.53 8.9451e-02 -0.92 6.2110e-03 -0.96 6.3791e-02 -1.21
eng61 2.0846e-03 2.23 3.4338e-02 2.36 2.1049e-03 2.67 2.6678e-02 2.15
eng81 1.9914e-03 0.16 3.2224e-02 0.22 1.9263e-03 0.31 2.2952e-02 0.52

hab21 1.0018e-02 7.3778e-02 5.2255e-03 4.4543e-02
hab41 3.5754e-03 1.49 3.4240e-02 1.11 2.0041e-03 1.38 2.6795e-02 0.73
hab61 1.6282e-03 1.94 3.1189e-02 0.23 7.6226e-04 2.38 7.7930e-03 3.05
hab81 8.6311e-04 2.21 1.2446e-02 3.19 5.6206e-04 1.06 8.7766e-03 -0.41

m1921 7.9368e-03 5.1307e-02 4.8929e-03 3.3848e-02
m1941 2.4741e-03 1.68 3.5359e-02 0.54 2.2910e-03 1.09 2.2848e-02 0.57
m1961 1.1668e-03 1.85 2.2140e-02 1.15 1.2298e-03 1.53 1.3718e-02 1.26
m1981 6.4001e-04 2.09 1.4731e-02 1.42 7.2745e-04 1.83 8.7306e-03 1.57

mic21 5.6978e-03 4.8488e-02 4.3467e-03 3.9474e-02
mic41 2.6613e-03 1.1 4.2145e-02 0.2 2.8089e-03 0.63 4.3726e-02 -0.15
mic61 1.9518e-03 0.76 5.4395e-02 -0.63 2.3184e-03 0.47 4.0290e-02 0.2
mic81 5.0262e-04 4.72 9.4022e-03 6.1 2.7119e-04 7.46 6.8629e-03 6.15

swa21 5.7347e-03 3.3119e-02 1.3480e-02 6.9110e-02
swa41 2.1289e-03 1.43 1.6953e-02 0.97 3.0394e-03 2.15 1.3741e-02 2.33
swa61 7.5514e-04 2.56 7.9452e-03 1.87 1.6732e-03 1.47 8.7404e-03 1.12
swa81 4.4288e-04 1.85 4.8838e-03 1.69 9.2521e-04 2.06 4.6657e-03 2.18

uca21 6.2842e-03 8.2203e-02 5.8592e-03 5.5728e-02
uca41 1.7634e-03 1.83 3.8740e-02 1.09 1.8451e-03 1.67 3.1222e-02 0.84
uca61 1.3498e-03 0.66 3.6983e-02 0.11 1.3740e-03 0.73 2.3467e-02 0.7
uca81 1.2234e-03 0.34 3.4557e-02 0.24 1.3504e-03 0.06 2.2535e-02 0.14

uch21 2.7365e-02 2.6805e-01 3.0905e-02 2.0916e-01
uch41 1.2566e-02 1.12 1.4453e-01 0.89 1.4847e-02 1.06 1.2507e-01 0.74
uch61 8.8881e-03 0.85 1.0835e-01 0.71 1.0218e-02 0.92 9.0591e-02 0.8
uch81 6.0736e-03 1.32 7.2037e-02 1.42 7.2173e-03 1.21 6.5254e-02 1.14
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Cuadro 5.4: Resultados para el problema 1 con el funcional Sw

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 1.5653e-03 1.3657e-02 1.5069e-03 1.0705e-02
ann41 5.8217e-04 1.43 6.4361e-03 1.09 5.5292e-04 1.45 4.6186e-03 1.21
ann61 2.1308e-04 2.48 3.0865e-03 1.81 2.0464e-04 2.45 3.0844e-03 1
ann81 1.1042e-04 2.29 2.7380e-03 0.42 1.0989e-04 2.16 1.7108e-03 2.05

cha21 1.3065e-03 1.4526e-02 1.2264e-03 1.2203e-02
cha41 6.1544e-04 1.09 1.2902e-02 0.17 9.0436e-04 0.44 1.5774e-02 -0.37
cha61 3.0929e-04 1.7 1.2485e-02 0.08 3.9189e-04 2.06 9.7025e-03 1.2
cha81 2.4725e-04 0.78 1.1651e-02 0.24 3.2514e-04 0.65 1.2064e-02 -0.76

ele21 4.1044e-03 3.5987e-02 9.5508e-03 8.0146e-02
ele41 6.8892e-04 2.57 1.0529e-02 1.77 6.0030e-04 3.99 7.3794e-03 3.44
ele61 4.8052e-04 0.89 4.5747e-03 2.06 1.2212e-03 -1.75 1.0276e-02 -0.82
ele81 2.5070e-04 2.26 6.7523e-03 -1.35 3.8876e-04 3.98 4.9354e-03 2.55

eng21 7.1855e-03 6.6611e-02 9.5443e-03 9.5297e-02
eng41 4.8560e-03 0.57 8.3424e-02 -0.32 6.7055e-03 0.51 5.8346e-02 0.71
eng61 3.1750e-03 1.05 6.4257e-02 0.64 6.2997e-03 0.15 5.5193e-02 0.14
eng81 8.3640e-02 -11.37 1.2100e+00 -10.2 6.9738e-03 -0.35 8.8340e-02 -1.63

hab21 1.0830e-02 1.1582e-01 1.1359e-02 1.0968e-01
hab41 1.0354e-02 0.06 1.0785e-01 0.1 2.3659e-02 -1.06 1.8148e-01 -0.73
hab61 4.3224e-03 2.15 7.8427e-02 0.79 1.2202e-02 1.63 1.3784e-01 0.68
hab81 6.3992e-03 -1.36 9.9203e-02 -0.82 1.3619e-02 -0.38 1.3044e-01 0.19

m1921 6.9749e-03 4.9064e-02 9.5102e-03 5.3702e-02
m1941 1.5561e-03 2.16 1.3918e-02 1.82 2.2142e-03 2.1 1.4851e-02 1.85
m1961 4.3650e-03 -2.54 5.9650e-02 -3.59 1.0795e-02 -3.91 1.0830e-01 -4.9
m1981 1.8639e-03 2.96 2.9972e-02 2.39 3.9469e-03 3.5 4.3866e-02 3.14

mic21 2.2915e-02 2.6808e-01 4.2111e-02 3.9353e-01
mic41 5.4546e-03 2.07 6.1934e-02 2.11 8.5386e-03 2.3 9.0332e-02 2.12
mic61 3.4950e-03 1.1 5.8854e-02 0.13 1.2879e-02 -1.01 1.3002e-01 -0.9
mic81 2.6141e-03 1.01 5.0345e-02 0.54 9.6652e-03 1 1.1807e-01 0.34

swa21 3.4500e-03 1.7397e-02 2.4662e-03 1.6159e-02
swa41 8.9557e-04 1.95 1.0174e-02 0.77 1.5728e-03 0.65 1.0995e-02 0.56
swa61 1.0314e-03 -0.35 2.1401e-02 -1.83 4.0173e-03 -2.31 4.4000e-02 -3.42
swa81 3.1143e-04 4.16 2.8110e-03 7.06 8.6128e-04 5.35 1.3109e-02 4.21

uca21 8.0281e-03 1.1825e-01 1.3995e-02 1.3276e-01
uca41 3.4498e-03 1.22 3.9090e-02 1.6 8.7372e-03 0.68 1.2418e-01 0.1
uca61 4.9294e-03 -0.88 9.1274e-02 -2.09 1.5172e-02 -1.36 2.0086e-01 -1.19
uca81 7.5881e-04 6.5 1.0588e-02 7.49 1.7364e-03 7.53 1.5424e-02 8.92

uch21 2.2573e-02 2.0644e-01 3.2760e-02 3.4958e-01
uch41 8.7193e-03 1.37 1.3968e-01 0.56 2.0776e-02 0.66 1.7218e-01 1.02
uch61 66.9824e-03 0.55 1.8868e-01 -0.74 1.4264e-02 0.93 1.5888e-01 0.2
uch81 7.7544e-03 -0.36 1.6891e-01 0.38 1.3025e-02 0.32 1.8416e-01 -0.51
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Cuadro 5.5: Resultados para el problema 2 con el funcional 1/2(Hw+A)

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 3.4330e-04 1.9626e-03 4.0522e-04 1.7652e-03
ann41 1.4378e-04 1.26 1.5967e-03 0.3 1.2102e-04 1.74 5.7865e-04 1.61
ann61 5.4876e-05 2.38 5.0827e-04 2.82 5.0906e-05 2.14 4.4179e-04 0.67
ann81 3.6376e-05 1.43 4.6577e-04 0.3 2.7858e-05 2.1 2.1552e-04 2.5

cha21 1.9756e-04 2.1268e-03 1.0125e-04 1.0265e-03
cha41 5.3044e-05 1.9 6.0954e-04 1.8 3.0132e-05 1.75 2.5644e-04 2
cha61 3.1900e-05 1.25 4.3241e-04 0.85 1.5253e-05 1.68 1.6915e-04 1.03
cha81 2.7485e-05 0.52 2.5141e-04 1.89 1.0086e-05 1.44 1.4654e-04 0.5

ele21 3.6784e-04 2.1525e-03 2.2437e-04 1.3585e-03
ele41 7.9212e-05 2.22 6.7684e-04 1.67 5.2074e-05 2.11 4.1968e-04 1.69
ele61 2.6167e-05 2.73 3.6951e-04 1.49 2.2723e-05 2.05 2.4600e-04 1.32
ele81 1.2389e-05 2.6 2.3494e-04 1.57 1.2777e-05 2 1.6290e-04 1.43

eng21 1.4978e-03 1.9743e-02 1.2736e-03 1.0159e-02
eng41 6.9078e-04 1.12 1.5952e-02 0.31 6.2969e-04 1.02 9.6069e-03 0.08
eng61 1.5937e-04 3.62 2.8299e-03 4.27 2.0934e-04 2.72 4.3269e-03 1.97
eng81 9.8870e-05 1.66 2.1818e-03 0.9 1.3214e-04 1.6 2.3146e-03 2.17

hab21 1.1351e-03 8.3968e-03 6.6394e-04 3.8236e-03
hab41 3.6187e-04 1.65 3.3120e-03 1.34 2.3192e-04 1.52 4.0103e-03 -0.07
hab61 1.5146e-04 2.15 1.2378e-03 2.43 8.5932e-05 2.45 8.7617e-04 3.75
hab81 9.2595e-05 1.71 1.2213e-03 0.05 4.9549e-05 1.91 8.9734e-04 -0.08

m1921 1.2242e-03 7.1696e-03 6.6697e-04 4.4821e-03
m1941 2.5162e-04 2.28 1.5980e-03 2.17 1.3632e-04 2.29 1.1090e-03 2.01
m1961 1.2098e-04 1.81 7.5943e-04 1.83 6.2501e-05 1.92 5.4399e-04 1.76
m1981 7.8031e-05 1.52 4.6575e-04 1.7 3.4542e-05 2.06 3.4674e-04 1.57

mic21 8.1943e-04 7.3644e-03 5.2213e-04 2.9076e-03
mic41 2.2136e-04 1.89 3.0961e-03 1.25 1.7626e-04 1.57 2.4579e-03 0.24
mic61 1.1577e-04 1.6 2.4649e-03 0.56 9.6172e-05 1.49 2.1938e-03 0.28
mic81 7.0144e-05 1.74 1.5330e-03 1.65 5.5482e-05 1.91 1.1688e-03 2.19

swa21 5.2403e-04 2.1692e-03 4.2034e-04 1.9433e-03
swa41 1.3273e-04 1.98 1.4829e-03 0.55 1.5370e-04 1.45 1.8493e-03 0.07
swa61 5.1935e-05 2.31 2.1593e-04 4.75 4.2895e-05 3.15 2.2973e-04 5.14
swa81 3.5200e-05 1.35 1.4576e-04 1.37 2.1835e-05 2.35 1.5769e-04 1.31

uca21 1.0809e-03 1.5022e-02 8.3088e-04 9.6800e-03
uca41 2.1449e-04 2.33 3.4420e-03 2.13 1.6778e-04 2.31 1.7460e-03 2.47
uca61 1.2061e-04 1.42 1.7295e-03 1.7 1.0343e-04 1.19 1.5440e-03 0.3
uca81 7.6101e-05 1.6 1.0734e-03 1.66 5.9472e-05 1.92 1.3038e-03 0.59

uch21 1.3004e-03 1.2397e-02 1.1187e-03 1.1050e-02
uch41 2.7275e-04 2.25 3.3515e-03 1.89 3.3793e-04 1.73 3.6894e-03 1.58
uch61 1.2434e-04 1.94 1.8190e-03 1.51 1.6805e-04 1.72 2.7580e-03 0.72
uch81 7.0436e-05 1.98 8.3883e-04 2.69 1.0290e-04 1.71 1.7624e-03 1.56
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Cuadro 5.6: Resultados para el problema 2 con el funcional 1/2(Sw+L)

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 3.8222e-04 3.2082e-03 3.9549e-04 2.1961e-03
ann41 1.5726e-04 1.28 1.8847e-03 0.77 1.2106e-04 1.71 7.1884e-04 1.61
ann61 5.7019e-05 2.5 5.4079e-04 3.08 5.1118e-05 2.13 5.3445e-04 0.73
ann81 3.8624e-05 1.35 5.0393e-04 0.25 2.6663e-05 2.26 2.5630e-04 2.55

cha21 1.8449e-04 1.8155e-03 1.0368e-04 9.6549e-04
cha41 4.8856e-05 1.92 5.4900e-04 1.73 2.8488e-05 1.86 3.1559e-04 1.61
cha61 2.9938e-05 1.21 4.4193e-04 0.54 1.3677e-05 1.81 1.7198e-04 1.5
cha81 2.6690e-05 0.4 2.7164e-04 1.69 8.5011e-06 1.65 1.7056e-04 0.03

ele21 3.4701e-04 1.4563e-03 1.8152e-04 1.0865e-03
ele41 8.4665e-05 2.04 4.8002e-04 1.6 5.4673e-05 1.73 3.7851e-04 1.52
ele61 2.6772e-05 2.84 3.1797e-04 1.02 2.4321e-05 2 1.6311e-04 2.08
ele81 1.3930e-05 2.27 1.7533e-04 2.07 1.7245e-05 1.2 1.5050e-04 0.28

eng21 8.9818e-04 9.8656e-03 6.9919e-04 7.5393e-03
eng41 2.1777e-04 2.04 2.7094e-03 1.86 2.0476e-04 1.77 2.2106e-03 1.77
eng61 9.2879e-05 2.1 1.5545e-03 1.37 9.7450e-05 1.83 1.3069e-03 1.3
eng81 5.1423e-05 2.06 1.1064e-03 1.18 6.5436e-05 1.38 1.1010e-03 0.6

hab21 1.0743e-03 7.0525e-03 5.9459e-04 4.6888e-03
hab41 3.8730e-04 1.47 3.0994e-03 1.19 2.1419e-04 1.47 2.6657e-03 0.81
hab61 1.6368e-04 2.12 1.2811e-03 2.18 8.8579e-05 2.18 1.3997e-03 1.59
hab81 1.0179e-04 1.65 1.0832e-03 0.58 6.2824e-05 1.19 1.0972e-03 0.85

m1921 1.2698e-03 6.6723e-03 5.6570e-04 3.5332e-03
m1941 2.7621e-04 2.2 1.8730e-03 1.83 1.1775e-04 2.26 1.0215e-03 1.79
m1961 1.3137e-04 1.83 9.2451e-04 1.74 5.3613e-05 1.94 5.5476e-04 1.51
m1981 8.2136e-05 1.63 5.7181e-04 1.67 2.8657e-05 2.18 3.7028e-04 1.41

mic21 7.1058e-04 3.9848e-03 5.9949e-04 3.2583e-03
mic41 1.8966e-04 1.91 3.1652e-03 0.33 1.8348e-04 1.71 2.5028e-03 0.38
mic61 9.8444e-05 1.62 1.7628e-03 1.44 9.3234e-05 1.67 1.5942e-03 1.11
mic81 6.3193e-05 1.54 1.0157e-03 1.92 6.1224e-05 1.46 8.6658e-04 2.12

swa21 4.1871e-04 2.5764e-03 3.9951e-04 1.9437e-03
swa41 9.4263e-05 2.15 8.5888e-04 1.58 7.7186e-05 2.37 8.6408e-04 1.17
swa61 4.2285e-05 1.98 2.6410e-04 2.91 4.0808e-05 1.57 2.1462e-04 3.44
swa81 3.4684e-05 0.69 1.3882e-04 2.24 2.1270e-05 2.26 1.4727e-04 1.31

uca21 9.7854e-04 1.4684e-02 8.0895e-04 9.6028e-03
uca41 1.9773e-04 2.31 3.2608e-03 2.17 1.1063e-04 2.87 1.7286e-03 2.47
uca61 1.2720e-04 1.09 1.7945e-03 1.47 8.4785e-05 0.66 1.7037e-03 0.04
uca81 7.2493e-05 1.95 9.2084e-04 2.32 3.9492e-05 2.66 9.6405e-04 1.98

uch21 8.4044e-04 5.1284e-03 5.9995e-04 4.2961e-03
uch41 1.8555e-04 2.18 1.8627e-03 1.46 1.4916e-04 2.01 1.5055e-03 1.51
uch61 9.6809e-05 1.6 1.1748e-03 1.14 6.4544e-05 2.07 8.7623e-04 1.33
uch81 5.6560e-05 1.87 8.0975e-04 1.29 3.8096e-05 1.83 5.6690e-04 1.51



64 Resultados

Cuadro 5.7: Resultados para el problema 2 con el funcional Hw

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 2.9926e-04 1.7787e-03 4.1795e-04 1.4995e-03
ann41 1.2384e-04 1.27 9.0585e-04 0.97 1.2516e-04 1.74 6.4853e-04 1.21
ann61 5.2307e-05 2.13 3.5352e-04 2.32 5.2947e-05 2.12 3.5107e-04 1.51
ann81 3.4498e-05 1.45 2.8396e-04 0.76 2.8360e-05 2.17 2.0301e-04 1.9

cha21 3.0818e-04 3.3567e-03 1.5262e-04 1.6359e-03
cha41 1.0185e-04 1.6 1.9612e-03 0.78 6.1320e-05 1.32 9.7870e-04 0.74
cha61 5.2354e-05 1.64 1.2674e-03 1.08 2.8481e-05 1.89 3.5284e-04 2.52
cha81 3.8880e-05 1.03 1.0027e-03 0.81 2.4399e-05 0.54 5.2879e-04 -1.41

ele21 5.3726e-04 3.4455e-03 2.4523e-04 1.5292e-03
ele41 1.2845e-04 2.06 1.0996e-03 1.65 6.0816e-05 2.01 5.4949e-04 1.48
ele61 5.2350e-05 2.21 5.8092e-04 1.57 2.6824e-05 2.02 2.8235e-04 1.64
ele81 2.7947e-05 2.18 3.7257e-04 1.54 1.4892e-05 2.05 1.9852e-04 1.22

eng21 1.6730e-03 1.9341e-02 1.2648e-03 1.3402e-02
eng41 1.7811e-03 -0.09 3.0288e-02 -0.65 1.9377e-03 -0.62 2.0460e-02 -0.61
eng61 8.2339e-04 1.9 1.3393e-02 2.01 7.5670e-04 2.32 8.6581e-03 2.12
eng81 8.1307e-04 0.04 1.3502e-02 -0.03 7.5764e-04 0 9.6441e-03 -0.37

hab21 1.7353e-03 1.2547e-02 9.7979e-04 6.9452e-03
hab41 6.2875e-04 1.46 6.1241e-03 1.03 4.7232e-04 1.05 4.8252e-03 0.53
hab61 2.6718e-04 2.11 2.6049e-03 2.11 1.9651e-04 2.16 2.1803e-03 1.96
hab81 1.6672e-04 1.64 1.9353e-03 1.03 1.3454e-04 1.32 1.9789e-03 0.34

m1921 2.6036e-03 1.9076e-02 1.6389e-03 9.8013e-03
m1941 8.3402e-04 1.64 9.2423e-03 1.05 6.9984e-04 1.23 5.2060e-03 0.91
m1961 4.1056e-04 1.75 5.5302e-03 1.27 3.7402e-04 1.55 2.9139e-03 1.43
m1981 2.2725e-04 2.06 3.3665e-03 1.73 2.1365e-04 1.95 1.7435e-03 1.79

mic21 8.6607e-04 6.4090e-03 5.5918e-04 2.7465e-03
mic41 2.9676e-04 1.55 3.9336e-03 0.7 2.3848e-04 1.23 3.0799e-03 -0.17
mic61 1.6305e-04 1.48 3.3816e-03 0.37 1.8963e-04 0.57 3.3663e-03 -0.22
mic81 9.9919e-05 1.7 2.2444e-03 1.42 1.1060e-04 1.87 1.7166e-03 2.34

swa21 2.0070e-03 1.1055e-02 1.1709e-03 5.8811e-03
swa41 4.8221e-04 2.06 2.8809e-03 1.94 2.2912e-04 2.35 1.1153e-03 2.4
swa61 2.4574e-04 1.66 1.4321e-03 1.72 1.2696e-04 1.46 5.9596e-04 1.55
swa81 1.3313e-04 2.13 8.5603e-04 1.79 7.2038e-05 1.97 3.6054e-04 1.75

uca21 1.1830e-03 1.4010e-02 8.8974e-04 8.4096e-03
uca41 3.9794e-04 1.57 1.0515e-02 0.41 3.6282e-04 1.29 7.0775e-03 0.25
uca61 2.7986e-04 0.87 9.2908e-03 0.31 2.8151e-04 0.63 6.5720e-03 0.18
uca81 2.2906e-04 0.7 8.1989e-03 0.43 2.3027e-04 0.7 6.0343e-03 0.3

uch21 2.2525e-03 1.6458e-02 2.1449e-03 1.5682e-02
uch41 8.5372e-04 1.4 8.6417e-03 0.93 9.4557e-04 1.18 8.3434e-03 0.91
uch61 6.0911e-04 0.83 6.5196e-03 0.69 6.6538e-04 0.87 5.6173e-03 0.98
uch81 4.1624e-04 1.32 3.4531e-03 2.21 4.5991e-04 1.28 4.0541e-03 1.13
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Cuadro 5.8: Resultados para el problema 2 con el funcional Sw

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 4.4310e-04 3.6909e-03 3.7612e-04 2.6188e-03
ann41 1.6112e-04 1.46 2.0069e-03 0.88 1.3359e-04 1.49 8.7668e-04 1.58
ann61 5.7979e-05 2.52 7.3039e-04 2.49 5.8614e-05 2.03 8.1106e-04 0.19
ann81 3.7985e-05 1.47 5.4907e-04 0.99 2.9034e-05 2.44 4.1661e-04 2.32

cha21 3.0896e-04 3.6006e-03 3.7930e-04 3.3670e-03
cha41 1.3284e-04 1.22 2.6624e-03 0.44 2.5770e-04 0.56 2.6316e-03 0.36
cha61 4.5398e-05 2.65 9.4122e-04 2.56 8.3463e-05 2.78 1.4451e-03 1.48
cha81 3.1514e-05 1.27 9.1402e-04 0.1 5.0651e-05 1.74 9.0800e-04 1.62

ele21 1.2087e-03 1.0860e-02 2.4481e-03 1.8913e-02
ele41 2.0657e-04 2.55 5.0575e-03 1.1 2.4186e-04 3.34 3.4138e-03 2.47
ele61 1.2889e-04 1.16 1.9861e-03 2.31 2.9673e-04 -0.5 2.8891e-03 0.41
ele81 7.6109e-05 1.83 2.5654e-03 -0.89 1.6458e-04 2.05 2.3507e-03 0.72

eng21 6.7466e-03 1.0279e-01 1.1292e-02 1.3479e-01
eng41 2.0343e-03 1.73 2.9978e-02 1.78 4.2664e-03 1.4 3.2097e-02 2.07
eng61 1.4097e-03 0.9 2.7448e-02 0.22 3.9852e-03 0.17 3.9401e-02 -0.51
eng81 2.2389e-02 -9.61 2.9869e-01 -8.3 1.0431e-02 -3.34 1.2985e-01 -4.15

hab21 1.8329e-03 1.4222e-02 2.3492e-03 1.5814e-02
hab41 2.4963e-03 -0.45 2.5997e-02 -0.87 5.2448e-03 -1.16 4.4795e-02 -1.5
hab61 9.6061e-04 2.36 1.2250e-02 1.86 2.1855e-03 2.16 1.9204e-02 2.09
hab81 2.4767e-03 -3.29 3.3592e-02 -3.51 5.0937e-03 -2.94 4.7789e-02 -3.17

m1921 2.2059e-03 1.2071e-02 2.3689e-03 1.2521e-02
m1941 5.3321e-04 2.05 3.8985e-03 1.63 8.0951e-04 1.55 5.4059e-03 1.21
m1961 1.2616e-03 -2.12 1.4211e-02 -3.19 2.6698e-03 -2.94 2.2491e-02 -3.52
m1981 5.3223e-04 3 8.7866e-03 1.67 1.4293e-03 2.17 1.2708e-02 1.98

mic21 5.6641e-03 7.4115e-02 8.4210e-03 7.1400e-02
mic41 1.4836e-03 1.93 1.8367e-02 2.01 2.2869e-03 1.88 2.2916e-02 1.64
mic61 8.0316e-04 1.51 1.8421e-02 -0.01 3.1201e-03 -0.77 3.1911e-02 -0.82
mic81 5.6394e-04 1.23 1.0963e-02 1.8 1.8597e-03 1.8 2.5708e-02 0.75

swa21 1.1250e-03 9.4970e-03 2.9086e-03 2.0860e-02
swa41 2.2683e-04 2.31 1.3021e-03 2.87 4.0621e-04 2.84 2.6212e-03 2.99
swa61 2.7508e-04 -0.48 5.9765e-03 -3.76 1.0112e-03 -2.25 1.1908e-02 -3.73
swa81 9.4418e-05 3.72 2.0577e-03 3.71 2.2456e-04 5.23 2.9505e-03 4.85

uca21 1.3435e-03 1.9872e-02 1.5687e-03 1.2055e-02
uca41 8.7185e-04 0.62 1.4398e-02 0.46 2.0377e-03 -0.38 2.3754e-02 -0.98
uca61 1.1283e-03 -0.64 2.0296e-02 -0.85 2.9468e-03 -0.91 4.1621e-02 -1.38
uca81 3.1655e-04 4.42 6.6270e-03 3.89 5.8901e-04 5.6 7.4958e-03 5.96

uch21 3.7541e-03 2.9394e-02 5.1680e-03 5.7269e-02
uch41 1.2770e-03 1.56 1.7175e-02 0.78 3.7147e-03 0.48 3.4798e-02 0.72
uch61 9.4476e-04 0.74 1.4604e-02 0.4 2.0473e-03 1.47 2.2234e-02 1.1
uch81 1.4326e-03 -1.45 2.5575e-02 -1.95 3.1350e-03 -1.48 2.8462e-02 -0.86
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Cuadro 5.9: Resultados para el problema 3 con el funcional 1/2(Hw+A)

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 3.2282e-04 1.9520e-03 4.0496e-04 1.7563e-03
ann41 1.3863e-04 1.22 1.7108e-03 0.19 1.1977e-04 1.76 5.6409e-04 1.64
ann61 5.2717e-05 2.38 5.3219e-04 2.88 5.0644e-05 2.12 4.4614e-04 0.58
ann81 3.4994e-05 1.42 4.2776e-04 0.76 2.7679e-05 2.1 2.1040e-04 2.61

cha21 1.9466e-04 2.1218e-03 1.0637e-04 1.0538e-03
cha41 5.1527e-05 1.92 6.1140e-04 1.8 3.1285e-05 1.77 3.1238e-04 1.75
cha61 3.0992e-05 1.25 4.3367e-04 0.85 1.5788e-05 1.69 1.8370e-04 1.31
cha81 2.6790e-05 0.51 2.4832e-04 1.94 1.0399e-05 1.45 1.4655e-04 0.79

ele21 3.9194e-04 2.2106e-03 2.4406e-04 1.3504e-03
ele41 8.5844e-05 2.19 7.0855e-04 1.64 5.7512e-05 2.09 4.1655e-04 1.7
ele61 2.9109e-05 2.67 3.8560e-04 1.5 2.5248e-05 2.03 2.3948e-04 1.37
ele81 1.2940e-05 2.82 2.4420e-04 1.59 1.4210e-05 2 1.5897e-04 1.42

eng21 1.5147e-03 1.9722e-02 1.2669e-03 1.0128e-02
eng41 6.9030e-04 1.13 1.5947e-02 0.31 6.2940e-04 1.01 9.6145e-03 0.08
eng61 1.6149e-04 3.58 2.8312e-03 4.26 2.1019e-04 2.7 4.3289e-03 1.97
eng81 1.0034e-04 1.65 2.1769e-03 0.91 1.3348e-04 1.58 2.3134e-03 2.18

hab21 1.1204e-03 8.2463e-03 6.6410e-04 3.8311e-03
hab41 3.5707e-04 1.65 3.2640e-03 1.34 2.2924e-04 1.53 3.9797e-03 -0.05
hab61 1.4940e-04 2.15 1.2254e-03 2.42 8.5507e-05 2.43 8.6278e-04 3.77
hab81 9.1240e-05 1.71 1.2165e-03 0.03 4.9384e-05 1.91 8.9141e-04 -0.11

m1921 1.2044e-03 7.1667e-03 6.3073e-04 4.0903e-03
m1941 2.4719e-04 2.28 1.6637e-03 2.11 1.3063e-04 2.27 1.0672e-03 1.94
m1961 1.1975e-04 1.79 7.7233e-04 1.89 5.9708e-05 1.93 5.0506e-04 1.85
m1981 7.7518e-05 1.51 4.6414e-04 1.77 3.2885e-05 2.07 3.1300e-04 1.66

mic21 8.3658e-04 7.7730e-03 5.1416e-04 2.8654e-03
mic41 2.1802e-04 1.94 3.0306e-03 1.36 1.7363e-04 1.57 2.3380e-03 0.29
mic61 1.1594e-04 1.56 2.3874e-03 0.59 9.3908e-05 1.52 2.0952e-03 0.27
mic81 7.0698e-05 1.72 1.4858e-03 1.65 5.4930e-05 1.86 1.1294e-03 2.15

swa21 5.0158e-04 2.1909e-03 4.3308e-04 1.9563e-03
swa41 1.2823e-04 1.97 1.4533e-03 0.59 1.5174e-04 1.51 1.8302e-03 0.1
swa61 5.0079e-05 2.32 2.0440e-04 4.84 4.3539e-05 3.08 2.3165e-04 5.1
swa81 3.4561e-05 1.29 1.4206e-04 1.26 2.2098e-05 2.36 1.5523e-04 1.39

uca21 1.0979e-03 1.5134e-02 8.6045e-04 9.7566e-03
uca41 2.1473e-04 2.35 3.4965e-03 2.11 1.6919e-04 2.35 1.7089e-03 2.51
uca61 1.2149e-04 1.4 1.7233e-03 1.74 1.0432e-04 1.19 1.5360e-03 0.26
uca81 7.7459e-05 1.56 1.0735e-03 1.65 5.9022e-05 1.98 1.2989e-03 0.58

uch21 1.3035e-03 1.2317e-02 1.1525e-03 1.1039e-02
uch41 2.7128e-04 2.26 3.4183e-03 1.85 3.5045e-04 1.72 3.7500e-03 1.56
uch61 1.2433e-04 1.92 1.8131e-03 1.56 1.7589e-04 1.7 2.8494e-03 0.68
uch81 7.1275e-05 1.93 8.7338e-04 2.54 1.0841e-04 1.68 1.8345e-03 1.53
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Cuadro 5.10: Resultados para el problema 3 con el funcional 1/2(Sw+L)

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 3.6220e-04 3.1959e-03 3.9112e-04 2.1836e-03
ann41 1.5240e-04 1.25 2.0038e-03 0.67 1.2033e-04 1.7 6.9914e-04 1.64
ann61 5.4886e-05 2.52 5.5450e-04 3.17 5.1035e-05 2.12 5.3171e-04 0.68
ann81 3.7116e-05 1.36 4.5857e-04 0.66 2.6776e-05 2.24 2.5002e-04 2.62

cha21 1.8205e-04 1.8946e-03 1.0519e-04 1.0132e-03
cha41 4.7907e-05 1.93 6.0775e-04 1.64 2.8795e-05 1.87 3.0467e-04 1.73
cha61 2.9099e-05 1.23 4.5703e-04 0.7 1.3906e-05 1.8 1.7405e-04 1.38
cha81 2.6065e-05 0.38 2.6942e-04 1.84 8.6761e-06 1.64 1.7092e-04 0.06

ele21 3.6515e-04 1.4627e-03 2.0524e-04 1.1036e-03
ele41 9.0715e-05 2.01 5.1007e-04 1.52 6.0283e-05 1.77 3.7251e-04 1.57
ele61 2.9087e-05 2.81 3.2820e-04 1.09 2.6686e-05 2.01 1.6869e-04 1.95
ele81 1.4527e-05 2.41 1.6983e-04 2.29 1.8173e-05 1.34 1.4417e-04 0.55

eng21 9.2254e-04 9.6478e-03 6.8834e-04 7.5491e-03
eng41 2.1940e-04 2.07 2.7095e-03 1.83 2.0297e-04 1.76 2.2126e-03 1.77
eng61 9.3425e-05 2.11 1.5544e-03 1.37 9.7840e-05 1.8 1.3154e-03 1.28
eng81 5.1668e-05 2.06 1.1061e-03 1.18 6.6254e-05 1.36 1.1123e-03 0.58

hab21 1.0507e-03 6.7678e-03 5.8715e-04 4.6448e-03
hab41 3.8112e-04 1.46 3.1170e-03 1.12 2.1212e-04 1.47 2.6404e-03 0.81
hab61 1.6057e-04 2.13 1.2702e-03 2.21 8.7711e-05 2.18 1.3869e-03 1.59
hab81 9.9464e-05 1.66 1.0818e-03 0.56 6.2178e-05 1.2 1.0860e-03 0.85

m1921 1.2636e-03 6.7923e-03 5.3221e-04 3.0930e-03
m1941 2.7425e-04 2.2 1.9197e-03 1.82 1.1406e-04 2.22 9.7053e-04 1.67
m1961 1.2994e-04 1.84 9.4560e-04 1.75 5.1921e-05 1.94 5.0651e-04 1.6
m1981 8.1565e-05 1.62 5.7555e-04 1.73 2.7601e-05 2.2 3.2932e-04 1.5

mic21 7.2597e-04 4.4041e-03 6.0710e-04 3.3506e-03
mic41 1.8910e-04 1.94 3.0545e-03 0.53 1.8666e-04 1.7 2.3904e-03 0.49
mic61 1.0141e-04 1.54 1.7144e-03 1.42 9.5514e-05 1.65 1.5484e-03 1.07
mic81 6.5487e-05 1.52 9.9485e-04 1.89 6.3085e-05 1.44 8.4845e-04 2.09

swa21 4.0807e-04 2.6039e-03 4.1107e-04 1.9231e-03
swa41 8.9504e-05 2.19 7.3422e-04 1.83 8.0339e-05 2.36 8.5580e-04 1.17
swa61 4.1408e-05 1.9 2.6256e-04 2.54 4.1296e-05 1.64 2.1378e-04 3.42
swa81 3.4468e-05 0.64 1.4097e-04 2.16 2.1564e-05 2.26 1.4574e-04 1.33

uca21 9.9240e-04 1.4791e-02 8.4084e-04 9.6984e-03
uca41 1.9984e-04 2.31 3.3234e-03 2.15 1.1077e-04 2.92 1.7166e-03 2.5
uca61 1.2933e-04 1.07 1.7813e-03 1.54 8.6087e-05 0.62 1.7097e-03 0.01
uca81 7.3973e-05 1.94 9.2328e-04 2.28 3.9736e-05 2.69 9.5704e-04 2.02

uch21 8.2786e-04 5.1544e-03 6.2960e-04 4.3669e-03
uch41 1.8595e-04 2.15 1.8521e-03 1.48 1.5619e-04 2.01 1.5529e-03 1.49
uch61 9.8706e-05 1.56 1.1556e-03 1.16 6.5945e-05 2.13 8.6931e-04 1.43
uch81 5.8442e-05 1.82 8.4937e-04 1.07 3.8906e-05 1.83 5.6069e-04 1.52
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Cuadro 5.11: Resultados para el problema 3 con el funcional Hw

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 2.7742e-04 1.5990e-03 4.1996e-04 1.7334e-03
ann41 1.1703e-04 1.25 9.4797e-04 0.75 1.2292e-04 1.77 6.3609e-04 1.45
ann61 5.0005e-05 2.1 3.5357e-04 2.43 5.2191e-05 2.11 3.4736e-04 1.49
ann81 3.3396e-05 1.4 2.4970e-04 1.21 2.8014e-05 2.16 1.9837e-04 1.95

cha21 3.0529e-04 3.6310e-03 1.5901e-04 1.8674e-03
cha41 1.0156e-04 1.59 2.2179e-03 0.71 6.5846e-05 1.27 1.1294e-03 0.73
cha61 5.3026e-05 1.6 1.4398e-03 1.07 3.0173e-05 1.92 4.1787e-04 2.45
cha81 3.9742e-05 1 1.1732e-03 0.71 2.6328e-05 0.47 5.7959e-04 -1.14

ele21 5.6757e-04 3.4646e-03 2.7432e-04 1.5377e-03
ele41 1.3569e-04 2.06 1.1027e-03 1.65 6.8437e-05 2 5.5757e-04 1.46
ele61 5.5261e-05 2.22 5.8346e-04 1.57 3.0315e-05 2.01 2.8785e-04 1.63
ele81 2.9004e-05 2.24 3.7481e-04 1.54 1.6900e-05 2.03 2.0256e-04 1.22

eng21 1.6770e-03 1.8837e-02 1.2408e-03 1.3384e-02
eng41 1.7618e-03 -0.07 3.0121e-02 -0.68 1.9245e-03 -0.63 2.0376e-02 -0.61
eng61 8.0360e-04 1.94 1.3355e-02 2.01 7.4281e-04 2.35 8.6735e-03 2.11
eng81 7.9982e-04 0.02 1.3372e-02 0 7.4957e-04 -0.03 9.5993e-03 -0.35

hab21 1.6910e-03 1.1694e-02 9.7879e-04 6.8305e-03
hab41 6.0726e-04 1.48 5.9958e-03 0.96 4.6212e-04 1.08 4.7085e-03 0.54
hab61 2.6331e-04 2.06 2.6351e-03 2.03 1.9115e-04 2.18 2.1548e-03 1.93
hab81 1.6347e-04 1.66 1.9524e-03 1.04 1.3022e-04 1.33 1.8917e-03 0.45

m1921 2.5017e-03 1.7765e-02 1.5813e-03 9.5210e-03
m1941 7.8751e-04 1.67 8.6385e-03 1.04 6.9443e-04 1.19 5.0819e-03 0.91
m1961 3.8514e-04 1.76 5.0921e-03 1.3 3.6653e-04 1.58 2.7235e-03 1.54
m1981 2.1447e-04 2.04 3.2768e-03 1.53 2.0916e-04 1.95 1.7093e-03 1.62

mic21 8.6457e-04 6.6169e-03 5.3176e-04 2.5667e-03
mic41 2.9168e-04 1.57 3.9406e-03 0.75 2.2692e-04 1.23 2.9256e-03 -0.19
mic61 1.6115e-04 1.46 3.3883e-03 0.37 1.8019e-04 0.57 3.2048e-03 -0.22
mic81 9.7336e-05 1.75 2.1804e-03 1.53 1.0741e-04 1.8 1.6680e-03 2.27

swa21 2.0658e-03 1.1343e-02 1.3124e-03 6.3041e-03
swa41 5.0212e-04 2.04 3.1055e-03 1.87 2.5421e-04 2.37 1.2316e-03 2.36
swa61 2.6011e-04 1.62 1.5476e-03 1.72 1.4264e-04 1.43 6.4574e-04 1.59
swa81 1.4017e-04 2.15 9.6788e-04 1.63 8.1475e-05 1.95 3.9535e-04 1.71

uca21 1.1945e-03 1.4091e-02 9.1202e-04 8.4881e-03
uca41 3.9605e-04 1.59 1.0409e-02 0.44 3.6166e-04 1.33 7.0707e-03 0.26
uca61 2.7791e-04 0.87 9.2145e-03 0.3 2.8056e-04 0.63 6.5614e-03 0.18
uca81 2.2779e-04 0.69 8.1494e-03 0.43 2.2905e-04 0.71 6.0272e-03 0.3

uch21 2.2778e-03 1.7070e-02 2.2558e-03 1.6570e-02
uch41 8.6419e-04 1.4 9.0748e-03 0.91 1.0015e-03 1.17 9.0328e-03 0.88
uch61 5.9736e-04 0.91 6.4785e-03 0.83 7.0020e-04 0.88 5.9935e-03 1.01
uch81 4.0823e-04 1.32 3.4749e-03 2.17 4.8758e-04 1.26 4.4013e-03 1.07
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Cuadro 5.12: Resultados para el problema 3 con el funcional Sw

Diferencias Finitas Elementos Finitos

Malla ‖errd‖2 O ‖errd‖∞ O ‖errh‖2 O ‖errh‖∞ O

ann21 6.6328e-04 3.4900e-03 9.2874e-04 3.4632e-03
ann41 6.7781e-04 -0.03 3.0286e-03 0.2 7.4573e-04 0.32 3.1208e-03 0.15
ann61 6.6740e-04 0.04 2.9251e-03 0.09 6.9114e-04 0.19 2.9657e-03 0.13
ann81 6.7466e-04 -0.04 2.9559e-03 -0.04 6.7717e-04 0.07 2.9418e-03 0.03

cha21 4.4807e-04 4.4056e-03 4.7869e-04 3.6364e-03
cha41 3.3348e-04 0.43 3.3230e-03 0.41 3.9294e-04 0.28 3.4277e-03 0.09
cha61 3.1483e-04 0.14 1.4041e-03 2.12 3.0844e-04 0.6 1.5073e-03 2.03
cha81 3.1744e-04 -0.03 1.3132e-03 0.23 3.0278e-04 0.06 1.3413e-03 0.41

ele21 1.1989e-03 1.0472e-02 2.6269e-03 1.9860e-02
ele41 1.0365e-03 0.21 4.7384e-03 1.14 1.1019e-03 1.25 3.2960e-03 2.59
ele61 1.0845e-03 -0.11 3.3131e-03 0.88 1.1260e-03 -0.05 3.6186e-03 -0.23
ele81 1.1177e-03 -0.1 3.3273e-03 -0.01 1.1045e-03 0.07 3.2851e-03 0.34

eng21 6.7404e-03 1.0171e-01 1.1294e-02 1.3617e-01
eng41 2.0917e-03 1.69 3.0981e-02 1.72 4.3566e-03 1.37 3.2289e-02 2.08
eng61 1.4254e-03 0.95 2.8307e-02 0.22 3.9436e-03 0.25 3.7189e-02 -0.35
eng81 2.2798e-02 -9.64 2.9774e-01 -8.18 1.0333e-02 -3.35 1.2812e-01 -4.3

hab21 1.9400e-03 1.4468e-02 2.2126e-03 1.4755e-02
hab41 2.5027e-03 -0.37 2.5442e-02 -0.81 5.1968e-03 -1.23 4.5158e-02 -1.61
hab61 9.6403e-04 2.35 1.1478e-02 1.96 2.0475e-03 2.3 1.7182e-02 2.38
hab81 2.4920e-03 -3.3 3.3341e-02 -3.71 5.0185e-03 -3.12 4.8351e-02 -3.6

m1921 2.4937e-03 1.1593e-02 1.9421e-03 1.1649e-02
m1941 1.4048e-03 0.83 4.9451e-03 1.23 1.0477e-03 0.89 4.2214e-03 1.46
m1961 1.5889e-03 -0.3 1.3868e-02 -2.54 2.5780e-03 -2.22 2.1952e-02 -4.07
m1981 1.3148e-03 0.66 1.0714e-02 0.9 1.5617e-03 1.74 1.3300e-02 1.74

mic21 5.4731e-03 7.2810e-02 8.3636e-03 6.8280e-02
mic41 1.3436e-03 2.03 1.6623e-02 2.13 2.1352e-03 1.97 2.1298e-02 1.68
mic61 7.8865e-04 1.31 1.7601e-02 -0.14 3.1554e-03 -0.96 3.1529e-02 -0.97
mic81 6.6531e-04 0.59 1.0167e-02 1.91 1.9099e-03 1.75 2.4202e-02 0.92

swa21 1.2090e-03 7.2393e-03 3.2606e-03 2.1850e-02
swa41 1.2727e-03 -0.07 3.9672e-03 0.87 1.1837e-03 1.46 4.6152e-03 2.24
swa61 1.2604e-03 0.02 4.1651e-03 -0.12 1.5447e-03 -0.66 1.4142e-02 -2.76
swa81 1.3106e-03 -0.14 3.8440e-03 0.28 1.2065e-03 0.86 4.0785e-03 4.32

uca21 1.3141e-03 1.9487e-02 1.4852e-03 1.2561e-02
uca41 1.0022e-03 0.39 1.3445e-02 0.54 2.0342e-03 -0.45 2.2961e-02 -0.87
uca61 1.2828e-03 -0.61 1.8978e-02 -0.85 2.7901e-03 -0.78 3.9490e-02 -1.34
uca81 6.7561e-04 2.23 7.0732e-03 3.43 5.8741e-04 5.42 7.6156e-03 5.72

uch21 3.5418e-03 2.8948e-02 5.2224e-03 5.8906e-02
uch41 1.3061e-03 1.44 1.6762e-02 0.79 3.5773e-03 0.55 3.3204e-02 0.83
uch61 1.0320e-03 0.58 1.4337e-02 0.39 1.8966e-03 1.56 2.1889e-02 1.03
uch81 1.4663e-03 -1.22 2.4347e-02 -1.84 2.8943e-03 -1.47 2.7931e-02 -0.85
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El objetivo de esta tesis consistió en estudiar el uso de algunos esquemas en
diferencias finitas para operadores eĺıpticos que se aproximan en mallas conve-
xas lógicamente rectángulares generadas para regiones del plano definidas por
poligonales irregulares. Efectuando este estudio se observó lo siguiente:

Los esquemas en diferencias finitas con los que trabajamos son teórica-
mente sencillos, y se obtienen como una aplicación natural del teorema
de Taylor. Es claro que requieren de más operaciones algebraicas para
calcularse que los esquemas para mallas rectanguares, pero no por ello
requieren una teoŕıa más complicada.

Al emplear los esquemas en diferencias sobre mallas lógicamente rectangu-
lares suaves y convexas generadas por métodos variacionales se obtienen
resultados satisfactorios. De forma emṕırica en algunos casos se obtiene
orden 2. Además los resultados obtenidos con elemento finito son compa-
rables a los obtenidos usando diferencias finitas.

De acuerdo con los resultados obtenidos al generar las mallas con los fun-
cionales de las sección 2, podemos afirmar que se obtienen mallas de mejor
calidad optimizando los funcionales combinando mitad área y mitad lon-
gitud. Dichas mallas tienen además la ventaja de que el tiempo que se
requiere para generar la malla optimizada es menor que empleando los
funcionales individuales. Cabe destacar que las regiones que podemos ca-
racterizar como las más complicadas, en función del tiempo que se requiere
para generar la malla y la norma del error en los experimentos son En-
gland, Ucha y Michoacán. Esto realmente no es una sorpresa, pues son
regiones irregulares muy no convexas que presentan algunas celdas muy
elongadas cerca de tramos muy curvados de la frontera.
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En resumen, en función de los puntos anteriores, podemos concluir que el uso
de los esquemas que nos propusimos estudiar, en las mallas que seleccionamos,
arrojó resultados satisfactorios por lo que podemos proponer que pueden em-
plearse de manera confiable como una alternativa al método de elemento finito.

6.1. Trabajos a futuro

De trabajos a futuro podemos decir que, en función de las posibilidades que se
deducen fácilmente de nuestros resultados, quedan abiertas muchas lineas de
investigación, entre otras,

Seguir probando con otros funcionales que ejerzan un mayor control sobre
la malla, y de tal suerte que optimicen la malla en el menor tiempo posi-
ble. Esto debido a los resultados observados con los funcionales de área y
longitud.

Usando los resultados obtenidos, realizar una adaptación de la malla (ya
sea refinando en alguna subregión o moviendo nodos) con la finalidad de
mejorar la aproximación.

Averiguar si el suavizaminto del contorno en algunas regiones complica-
das reduce la dificultad de mallado y aumenta la precisión del método.
Trabajar con otras regiones, por ejemplo un lago o un acúıfero.
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