UNIVERSIDAD
MICHOACANA DE SAN

NICOLAS DE HIDALGO

W‘ﬁ' Q{W POSGRADO CONJUNTO EN
g2  CIENCIAS MATEMATICAS.
T UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE

MEXICO
INSTITUTO DE FISICA Y MATEMATICAS

TESIS:

DESCOMPOSICION PRIMARIA EN

MODULOS Y ALGUNAS APLICACIONES
EN VARIEDADES ALGEBRAICAS.

Que para obtener el grado de Maestro en Ciencias Matematicas
Presenta:

PETRA RUBI PANTALEON MONDRAGON.

Asesor: Dr. en Matemaéaticas Luis Abel Castorena Martinez.

MORELIA, MICHOACAN - AGOSTO DE 2013.






Dedicado a
mi familia



IT



INTRODUCCION

Uno de los problemas principales de la geometria algebraica es conocer el
conjunto de puntos en K™, donde K es un campo, que satisfacen un sistema
de ecuaciones

filze,.. xn) = o= fulz,. . x,) =0, (1)

este conjunto de soluciones es llamado variedad algebraica y depende sélo
del ideal I = (fy,..., f.).

La descomposicion primaria de un ideal es una de las herramientas funda-
mentales que nos permite obtener informacién sobre dicho ideal y por tanto,
obtener informacién sobre la variedad que este define. Surgue al generalizar
la idea de la factorizacion de un entero como producto de potencias de ntime-
ros primos.

Cuando se calcula una descomposicién primaria de un ideal J en un ani-
llo Noetheriano obtenemos dos listas de ideales: los primos asociados y las
componentes primarios de J. Probablemente el primer conjunto sea el mas
importante ya que proporciona mucho mas informacién sobre J.

La descomposicién primaria no es unica, sin embargo, los primos asocia-
dos si estan unicamente determinados.

La presente tesis esta basada principalmente en los articulos de Guerrieri
([15]) y Swanso, (ver [15] y [16]), Boffi y Bruns ( ver [3]).

La estructura de la tesis es como sigue: En el primer capitulo recordamos
algunas de las definiciones que usaremos a lo largo del trabajo, empezamos
de manera general, es decir, definiendo la descomposicion primaria en moédu-
los en un anillo conmutativo con unidad, asi como de algunos resultados en
modulos. Como nuestro propdsito es entender la parte geométrica, nuestro
siguiente paso es restringirnos a médulos muy particulares: los ideales en el
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anillo de polinomios sobre un campo algebraicamente cerrado. También en-
contramos de manera explicita ejemplos de descomposicion primaria de un

ideal.

De hecho, de manera general, calcular una descomposicion primaria es
muy dificil, pero por medio de algoritmos computacionales estos calculos se
hacen mas féaciles.

En el segundo capitulo trabajamos con una clase especial de ideales; los
ideales determinatales. La estructura de este tipo de ideales atin no es del
todo conocida, al menos que la matriz de la cual obtenemos el ideal satisfaga
ciertas condiciones. De hecho uno de los casos mejores entendidos es el ideal
determinantal generado por menores maximales. Eisenbud demostré que es-
tos ideales son primos (ver [11]).

En el caso de ideales que no son maximales, Guerrieri y Swanso, aplicaron
la teoria de matrices 1—genéricas, ellos trabajaron con matrices de Hankel
generalizadas las cuales son matrices 1—genéricas y que estan en conexién
con la formas trilineales diagonales no degeneradas en forma acotada.

De manera particular, Guerrieri junto a sus colaboradores, estudiaron la
estructura de matrices M de Hankel generalizadas de m X n con m > 3, en
particular analizaron a los ideales Io(M) generados por menores de 2 x 2 de
matrices cuyas entradas son formas lineales, para eso introducen dos niimeros
enteros s, t al transformar la matriz M a una forma especial, estos niimeros
les permitieron decidir cuando el ideal I5(M) es 0 no primo. Ademés prueban
que en el caso cuando I5(M) no es primo, se tiene 2 componentes aisladas o
2 componentes aisladas y una encajada.

La informacién que se obtiene de I5(M) se usa para describir el conjunto
de primos asociados de J4 el ideal Jacobiano de una forma trilineal diagonal
no degenerada en forma acotada A = > a;j,2;y;2¢. La condicién diagonal
de A se debe a a;j;, = 0si, y sélosii = j+ k — 1y en forma acotada por
n = m+p—1y no degenerada nos indica que el hiperdeterminante es distinto
de cero. Aunque se ha podido eliminar la condicién diagonal y se ha demos-
trado los casos para n > m + p — 1 con la teoria de matrices 1—genéricas, en
este caso sélo analizaremos cuando ocurre la igualdad.

Por 1ltimo, en el tercer capitulo trabajamos algunos ejemplos con el uso
de un sistema de algebra computacional llamado SINGULAR. Como veremos
las variedades correspondientes a los primos minimales en la descomposicion
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primaria de un ideal I, es decir, las componentes irreducibles de la variedad
Z(I), son las unicas geométricamente ”visibles”, en el sentido de que si un
primo asociado no es minimal, la correspondiente componente que define en
V' (I), esta contenida en una componente mas ”grande”.

En este tltimo capitulo, notemos que introducimos la definicién de bases
de Grobner, por la siguiente razon: Las soluciones de un sistema de ecuacio-
nes como (1) son deducidas de manera facil apartir de una base de Grébner,
cuando esta base se calcula obtenemos méas propiedades del ideal, una de
las principales es la descomposicién primaria. De hecho, Singular tiene im-
plementado dos comandos para obtener la descomposicion primaria de un
ideal, basadas en Gianni, Trager y Zacharias (GTZ) y la que estd basada
en Shimoyama y Schoenemann (SY), las cuales estdn basadas en calcular la
base de Grobner.

Por otra parte, en el articulo de Brodhead-Cummings-Seidler (ver [4])
demuestran que para una matriz de Hankel generalizada M, si G es una
base de Grobner de I,,(M), y si la descomposicién primaria de I,,(M) es
Q1, - .., Q, entonces, cada @Q; es de la forma I,,(M) + J;, para algtn ideal J;,
pero ain mas que esto, si los generadores de @; son {hy,...,h,,, }, entonces

—a —a —G
Ji={(h1 ,... hy, ), donde cada h; es la forma normal de h; con respecto
a (G, que con mayor formalidad daremos su definiciéon en este capitulo.
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Capitulo 1

DESCOMPOSICION
PRIMARIA EN MODULOS.

1.1. Descomposicion primaria en submoddu-
los.

En esta seccion se definira la descomposiciéon primaria para un submaédu-
lo N de un médulo M. Para ello a lo largo del texto, A denota un anillo
conmutativo con unidad, M un A—médulo y K un campo.

Empezaremos con definiciones y algunas propiedades de los primos aso-
ciados y el soporte de un modulo.

Recordemos que si P es un ideal primo, entonces Mp =: S7'M es el
modulo de fracciones con respecto al conjunto multiplicativo S = A — P.

Definicion 1. Sea X el conjunto de todos los ideales primos en A. Sea I C A
un ideal, se define V(I):={P € X :1 C P}.

Observemos que estos conjuntos satisfacen los axiomas de conjuntos ce-
rrados para una topologia. En efecto:

1. Dado que todos los ideales primos contienen al ideal (0), entonces
V({0)) = X.
Ademas observemos que si F C A, para J = (E) se cumple que
V(J)=V(E) =V (rad(J))!

'donde rad(J) denota el radical del ideal J

3
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CAPITULO 1. DESCOMPOSICION PRIMARIA EN MODULOS.

esto se debe a que, si P € V(J), por definicién J C P,y por hipétesis
E C J,porloque EC P,yasi PeV(E),esdecir, V(J) C V(E).

Ahora sea P € V(rad(J)), tenemos que J C rad(J) C P, por tanto
P e V(J), es decir, V(rad(J)) C V(J).

Sea P € V(E), esto implica que E C P, por lo que (E) C P, esto
debido a que cada elemento de (F) es una combinacién de elementos
en ¥ C P, por lo que también estan en P.

Dado que rad(J) = () @ C P tenemos V(E) C V(rad(J)) y con
QEX,JCQ
esto se prueba las tres igualdades.

Ademés, de esto obtenemos que V(rad(1)) = 0.

. Sea {J;}ic; una familia de ideales de A, sea Q € (| V(J;), es decir,

iel
QeV(J)Viel, porlocual J; C QVi € I,entonces | J J; CJQ = Q,
iel
por lo que Q € V(U J;), es decir, V(J;) Cc V(U Ji)-
iel

el i€l

Ahora, si P € V(U Ji), tenemos |J J; C P, pero para cada i € I;
il icl
J; C U Jiast P eV(J;) Viel, porlo que se sigue P € (| V(J;).

el el

Por lo cual se tiene (" V(J;) = V(U /).

i€l el

. Sean I, J C Aideales, P € V(I)UV(J), implica P € V(I)o P € V(J),

es decir,  C PoJ CP,ydadoque INJ CIlylINJCJ, entonces
INnJc P, porloque PeV(INJ).

Por otra parte, como [J C [ y IJ C J, entonces IJ C I N J,
ast V(INJ)CV(IJ).

Supongamos que existe P € V(1.J) de tal forma que P ¢ V(1)U V(J),
esto nos dice que I ¢ Py J € P, por tanto existe i € [y j € J tal que
i,7 ¢ P, peroij € P, lo cual es una contradicciéon por que P es primo.
Por lo tanto V(I.J) C V(1)U V(J).
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Esta topologia es llamada la topologia de Zariski de X. El espacio to-
poldgico X se denomina el espectro primo de A y es denotado por Spec(A).

Definicién 2. Sea K algebraicamente cerrado. El n—espacio afin sobre K,
es el conjunto de elementos (ay,...,a,) en K" es denotado por A% o sim-
plemente A™.

Sean A = K|[x1,...,x,] el anillo de polinomios en n indeterminadas so-
bre Ky f € A. Si consideramos a f como una funciéon de A", es decir,
f A" — K, entonces podemos hablar del kernel de f.

Al kernel de cada elemento f € A lo denotaremos por Z(f) = {p € A" :
f(p) = 0}. De manera més general, si J C A, entonces se define el conjunto
de ceros de todos los elementos J como:

2(J) = {p € A" : f(p) = O¥f € J}.

Definicién 3. Un subconjunto Y C A" se dice que es congunto algebrai-
co si existe T C A de tal formaY = Z(T).

Si Y es un conjunto algebraico, se define I(Y) := {f € A: f(p) = 0,
Vp e A"}

Ademds si'Y es un conjunto algebraico, se define el anillo de coorde-

nadas de 'Y como
Ky, ..., 2,

1Y)
St Y es irreducible, se dice que Y es una wvariedad algebraica afin o
simplemente variedad afin.

AY) =

Regresando a nuestra notacion inicial,

Definicién 4. Sea P un ideal primo en A. En algebra conmutativa, la al-
tura de P se define como el supremo de las cadenas de ideales primos
PyC P, C...C P.=P, contenidos en P, y es denotada por ht(P).

En el lenguaje de geometria algebraica, la altura de un ideal primo P, es
la codimension de la subvariedad de Spec(A) correspondiente a P.

Ejemplo 1. Consideremos a Y = {(t,1*,¢3) : t € A} C A3, entonces
I(Y) = (2% —y,2® — 2). Ahora consideremos la siguiente funcion:
¢: Klz,y,z] — K]Jt]
x =t
Y — 12
z 13
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Observemos que ¢ es un homomorfismo de K—dlgebras, por que ¢ se esta
definiendo en los generadores. Ademds es sobreyectivo.

También se cumple Ker(¢) = I1(Y).

Primero; I(Y) C Ker(¢), pues z* — y,2° — z se anulan bajo ¢. Si
h(z,y,z) € Ker(¢) entonces h(t,t*,t3) = 0, por lo que h(x,y,z) € I(Y).

K[z,y, 7
Ker(9)

Klz,y, 2]

Ast, )

KJt).

~ K[t|. Dado que A(Y) = , entonces, A(Y) ~
Entonces Spec(A(Y)) = {(f) : f € K]|t], f irreducible } U {(0)}.
Definiciéon 5. El soporte de M es el subconjunto
Supp(M) = {P € Spec(A) : Mp # 0} C Spec(A).

Definicién 6. Un elemento a € A es un divisor de cero de M si am = 0
para algin m € M con m # 0, entonces, si m € M se define

ann(m) :={a € A:am =0}
y ann(M) :={a€ A:aM = 0}.

Observemos que ann(M) = (] ann(m); pues si b € [ ann(m), en-
meM meM
tonces b € ann(m), Ym € M, es decir, bm = 0 Ym € M, asi bM = 0 y con

ello b € ann(M). De manera inversa, consideremos a € ann(M), asi am = 0

Vm € M, por tanto a € [ ann(m).
meM

Proposicion 1.
1. Si M = (m) y J = ann(m), entonces Supp(M) =V (J).

2. 81 M =" M;, entonces Supp(M) = |J Supp(M;).

il iel
3.8 LCMyN=M/L, entonces Supp(M) = Supp(L) U Supp(N).
4. St M es finitamente generado, entonces Supp(M) =V (ann(M)).

5. 8t P € Supp(M), entonces V(P) C Supp(M).
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Demostracion. (1) Si 0 = 5 € M, si, y sdlo si existe s ¢ P de tal forma
sm = 0 si, y sélo si (A — P)Nann(m) # ), por lo tanto, si P € Supp(M),
0 # 5 € M, si, y s6lo si (A — P)Nann(m) = 0 si, y solo si ann(m) C P, es
decir P € V(ann(m)).

(2) C] Si P ¢ J(Supp(M;)), entonces para todo i, se tiene P ¢ Supp(M;),
por lo cual, Vi (M;)p = 0, por lo que cada elemento de M es anulado por
algin s ¢ P.

Asi sm = 0 implica & = 0 € M, por lo que P ¢ Supp(M).
O | Dado que M; C M, entonces (M;)p C Mp, si P € U(Supp(M;)), implica
que para algin i,P € Supp(M;), asi (M;)p # 0y por tanto M, # 0, por lo
que P € Supp(M).

3)Si P € Supp(M), luego Mp # 0 y por tanto N, = M,/L, # 0, por lo
cual P € Supp(N) y en consecuencia P € Supp(L)U Supp(N).

Ahora, si P € Supp(N) U Supp(L), implica que P € Supp(N) o P €
Supp(L), por lo que tenemos Np = Mp/Lp # 0 0 Lp # 0, por tanto en el
primer caso si Lp =0, 0 # Np = Mp,y si Lp # 0, entonces M, # 0.

El otro caso, es similar, si Lp # 0, entonces Mp # 0, por lo tanto en
cualquiera de los casos P € Supp(M).

(4) Primero recordemos que si P € SpecA e I; son ideales en A, enton-
ces NI; C P si, y sélo si existe ky tal que I, C P.

En efecto: C| Supongamos que para todo i, existe j; € I; tal que j; ¢ P.
Entonces [ j; € NI; C P, y dado que P es primo esta es una contradicion.

DO Supongamos que existe un k € NI; tal que k ¢ P, como k € I; para
toda i, esto nos dice que I; ¢ P para toda i.

Ahora supongamos que M = (my,...,m,). Sean M; = (m;) para i =
1,...,n,entonces M = > M; Supp(M;) = V(ann(m;)), esto implica Supp(M) =
=1
Ur_, V(ann(m;)) = V() ann(m;)) = V(annM).
i=1
(5) Sea @ € V(P) si,ysblosi PC Q.Sea S =A—-QyT=A-P,
dado que P € Supp(M), entonces Mp # 0, y dado que Mp = (Mq)pa,, por
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lo que Mg # 0, es decir, Q € SuppM. O

Definicién 7. Sea M un A—mddulo. Un primo asociado de M es un ideal
P de A tal que:

i) P € Spec(A),
ii) M contiene un submédulo isomorfo a A/P.

Al conjunto de todos los primos asociados de M se denota por
Ass(M) = {P € Spec(A) : P es asociado de M}

Observacion 1. La definicion de primo asociado es equivalente a la exis-
tencia de x € M tal que P = ann(z).

Para ver esto, supongamos que P = ann(x), para algin x € M, x # 0.

El homomorfismo
¢: A/P— M
la] — ax
es inyectivo; ax = 0, implica a € ann(z) = P, por tanto [a] = [0].

Asi A/ P es isomorfo a un submédulo de M y por tanto P € Ass(M).

Por otro lado, si A/P es isomorfo a un submddulo de M, entonces existe
un homomorfismo ¢ : A/P — M inyectivo.

Dado que [1] # [0] en A/P, por la inyectividad de ¢, tenemos ¢([1]) # 0,
sea x := ¢([1]) € M, observemos que si a € P, entonces [a] = [0] en A/P.
Luego 0 = ¢([a]) = ap([1]) = ax, es decir, a € ann(z).

Por otra parte, si b € ann(z), 0 = bxr = bp([1]) por ser ¢ inyectiva,
asi 0 = ¢([b]), es decir, [b] =0, por tanto b € P.

Proposicién 2.

a) Sea x € M tal que ann(x) = P es primo. Si y € (z), distinto de cero,
entonces ann(y) = P. En particular Ass(A/P) = {P}, para algin
P € Spec(A).

b) Consideremos el subconjunto de ideales de A de la forma
{ann(z) : 0 # x € M}

entonces cualquier elemento mdximal de este conjunto es primo.
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c) Si A es Noetheriano y M # 0, entonces Ass(M) # 0.
d) SiLC M yN=DM]JL, entonces Ass(M) C Ass(N)U AssL.
Demostracion. (a).— Sea x € M, x # 0, consideremos

p: A — (o)
a +— ax

¢ es sobre pues si n € (x), entonces n = cx, para algin ¢ € A, por tanto,

o) = n.

Ademas el Ker(¢) = ann(z), ya que a € ann(x), implica az = 0, pero
ar = ¢(a), por tanto ann(x) C Ker(¢). De manera inversa, si b € Ker(¢),
tenemos ¢(b) = bx = 0, por lo que Ker(¢) C ann(z).

Entonces A/P = (x).

Sean [y] € A/P con y # 0, a € ann([y]), entonces aly] € P, pero como
[y] # [0], implica y € P, por tanto a € P, es decir, ann([y]) C P. Por otra
parte [y] € A/P nos dice P anula a [y, y asi P C ann([y]).

(b).— Supongamos que x € M tal que ann(x) = P es maximal entre los
elementos anuladores. Entonces P es primo, ya que si fg € P, por definicién
de P; fgxr = 0. Si gr = 0 tenemos g € P.

Supongamos que gz # 0 € M, por tanto P = ann(z) C ann(gz), y dado
que Pes maximal ann(gx) = P, por lo cual, fgx = 0 implica f € Py asi P
es primo.

(¢).— Sea x # 0 € M. Como A es Noetheriano existe un ideal méximal
I = ann(z) C A dentro del conjunto de todos los anuladores de elementos
no ceros de M.

I es propio; pues si I = A, entonces 1 € I, es decir, 0 = 1z = z y esta es una
contradiccion en la eleccion de x.

I es primo; si ab € I con a # I entonces abr = 0, pero ax # 0, esto im-
plica b € ann(az), pero I C ann(ax) y por maximalidad de I, tenemos
ann(ax) = ann(z), por tanto b € I. Asi Ass(M) # ().

(d).— Sea P € Ass(M), por definicién M tiene un submédulo M, = A/P
y sin perder generalidad podemos suponer My = A/P. Entonces tenemos 2
casos:
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1. (A/P)NnL = {0}. Seaw : M — N, dado que (A/L) N L = {0},
entonces m |4/p es inyectiva. Por tanto A/P es un submddulo de N,
asi P € Ass(N) C Ass(N)U Ass(L).

2. (A/P)NL #{0}.Seaz € (A/P)NL con z # 0. Por tanto P = ann(zx),
dado que (x) C Ly por parte de la demostracién en a) A/P = (z) C L,
es decir P € AssL C AssL U Ass(N).

O

Observemos que si N C M, entonces si P € Ass(N), entonces por defi-
niciéon, N contiene un submédulo Ny ~ A/P C N C M, por lo que Ny es un
submédulo de M también, asi P € Ass(M), es decir, si N C M, entonces
Ass(N) C Ass(M).

Ademés, cada P € Ass(M), contiene a ann(M). Pues dado que ann(M) =

() ann(z) C ann(x) para todo € M, y dado que ann(z) = P, para algin
zeM

P € Spec(A), entonces P € Ass(M), y ann(M) C P.

Definicién 8. Sea Z(M) := {a € A : am = 0 para algin m € M, m # 0},
es decir, el conjunto de divisores de cero de M en A.

Corolario 1. |J P C Z(M). Si A es Noetheriano, entonces se da la
PecAss(M)
tqualdad.

Demostracion. Sea a € |J P, asi a € P para algin P € Ass(M), por
PeAss(M)

equivalencia en la definicién de asociados, a € ann(m) = P, para algin
m € M, es decir, am = 0, asi a € Z(M).

Ahora consideremos que A es Noetheriano, y sea a € Z(M), asi am =0
para algin m # 0 € M. Entonces (m) # 0, por la proposicién 2, Ass((m)) #
(). Sea P = ann(bm) € Ass((m)). Como am = 0, entonces abm = 0, por lo

que a € ann(bm) = P € Ass({(m)) C Ass(M), por tantoa e |J P. O
PeAss(M)

Definiciéon 9. Sean N C M submddulo, a € A y sea

fo: M/N — (M/N)
] = Jax] = afz]

Decimos que N es un submddulo primario de M si N & M, y para cada
a € A, f, es inyectiva o nilpotente.



1.1. DESCOMPOSICION PRIMARIA EN SUBMODULOS. 11

fa inyectiva para toda a € A, significa que para toda x € M, la condicién
ax € N implica z € N.

fa nilpotente significa que existe un entero n > 0 tal que a"M C N,
a" € ann(M/N) :={be€ A:b(M/N) = 0}, entonces a € rad(ann(M/N)).

Otra forma de ver que un submodulo es primario en un modulo finita-
mente generado lo obtenemos del siguiente teorema.

Teorema 1. Sean A anillo Noetheriano, M un A—mddulo finitamente ge-
nerado y N C M, entonces N es primario si, y solo si Ass(M/N) = {P},
para algin P € Spec(A). En este caso decimos que N es P—primario.

Demostracion. =] Supongamos que N es primario, si P € Ass(M/N), en-
tonces para cada elemento a € P divisor de cero de M/N, se tiene a €
rad(ann(M/N)), por tanto P € rad(ann(M/N)).

Dado que todo primo asociado contiene al anulador del modiilo, tene-
mos ann(M/N) C P C rad(ann(M/N)). Como P es primo se tiene P =
rad(ann(M/N)), por tanto Ass(M/N) = {P}.

< | Supongamos que Ass(M/N) = {P}, asi P = ann([m]), donde [m] €
M/N.

Por el inciso 4 de la proposicion 1, dado que M es finitamente generado,
entonces Supp(M/N) = V(ann(M/N)), pero V(ann(M/N)) = V(P), pues

ann(M/N) = [ ]U / ann([m]) = P Entonces por el teorema de los ceros de
m|eM /N

Hilbert, P = rad(ann(M/N)).

Sea a € Z(M/N) un divisor de cero de M/N, como A es Noetheriano,

Z(M/N) = U P = P, por tanto a € P = rad(ann(M/N)). Asi N
PeAss(M/N)

es primario. [

Corolario 2. St N1, No, ..., N, son submdodulos de M P—primarios, es de-

n
cir, Ass(M/N;) = {P} parai=1,...,r entonces (| N; es P—primario.
i=1

Demostracion. Para r = 2, consideremos el homomorfismo

¢: M — (M/Ny) @ (M/Ny)
T TN, + TN,

Donde 7y, denota la clase de z en M/N; para j = 1,2.
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Si ¢(x) = 0, implica que zy, =0, para i = 1,2, si y sélo si, x € Ny N Ny,
asi tenemos

M/(N1 N Ng) — (M/N1) Q) (M/NQ)

Entonces ocupando las propiedades del los asociados de un mddulo, ob-
tenemos:

Ass(M/NiNNy) C Ass((M/Ny)®(M/Ns)) = Ass(M/N1)UAss(M/Ny) =
{P} Por lo tanto Ass(M /Ny N Ny) = {P}.

Supongamos que es cierto para r = k, y sean Ny, ..., Ny subméodulos

k
P-primarios, entonces de manera anéloga al caso r = 2, tenemos M /(] N;N
i=1

Niy1) < (]\/[/((31 N;)) @ (M/Ngy1), entonces Ass(M/( :Ni N Nii+1)) C

2

k
Ass(M /() Ni)) U Ass(M/Njy41), que por hipétesis de induccién,
i=1

Ass(M/([(\N:)) = {P} = Ass(M/Ny1),

i=1

por tanto,
k
Ass(M/((()Ni 0 Nysr)) = {P}
i=1
0

Definicién 10. Un submodulo N C M, se dice reducible si N = Ni N Ny
para ciertos submodulos N1, Ny C M , y N se dice irreducible si no es
reducible.

Definicién 11. Una descomposicion primaria de N en M es una re-
presentacion de N como la interseccion finita de submodulos P;—primarios,
es decir,

Si ademas ningun N; puede omitirse de la interseccion, es decir, que ningin

N, contiene a (| N; y si los P; son todos diferentes. Entonces la descompo-
. . . Zij . . . .

sicion se dice ser minimal, reducida o i1rredundante.
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Teorema 2. Sea A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces todo submodulo propio de M, tiene una descomposicion
pPrImara

Demostracion. Sea N C M. Si N es irreducible, entonces N es primario.

Supongamos que N no es primario, entonces existen Py, P, € Ass(M/N)
con P; # Py y submédulos Fy, F;, de M/N de tal forma que F; ~ A/P; para
i=1,2.

Como para cada z € Fj; ¢ = 1,2 diferente de cero, cumple P; = ann(x)
con i = 1,2, entonces I} N Fy = {[0]} € M/N, por tanto N = F} N Fy, pues
es el submddulo cero en M/N, asi N no es irreducible y por tanto es una
contradiccion.

Ahora dado que cada submodulo propio admite una descomposiciéon en
modulos irreducibles, entonces por lo anterior, esta descomposicién es una
descomposicién primaria. O

1.2. Descomposicién primaria en ideales.

Ahora consideremos un caso particular de médulos sobre el anillo A, la
cual serd una de las principales herramientas para nuestro objetivo.

Sea () C A un ideal, diremos que () es un ideal primario si para a,b € A,
si ab € QQ, entonces a € QQ o b € @), para algin n > 1.

Observacién 2. Todo ideal primo es primario: Sean P € Spec(A) ya,b € A
tal que ab € P, supongamos que a ¢ P, dado que P es primo, entonces b € P
y en este cason = 1.

Definicién 12. Sean P,Q C A ideales. ) es P-primario si () es primario y
rad(Q) = P.

Recordemos un resultado con respecto a los ideales radicales.

Proposiciéon 3.

1. Sea Q@ C A un ideal, entonces rad(Q) es la interseccion de todos los
ideales primos en A que contienen a Q).

2. Si {Q:}, es un conjunto de ideales en A. Entonces rad(() @Q;) =

=1

rad(Q;)

2

1D:
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Demostracion. (1) C| Si z € rad(Q), entonces ™ € () para algin n > 1,
luego sea P ideal primo que contiene a @), tenemos z" € P,y dado que P
es primo, entonces x € P. Por tanto x pertece a la interseccion de todos los
ideales primos que contienen ().

D | Por contradiccién, supongamos que x ¢ rad(Q), es decir , para toda
n>1a2"¢Q, sead={JCA:Jideal, 2" ¢ J, para todan > 0}.

Observemos que X # (), pues rad(Q) € X. Si ordenamos por inclusién, 3
tiene un orden parcial, y por el lema de Zorn, existe un elemento maximal
en Y. Supongamos que dicho elemento es S.

Entonces S es primo; en efecto: si z,y ¢ S, entonces S C S+ (2) y
S C S+ (y), entonces por la maximalidad de S, estos ideales no perteneces
a X. Por lo que 2™ € S + (2) y 2¥ € S + (y) para algunos m, k > 0.

Entonces ™% € S + (zy). Esto nos dice que S + (2y) ¢ X, asf yz ¢ S.
Por tanto S es primo.

Dado que @ C rad(Q) C S'y « ¢ rad(Q), entonces x ¢ S. Por lo cual
no perteneces a la interseccion de los ideales primos que contienen a ().

n n
(2) C| Sea x € rad(() Q;), entonces x* € () Q; para algin k& > 0,
=1 i=1
asi, 2% € Q;, para toda i = 1,...,n, por lo cual x € rad(Q;) para toda
n

i=1,...,n, por tanto z € [ Q;.
i=1

D Sea x € ﬂ rad(Q;), entonces x € rad(Q);) para toda i = 1,...,n.

Entonces ™ € QZ para algin m; > 0. Sea m = my + ...+ m,, entonces
=™ . 2™ e Q.. QnCﬂQZ,YCOHeHOl’ETCLd(ﬂQl) O

xm

Lema 1. Si Q es un ideal tal que rad(Q) = m es maximal, entonces Q
es m—primario. En particular si m es un ideal mdrimal entonces m* es
m—primario para toda k > 1.

Demostracion. () es primario, pues sean a,b € A, tales que ab € @, y su-
pongamos b ¢ m. Dado que m es maximal, m + (b) = A, asi, para cierto
sem,yr € A tenemos s +rb = 1. Como s € m, entonces s* € @Q para
algin k > 1, asi 1 = 1¥ = (s + rb)* = s* + vb, para algiin v € A. Entonces
a = a(s* + vb) = as® + avb = as® + vab € Q, por tanto @ es m—primario.
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Ahora observemos que si P es un ideal primo, entonces rad(P") = P, ya
que x € P, entonces z" € P", asi x € rad(P"). Por la proposicién 3, y el
hecho que P" C P, entonces rad(P™) C P.

Con esta observaciéon dado que m es primo, tenemos rad(m*) = m, y por
lo demostrado anteriormente m* es m—primario. O

Lema 2. SiQq, Q> C A son P—primarios, entonces Q1 NQs es P—primario.

Demostracién. Por el inciso (2) de la proposicién 3 tenemos rad(Q N Qs) =
rad(Q1) Nrad(Qq) = P.

Ademas si a,b € A, tal que ab € ()1 N @2, entonces ab € Q;, con i = 1,2.
Dado que @; © = 1,2 es primario, a € Q1 00" € Q1 y a € Q2 0 b™ € Qs
para algunos n,m > 0.

1. Sia € @1y aé€ @y, entonces a € Q1 N Qs.

2. Sib" €@y b™ e @Qq, entonces b = "™ € Q1Q2 C Q1 N Qs.

1.3. Ejemplos.

Sea A = k[z,y], y J = (23, zy). Entonces una descomposicién primaria
minimal de J es (x) N (23, y).

En efecto: Primero observemos que (x), (x3,y) son primarios.

Dado que A/(x) ~ k[y] el cual es dominio entero, entonces (x) es primo,
por tanto por la observacién 2, (z) es (z)—primario.

Sea p(x,y) = p1(z, y)x+pa(x,y)y € (x,y), dado que p(z,y)* = (p1(z,y))?
3+ q(z,y)y € (23, y), entonces (z,y) C rad((z3,y)).

Por otro lado, si p(z,y) € rad((z®,y)), entonces p(z,y)* = pi(z,y)z® +
pa(w,9)y = pa(x,y)x + pa(2,y)y € (z,y) para algin s > 0, y dado que (z,y)

es maximal, entonces p(z,y) € (x,y).

Asi tenemos que rad({z3,y)) = (x,y), y por el lema 1; (23 y) es (z,y)—
primario.

Ahora probaremos que J = (z) N (z?,y).
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C | Dado que los generadores de J perteneces a la intersecciéon de (x) y
(23 y), tenemos J C (x) N (z3 y).

DJ Sip=plz,y) € (x)N(z*y), implica p = 1z y p = ¢22° + g3y, donde
q1,q2,q3 € A. Como p = gy, entonces g3 € (), as{ p = g2 + quavy € J. Por
lo tanto tenemos la igualdad deseada.

También observemos que (x) # (z,y), pues y ¢ (z) y dado que = ¢ (23, y)
v y ¢ (x), entonces la descomposiciéon de J es minimal.

Un método que permite extraer componentes encajadas, es estudiar pro-
yecciones, para ello se definen los siguientes conceptos.

El Proj de un ideal graduado se define como el conjunto de todos los
ideales primos que no contienen la parte de grado lineal.

Definicién 13. Sea W C V C k™ una variedad afin. Sea R el anillo de
coordenadas afines de V. supongamos que el ideal de W en 'V es I C R. El
blow-up de V a lo largo de W se define por

BLwV = Proj(Re&I& I’ ®...) = Proj(R[tI])
El cono normal de W en'V es NywV = Proj(R/I&I/I?® I?/[*® . ..).

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2. Sean W = (0,...,0) € A™ el origen en A" y V = A". Sea
R=Klz1,...,x,] e = (x1,...2,). Por definicion Proj(R&IS*®...) =
{PeSpec(R): [®&I*®...¢ P}.

Ademds observemos que I D I? D I? D ..., por tanto, sélo necesitamos
saber cuales son los primos que no contienen a I. Dado que I es mdximal en
R, entonces ningun primo distinto a I lo contiene, por tanto el blow-up de
A™ a lo largo del origen, es BLyV = Spec(R) — (x1,...,x,).

Utilizando la definicion 1, todos los ideales primos que no contienen a
el ideal I = (xy,...,x,) corresponde a el conjunto V(I), geométricamente
y por los ceros de Hilbert V (I) estd en correspondencia con el punto W en
V', entonces BLy (V) corresponde en calcular el blow-up de un punto en el
espacio afin.



Capitulo 2

VARIEDADES
DETERMINANTALES.

2.1. Variedades determinantales.

Sea A una anillo conmutativo con unidad, y sea X = (a;;) una matriz de
m X n con coeficientes en A, consideremos enteros by, ..., b, c1, ..., ¢ donde
1 <b; <m,1<c¢; <n, entonces se define:

ab161 e ablct
(b1, ..., by | ety ] = det :
CthCl e abwt
Observese que si t > min(m,n) entonces [by,...,b | c1,...,¢] =0.
Siby <...<byyey <...<e¢,lbi,...,b ]| c,..., ) esllamado t—menor
de X. Cuando t = min(m,n), [by,...,b | c1,...,¢] es denominado t-menor

maximal.

El ideal I;(X) generado por los t—menores de X es denominado ideal
determinantal.

Sea K un campo algebraicamente cerrado y supongamos que Y es una
matriz de m X n cuyas entradas son indeteminadas x;, es decir,

11 .. Tin

o1 ... Ton
Y =

Tml -+ Lmn

17
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Observemos que [;(Y) es un ideal homogéneo en K[zy1, ..., Zm,], por lo
que la variedad que define pertenece al espacio proyectivo P™ ! pero esta
variedad también puede ser considerada en el espacio afin por medio del cono
afin de la variedad proyectiva.

Definicién 14. Sea I,(Y') un ideal determinantal de'Y . La variedad definida
por I,(Y) es denominada variedad determinantal.

Dichas variedades es una de las clases mas importantes. Entre ellas estan
las variedades obtenidas del encaje de Segre de un producto de dos variedades
proyectivas, la variedad del encaje de Veronese , entre otras.

Ejemplo 3. Consideremos el 3—ésimo encaje de Veronese:

pP3 - P! — P3
w:y] — [23: 2%y zy:y3] = (2021 20 0 23]

2| VA )
A= "
21 R2 23

Probemos que p3(PY) = Z(2020 — 21, 2023 — 2129, 2123 — 23).

Sea la matriz

En efecto:
Llamemos Fy = 202y — 22, Fy = 2023 — 2120 y F3 = 2123 — 23.
C| Sea z = [23: 2%y : wy : y?| € p3(P'), entonces

Fi(z) = 2zy*— (2%y)

— .T4y2 - .T4y2 =0.
Fy(z) = 2%y — 2*yay® = 0.
Fy(z) = 2'yy’ — (xy?)? = 0.

Por tanto p3(P') C Z(Fy, Fy, F3).

D| Sea[zy: 21 : 29 ¢ z3) € Z(Fy, Fy, Fy).

Supongamos que zy # 0, entonces [z : z1] € P tal que ps3([zo : z1]) = [25 :

2221 : 2021 1 23], Dado que [zg : 21 : 29 : 23] € Z(Fy, Fy, F3), entonces

2029 = zf ;. por tanto
2 = zzmz; y dado que
21Z2 = 2pZ3; entonces

_ 2
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Con estas ecuaciones y tomando A = i tenemos:

A = 2
)\zg 2 = 2
2 2
A22] = A2
= 22
3 _ 2
A2] = Ay
= 23

Por tanto p3([z0 : z1]) = [20 : 21 : 22 © 23].
Definicién 15. Sea M una matriz de nxm, de formas lineales en K|z, ..., x|

con filas \i = (Nig ... Ain), dondem <n ys>m+n—1.

Una fila generalizada de M es una combinacion K-lineal de las filas
de M, donde no todos los coeficientes son cero. Es decir, > l;\;, con A\;j # 0

para algun subindice j. Andlogamente se define una columna generaliza-

da.

Una entrada generalizada de M es una combinacion K—lineal de las
entradas de alguna fila generalizada.

Se dice que M es 1—genérica si cada entrada generalizada es distinta
de cero.

Ejemplo 4. Sean K un campo y x4, ..., xs indeterminadas sobre K yn, m €
7 tales que 2 < m < n.

Consideremos la siguiente matriz.

a1 a12T9 e A1nTn
222 2373 ce A2, n+1Ln41
M = 333 3424 e a3,n+2Ln+2
AyymTm am,erl-Terl v &m,ernflmernfl

donde a;; € K*.

Este tipo de matrices es llamada matrices de Hankel generalizadas.
Si a;; = 1 para toda 7, j y la matriz es cuadrada solo es llamada una matriz
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de Hankel.

Observemos que los a;; indica la fila 7 y la indeterminada j por la que
esta multiplicada. Esta es una matriz 1—genérica, y de hecho es un ejemplo
de una matriz cuyos ideales de menores no-maximales no son primos, pero
esto lo veremos has adelante.

Ahora para analizar la estructura de los ideales generados por menores
no maximales de matrices M de Hankel generalizadas 1—genéricas, supon-
dremos que m > 3.

Sea I,(M) C Klxy,xa, ..., Tnim—1] €l ideal generado por los menores 2 x 2
de M, la pregunta es jcuando dicho ideal es primo 7.

En el caso de una matriz de Hankel, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3. Supongamos que a;; = 1 para toda i,j en la matriz del ejemplo
4. Entonces I,(M) es un ideal primo de altura m +n — 3.

Demostracion. Dado que los a;; = 1, entonces M es la matriz de Hankel.
Gruson, demostro que

r1 To ... Tman—
non=n|( 0 )

es el ideal méximal de menores de una matriz 1—genérica.
Por un resultado de Eisenbud,(ver en [10]) ,I5(M) es primo y ademés tiene
codimensién

(m4+n—-2)—1)2—-1)=m+n-—3.

0

De manera general, para saber cuando I5(M) es primo, primero se necesi-
ta introducir dos niimero enteros s, t. Estos ntimeros involucran transformar
a M de una forma especial.

Supongamos que para toda j = 1,...,n; a;; = 1 en la matriz generalizada
de Hankel del ejemplo 4.
Ahora sea j el maximo indice en [n], tal que as; # 1. Entonces dividase la
(j — 1)—ésima columna entre ay;. Entonces obtenemos la siguiente matriz:
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T T2 R CL2j Tj-1 R
a922T9 92313 e X e A2 n41Tn41
-1
M = 3373 aA34T4 e a3,j4+109; Tjt1 ceo A3n42Tn42
-1
QmmTm  Amm+1TLm41 - - - am,m—l—j—lagj Tmtj—1 -+ Ammin—1Tm+4n—1

Observemos que la (j — 1)—ésima entrada de la primera fila, el coefi-
ciente ya no es 1, pero si hacemos un cambio de ”coordenada’”, es decir, si
Tj_1 = agjlxj_l, entonces podemos obtener otra matriz en donde los coefi-
cientes de las entradas en la primer fila sean todos igual a 1. Ademas los
coeficientes de las entradas en la segunda fila, es decir, los ay = 1 para toda
l=7,...,n+1.

Luego repitiendo este proceso se puede obtener una matriz donde a1, =
ask+1 =1, paratoda k=1,...,n.

Por tanto sin perder generalidad y abusando de la notacion, la matriz M
para la cual se puede estudiar a I3(M), es de la forma:

T T R i
T2 T3 o T
M = agaxs3 3474 <o A3 n+2Tn+2
AypmTm Cmm+1Tm+1 - -+ Amom4n—1Tm+n—1

donde los a;; € K*.

Aun més, se puede multiplicar la fila 3, por az, y nuevamente por un
cambio de variables adecuado, podemos suponer que as,y2 = 1. Luego al
continuar con este proceso en cada una de las filas, se puede suponer que
los coeficientes de la primer y ultima columna de M son 1, es decir, nuestra
matriz M tiene la forma que sigue:

T ) R i
T T3 B |

M= 73 3474 coo Tng2 (2.1)
Ty Amm4+1Tm4+1 - -+ Tmd4n—1

Cuando hagamos referencia de esta matriz, la llamaremos la forma espe-
cial.
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Definiciéon 16. Sea M la matriz de la forma 2.1. St a;; # 1 para algin par
(,7), definimos el entero s como:

s =s(M) := min{j: existe i > 3 tal que a;; # 1}.
Observaciéon 3.

1. s puede no existir cuando a;; = 1, para todo par (i, j).

2. Si s existe, la columna en la cual aparece no es la primera ni la ultima,
por la forma de la matriz 2.1.

3. Ademdas, dado que estamos suponiendo que n > m > 3, y ocupando la
matriz en su forma 2.1, obtenemos que s > 4.

Lema 3. Si s existe, entonces xjxs € Io(M), para cada j =1,...,5 — 1.

Demostracion. Supongamos que M es de la forma especial. Dado que s > 4,
consideremos los siguentes casos.

Si j = s — 1, consideremos la siguiente submatriz de la matriz M.

Ts—3 Ts—2 Ts-—1
Ts—2 Ts—1 Aj—1sTs

Ls—1 QAjsls QA s41Ts41

Por tanto obtenemos lo siguiente:

(&ifl,s - az‘s)iﬂj% = (aifl,s - ais)xsflxs
aifl,sxsflxs — QjsTs—1Ts
Aj—1,sLs—1Ts — AjsLs—1Tg
—Qj s41Ts—2Ts11 + A s11T541Ts5—2
= —(@i—l,sﬂﬁs—lxs - Gi,s+1$s+1$s—2)
F(Qis41Ts41T5—2 — Q5 sTsTs—1) € Io(M).
Ahora, si j = s — 2; entonces
Ts—3 Ts—2 Ts—1
Ts—2 Ts—1 Aj—15Ts
Ts—1 QAjsTs @i,erlstrl

es una submatriz de M.
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Nuevamente tenemos

(ais - ai—l,s)xjxs = (ais - ai—l,s)xs—st
Qjsls—2Ts — &ifl,sxsf}xs

QijsTls—2Xs — Aj—1,sLs—2Tg

2 2
+xsfl — Lg1

= (@55 27 — 27 1) — (@155 975 — 2°_)) € Io(M).

Sij < s—2, entonces j < s— 3, por tanto las siguientes dos matrices son
submatrices de M.

T; Xg—o2 Tg—1
! ’ ’ Tj41 Ts—2
Tjr1 Ts—1 Aj—1sTs )

Tjro Ts—1
Tjro Ajsls Ajs41Ts41

Asi, obtenemos:

(ais — ai_l,s)ﬁjﬁs = QisTjls — Tjls
= QjsTjTs — Tjls — Tjyo2ls—2
TXjpoTs—2 + Tjp1Ts—1 — Tjp1Ts—1
= (AisTjTs — TjoTs o) — (@157,

—Tj1Ts2) + (Tjr2Ts 2 — Tj1Ts 1) € LH(M).

O

Anélogamente como se defini s, es decir, considerando a la matriz gene-
ralizada de Hankel, supongamos que a,,; = 1, para toda j = m,...,m — 1,
elegir el minimo j del conjunto de indices {m — 1,...,m +n — 2} de tal
forma a,,—1; # 1. Asi, podemos dividir su respectiva columna entre a,,_1 ;,
dado que el coeficiente de la entrada x4, en la fila m ya no es uno, entonces,
podemos hacer un cambio de variables, en este paso tenemos a,,_; ; = 1 para
toda k =m —1,...,5 — 1, después repetir este proceso con las columnas.
Entonces tendriamos a,,—1; = 1, para j=m—1,....m+n—2Yy ay,; =1
para j = m,...,m + n — 1. Por tanto, podemos multiplicar a la fila m — 2
por a;bl,lmﬂ y otra vez con un cambio adecuado de variables podemos su-
poner que ay,—2,m+n—2 = 1 también. Entonces repetimos este proceso en cada
una de las filas, obteniendo la siguiente matriz que como en el caso anterior
llamaremos la forma especial de M.
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x 1272 a1373 e a1n—1Tn-1 Tn

T2 A23T3 A24T4 e a2 nTn Tn+1
Tm—2 Am—2m—1Tm—1 Am—-—2mIm -+ Om—2m+n—4Tm+n—4 LTm+n—3
Tm—1 Tm Tm41 s Tm4n—3 Tm4n—2

Tm Tm41 Tm4-2 s Tm4n—2 Tm4n—1

(2.2)

Definicién 17. Sea M es su forma especial (2.2),definimos el entero t como;
t=t(M)=max{j: eristei<m—2tal quej—i+1<nyay#ai}
Observacién 4.
i) t < m+n—4, pues supongamos que t = m-+n—3, por tantot—i+1 <n
implica m +n—3—1+1 < n, es decir, m —2 < i lo cual es una

contradiccion.

Lema 4. Supongamos que t existe. Entonces para todo j > t+1, X, X; €
L(M).

Demostracion. Haciendo una analogia de la demostracion del lema 3 ocu-
pando la matriz 2.2 obtenemos el resultado. O

Ademas observemos que t existe si, y solo si s existe, esto se debe a que
podemos pasar de la matriz 2.1 a la matriz 2.2, e inversamente.

De ahora en adelante, supondremos que s y ¢ existen.
Lema 5.

1. Sis>t, entonces (x1,...,21)(Ts, ..., Tmin_1) C L2(M).

2.Vi=0,...m+n—1—s se tiene 2w, € L(M).

3. V¥j=0,...,t—1, se cumple, xf:jn_lxt_j € I,(M).

Demostracion.
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1. Por demostrar que para cada 7, j tal que 1 <t < s < j, los productos
T;x; € IQ(M)

Si i =t, entonces por el lema 4, tenemos xz; € Ir(M).
Si j = s, entonces por el lema 3, tenemos x;xs € Ir(M).

Por tanto, sean ¢ < t < s < j. Consideremos la siguiente submatriz de
Li Ti-1
Tj-1 &£

T;il; = TiTj — Tj—1Ti4+1 + Lj-1Ti41

Observemos

= (2% — Xj_1%iq1) + Tig1Tj1.

Donde el primer sumando pertenece a Io(M), por tanto, x;z; € Io(M)
si, y s6lo si x;q25-1 € I5(M). Perosii+1=1to0 j—1=s, entonces
tenemos que x; 1121 € Io(M) y por tanto x;z; € Ir(M), continuando
de manera descendente, obtenemos el resultado.

2. Para demostrar que 2}z, ; € I,(M) paratodai=0,...,m+n—1—s,
haremos induccion sobre 7.

a) Base de induccién. Sii = 0, entonces por el lema 3, los monomios
i+1
2] T € L(M).

b) Sea ¢ > 0, y supongamos que para todo j < i se cumple que

Jj+1
1 Tepy € Lo(M).
Sea iz, ;, observemos

i+1 AR | i i
T Xgpi = Ty Xepi — AT T2Tgqi—1 + AT XX 5441

i i
= ZU(T1Tsqi — AT2Tsqi1) + AT Tpi1

para algun a € K*. Pero (2125 ;—axexsi;—1) € Io(M) pues corres-

ponde al menor (a2, 2.2, ), ¥ ¥ixs1i_1 € Io(M) por hipdtesis.

3. Andlogamente al caso 2, para probar el inciso (3), haremos induccién
sobre 7.

a) Sij=0,comom+mn—12>t, por el lema 4 tenemos

_ g1
Tygn—1%t = Ty 1T—; € Io(M).
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b) Sea j > 0, y supongamos que para toda k < j se cumple

xﬁztrlnflxt*k S IQ(M)

J+1 * .
Sean z,, ,_17;—; y b € K* entonces:
Jj+1 _ g+l J
Lintn—1Tt—j = Tmpn-1Tt—j — bmernflxt*jJrlmern*Q

J
+bxy, 1 Tt j 1 Tmn—2
_ J
= xm+n_1(xm+n7137tfj - bxtfjJrl-Teran)
J
+bxm+n—1xt*j+1xm+n72-

Pero xpin_1%i—; — bTi_j 1Tmin—o € Io(M), pues corresponde al

i briji1 )
menor (xm+n_2 o ).

Ademds wl a1 € (M) por hipétesis de induccién. Por
tanto o7 @ ; € (M),

[
Corolario 3. 27" Nag, ..., 2pin 1), 20" Ny, .. 2y) C L(M).
Demostracion. Por el inciso (2) del lema 5, para toda

1=0,....m+n—1-s

los monomios
it+1
21 sy € Ir(M)

es decir, los monomios s, T3xsy1, ..., 2" w01 € Lo(M).

Dado que s > 4, tenemos m +n — s < m +n — 4, por tanto para toda
j > s, se tiene 7" a; € I(M).

Nuevamente, por el inciso (3) del lema 5, los monomios
2 ! L(M
Tintn—1Tt; oy 1Tt—1y « + s Ty 1L1 € 2( )

m+n—4 _ o mtn—5—j _j+1 s
por tanto, xp T we; = xp Ty Tal o a € Ih(M), para toda j =
0,...,t—1. 0
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Ahora consideremos los siguientes ideales en K[z, 2o, ..., Tpmin_1]-

Ql - IQ(M)+<xS7“‘7$m+n—l>7
Q2 = L(M)+ (x1,...,24),
Qs = L(M)+ (@ apim).

Teorema 4.

Q1, Q2, Q3 son ideales primarios de (xo, ..., Tmin-1), (T1, s Tmin_2) U
(X1, ..., Tyman_1), TESPECtivVAMENte.

Demostracion. 1. Por demostrar que rad(Q1) = (xa, ..., Tmin_1):

C|] Como (xs,...,Tmin-1) C (Ta,...,Tmin_1), entonces es suficien-
te observar que Io(M) C (x2,...,Tmin_1), Pero como los elementos de
I, (M) involucran las variables x1, . .., Zy40—1 y dado que (o, .. ., Tpyn_1)
es primo, tenemos rad(Q1) C (Ta, ..., Tmin_1)-

DO| Por demostrar (xa,...,ZTmin—1) C rad(Q)q). Para esto observe-
mos que si f € (Xa,...,Tmin—1) que involucra las indeterminadas
Ty Tman_1, entonces f € Q1 C rad(Qy). Por tanto, analicemos
el caso en que f involucra a las indeterminadas x; para 2 <7 < s — 1.

Sij = s — 1, entonces consideremos la siguiente submatriz de M;

Ts—2 Ts-1
Ts—1 QAijsTs
Dado que a;szs 915 — 22, € L(M) C Q; C rad(Q;). Como z, €

rad(Q1), entonces a;sxs o7, € rad(Q) y ast x2_, € rad(Q), por tanto
Ts_1 € rad(Qq).

Ahora consideremos la siguiente matriz:

Ts—3 Ts—2
Ls—2 Tg—1
Nuevamente, v, 3v, 1—22 5 € I(M) C rad(Q,), como z,_; € rad(Q,),

entonces s 375 1 € rad(Qq), y por tanto 2 , € rad(Q). As{ x4 o
también pertenece a rad(Q).

Siguiendo de esta manera, obtenemos que zs, ...,z 1 € rad(Q;), por
tanto rad(Q1) = (T2, ..., Tymin_1)-
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2. Por demostrar rad(Qs) = (21, ..., Tmin_2)-

C] Como el primer caso, (xq,...,24) C (Z1,..., Tmin_2), ademds los
elementos de I(M) involucran a las indeterminadas z1, ..., Zpmin_1,
por tanto, rad(Q2) C (X1, ..., Tmin—2), PUeS (X1, ..., Tymin_2) €S primo.

D] Sea h € (x1,...,Tmin_2), si h involugra indeterminadas xy, ..., x;
entonces h € ()5 y por tanto en su radical. Analicemos cuando h invo-
lucra indeterminadas xyi1, ..., Tmin_2-

Consideremos la siguiente submatriz de M;

Qi Ty Qg 41041
Qi 141 Tt4+1 Qi1 t4+2L 142

Entonces a; a1 42TtTero — Qip1410i04127, € Io(M), que a su vez
pertenecen a rad(Qs). Dado que z; € rad((Q),), entonces el primer su-
mando pertenece a rad(Qs2), v asi aji14410i04177,, € rad(Qs2), por
tanto z411 € rad(Qs).

Continuando este proceso, obtendremos que x;1 1, . .., Tyin_2 € rad(Qs).
Por tanto rad(Qs) = (x1, ..., Tmin_2)-

. Para demostrar que @3 es un ideal primario, y dado que (x1, ..., Tpin_1)
esmaximal en A = K[xq,..., Ty 1], entonces es suficiente probar por
el lema 1 que el rad(Q3) = (x1, ..., Tmin_1)-

Como los elementos en Io(M) involucran a xy, ..., Zyipn_1, entonces
cualquier elemento en Q3 pertenece a (21, .. ., Tpin_1), por tanto rad(Qs)
C <.CE1, c. ,[L’ern,l).

De manera inversa, observemos que =7 Y Tmin_1 € rad(Qs), pues

Pty 2T € Qy. Prosigamos por induccién sobre j.

Para j = 1, tenemos z; € rad(Q3).
Si j = 2, consideremos la matriz dada por

Ty X2

To XT3
Como zy23 — 235 € (M) C Q3 C rad(Q3), ademés z; € rad(Q3), por
tanto x123 € rad(Q3), asi 23 € rad(Q3), esto implica x5 € rad(Q3).
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Ahora supongamos que para algin j € {2,...,m +n — 2} se cumple
T; € IQ(M)

Con la matriz
i Tj+1
Tj+1  Tj+2
obtenemos z;x; o — x?H € I,(M), pero por hipétesis, x; € rad(Qs),
por tanto, z;x;_9 € rad(Q3), y ast xj11 € rad(Qs).

Por lo tanto (x1, ..., Tpmin-1) C rad(Q3). Asi (z1,..., Tmin_1) = rad(Qs).

O
Teorema 5.

Si s > t, entonces Q1 N Q2 es una descomposicion primaria de Io(M).

Demostracion. Por demostrar que Io(M) = Q1 N Qs.

C | Dado que

IL(M) C Q1 =1L(M)+ (s, ..., Tmin-1)

(M) C Q2 = I(M) + (x1,..., x),
entonces
L(M) C Q1N Qs
D] Sea B = (zg,...,Tmin-1)y C = (x1,...,24). Observemos, que
Q1NQy=1L(M)+ (BN (Iy(M)+(C))
En efecto: Sea f € Q1 N @2, esto no dice que

f=a+b=Xa+c,

donde a € IL(M),be B,ce Cy A€ K[z1,...,Tmin1]

Asi, tenemos

b= /\2@+C€ ]2(M)+C,
por tanto,

fel+ (BN (L(M)+0C)).
De manera analoga, sea

f € L(M)+ (BN (L(M)+C))),
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entonces f = a+b, donde a € I,(M) y b€ (BN (Ix(M)+ (C))), por lo cual,
beBybe L(M)+C,ast, fe L(IM)+ By felh(M)+C.

Ahora sea f € (M) + (BN (I;(M) + C)). Por demostrar que f €
LI(M). Dado que f € Q1 N Q2, entonces f = g+ h donde g € I(M) y
h e (BN (I2(M)+ C)), por lo que es suficiente probar que h € Ir(M).

Observemos que h, tiene al menos grado 2. Luego h € B, implica que
m+n—1
h = > a; donde las a; son polinomios de grado al menos 1. Pero
1=5

h € I,(M)+C, por lo que podemos considerar que a; € K[ii1, ..., Tmin_1]-

Consideremos el término a,x,, el cual se puede escribir como

m+n—1

(> cam)rs,

i=t—1

andlogamente como se escribio en la demostracion del lema 5 inciso (2), cada
m+n—1

TiTs = Axi_1Ts1mod(I2(M)), es decir, aszs = Y A sCsiTi—1%s41, ¥ Otra
i=t+1

vez por el lema 5 inciso (1), toda esta suma pertenece a Ir(M).

Ahora siguiendo el mismo procedimiento para todo término a;r;, pa-
ras < i < m+n— 1, tenemos que es suficiente considerar a h como

h = Amitn—1Tm4n—1-
Dado h = amin-1Tmin-1 € (I2(M) + C) = @2, y Q2 es primario en

(1, .., Tmin_2), por el teorema 4, tenemos a,,,_1 € QQa, por tanto por le-
ma 5 inciso (1), h € I(M).

Ahora solo falta el caso @ = m + n — 1, pero otra vez por lema 5 inciso
(1); Tmgn—1(21, - -, 24) C Lo(M). O

Para obtener una descomposicién de I5(M), en el caso de que s < ¢, es
necesario otra componente, como se vera en los siguientes resultados.

Lema 6. Sea s < t. La descomposicion primaria minimal de Iy(M) +
(Tg,. .., x4) €S

(L(M) + (s, .. ., Tyin1)) O (Ia(M) + (21, ... 1))
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Demostracion. Por el teorema 4, se sigue que Q1 = Io(M)+ (x5, ..., Tymin_1)
y Qo = I(M) + (x1, ..., ;) son primarios.

Por demostrar que Q1 N Qg = Io(M) + (xs, ..., x¢).

C| Sea f € Q1 N Q2. Entonces f = g+ h donde g € I,(M) y h €

(x1,...,24), ademéds como f € @, sin perder generalidad, dado que g €
I(M), entonces h € (xg, ..., Tmin_1), €s decir,
he(xy,. ..,x) N (T, Tpgn—1) = (Ts, .., Ty).
D| Como (zg,...,x;) C (Tg,...,Tmin1) y dado que s < ¢ entonces

(g, .. wy) C (w1, ..., 2¢). Por tanto Iy(M) + (z,, ..., x4) C Q1 N Q. O

Teorema 6. Si s < t, entonces I[5(M) = Q1NQ2NQ3 es una descomposicion
primaria minimal.

Demostracion. Por demostrar que Io(M) = Q1 N Q2 N Q5.

Primero notemos que como Ir(M) C @, para i = 1,2,3. Entonces
L(M) CQiNQxNQs.
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Ahora sea

QNQ2NQs = (L(M)+ (xs,. .. Tmin-1)) N (L2(M) + (x1,...,2))
N(L2(M) + (9571“” L)

= (QuNQ2) NI (M) + (Q1 N Q) N (" &)
= L(M)+(QNQy) N (& ap i)
= L(M)+ QN ({7 + (z;in=h))

(Q2 N ({27 + (apinh)))

W

v

+

N
= L(M)+ ((apin=]) + (@) n Qo) n (@)
+<$$iﬁ > N Q2)
= L(M)+ (apn=h) 0 [(@7 ) + (@pinTl) NQo
< n—

PN QU [T + (T N Q2

I
~

)+ Q2N i) + () (e

2(M
Qi [ + () ()]

+
= L(M)+ Q2N {aniiTh) + QN (a7

) (i)

L(M) + (27901 + (=) Qo + (=) (277

L(M) + (a7 (M) 4 (@) (@, - Tgna)

Ham i) (M) + (e i) (@, ) + (=) (a7
C L(M)+ (™" N, . Togn1) +

(= @y, ) + (=) ()

C I3(M) por el corolario 3.

2.2. Descomposicion primaria de un ideal Ja-
cobiano.

Siguendo con la notacién, K denotara un campo algebraicamente cerrado.

Sea S = K%, .., Tn-1,Y0,- - - s Ym—1, 20, - - - s Zp—1], donde n. > m > p > 2.
Sea

A= g Qi TiY 52k

0<i<n—1,0<j<m—1,0<k<p—1

una forma trilineal de S.
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Consideremos .J4 el jacobiano de A, es decir,

0A 0A 0A

Ja = <8—atz’ 8—yj’ 92

0<i<n—-1,0<7<m-1,0<k<p-—1)

el ideal de S generado por todas las derivadas parciales de A.

Definicién 18. Se dice que A es una forma trilineal diagonal no degenerada
de forma acotada conn =m+p—1 y a;j, #0 st y solo si, 1 = j + k.

Observemos que

(

i
> GiipkYirze  si0<i<p-—1
k=0

0A p—1 ) .

. Y GiigkYikze  sip—1<i<m—1.
] k=0

A p_l

Yo Gi—kkYi-rze sim—1<i<n—1
\ k=i—m+1

DA &=
? = Zaj+kjka:j+kzk,si 0 S] S m — 1.
Yi =0

oA m—1
87 = Z ikl j4+EY) si0 S k S p— 1.
A
Denotemos por A, A, y A, las derivadas parciales anteriores respecti-
vamente, entonces

‘]A - <ACC17 ija Azk>

Ahora para calcular la descomposiciéon primaria de J,, veremos cuales son
los primos minimales.

Proposicion 4. Sea A una forma trilineal diagonal no degenerada de forma
acotada. Sea Q) un ideal primo tal que J4 C @, entonces Q) incluye al ideal
(20, 2p—1, Asgs oo Ay 1) 0 Wos ooy Yme1, Aygy - Ay (X)), donde

QpooTo  A110T1 v Am—1m—10Tm—1
1011 2112 v Oym—-11Tm
X = Q2022  A312X3 <o Om41m—12Tm+1
Ap—10p—1Lp—-1  Aplp—1Lp ... CGp_1m—1p—1Tn—1

pXm
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Demostracion. Observemos que si (zo, ..., z,—1) C @, dado que J4 C @, en-
tonces (20,...,2p-1, Az, ..., Az, ) CQ.

Por lo tanto, supongamos que Z = (z, ..., 2z-1) € Q.
Sean Ax = (A, ..., Ay, ) v Y = (A,,2,) la matriz de segundas deriva-
das parciales de A de tamano p x n, es decir,

apooYo  G110Y1 - -+ Gm—1m—10Ym—1 0 0
0 aioyo -+ Gm—im—21Ym—2 Gmm-11Ym-1 --- 0O
Y =
0 Ap—1m—1p—1Ym—1
Sea Y’ una submatriz de Y de tamano p X p, entonces
ZL,(Y'") = L(Zdet(Y"))
~ L(ZY'adjY")
c L(ZY")
c L(ZY)
Dado que [,(ZY) = ZY y ademés ZY
0 p—1 p—1
= ( Z ao0—kkYo—-kZk - - - Z Am—1m—1-kkYm—-1-k<k - - - Z Ap—1n—1—kkYn—1—k<k )
k=0 k=0 k=n—m

Asi ZY = Ax, y como Y’ es arbitraria, tenemos Z1,(Y) C Ax.
Usando que @ es primo y el hecho de que Z ¢ @, entonces [,(Y) C Q.
Ademas observemos que por la forma de la matriz Y, tenemos (yo, . . ., Ym—1) C

Tad(]p(y)) C Q Ast <y07 s Ym—1, Aym B Aym71> C Q

De manera similar,

p—1 p—1 p—1
ZX = ( Z Aok LKk Z Ak4-11k+1Tk4+1%k - - - Z Ak4m—1m—1kLk+m—17k )
k=0 k=0 k=0

Por lo cual [,(ZX) = (Ay,, ..., Ay, 1) = Ay.

s Ay
Sea X' es una submatriz de X de p x p. Tenemos
ZI,(X")=L(ZX'adjX") Cc (ZX') C L (ZX).
Por tanto ZI1,(X) C I;(ZX) C Q. Concluimos que I,(X) C @, asi
Wor -+ s Ym1, Ay - > Ay 1 L(X)) CQ
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Para calcular los primos minimales de J4, se analizan dos caso.

1. Caso p < m.

2. Caso p=m.

Proposicién 5. Sea A = ) a;jxx:yj2, una forma trilineal diagonal no ge-
nerada de forma acotada. Si p < m el ideal (2, ..., 2p-1, Az, ..., A, ) €5
un primo minimal de J 4.

Demostracion. Dado que A, A,, estan en términos de los z;s, entonces,

Ja C {20y 2p1, Asgs o Az ).

Sea W = Klyo, ... Ym—1] y sea Y € Mat,,(W) la siguiente matriz:

apooYo - - - cor Qe 1m—10Ym—1 0 - 0
0 ... <o Opoim—21Ym—2 Amm-11Ym-1 - -- 0
0

0 ... ap_10p—1% --- Ap—1m—1p—1Ym—1

Donde a;j; son constantes en K diferentes de cero y las entradas de Y invo-
lucran a las indeterminadas y; que aparecen en las (i + 1)—ésima diagonal.

Entonces 1,(Y) = (Yo, - - - s Ym—1)"-

En efecto; como las variables de yp, . .., y, estan involucradas en el deter-
minante de las submatrices de p x p de Y, entonces I,(Y) C (yo, .- ., Ym—1)".

Para demostrar la otra inclusion, es suficiente considerar la siguiente ma-
triz

Yo .- e Ym—1 0 0
: . . . 0
0 ... Yo .- Ym—1
por que los a;j; son unidades. Sea J = (Yo, ..., Ym—_1)-

1. Primero probemos que yoJ?~' C I,(Y).
Por induccién sobre p, tenemos:



36 CAPITULO 2. VARIEDADES DETERMINANTALES.

a) Sip=1, yoJ0 = yoW = <yo> - <310> . -ym71> = [1(Y)-
Sip=2;y0J = (W2 Yoy, - -, YoYm_1), entonces

*

€ LL,(Y)

1 %

yoyj - ' O ]

b) Ahora supongamos que para t < p se cumple yoJ"™2 C I, 1 (Y).
Z‘m71>.

c) Seap=t, yoJ" " = (yo > oY
i0+---+im71:t_1

Sin perder generalidad, sea f = yo(y® ...y 7}) € yoJ L

Sea j el minimo indice tal que #; # 0, entonces:

In—1 1 In—1 )

Yo’ - Ymt) = v Yoy -y

Como
ij—1 i _
Yoy; - Ymo1 € Yo 2 C I (Y)

por hipétesis. Entonces existe una matriz de t—1x¢—1, submatriz
de Y, tal que yoy;-j L .y es igual al determinante de dicha
matriz, por tanto:

yo * %
i1 i1 0
Yi(Yoy; - Ymoi) = Y 0
0 0
0
|7 € L(Y)
0

2. Ahora probemos (yo) + 1,(Y) = (yo) + J*.
Dado que [,,(Y) C J?, entonces (yo) + I,(Y) C (o) + JP.

Ahora proseguiremos por induccién sobre p.
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a) Sip=1, entonces (yo) +J C (yo) + [1(Y), de hecho es igualdad.
Sip=2,sea f=yy; €J* Como

YiYi = YiYj — Yj—1Yi+1 + Yj—1Yit1
Dado

Y; Yi+1
Yji—1 Y

Yj—1 *
0 Yt

YiY; —Yj-1Yi+1 = ’ Y Yi—1Yi+1 = '

y ambos pertenecen a I5(Y'), entonces (yo) + J* C (yo) + L(Y).
b) Supongamos que se cumple para (yo) + JP~1 C (yo) + [,_1(Y).
c) Sea f € (yo) + JP. Sin perder generalidad, supongamos que f =

Yoyt .yl Seal = min{j : i; # 0}, entonces f = yj(y;j_l Ly,
por lo cual, y;»j -t .yl e JP71 entonces por hipGtesis existe una
submatriz de Y de p — 1 x p — 1, digamos Y, de tal forma que el

determinante de Y es y’ oyl A

| Yo

f - ' 0 Y/

e L,(Y).
3. Ademas (yo) N I,(Y) = yoJP' = (yo) N JP.

En efecto: Dado que yoJJP~ C L,(Y) y yoJ?~* C (yo), entonces yoJP~! C
(o) N Lp(Y).

Ademds, como I,(Y) C JP, entonces (yo) N L,(Y) C (yo) N JP.
Ahora si f € (y0) N JP, entonces, sin perder generalidad podemos su-
poner f =y ...y," ", donde ig > 0y 49+ ...+ 4,1 = p. Entonces

f = yog donde g =yt .. yfff_’f € Jrt asi f € yoJJP~L. Por tanto
{yo) N JP C yoJP .

De estas tres observaciones tenemos

(yo) N JP C yoJ? ' C (yo) N L,(Y) C {yo) N JP C yoJ* "

Por tanto tenemos las igualdades deseadas.
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4. Ahora concluiremos que [,,(Y') = JP. Para ello basta probar J? C I,(Y).
Sea f € JP. Si f € (yo) NJP = (yo) N L,(Y) C L,(Y).

Si f ¢ (yo) N J?P, es decir, f ¢ (yo), entonces f & yoJP~' C I,(Y) C J?,

lo cual es una contradiccidn.

Enunciemos el siguiente teorema de Huneke (ver teorema (1,1),[20]).

Teorema 7. Sea R un dominio Cohen-Macaulay y sea M un R—mddulo que
tiene una resolucion libre finita

0= R S R — M — 0, donde C = (c;).

Entonces el algebra simétrica S(M) es un dominio Cohen-Macaulay si, y sélo
si, grade(I;(C)) > r+2 —t para 1 <t < r, donde grade(I;(C)) (también
llamado profundidad depth) denota la longitud de una R—secuencia mdaximal
en I,(C).

Sea N el W —mddulo obtenido de la siguente sucesion exacta corta:

0=WPLW" 5 N =0

. / . k e — s -
Entonces su algebra simétrica S(N) ~ *zo: < onL ’Zim d
ZQ5ees zZp_1

el teorema 7, S(IN) es dominio Cohen-Macaulay si, y sélo si, grade(I;(Y)) >
p+2—tparal <t <p.

, por tanto, por

Dado que 1,(Y) = (Yo, - - - s Ym-1)* ¥ 1,(Y) C [;(Y"), para todo t € [p], en-

tonces por Yo, . .., Ym—1 €s una W-secuencia maximal en [,(Y"), por lo tanto
grade(l(Y)) = m, perom > p+12>p+2—t, para 1 <t < p. Enton-
ces S(INV) es dominio Cohen-Macaulay, asi (2o, ..., 21, Az, ..., A, ) es un
ideal primo. O

La siguiente proposicién es un resultado muy tutil, pues muestra que el
ideal (Yo, ., Ym—1,Ayos -, Ay 1, 1(X)) es un ideal primo de J4, para los
dos casos que estamos considerando, es decir, cuando p < m. Sin embargo,
la prueba requiere de teoria mucho més avanzada por lo que solo daremos

un bosquejo de ella.

Proposicién 6. Sea A una forma trilineal diagonal no degenerada en for-

ma acotada. Entonces (Yo, .. ., Ym—1, Aygs - - -, Ayp_1s Lp(X)) es un ideal primo

perfecto, por tanto un ideal primo minimal de J 4.
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Demostracion. Bosquejemos la demostracion de este resultado. Sea X la ma-
triz de p x m de las segundas derivadas de la forma trilineal A, observemos
que [,(X) es un ideal perfecto.

En efecto: Bruns y Vetter (ver[6]), demuestran que para una matriz X de p x
m con p < m con entradas en un anillo R = Kz, ..., z,—1], si grade(1,(X)) =
m —p+ 1, entonces [,(X) es perfecto (ver teorema (2.7), [6]).

También demuestran que siempre se tiene ht(1,(X)) < m —p+ 1 (ver teo-
rema (2.11),[6]). Como un campo satisface la definicién de un anillo Cohen-
Macaulay si, y s6lo si K|[x] es Cohen-Macaulay, entonces por induccién R es
Cohen-Macaulay. Por tanto es suficiente probar que ht(,(X)) > m —p+ 1.
Sean R = K|xg,...,xn—1] y R’ = K[zp—1, ..., Ty_1], consideremos el homo-
morfismo ¢ de R a R/, el cual envia z; a x;, parap—1 < i1 <m—1y 0
en otro caso, entonces por parte de la demostraciéon de la proposicién (5),
ht(p(1,(X))) = m —p+ 1, asi dim(R'/¢(1,(X))) = 0, luego por el teorema
de la dimension,

ht(1,(X)) = dimR —dimR/(1,(X))
= n—dimR/I,(X)

dado que el kernel de ¢ es generado por n — (m — p+ 1) elementos, entonces

dim(R/1,(X)) = dim(R'/¢(I,(X))) +n—(m—p+1)
ht(Ip(X)) = n— (dim(R'/¢(I,(X))) +n— (m—p+1))

= n—(n—(m-p+1)=m-p+1.

Por tanto I,(X) es perfecto.

Ahora, sea Z = (2, ..., 2,-1), que se puede interpretar como una matriz de
1 x p. Dado que I, (ZX) = (A,,,...,A,, ,) entonces ocupando un resultado
del trabajo de Boffi, Bruns y Guerrieri (ver proposicién (1.10),[3]) se verifica
que el ideal I1(ZX) + I,(X) es perfecto, por lo tanto, es suficiente probar
que [1(ZX)+ I,(X) es primo.

Para ello se demuestra que zy es un elemento regular médulo 1,(X)+1;(ZX),
es decir, no es un divisor de cero y por lo tanto tendra sentido tomar al
conjunto de sus potencias como un conjunto multiplicativamente cerrado. Es
necesario probar que ht(I;(ZX) + I,(X) + z) > m + 1, esto se demuestra
por induccion sobre p > 2.

Cuando p = 2, dado que A es una forma acotada, tenemos que n = m+p—1,

asin=m+1y

a1011 .- - Ayym—11Tm

X — ( QpooLo .-+ Am—1m—-10Tm—-1 )
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Por tanto I;(ZX) + 1,(X) + (20) = (a101121, - - -, Gmm—11Tm 21, 12(X), 20).
Sea () un primo minimal de (a1012121, - - -, Gm—11Tm =1, 12(X), 20). Si 21 ¢ @,
entonces (xy,...,Tm, [o(X), z0) C Qy ht(Q) > m+ 1.

Si z1 € Q, entonces (zg, 21, [2(X)) C @, por lo demostrado al comienzo de
esta demostracion, tenemos ht(Iy(X)) = m —2+1 =m — 1, asi ht(Q) >
m—14+2=m+ 1.

Ahora supongamos que la declaraciéon se cumple para p’ < p, con p > 2.
Sean X la submatriz (p — 1) x m de X al quitar la primera fila y 7 =
(21, -y Zp_1)- o
Observemos que [1(ZX) + 1,(X) + (20) = [1(ZX) + L,(X) + (20), pues los
elementos de I1(ZX) que faltan en I;(ZX) pertenecen a (z), luego sea Q
un primo minimal sobre I;(ZX) + 1,(X) + ().

Dado que ZI, 1(X) C I;(ZX) C @, por la prueba de la proposicién 4.

Si Z C Q, entonces Z+1,(X) C Q, asf ht(Q) > p—1+1+m—p+1 =m+1.
Si I, 1(X) C Q, entonces I, 1(X) + (ZX) + (2) C Q y por hipétesis de
induccién ht(Q) > m+1. Con esto se concluye que zy es un elemento regular
médulo [;(ZX) + L,(X).

Para probar que I1(ZX)+ I,(X) es primo, observemos que cuando 7' = {z{ :
t > 0} un conjunto multiplicativamente cerrado entonces T ([,(ZX) +
(X)) = T7Y(I1(ZX)) es primo, pues [(ZX) = (A,,,..., A, ,) es primo
como podemos ver en la demostracién de la proposicién (5). O

Teorema 8. Sea A =) a;j,x;y;2; una forma trilineal diagonal no degene-
rada en forma acotada. Si p < m, entonces los primo minimales de J, son

<Zo, .. '7Zp—17Azoa .. .,Ap_1> Yy <y0, c. ,ym_l,Ayo, .. ‘7Aym717 Ip(X)>

Demostracion. Por la proposicion 4, un ideal primo en J4 contiene a

<Z07"'7Zp717Az07--' A >

y zp g
0a (Yo, s Ym1, Ayg, - - s Ay, 1, I(X)), entonces por la proposicién 5 tene-
mos que (2o, ..., 2zp—1, Az, ..., A;,_,) es un primo minimal de Jy, y por la
proposicién 6 tenemos que (Yo, - - -, Ym—1, Aygs - - - Ay, 1, L,(X)) tambien es
primo minimal de Jy4. U

Teorema 9. Sea A = Y a;j,x;y;2, una forma trilineal diagonal no dege-
nerada en forma acotada. St p = m entonces los primos minimales de Ja
son

Pl = <y07 - '7ymfl7Ayo7‘ c aAym—nIp(X))
P2 - <ZO7"'7Zp717AZO7"'7A

Py = (Yo, s Ym—1,20, - -+ > Zp—1)
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Demostracion. Por la proposicién 6; P; es un primo minimal de Jy4. Por la
proposicion 4, P, es primo minimal de Jy.

Si ) es un ideal primo de J, distinto de P, y de P,, entonces por la
proposicién 4 debe contener a (z, . .., 2,1, Az, ..., A, ;) y dado que m = p,
también debe contener a (yo, ..., Ym—1, Ayy, - - -, Ay, ), Dor lo tanto contiene
a (20, -+ 2p—1,Y0, - - -, Ym—1) ¥ como este ideal es primo y esta contenido en

J4, entonces por minimalidad de @), tenemos ) = Ps. O

Lema 7. Sea A =) a;j,x;y;2, una forma trilineal diagonal no degenerada
en forma acotada. Entonces yé‘“zk € Jy para toda 0 < k <p—1.

Demostracion. Por induccidén sobre k.

1. Sik =0, A = agooToYo20+a100T1Y0 20+ - -FAn—100Tn—1Y0Z0+0010T0Y1 20+
oo+ Aom—_10T0Ym-_120, POr tanto g—i = a100Y020 € Ja, ademds como
a0 # 0, entonces yittz, = yozo € Ja.

2. Sea k > 0, y supongamos que yé“’lzh € Jyparatoda 0 < h <k—1.

k

k
k _ .k _ k
Como yoAxk = yO(Z &k,kfl,lykflzl) = Z ke lo—1,1Yk—1Y5 21 € JA.
1=0 =0

k k—1
‘ ko _ k k41
Ademads E :@k,kfl,lykflyo 2= E , Ak k—1,Yk—1Y0 21+ akokYo | 2k, lo cual por
1=0 1=0

hipodtesis de induccion, el primer sumando pertenece a Jy, asi como en
el caso k = 0, concluimos que yé‘“zk € Ja.

O

Teorema 10. Sea A = ) a;;,x;y;2, una forma trilineal diagonal no dege-
nerada en forma acotada. El ideal (To, ..., Tn_1,Y0, - Ym—1,20; - - - Zp—1) €S
un primo asociado de J4.

) —1_m— ~1 _m— .
Demostracion. Sean p = y§ 2"y u' = 32 20!, Bruns y Guerrieri en

p
[5] demuestran tres cosas;
1. py p' no pertenecen a Jx = (Azy,s .-y As, 1)

2. existe a € K, a # 0, tal que = ap/(modJx), y

3. yjp, zpp € Jx para toda j, k.
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1 m—
Sean yb 2™ ?

1 ij € Jyapara 0 <j <m — 1. Entonces

p—1
p—1_m—2 o p—1_m—2
Yo *p-1 AYj = Y Ap- <§ aj+kjk$j+k2k>

k=0
p—1
_ p—1 m—2 ) ) p—1_m—1
= § :aj+kjkxj+kyo ZeZp—1" T Qjtp-1jp-1Tj4p-1Y0  Zp-1 -
k=0
= 1 2
p— m— . .
Por el lema 7, tenemos que > a;kx® kYo 2kz, 1 € Ja. Esto implica que
k=0

p—1 _m—1 . e o p—1_m—1
Aj+p—1jp—1Tj+p—1Y0  Zp—1 € ']Aa €s decn", Sl1=])+p— 17 KT = TilYy  Zp—1 S

Ja, parap—1<i<n-—1.
Al considerar el automorfismo de S:

T: § — S
Ti = Tp_1—
Yi 7 Ym-1-j
2 P Zp1-k

se tiene que p'z; € Jy, para 0 < i < m — 1. Dado que existe a € K, a ¢ 0
tal que p — ap’ € Jx, tenemos ux; € J4 para toda i.

Ademas por el nimero 3 anterior, tenemos y;u,zxp0 € Jx C J4 para toda j y
k. Por tanto, el ideal homogéneo maximal es un primo asociado de Jy. O



Capitulo 3
ALGORITMOS

3.1. Bases de Grobner.

Las bases de Grébner nos permite resolver problemas de ideales polino-
miales en un algoritmo o una manera computacional.

Sea > Carag..an®]t ... 20 un polinomio en Kzy,...,x,]. Un orden mo-

nomial > sobre K[xq, ..., x,], es un orden total sobre los monomio y satisface:

1. ¢ > 2P entonces z%x" > Pz

2. Un conjunto de monomios {},ezz , tiene un elemento minimal. Es de-
cir, cualquier sucesién decreciente de monomios z0) > 2?2 > 226 >
... eventualmente termina.

Algunos ejemplo de orden monomial son los siguientes: sean a = (v, . . ., @)
y B=(Pr,-..,5B) € ZL,.
1. orden lexicogrdfico 1p se define como: % >, 2” si, y sélo si la primer
entrada no cero de av — [ es positiva.
2. orden lexicogrdfico graduado Dp, definido como: % >p, 27 si y sélo si
deg(x®) > deg(2”) o deg(x®) = deg(x®) y x® >, 2°.

3. orden lexicogrdfico graduado inverso dp, y decimos z >4, 27 si y sélo
si deg(x®) > deg(2”) o deg(z®) = deg(2”) y la ultima entrada no cero
de o — 3 es negativa.

Fijando un orden monomial en K|xy,...,z,]| y considerando un polino-
mio no cero f =) cox® € K[x1,...,x,], se define lo siguiente:

43
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Definicién 19. El multigrado de f esta definido por
multideg(f) = maz{a € ZZ, : co # 0}.

El coeficiente principal de f es LO(f) = Cmuitideg(s) € K.
El monomio principal de f, LM(f) = a™"3($) con coeficiente 1.
El término principal de f es LT(f) = LC(f) - LM(f).

Un ideal monomial J € Klxy,...,x,| es un ideal generado por un con-
junto de monomios {z%},ca.

Definicién 20. Sea I C Klxy,...,x,] un ideal distinto del {0}.

1. LT(I) es el conjunto de términos principales de elementos de I. Es

decir, LT(I) = {cx®: 3f € I con LT(f) = cx“}.

2. (LT(I)) es el ideal generado por los elementos de LT(I). Por conven-
cion LT((0)) = (0).

3. Sea f € Klxy,...,x,|, se dice que [ es reducible mddulo I si, f # 0y
LT(f) e (LT(I)). En otro caso, se dice que f es reducido modulo I.

Definicién 21. Fijemos un orden monomial. Un subconjunto finito G =
{g1,...,9s} de un ideal I se dice ser un base de Grobner (o base estan-
dar) si (LT(q1),...,LT(q;)) = (LT(I)), es decir, si cada elemento no cero
de I es reducible modulo G.

3.1.1. Propiedades de las bases de Grobner:

Teorema 11. Teorema de existencia Sea > un orden monomial, e I # 0
un ideal en K(xy,...,x,]. Entonces I admite una base de Grébner finita
(para el orden > ).

Demostracion. Por el teorema de Dickson se tiene que un ideal monomial
tiene una base finita, entonces, dado que (LT (I)) es un ideal mononial, exis-
ten gi,...9, € I, tal que (LT (g1),...,LT(g,)) = (LT(I)).

Por demostrar que I = (g1, ..., g,).

Obviamente (gi,...,g,) C I, por tanto sea f € I, entonces por el algoritmo
de division, existen ay,...,a,,s € K[zy,...,x,] tal que

f=ag1+...+a,9.-+s
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donde cada término de s no es divisible por LT(gy), ..., LT (g,).

Como s = f —a1g1 — ... — a,g, € I, entonces supongamos que s # 0,
por lo tanto LT(s) € (LT(I)), por lo cual es divisible por algin LT(g;)
contradiciendo la definicion de residuo.

Asi s =0y por lo tanto f € (gy,...,g,) Por tanto G es una base para I [

Para calcular bases de Grobner, primero necesitamos sabes cuando un
conjunto de polinomios no cumple las condiciones para ser una base de

Gobner.

Definicién 22. Sea f,g € Klxy,...,x,| polinomios no cero.

i) Si multideg(f) = « y multideg(g) = B, entonces sea v = (Y1,--,%n),
donde v; = max(«y, 5;) para cada i. Llamamos a x7 el minimo comin
maltiplo de LM (f) y LM (g), escribimos ¥ = LCM(LM(f), LM (g)).

ii) El S-polinomial de f y g es la combinacion
SU9) = f — g 9

Corolario 4. Sean G = {g1,...,9s} una base de Gréobner de un ideal I C
Klzy, ...,z y f € Klxy,...,2,]. Entonces f € I si, y sdlo si el residuo de
dividir a f por G es cero.

Demostracion. =] Por la unicidad del residuo r en el algoritmo de divisién,
tenemos que f = f + 0, por tanto r = 0.
<| Sir =0, entonces f =ajg; + ... +asgs € G C I. O

Notacién: Se denota por fF, el residuo en la division de f por la s—eneada
ordenada F' = (f1,..., fs).

Teorema 12. FEl criterio de Buchberger
Fijando un orden monomial, y polinomios gi,...,qs € Klzy,...,x,]. Las
siguientes declaraciones son equivalentes:

1. G={g1,...,9:} es una base de Grobner para I = (g1,...,3s)-
2. para todo pari # j, el residuo en la division de S(g;, g;) por G es cero.

Demostracion. =| Como S(g;,9;) € G C I Vi # j, por el corolario 4,

-G . .
S(gi,9;) =0Vi#j.
< | Sea f € I, entonces

fo= thgk (3.1)
h—1
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Definase m; = multideg(h;g;), v sea 06 = max(m;). Por propiedades del
multigrado obtenemos

multideg(f) < 0. (3.2)

Después, considerando todas las posibles formas de expresar a f como en
(3.1), posiblemente se obtenga una ¢ diferente. Asi, se puede considerar a &
minimal. Con ella se probara que se da la igualdad en (3.2).

Supongamos que multideg(f) < 0. Separando los términos de multigrado §
en f, se puede escribir como sigue:

/= Z hig; + Z hig

m(i)=6 m(i)<é
= Y LT(hi)gi+ Y (hi— LT(h))gi+ Y higi.  (3.3)
m(i)=4 m(i)=0 m(i)<d

Dado que los monomios de la segunda y tercera suma son de multigrado me-
nor a d, y por suposicion f también, entonces el primer sumando debe tener
multigrado menor a d.

Sea LT(h;) = c;z®". Entonces Y. LT (h;)g; Z cix®Wg;, sea fi =
xa(i)gz‘

Por tanto, ) ¢;f; es una combinacion lineal de los S—polinomios S(f;, f;),

m(i)=6
para esta declaracién, ver [8].

. e 7 . 565 i CC5 .
Por definicién S(z%®g;, xa(ﬂ)gj) = I 22 g; + =0 LT(g;) 'xa(j)gj =

279 5(g;,9;) donde 27 = LCM (LM (g;), LM (g;)).

Entonces

Z LT(h = chka:‘;*mS(gj,gk). (3.4)
m(i)=
Ademas, por hipétesis S(g;, gk)G = 0 para todo par j, k distintos, esto signi-
fica S(gj, gr) = Z ajrgr, donde agj, € Ky, ..., x,] y que multideg(ajugr) <
multideg(S(g;, gk)) Vi, kL.
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S
Ahora 227+ S(g;, gi) = > 2k ayg;, por tanto
=1

multideg(z° "% ajg)) < multideg(x®°~ %S (g;, gr)) < 6.

Sustituyendo en la ecuacién (3.4),

> LT(h)g = > cua’ " S(gj,90) (3.5)
m(i)=4

= Y o2 amng)

m(i)=6 =1
- Z higi
l

y cumple que multideg(h;g;) < 0. Ahora sustituyendo esta tltima ecuacién
en (3.3) obtenemos

o= hg+ Y (h—LT(h)gi+ Y higi
l ,

m(i)=6 m(i)<d

es decir, una expresiéon de f como combinacién de los gis y donde cada
término tiene multigrado menor a ¢, lo cual es una contradicién pues ¢ era
minimo.

Por tanto multideg(f) = §, asi tenemos LT (h;g;) divide a LT(f), para algin
i, entonces LT(f) € (LT(¢1),...,LT(gs)), por lo que concluimos que G es
una base de Grobner para [. O

Observemos que este criterio sélo nos garantiza la existencia de una base
de Grobner para cualquier ideal diferente del ideal cero, sin embargo una
manera constructiva de obtenerla, es por el siguiente algoritmo dado por
Buchberger.

Teorema 13. Algoritmo de Buchberger Sea I = (fy,..., fs) # {0} esun
tdeal polinomial. Entonces una base de Grobner para I puede ser construido
en un numero finito de pasos por el siguiente algoritmo:
Input: F = (f1,...,fs)
Output: a Grobner basis G = (g1,...,q:) para I, con F C G
G:=F
REPEAT
G =G
FOR each pair {p,q},p # q in G' DO
S:=S0pa)
IFS #0 THEN G := GJ{S}
UNTIL G =G’
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Demostracion. G es base por que contiene la base F' de I. Para cada par
p,q € G distintos, como G C I, y los residuos se obtienen de la division entre
los elementos de G’ C I, entoces S € I, por lo tanto G se mantiene en [
en cada etapa del algoritmo, es decir, que aun al anadir a G el residuo S,
tenemos G U {S} C I.

/

El algoritmo termina cuando G’ = G, lo que significa que S(p,q) = 0
Vp,q € G y por tanto por el criterio de Buchberger, G es una base de Grobner
para I = (G).

Ahora, observemos que el algoritmo termina. Dado que G consiste de
G’ junto con un residuo no cero de un S—polinomios de elementos en G’,
entonces G’ C Gy asi

(LT(G)) < (LT(@)) (3.6)

Ahora, si G # G, entonces (3.6) es una contencién propia, en efecto: sea
r un residuo de un S—polinomio en G’, y supongamos que este es unido a
G, por definicién de residuo LT(r) no es divisible por los terminos princi-
pales de los elementos de G’ y por tanto LT (r) ¢ (LT(G')), sin embargo
LT(r) € (LT(Q)).

Al aplicar el algoritmo iteradas veces, por (3.6), se obtiene una cadena
ascendente de ideales (LT(G")) en Klzy,...,x,), la cual se estabiliza por
que Klzy,...,x,] es Noetheriano, asi (LT(G")) = (LT(G)), implicando que
G = G’ y por tanto el algoritmo términa en un ntmero finito de pasos. [

Veamos un ejemplo de este algoritmo.

Ejemplo 5. Sea I(Y) = (f1, f2) C Klx1,x0,23], donde fi = x9 — 2] y

f2:$3—$?.

Utilizando el orden dp. Tenemos LT(f,) = a3 y LT(fy) = 3.

Consideremos a G = { f1, f2}.

3 3
x x
Por lo tanto S(f1, f2) = —;fl—ac—:l,)fg =x1f1 — fo =119 — 23 — a3+ 13 =
1 1
T1T9 — I3.

Observemos que LT(x1x9 — x3) = x129 y que LT(f;) 1 LT(f3) para
i=1,2.

Entonces sean f3 = x,x0 — 23 y G = {f1, fo, f3}-
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Nuevamente S(fi, f3) = f1 o fs = x2f1 —x1f3 = 952$% - 953
3Ty + 3T = X371 — T3,
Sea fy = x311 — 3.
ZE T2 I’ )
Por lo cual S(fs, f3) = ! f2 ! f3 —$2f2—$1f3 —952$:1"—952953—

T}z + 2iwy = 2iT3 — Towz = $3f1
—C
ASZ S(fg, fg) = O

Como LT(fy) = 23, y LT(f;) { LT(fs) para i = 1,2,3 entonces conside-
remos G = { f1, f2, f3, fa}-

.2 20 _ .3 2.9 _3 2.9
f Ty fi—2if1 = xy—xirs —Tir3+I105 =

ASZ/S(fbfZL) f1

x% - x?xzs = 1123f1 — $2f4

2

Por lo cual S(f1, f4) =

3

32 32
S(fa, fa) = ! 2f2 . 2f4 =a3fo—alfs = 953553—90335?—37411553—95?%% =
T3y — rirs = xg(azg + xl)fl, entonces S(fa, f1) = 0.
[L’l.fE .fEl.CE
S(f3, fa) = 2f3— 2f4—$2f3—$1f4—$2$3—$1$% rirs+axs =

2
2
Toky — XT3 = 953f1-

Por lo cual S(fs, f4)G =0

Asi G ={f1, [, [3, [} es una base de Grébner para I(Y'), pero observe-
mos que LT(f1) | LT(f2), por lo que podemos reducir la base a { f1, f3, fa}

Como podemos darnos cuenta en el ejemplo anterior, se puede reducir
aun mas las bases de Grobner, por lo cual se tiene la siguiente definiciéon:

Definicién 23. Una base de Grobner minimal para un ideal polinomial
I es una base de Grobner G para I tal que:

i) LC(p)=1Vpe G
ii) Vp € G, LT(p) & (LT(G — {p}))-
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FEs decir, cualquier p elemento no cero en G es reducido mddulo G — {p}.

También observemos, si f € G es reducible médulo G — {f}, es decir,
LT(f) € (LT(G — {f})) entonces (LT(G)) C (LT(G —{f})), y dado que
(LT(G—{f})) C (LT(G)), entonces G es base de grobner si, y sélosi G—{f}
lo es. Con esto tenemos que de cualquier base de Grobner se puede obtener
una minimal, con el simple hecho de quitar los elementos que son reducibles
sobre otros.

3.2. Sistema de algebra computacional: Sin-
gular

Singular es un programa de software libre, es un sistema de algebra
computacional para calculos polinémicos especialmente del algebra conmu-
tativa, geometria algebraica y la teoria de singularidades.

Tiene implementado varios algoritmos para calcular bases de Groebner,
entre ellos incluye el algoritmo de Buchberger y el algoritmo de Mora como
casos especiales, fue desarrollada en 1984, el programa esta dirigido y coor-
dinado por Wolfram Decker, Gert-Martin Greuel, Gerhard Pfister y Hans
Schonemann.

Para comenzar trabajar con Singular, y salvo las operaciones triviales, se
requiere con anterioridad la definicion de un anillo dado que trabajamos con
modulo, matrices e ideal polinomiales.

Estos anillos pueden ser del tipo:

1. Anillos polinomiales sobre un campo.
2. Una localizacion de un anillo polinomial.
3. El anillo cociente por el ideal de un anillo de las dos formas anteriores.

4. El producto tensorial de anillos de la forma 1 o 2 de esta lista.

Excepto por los anillos cocientes, todos los anillos pueden determinarse
por el campo, sus variables y el orden de sus variables, por tanto los anillos
definidos en Singular, constan de tres partes, los cuales son: la caracteristica
del campo, el nombre de las variables en el anillo, y el orden monomial.
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Por ejemplo, podemos escribir:

ring AZO, (Xa}’7z) alp;

donde A denota el nombre del anillo que se esta definiendo, 0 nos dice que
la caracteristica del campo es 0, x,y, z son las variables y Ip nos dice que
estamos trabajando con el orden lexicografico.

Es importante que al final de cada declaracion definida se use el punto y
coma.

Entre muchos comandos que existe en Singular, los que frecuentemente
usaremos son los siguientes:

1. poly nombre= expresién. Para definir a un polinomio.

2. ideal nombre= generadores . Define un ideal. Es seguido de sus
generadores por comas.

3. intmat o matrix nombre][filas][columnas]=lista de entradas de
la matriz, fila por fila de izquierda a derecha. El primer comando
define a una matriz de coeficientes enteros y el segundo define una
matriz con expresiones polinomiales.

4. jacob, es el comando para calcular el ideal jacobiano.

5. minor(M,h), donde M es una matriz y h un entero, asi este comando
nos calcula el los menores de tamano h de la matriz M.

6. Para calcular la base de Grobner, se utiliza el comando groebner, con
el orden Ilp, ya que Singular implemento el algoritmo de Buchberger a
través del comando std que se refiere a la base estandar.

7. El comando plot();, que se encarga de la curvas planas y las superficies.

8. Hay dos comandos para calcular la descomposiciéon primaria, ambos
envian una lista de dos ideales donde el primer ideal de la lista corres-
ponde al ideal primario y el segundo corresponde al ideal primo:

a) primdecGTZ; basado en Gianni-Trager-Zacharias, escrito por
Gerhard Pfister, y

b) primdecSY; basado en Shimoyama-Yokoyama, escrito por Hans
Schoenemann.
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9. minAss, se utiliza para calcular los primos minimales en una descom-
posicién primaria.
10. quotient(I,J). Calcula el ideal cociente (I : J) de los ideales I, J.
11. spoly(,);, es usado para calcular el S—polinomio.

12. NF(f,H); calcula la forma normal de f con respecto a H, es decir,
calcula el residuo de dividir f con respecto a H.

Observemos que en caso de los monomios, el grado se indica del lado de-
recho de la indeterminada si no se quiere usar "y del lado izquierdo indica el
coeficiente, por ejemplo, 4xd = 42°.

También se utiliza los valores booleanos, donde 1 representa el valor ver-
dadero y 0 es valor falso.

Para realizar las diferentes operaciones elementales de en matrices, poli-
nomios, etc, se usan diversas librerias, por ejemplo (para nuestros fines) por
mencionar algunas:

libreria propésito
surf.lib Se usa para graficar.
matrix.lib | Realiza las operaciones para matrices.
primdec.lib | Calcula la descomposicién primaria.
latex.lib Visualiza los calculos en latex.
teachstd.lib | Es usada para los procedimientos en la base estandar.
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3.3. Ejemplos

En esta seccién como su nombre lo indica daremos un par de ejemplos de
ideales cuya estructura fue estudiada en el capitulo 2, calculando su descom-
posicion primaria y asi mismo en los casos en donde es visiblemente posible
presentaremos las variedades correspondientes de dichos ideales.

Todos los ejemplos que consideremos son calculados por medio de Sin-
gular. Vamos a utilizar el orden monomial dp, y trabajaremos sobre en un
anillo de caracteristica 0.

Ejemplo 6. Consideremos al ideal

—y?2? — zyat + 22,
B —zyat — 2%t? + at?,
I= < a2 — S oy + RS — g, ) C Klz,y,z,1]
—y223 4y oy -yt

Al calcular la descomposicion primaria de I con el uso de Singular, obtene-
mos la siguente lista de ideales que como comentamos anteriormente, esta
lista mos arroja dos clases de ideales los cuales modificamos un poco en su
notacion.
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)= =zt
2] = 2t? 2l=z+y—1
3] = 2%
4] =23
5] = yat + xt* — t2
_[6] = y2? + wat — 22
b
1] =t N)=z—t
==z 2 =z+y—1
[4] :
[4 :
1] =t 1] =1
o=y 1 )=y
P4 .
1] =t 1=t
o=y 1 2=y
[6] -
]6 .
1] ==z 1] = 22
2] =2—1 2] ==
Py -
1] =z 1] ==z
2 —a—1 2=
8] :
Iy -
1 =y-1 =y
2] ==z 2l=z-1
Pg .
1 —y—1 =y
2] ==z 2l=z-1



3.3. EJEMPLOS 25

Esto significa que I = I N 1o N ...N Iy, donde I}, es I,—primario para
k=2,3,5,7,89 ¢l es P,—primario para k = 1,4,6.

Ademds el conjunto de primos minimales de I es minAss(I) ={Py,..., Py},
por tanto, es una descomposicion minimal.

Ejemplo 7. Al calcular el ideal jacobiano de I, este viene dado por:

Jr = (—yzt, —2yz? — zat + 22, —2y%2 — zyt + 2yz, —xyz, —yzt — 2xt? +
2, —xzt, —xyt, —axyz — 20%t + 2xt, —y* 23 +y23, —2xy23 — 3?23 + w2’ +4y2d —
23, —=3ay?2? — 3y32% + 3wy2® + 6227 — 3y2?, —2uy23 + 2yt + 23 — 2%, —3y?2P +
2yzt + 3yz? — 2yzt, y?2* — y2?)

Entonces, como en el caso anterior, obtenemos que una descomposicion
primaria de Jr es:

J[:J1ﬂ...mJ6,

,z) es Jy—primario,
22, y) es (t, z,y)—primario,

Ademds observemos que Jy, es un subconjunto de rad(.J;), parai =1,...,6,
ast la descomposicion primaria de Jr no es minimal, es decir, tiene compo-
nentes encajadas.

Ejemplo 8. Consideremos el ideal I = (z* xy) C K|x,y].

Calculando un descomposicion primaria para I, tenemos

I = (z)N(y,a*),

donde () es {(x)—primario y (y,z*) es (x,y)—primario.
Obsevemos que esta descomposicion no es minimal.

Ejemplo 9. Un ejemplo de un ideal con descomposicion primaria minimal
y el cual podemos visualizar su variedad que define estd dada por el siguiente
ideal. Sea G = (—xyz — 2 + ), nuevamente, obtenemos:

G={(yz+z—1)N{x)
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siendo (yz + x — 1) y (x) ideales (yz + x — 1)—primario y (xr)—primario
respectivamente. Aunque en este caso también es muy facil de calcularla sin
Singular.

La figura 3.1 nos muestra las dos componentes irreducibles de Z(G):

Figura 3.1: Z(—xzyz — 2 + 1)

Ademas Jo = (—yz — 2z + 1, —xz, —xy) tiene una descomposicion pri-
manria : 1 ] ] ]
Jo = -1,= — =N — - =
¢=(yz—1loyzta—)N(zy jyz+z—7)

donde ambos ideales son primos y ninguno esta contenido en el otro, es decir,

la descomposicion de Jg es minimal. La variedad definida por este ideal la
podemos visualizar en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Z(—yz — 2z + 1, —xz, —xy)

Ejemplo 10. Sea I = (2*y> — 23yz,y*2 — x2*) C K|z,y,2]. Calculando la
descomposicion primaria obtenemos lo siguiente:

I={y*—xz)N(y,2%) N (2%, 2)

donde (y*> — xz) es un ideal primo, y los ideales (2% y) y (z,2*) son ideales
(z,y)—primario y (z,x)—primario respectivamente.

Ademds observemos que (y? — xz) C (z,y), por tanto, (z,y) es una com-
ponente encajada, y obtenemos:

Z(I)={y* —2z2=0}U{y=0=22}u {2’ =0 =z}

como se muestra en la figura 3.3.
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Figura 3.3: Z(2%y® — 23yz, y?z — x2%)

Ejemplo 11. Ahora consideremos el ideal jacobiano de I = (x*y3—a3yz, y?z—
x2?) del ejercicio anterior, que por medio de Singular obtenemos:

Jr = 2uy® — 32%yz, 30%y* — 22, 2y, —2*, 2yz, y* — 222)

Calculando su descomposicion primaria, Singular nos dice que:

donde el primer ideal es un ideal primo y el sequndo ideal es un ideal
(x,y, z)—primario. Ademds observemos que J; tiene una componente encaja-
da y una componente aislada, pues (z,y) C (z,y,x). Geométricamente estas
corresponden a la siguientes componentes de la figura 3.4 :
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Figura 3.4: Z(2?,yz, —y* + 2zz, 2%y?, 23)

Ejemplo 12. Observemos otro ejemplo. Sea J = (rz — y?, 2% — yz) €
K[z, y, z|, por Singular, una descomposicion primaria de J es:

J = <y,ZL’> N <y5 - 247 _y2 + Tz, 9593 - 237 I2y - 22,1’3 - yZ)
donde ambos ideales son primos y la variedad que define J, corresponde a la
figura 3.5.
Calculando el ideal jacobiano de I, obtenemos;

']I - <Za _23/7 z, 31’2, —Zz, _y>

Pero observemos que J; = (x,y, z), es decir es primo y en este caso la va-
riedad Z(Jy) solo es el origen, por lo cual no se visualizara.

Ejemplo 13. Veamos un ejemplo del ideal Iy(M). Consideremos a la matriz
de Hankel generalizada de la siguiente manera:

Yy
M = z

ISTINSI
- 2w

2w
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T

Figura 3.5: Z(zz — y*,2* — y2)

En este caso s =4 yt = 2.
Singular nos calcula al ideal Iy(M) y obtenemos;

12(M) =

22 +at, 22— 2w, yz-— 2w,

< —2w? + 2t, —zw +yt, —2zw + yt, >
22+ yw, —yz+aw, y?— a2

Calculando su descomposicion primaria, tenemos:

IQ(M) = <ta w, ZZ,yZ, ySa _y2 + [L’Z) N <w37 _2w2 + Zt? 2w, ZZ,Q,ZU)

donde el primer ideal es (t,w, z,y)—primario y el sequndo es (w, z,y, x)—primario,

y ademas es una descomposicion primaria minimal.

Ejemplo 14. Sea M una matriz de Hankel generalizada de la siguiente for-
ma:

Ty T T3 T4
Ty X3 Ty s
I3 2[[’4 51‘5 Te
T4 3rs Tre X7

Por Singular, sabemos que el ideal Iy(M) generado por los menores de 2 X 2
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es:

—71'% + 51’51‘7,
—3x516 + 21477,
—T4%g + T327,
—71'51'6 + x427,
—31'% + x3x7,
—X4T5 + ToT7,
—71‘41‘6 + T3x7,
—31‘41‘5 + ToX7,
—ZEZ + x127,
1522 — 14wy,
5[[‘41’5 - 7[[‘31‘6,
3ryrs — Tr3xs,
x3 — Troxs,
3.(531’5 — 7.(52[[’6,
3Ly — 7[[’11’6,
—21'121 + 31’31‘5,
—T3T4 + 32975,
—ToTy + 37175,
—52% + 1476,
—21'41'5 + 2376,
—T3x5 + Tolg,
—51'41'5 + 237,
—21’?1 + 9%,
—T3%y4 + T1Zg,
Qxi — bxsxs,
3Ly — 5[[’21'5,
2[E3I’4 - 5[[‘21'5,
r3 — 5175,
—12 + 2m91y,
—ToX3 + 20124,
—xi + 2375,
—T3%y4 + Tols,
—ToXy + T1Z5,
T2 — To1y,
T3 — T11y,
—x% + 2123

Una descomposicion primaria de Io(M) es My N My N Ms, donde

2 3 9
My = (7, 26, T5, Ta, 5, Tok3, Ty, —T5 + T123)
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es (7, Tg, Ty, Tq, T3, To)—Primario,
My = (23, —T2g +5 :

2 — <$67 — Ty + L5X7, Lsle, Ly, Lq, X3, T2, I1>
es (T, Ts, Ty, T3, Ta, T1)—PTIMario y
M o 2 2 2 2 2

3= <$7,$6, T5L6; Ly LaLe, T4Ls, Ly, L3T6; L3L5, L3Lg, X3y L2TLe, TaLs, Laly, T2T3, T3, T1)
el cual es (w7, x¢, 5, Ty, T3, Ta, T1)—Primario.
También obtenemos que el conjunto de primos minimales es

<.Z'7, Te, L5, T4, T3, x2>a <x67 X5, Ly, T3, T2, .’171)

Ejemplo 15. Sean m = p = 2,n = 3, y S = Klxo, 21,22, Y0, Y1, 20, 21)-

Consideremos la siguiente forma trilineal diagonal no degenerada de forma
acotada.

A = 2oYo20 + T1Yo21 + T1Y120 + Tay1 2.

Al calcular el ideal jacobiano de A con Singular, obtenemos;
Ja = (Yoz0, Y120 + Yo21, Y121, ToZo + T121, T120 + T221, ToYo + T1Y1, L1Yo + Tay1)
Entonces, obtenemos que Jy = J1 N Jy N J3 N Jy, en donde
Ji = (21, 20, T1Y0 + Tay1, ToYo + T1Y1, TT — ToT2)
Jy = <21720,y1>yo>
J3 = (Y1, Yo, X120 + T221, ToZo + X121, xi — ToT2)

2 2 2 2 2
Jy = <$2, o, 21, Y121, T121, 29, Y120 + Y021, Y020, T120, Y15 T1Y1, Yo, T1Y0, $1>

siendo Jy, Jy y J3 primos y Jy es un ideal (xo, x1, T2, Yo, Y1, 20, 21) — PTIMArio.

Ejemplo 16. Ahora consideremos el caso cuando p < m. Supongamos que
p=2ym = 3, entonces n = 3+ 2 —1 = 4. Asi consideremos S =
K|xo, x1, T2, T3, Yo, Y1, Y2, 20, 21] Y la forma trilineal siguiente:

A = 2oyozo + 3T1Yoz1 + 3x1Y120 + DTy 21 + DTaYazo + Tx3Y221.
Obtenemos su ideal jacobiano:
Ja= <?1020, 3y120 + 3Yo21, dY220 + dY121, TY221, Toyo + 37121,

3x120 + Bxozy, Bxayo + 7321, Toyo + 3T1Y1 + Dxays, 3T1Yo + DTy + Tx3ys)
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con descomposicion primaria
JA - Jl N JQ N J3

donde Jy = (21, Y2, 3x1Yo+5T2y1+7T3Y2, ToYo+321Y1+5T2Ya, Qx%y1—5$ox2y1+
15z120y1 — TT0Z3Yo2)

Jo = (Y2, Y1, Yo, DT220+ 11321, 3T120+5T221, Tozo+3T121, 2505 —21 7123, 1501209 —
Txo3, 973 — HTOT2)

Js = (Y221, Y220+ Y121, Y120+ Yo 21, YoZo, D220+ Tx321, 3120+ 53221, Tozo+
3x121, Y3, Y3, 3T1Yo+DTay1+T23Ya, ToYo+3T1Yo+3L1Yy1+DTays, T3, 27, Y127, Yot 21,
T3Y121, TaY121, T1Y121, ToY121, Y321, T3Yo 21, LaYo21, 252521 —21a 321, 15012021 —
Txow321, 95 21 —DToTa21, 25, 923Y1 —Dx0 Ty + 1521 Tayo—TToT3Y2, Y, 23, 232027,
T32021, ToT12321, TGT321, LDT1T2y1 Y2 —TT0T3Y1Y2, DT2YGY2—TT3Yo1Y2, DT2YGY1+
T23Y3Ya, 25013y — T5T105Y2 + 632303y + 3520 T0T3Y0, DTT1Toy — 1522 0Yys +
TxoT1T3Y0, 1820222 —5IT3, T4, ToTaT32], TYT121, T3YFY1Y2, T2T3YoY1Y25 T3Y0Y1Y2,
TOT2T3Y1Y2, TOT1T3Y1Y2, TGT3Y1Y2, 450705255025y +210071 222 3Y0, TST0T1T5Y2+
632022032 — 3BT LT3y, BTIT1 Y1 +DTTY, TAT1 TS, TaTe 22 TaTay1Ys, ITE02 0310 —
DTTT3Y, 2503 T3Ys — 420211 ToT3Ys, 25T 3T IYs — 14T T3Y0, B3T3, w37 ToT3Y0,

7 6
Ty, LoToT3Y2, >

En donde los dos primeros ideales son primos y el tercero es un ideal
(T, 71, T2, T3, Yo, Y1, Y2, 20, 21) —primario.
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3.3.1. Nota final

En una descomposicion primaria como se menciono en la introduccion ob-
tenemos dos clases de ideales; las componentes primarias y los ideales primos
asociados, y como podemos darnos cuenta tanto en la practica como en la
teoria, si conocemos a las componentes primarias, entonces podemos conocer
a los ideales primos asociados. Sin embargo, aun conociendo a los ideales
primos asociados, no necesariamente se conocen las componentes primarias
como ocurre en el caso del ideal jacobiano de una forma trilineal Jy.

Dado que nuestro objetivo fue estudiar la estructura de la descomposicion
primaria del ideal jacobiano de una forma trilineal diagonal no degenerada
en forma acotada J4, y aunque al final se hizo de una manera general, en la
practica nos centramos en el caso p = 2.

Como podemos ver en los ejemplos 16 y 15, los ideales que corresponden
a los primos asociados encajados en J4 no son muy facil de entende, sobre
todo, por que el nimero de generadores que los define no son muy manejables
a simple vista.

De hecho, conocer la estructura en general de este tipo de ideales hasta
el momento sigue siendo un problema abierto. Sin embargo, Boffi, Bruns y
Guerrieri dan una conjetura para este tipo de ideales (ver [3]). Ellos por
medio de un extenso experimento computacional basado en un sistema para
calculos en geometria algebraica y algebra computacional llamado Macaulay
conjeturaron que estos ideales son de la siguiente formas:

<y0>yh s Ym—1,205 - - -5 Zp—1, [t(X»

donde 1 <t < p—1y X es la matriz de las segundas derivadas con
respecto a los y;’s y a los z;’s dada en la proposicién (4).

Por tanto, como podemos ver, esto no es tan ovbio, sin embargo, se han
trabajado casos muy particulares como es el caso de p = 3y m > 3, en
donde Guerrieri y Swanson (ver [17]), llegan a una confirmacién paricial de
tal conjetura, pero aun sigue siendo un problema muy interesante de resolver
y que podria llegar a ser tratado mas adelante.
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