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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se realizara una introduccion a la Lattice Field
Theory (Teoria de Campos en la Red) y se hard una pequena aplicacién de
esta teoria en un acoplamiento pseudo-escalar del tipo Yukawa. El trabajo se
divide en cuatro capitulos. En el primero daremos los motivos de porque usar
Lattice y para que nos es 1til la teoria de perturbaciones en la red, ademas de
un pequeno resumen de los antecendes de la Teoria de Campos hasta llegar
al Modelo FEstandar. En el segundo capitulo se dara una breve descripcion de
lo que son las integrales de camino en la Mecénica Cudantica, y usaremos su
facilidad para usar teoria de perturbaciones para un potencial arbitrario con
este método, asi como la obtencién de la funcién de Green de n-puntos. En
el tercer capitulo comenzaremos discretizando el campo escalar y estudiar
ligeramente sus propiedades, posteriormente comenzaremos a discretizar el
campo de Dirac de una manera aparentemente natural para encontrarnos con
el problema del doblamiento fermiénico, proponiendo el método de fermiones
de Wilson como una posible solucién. En el cuarto capitulo usaremos las
herramientas de los capitulos 2 y 3 para poder determinar la funcién de
Green de tres puntos a tercer orden en un acoplamiento del tipo Yukawa
para poder determinar asi la intensidad del acoplamiento de Yukawa tanto a
altas como a bajas energias.

1.1. ;Por qué Lattice?

Porque es un tema interesante de actualidad en la fisica de particulas
relacionada con el estudio y empleo de técnicas no perturbativas para célcu-



los de propiedades fisicas de particulas elementales que permite avanzar en
la comprensién de procesos fisicos de diferentes escenarios, donde el régimen
perturbativo no funciona [1]. Por ejemplo, el cdlculo del diagrama de Feyn-
man de interaccién quark-quark en Cromodindmica Cuéntica (QCD por sus
siglas en inglés) a energias y momentos pequenos menores o del orden de 1
GeV debe ser tratado no perturbativamente., debido a que el correspondi-
ente acoplamiento es suficientemente grande como para llevar a cabo célculos
perturbativos.

En una teoria de campos en la red, los campos cuanticos son estudiados
y calculados usando una version discretizada del espacio-tiempo. El espaci-
amiento de la red es a, la distancia entre los primeros vecinos, la cual induce
un corte en el momento del orden 1/a’.

Una red en el espacio-tiempo puede ser vista como una regularizacién que
es no perturbativa, esto quiere decir que no esta ligada a ningin método de
aproximaciéon, ademas de que permite realizar calculos a partir de primeros
principios con varios métodos numéricos y analiticos sin la necesidad de intro-
ducir modelos o parametros adicionales, y sin necesidad de aproximaciones
como en teoria de perturbaciones.

En la discretizacion del espacio-tiempo continuo uno tiene que dar por
vélida la invariancia de Lorentz (y en general la invariancia de Poincaré), pero
las simetrias internas pueden no preservarse. En particular, la invariancia de
norma puede preservarse como una simetria de la red para cualquier valor
finito de la separacién de ésta, y esto hace posible definir QCD —y dar una
explicacién cualitativa a el atin no resuelto problema de confinamiento de
quarks— asi como las teorias de simetria chiral y la teoria electrodébil.

1.1.1. Teoria de Perturbaciones en la red

Anteriormente mencionamos que la “Teoria de Redes”(Lattice Theory)
es util para trabajar en un régimen no perturbativo, por lo que incluir la
palabra perturbacion en el contexto de Lattice puede parecer parecer algo
“contradictorio”, pero no es el caso debido a que hay muchas aplicaciones
donde los célculos perturbativos en la red son 1tiles y en otros es necesario.
Entre ellos podemos mencionar el calculo de los factores de forma, de los
elementos de matriz de los operadores y la renormalizacion de los parametros

'En esta tesis estaremos utilizando unidades naturales en donde i = ¢ = 1, a menos
que se indiquen a estos de manera explicita



desnudos del Lagrangiano, como los acoplamientos y las masas. La teoria de
perturbacion en la red también nos ayuda a estudiar las anomalias y el estudio
general de aproximacién al limite continuo, incluyendo la recuperaciéon de las
simetrias rotas por la regularizacién de la red en el limite a — oo, asi como
las violaciones en el escalado, es decir, las correcciones en el limite continuo.

1.2. Particulas y campos

1.2.1. Perspectiva histérica

La teoria cudntica de campos ha surgido como la teorfa fisica mas exitosa
que describe el mundo subatémico con predicciones correctas hasta un orden
de 1078 [2]. Ademés que describe las interacciones de tres de las cuatro fuerzas
fundamentales en el universo. El éxito de esta teoria se ha personificado
en el llamado Modelo Estandar de las particulas elementales que, ha sido
corroborrado experimentalmente?.

Podemos decir que esta teoria naciéo en 1927, cuando Paul Dirac es-
cribié el primer articulo que combinaba mecanica cuantica con la teoria
clasica de la radiacién. Pero su entusiasmo no se dentendria ahi sino que,
un ano después postuld la exitosa teoria del electrén®, que acoplaba teoria de
radiacion con la teoria relativista del electron, creando asi la Electrodinami-
ca Cuantica (QED). Su teoria era bastante elegante y poderosa que, cuan-
do aparecieron dificultades conceptuales, él no dudé en postular conceptos
aparentemente absurdos, tales como “hoyosz un mar de energia negativa. Co-
mo el declar6 bastantes veces, a veces es mejor tener belleza en tus ecuaciones
que haberlas ajustado con los experimentos.

Pero atn asi, no importa que tengamos la teoria més bella del universo,
si no concuerda con el experimento es fisicamente una teoria inutil. La teoria
de Dirac no corrié esa suerte, sino que rapidamente reprodujo una serie de
resultados experimentales: el espin y el momento magnético del electrom,
asi como las correcciones relativistas correctas en el espectro del atomo de
hidrogeno. Pero su mayor eficacia dentro del estudio de la materia surgié en
1932 con el descubrimiento experimental de la antimateria, interpretada por
Dirac como los valores negativos de energia que obtenia en su teoria y que
tenfa las mismas propiedades de la materia, sélo que con carga opuesta.

2Gran parte de esta breve resefia histérica a sido tomada de [3]
3Descubierto en 1987 por J.J. Thomson



El éxito prematuro de la teoria se debia a que sélo representaba correc-
ciones de la fisica clasica al orden mas bajo, dicho éxito se veria opacado
cuando se estudiaron correcciones a orden mayor y se observd que estaban
plagados por integrales divergentes. Esto s6lo mostré nuestra ignorancia con-
cerniente a la estructura a pequena escala del espacio tiempo. QED contenia
divergencias conforme x — 0 o cuando k — o0, estas divergencias surgieron
ya que las distancias infinitamente pequenas y energias infinitamente grandes
van mas alla del regimen de aplicacion de QED.

Durante varias décadas, muchos de los mejores fisicos del mundo literal-
mente aniquilaron esas divergencias tratandolas como cantidades pequenas.
Esto condujo claramente a lo que conocemos como teoria de renormalizacién,
debido a que esas integrales divergentes son absorbidas en un reescalamiento
infinito de las constantes de acoplamiento y las masas en la teoria. Final-
mente, en 1949, Tomonaga, Schwinger y Feynman demostraron cémo extraer
informacion fisica 1til de QED, por lo que recibieron el premio Nobel en 1956.

Aunque la teorfa renormalizada de QED tuvo gran éxito en los 50’s, su
intento de generalizacién para describir las otras fuerzas fue bastante decep-
cionante. Sin mayores modificaciones, la teoria quantica cudntica de campos
parecia incapaz de describir todas las fuerzas fundamentales en la naturaleza.
Esto debido a que cada teoria tiene una constante de acoplamiento diferente:

1
137.0359895’

Olfyerte ~ 147
Gaebit & 1.16639 x 107°GeV 2,
G(Newton ~ 6.67259 x 1071m3kg71872' (11>

Q

aem

1.2.2. Interacciones fuertes

En contraste con QED, las particulas que interactiian fuertemente, los
“hadrones”tienen una constante de acoplamiento grande, provocando que la
teoria de perturbaciones sea relativamente intutil en la prediccién de canti-
dades fisicas de las particulas que interactian fuertemente. Desafortunada-
mente, los métodos no perturbativos fueron notoriamente primitivos e in-
formales. Como consecuencia, el progreso en las interacciones fuertes fue
dolorosamente lento.

En 1940, el primer avance en las interacciones fuertes fue la idea de que
la fuerza que mantenia al nicleo unido podia ser mediada por el intercambio



de mesones 7

T +pen,
™ +n < p. (1.2)

La existencia de los mesones fue propuesta en 1935 por el fisico japonés
Hideki Yukawa*. Yukawa crefa que deberfan existir particulas mas pesadas
que el electrén que debian ser responsables de la interaccion fuerte. Rapi-
damente se identificd al mesén 7 como el portador de la fuerza nuclear que
mantenia al nicleo unido. A pesar de que la teoria de Yukawa era renormal-
izable, la teoria de perturbaciones era poco fiable cuando se aplicaba la teoria
de Yukawa. Los efectos no perturbativos que eran excesivamente dificiles de
calcular resultaron dominantes.

La situacion experimental se torné cada vez mas confusa cuando comen-
zaron a aparecer mas y mas resonancias en los experimento en aceleradores
de particulas. Esto indicé que la constante de acoplamiento de alguna teoria
desconocida subyacente era grande, mas alld de la teoria de perturbaciones
usual.

Como la teoria cuantica de campos era poco fiable debido a todas las
dificultades que presentaba, los fisicos se concentraron en el modelo de quarks.
Desarrollada por Gell-Mann, Ne’eman y Zweig, basada en un trabajo anterior
de Sakata y sus colaboradores, trataron de explicar el espectro de hadrones
con el grupo de simetria SU(3). Con las combinaciones de tres quarks: up,
down y strange pudieron explicar todos los hadrones descubiertos hasta esa
fecha. Juntos, esos quarks forman una representacion de un grupo de Lie

SU(3)

U
S

El modelo de quarks predijo con relativa facilidad las masas y propiedades
de particulas que aun no eran descubiertas. Un esquema simple de las in-
teracciones fuertes estaba comenzando a surgir: tres quarks eran necesarios
para producir un baryon, como un protén o neutrén (o a resonancias mas
altas como A, Z, {2, etc.), mientras que se necesita un par quar-antiquark para

4En 1949 fue galadornado con el premio nobel de fisica por predecir la existencia del
meson.



crear un meson, como el meséon 7 o el meséon K:

Bariones = ¢;q;qx,

Mesones = g;q; (1.4)

Hadrones = {

Irénicamente, el mayor problema para el modelo de quarks es que era de-
masiado exitoso. La teoria era capaz de predecir mas alla del rango de su
aplicabilidad. Los quarks no fueron descubiertos en ningtin experimento de
dispersion hasta anos recientes, actualmente la teoria de los quarks se estudia
con una teorfa cuantica de campos (QCD) mejor comprendida.

1.2.3. Interaccion débil

Histéricamente, las interacciones débiles fueron las primeras en ser obser-
vadas experimentalmente cuando particulas interactuantes fuertemente de-
calan en particulas mas pequenas debido a una fuerza mas débil, tal como el
decaimiento de un neutrén en un protén, un electrén y un antineutrino®

n—p+e+ .

Esas particulas ligeras, como el electréon y su neutrino, el muén pu, etc, son
llamados en forma genérica leptones

Leptones = {e*, v, u*, etc.} (1.5)

Fermi postulé en 1930 la forma de la accién que podria dar una descrip-
cién adecuada del comportamiento de las interacciones débiles. Sin embargo,
las correcciones cudnticas en orden mas bajo en teoria de perturbaciones
contenfan términos divergentes. La teoria resulté no renormalizable porque
la constante de acoplamiento es de dimensién negativa. Adicionalmente se
mostrd que la teoria ingenua violaba unitariedad a energias suficientemente
grandes.

El estudio de las interacciones débiles se profundizé en 1956 cuando Lee y
Yang pusieron en tela de juicio la conservacion de paridad, considerado uno
de los principios fundamentales en la fisica. Adicionalmente de que en en las
siguientes décadas se descubrieron otros leptones que interactuan de forma
débil como el neutrino del muon y el lepton tau 7.

5El neutrino fue propuesto en 1930 por Wolfgang Pauli para compensar la aparente
pérdida de energia y momento lineal en la desintegracién 3 de los neutrones
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Hubo otras propuestas que fueron mas alla de la de Fermi, que postularon
la existencia de un mesén vectorial masivo o boson W que media las fuerzas
débiles. Motivados por el éxito de la teoria de Yukawa, los fisicos postularon
que un meson vectorial masivo de espin uno deberia ser el portador de la
fuerza débil. Sin embargo, esta teoria tampoco era renormalizable.

1.2.4. Modelo Estandar

A mediados del siglo pasado habia una gran cantidad de datos experimen-
tales para la interaccion fuerte y débil que requerian una explicacion tedrica.
En 1971, mientras Gerald 't Hooft estudiaba la teoria de Yang y Mills, que
consistia en una generalizacién de la teoria de Maxwell de la luz, se dio cuen-
ta que aun cuando su grupo de simetria se “rompia espontaneamente”, este
resultaba renormalizable. Con este descubrimiento es ahora posible describir
una teoria renormalizable de las interacciones débiles, donde los bosones W
son representados como bosones de norma.

Con esto resulto la teoria de las interacciones débiles de Wienberg y
Salam, que es una teoria de norma basada en el grupo de simetria SU(2) x
U(1). Esta tiene el valor que puede hacer muchas predicciones de la teoria
y tomando en cuenta que el experimento es quien juzga a la teoria; éstas se
encuentran en coincidencia con la misma.

La teoria de Weinberg-Salam acomoda a los tres leptones de manera sim-
ple. Postula que los leptones (izquierdos) deben ser acomodados de acuerdo
a dobletes del grupo SU(2) en tres generaciones separadas.

@ () () e

Las interacciones entre esos tres leptones es llevada a cabo por los bosones
vectoriales intermedios:

Wre oy Z. (1.7)

Quedan dos problemas que deben ser resueltos. Uno de ellos es encontrar
experimentalmente al bosén de Higgs, que es el responsable del rompimiento
espontaneo de la simetria, y el otro es justificar la masa de los neutrinos.

El progreso en el estudio de las interacciones fuertes también fue bastante
rapido. La renormalizacién hizo posible escribir la Cromodindmica Cuéntica
(QCD) como una teorfa cuantica de campos , al postular una simetria de
“color” SU(3) : la teoria de Yang-Mills. Esta teorfa explica la existencia de

10



un gluén que es capaz de mantener a los quarks juntos. Los quarks tienen
dos tipos de indices, un indice a = u, d, s, ¢, t, b etiqueta la simetria de sabor,
mientras que los otros indices son la simetria del color. Los quarks en QCD

se representan por:
ul u? u?
dt d* &3
1 .2 3

S S S
L (L8)

2

bt b b3
donde los indices 1, 2 y 3 etiquetan la simetria del color. QCD da una ex-
plicacién plausible de la ausencia experimental de los quarks. Es posible de-
terminar que la constante de acoplamiento de color efectiva se vuelve grande
a energias pequenas, y por lo tanto los quarks se mantienen permanente
confinados dentro de los hadrones. Si QCD es correcta, entonces los gluones
pueden condensarse en una sustancia plasmicaa que mantiene a los quarks
juntos, creando objetos tipos resortes con los quarks en los extremos. Si uno
tratara de separar a los quarks, los gluones condensados se opondrian a ser
separados. Si se aplica una fuerza suficientemente intensa, entonces el resorte
se rompe y otro par de quark-antiquark se forma, esto es la explicacién de
que un solo quark no puede estar aislado.

Por el otro lado, la constante de acoplamiento del color se vuelve pequena
a grandes energias. Esto es llamado “libertad asintética”. Esto explica el
hecho de que a altas energias el comportamiento de los quarks sea descrito por
la teoria libre. Esto se debe a que la intensidad del acoplamiento disminuye
con el incremento de la energia.

En poco tiempo, el modelo electro-débil y QCD fueron conjuntados para
convertirse en el Modelo Estandar con grupo de simetria de norma SU(3) ®
SU(2) ® U(1). Técnicamente, la teoria cudntica de campos proporciona el
marco matematico para el modelo estandar. El modelo estandar describe
cada tipo de particula en términos de un campo cuantizado.

Para facilitar la descripcion, el modelo estandar se puede dividir en tres
partes: las particulas de materia, las particulas mediadoras de las fuerzas, y
el bosén de Higgs. El espectro del modelo estandar para fermiones izquierdos
se lista esquematicamente aqui, consistiendo de un neutrino v, el electron e,
los quarks up y down, que vienen en tres colores, etiquetados por el indice 1.

11



Este patron se repite para las otras dos generaciones

() () ()G) oo

Las fuerzas entre los leptones y los quarks son mediadas por los mesones
vectoriales masivos para las interacciones débiles, los fotones sin masa para
la interaccion electromagnética y los gluones sin masa para las interacciones

fuertes
Mesones vectoriales masivos : W*, Z.

Fotones sin masa : 7. (1.10)
Gluones sin masa:AZ.

El éxito del modelo estandar consiste en que practicamente ya se han encon-
trado todas las particulas predichas por ¢él, con excepcion del boson de Higgs.
Este boson se encarga de explicar la masa de las otras particulas. Dado que se
requiere una gran cantidad de energia para evidenciar su existencia se espera
que entre los anos 2011-2012 el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) del
CERN muestre la evidencia experimental del bosén de Higgs.

Una posible debilidad del modelo estandar recae en que la teoria contiene
al menos 19 parametros arbitrarios, que esta bastante lejano del sueno orig-
inal de los fisicos: una sola teoria unificada con al menos una constante de
acoplamiento indeterminada.

12



Capitulo 2

Teoria de Campos

En este capitulo daremos una breve introduccion a las integrales de camino
en la mecanica cuantica. También explicaremos como calcular las funciones
de Green en el caso general para potenciales arbitrarios y posteriormente de-
terminar dichas funciones mediante un desarrollo en serie de potencias para
potenciales pequenos, mejor conocido como expansion perturbativa.

2.1. Cuantizacion mediante integrales de trayec-
toria

Para cuantizar una teoria de campos podemos recurrir a la llamada cuan-
tizacién candnica cambiando las variables dindmicas por sus respectivos op-
eradores desarrollados en la base de operadores de creacion y aniquilacion
y estableciendo relaciones de conmutacién o anticonmutacién entre ellas [4].
Pero el que quizas sea el método de cuantizacion mas poderoso es el de las
integrales de camino [3]. Desarrollado por Feynman, el método de integrales
de camino tiene muchas ventajas sobre otras técnicas, una de ellas es que se
puede usar para calcular de manera perturbativa como no perturbativa.

Sin pretender formular con rigor las integrales de camino, pero si justificar
las férmulas utilizadas en la Teoria Cuantica de Campos para el funcional
generatriz, comenzaremos la discusion del formalismo de integrales de camino
en Mecanica Cuéntica con dos postulados basicos:

Postulado 1: La probabilidad P(a,b) de que una particula sufra una transi-
cion de un punto a a uno punto b es el cuadrado del valor absoluto de un

13



numero complejo, la amplitud de transicién K (a, b):
P(b,a) = |K(a,b)[* (2.1)

Postulado 2: La amplitud de transicién K (a,b) estd dada por la suma de un
factor de fase /" donde S es la accién, tomada sobre todos los caminos
posibles de a a b:

K(a,b) = Z keS/h (2.2)
Todos los caminos
la constante k puede ser determinada por:
K(a,b) = > K(c,b)K (b, a) (2.3)
Todos los caminos

donde sumamos sobre todas las trayectorias intermedios que conectan a b con
a y c. Cabe mencionar que el paso a la Mecanica Clasica se hace de la manera
usual: tomando el limite A — 0. Para valores grandes de S, el exponencial
iS/h tiene fluctuaciones de amplitud grande, que se cancelan y se hacen cero.

68 >> I = > e~ 0. (2.4)
Todos los caminos

En el limite clésico, las trayectorias que contribuyen principalmente a la suma
son aquellos donde §.5/h es pequetio. Sin embargo, la trayectoria para el cual
05 es minima corresponde a la trayectoria clasica:

0S = 0 — Mecénica Clasica. (2.5)

Para calcular la integral de camino, primero dividimos la trayectoria con N
puntos discretizando de esta forma al espacio-tiempo. Entonces la suma sobre
todos los caminos puede transformarse en una integral funcional, en el limite
en que N — oo y el espacio tiempo entre las trayectorias se hace cada vez
mas pequeno:

3 N
> = m I[I]é~ [ oo (2.6)

Todos los caminos i=1n=1

Una definicién formal para [ Dg estd dada por

/Dq: 11 /dq(t), 2.7)

to<t<t1

14



es decir, para cada t € (ty,t1) integramos sobre el dominio de ¢. En este
lenguaje funcional, la amplitud de transicién se convierte en

b
K(a,b) = k/ DqetS/", (2.8)
y asi K puede ser determinado como
K(e,q) = / K (e, b)K (b, a) Dy, (2.9)

donde integramos sobre todos los puntos intermedios ¢, que enlazan a los
puntos a y c.

Consideremos un sistema con un grado de libertad descrito por la funcién
de Lagrange L = L(q,q), o la funcién Hamiltoniana correspondiente H =

H(p,q)[5],

[ P’

L= 5md V(g), H= ot V(g), (2.10)
donde p y ¢ estén relacionadas por p = 0L/J¢ = mq. En mecéanica cuédntica
py q se convierten en operadores p y ¢ con [§,p|] = ih (indicaremos oper-
adores en el espacio de Hilbert por un gorrito *). La evolucién en el tiempo

estd descrita por el operador de evolucién [6]
Ulty, ty) = e iHi—t2)/n (2.11)

donde H es el operador Hamiltoniano, H=H (p,q). En el formalismo de
integrales de camino trabajaremos con numeros complejos independientes
del tiempo en lugar de trabajar con operadores p y ¢. En la base coordenada
el estado de posicion |q) estd caracterizada por la ecuacién de valores propios:

dla) = ala) (2.12)

donde ¢ es el operador de posiciéon. De la ortonormalidad, se tiene
{d'lg) = 0(d" = q), /dq|q><Q| =1 (2.13)

Podemos representar los elementos de matriz de U(ty,t,) mediante una in-
tegral de camino

(@0t 62))ge) = / DgeiS@/n (2.14)
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Figura 2.1: Dos funciones ¢(¢) que contribuyen a la integral de camino

donde S es la accién clasica del sistema:

50) = [ a0, ) (2.15)

to

y | Dgq simboliza una integracién sobre todas las funciones ¢(t) tales que

qt)) =q,  qlta) = g, (2.16)

como se ilustra en la Fig. 2.1. En lo subsecuente usaremos unidades en donde
h=1.

2.1.1. Discretizacion de las Integrales de Camino

Para definir la integral de camino propiamente, discretizamos el tiempo
en intervalos de longitud a, escribiendo t = na, ¢(t) = g,, con n entero.
Para funciones suaves ¢(t) la derivada temporal ¢(¢) puede aproximarse por
q(t) = (¢ns1 — qn)/a, tal que la funcién discreta de Lagrange puede escribirse
como !

m 5 1 1
L(t) = 55 (@1 = @n)” = 5V (an41) = 5V (n), (2.17)
2a 2 2
!Para una notacién mas simple denotaremos las formas discretas de L, S, ..., por los

mismos simbolos de sus contrapartes continuas

16



donde hemos dividido el termino de potencial igualmente en g, y ¢,+1. Defin-
imos un operador de evolucién discreto 1" por sus elementos de matriz como:

%(Ql—tnﬁ—%v(‘h)—%v(%)

(1|T|qa) = ce (2.18)

donde ¢ es una constante que especificaremos adelante. Notemos que el ex-
ponencial es similar a la funcién de Lagrange. El operador T es llamado el
operador de transferencia, sus elementos de matriz conforman la matriz de
transferencia. En términos de esta matriz vamos a dar una definicion precisa
de la integral de camino discreta:

(U t")|q") = /dql---dqn<Q’|T|qN—1><qN—1|T|qN—2>---<Q1|TICJ”>

= C/(Hqu)e[gZ(q/—QN1)2—?V(Q’)—iaV(QN1)+gZ(qN1_qN2)2_iaV(qN2)+m

"'Jr%(qrq”)gf%‘/(q”)]

xe
= /quis,

aqui la accién discreta esta definida por

N-1
S=a)_ L(na), (2.20)
n=0
donde gy = ¢ v qo = ¢”. En el limite N — oo esto se convierte en la

accién continua, cuando sustituimos funciones suaves ¢(t). Como los ¢, son
integrados sobre cada “rebanada de tiempo” n, dicha suavidad por lo general,
no estd presente en el integrando de la integral de camino (trayectorias tipicas
qn se veran con derivadas discontinuas) y un limite continuo es formal en este
escenario.

Ahora mostraremos que, con una eleccién conveniente de la constante c,
el operador de transferencia puede escribirse en la forma

A

T — g—iaV(@)/2 ,—iap? /2m ,—iaV (3)/2 (2.21)

Tomando elementos de matriz entre (q1| y |g2) vemos que estd férmula es
correcta si

(€772 gy) = ceimim—az)’/2a (2.22)
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Insertando valores propios |p) del operador momento p usando

o =™, [ el -1 (2.23)

Encontramos que (2.22) es cierto probando si elegimos

m m .
= = —im/4 2.24
¢ \/27ria 2ma ‘ ( )

El operador de transferencia 7' dado en la Ec. (2.21) es el producto de tres
operadores unitarios, entonces podemos escribir

~

T = ¢~iaHl (2.25)

Esta ecuacién define un operador Hamiltoniano Hermitico H médulo 27 /a.
Para elementos de matriz entre valores propios con energia F < 27/a, la
expansion

T =1—iaH + o(a?) (2.26)

lleva a la identificacion

~2
3 p - 2
H=—+V(q) + O(a®), 2.27
Y1 v(@) +0e?) (227)
en donde reconocemos el operador Hamiltoniano usual. Se debe mantener en
mente que, como una ecuacién de operadores, la expansién (2.26) es formal
porque p? es un operador que no estd obligado a que sus elementos de matriz
converjan.

2.2. Cuantizacion de Campos

Como ya hemos mencionado, en este trabajo de tesis sélo recurriremos
a las expresiones de las integrales de camino sin hacer una justificacién
matematica rigurosa de las mismas.

También, como ya vimos en la seccién anterior, la amplitud de transicion
de una particula en mecanica cudntica que viaja de un punto a a uno b
estd dado por la Ec. (2.8). La generalizacién de esta ecuacion, para un sistema
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con un grado de libertad a un sistema con un ntimero infinito de grados de
libertad (un campo) es directa, con las identificaciones adecuadas [4]:

q— 0
99
q— Oup = 8_%
L — £ = Densidad lagrangiana (2.28)

Notemos que para este ejemplo, estamos empleando implicitamente un campo
escalar real. Entonces la amplitud de transicion de que una particula sea
creada en el punto remoto a partir del vacio y esta misma sea aniquilada y
absorbida al vacio, en presencia de una fuente externa esta determinado por
la funcional generatriz

Z[j] = N/Dgz)eifd“x[f(@] o {0, +00]0, —o0), (2.29)
donde:
D¢ = [ do(x),
N'= / Deet ] '+ 1(@), (2.30)

En lo subsecuente omitiremos ¢ en el estado de vacio |0, t).
Para realizar la integracion para el campo de Klein-Gordon, primero hacemos
un cambio de variables:

¢(x) = ¢(x) + ¢(2)ar, (2.31)

donde ¢ satisface la ecuacién de Klein-Gordon con una fuente [12]. El propa-
gador esta definido por:

(0,0" + m*),Ap(z —y) = =5 (z — y). (2.32)

Notemos que ésta es precisamente la funciéon de Green del sistema.
La soluciéon clésica esta dada por:

G = — / Ap(z —y)j(y)d'y, (2.33)
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que satisface:
(0,0" + M) = j(z). (2.34)

Ahora podemos realizar la integral mediante una integracién Gaussiana [7]:

Z(j) = =3 | dadvi@Ar@=u)iw) (2.35)
donde:
N~ = [det(d2 +m?)]'/? = / Dee' ] 4*#1(@) (2.36)
usando el hecho que
o . 4
—j(y) =0 (r—y 2.37
G ) =9 =) (237)
encontramos que la funcién de transicién esta dada por:
0 0
—iAp(z —y) = —————2Z(j 2.38
rl&=9) 9j(x) 9j(y) & j=0 (2:3%)

El promedio de varios campos tomados en puntos z; 6 funciéon de Green de
n—puntos viene dado por

)
5](x1)](x2) T 5](=Tn) =0
= i"(0[T'¢(21)d(x2) - - - $(2)|0) (2.39)

A(xy, T, ..., Ty)

2.2.1. Expansion perturbativa de las funciones de Green

Consideremos un campo en interaccién con un Hamiltoniano indepen-
diente del tiempo. Toda la informacion fisica es llevada por la funcién de
n-puntos

(0|Te " dtv[¢(x’t)]gb(x1)¢(x2) ()]0
<O|T€7i [, dtVig(x,t)] |O>

AW (2. 2,) = (2.40)

donde ¢(x,t) es el campo libre (en el esquema de interaccién) y |0) es el vacio
asociado a él. En general es bastante complicado evaluar expresiones como
(2.40). Pero si el término de interacciéon es muy pequeno, es muy recomend-
able hacer una expansién en series de potencias del término del potencial y
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escribir.

ot 2 dtVIe(x )] _ 1 _ z/ dtV[gb(X,t)]

—0o0

- (_2—21)2/: dtdtsT(V](x1, 1)V [6(xa, t2)]) + -(2.41)

Por el teorema de Wick [3] podemos reducir esta expresiéon como una suma de
productos de funciones de Green de particula libre Ag(z — 2’) con todas sus
posibles contracciones. Estas las podemos describir en términos del funcional
que genera todas las funciones de Green de particula libre

Z1j] = (0|Te~ /%% dtV [ p(x)]+ [ dzo(@)i@)|0) (2.42)

Los campos y el estado base en Z[j] son aquellos de la teoria libre.

La funcional generatriz puede ser expresada en una forma que es til para
el desarrollo perturbativo de las funciones de Green de n-puntos haciendo su
derivada funcional (B.2)con respecto a j y comparando los resultados.

1 ) o

A sm) = | Z0 e ()

A (2.43)

J=0

Por lo que de ahora en adelante nos podemos referir a Z[j] como el funcional
generatriz. Esto serd una ventaja para estudiar nuestra contribucion pertur-
bativa en el capitulo 4. Sélo notemos que la diferenciacién 6/07(z) produce
un campo ¢(x) por lo que podemos reescribir la interaccién V]p(x)] como
V[—16/67(z)]. Entonces no hay més un campo vectorial y puede ser removido
del valor de expectacién del vacio por lo que Z[j] se convierte

Z]j] = e % dtV[-i6/65(2)] 7 7). (2.44)
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Capitulo 3

Campos en la Red

En este capitulo vamos a estudiar los campos escalares y fermiénicos
libres. El primero servira como un primer ejemplo para la discretizacién de
un campo, mientras que el segundo nos ayudara a comprender porqué la
discretizacion no debe tomarse en la primera forma que podria parecer de
forma natural, produciendo asi el problema de doblamiento fermiénico [8].
Se analiza el método de fermiones de Wilson como una posible solucion a
dicho problema.

3.1. Discretizacién del Campo Escalar

Para el campo escalar, como es usual en teoria de campos, las variables
dindmicas las generalizamos como [11]

q(t) — p(x,t) (3.1)
La representacion coordenada queda formalmente caracterizada por
P(x)|e) = o(x)[p), (32)

) =TT leex), (3.3)
('le) =[] o(¢' (x) = o)), (3.4)

I/ detlerel =1 (35)
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El operador de evolucion viene dado por

<%Wwwwﬁ=/DwW% (3.6)

donde la integral es sobre todas las funciones p(x,t) con p(x,t12) = p1.2(x).
La teoria se especifica por la elecciéon de la accién S. Para el campo escalar
libre tenemos

2

St) = = [ dos [ @ oot + ol 60

donde x = (x,x4) y x4 = t. Notemos que en el formalismo del tiempo imagi-
nario [1] la simetria entre el espacio y tiempo esta implicita en que el tensor
métrico el cudl es igual a la delta de Kronecker 4,,. Consecuentemente, no
distinguiremos entre indices covariantes y contravariantes pu, v, .. ..

La funcién de particién estd dada por (2.44)

Z = /Dgpesw’), (3.8)

donde integramos sobre todas las funciones periédicas de periodo 3 en la
direccién temporal, p(x,t + 3) = p(x, t).

La integral de camino Z se define de manera precisa mediante la regular-
izacion de la red. Esto se hace con una generalizacion del ejemplo del sistema
con un grado de libertad en mecénica cudntica. Sea z, la coordenada de un
nodo en una red hiperctibica de cuatro dimensiones.

x, =mua, m,=0,1,...,N—1, (3.9)

siendo a la separaciéon de la red. El tamano de la caja hipercibica es L = Na
y su tetra-volumen es L*. La notacion

N-1 N-1
Zza4 ZO'”ZOEC#Z (3.10)
T mi= my= m

serd usada de ahora en adelante. Para funciones suaves f(x) tenemos el limite
continuo

Zf(x) — /L d*zf(r), N —oo, a=L/N—0, L fijo. (3.11)
- 0
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Hemos elegido el punto x = 0 tal que coincide con una esquina de la caja.

Si lo queremos en medio de la caja podemos elegir m, = —N/2+1,—N/2+

2,...,N/2. Mas adelante elegiremos dicho etiquetamiento para los modos de

Fourier y tomaremos a N par.

El campo escalar en la red esta asignado por las posiciones x, escribimos ¢,..
Las derivadas pueden ser sustituidas por diferencias finitas. Vamos a usar

la notacion

a,u@z = (pr-i-a;l - 9096)’ (3'12)

e

(pr - Soxfaﬂ)a (313>

donde fi es un vector unitario en la direccién p. Para funciones suaves f(x),

Do = ~
Wb =

Ouf(x), 0,f(x) — ai, en el limite en que a — 0, (3.14)
Ly

Es conveniente usar condiciones periddicas de frontera y tomar una red in-
finita. Las condiciones de frontera quedan especificadas por

Pa+Nap = Pa- (3.15)

Asi, por ejemplo,

1
8490x,(N—1)a = E(@x,o - SOX,(N—l)a)- (3-16)

Con estas condiciones de frontera, los operadores derivada J, y 9, estan
relacionados por una suma parcial (anélogo a la integracién por partes)

xT

En notaciéon matricial

au@x = (au)xy90y7 (3'18>
&, es menos la transpuesta de d,: 9, = =0,
1
(8M)xy = a((sxv“aﬂ,y - 51711)’ (3'19>
, 1
(au)wy = a((sw,y - 5z+aﬂ7y) = _(au>yw = _(aZ)wy' (3'20)
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Después de estos previos, la integral de camino ahora sera definida por

7 = /Dgoes(“”), (3.21)
/Dso =11 (c/(:)dsom, 11=1I (3.22)
S(e)=—) (%%%%@; + %2%%), (3.23)

c=a/V2r. (3.24)

Notemos que cp es adimensional. La dimension de ¢ se sigue del requisito
de que la accién S es adimensional. En dimensiones d espacio-temporales

[p] = a2/ ¢ =qld=2/2, (3.25)

El factor 1/4/27 es una convencién no esencial, pero conveniente.

La accién en la red fue elegida tal que para funciones suaves f(z), S(f) —
Seont(f) en el limite continuo cldsico a — 0. Sin embargo, es 1til tener en
cuenta que configuraciones de campo tipicas ¢, que contribuyen a la integral
de camino no son suaves en toda la escala de red.

Ya estamos listos para realizar la integral de camino para el campo escalar
libre, el cual lo reescribimos como

S=- ; (%@L%@u@x + M;;%) (3.26)
= % > Sy, (3.27)
=y
donde
Sey == 2 | Do Ocsatr = ) oty — Do) + m3oady|  (328)

z jZ

y 6x,2" es la delta de Kronecker [7]. Es 1til introducir una fuente externa
Jz, que puede ser elegida como queramos. La funcién de particién con una
fuente externa esta definida como:

Zlj] = / DpeSt2adatpa (3.29)
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De forma similar al caso continuo discutido en la seccion 2.2, la transforma-
cién de variables

0r = s+ > Gayly, (3.30)
Yy
con Gy, el propagador libre que es menos la inversa de Sy,
SuyGyz = —0az, (3.31)
lleva a Z[j] en la forma
Z[j] = Z[0]e2Cwvieiy (3.32)

La integral Z[0] es solo una una integral miltiple Gaussiana:

11 1 L
A T .
det G—1

El propagador GG puede ser facilmente encontrado en el “espacio de mo-
mentos”. Primero, determinamos la transformada de Fourier en la red (Apéndice

A) de Sy, usando unidades de red a = 1.
Sp—q = Z e wrtivg (3.34)
xy
_ Z [Z(eipﬂ - 1)(€iqﬂ _ 1) + m2 efipz+il1z
"
= Sp0pg; (3.35)
S, =m* + 2(2 —2cosp,) (3.36)
o
= m?+ Y 4sin' (1), (3.37)
o

Como S, _, es diagonal en el espacio de los momentos, su inversa estd dada

por:
1

G, = :
P m?+ > (2 —2cosp,)

Ahora podemos restaurar el parametro de red usando analisis dimensional,
sabiendo que [a]=[L]=[E]™!, p — ap,m — am y G, — a*G(p). Esto da

Gp—q=Gpopa, (3.38)

1

G(p) = m?+a=23" (2 —2cos(ap,))’ (3.39)

26



en el limite continuo a — 0

1
- m2+p? 4+ 0(a?)’

G(p) (3.40)

que es la expresion covariante usual para el propagador del campo escalar.
Cabe mencionar que las correcciones a la forma continua son de hecho muy
pequenas para ap,, < 1/2.

3.1.1. Interpretaciéon de Particula

El campo escalar libre es solo una colecciéon de osciladores armonicos, que
estdn acoplados por el término gradiente 9;¢0;¢ en la accién o Hamiltoniano
de la teorfa ¢t [8]

H =" (127} + 1/20;4x0ix + 1/21°¢% + 1/40g3) + O(a®),  (3.41)

donde 7y es el operador candnico conjugado de ¢y, con la propiedad
[Px, Ty] = ia *0xy. (3.42)

Podemos diagonalizar el operador de transferencia explicitamente haciendo
pasos similares para el oscilador arménico [8]. Entonces uno encuentra oper-
adores de creacion y aniquilacion a;f, Y ap, que estan etiquetados por el indice

de Fourier p.
. 1 . ot
al = ;[sinh(w )b —imy). (3.44)
P 2sinhw, pire b

El estado base |0) tiene la propiedad ap|0) = 0 con energia Ey = > wp/2.
Las excitaciones elementales |p) = af|0) son interpretadas como particulas
con momento p y energia wp. Esta interpretacion se deduce por el hecho
de que esos estados son valores propios de los operadores de traslacién en el
espacio-tiempo, esto es, exp(]:I t) (valor propio exp[(wp+ Ep)t]), y el operador
de traslacién espacial Uy (valor propio exp(—ipx)).
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En el limite continuo recuperamos la relacion energia-momento relativista
w(p) = /m?+ p? La masa (energia en reposo) de las particulas es evi-
dentemente m. Las particulas tienen espin cero porque corresponden a un
campo escalar bajo rotaciones (no hay nimeros cudnticos para caracterizar
su estado). Son bosones porque los estados son simétricos bajo el intercambio
de etiquetas: [p1pz) = al, af, ||0) = af,al ||0) = [p2p1). El estado base es
usualmente llamado “el vacio”.

Para campos interactuantes los operadores de creacion y aniquilaciéon no

conmutan con el Hamiltoniano se dice que crean particulas “desnudas”. Los
estados de particulas “vestidas” son valores propios del Hamiltoniano, pero
solo los estados de una particula tienen la simple relacion de energia-momento
libre w(p) = v/m? + p?. Estados de particulas multiples tienen, en general,
energia de interaccién, a menos que las particulas (es decir, sus paquetes de
onda) esten muy separadas entre si.
Las propiedades de particula pueden ser deducidas de las funciones de cor-
relacion, por ejemplo, para estudiar su comportamiento a diferencias de tiem-
po grandes, en los cuales los estados con la energia de excitacién méas baja (es
decir, las particulas) wy dominan. Alternativamente, uno puede digonalizar el
operador de transferencia por métodos variacionales. Esos métodos son muy
generales y son también aplicados a teorfas de confinamiento como QCD.
Los nuimero cuanticos de las particulas excitadas coinciden con los campos
elegidos en las funciones de correlacion.

3.2. Fermiones en la red y problema de doblamien-
to fermidnico

Ahora introduciremos la integral de camino para campos de fermidénicos
y discutiremos el problema de doblamiento de especies (el hecho de que una
discretizacion ingenua del campo de Dirac lleva a una mayor excitacion de
particulas que las esperadas y deseadas) y describimos los fermiones de Wil-
son como una solucion a dicho problema.

En el espacio-tiempo continuo de Minkowski la accién para el fermion
libre puede escribirse como [9]

1 - - _
S = [ dial5 (30,0 (0) — 00N o) + mia)o(a)).  (345)
o, exhibiendo los indices de Dirac «,f,... (supriminos la etiqueta x por
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brevedad)
4 1 - n T
S = = [ el )y (Pudys — Byata) + s (3.46)

Los 1 y v son objetos que anticonmutan, también llamados variables de
Grassman (Apéndice C), por ejemplo ¥, (x)15(y) = —vs(y)ta(x). El inte-
grando en (3.45) es Hermitico, tratando a ¢ y ™,

Wt =9p, B=1iy (3.47)

como Hermiticos conjugados, por ejemplo (¢, (2)15(y)*)T = vs(z) b (z).
Notemos, sin embargo, que 1) y " son variables independientes (que es la
razén por la cual usamos superindice + en lugar de 7). Las matrices de Dirac
tienen las siguientes propiedades:

P)/O = %0, 7% = _787 7(2) = _17 <348>
’Yk =V = ’7117 ’7]3 =1, k= 1,2,3. (349)

implicando que 3 = 3" = 1' Cambiando las derivadas por diferencias discre-
tas

0,0(0) — ——[¥(e + aut) — Y], (3.50)

i
obtenemos de (3.45) una versién en lattice

S = =3 W e+ aui) — Dl + auiye@)m S d)()

o 2a,,
(3.51)
Recordemos que a,, es el espaciamiento de la red en la direccién p. Ocasion-
almente solo necesitaremos la separacion en la direccion temporal ag, al ser
diferente de la separacion espacial de la red ar = a,k =1, 2, 3.

La integral de camino para fermiones libres con fuentes anticonmutantes
externas 1 y 7 es definida tentativamente por

Z(n,ﬁ) :/D@/_)quei[s"‘zx(mﬁ"ﬂ/m)]’ (352)

IUsualmente denotaremos por 1 a la matriz unidad I
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donde
DYDY = | [ dibradire = [ [ didadtbra. (3.53)

)

Ahora reescribamos la accién en términos de v, y 1, adimensionales,
wx - GS/QQ/J(QJ’), z)E:z: = a3/21;<£€), (354>

y similarmente los simbolos di)}", y di),, son adimensionales. La tltima igual-
dad en (3.53) se sigue de la regla d(T) = (det T)'di) y det 8 = 1. Los dip,q
y dif, son generadores independientes del dlgebra de Grassmann. Recorde-
mos la definicién de integracion fermionica

/db 0, /dbb 1, (3.55)

donde b es ya sea dip,, 6 dib) . Antes de hacer la transicién al tiempo imagi-
nario necesitamos hacer una dependencia explicita de ay. Sean n, los enteros
especificando la posicién en la red z,2° = nga,, x = na, y sean ¢, = 1,
v 1, = 1,. Recordemos ademés que ¥, = aoa®Y, en nuestra notacién, la

accion en la red se lee més explicitamente

s=-y E(wm ~ D)

n

3
+> %(@w%wk — O i ) + (@om)nthn | (3.56)
k=1

Adema3s

Z(W + @577) = % Z(ﬁanwan + @Eannan)a (3.57)

x n

CON 7Nan YV Nan adimensionales. De las reglas de integracion fermidnica se
sigue que la integral de camino para un volumen espacio-tiempo finito es un
polinomio en agm y ag/a. Por lo tanto, una continuacién analitica al tiempo
imaginario no genera problema alguno:

ag = |aglexp(—ip), ¢:0—7/2, ay— —iay, (3.58)
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con ay = |ag|. Esto transforma la integral de camino en su versién Euclideana
(1S7 — Sg, ignorando el subindice F),

7 = / Dip DapeSHon(m+om), (3.59)

-

Z %(&n%uwn%& - @nﬂl%?ﬁn) + a4mz/;nw" .
m

n !
donde ju va de 1 a 4 (con ng = ng, 4 = 0),
0

y
i =ir° = B. (3.60)

3.2.1. Problema del Doblamiento Fermidnico

Vamos a ver que el modelo descrito por la accién en (3.59) lleva a 2% = 16
particulas de Dirac (fermiones con dos estados de spin y carga) en lugar
de uno. Este es el fenomeno de doblamiento de especies. En ésta seccién
obtendremos, por inspeccion, al propagador del fermién y el espectro de
excitacién de energia a estos modos espurios.

Usando una notaciéon matricial, escribimos

Zn,n) = / Dip DapevAv+m+ . (3.61)
donde (en unidades de red, a = a4 = 1)

1 - = . -
A:vy = Z 7ﬂ§(5gp,z5y,z+ﬂ — 517;;4“@(53/,2) +m Z (5172(5%27 (362)
2z >

la integral de camino se integra facilmente (Apéndice C). El resultado es
Z(n,7) = det A = ™. (3.63)

, -1 _— e, .
Aqui A, = S,y es el propagador fermionico el cual puede ser evaluado en el
espacio de momentos. Asumiendo una red sin frontera pero con condiciones
periodicas,

Ak, =1) =Y e ™ WA, = S(k)6(k — 1), (3.64)
zy
S(k)™t = Z iy, sink, +m, (3.65)
m
m — iY,S .
S(k) = WZ;, s, = sin kpu. (3.66)
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Volviendo a las unidades orginales el propagador se transforma en

m — ¥, sin(ak,)/a

S(k) = 3.67
(k) m2 + 3,7, sin’(ak,)/a?’ (3.67)
para el cual el limite a — 0 da el resultado continuo
- m—ivk 9

El propagador tiene un polo en k4 = iw = ivk? + m? correspondiente a una
particula de Dirac. El polo esta cerca de los senos de las funciones seno en el
origen ak, = 0. Sin embargo, hay 15 regiones mds en el toro 4-dimensional
—m < ak, < m donde la funcién seno se anula, 16 en total

I A
S(k) = %ﬁp}“ +0(a), k=kait+p (3.69)

donde k4 es uno de los 16 tetravectores

ko= "2 médulo 27, (3.70)
a
con
(0 07()’0)7 1234 = (ﬂ-aﬂ-)ﬂ-vﬂ-)a
= (7,0,0,0), m = (0,7,0,0),..., s = (0,0,0,7),...,
2 = (m,m,0,0),..., w3y =(0,0,7,7),
103 = (m,m,m,0),..., mogq = (0, m,7,7), (3.71)
Y A
fyla ) = Yy COST 4, = £, (3.72)

Como 'yu ) difiere solo por un signo del v, original, ambos son equivalentes
por una transformacién unitaria. Esta transformacion es facil de construir

mediante productos de 7,75, donde 75 = i7%91y?y* = —y1727374 es la matriz
Hermitica y unitaria que anticonmuta con v, : 7,75 = =757, Sea
{Sa} =A{L,S,, 5,55, 5,555, 51525354}, S, = 17,75, (3.73)

donde p # 0,7y A <> w4 < S4, por ejemplo mo3 < So3 = 5553. Entonces

— 517,54, (3.74)
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y tenemos

B Tm—z’fyp 9

Las transformaciones S, son tutiles para una interpretacion detallada de los
ceros de la funcién seno cerca de ks # 0 en términos de particulas. Aqui va-
mos a justificar la interpretacion de las 15 “particulas” adicionales derivando
el espectro de excitaciones de energia del estado base del sistema.

El espectro de excitacién de energia se obtiene convenientemente de la
dependencia temporal del propagador, analogamente al caso bosonico:

< Bk Tdky . ,m — 1778 — iyysinky
1) = ik-x A ikat )
S(x.1) / (27r)3e /_7r o © m2 482 +sin’ky (3.76)

—00

donde hemos vuelto a las unidades de red y usamos la notacion s, = sin k.
La integral sobre k4 se puede resolver haciendo un cambio de variable.

z = ¢k, (3.77)
conlacual s3=1—(22+22+2)/4y

ek dz ,z(m —iys) —y4(2% —1)/2
S t) = —4 ikx ot
(x,2) / (27?)36 / omi 24 —2f22 41 ’

f=1+2(m*+s%. (3.78)

La integral en z es sobre el circulo unidad en el plano complejo, como se
muestra en la figura 3.1. El denominador del integrando tiene cuatro ceros,
en £z, y £z, donde 2z son dados por

NI

Figura 3.1: Integracién de contorno en el plano complejo
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(2:)? = fEVP -1, ze=e", (3.79)
cosh(2w) = f, sinhw = Vm? 4 s2. (3.80)

Para t > 0 (t = entero) los dos polos contribuyen en z = 4+z_ contribuyen,
dando

d3 eikxfwt
£) — y inh
S(x,t) /(27?)3 Sinh(20) (m — iys + yy sinh w)

. d3 6ikxfwt . )
+(—1) (2r)? sinh(20) (m —iys + ysinhw).  (3.81)

Antes de interpretar este resultado queremos resumir en términos de la vari-
able k4, para un uso posterior. En términos de k4 los ceros del denomi-
nador m? + s> 4+ sin*k, en z = 2, son en ky = Fiw, y para z = —zy en
ky = Fiw + m(mod 27). Los polos ky = —iw, —iw + 7 son relevantes para
t < 0. Los residuos de los otros polos estdan dados por

e " (m — iy - s+ ysinhw), ky = iw,
it ) (=Dfe ¥t (m — iy - s — ysinhw), ky = iw + 7,
e (m 1y -8 27454) - 6wt(m _ 2’7 S — sinh w)) ky = —iw,
(—D)'e* (m —iy-s+yysinhw), ky=—iw+m

(3.82)
Vemos que no podemos realizar ciegamente el inverso de la rotacién de Wick
en la red ky — ik® y buscar polos de particulas en k° = fw. Tenemos que
hacer ky — ik + ¢, p € [0,27) : entonces k' +w corresponde a e’ ¢t > ()
6t < 0. En este caso tenemos polos en ¢ = 0 y ¢ = 7. Recordemos que el
denominador para el campo bosénico m? + 23,(1 — cosk,,) da un solo polo
para ¢ = 0.

Ahora vamos a interpretar el resultado (3.81). De la dependencia temporal
del propagador identificamos el espectro de energia w(k). Como hay dos polos
que contribuyen para t > 0, debe haber dos particulas fermiénicas para cada
k. Uno de ellos (el polo en z = z_) tiene el factor usual e~“*. El otro (en —z_)
tiene en adicién el factor rapidamente oscilante (—1)". Aparentemente, para
obtener un comportamiento suave a tiempos grandes (en unidades de lattice)
tenemos que tomar dos unidades de red como nuestro paso en el tiempo. Esto
estd en concordancia con la interpretacion del operador de transferencia de la
integral de camino, en la cual dos rebanadas de tiempo son identificadas con
el espacio fermidnico de Hilbert, en los cuales dos operadores independientes
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de campos @172 de Dirac actian, correspondientes a dos polos de particulas.
Una excepcion es el método de Wilson que no tiene doblamiento fermionico.

Entonces hay un doblamiento fermiénico de especies debido a la dis-
cretizacion del tiempo. Ademds hay una mayor proliferazién de particulas
debido a la discretizacion del espacio. En la figura (3.2) comparamos el es-
pectro de excitacion fermiénico y bosonico,

- . m

Figura 3.2: Espectro de excitacién de energia para bosones (curva superior)
y fermiones (curva inferior) en la red, en uniades de red (m = 0.2)

3
1
coshw =1+ 3 m? + 2 Z(l —cosk;)|, boson; (3.83)
j=1
3
sinhw =, |m? + Z sin®k;, fermién. (3.84)
j=1

Definimos un estado de particula corresponde con un minimo local de la su-
perficie de energia w(k). Los minimos son en k = k4, ka = 0, 11, o, T3, W12, Ta3,
T31, T123, con energia en reposo dada por wy = w(ka),sinhws = m. Para
m — 0 (en unidades de red) el espectro es relativista cerca de k = k4.

w—y/m?>+p%?, m—0 p=k—ks—0, (3.85)

y p puede ser interpretado como el momento de la particula. Del doblamiento
espacial y temporal contamos 2% = 16 particulas.

Aparentemente, en una primera aproximacion se pueden ignorar las particu-
las k4 # 0. Sin embargo, en una teoria con interacciones esto no es posible,
debido a que k, se conserva solo médulo 27. Por ejemplo, dos particulas
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k4 = 0 pueden colisionar y producir dos particulas k4 = m = (7,0,0,0) :
p1+p2 = p3s+m +ps+m = p3+py (mod 27), lo cual resulta inaceptable. Es
necesario la teoria, o bien, “parcharla” para evitar estos modos indeseables.
Una posibilidad se muestra en la sguiente secién

3.2.2. Meétodo Fermionico de Wilson

El método fermionico de Wilson puede ser visto como la adicion de un
término de masa dependiente del momento a la accién fermiénica. Con el fin
de evitar el problema del doblamiento fermionico. Esta adicién incrementa la
masa de los indeseados dobles a valores del orden de corte, asi se desacoplan
en el continuo. Para fermiones libres reemplazamos el término de masa en la
accion como sigue

T T ap
~ 1 - _
=m Z Yy + a2_r Z ?(d}:wraﬁ — Vy) (Vrtan — Va)
T T
4r - r = -
= (m + ;) Z Yathy — a Z(@Z)x—&-aﬂ@bx + ¢x¢x+aﬂ)7

0<r<i1

donde 7 es el llamado parametro de Wilson y tiene el efecto de reemplazar
el término de masa “m” en el propagador de los momentos por

m+TZ(1 —cosk,) = M(k), (3.87)

o

en unidades de red. Entonces el propagador esta dado por

M(k) — iy, sink,

Stk) = M2(k) + X, sin’ k,, (3.88)
Para k = k4 + p y p pequeno en unidades de red esto toma la forma
ma — Z'%(LA)pu
S(p) = W, (3.89)
ma=m-+2nar, na=0,1,...,4, (3.90)
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donde ny4 es el ntimero de 7's en k4.

Por tanto, los pardmetros de masa del doble fermiénico (n4 > 0) son del
orden de uno en unidades de red cuando r # 0. Los parametros de masa
my pueden ser identificados con la masa de los fermiones si son pequenos
en unidades de red, por ejemplo, 7 y m pequenos. Para r y momento p
generales las energfas del fermion difieren /m? + p? y es interesante ver
a que corresponden. También buscamos los polos del propagador como una
funcion de k4 e identificamos la energia w con ky = iw 6 ky = iw + ™ como
ya hemos explicado en (3.81). Por simplicidad usaremos la notacién

s, =sink,, c,=cosk,, s =s,5, (3.91)

Separando la dependencia de k4, el denominador del propagador puede es-
cribirse como:

M? 4+ 8% =145+ 32— 2r%¢y — (1 —1r?)c, (3.92)
3

z :m+r—|—7’Z(1—Cj), (3.93)
j=1

cuyo denominador se anula para

V()14 £
B 1—1r2 '

cosh w™ (3.94)

Aqui el signo + corresponde a ky = iw + 7 y el signo — a ky = iw. Las
energias en reposo de las particulas en k = k4 se obtiene con s =0y

Y=m+r+2nr, n=0,1,2,3 para ky=0,7;, 7, Ti23. (3.95)

Para m = 0 las particulas tienen energia en reposo w,, dada por

/(1 +2n)2+1— 2 £7%(1 + 2n)
B 1 —r?

cosh wF (3.96)
Por lo tanto, solo los fermiones buscados (n = 0, signo —) tienen energia en
reposo cero y los dobles fermiénicos tienen energias en reposo del orden de
1 en unidades de red. Cuando r — 1 las energias en reposo de los dobles
temporales (para los cuales el signo + aplica) se hacen infinitas, w™ — oc.
Las energias en reposo de los dobles no-temporales se hacen w™ = In(1 + 2n)
en r = 1. De hecho, comforme rincrementa de 0 a 1 los dobles desaparecen
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antes de alcanzar r = 1 en el sentido de que el minimo local de la superficie
de energia en k4 # 0 desaparece.

La eleccion de Wilson es r = 1. Puede verse directamente de (3.82) que
en este caso no hay doblamiento de especies debido a que el inverso del
propagador es lineal en cos k4. Recuperando el espaciamineto de la red a, la
energia de la particula puede encontrarse con errores de orden a, comparado
con O(a?) para la discretizacién ingenua de fermiones o bosones,

w=uw, =+/m?+p?+ O(a). (3.97)

El significado especial de » = 1 puede ser visto de otra forma en la accion
completa, que tiene la forma

S = Z (%%%m + &aﬂrﬂ + warﬂHT%wx) - M Z "wa:c?

M = m + 4r. (3.98)
Las combinaciones n
rxn
Py = T" (3.99)
se convierten en proyectores para r = 1,
+\2 _ pt - -
(Pu ): = P P;PM =0, P; +P, =1 (3.100)
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Capitulo 4

Funcion de Green de tres
puntos

En este capitulo usaremos las herramientas matematicas del capitulo 2 al
campos escalar (3.1) y de fermi (3.2) acoplados con una interaccién pseudo-
escalar de Yukawa'[10]. Con la expansién perturbativa calcularemos la fun-
cién de Green de tres puntos hasta tercer orden. Cabe mencionar que los
resultados de este capitulo son originales y es la principal contribucion de
este trabajo de tesis.

4.1. Lagrangiana con acoplamiento del tipo
Yukawa

Si consideramos la Lagrangiana como la suma de las lagrangianas libres
para los campos escalar y fermiénico més la lagrangiana de interaccion:

con
L1(8) = ~(500x0,00 + 5m*?) (42
32(1/1 ¢) = %[@/_)a:w%:mﬂ - @Z_Jm-‘raﬂ’yu@/}x] - l“/_)aﬂva - %a,u@/;xaud}x (43)
v%nt(% 7, ﬁ) = 9153375%% (44>

HMnteraccién con particula mediadora masiva
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Siendo Ziu (7, m, 77) el acoplamiento pseudo-escalar de Yukawa. Generalizando
la funcién de particién (2.44) incluyendo los términos del campo fermidnico
de (3.2) y la interaccién pseudo-escalar de Yukawa podemos escribirla como

Zlj,n, 7] = ed ZntGimm 5 Zo [, m, 7, (4.5)

tomando la versién discreta en el formalismo del tiempo imaginario

Z[.]7T]77_]] - e_zﬂnt(ézzwg%’%)zﬁ[ja77777]7 (46>

donde Zy[j,n, 7] es el producto de las funciones de particién independientes
del campo escalar y fermionico vistas en el capitulo 3.

ZO []7 m, 77} = NG% Indet & det S_leéGwyjl'jyeﬁ /Sz,y/nyl (47)

Expandemos el operador que contiene el Lagrangiano de interaccién hasta
términos de tercer orden?

~9% kR )
g b75 6nz Jz — [ _gzénb%_) 577 5J

vy 00 ) )
b s = Aba
+ = ol Z ( b’ Vs (57_];’ 5]2) <577275 6n—za 5],2)
11 11 5 5 5 /! 5 5
_ b v bla _
3! Z <5 ne o 5jg> (57;’;175 ong 63’2) )

ZZZ

0 4g 0 O 4
" (m " i ciyz) How|

Escribimos la funcién de particién (4.6) como:

(4.8)

Z[Jﬂ%ﬁ] = Zo[]ﬂ?,ﬁ] + Zl[]anaﬁ] + Z2[]777777] + Z3[]77777ﬂ + Z (49>

siendo 72y, Zy, Z3 vy Zson las contribuciones a primer, segundo, tercer orden
y el resto de la suma, respectivamente, éstas se obtienen después de realizar

2La operacién §/dm. se aplica por la izquierda.
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las respectivas derivadas funcionales. Las funciones que obtenemos son

Z2[j,n,71) = 975" G (S2ymy ) (1 S3r.) — S Z, (4.10)
2

: = 9 ¥ _a . . a’ a —c qcb’ ab’
Zolj,m,n) = 575 ’ 75 b[[GZZ’ +(Go0Ju) (G2 da)]][S2 b(S d’n;j M Szlfj =5 b’)
- (S“d,n;f 78S, — S Sy dndns, S, — Sub) — Sens S84 ind] Zo,  (4.11)

Zslj,n,m) = g— VYA G Grain + GoanGaga + (Gowr + (Grafia) (Garan)) G ] X
x {{Sub(Su SUY) — (St SU) (Sednhng, Sl + S5%)

(S “N”/)(S“dfnﬁ iy Sir, — S22) — S2 SISy
[SEL(SEy Syt — S20) — (St Sir. — S22)
(Sl Seter — SEU) — SEi S Sy} Sy YT Sihn —

— {SULSILSEY — (St SU) (S Sls) +

+ (Sab//Sa”b>(Sa d/ng 77; S;b/ + Sa’b/)

— (82 S2 ) (SZil Si0.) + (S22 S22 ) (STymiyiies Sy — S22) —
=82 SISt — [SLL Sty Siry — ) — (St S, — §22) X

X (Sednhae, Sey, — Sty — St S, S ind) S +

+ [SE2(SG i) — (S Sir. — S22)
X (S Se) + (S S30.) (St Sl — SU2) — S S840

x'z™ 2 2"

x S }}ZO. (4.12)

Calculamos la funcién de Green de tres puntos para cada una de las con-
tribuciones con una generalizaciéon de (2.43) que incluye las fuentes anticon-
mutantes

1 § &6 6
— —— 7 . 413
AN N 1,71 j=n=i=0 (4.13)

F(ﬂfl,ﬂ?ﬁs) =

Obteniendo asi la parte conectada de la contribucién de tres puntos
F(O)($17$2,$3) - 0 (
1 ab a’b gqab’
F( ) X1,T2,T3) = gryt’) GZIElezzSzwg ( :
(
(

( ) =
F(2) ($1, T, Ig)
( ) =

b/ / b//a//G . GZZ Sa bSab,’/ a’/bSa///b/
5 2"xq .

3)
X1,T2,T3 22" zey P2l 2 xoz!
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Con sus respectivos diagramas de Feynman [4] mostrados en la Fig. 4.1. T
en (4.15) corresponde al diagrama (a) en la figura mencionada, mientras que
la Ec. (4.17) se representa por el diagrama (b).

La transformada de Fourier (Apéndice A) para cada funcién de tres puntos

Figura 4.1: Diagramas de Feynman en el espacio de las coordenadas para la
funcién de tres puntos. (a) Primer orden (nivel arbol). (b) Tercer orden (a
nivel de un rizo)

I (p,q) = g72°G(q)S(p)**S(p + q)™ (4.18)
2 3 /! 1111 / a//// /
I (p,q) = %%’—Z“vgavg “'Glq) Y Gp—p)S(p)" x
p/
x S(qg+p)""SE)" S(p + )" (4.19)

y sus diagramas de Feynman respectivos:
Analicemos las ecuaciones (4.18) y (4.19). Estamos sumando sobre p’ que va
hasta cierto nimero N, el tamano de la red es N + 1. Por lo que aparece un
pequeno problema: ;Qué pasa cuando la cantidad p — p’ es menor que cero
y p+ p es mayor que N7 Simplemente el valor del momento sale fuera de
los limites de la red, este fenémeno da origen al fenémeno de aliasing [13] y
su origen esta ligado al hecho de realizar transformadas de Fourier sobre un
producto de dos o més funciones (convolucion), obligando asi a que la regién
donde es valida la transformada sea menor que el espacio total. Nosotros
evitamos este problema al considerar una red periddica sin fronteras.

Para realizar la suma sobre la ecuacién (4.19) notemos que p’ es el mo-
mento tetra-dimensional, pero solo sumaremos sobre los tres indices (p}, pb,
y p4), y usaremos la relacién de energia relativista py = —/m? + p2. Dicha
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S(p+q)

Figura 4.2: Diagramas de Feynman en el espacio de los momentos para la
funcién de tres puntos. (a) Primer orden. (b) Tercer orden

suma sobre p’ es la contribucién de los momentos internos de la figura 4.2(b).
Para realizar la suma variaremos los momentos incidentes p y ¢ considerando
que van en una sola direccién en el mismo eje (variaremos p; y manten-
dremos fijo ¢; mientras que ps = p3 = g2 = g3 = 0) y en la suma sobre los
momentos internos no se discriminara direccion alguna. Tomemos en cuenta
que el propagador (4.19) puede escribirse como una combinacién lineal de 16

matrices de 4 x 4:
16

r® =3 "q,r, (4.20)
n=1

donde I',, es cualquier de las matrices: I, vi, vavs, V5%, VaVs, Opw, © = 1,2, 3,
uw,v = 1,2,3,4, donde cada constante en la combinacion lineal representa
cierta magnitud [12]. Para nuestro caso graficaremos la magnitud de inter-
accion |a,| con respecto al momento del fermién incidente, para un valor fijo
del momento de boson incidente. Primero veamos el comportamiento de la
magnitud de interaccién tomando una red que va de 0 a 27 en la cual se
ha generado una red con 13 nodos a lo largo de cada direcciéon. Con el fin
de entender el comportamiento de los coeficientes hemos hecho los calculos
variando el nimero de nodos. En particular nos hemos concentrado en la am-
plitud del coeficiente as (a5\flfyofy5). Esto es debido a que los otros coeficientes

han resultado ser muy pequenos comparados con el de as.
Podemos ver que la interaccién disminuye de manera considerable cuando
aumentamos la energia, este efecto se realiza mediante incrementos al mo-
mento del bosén. Puede considerarse que para momentos mayores o iguales
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(a) Red de diez puntos

03 o T P 15 Fz
(b) Red de catorce puntos

Figura 4.3: Amplitud de interaccién con distintos puntos en la red para el
momento del bosén ¢g=0.
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4

(a) Red de diez puntos

13 0 23

(b) Red de catorce puntos

Figura 4.4: Amplitud de interaccién con distintos puntos en la red para el
momento del bosén g=1.
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a uno la magnitud no nos ofrece informacién 1til a menos que se considere
un analisis estadistico que requiera una mayor cantidad de puntos en la red,
para asi poder calcular el comportamiento en zonas cercanas a cero, con la
desventaja de que se requiere un enorme poder de computo.

En las figuras 4.5-4.6, en lugar de mostrar el comportamiento de 0 a 27,
mostramos el comportamiento de —7 a 7.3

Es evidente que la interaccién es maxima cuando el momento de cada
particula incidente es cero, esto nos indica un posible efecto confinamiento
a bajas energias, tal como sucede con la interaccién fuerte [4]. Una vez mas,
vemos que la interaccion va disminuyendo conforme las energias van aumen-
tando, como se puede ver en las gréficas (4.6). En las gréficas de una red de
7 puntos no se nota mucha informacién, pero en las redes de once y quince
puntos se alcanza a apreciar cierta una simetria en los valores de la amplitud,
lo cual es bastante razonable ya que nos indica una simetria de paridad en
la interaccion.

En las figuras (4.7) mostramos el comportamiento de la “constante” de
acoplamiento. Es facil ver que a bajas energias la interaccion da origen a
un confinamiento que esta ligado con una fuerte interaccién, mientras que a
altas energias tenemos un valor pequeno en la interaccién. Por lo visto en
las Figs. (4.8), notamos que cuando incrementamos el momento del bosén
por la cantidad de 1 (en unidades de red) el valor de la interaccién dismin-
uye drasticamente. Por lo que no esperamos recibir mucha informacién para
momentos aun mayores para el boson. En las figuras 4.9-4.10 mostramos
los resultados en el intervalo simétrico (—m, 7). Una vez més, podemos ver
que el acoplamiento es mas grande (en magnitud) a bajas energias. Note-
mos también que debido a que el acoplamiento es negativo la interaccién que
tenemos es de atraccién. Un problema que aparece cuando graficamos para
quince puntos aparecen muchas fluctuaciones que se desconoce si tienen algin
sentido fisico o si se presentan para una red de mayor volumen, aunado a un
posible error numérico en el célculo. En las figuras (4.11) mostramos la peri-
odicidad de la funcién de Green para una red de diez puntos con un momento
del bosén ¢ = 0. Una ultima cosa que notamos es que cuando aumentamos
la energia de la particula incidente tanto la magnitud de la interacciéon como
la del acoplamiento se hacen mas pequenos.

3Las lineas punteadas representan valores positivos de q.
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(b) Red de once puntos

4ag

(¢) Red de quince puntos

Figura 4.5: Amplitud de interaccién con distintos puntos en la red para el
momento del bosén ¢=0
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(a) Red de siete puntos

4ag3
5 -1

(¢) Red de quince puntos

Figura 4.6: Amplitud de interaccién con distintos puntos en la red para el
momento del bosén ¢g=1,-1.
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Hays
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(a) Red de diez puntos

(b) Red de catorce puntos

Figura 4.7: Amplitud de interaccién con distintos puntos en la red para el
momento del bosén ¢g=0.
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(a) Red de diez puntos

(b) Red de catorce puntos

Figura 4.8: Amplitud de interaccién con distintos puntos en la red para el
momento del bosén ¢=1.
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(a) Red de siete puntos
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(b) Red de once puntos

Hays

(¢) Red de quince puntos

Figura 4.9: Acoplamiento para el momento del bosén ¢=0
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(¢) Red de once puntos

Figura 4.10: Acoplamiento para el momento del bosén g=1,-1
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(b)

Figura 4.11: Periodicidad de la funcién de Green para el momento del boson
q=0.

53



Capitulo 5

Conclusiones y consideraciones
finales

La Teoria de Campos en la red es una técnica propuesta para hacer estu-
dios no perturbativos en teoria de campos, principalmente para calculos en
QCD. El estudio de esta teoria ha mostrado que es necesario tener una dis-
cretizacion cuidadosa en los campos para evitar el problema del doblamiento
fermionico. Un estudio perturbativo de los propagadores fermionicos es re-
querido en Lattice para verificar que ésta teoria sea consistente. En esta tesis
hemos estudiado numéricamente la intensidad del acoplamiento tipo Yukawa,
esto es, un acoplamiento de la forma ¢1)7°1) recurriendo a las herramientas
que proveé la teoria de redes. El acoplamiento puede ser interpretado como
un remedio de la interaccion entre nucleones, representados por el campo es-
pinorial ¢, mediados por los piones (el campo ¢). Sabemos que los piones son
particulas pseudo-escalares y por eso la interaccién empleada es mediante la
matriz 75 que da origen a la cantidad pseudo-escalar 11

Nuestro estudio es atn incipiente en el sentido de que hace falta llevar
a cabo cédlculo numéricos en una red con un niimero mas grande de nodos.
Sin embargo, nuestros resultados permiten ver cierto comportamiento que,
seguramente, se mantendra cuando se aumente el niimero de nodos. La carac-
teristica de nuestros resultados indican que el término dominante corresponde
a a5 (Ecuacion (4.20)). En las figuras 4.4-4.10 se muestra el comportamiendo
de este coeficiente para diferente niimero de nodos y diferentes momentos.
Podemos apreciar de estas figuras que la intensidad del coeficiente se hace
mas intensa para valores pequenos, pero de los momentos que intervienen en
el acoplamiento se indica que la interaccién es mas fuerte para bajas energias
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y ésta se hace muy débil para momentos diferentes de cero.

Una propiedad interesante que debe ser estudiada y que se dejo de lado
en esta tesis es el fendmeno de aliasing[13]. Este fenémeno se presenta en
situaciones en las que es necesario realizar transformada de Fourier de 3
puntos espacio-temporales que son independientes, como en el caso de las
funciones de Green de tres puntos.

Fnalmente, queremos mencionar que hasta ahora Lattice solo ofrece re-
sultados cualitativos y su aplicacion estd més centrada en el estudio de QCD,
por lo que este trabajo solo sirve como “calentamiento” para llevar a cabo
estudio més profundos a Lattice. Sin embargo, ain asi hemos visto que en
una interaccion pseudo-escalar en una red relativamente pequena se tienen
resultados fisicos razonables.
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Apéndice A

Tranformada de Fourier en la

Red

Recordaremos algunas férmulas frecuentemente usadas en las transfor-
madas de Fourier discretas. Las ondas planas usuales en un volumen finito
con condiciones periddicas de frontera estan dadas por:

, 2m

1pT

e’ s Pmu:nu_g (Al)
L

donde n,, es entero. Queremos usar esas funciones para transformada de

Fourier de las variables. En la red los x, estdn restringidos a z, = m,a,

m, =0,...,N —1,L = Na. No debe haber mas p, que z,; tomamos
n,=-N/24+1,-N/2+2,... N/2. (A.2)

En efecto, la longitud de onda mas corta y el vector de onda mas grande
estan dados por
m N2m
Amin = 2a, max — — — 5 1 -
b a 2 L

Ademas de esos argumentos intuitivos, la razén para (A.2) es el hecho de que

(A.3)

Umn = N—d/2€i27rmn/N = N—d/2<eipx)mn (A4)

es una matriz unitaria,

U s = Gy (A.5)
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Veamos esto para el caso en una dimension.

No
Ul = %mzzorm - %11__7": - (A.6)
r = ei2rn=n)/N, (A7)

donde
S = 0, n#n' modN (A.8)
=1, n=mn" modN. (A.9)

usaremos esto en la forma

Zeﬂp =y = H Nla[drm, m, (A.10)
Ze‘”’“ = H (@ 6r,,) (A11)
p ;Hg(aumz), (A.12)

ijzl;[(ﬁm;) (A.13)

donde |a,| es la constante de la red en la direccién p. Con esta notacién
podemos escribir las transformada de Fourier de las variables (del espacio de
las posiciones al espacio de los momentos) y su inversa como

Pp = Z e P, (A.14)
Z e, (A.15)

Para funciones suaves f(p) tenemos, en el limite de volumen infinito L =
Na — oo,

> flp) = 27T Zf (2 (A.16)

w/a d4p '
—>// (27T)4f(p), N — oo, afijo (A.17)

donde Ap = 27/Na.
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Apéndice B

Calculo funcional:
diferenciacion

Cantidades como el propagador

(artylaits) = /quXp [%[fL(q,d)dt] (B.1)

son integrales funcionales: la integracion se toma sobre todas las funciones
q(t) que inicia en un punto fijo (¢(¢;)) y termina en otro punto fijo (¢(¢s)).
Como el lado izquierdo es un nimero, entonces la integral asociada con cada
funcién ¢(¢) también es un nimero. Estéd integral es un funcional, y clara-
mente depende del valor de la funcién ¢(t) en todos los puntos. Esto puede
resumirse como

funcional : funcion — numero. (B.2)

Una funcién, por ejemplo f(t) = 3 + t? — 3t, tiene un valor (nimero) para
cada valor de ¢, que también es un nimero. Esto es

funcién : nimero — numero. (B.3)

En lenguaje matematico, los niimeros pertencen al espacio de los reales R,
entonces la funcién f define un mapeo

f:R—R. (B.4)

Pero las funciones no son siempre niimeros, de hecho, una funcién también
puede ser una cantidad vectorial, como el campo eléctrico E, que pertenece
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a R?, y asocia este campo eléctrico con cada punto del espacio en tres di-
mensiones, por lo que es un mapeo de R?* — R3. Por otro lado, la funcién
del potencial escalar ¢(x) define un mapeo R?* — R. En general, tenemos la
definicién

f:R*"—R™ (B.5)
En fisica generalmente trabajamos con funciones que son infinitamente difer-
enciables, que denotamos como C*°(M), donde M denota el espacio donde
la funcion esta definida. Asi un funcional B.2 queda en la forma

funcional : C*°(M) — R. (B.6)

Debe mencionarse que un funcional no es una funcion de funciones. Es comin
denotar un funcional F' de una funcién f usando paréntesis cuadrados F'[f].

Ahora definimos una diferenciacién funcional. Con analogia con la difer-
enciacién ordinaria, la derivada de un funcional F[f] con respecto a la funcién
f(y) esté definida por

OF[f(@)] _ . FIf(@) + ez —y)] - F[f(z)]

ofly) o ¢

Veamos un ejemplo. Consideremos el funcional

(B.7)

Fw@n:/GWMx (B.5)

Entonces
M = 1’m1 x)+ed(r —y)dr — x)dx
i —LM{/U<H—& ) ‘/ﬂ)d@
= / d(z —y)dx
= 1. (B.9)
Como otro ejemplo, consideremos el funcional
RAW) = [ Gl i@y (B.10)
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Donde z en el lado izquierdo es considerado como un parametro. Diferenci-
amos

= G(z, 2). (B.11)
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Apéndice C
Estados fermionicos Coherentes

Vamos a derivar la representacién en campos para los operadores fer-
mionicos. En el caso de Bose, la representacién en campos fue sélo la rep-
resentacion coordenada que es también muy usada en mecédnica cuantica.
Para operadores de Fermi el andlogo conduce a las llamadas variables de
Grassmann. Esto significa que el operador de campo de Fermi ﬁ(m) sera rep-
resentado por nimeros ©(x), que tienen que ser anticonmutantes. Como ésto
puede ser no muy familiar, primero vamos a describir como trabaja esto.

Consideremos los operadores cuanticos de Fermi que satisfacen las rela-
ciones de conmutacién

{ar,a} =0, {al,al =0, {ar,a]} = ou (C.1)

donde {A, B} = AB + BA. Més adelante vamos a considerar un nimero
finito n de esos operadores, k = 1,2,...,n (en el limite continuo de una red
fermidnica en teoria de campos n — o0). Varias veces es conveniente usar los
2n operadores de Hamilton equivalentes

i = (ax + af) V2, a3 = (ax — a}) /iV2, (C.2)
con las relaciones de conmutacion
{a’27 CAqu} = 5pq6kl7 p,q = 17 2 (C?))

Los operadores no hermiticos son usados mas a menudo.

Es ideal dar un vistazo a la representacion en el espacio de Hilbert. Paran = 1
tenemos el ”estado no-cudntico” |0) que por definicién es el vector propio de
a con valor propio 0, a|0) = 0, y el estado uno-cuéntico |1) obtenido de |0)
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por la aplicacién de a', [1) = a'|0). Aplicaciones posteriores de a' en |0) da
cero, como (a')? = 0 por C.1 (nota que |1) es el estado "no-cudntico” para
a'). Entonces un par de operadores de Fermi (a, a') pueden ser representados
en un simple espacio de Hilbert de dos dimensiones,

() =) o (1) 0 () s

Para n > 1 podemos tomar el producto tensorial de esa representacion. Una
base en el espacio de Hilbert es provista por

ki k) =ab,---al10), p=1,....m, (C.5)

con las propiedades

"1
Z—, > kre k) k| =1, (C.6)
ki-kp

p=0 V"
oy Fylly -+ 1) = Gpg 7 (C.7)
donde - .
O =Y (—)Tak (C.8)
permm

Un estado arbitrario [1)) puede escribirse como

) = (ah)|0), (C.9)
. 1 . )
w(ah) = Z _'¢,€1...,€pa£1 . .alp, (C.10)
=0 P
donde ¥y, .k, es totalmente antisimétrico en ki,...,k, y sumamos sobre

indices repetidos a menos que se indique lo contrario. Un operador arbitrario
A pues escribirse como

; 1
— A At A .
A o Z p!q!Akl"'kP’llf"7lqa/k‘1 U akpa’lq e a’ll; (C.ll)
pq

donde todos los operadores de creacion estan acomodados a la izquierda de
todos los operadores de aniquilacion. Esto es llamado ordenamiento normal
de A Un ejemplo familiar es el operador de nimero

N = alay (C.12)
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que tiene vectores propios |ki,---,k,) con valor propio p. Notemos que
Ay s eply 1, ©5 en general no igual a (ky, - - -, ky|All1,-- -, ;). Notemos tam-

bién que los coeficientes Ay, .. x, 1, .1, son elementos de dlgebra de Grass-

mann, por ejemplo A = ctay + d,tck, donde ¢ y ¢™ anticonmutan.
Supongamos ahora que hay estados propios |a) de a; con valor propio a.
Entonces se sigue que necesariamente los a;s anticonmutan

Qra; = —aiay (Cl?))

Para ver esto, asumimos
dkal == ealdk (Cl4)
con € algin numero # 0. Entonces
axaila) = aray|a) = eaqjagla) = eqjaya)
= —dldk]a> = —eakal\a>. (015)
Por lo tanto C.13 tiene lugar. Los a; no pueden ser nimeros ordinarios.
Asumiendo ag|a) = +|a)ay se lleva a
agaila) = aglaya; = agla)a, = apa|a)
= eqiag|a) = eqjail|a), (C.16)
se sigue que
e=—1. (C.17)

Entonces los “ntimeros” a; tienen que anticonmutar con los operadores fer-
midnicos.

También introducimos los a,T anticonmutantes conjugados independientes,
asumimos que anticonmutan con los ap y los operadores de Fermi, e im-
ponemos las reglas usuales de conjugaciéon Hermitica,

ay T _>d27 ar T _>ali_7 |CL> T —><CL|, <a|d2 = <a|a—k3~_v (C18)
ara; — af ), {a)f,af} = 0. (C.19)

La anticonmutatividad de az van en la misma forma que la de ay.

Los ax y &L junto con el elemento unidad 1 generan un algebra de Grassmann.
Un elemento arbitrario de esta algebra tienene la forma

1
fla™,a) = foo+ fruoaf + foiu + gfklk%gazla,;
+frafa 4+ fronional cata, - -ay, (C.20)
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Hemos extendido el espacio de Hilbert en un espacio vectorial sobre los el-
ementos de un algebra de grassmann. ay y dL son llamadas las variables de
Grassmann y f(a™,a) es llamada una funcién de las variables de Grassmann.
Esta nomenclatura podria ser algo enganosa —1los generadores ay, y a; son ob-
jetos fijos y solamente sus indices "k” y 7 4" son los que varian. Sin embargo,
también usaremos otros generadores by, by, cx, . . ., y entonces, efectivamente,
podemos pintar los elementos de un algebra de Grassmann con un nimero
infinito de generadores. Es simple construir una represenacién matricial para
esos generadores, pero esto no parece ser 1util porque las reglas anteriores son
suficientes para nuestros resultados.

Ahora vamos a expresar |a) en términos de la base vectorial (C.5). El

estado |a) estd dado por
la) = e~k |0). (C.21)

Ciertamente, como (az)* =0

efakaz _ H efakéi = H(l — akdz), (C.22)
k k

y usando a,(1 — azal)|0) = aparal|0) = a;|0) (no suma sobre k) da

igla) = [Hu - ala;)] ar(1 — axal)|0) = [Hu — alaj)] ax|0)
k£l k£l
= agla). (C.23)

Nota que a;, conmuta con objetos de fermiones pares, ejemplo, [ax, a;af ] = 0.
Dos estados |a) y |b) tienen el producto interno

(alb) = (O[(1 = ayay) -+ (1 — anaf)(1 = byal) - - (1 — byal)
=[]0+ o)

k
— P, (C.24)

donde
atb = a; by (C.25)

Gustarfamos una relacién de completez de la forma

1= /da*daM. (C.26)



Para n = 1 esta relacién se lee
= 10)(0] + a'|0)(0]a
da*da(1 — a*a)(1 — aa®)|0)(0|(1 — aa™)

_ / da*dal(1 — a*a)|0)(0] — aa'|0}(0)
+a™]0)(0]a + aa™a’|0)(0|a], (C.27)

que se satisface si definimos la integral de Berezin:

/da =0, /daJr =0, /daa =1, /da+a+ =1, (C.28)

donde da y da™ son tomados anticonmutantes. Para una n general definimos

da =da; - --da,, da* =da}---daf, (C.29)

/dak =0, /dakak =1, /da§ =0, /daga: =1 (C.30)

(no suma sobre k; da’s y dat’s anticonmutantes). El simbolo de integral sim-
boliza la integraciéon Grassmanniana, que tiene algunas similitudes a la inte-
gracién ordinaria (y diferenciacion (C.42)). Un chequeo engorroso del signo
menos puede ser evitado combinando cada day, con da; en pares conmutantes,
como en la notacién

da*da = | [ daj day (C.31)
k=1
que usaremos en adelante. Apareamiento similar serd hecho mas adelante.
Checamos la relacién de completez (C.26) para un n general para verificar

que da la respuesta correcta para un producto interno arbitrario (1|¢). Mul-
tiplicando (C.9) por (C.26) obtenemos

) = / da*dae=" “p(at)|a), (C.32)

P(a®) = (aly) = Z ¢k1 gy (C.33)
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El producto interno toma la forma

(W16 = / da* dae=""*p(a*) d(a*)
Z

X /da+da6_“+aakp g ap - alt. (C.34)

p q'¢k1 kp ¢mekp¢ll T gblq

Por (C.28) la integral es no cero solo si p = q y (ki,....kp,) = (l1,...,1,)
sobre una permutuacion

—_at e
/dcﬁdae “lag, - akna:l . -a;; = H da;rdale 4
Ik, Ky

X H / da day,anar,

M=k,

=1, (C.35)
y
/da+dae_“+aakp gy af; = (5pq(5f11,::£”, (C.36)
Por lo tanto, (C.34) da
(]g) = Z sy Oty (C.37)

que es la respuesta correcta. Por lo tanto, (C.26) es correcto para un n general.
La conexion entre integracion y diferenciacion Grassmanniana puede ser vista
como sigue. Diferenciacion derecha e izquierda puede ser definida por mirar
los términos lineales en una traslacion sobre un fermion by,

Flatb) = Fla) + beff(a) + Shibifl(a) + - (C.39)
= f(a) + f,f(a)bk + %f,ﬁbkbl + - (039>
que sugiere

0 L

() = fE), (C.0)
ag

" .

f@) 5 = (@ (C.41)
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(la extension a funciones de a y at es obvia). Se sigue que la integracién es
diferenciacion por la izquierda:

[ dantt@) = 5-1(@ (C.42)

Ahora vamos a derivar mas propiedades importantes de la integracion Grass-
manniana. Sea f(a,a’) un elemento arbitrario del dlgebra de Grassmann de
la forma C.20. Entonces

/da+daf(a+,a) = flnion- (C.43)
Se sigue que la integracion es invariante bajo traslaciones,
/da+daf(a+ +bTa+0b) = /da+daf(a+, a) (C.44)

Ademas, para una matriz arbitraria M,

n!

—1)"
/da+da6_“+M“ = /da+dau(a+Ma)"

1
_ + + -
= /da damM;ﬁll co My, ap, - cag,a
1

Ky wky
— HMklll . e Mknlndlllmlq . (C45>
Usando la identidad -
€ky--kp €Lyl — 5111.::2;, (046)

donde €, ... , es el tensor n-dimensional € (con €., = +1) obtenemos la
formula

/da+dae_a+Ma = det M (C.A47)
como
det M = Mlh cee Mnln€l1"'ln (C48>
La formula mas general
/da+da6_“+M"+“+b+b+“ = det Mt M (C.49)
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sigue de la invariancia traslacional (C.44) por hacer la traslaciéon a4+ — a® +
b*M~' a — a+ M 'ta. Nota que (C.49) permanece bien definida si det M —
0.

Podemos interpretar (C.44) como una invariancia de traslacién de la me-
dida fermionica,

dat =d(a* +b%), da=d(a+D). (C.50)

Una transformacion multiplicativa lineal de variables

ar, — Tway, a; — a Sy, (C.51)
tiene el efecto
d(a*tS) = (det S)'da™, d(Ta)= (detT) 'da, (C.52)
es decir
/ da*daf(atS, Ta) = det(ST) / datdaf(at,a).  (C.53)

Esto sigue facilmente de (C.43) y (C.48). De acuerdo a (C.52), la medida
fermidnica se transforma inversamente a la medida bosénica dx : d(Tx) =
det T'dz.

Notamos que al pasar a la férmula

/daeéaTM“ =+vdet M (C.54)
donde T' denota una transposicién y M es una matriz antisimétrica (en este

caso solo la parte antisimétrica de M contribuye). Esta férmula sigue de
(C.47) haciendo una transformacion de variables

(z,;’i) N % G _11> (ii) (C.55)

det M = (—1)"/? / dbe2®" Mo / deez M, (C.56)

que conduce a

donde asumimos a n par (en otro caso det M = 0). Como es obvio del lado
izquierdo de (C.54), la raiz cuadrada del determinante de una matriz anti-
simétrica es multilineal en sus elementos de matriz. Es llamado un Pfaffiano.
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Estados [¢) son representados por funciones de ondas de Grassmann ¢ (a")
que dependen solo de los a; (C.33). La representacién de operadores A de-
pende en general también de ay:

(a|Ala) =: A(a™,a). (C.57)

En el ordenamiento normal de (C.11), A(a™,a) es obtenido de A por reem-
plazar todos los operadores por su representativo de Grassmann, mantenien-
do el mismo orden, y multiplicando por ea™a

1
Ala™,a) = pata Z p!_q!Aky--kp,h-"lqazl .. -aipazq eay,. (C.58)

rq

ea™a viene del factor de normalizacién (a|a).
Ahora es simple derivar las siguientes reglas

Ap(a™) = (al A[)

= / db*dbe """ A(a™, b (bT), (C.59)
AB(a",a) = (a|AB|¢>
- / dbtdbe " A(a™, b)B(bt, a), (C.60)
= ( ) )7 B B( )7 é:C(&)
= BAC(a" ) B(a™)A(a™,a)C(a). (C.61)

Una identidad til es
A = explal My = A(a™, a) explaf (eM)pay). (C.62)

La identidad puede ser derivada con los bien conocidos trucos de integracion /diferenciacion.
Sea F'(t) dado por:
F(t) = (a]e®M?|a). (C.63)

Para calcular F'(1) = A(a™, a) diferenciamos con respecto a t y subsecuente-
mente integramos, con la condicién inicial F'(0) = exp(a™,a).
Diferenciacion da

F'(t) = (alat Mae® M |a) = o My(a|ae®M|a), (C.64)
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El a; necesita ser jalado a través de la exponencial para que podamos usar
a;|0) = @;|0). Para esto usamos un truco de diferenciacién similar:

éz(t) — e—t&TMd&letdfM&7
Gy = e Mg, at Male "M = M,,, G (1), G(0) = a,
Gi(t) = (™)t
dlet&TMd _ etd*M&(etM)lm&m. (C.65)
La ecuacion diferencial para F'(t) ahora se lee
F'(t) = a;:Mkl(a|et&TMd]a>(etM)lmam = (aTe™a) F(t), (C.66)
con la solucion
F(t) = exp(ate™a), A(a™,a) = F(1) = exp(ateVa). (C.67)

Enseguida vamos a derivar una férmula importante para la traza de un op-
erador fermiénico. Es usualmente suficiente considerar solo operadores par,
es decir, operadores que contienen solo términos con un numero par de op-
eradores fermidnicos o variables fermiénicas. Como A y también su repre-
sentativo A(a™,a) conmutan con nimeros anticonmutantes arbitrarios, por
ejemplo A(a™,b)cy, = ¢ A(a™t,b). La férmula lee

TrA = /da*dae‘ﬁ“A(a*, —a). (C.68)
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Para A par. Esta férmula para la traza puede ser derivada como sigue

TrA = Zp' D (ke k| Alk - y)

ki -kp

= / (da*da)(db* db)e* ="

Z S Gk Fpla) (al A (Bl -+ k)

ek

1

= /(d(ﬁda) (db+db)€7a+aib+b E Hakp .. .a,ﬂA(cﬁ, b>bk+1 . bzp
1

= /(da+da) (db*db)e"a-b"? E Hakp g bl b;'pA(aJr, b)

= / (da*da)(db*db)e= 40 beb% A(q™ | b)
= (=1)"(da*db)e* " A(a*, b)
= / (da*db)e="""A(a*t, —b) (C.69)

que es el resultado deseado. Integramos sobre a y b" usando (da*da) x
(dbTdb) = (—=1)" (da™db)(dbTda) y C.49. En la tltima linea hicimos la
sustitucion b — —b usando (C.52).
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