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Capitulo 1

Introduccion

El ozono es uno de los compuestos quimicos mas conocidos. Es bien
sabido que la capa de Ozono, ubicada entre 13 y 40 kilémetros sobre la
superficie de la Tierra, absorbe alrededor del 98 % de la luz ultravioleta
emitida por el Sol y que llega a la Tierra. Sin la capa de Ozono la humanidad
no podria sobrevivir.

A pesar de lo valioso que es el ozono en la estratésfera, dentro de la
tropdsfera es uno de los téxicos mas peligrosos. La exposicién al ozono
estd ligada a la muerte permatura, asma, bronquitis y paros cardiacos en-
tre otros problemas pulmonares. Varios estudios han demostrado que existe
una correlacién significativa entre los niveles de ozono y las enfermedades
respiratorias (Por ejemplo Jerret et al. [20] y Wilson et al. [31]).

Cuando los niveles de Ozono en una ciudad superan la concentracion de
0.11 partes por millén (0.11ppm) por un perfodo mayor a una hora, estratos
sensibles de la poblacién (como ancianos y recién nacidos) pueden sufrir
una deterioracién de salud muy seria (ver Bell et al. [3], [4]). Por lo tanto, el
problema de predecir cuando el limite de 0.11ppm, o cualquier limite mayor,
es superado es un problema de gran importancia.

La concentracion y el limite de ozono que se considera legalmente peli-
groso varfa segin cada pafs (ver reporte [8]). La reglamentacién en México
es que una persona, no debe estar expuesta a una concentracién de 0.11ppm
o mayor en media por una hora o mas (NOM, [7]).

Existen varios acercamientos al problema de predecir situaciones en las
cuales los niveles de ozono alcanzan niveles riesgosos en una ciudad; entre
ellos estdan Horowitz [14] y Smith [28] empleando teoria de valores extremos,
Flaum [9], Loomis [19], Zolghadri y Henry [32], y Pan y Chen [21] utilizando
andlisis de series de tiempo, Guardani [13] con redes neuronales, Guardani
[12] con analisis multivariado, y Alvarez [1], Austin y Tran [2] y Larsen [17]
utilizando modelos de cadenas de Markov.

Cuando el objetivo es estimar el niimero de veces que un estandar ambi-
ental es violado en un intervalo de tiempo, Javits [15], Raftery [22] y Smith

5



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

[28] utilizan procesos de Poisson homogéneos para modelar el problema.
Sin embargo, es bien sabido que la homogeneidad en el tiempo no es una
propiedad de una sucesién de mediciones de Ozono. En la tarea de superar
la hipétesis de la homogeneidad de tiempo, Achcar et al. ([36] y [16]) han
estado utilizando procesos de Poisson no-homogéneos, que es tema central
de esta tesis.

En el presente trabajo se utilizan las mediciones de ozono tomadas por
la red de monitoreo de la Ciudad de México entre el 1 de enero del 2003 al
31 de diciembre del 2009, divididas en 5 zonas: Noreste, Noroeste, Sureste,
Suroeste y Centro. A continuacién se consideran tres modelos de procesos de
Poisson no-homogéneos que podrian explicar el comportamiento de las medi-
ciones observadas (definidas por medio de su funcién de riesgo). Utilizando
el punto de vista Bayesiano y después algoritmos estocdsticos, se estiman
los parametros del modelo que mejor representan las mediciones observadas.
Por tltimo, los tres modelos son comparados utilizando el criterio del factor
de Bayes.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. El capitulo 2 presenta
las bases de la teoria de probabilidad necesarios para poder comprender los
siguientes capitulos. El capitulo 3 trata del acercamiento Bayesiano para
estimar los parametros de los cuales depende un modelo. Los capitulos 4,
5 y 6 contienen la teorfa fundamental matematica necesaria para poder
tratar el problema central. El capitulo 7 utiliza la teoria de los capitulos
anteriores para el el desarrollo de los algoritmos estocdsticos que se utilizan
en el capitulo 8, el cual contiene la formulacion matematica del problema,
la implementacién computacional y los resultados obtenidos. Por ultimo, el
capitulo 9 contiene las conclusiones del trabajo y una discusién de problemas
futuros.



Capitulo 2

Bases de probabilidad

FEn este capitulo se presentan algunos teoremas y definiciones que forman
parte de la base de la teoria de probabilidad y que son utilizados a los largo
de esta tesis. Introducciones més detalladas con el mismo enfoque pueden
ser consultadas en Alfaro [23], Grimmet y Stirzaker [33], Grinstead y Snell
[39], Resnick [27] y Ross [26].

2.1. Eventos y sus probabilidades

Definicion 2.1.1 Un experimento es cualquier procedimiento que puede
ser repetido una cantidad infinita de veces bajo las mismas condiciones y
tiene un conjunto de resultados bien definido. Un experimento es llamado
experimento aleatorio si el resultado no se puede predecir con certeza.

Definiciéon 2.1.2 Suponga que se efectiian N repeticiones de un experi-
mento aleatorio. El conjunto x = (z1,z2,...,2n) de valores obtenidos es
llamado muestra aleatoria.

Definicion 2.1.3 Un espacio muestral, denotado por €2, es el conjunto
de todos los posibles resultados de un experimento. Un subconjunto de Q es
llamado un evento.

Ejemplo 2.1.4 La actividad que consiste en lanzar un dado y observar el
nimero que muestra la cara superior es un experimento aleatorio con espacio
muestral

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Definiciéon 2.1.5 Una coleccién F de subconjuntos de €2 es una o-algebra
si satisface

a) 0 e F,
b) si Ay, As, ... € F entonces | J72; A; € F,

7



8 CAPITULO 2. BASES DE PROBABILIDAD

c) si A € F entonces Q\ A € F.

Observacién: Combinando las condiciones (a) y (c¢) de la Definicién, se
tiene que Q € F.

Definicién 2.1.6 Una medida de probabilidad P en (2, F) es una fun-
cién P : F —[0,1] que satisface:

c) si Ay, Ag, ... es una coleccién de elementos disjuntos dos a dos de F en-
tonces

e(04) - Srs
=1 =1

Notacién: Dado un conjunto C, se denota por 2¢ al conjunto potencia
de C, es decir, el conjunto que consta de todos los subconjuntos de C'.

Definicién 2.1.7 Un espacio de probabilidad es una 3-ada (2, F,P)
que consiste de un conjunto €2, una o-dlgebra F C 2 y una medida de
probabilidad P.

Lema 2.1.8 Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Sean A y B elemen-
tos de F, entonces

a) P(A°) =1— P(A),

b) si A C B entonces P(B) = P(A) + P(A\ B),
¢) PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
Demostracién:

a) Note que por definicién se tiene que AU A® = Q y que AN A = (). Por lo
tanto, por la definicién de o-algebra y medida de probabilidad se tiene
que

P(AUAY) =P(A)+P(4A°) = 1.

b) Note que es posible escribir B = AU (B\ A). Como Ay (B\ A) son
disjuntos, por definicién de probabilidad se tiene

P(B) =P(A) +P(B\ A).
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¢) Por el inciso anterior se tiene que P(B) = P(ANB)+P(B\ A) y por lo
tanto

P(AUB) =P(A) + P(B\ A) = P(A) + P(B) — P(AN B).
n

Definicién 2.1.9 Sean Ay B eventos en F. Si P(B) > 0, la probabilidad
condicional de A dado que el evento B sucedié se define como

P(AN B)

P(AIB) = 55

(2.1)

Lema 2.1.10 Sea By, Bs, ..., B, una particion de §), entonces para cualquier
evento A en F

P(A) =) P(A|Bi)P(B).
i=1

Demostracién: Note que los {A N B;} son ajenos dos a dos y

Jian B} = 4,

por lo que

Teorema 2.1.11 (Teorema de Bayes) Sean A y B eventos en F tales
que P(B) > 0, entonces

P(B|A)P(A)

P(AIB) = =55

Demostracion: Por definicién se tiene que

P(ANDB)

P(AIB) =~ g

y adicionalmente, también por definicién se puede escribir
P(ANB)=P(BJA)P(A),

de donde se sigue el resultado. |
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Lema 2.1.12 Sean A, B, y C eventos en F tales que P(BNC) > 0 y
P(C) > 0, entonces

P(AnN B|C) = P(A|BNC)P(B|C).
Demostracion: Utilizando la Definicién 2.1.9 sucesivamente se tiene que
P(ANnBNC)
P(C)
P(A|IBNC)P(BNC)

P(C)
P(A|B N C)P(B|0).

P(ANnB|C) =

Definicién 2.1.13 Dos eventos A y B en F son independientes si
P(ANB)=P(A)P(B).
De manera general, la familia {4;|i € I'} es independiente si

P(Micr4i) = [[P(49).

iel
2.2. Variables aleatorias

Definicién 2.2.1 Sea (92, F) un espacio muestral. Una variable aleatoria
es una funcion X : 2 — R Lebesgue-medible, es decir

{weQ:X(w)<z}eF
para toda = € R.

Dada una variable aleatoria X, se puede construir un espacio muestral y
una medida de probabilidad, llamados espacio muestral y medida de prob-
abilidad inducidos.

Definicion 2.2.2 Para una variable aleatoria X, el espacio muestral in-
ducido, denotado por Qx, es el conjunto de todos los nimeros reales x
tales que existe un w € Q de tal forma que X (w) = z. En otras palabras, el
espacio muestral inducido Qx es el rango de la funciéon X.

Definicion 2.2.3 Para cualquier subconjunto A € R, la funcién de prob-
abilidad inducida es la funcién tal que Px (X € A) es la probabilidad de
que X (w) € A. Es decir,

Px(X € A) =P({w € QX (w) € 2}).
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Ejemplo 2.2.4 Suponga que se tienen 5 pelotas etiquetadas A, B, C, D
y E. Las pelotas A y B son blancas y las pelotas C';, D y E son negras.
Considere el experimento de elegir 3 pelotas al azar sin repeticion. Entonces
el espacio muestral es

N ={ABC,ABD,ABE,ACD,ACE,ADE,BCD,BCE,BDE,CDE}.

Sea X la funcién X : 2 — R que indica la cantidad de pelotas blancas que
hay en un elemento de 2. Claramente X es una variable aleatoria.

Como las pelotas son elegidas al azar, cada uno de los 10 elementos de
) tiene 1/10 de probabilidad de ocurrir. Adicionalmente, el espacio mues-
tral inducido por la variable aleatoria X es Qx = {0, 1,2} y la funcién de
probabilidad inducida estd determinada por

0)=1/10 {CDE},
P(X =1)=6/10 {ACD,ACE,ADE,BCD, BCE, BDE},
2)=2/10  {ABC,ABD}.

Definicién 2.2.5 La funcién de distribucién de una variable aleatoria
X es la funcién F : R — [0, 1] dada por

F(z) = P(X < z). (2.2)

Definicién 2.2.6 Una variable aleatoria X es discreta si toma valores en
algin subconjunto numerable {z1,z2,...} € R.

Definicion 2.2.7 La funcién de probabilidad de una variable aleatoria
discreta X es la funcién f : R — [0,1] dada por

Definicion 2.2.8 Una variable aleatoria X es continua si su funcién de
distribucion puede ser expresada como

F(z) = /f f(u)du,xz € R (2.3)

para alguna funcién integrable f : R — [0,00). La funcién f es llamada
funcién de densidad de X.

Un listado completo de las funciones de probabilidad utilizadas en el
resto de los capitulos se puede consultar en el apéndice B.

A pesar de la existencia de variables aleatorias que no son ni continuas
ni discretas (Ejemplo 2.2.9 ), éstas no son utilizadas en esta tesis por lo que
este caso especial es ignorado en el resto de los capitulos.
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Ejemplo 2.2.9 Una moneda es lanzada y se obtiene aguila con probabili-
dad p € [0,1] y sol con probabilidad ¢ = 1 — p. Si el resultado es Sol, éste
es guardado. Sin embargo, si el resultado es dguila, una ruleta horizontal
es girada y el angulo formado con la direccién norte en sentido horario es
medido. La formulacién obvia es tomar

Q={S}U{(4,60),0 <0 < 2r}.
Sea X : 2 — R una variable aleatoria dada por
X(S) = -1, X((A,0)) =0,

entonces X toma valores en {—1} U [0, 27) y claramente no cumple con las
definiciones de variable aleatoria discreta o continua.

Definicion 2.2.10 La esperanza de una variable aleatoria X con funcién
de densidad f(z) se define como

E(X) = /_OO zf(z)dx. (2.4)

Observacién: Dada una variable aleatoria discreta X, su esperanza se puede
escribir como

E(x)= Y axf(2) (2.5)
{2:f(x)>0}

Lema 2.2.11 Sea X : Q — N wuna variable aleatoria, entonces
E(X)=> P(X >k).
keN

Demostracién: La demostracién es directa notando que E(X) se puede

escribir como i
BX) = Y Y POX ),
keN j=1
y por lo tanto es equivalente
E(X)=> > P(X=k)=> P(X=>j).
JEN k>3 JEN

Definicién 2.2.12 Sea ;1 = FE[X] el valor esperado de una varible aleatoria
X. La variancia de X se define como

Var(X) = B[(X — p)?].
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Teorema 2.2.13 Si X es una variable aleatoria con media 1 y tal que
E[X?] < oo, entonces se puede escribir

Demostracion:

Var(X) = E[X?] — [E[X])>.

Var(X)

E[(X - p)?]

E[X? - 2uX + p?]
E[X?] — 2uE[X] + p?
E[X?) —2p% 4 12
E[X? - p?

E[X? — [E[X]]

Definicién 2.2.14 La funcién de distribucién conjunta F:R? — [0, 1]
de dos variables aleatorias X y Y estd dada por

Flz,y) =P(X <z,Y <y).

Definicion 2.2.15 La funcién conjunta de probabilidad de dos vari-
ables aleatorias discretas X y Y f:R? — [0,1] se define como
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Capitulo 3

Inferencia Bayesiana

Este capitulo contiene los conceptos esenciales de la inferencia Bayesiana
y algunos resultados que seran la base para la formulacién del problema
central de esta tesis. Introducciones mas detalladas pueden ser consultadas
en Bolstad [5], Gamerman y Lopes [37] y Reyes [10].

3.1. Funcién de Verosimilitud

Definicion 3.1.1 Considere una variable aleatoria X tal que su funcién de
probabilidad depende de un cierto valor . La variable 6 que determina dicha
funcién es llamada parametro.

Definicion 3.1.2 El conjunto de posibles valores que un parametro puede
tomar, denotado por O, es llamado espacio parametral.

Observacion: El espacio parametral define una familia
F={f(z,0)6 € ©}

de funciones de densidad para la variable aleatoria X.

Definicién 3.1.3 Sea x = (z1, 9, ...,z N) una muestra aleatoriay 6 € O el
parametro del modelo que produjo la muestra x. La funcién que describe al
modelo en términos de 6 es llamada funcién de verosimilitud, denotada
por [(f|x). Si la muestra aleatoria es independiente entonces la funcién de
verosimilitud es de la forma

N

[(6]a) = [T f(xil6)

=1

donde f(z,0) es la funcién de densidad asociada al experimento.

15



16 CAPITULO 3. INFERENCIA BAYESIANA

3.2. Distribucién a priori

Definicién 3.2.1 Sea = = {x1,29,%3,...,2N} una muestra aleatoria y
0 € O el parametro que describe el experimento que produjo la muestra x.
Llamamos distribucion a priori a la distribucién que se le da al parametro
0 sin tomar en cuenta la muestra aleatoria obtenida.

Notacién: Dada una muestra aleatoria x = (21,29, ...,2y) y un pardmetro
0 que describe el experimento que produjo z. Se denota por p(f) a la dis-
tribucién a priori del pardmetro 6.

Observacién: La distribucion a priori de un parametro 6 es especificada
por intuicién o basada en estudios previos. Sin embargo, si no se tiene in-
formacién alguna, se suele utilizar una distribucién aleatoria uniforme sobre
un espacio muestral lo suficientemente grande.

3.2.1. Distribuciones no-informativas

En casos en los cuales no existe informacion alguna para determinar la
distribucién a priori, lo més conveniente es elegir una distribucién uniforme.

Definicion 3.2.2 Se dice que una distribucion a priori es no-informativa
para un parametro @ si la distribuciéon asignada no favorece a ningin valor
especifico en O.

Si el pardmetro toma valores en un espacio finito © = {6,6,,...,6,},
una distribucién a priori no-informativa puede ser

n

Mas anin, si el espacio consta de toda la recta real S = (—o0, 00) entonces
se asigna la distribucién

p(0) =c,

donde ¢ es una constante positiva. Claramente la distribucion elegida no es
una distribucién propia, pues

/_Z p(6)df = .

Sin embargo, como se vera en la siguiente seccion, estd formulacion puede
ser 1til en ciertos casos.
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3.3. Distribucion a posteriori

Definicién 3.3.1 Sea x = (x1,29,...,2y) una muestra aleatoria, § € ©
el parametro del modelo que produjo la muestra x, p(f) la distribucién a
priori del pardmetro 0 y [(f]z) la funcién de verosimilitud. La distribucién
del parametro € tomando en cuenta la muestra aleatoria x es llamada dis-
tribucién a posteriori, denotada por P(0|z).

En ocasiones, el parametro # de un modelo puede ser dependiente de
otro parametro aleatorio v, sin embargo en muchos casos el valor de un
hiperparametro es de poca influencia y demasiado ambiguo como para ser
de utilidad. Debido a que el trabajo final de esta tesis cae dentro de la
situacién descrita, los casos donde se utilizan hiperparametros aleatorios
para describir un modelo son ignorados.

Teorema 3.3.2 Sea © = (21,2, ...,xN) una muestra aleatoria de un expe-
rimento, 8 € © el pardmetro del modelo y p(0) la distribucion a priori del
pardmetro, entonces

1(z|0)p(0)

> oco P(z, 0)

Demostracién: Por el Teorema de Bayes (Teorema 2.1.11) se tiene que
primeramente
P (z]0)p(0)

P(0]z) = TPl

y por lo tanto, utilizando la notacién definida en este capitulo,

P(flz) =

POlr) = ($|9()P)()
1(]0)p(0)
> gcop(z,0)

Observacién: Una vez obtenida la muestra aleatoria x, ) ,.q P(x,0) es
una constante y por lo tanto la distribucién a posteriori se puede escribir de
la forma maés compacta

P(8]z) o< I(z|0)p(H). (3.1)

Observacion: Cuando el espacio muestral consta de toda la recta real y se
da la distribucién a priori no-informativa, la distribucion a posteriori puede
ser correcta (salvo una constante de normalizacién) si ) 4. p(z,6) < oo.
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3.4. Distribuciones Conjugadas

Definicion 3.4.1 Sea P una familia de distribuciones, x una muestra aleato-
ria y 6 un parametro del cual depende el modelo que produjo z. Si tanto la
distribucién a priori p(f) como la distribucién a posteriori P(f|x) son ele-
mentos de P, las distribuciones son llamadas distribuciones conjugadas.

Debido a la definicion, el uso de distribuciones conjugadas es 1til inica-
mente si la familia P es elegida de manera que una buena restriccién acerca
de las posibles formas de la distribucién a posteriori sea inferible.

Ejemplo 3.4.2 Una funcién de densidad f(z]y) pertenece a la familia de
distribucion exponencial uniparamétrica si es de la forma

f(x]0) = a(x)e?OU)+b0) (3.2)

La importancia de esta familia es debido a que contiene a varias de las
distribuciones importantes como

a) Distribucién Normal (Gaussiana) N (6, 0?)

d)(a) = %,t(l’) = va(e) = _ﬁ,a<$) —e 252,

g

b) Distribucién Binomial

#(0) = log (%),t(m) = 2,b(0) = nlog(1 — 0),a(x) = (”)

¢) Distribucién exponencial
o(0) = —0,t(x) = x,b(f) = log(d), a(x) = 1.
d) Distribucién de Poisson
?(0) =log(0),t(x) = x,b(0) = —log(h),a(x) = 1.

Sin embargo no contiene a la distribuciéon uniforme, a la distribucién T, ni
mezclas discretas de densidades.

3.5. Prueba de hipétesis Bayesiana

Suponga que se tiene un conjunto de hipétesis (llamadas modelos) que
podrian explicar un fenémeno dado, si se da el caso en que no existe manera
de saber que hipdtesis es la correcta de manera definitiva, el acercamiento



3.5. PRUEBA DE HIPOTESIS BAYESIANA 19

mds razonable es formalizar el modelo de manera que se pueda inferir que
hipétesis es la mas probable de ser la correcta.

Fl acercamiento Bayesiano consiste precisamente en calcular que tan
probable es que un modelo sea mas adecuado que otro, es decir, calcular las
probabilidades posteriores de que cada modelo sea correcto. Suponga que se
tienen dos modelos M7, M. Al observar el evento Y, se calcula el factor de
Bayes dado por

P(M|Y)/P(Ms)|Y)
P(My)P(M2)
[P(Y[M)P (M) /P(Y)][P(Y[M)P(M3)/P(Y)]
P(M1)P(Mz)

BEv, v, =

P(Y|M,)
P(Y|My)

Intuitivamente, el factor de Bayes BFu;, i, es justamente la ventaja
de M; sobre My después de observar Y. Formalmente, si BFy, a, > 1,
entonces el Modelo 1 es mas probable de ser el correcto, y si BFy, v, < 1
entonces el Modelo 2 es el mas probable de explicar el fenémeno.
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Capitulo 4

Cadenas de Markov

En este capitulo se definen los conceptos esenciales y se demuestran los
teoremas necesarios relacionados con las cadenas de Markov. Una vez que
se ha desarrollado lo suficiente la teoria de las cadenas de Markov en las
primeras dos secciones, la seccién 4.3 presenta la demostracion del Teorema
Fundamental de Convergencia (Teorema 4.3.2), argumentablemente el Teo-
rema de mayor importancia en el estudio de las cadenas de Markov, cuyo
resultado es esencial para el problema central de esta tesis.

Una introduccién més detallada y un estudio més profundo al tema
estd disponible en Grimmett y Stirzaker [33], Karlin y Taylor [38], Ross
[26], Stroock [29] y Tudor [30].

4.1. Cadenas de Markov y clasificacién de estados

Definicién 4.1.1 Un proceso estocdstico X = {X; : ¢ € T'} es una colec-
cién de variables aleatorias indexadas por un conjunto 7' llamado conjunto
de indices (en general indica el tiempo). Al conjunto de valores que pueden
tomar las variables aleatorias se le llama espacio de estados y se denota
por E.

Definiciéon 4.1.2 Un proceso estocastico X con espacio de estados F es
una cadena de Markov si satisface la condicion de Markov :

P(X, =e[Xo =20, X1 =71, X2 =72, .., Xpo1 = Tp—1) =
P(Xn = €|Xn—1 = xn—l)
para toda n > 1y toda e, xg, x1,..,2,-1 € E.

Intuitivamente, la condicién de Markov dice que la cadena cambiard de esta-
do acorde tinicamente a su estado actual, sin memoria alguna de los estados
anteriores.

21
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Ejemplo 4.1.3 (Caminata aleatoria unidimensional) Imagine una par-
ticula situada inicialmente en un punto z € Z. En cada paso, la particula
se mueve un punto a la izquierda con probabilidad p € (0,1) o un punto a
la derecha con probabilidad ¢ = 1 — p. Sea X = {X, | t € N} un proceso
estocdstico donde la variable aleatoria X; indica la posicion de la particula
después de t saltos. Suponga que después de n saltos la particula ha tomado
la trayectoria (z, 22,23, ..., ;). Entonces

P(Xn—l-l = San =p, Xp1=Tp-1,...,X1 = Z) =

p sis=x,+1
PXpt1=slXpn=2,)=<¢q sis=z,—-1
0 en cualquier otro caso

Por lo tanto X es una cadena de Markov.

Definiciéon 4.1.4 Una cadena de Markov X es homogénea si
P(Xpt1 =jlX, =1) = P(X1 = j|Xo =1),

es decir, la cadena es independiente del tiempo.

Debido a que las cadenas de Markov no-homogéneas no son utilizadas
durante el resto de esta tesis, todas las cadenas de Markov utilizadas a partir
de este punto son homogéneas a menos que sea explicitamente aclarado.

Definiciéon 4.1.5 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados FE.
La matriz de transicién P de X es la matriz de tamano |E| x | E| tal que
la entrada (i, 7) es la probabilidad de que la cadena, estando en el estado 4,
llegue al estado j en el siguiente salto. Es decir,

Pij = P(Xn+1:j|Xn:i)
= P(X1:j|X0:i).

Definicién 4.1.6 La matriz de transicién del n-ésimo salto P,= (p;;(n))
es la matriz de tamano |E| x | E| con las probabilidades de transicién n-ésima,
es decir,

pij(n) = P(Xmin = jlXm =1)
P(X, =j|Xo=1).

El siguiente teorema es de gran utilidad para comprender como una
cadena de Markov evoluciona con el tiempo. Nos dice que la matriz de salto
m + n, en el caso que F sea finito, es justamente el producto de la matriz
de salto m por la matriz de salto n.
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Teorema 4.1.7 (Chapman-Kolmogorov) Sea X una cadena de Markov
con espacio de estados E, entonces para i, j € E, m, n > 0, se tiene que

pl] m+ n Z pzk pk]
keE

Demostracion: Utilizando el Teorema 2.1.12 y la ley de probabilidad total,
se tiene,

pij(m+n) = P(Xpn = j|Xo=1)
= Z P(Xpmin = J, Xm = k| Xo = 1)
keE
= Y PXpupn = X = k, Xo = )P (X = k[ Xo = i)
keE
= Y P(Xpnin = 31X = F)P (X = k| Xo = i),
keE

y el resultado sigue.
|

Corolario 4.1.8 Sea X wuna cadena de Markov con espacio de estados E
finito, entonces la matriz de transicion n-ésima es la n-ésima potencia de la
matriz de transicion, es decir, P, = P".

En el siguiente Ejemplo (Ejemplo 4.1.9) se muestra la aplicacién del
Corolario 4.1.8 aplicado a un modelado de lineas telefénicas en un centro de
atencién a clientes.

Ejemplo 4.1.9 En un centro de atencion a clientes se tienen 4 lineas tele-
fénicas y en cada intervalo [n,n 4+ 10] de 10 minutos entra una llamada con
probabilidad e = 1/3 (y ninguna llamada entra con probabilidad ¢ = 2/3), a
menos que las 4 lineas estén ocupadas, en cuyo caso las llamadas entrantes
son rechazadas. Si hay llamadas en transcurso, una llamada es liberada
con probabilidad I = 1/5 (y no es liberada con probabilidad I' = 4/5).
Sea X = {X,, : n € N} una cadena de Markov tal que X,, es la variable
aleatoria que indica la cantidad de lineas ocupadas en el intervalo de tiempo
[10m,10(n + 1)]. Entonces la cadena puede ser visualizada de la siguiente
manera;

e el +¢l el +e'l leti'e 1-1I¢
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O sustituyendo los valores,

(2/3) (9/15) (9/15) (9/15) (13/15)

(2/15)
(4/15)

La matriz de transicion de la cadena sera

2/3 1/3 0 0 0
2/15 9/15 4/15 0 0
P=| 0o 2/15 9/15 4/15 0
0 0 2/15 9/15 4/15
0 0 0 2/15 13/15

Mas atin, como F es finito, por el corolario 4.1.8 se tiene que las matrices
saltos 2 y 3 son:

22 19 4 0 0 86 289 112 16 0
T VR TR 2% % % e
jo R U s ] P — SIC R (S
R A G O e 1R H BB
225 25 2425 ?525 3375 125 11225 ?;7375 %375
4 4 9 124 66 7
0 0 55 3% 7 0 537% 335 3375 3375

Teorema 4.1.10 Sean X y Y dos cadenas de Markov independientes con
matrices de transicion Py P respectivamente. Sea Z = {Z, = (X,,Y,)|n €
N}, entonces Z es una cadena de Markov con matriz de transicion dada por

’

Q(Ilayl)v(:vayQ) - P1?17$2Py17y2'
Demostracion: El hecho de que Z es una cadena de Markov es inmediato

a partir de que X y Y son ambas cadenas de Markov independientes. La
matriz de transicién de Z entonces es

Qar ) (waye) = P(Zni1 = (22,92)|Zn = (v1,51))
= P(Xnt1 =22, Y11 = 2| Xn =21, Y5 = 11)
P(Xp1 =22, Yn11 = 1Xn =21,Y, = y1)
P(Xn = xlay;z = yl)
P(Xn+1 =29, Xn = 21)P(Yo1 = 42, Y = y1)
= PXpy1 = 22| Xp = 21)P(Yoy1 = 2|Yn = 1)

/

= PP

1,2+ y1,y2?

donde las igualdades 3 y 5 son por la definicién de probabilidad condicional
y la cuarta igualdad es gracias a la independencia de X y Y. |
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Definicién 4.1.11 Un estado i accede a j (i — j) si la probabilidad de
que la cadena visite el estado j, dado que comenzd en el estado 7, es positiva,
es decir, existe m > 0 tal que p;;(m) > 0.

Notacién: Dos estados i y j se comunican entre si cuando i — j y j — 1,
y se denota por 7 <> j.

Teorema 4.1.12 La relacion de comunicacion (<) es una relacion de e-
quivalencia.

Demostracién: Para demostrar que la relacion es de equivalencia se nece-
sitan demostrar las siguientes tres propiedades:

a) reflexividad: es trivial, pues p;;(0) =1 y por lo tanto i < i.
b) simetria: La relacién es simétrica por definicién. Si i <+ j entonces j < i.

¢) transitividad: Sean i, j, k estados tales que i <> j y j < k, entonces
existen m, n € N tales que p;j(m) > 0y pjr(n) > 0. Por el Teorema
4.1.7,

pir(m +n) =Y piw(m)puk(n) > pij(m)pjr(n) >0
weER

y por lo tanto ¢ — k. Similarmente se muestra que k — i y se sigue que
la relacién < es transitiva.

Definicién 4.1.13 El periodo d(i) de un estado i es el méximo comun
divisor de los tiempos en los cuales la probabilidad de un regreso al estado
de origen ¢ es positiva, es decir,

d(i) = med{n : p;(n) > 0}.
Un estado i es periddico si d(i) > 1 y aperiddico si d(i) = 1. Si todos

los estados de una cadena son aperiodicos, se dice que la cadena X es una
cadena aperiddica.

Lema 4.1.14 Si i <> j entonces existe n > 0 tal que pu(n) > 0.

Demostracién: La demostracién es idéntica a la parte (c) del Teorema
4.1.12 tomando k = i. |

Teorema 4.1.15 Si i < j entonces d(i) = d(j).
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Demostracion: Como ¢ < j, por definicién existen enteros n y m tales
que pij(n) > 0y pji(m) > 0. Sea s tal que p;;(s) > 0. Por el Teorema 4.1.7,

pjj(n+m) > pji(m)pij(n) >0,

pjj(n—+s+m) > pji(m+ s)pij(n) = pji(m)pii(s)pij(n) > 0.

Por lo tanto, dada una cadena que comienza en el estado j, su regreso
al estado original tiene probabilidad mayor que 0 en los tiempos n +m y
n+m-+s y consecuentemente d(7) divide tanto a n+m como a n+m+s. Como
s es la diferencia de dos nimeros divisibles entre d(j) (n+my n+m+s),
se sigue que d(j) también divide a s. Como este argumento fue construido
para un tiempo s arbitrario tal que p;(s) > 0, se sigue que d(j) divide a
todos los e > 0 tales que p;;(e) > 0 y por lo tanto d(j) divide a d(7).

Un argumento simétrico intercambiando los estados ¢ y 7 demuestra que
d(i) divide a d(j). Como d(4)|d(j) y d(7)|d(%), necesariamente d(j) = d(i) y
el teorema queda demostrado.

|

Teorema 4.1.16 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados F,
entonces para todo estado i € E existe N € N tal que para todo n > N

pii(nd(i)) > 0. (4.1)

Demostraciéon: Sea A = {ay,k € N|p;i(k) > 0} C N de tal forma que
si u < v entonces a, < a,, en otras palabras A es el conjunto ordenado
que consta de todos los tiempos en los cuales el regreso de la cadena a su
estado original i es probable. Se quiere demostrar entonces que para todo
natural n mayor que un determinado N, nd(i) € A. Claramente A es un
conjunto infinito numerable, pues por tratarse de una cadena homogénea, si
pii(n) > 0 entonces p;;(kn) > 0 para todo k € N.
Por el Corolario A.0.2 existe un subconjunto finito

M = {by,by, ..., by} C A

tal que med(M) = d(i). Utilizando ahora el Corolario A.0.4 existe un N €
N tal que todo nd(i) > N puede ser expresado como combinacién lineal
sobre N de los a;. Por lo tanto para todo nd(i) > N existe un conjunto
{k1,ka, ..., kn} tal que nd(i) = kiby + k2ba + ...kpby lo que implica que
nd(i) € A. [ ]

Observacién: Si un estado ¢ es aperiédico entonces el Teorema anterior
dice que existe un natural N tal que para toda n > N, p;(n) > 0.
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Corolario 4.1.17 Si p;j(m) > 0 entonces p;j(m + nd(i)) > 0 para todo n
suficientemente grande.

Demostracion: Se sigue directamente del Teorema 4.1.16 debido a que la

cadena es homogénea y del hecho que i — j. |

Definicién 4.1.18 llamamos
fijin) =P(X, =4, Xn 1 #74,... X1 # j| Xo = 1) (4.2)

a la probabilidad de que la cadena llegue al estado j por primera vez en n
pasos comenzando en el estado 1.

Observacion: Es claro que f;;(1) = p;; y recursivamente

pi(n) =Y fi(k)pii(n — k). (4.3)
k=0

Definicion 4.1.19 Un estado i es recurrente si una vez que la cadena se
encuentra en este estado, su regreso es seguro. Si la probabilidad de que el
regreso al estado i no suceda es positiva, el estado es llamado transitorio.
Formalmente un estado 7 es recurrente si

P(X, =i para algin n € N| Xy =1i) =1
y transitorio si

P(X,, =i para algin n € N| Xy, =) < 1.
Lema 4.1.20 Sean x,y € E estados tales que x <> y, entonces:
a) x es recurrente si y sélo siy es recurrente

b) x es transitorio si y solo siy es transitorio

Demostracién: Como x < y, entonces existen n,m € N tales que k =
Day(N)pyz(m) > 0. Por el Teorema 4.1.7, para todo r € N

Pyy(n+m + 1) > pya(m)Paa(r)Pay(n) = kpaa(r) (4.4)

Pz (N +m + 1) > Py (n)pyy (1) pya(m) = kpyy(r). (4.5)

Para ver ahora que la afirmacion (a) es verdadera, es suficiente notar que
si z es un estado recurrente entonces

Z pm;z:(n) = 00,

neN
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y por lo tanto, utilizando la desigualdad (4.4),

Zpyy(n+r+m) =00
neN

por lo que y serd recurrente. Para la parte (b) suponga que x es transitorio,
esto implica que

me(nerJrr) < 0
neN

y por lo tanto, utilizando la desigualdad (4.5),

> pax(n) < oo,

neN

lo cual significa que y es un estado transitorio. |

Definicién 4.1.21 Dado A C E un subconjunto propio del espacio de es-
tados, el primer tiempo de entrada a A es la variable aleatoria

min{n >1: X, € A} si{n>1:X,€ A} #0

TA:{+oo si{n>1:X,€A}=10

Notacién: Si el conjunto A consta de un solo punto la notacién utilizada
es Tyyy = T

Teorema 4.1.22 Sea X una Cadena de Markov con espacio de estados F,
entonces

a) © € E es un estado recurrente si y sdlo si P(T, < 00| Xg=1z) =1
b) x € E es un estado transitorio si y sdlo si P(T, < co|Xp=1x) <1
Demostracién: Las afirmaciones son triviales notando que por definicién

T, < oo siy sélo si X, =z para algin n € N. [ |

Definicion 4.1.23 Dada una cadena de Markov X con espacio de esta-
dos F, definimos p; como el tiempo esperado de que la cadena regrese por
primera vez al estado de origen 7. Es decir,

o0 si ¢ es transitorio
Yooy nfi(n) siiesrecurrente

Incluso cuando i es recurrente, u; puede ser infinito y por lo tanto se
introduce la siguiente definicion.
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Definicion 4.1.24 El estado i es positivo recurrente si y; < oo y nulo
recurrente si p; = oo.

Definicion 4.1.25 Un conjunto C' de estados es
= cerrado si p;; = 0 para todo i € C,j ¢ C.

= irreducible si i «+ j para todo i,j € C.

Teorema 4.1.26 (Teorema de la Descomposicién) Un espacio S de es-
tados se puede particionar de manera unica como

S=TUC,UCyU ... (4.6)

donde T es el conjunto de estados transitorios y los C; son conjuntos cerra-
dos irreducibles de estados recurrentes.

Demostracion: Sean C; las clases de equivalencia construidas por la
relacién <> (Teorema 4.1.12) y T = {U,C,|C, es de estados transitorios}
la unién de todos los conjuntos C) que constan de estados transitorios. Con
esta construccién el conjunto T" contiene a todos los estados transitorios y los
conjuntos C; que no forman parte del conjunto 7" son conjuntos irreducibles
(por la definicién de la relacién <») que constan de estados recurrentes (pues
no forman parte de T'). Para concluir con la demostracién basta inicamente
mostrar que si C;. es tal que C,. NT = () entonces C, es un conjunto cerrado.
Suponga que C;. no es cerrado, entonces existen i € C,.,j ¢ C,. y k € N, tales
que p;;(k) > 0, y por lo tanto

P(X,, #1, paratodan > 11Xy =1) > P(Xj, #i|Xo=1)
> P(Xp =j|Xo=1)
> 0,

es decir, la probabilidad de que la cadena no regrese al estado originario i
es mayor que cero, lo cual contradice el hecho que i es recurrente. |

Ejemplo 4.1.27 (Caminata aleatoria con barreras absorbentes)

Considere la cadena de Markov descrita en el ejemplo 4.1.3 con la diferencia
de que ahora se limita el espacio de estados al conjunto {0,1,..., N}. Si la
cadena llega al estado 0 o al estado IV, la cadena se queda en el mismo estado
por el resto del tiempo. La cadena de Markov se puede imaginar como una
persona apostando una moneda en cada paso y jugando hasta perder todo
su dinero (en cuyo caso llegarfa al estado 0) o hasta obtener una cantidad
buscada N. La evolucién de la cadena de Markov esta dada por



30 CAPITULO 4. CADENAS DE MARKOV

p sij=i1+1,
PXpt1=jlXn=19)=qq sij=i-—1,
0 en cualquier otro caso.

Con matriz de transicion dada por

1 0 0 0 0
qg 0 p O 0
0 g 0 p 0
P:
0 01

La descomposicién segtn el Teorema 4.1.26 es
S=TUC;UC(Cs,,
donde C1 = {0}, co = {n} y T ={1,2,..., N —1}. Ademds, todos los estados

son transitorios con periodo d(i) = 2 cuando i € T y aperiddicos cuando

i€ Cio(Cs.

Definicion 4.1.28 Un estado aperiédico positivo recurrente i es llamado
ergodico.
4.2. Distribuciones estacionarias

Definicion 4.2.1 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados F.
Un vector 7 es una distribucién estacionaria de la cadena X si 7 tiene
entradas (7 : j € E) tales que

a) m; >0, para toda j € F,
b) ZjeE T =1,
¢) m=7P, es decir m; = Y, mipij.

La distribucién es llamada estacionaria debido a que utilizando (¢) inducti-
vamente se sigue que para toda n > 0,

mP" = .

Definicion 4.2.2 Una cadena de Markov X es llamada estacionaria si su
distribucién inicial es una distribucién estacionaria.
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Ejemplo 4.2.3 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados F =
{1,2,3} y matriz de transicién

0.5 0.25 0.25
P=105 0 0.5
0.25 0.25 0.5

Como
0.5 0.25 0.25 0.4 0.2 04 04 0.2 04
0.5 0 0.5 04 02 04l =1(04 02 04
0.25 0.25 0.5 04 02 04 04 02 04

entonces el vector m = (0.4,0.2,0.4) es un vector de distribucién estacionaria
de la cadena X.

Teorema 4.2.4 Sea X una cadena de Markov con vector de distribucion
estacionaria ™. Si a Xg se le asigna la distribucion w, es decir,

P(Xo =y) =my,
entonces
a) para todo m € N, P(X,, =y) =my,
b) para todo k € N y para todo estado y € E se tiene que

P(X,#y,n=1,23,....k)=PX,, Zy,n=0,1,...,k—1). (4.7)

Demostracién:

a) La demostracién de la primera parte se hard por un induccién. Suponga
que n = 0. Como la distribucién inicial de la cadena es la distribucién
estacionaria m entonces

P(Xo=y) =m,.

Suponga ahora que distribuciéon hasta el salto n — 1 es la distribucion
estacionaria. Utilizando la parte ¢) de la Definicién 4.2.1

P(X,=y)= Zpin(anl =i) = Zpiyﬂ'y = Ty.
i 7

b) La ecuacién 4.7 se sigue directamente del inciso anterior, pues para todo
estado ¢
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A continuacién se presentara una serie de resultados que serdn necesarios
para poder demostrar el Teorema Fundamental de Convergencia, uno de los
teoremas mas importantes de esta tesis.

Lema 4.2.5 Sea X una cadena de Markov irreducible con espacio de esta-
dos E y vector de probabilidad estacionario m, entonces

a) me > 0 para todo e € E

b) la cadena X es recurrente

Demostracién: Note primero que por ser 7w una distribucién estacionaria

entonces
Z Te = ]-7
eck
y por lo tanto existe x € E tal que 7, > 0.
Ahora, por la Definicién 4.2.1

Ty = Z TePey(n)-
eck

Como X es una cadena irreducible, para cualquier pareja de estados z,y € E
existe n € N tal que p,y(n) > 0y por lo tanto

Ty = Z TePey(n) = Tapay(n) > 0.
eclE
Con esto queda demostrada la parte (a).
Para ver que la parte (b) se cumple note primero que X es irreducible y
entonces por el Lema 4.1.20 si existe un estado transitorio, entonces todos
los estados serian transitorios, y por lo tanto

Jim pey() =0

para cualesquiera x,y € E. Ahora, utilizando el Teorema A.0.5, se tiene que
para toda y €
my = lim Z TePey(n) = Znh_)rr;o TePey(n) = 0.

n—o00
ecE ecE

Esto contradice el hecho de que 7 es un vector de probabilidad estacionar-
ia, y por lo tanto no existen estados transitorios. Con esto el Lema queda
demostrado. |

Notacién: Dado un estado y, se denota por a,,(y) a la probabilidad de que
el tiempo de entrada sea mayor que m, es decir

am(y) = P(Ty > m).
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Teorema 4.2.6 Sea X una cadena irreducible. Si existe un vector de pro-
babilidad estacionaria 7, entonces la cadena es positivo-recurrente y

Tz =1
para cualquier x € F.

Demostracién: Suponga que X tiene como distribucién inicial a 7. Por el
Lema 4.2.5, para todo e € E, m, > 0. Ahora, utilizando el Lema 2.2.11 ,

o0

Tyly = (Z nfyy(n))my

n=1

= E(Ty|Xo=y)P(Xo =y)

= iP(Ty > n|Xo =y)P(Xo =y)

n=1

= ZP(Ty >n, Xo=1y).

n=1

Note ahora que para cada n > 2, la ultima ecuacién se puede escribir como

P(TyznaX(]:y) - P(onanM#y>m:177n_1)
P X, #£ym=1,...,n—1)
-P(X,, #y,m=0,1,...,n—1),

que se puede reescribir por el Teorema 4.2.4 como

= P(X,#ym=0,1,...,n—2)
-PXy#y,m=0,...,n—1)
= an—Q(y) - an—l(y)-

Ahora, cuando n = 1, se tiene
P(T, > 1,Xo=y) =P(Xo =y),

y por lo tanto se puede escribir

Tyy = P(Xo=y)+ Z(anﬁ(y) — an—1(y))
n=2
= P(Xo=y)+ lim > (an-2(y) — an-1(y)).

n=2
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Note ahora que )" o(an—2(y) —an—1(y)) es una suma telescépica en donde
los términos se van eliminando y resulta en ag(y) — am—1(y). O sea,

myhy = P(Xo=y)+ao(y) + 1m (—an-1(y))

= 1— lim apm-1(y)
m—o0

L= Jim o),

donde se utilizo el hecho de que
P(Xo=y)+ao(y) =P(Xo=y) + P(Xo #y) = 1.

Para demostrar el Teorema solo falta ver que lim,, oo @y = 0.
Por el Lema 4.2.5 se sabe que y es un estado recurrente y por lo tanto

lim P(T, > m,Xo=y) =0,

m—roQ

%gnoo am(y) = mlgnoo Z P(Ty>m,Xo=2)=0
z€E:P(Xo=2)>0

donde nuevamente la ultima igualdad es debido al Lema A.0.5. Por lo tanto

Tylty =1 — lim ay,(y) =1,

m—0o0

y como 7, > 0y py < oo para todo y € I, se sigue que todos los estados
son positivo-recurrentes. |

Lema 4.2.7 Sea X una cadena de Markov irreducible y recurrente, entonces
para x,y € E se tiene
a) Eziste n € N tal que P(Ty = n|Xo = x) > 0.
b) P(T, < oo|Xp=1vy) =1.
Demostracion: Como X es una cadena recurrente, entonces
P(T, < o|Xg=12)=1
para todo = € E. Dados z,y € F, sea
S ={neN:py(n)>0}

el conjunto de todos los tiempos en los cuales la cadena, comenzando en el
estado x, puede llegar al estado y. Como X es una cadena irreducible, se
sigue que S es un conjunto no vacio. Sea ky = min(S), entonces

C:P(Ty:k‘olXO :.%') >0
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y por lo tanto, para todo n > ko,

P(T, >n|Xo=2) > P(T, >n,Ty = ko|Xo=2)
= P(T, > n|T, = ko, Xo = 2)P(T}, = k| Xo = )
= PT>nXo=2,X1# Y., Xpo—1 # Y, Xk, = ¥)
= cP(T, >n—ko|Xo=yv),

donde la tltima igualdad es gracias a que la cadena es homogénea.

Por ser X una cadena irreducible y recurrente, note que
P(T, = oo|Xp = ) = 0. Tomando ahora el limite de P(T, > n|Xy = x)
cuando n se acerca a infinito, se tiene que

lim P(T, >n|Xo=2) =P(T, =o0|Xg=2) =0

n—oo

y como
P(T, >n|Xo=2x) > cP(T, >n—ko|Xo=1y)

se sigue que
P(T, = 0| Xo=vy) =0.

Notacidén: Para facilitar la lectura del inciso (¢) de la demostracién del
Lema 4.2.8 se denota por A..(n) a la probabilidad de que la cadena que
comenzo en e, llegue al estado = en n saltos, con la condicién adicional de
que el tiempo de entrada a e sea mayor que n, es decir,

Aez(n) =P(X, =z,T. > n|Xy=e).

Lema 4.2.8 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados E, en-
tonces para cualesquiera estados x,z € E,

a) /\z,x(l) = DPzx
b) Aza(n) = Zy;éz Ary(n = Dpyz, n>2.
Demostracién: Para la parte (a) es suficiente notar que

Aez(1) =P(X1 =2,T. > 1| X0 = 2) = pza-
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Suponga ahora que n > 2, entonces

Aez(n) = P(X, =2T, >n|X,=2)
= PX,=2,X,1#2T.>n—1Xy=2)
= Y PXp=2Xp1=yT. >n—1|X;=2)
y#z
= > P(Xp=aXy1=yT.>n—1,X;=12) x
y#z
P Xy 1=9yT.>n—-1,X0=2)
= Y P(Xp=2[X,1=y) X
Y72
PXp1=9y,T.>n—1Xo=2)

= Zpym)\z7y(n —1).

y#z
Lo cual demuestra la parte (b) del Lema. |

Notacién: Se denota por 1, a la funcién f: {V, F} — {0,1} que devuelve
1 si la proposicién p es verdadera y 0 si la proposicién p es falsa.

Lema 4.2.9 Sea X una cadena de Markov irreducible con espacio de es-
tados E y matriz de transicion P, entonces para cualquier estado positivo-
recurrente e € E eziste un vector y(e) = (vz(€))zer €l cual satisface:

a) vz(e) < oo para todo x € E
b) erE Yz(e) = E(Te| Xo = e)
c) v(e) =~(e)P

Demostracion: Sea e € I/ un estado positivo-recurrente arbitrario pero
fijo. Sea y(e) = (Vz(e))zck tal que

oo

Vz(e) = ZE(l(Xn:x)m(Tezn)\one)

n=1

Te
= E(Z Lix, -] X0 = e).
n=1

Es decir, la entrada xz-ésima del vector (e) es el valor esperado del nimero
de visitas a z antes de regresar a su estado inicial e. Se demostrara ahora
que el vector construido cumple las tres propiedades.
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b) Note que

E(T.|Xo=¢) = Y P(T.>n|Xo=¢)

n=1

= ZP Urer(Xp = 2, T, > n)| Xo = ¢)

- ZZP X, =T, >n|Xo=c¢)

n=1lzek

— ZiP(anw,TeZH\X(J:e)

reE n=1

= Z Yz (€)

zel

Donde la primera igualdad es por el Lema 2.2.11 y la cuarta igualdad es
por el Teorema A.0.5.

a) Laigualdad demostrada nos dice que E(T¢|X( = e) es la suma del tiempo
promedio en que la cadena estard en un estado distinto del estado e antes
de su primer regreso a e. Utilizando la parte (b) y sabiendo que la cadena
es positivo recurrente, se sigue directamente que para todo x,e € F

~vz(€e) < 00.

c) Por el inciso b),

I
>
&
8
+
3
I MSB
(3%
>
&
1S5

Utilizando ahora el Lema 4.2.8 en la igualdad anterior, y después reescri-
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biendo con el Teorema A.0.5, se tiene que

'Ya:(e) = Pex + Z Zpyw)\e,y(n - 1)

n=2 y#e

= Pezx t+ Zpyz(z )\e,y(n - 1))

y#e n=2

= Pezx t+ Zpya:(z Ae,y(n))

y#e n=1

= 'Ye(e)pe;v + Zpya:'Yy(e)
y#e

= Z Vy(€)Pya-

yelk

Note que la pentltima igualdad fue debido a que v.(e) =1y
Yo Aey(n) = vy(e). Por lo tanto se tiene que y(e) = v(e)P y por lo
tanto el vector (y(e))ccp es estacionario.

Corolario 4.2.10 Sea X una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados E finito y un estado positivo recurrente, entonces para X

a) existe un unico vector de probabilidad estacionaria

b) T =vz(e)/te y vz(e) = pre/pa

c¢) Todos los estados son positivo-recurrentes.

4.3. Teorema Fundamental de Convergencia

Teorema 4.3.1 Sea X una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados E, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Eziste un dnico vector de probabilidad estacionaria m = (Te)eck
b) La cadena es positivo-recurrente
¢) Eziste un estado positivo recurrente

Ademas, si cualquiera de las condiciones se cumple, entonces para todo es-
tado x € F,
Toply = 1. (4.8)

Demostracién: La demostracién se hard por cuatro partes, a) = b), b) =
¢), ¢) = a), y por tltimo que la ecuacién 4.8 se sigue el inciso a).
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1) El Lema 4.2.6 nos dice justamente que si exsite un vector de proba-
bilidad estacionaria, entonces la cadena es positivo-recurrente. Por lo
tanto (a) implica (b).

11) Por definicién, una cadena positivo-recurrente es una cadena tal que
todos sus estados son positivo-recurrentes y por lo tanto (b) implica

().

111) Por el Lema 4.2.9 se tiene que si la cadena tiene un estado positivo-
recurrente entonces existe un vector de distribucién estacionaria y clara-
mente es Unico debido al Lema 4.2.6 y al hecho de que los estados son
positivo-recurrentes.

1v) Nuevamente por el Lema 4.2.6, sabemos que si existe un vector de
probabilidad estacionaria, entonces la ecuacion 4.8 se cumple.

Con esto tultimo el teorema queda demostrado. |

La teoria desarrollada en este capitulo es suficiente para poder demostrar
el Teorema fundamental de convergencia. A pesar de la naturaleza aleatoria
de una cadena de Markov, el Teorema fundamental de convergencia permite
encontrar cierto orden dentro de la evolucién de una cadena ergddica. El
siguiente teorema afirma que si se deja correr una cadena de Markov ergddiga
por un tiempo muy largo, entonces la cadena se asentara en una distribucién
(su distribucién estacionaria) y esto serd independiente del estado en el que
ésta comenzo.

Teorema 4.3.2 (Teorema Fundamental de Convergencia) Sea X una
cadena de Markov irreducible, aperiddica y positivo-recurrente (ergddica) con
espacio de estados E, entonces para todo x,y € E

lim pgy(n) = i (4.9)

n—oo /j/y

Demostracién: Para demostrar el teorema se construirda primero una ca-
dena auxiliar de la siguiente manera:

Sea Y una cadena de Markov independiente de X con el mismo espacio
de estados E y la misma matriz de transicién. Se define ahora

Z ={Z,=(X,,Yn)|n € N}.
Por el Lema 4.1.10, Z es una cadena de Markov con matriz de transicién

Q(z1,y1)(v2,y2) — PrizaPyiya-

Como X y Y son aperiddicas, se sigue que Z es aperiddica. Utilizando ahora
el Corolario 4.1.17, existe un N € N tal que para todo n > N

Pzyiay (n) > 07 pylyz (n) > 07
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y por lo tanto

q(w17y1)7(zz7yz)(n) = Pay,22 (M) Py1 o (n) >0

por lo que Z es una cadena irreducible.

Como X es positivo-recurrente, entonces por el Teorema 4.3.1, existe un
tnico vector de distribucion estacionaria m para X y para Y, y por lo tanto
Z también tiene una distribucién estacionaria

V= Vay) =TTyt (T,y) € E X E).

Mas atin, como 7., m, > 0, entonces m;m, > 0 para todo z,y € E'y
por lo tanto utilizando nuevamente el Teorema 4.3.1, Z serd una cadena
positivo-recurrente.

Se demostrard ahora que las respectivas distribuciones estacionarias de
X v Y no dependen del estado inicial.

Sea s € F un estado arbitrario y

T = min{n|Z, = (s,s)}

el menor tiempo en el cual la cadena Z llega al estado (s, ).
Como Z es irreducible y positivo-recurrente, por el Lema 4.2.7, se tiene que

P(T < ©|Zy = (z,y)) = 1.

Una vez que Z llega al estado (s, s), las cadenas X y Y se comportarén
igual por tener la misma distribucién, es decir

P(X,=v,T<n)=P,=y,T <n). (4.10)

La demostracion de la ecuacién (4.10) se hard por induccién. El caso en que
n = 1 es claro. Suponga ahora que (4.10) se cumple para n, entonces para
n + 1 se tiene

PXpt1=9,T<n+1) = PXyp1=y,T=n+1)
+ZP<X’H+1 :y7X7’L:eaT§n)
eckE

= P(Xpy1=y,T=n+1)

+ prP(Xn =e,T<n)
eckE

PY,t1=y,T=n+1)

+ Zpeny(Yn =e,T <n)
eEl
PYpi1=y,T<n+1)
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donde la tercera igualdad fue debido a que por hipétesis de induccién
PX,=eT<n)=PY,=eT<n)
y ademas
PXnt1=9T=n+1)=PY,s1=y,T=n+1)

va que si T'=n + 1 entonces necesariamente X,,+1 = Y11 = s. Con esto se
concluye que la ecuacién (4.10) es verdadera.

Suponga ahora que la cadena Y tiene distribucién inicial igual a la dis-
tribucién estacionaria 7w y suponga que la cadena X comienza en el estado
x. Por el Teorema 4.3.1

PY,=y) =m=—.

Por otra parte, note que
P(X,=y|Xo=2)=P(X,, =y, T <n|Xg=2)+P(X,, =y, T > n|Xo = z)

y ademas

1
my= o =P(u=y.T <n) P =y.T > n).
i)

Ahora, utilizando las dos tltimas ecuaciones obtenidas y la ecuacién (4.10)
se sigue que

Pay(n) —my <P(X, =y, T >n)+PY, =y, T >n).
Andlogamente se obtiene
Ty — Day(n) <P(X,, =9y, T >n)+PY,=y,T >n)
y por lo tanto
|Pay(n) —my| < P(Xp =y, T >n)+P(Y, =y, T >n) <2P(T > n).
Como limy,—, P(T > n| Xy = x) = 0 se concluye que

lim P(X, =y|Xo=2)=my.

n—oQ
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4.4. Cadenas Reversas y Cadenas Reversibles en
el tiempo

Considere una cadena de Markov X irreducible, aperiédica y positivo-
recurrente. Por el Teorema 4.3.2, la cadena X tiene una distribucién esta-
cionaria Unica 7 y aun mas,

Iim P(X, =y) =m,.

n—oo
Si se le da la distribucion estacionaria w como distribucion inicial a la cadena
X, entonces ésta se puede idear como un proceso que comenzé en el tiempo
t = —o0.

Definicion 4.4.1 Sea X una cadena de Markov estacionaria con espacio de
estados E, probabilidad de transicién p;; y distribucién estacionaria m. Se
define la cadena reversa X* como la cadena de estados

e Xty Xntts Xy X1, Xna . . ..

Observacion: Para poder definir correctamente la cadena reversa, es nece-
sario que la cadena haya comenzado en el tiempo t = —o0, o que la cadena
cumpla con las premisas del Teorema 4.3.2 y tenga distribucién inicial esta-
cionaria.

Teorema 4.4.2 La cadena reversa de una cadena de Markov es una cadena
de Markov

Demostracién: Se quiere demostrar que

P(Xn = $n|Xn+1 = Tn+41y-- ) = P(Xn = .’L'n‘Xn+1 = ZL'7-L+1). (411)

Como ..., X, Xy41,... es una cadena de Markov, X,, es independiente de
X, siempre que n > m + 1, y esto es justamente lo que afirma la ecuacién
4.11. |

Teorema 4.4.3 la probabilidad de que la cadena reversa visite el estado j
dado que comenzo en el estado i esta dada por

% pjﬂTj
bji =
T

Demostracion:

P(X, = j|Xn+1 = 1)
P(Xn-H = Z|‘Xn = ])P(Xn - j)
P(Xn+1 = Z)

*
Pij;

PjiTj
T
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donde el Teorema de Bayes (Teorema 2.1.11) fue utilizado. |

Definiciéon 4.4.4 Una cadena de Markov X con espacio de estados F es
reversible en el tiempo si p;‘j = p;j para toda ¢,7 € E.

Corolario 4.4.5 Una cadena es reversible si y solamente si mp;j = m;pji
para todos los estados i,j € E.

Teorema 4.4.6 Una cadena de Markov estacionaria con espacio de estados
E es reversible en el tiempo si y solo si cualquier camino de regreso al estado
de origen i tiene la misma probabilidad que el camino reverso. Es decir,

piilpiliz . 'piki = piikpilcik—l .. .pi”‘, para toda {Z, il, ey Zk} Q E (412)

Demostracién: Si la cadena es reversible, entonces la ecuacién (4.12) se
cumple directamente por el Corolario 4.4.5.

Suponga ahora que la ecuacién (4.12) se cumple. Sean i y j estados
arbitrarios pero fijos, entonces se tiene que

Piiy Pivia - - - PiggPji = PijPjigPigip_y - - - Piyi-
Sumando ahora sobre todos los estados para cada i, con n € {1,2,..,k},
pij(k + )pji = pijpji(k +1).

Es decir, la suma sobre todas las trayectorias posibles de n saltos desde el
estado ¢ al estado j es justamente p;;(n). Sumando ahora sobre k,

n n
pii Y _pij(k+1) =pi > pji(k +1)
k=1 k=1
y tomando el limite cuando n — oo, por el Teorema 4.3.2, se obtiene
PjiTj = DijT;-

Teorema 4.4.7 Dada una cadena irreducible X con espacio de estados FE,
st existe T tal que

a) 0<m <1
b) Ziﬂ'i:l
¢) mipij = m;pji

para todo i,j € E, entonces la cadena es reversible en el tiempo y es positivo-
recurrente con distribucion estacionaria .
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Demostracion: Sumando sobre todos los estados, se tiene que

Zﬂ'ipijZZTFjpﬁZﬂ'ijﬁ:ﬂ'j. (4.13)

i€k S S

Note ahora que a), b) y la ecuacién (4.13) cumplen con la Definicién 4.2.1
y por lo tanto m es una distribucién estacionaria. Por el Teorema 4.3.2, se
tiene que la cadena es positivo-recurrente y es reversible en el tiempo gracias
al Corolario 4.4.5. [ |

Ejemplo 4.4.8 (Modelo de difusion de Ehrenfest) Dos contenedores
A y B se unen por medio de una pequenia manguera por la cual se per-
mite que gas pase de un contenedor a otro. En total, hay m moléculas de
gas distribuidas entre los dos contenedores y en cada tiempo, una de las
m moléculas, con probabilidad uniforme de ser elegida, se cambia de con-
tenedor. Sea X, la cantidad de moléculas en el contenedor A en el tiempo
n. Claramente X = {Xj, X1,...} es una cadena de Markov homogénea ir-
reducible (i <+ j para todos 0 < 4,5 < m) con matriz de transicién dada
por

pu_{% sij=i—1,
1,] — 7 s
I—o sij=i+1.
Es facil verificar que
(7)
T, = z
2m

es una solucién para la ecuacion
TiPij = TjPjis

por lo que el Teorema 4.4.7 afirma que el modelo de difusién de Ehrenfest es
una cadena de Markov reversible en el tiempo con distribucién estacionaria
.



Capitulo 5

Procesos de Poisson

Informalmente, un proceso de Poisson, llamado asi en honor al matematico
frances Siméon-Denis Poisson, es un proceso estocdstico que cuenta eventos
que suceden de manera independiente. En este capitulo se presenta la defini-
cién formal de un proceso de Poisson junto con algunos teoremas ttiles y
una extension a los procesos de Poisson no-homogéneos.

Un acercamiento mas profundo al tema puede ser encontrado en Karlin
y Taylor [38] y en Ross [26].

5.1. El Proceso de Poisson

Definicién 5.1.1 Un proceso {N(t),t > 0} es un proceso de conteo si
N (t) representa la cantidad total de eventos ocurridos hasta un tiempo ¢, es
decir, satisface:

a) N(t) € N,
b) Si s <t entonces N(s) < N(t),

¢) Sis < ¢, entonces N(t)— N(s) es la cantidad de eventos que han ocurrido
en el intervalo (s, t].

Definicién 5.1.2 Un proceso de conteo {N(t),t > 0} es de incrementos
independientes si el numero de eventos que ocurre en intervalos de tiempo
disjuntos son independientes, es decir, para s < t < r < u, Ny—Ngy N — Ng
son variables aleatorias independientes.

Definicién 5.1.3 Un proceso de conteo {N(t),t > 0} es de incrementos
estacionarios si la distribucién de la cantidad de eventos en un intervalo
depende unicamente de la longitud del intervalo, es decir, la distribucion de
N; — Ny depende solamente de t — s.

45
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Definicién 5.1.4 Un proceso de conteo {N(t) : t > 0} es un proceso de
Poisson con tasa A > 0 si

a) N(0)=0.
b) El proceso tiene incrementos independientes y estacionarios.

¢) El ntimero de eventos en cualquier intervalo de longitud ¢ tiene distribu-
cion de Poisson con parametro \, es decir,

P(N(t+s)fN(s):n):e”‘to\t') ) n=0,1,2,...
n!

Observacion: Las condiciones de incrementos independientes y estacionar-
ios se pueden interpretar como el proceso reiniciandose cada vez que un
evento sucede sin mantener memoria de la ocurrencia de los eventos anteri-
ores.

Debido a la dificultad para mostrar la parte (c) de la definicién 5.1.4 la
siguiente equivalencia es de gran utilidad.

Definicién 5.1.5 Una funcién f es o(h) si

lim @ =0.
h—0 h

Teorema 5.1.6 Un proceso de conteo {N(t),t > 0} es un proceso de Pois-
son con tasa A > 0 si y solo si

a) N(0)=0.

b) El proceso es de incrementos estacionarios e independientes.
¢) P(N(h)=1)=Ah+ o(h).

d) P(N(h) > 2)=o(h).

Demostracion:

a) Se demostrard primero que si N es un proces de Poisson, entonces (a),
(b), (¢), y (d) son satisfechas.

Si N es un proceso de Poisson, por la definicién 5.1.4 se tiene que (a)
y (¢) son inmediatos. Nuevamente, utilizando la definicién 5.1.4 se tiene
que

()

- _ 1
P(N(h)=1)=¢ /\hT — \he Ah:Ah+)‘h(eW_1)~
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Note que

Mi(Zr — 1) 1
lim —¢ 2 = lim AM(—+ — 1) =
P — M M~ =0,

y por lo tanto P(N(h) = 1) = Ah + o(h).
Ahora, también por la definicién 5.1.4 se tiene que
N s (OB
P(N(h)>2)=> e = ZT'
i=2 i=2

Para ver que en efecto P(N(h) > 2) es o(h) note primero que

Z (M'l) — M,

; 1
i=1

por lo tanto

. e— M 2;022 (Ai}!l) . efAh(Zl?il (Aii!l) — A\h)
h—0 h h—0 h
— lm e M (M —1 — \h)
h—0 h
I 1—e M — \he M

h—0 h

Como el dltimo limite es la forma % entonces se puede utilizar la regla

de L’hopital y por lo tanto

1 —e M \pe M . d(l—e M — Xhe ™M) /dh
lim = lim
h—0 h h—0 d(h)/dh
Code M — Xe M 4 \2he AR
= lim
h—0 1
= 0.

b) Considere ahora que (a), (b), (¢) y (d) son verdaderas, se demostrard que
N es un proceso de Poisson. La demostracién es por induccion. Primero
obtendremos algunas ecuaciones que seran de utilidad.

Defina
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entonces notamos

Py(t+h) = P(N({t+h)=0)
= P(N({)=0,N(t+h)—N(t)=0)
= P(N(t) = 0)P(N(t+h) — N(t) = 0)
= P(N(t) = 0)P(N(h) =0)

= Po(t)Po(h),

donde en la tercera y cuarta igualdad se utiliza la afirmacién (b).

Ahora
P(N(h) 22)=1-P(N(h) =1) = P(N(h) =0),

utilizando (¢) y (d) obtenemos
o(h)=1—Ah—o(h) —P(N(h)=0).
Como el conjunto de las funciones o(h) es cerrado bajo sumas entonces
Py(h) =1— Ah+o(h)
y por lo tanto
Py(t+ h) = Py(t)[1 — Ah + o(h)]
de donde se deduce

Pt +h)—PR(t) _ Po(t)[1 = Ah+o(h)] — Po(t)

h h
Boy(t)[=Ah + o(h)]

Haciendo h — 0 se tiene que

PO = _)‘PO(t)a
7 R
P =N (5.1)

Integrando (5.1) respecto a ¢ obtenemos

log Py(t) = =Mt + ¢,
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0 equivalentemente
Py(t) = e Me = Ml = e,
Por la afirmacién (a), se tiene que Py(0) = 1, y se sigue que ¢ = 1 y asf

Py(t) = e M. (5.2)

P,(t+h) = P(N(t+h)=n)

Por (d), el ultimo término es o(h) y asi

Po(t+h) = P,(t)Po(h)+ Pu_1(t)Pi(h) + o(h)
= (1 —=Ah)P,(t) + AhPp_1(t) + o(h).

~—

Por lo tanto

Pn(t+h) _Pn(t)
h

- _/\Pn(t) + )\Pn—l(t) + #

Tomando el limite cuando A — 0

/

P,

n

(t) = =AP,(t) + AP, 1 (D).

A

Reacomodando los términos y multiplicando por e se obtiene que

NP (t) + AP, ()] = AeMPo_y (1),

y por lo tanto

C(AP1) = AN P (1), (53)

Como base de induccién, cuando n = 1, por (5.2)

d t _
SHEP(D) = A,

o equivalentemente,
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Como P;(0) = 0, entonces ¢ = 0 y asi

Pi(t) = Me .

Suponga ahora que P,_1(t) = e=*(\t)" "1 /(n—1)! es verdadero, entonces
por (5.3),

d, At
—(eMPy(t) = —F——,
@' ) =37
0 equivalentemente,
At)"
MNP, (t) = ( ') +c.
n!

Como P,(0) = 0 entonces ¢ = 0 y asf

g (A
P,(t)=¢e i n‘)

)

para n = 1,2,3,.... Por lo tanto, N = {N(t),t > 0} que satisface (a),
(b), (c), y (d) es un proceso de Poisson.

Notacién: Sea N = {N(t),t > 0} un proceso de Poisson, llamamos X; al
tiempo en el que ocurre el primer evento, similarmente llamamos X,,,n > 2
al tiempo entre el (n — 1)-ésimo evento y el n-ésimo.

Teorema 5.1.7 {X,,} es un conjunto de variables aleatorias exponenciales
independientes idénticamente distribuidas con tasa A

Demostracién: Por tratarse de un proceso de Poisson las variables son de
incrementos estacionarios e independientes. Ahora

P(X;>t)=P(N(t) =0)=e .

Utilizando induccién y el hecho de que los procesos de Poisson tienen incre-
mentos independientes y estacionarios

P(X,>tX, 1=5) = P(N(s+t)—N(s)=0]X, 1 =s)
= P(N(s+t)—N(s) =0)
= P(N(t)=0) =,
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5.2. Procesos de Poisson No-homogéneos

Definicién 5.2.1 El proceso de conteo {N(t),t > 0} es un proceso de Pois-
son no-homogéneo con funcién de intensidad A\(¢) > 0,¢ > 0 si

a) N(0) =
b) {N(t),t > 0} es de incrementos independientes.
c) P(N(t+h)— N(t) =1) = A(t)h + o(h).

d) P(N(t+h) = N(t) = 2) = o(h).

Teorema 5.2.2 Sea

entonces

P(N(t + ) — N(t) = n) = e~ m{t+s)—m(®)] [m(t +s) —m@®)]"* (5.4)

n!

Demostracién: El esquema general de la demostracion es muy similar a
la del Teorema 5.1.6.

Debido a que la aportacién es puramente técnica, la demostraciéon se
omite, salvo su primera parte la cual contiene cambios sustanciales. Dado ¢,
sea

P,(s)=P(N(t+s) — N(t) =n).

de donde deducimos

Py(s+h) =P(N(t+s+h)—N(t)=0)
=P(0 eventos en [t,t+s] y en [t + s,t + s+ h])
= P(0 eventos en [t,t + s])P(0 eventos en [t + s,¢ + s + h])
= Py(s)P(0 eventos en [t + s,t + s+ h])
= Po(s)[1 = At +s) + o(h)],
y por lo tanto

Py(s+ h) — Py(s)
h

o(h)
h

==Xt +s)Py(s) +

tomando el limite cuando A — 0
Py(s) = =A(t+ 5) Po(s).

Reacomodando los términos e integrando respecto a s se obtiene

log Py(s / At +u)d
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y asi
Py(s) = e~ [m(t+s)—m(®)]

A partir de aqui los pasos son analogos a la demostracién del Teorema
5.1.6. -



Capitulo 6

Funciones de Riesgo y
Supervivencia

En este capitulo se presenta una breve introduccion a algunos conceptos
basicos de donde surge la eleccién de las funciones de intensidad que serén
utilizadas més tarde. Una introduccién mds extensa estd disponible en [18].

Considere una variable aleatoria no-negativa T' que representa el tiempo
de vida de individuos en una cierta poblacién. Suponga ademas que T es
continua con funcién de densidad f(t).

Definicion 6.0.3 La funcién de supervivencia de la variable aleatoria T’
es la probabilidad de que un individuo sobreviva hasta el tiempo t, es decir

S() = P(T > 1) = /too F(@)da. (6.1)

Claramente S(t) es una funcién continua mondtona decreciente tal que
S(0) =1y S(o0) = im0 S(t) = 0.

Definicién 6.0.4 La funcién de riesgo h(t) se define como

< >
Mo) — i PUST<I+AT>1)
At—0 At
[ P ST <t+An
AtS0 (AHP(T > 1)
_S(t) = S(t+ At)
A T AN S @)
f@)

S(t)

Observacién: La funcién de riesgo es la tasa instantanea de muerte en el
tiempo ¢ dado que el individuo sobrevivié hasta el tiempo ¢. Mds atin h(t) At

53
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es la probabilidad aproximada de muerte en el intervalo [t, ¢ + At) una vez
garantizada la supervivencia hasta el tiempo t.

Observacién: La funcién de probabilidad f(t), la funcién de densidad F(t),
la funcién de supervivencia S(¢) y la funcién de riesgo h(t) dan descripciones
equivalentes acerca de la distribucién de la variable aleatoria en cuestion. En
otras palabras, a partir de cualquiera de las funciones anteriores se pueden
deducir las demas.

6.1. Algunos modelos importantes

La motivacion para utilizar un modelo sobre otro estd comunmente fun-
damentada de manera empirica utilizando informacién sobre el proceso de
las fallas reduciendo asi las opciones. Algiinos modelos comiines, los cuales
seran utilizados méas tarde, se presentan a continuacion.

Para facilitar la comprension de las funciones de riesgo, las figuras 6.1, 6.2
y 6.3 muestran el comportamiento de éstas con distintos valores de paramet-
ros. Como estas funciones son las utilizadas para modelar los niveles de ozono
en la Ciudad de México, es importante notar que bajo ciertos pardametros
es posible obtener formas descrescientes. Esta cualidad es de suma impor-
tancia debido a que la cantidad de excedencias ozono ha ido disminuyendo
estrictamente durante los ltimos 10 anos.

6.1.1. Weibull

La distribucién de Weibull es probablemente el modelo de distribucién
de vida mas utilizado. Su funcién de riesgo es de la forma

ht) =2 <t>(a_1) (6.2)

g \O

donde «, 0 > 0 son pardmetros reales.
Sus funciones de densidad y de supervivencia son

=2 ()" oot (4))

S(t) = et/

respectivamente.

La funcién de riesgo de Weibull es mondtona creciente si o > 1, decre-
ciente si < 1, y constante si « = 1. En la figura 6.1 se presentan algunos
ejemplos del comportamiento de la funcién de riesgo Weibull.
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Figura 6.1: Ejemplos del comportamiento de h(t) para diferentes valores de
ayo

6.1.2. Musa-Okumoto

La forma de Musa-Okumoto estda dada por la funcion de riesgo
B
h(t) = ——
®) t+ «
Su funcién de distribucién es

flt) =

,a, 3> 0.

p
(t+a)(t/a+ 1)’

y su funcién de supervivencia
1
(t/a+1)8"

FEn la figura 6.2 se presentan algunos ejemplos griaficos del comportamien-
to de h(t) Musa-Okumoto para diferentes valores de o y 3.

S(t) =

6.1.3. Goel-Okumoto generalizada

La forma de Goel-Okumoto generalizada es una funciéon dependiente de
tres parametros reales a, 5,y > 0. Su funcién de riesgo es

h(t) = afyt? " te P,
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Figura 6.2: gréficas de la funcién de riesgo Musa-Okumoto para diferentes

valores de a y 3.

Sus funciones de distribucién y de supervivencia son

f(t) = aﬁ’yt'y—le—ﬁt‘Y—i-a(l—exp(—ﬁt‘/)).

S(t) = e (1—exp(—pt7))

respectivamente. En la figura 6.3 se tienen ejemplos del comportamiento de
la funcién de riesgo Goel-Okumoto generalizada para diferentes valores de

a, B,y o.
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Capitulo 7

Método Monte Carlo via
Cadenas de Markov

Este capitulo, el cual se basa en los resultados del Capitulo 4, contiene
la descripcion de una clase de algoritmos probabilisticos llamados métodos
de Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés)
junto con una serie de resultados que garantizan su funcionamiento.

Antes del uso de los MCMC, tomar un acercamiento Bayesiano (capitulo
3) muchas veces resultaba de poco uso debido a que las distribuciones a pos-
teriori no siempre toman formas cerradas y obtener estadisticas del modelo
puede ser muy complicado analiticamente. Los algoritmos MCMC resuel-
ven este problema construyendo una cadena de Markov con distribucién
estacionaria igual a la distribucién a posteriori, lo cual permite interpretar
los estados de la cadena como muestras de la distribucién una vez que la
convergencia se alcanzo.

Los algoritmos descritos y variaciones de éstos pueden ser encontrados en
Gamerman y Lopes [37], Kroese y Rubinstein [35], Richardson y Spiegelhater
[34], Rosenthal [25] y Romero-Hidalgo [24].

7.1. Método Monte Carlo

Teorema 7.1.1 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleato-
ria discreta con esperanza p y variancia o®. Entonces para toda € > 0,

no

g
P(lz —pl2¢) < =

Demostracion: Sea ¢ > 0, entonces por definicién
Ple—pul>e)= > fla),
{atz—p|>e}
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donde f es la funcién de probabilidad de X. Por lo tanto

> Efl)

EP(z— | > ¢)

lz—p|>e

< Y (@-wifle
{@:|z—p|=e}

< Y (@ fa)
zeR

== 0'2.

Lema 7.1.2 Sea X = {X; : t € N} un proceso numerable de variables
independientes con esperanza ji y variancia o cada uno. Sea S, = X; +
Xo4+ ...+ X,y Ap = %, entonces:

a) Var(S,) = no?,

2

b) Var(An) = 2.
Demostracién:

a) Var(S,) =Var(X; + X2 + ... + X,,) =Var(X3) + ...+ Var(X,,) = no?

b) Var(Sa) = Yar(ss) _ ne? _ o

n? n

Teorema 7.1.3 (Ley de los Grandes Nimeros) Sea X = {X; :t € N}
un proceso numerable de variables independientes con esperanza | y varian-
cia 0. Sea S, igual al lema anterior. Entonces para todo € > 0,

S,
P(|— —pl>¢) =0
n
o equivalentemente
S,
P(|;n—u| <e)—1

conforme n — oo.

Demostracién: Sea e > 0, utilizando la desigualdad de Chebyshev (Lema
7.1.1) y la parte (b) del Lema 7.1.2, se obtiene

S o?
P 20 < 7

ne
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pues la variable aleatoria ), tiene variancia 0712 Por lo tanto cuando n — oo,
S
P(|—= —pl>¢) =0
n

La ley de los grandes nuiimeros afirma que dada una variable aleatoria X
con funcién de probabilidad f, el valor esperado de X puede ser aproximado
por medio de la media empirica de muestras obtenidas a partir de f, es decir,

N
BIX] ~ 5 3 fla). (11)
i=1

Definicion 7.1.4 Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad
f. La aproximacion de la esperanza de X a partir de una muestra aleatoria
x = (x1,22,...,zy) por medio de

1 N
Ni;f(gm

es llamado una integracién Monte Carlo.

Ejemplo 7.1.5 Suponga que se tiene un dado y se quiere saber el valor
esperado de la cara superior al lanzarlo. Si no se sabe con certeza la prob-
abilidad de que cada cara aparezca, entonces la esperanza no puede ser
determinada analiticamente. La solucién utilizando la Ley de los Grandes
nimeros consiste en lanzar el dado continuamente e ir calculando el valor
medio empirico de los resultados observados. A continuacién se muestra el
resultado de una simulacion del experimento de lanzar 1000 veces un dado
e ir calculando la media observada, la cual finalmente fue 3.502.

50
|

4.5

3.0

4] 200 400 600 a00 1000

Gracias a la Ley de los Grandes ntimeros, si obtener la media o cualquier
otra estadistica dependiente de la media es demasiado complicado, una bue-
na aproximacion puede ser obtenida por medio de una muestra lo suficiente-
mente grande utilizando métodos Monte Carlo. De esta manera, el problema
de estimar las estadisticas de una variable aleatoria, es reducible a encontrar
un método para obtener una muestra aleatoria de la variable en cuestién.
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7.2. Muestreador de Gibbs

Suponga que se quiere generar una muestra aleatoria con distribucion
(), donde 6 = (61,02, ...,6,) € R™ es un vector de pardmetros. Adicional-
mente, suponga que se conocen todas las distribuciones condicionales

P(0il01,...,0i-1,0i+1,...,0n), i€{l,...,n}.

En muchas ocasiones la generacion directa de muestras de una distribu-
cion 7 es complicada, computacionalmente costosa o imposible. Si la gen-
eracién de muestras de las distribuciones condicionales es viable, el muestreador
de Gibbs soluciona el problema con un esquema de muestreo indirecto. El
algoritmo se describe a continuacion:

1) Generar un vector aleatorio §(9) = (950), 9%0), s 920)) llamado vector ini-
cial.

2) Dado el vector U~ en la (j — 1)—ésima iteracién del algoritmo, generar
n muestras aleatorias de la siguiente manera:

09— w(0y)0Y D, 087 ey,
05— w(0069,6571, ... 007,

09— w(0:69,69,...,09,0971, ... 007V,

09— w(0,109),05,...,69 ).

1 Yn—1

3) Tomar ) = (ng),ﬁéj), .. .,953')) y volver al paso 2.

En otras palabras, el muestreador de Gibbs comienza a generar mues-
tras a partir de las distribuciones condicionales, cambiando el valor de cada
parametro a partir de su distribucion condicional dado el valor actual del
resto de los parametros.

Claramente el muestreador de Gibbs define una cadena de Markov ho-
mogénea con matriz de transicién

Pogr = p(0,0') = [ [ 7(0k161,02, ... 0k1,0,1,....0,).
k=1



7.2. MUESTREADOR DE GIBBS 63

Como se vera en la seccién 7.3.2, el muestreador de Gibbs es un caso par-
ticular del algoritmo de Metropolis-Hastings y por lo tanto si el muestreador
de Gibbs es irreducible entonces la prueba de que el algoritmo de Metropolis-
Hastings converge a su distribucién estacionaria serd suficiente para asegurar
la convergencia del muestreador de Gibbs.

Si el muestreador de Gibbs converge a alguna distribucién, entonces la
distribucion de convergencia sera precisamente la distribucién estacionaria
7(). Sin embargo, la cadena construida por el muestreador de Gibbs puede
no ser irreducible en cuyo caso, como se muestra en el siguiente ejemplo, no
convergera.

Ejemplo 7.2.1 En un centro meteorologico el clima es descrito por medio
del vector de parametros = (s,n) € {0,1}?, donde s y n son valores
booleanos que indican si hay sol y si estd nublado respectivamente. Suponga
que la funcién de distribucién f estd dada por

Si se quisieran tomar muestras de esta distribucién entonces el muestreador
de Gibbs seria intutil. Para ver esto solo hay que notar que si el vector inicial
es § = (s = 1,n = 0) entonces las distribuciones condicionales serfan

f(s=0n=0)=0, f(s=1ln=1)=1,
f(n=0ls=1)=1, f(n=1]s=1)=0,

por lo que el muestreador de Gibbs se quedaria siempre en el vector inicial.
Similarmente, si el vector inicial se tomara como m = (s = 0,n = 1), el
muestreador seria incapaz de producir muestras distintas.

7.2.1. Implementacion

La implementacion directa para obtener n muestras de la distribucion
m consiste en generar n cadenas de Markov a partir del muestreador de
Gibbs y dejarlas correr por un tiempo de calentamiento m (el tiempo que
tardan en alcanzar la distribucién estacionaria), teniendo un costo total de
mn muestreos.

De manera alterna, se puede generar una sola cadena y después del
tiempo de calentamiento tomar los siguientes n valores, reduciendo asi el
costo a m + n, sin embargo, los elementos de la muestra aleatoria no serian
independientes, pues la cadena de Markov utilizada no es independiente.
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Para formar una muestra semi-independiente se pueden tomar las muestras
con una distancia k, con un costo de m+nk, sin embargo si k es muy grande
(k> m(n —1)/n), utilizar una sola cadena deja de ser util.

7.3. Algoritmo de Metropolis-Hastings

Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad 7. Suponga
nuevamente que la tarea de muestrear directamente a partir de la distribu-
cion es complicada, costosa o imposible. Si existe una cadena de Markov Y
con espacio de estados FE igual al dominio de X, es decir {s : X(s) > 0} = E,
el algoritmo de Metropolis-Hastings propone una solucién indirecta. El algo-
ritmo de Metropolis-Hastings contruye una muestra aleatoria de X a partir
del comportamiento de Y por medio de una cadena de Markov y un método
de aceptacién y rechazo. El algoritmo de describe a continuacion:

Sea ¢;j = P(Y1 = j|Yp = i) la probabilidad de transicién de Y a seguir de
un estado 7 a un estado j y Z la cadena de Markov que sera construida.

1) Elegir un estado inicial aleatorio, denotado por Z; = 2.

2) Dado el estado actual Z,, = ¢, genere un estado C/ de la distribucion
P(Yn+1 =¢ |Y = C)

3) Tomar

CI con probabilidad «((, g’) = ml’n{ﬁ(C )4,/ ¢ 1} :

Zpt1 = Qg
¢ con probabilidad 1 — a(¢,¢).

4) Repetir paso 2)

En otras palabras, para cada tiempo de la cadena Y, la cadena de Markov
construida Z, copia el estado que Y tomd, o se mantiene en su mismo estado.
La probabilidad con la cual Z copiara el estado de Y es

™ ' /
min 7« )qc C, 1
W(C)QCC’
es llamada probabilidad de aceptacion.

Observacion: El algoritmo de Metropolis-Hastings permite construir la
muestra aleatoria a partir de una funcién de probabilidad mas sencilla. Si
se quiere generar una muestra aleatoria de la funcién de probabilidad 7 a
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partir de la funcién de probabilidad f, es suficiente utilizar la cadena de
Markov Y con probabilidad de transicién ¢;; = f(j).

Como se verd en el siguiente Teorema, el algoritmo de Metropolis-Hastings
construye una cadena de Markov con distribucién estacionaria 7 y garan-
tiza la convergencia a la distribucién. Por lo tanto, si se quiere obtener
una muestra aleatoria de 7, es suficiente correr el algoritmo de Metropolis-
Hastings por un tiempo de calentamiento (para que alcance la convergencia
a su distribucién estacionaria) y después tomar los estados como la muestra
aleatoria buscada.

Teorema 7.3.1 La cadena de Markov Z construida por el algoritmo de
Metropolis-Hastings converge a su distribucion estacionaria m.

Demostracién: Claramente, la cadena formada por Metropolis-Hastings
es una cadena de Markov con matriz de transicion

i — qij(i, ) si i # J,
* =3 g Gine(ik) sii=j.
Se demostrard ahora que la cadena es reversible. Por ser 7 la funcién de
probabilidad de la variable aleatoria X, entonces

a) 0 S Yy S 1,

b) Zz T = 1.

Para ver que la tltima propiedad

¢) miij = m;dji

se cumple, suponga que
450
Tiqij

< 1.
Entonces,

mipi; = (migij)a(if)

Si S
—Z% > 1, entonces
Tiqij 5451
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y por un razonamiento idéntico al anterior, se sigue nuevamente que 7;p;; =
TiDij-
Por ultimo, el caso en que
45
Tiqij
es directo. Con esto, por el Teorema 4.4.7 se concluye que la cadena es
positivo-recurrente y reversible con distribucion estacionaria .
Por tultimo, como Y es una cadena irreducible, entonces para cualquier
pareja de estados i, 7,

=1

miqij > 0,

min {1, Tidi } > 0.
451
Con esto, se tiene que la cadena que construye el algoritmo de Metropolis-
Hastings es reversible en el tiempo, aperidédica y positivo-recurrente con
distribucion estacionaria m por lo que el Teorema 4.3.2 asegurara la conver-
gencia de la cadena a su distribucién estacionaria. |

y por lo tanto

7.3.1. Matrices de transicion

La eleccion de la matriz de transicion de Y es arbitraria, sin embargo,
es importante que la eleccion sea de tal forma que simular la ejecucién de la
cadena Y sea sencillo para asi evadir la dificultad del muestreo directo de 7.
También se debe notar que la velocidad con la que la cadena generada con-
vergerd a la distribucion buscada es dependiente de la matriz de transicién
de la cadena Y.

A continuacién se presentan las elecciones més comunes para el compor-
tamiento de Y:

a) Cadena Simétrica

Una cadena es simétrica si ¢;; = g;;,¢,j € S. La ventaja de tener una ma-
triz de transicion Y simétrica se debe a que la probabilidad de aceptacién
se reduce a ‘

a(i,j) = min {1, ﬂ}

T
b) Cadena de Caminata aleatoria

Formalmente, una caminata aleatoria es una cadena determinada por
Xt = Xi1 +wy,

donde wy es una variable aleatoria con distribucion f,, independiente de
la cadena. La propuesta de Y acorde a la caminata aleatoria estd dada
por

Gij = fw(j — 1)
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Las elecciénes mdas comunes para f,, son la distribucién Normal y la
distribucion T, sin embargo, esto da raiz al problema de la eleccion de la
variancia o2; valores altos permitirdn movimientos distantes en la cadena
con probabilidades de aceptacién muy bajos mientras que valores bajos
permiten cambios cercanos con probabilidades de aceptacion muy altos.

¢) Cadenas Independientes

La idea consiste en elegir Y de modo que sea independiente del estado
actual, es decir,

ai; = f(4),

y asi
midgi _ (7/45) _ (mi/f(5))
migi;  (mi/qj)  (mi/ f(7))
Observacion: Cualquier muestreo de m a partir de una funciéon de proba-
bilidad distinta se hace a partir de una cadena independiente.

Ejemplo 7.3.2 Suponga que se quiere generar una muestra aleatoria de
una distribuciéon Normal con media 0 y variancia 1, entonces la funcién de
probabilidad de la cual se quiere generar una muestra es

1 2

e 7.

Sea Y la cadena de Markov a partir de la cual se construira la muestra busca-
da. Para la matriz de transicién de Y considere una distribucién uniforme en
el intervalo [—5,5]. En otras palabras, la muestra de la distribucién normal
serd producida a partir de una muestra de una distribuciéon uniforme.

Note que ¢;; = 1/10 para cualesquiera estados y por lo tanto, dado el
estado Y,,_1 = (7 actual y el estado propuesto Y,, = (o, la probabilidad de
aceptacion del algoritmo de Metropolis-Hastings serd

o (660 }
a(C, ) = mln{l; W(Cl)QClCz
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Figura 7.1: Representaciéon grafica del ejemplo 7.3.2, los valores propuestos
son generados a partir de la distribucién uniforme y la probabilidad de
aceptacién es proporcional a la probabilidad de la distribucion Normal bus-
cada.

Note que el algoritmo aceptara un valor propuesto si éste es més probable
que el estado actual. Si el valor propuesto es menos probable que el estado
actual, su probabilidad de aceptacién sera justamente la proporcién de las
probabilidades.

En la figura 7.2 se muestra la frecuencia de los valores generados por
el algoritmo de Metropolis-Hastings después de 100, 1000, 10000 y 100000
iteraciones, descartando la primera mitad de las iteraciones como el tiempo
de calentamiento.

7.3.2. El muestreador de Gibbs como un caso especial del
algoritmo Metropolis-Hastings

Suponga que se quiere obtener una muestra aleatoria de una distribucion
m(0) donde 6 = (01,0q,...,0,) es el vector de pardmetros. Para obtener
la muestra se utilizara el algoritmo de Metropolis-Hastings. Suponga que
es sencillo obtener muestras aleatorias de las distribuciones condicionales
completas del muestrador de Gibbs

mp = (001,02, ...,0;_1,0i11,...,0,),

entonces la mejor opcién para la matriz de transiciéon @ es tomar ¢; ; = ;.
De esta manera la probabilidad de aceptacion serd

; T4, p T T
mln{l,m‘}:mln{l, a }:1.
Talga! TaTy!

Por lo tanto, el algoritmo estara generando valores a partir de la distribucién
condicional y aceptando con probabilidad 1 todas las propuestas de ). En
otras palabras, el algoritmo generado es el muestreador de Gibbs.
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Figura 7.2: Generacion de una muestra aleatoria de la distribucién nor-
mal N(0,1) a partir de una distribucién uniforme por medio del algoritmo
Metropolis-Hastings. (a) 100 iteraciones con los primeros 50 estados descar-
tados, (b) 1000 iteraciones con los primeros 500 estados descartados, (c)
10000 iteraciones con los primeros 5000 estados descartados y (d) 100000
iteraciones con los primeros 50000 estados descartados.
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7.4. Convergencia

Tanto el muestreador de Gibbs como el algoritmo de Metropolis-Hastings
dependen crucialmente de un diagnéstico adecuado de convergencia para
poder extraer valores de la distribucién buscada. Si el tiempo de calen-
tamiento es demasiado pequeno, la muestra producida no serd una muestra
correcta de la distribucion. Por otro lado, si el tiempo de calentamiento
tomado es demasiado grande, tomar la muestra puede resultar ser demasia-
do costoso computacionalmente.

7.4.1. Diagnostico informal

Una manera de obtener una nocién acerca de la convergencia de los
algoritmos consiste en correr varias veces el algoritmo de forma paralela
comenzando en estados distintos; para cada cadena se puede ir calculando
el promedio ergddico de m iteraciones dado por

_\ "%
=20
=0
donde x;, i = 1,2,...,m es la muestra generada por el algoritmo MCMC.

El acercamiento de los promedios de las distintas cadenas a un mismo punto
sugiere que la convergencia ha sido alcanzada.

Observacion: Al correr las K cadenas y calcular los promedios ergddicos,
si los promedios son muy distintos, entonces se puede asegurar que la con-
vergencia no fue alcanzada por al menos una de las cadenas. Sin embargo,
si todos los promedios ergddicos convergen a un mismo numero, esto no
garantiza con seguridad la convergencia de las cadenas a la distribucion
estacionaria.

7.4.2. Prueba de Gelman-Rubin

Un método mads riguroso para estimar la convergencia fué desarrolla-
do por Gelman y Rubin (1992). Para utilizar la prueba de convergencia
de Gelman-Rubin es necesario ejecutar al menos dos cadenas con estados
iniciales distintos. La idea esencial detras de la prueba es ver si la disper-
sién dentro de cada cadena es mayor a la dispersién entre cada cadena.
Equivalentemente, se busca que el histograma de cada cadena sea similar al
histograma de las cadenas combinadas.

Definicién 7.4.1 Suponga que se tienen m cadenas paralelas de longitud
n'y sea 1/%(] ) el valor j-ésimo de la cadena i. La variancia entre cadenas B y
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la variancia dentro de las cadenas W estan dadas por

DI (R ,szw
i=1

i=1 j=1

donde v; es el promedio de las observaciones de la cadena i,i=1,...,my
1 es el promedio de estos promedios. Es decir,

1/31':%2%@ y b=> i
=1 =1

Observacién: A partir de las estadisticas definidas, se pueden obtener tres
estimaciones de la variancia de 1. Especificamente B, W y el promedio

11
Gyt ="""W+-B.
n

Mads aun, por la definicién de W se sigue claramente que

op? > W.

Si la convergencia de todas las cadenas ha sido alcanzada, entonces los mn
valores obtenidos forman una muestra aleatoria de la distribucién estacionar-
ia y por lo tanto la variancia ai de la cadena v puede ser estimada de manera

correcta por medio de W, B y (f¢2.

Definicion 7.4.2 Suponga que se tienen m cadenas paralelas de longitud
n'y sea ngj ) el valor j-ésimo de la cadena i. Sea ademdas B la variancia
entre cadenas, W la variancia dentro de las cadenas y (ﬁ/,Q el promedio. El
indicador de convergencia de Gelman-Rubin R est4 dado por

R =/ /W,

Observacién: El indicador de convergencia R siempre es mayor o igual a
1. Ademas note que

lim R =1,

n—oo
pues ambos estimados convergeran a O'i por el Teorema fundamental de
convergencia y asi, la convergencia de las cadenas puede ser evaluada por
medio de la proximidad de Ral.

La distancia minima a 1 que debe tomar R no estd fija, sin embargo,
Gelman [11] sugiere aceptar la convergencia cuando R esté debajo de 1.2.
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Capitulo 8

Aplicacion a los Niveles de
Ozono del Distrito Federal

En este capitulo se utilizan los resultados derivados en los capitulos an-
teriores para poder dar una formulacion matematica adecuada al problema
de estimar la cantidad de veces que un estandar ambiental es violado en un
intervalo de tiempo.

El ozono en la tropésfera se forma cuando monoxido de carbono, oxidos
nitrosos y compuestos organicos volatiles (como los isoprenos y terpenos)
reaccionan en la atmésfera con la luz del sol. Estos compuestos tienen una
gran cantidad de origenes desde emisiones vehiculares e industriales y sol-
ventes quimicos hasta emisiones de plantas en el caso de los isoprenos. Mas
aun, el ozono producido cominmente es desplazado por corrientes de viento
por cientos de kilometros de su lugar de origen.

Las reacciones quimicas involucradas en la formacién de ozono son una
serie de ciclos complejos los cuales van mas alla del alcance de esta tesis, sin
embargo, es importante notar que la formaciéon de ozono depende de una
gran cantidad de factores altamente volatiles y dificiles de comprender por
lo que un acercamiento deterministico para entender el comportamiento del
ozono seria muy poco fructifero.

Una discusiéon mas profunda acerca del acercamiento Bayesiano para
modelar los procesos de Poisson puede ser encontrada en [6].

El acercamiento para resolver la formulacién es por medio de métodos
Monte Carlo via cadenas de Markov, utilizando un algoritmo construido a
partir del muestreador de Gibbs y del algoritmo Metropolis-Hastings.

8.1. Formulacion del problema

El problema en cuestién se describe de la siguiente manera: Sea Ny >
0,t > 0 la cantidad de veces que un estandar ambiental de un contaminante

73
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dado es violado en el intervalo de tiempo [0,¢). Para describir el compor-
tamiento observado se utilizarda un proceso de Poisson no-homogéneo.

Como se vi6 en el capitulo 5, un proceso de Poisson no-homogéneo re-
quiere de una funcién de intensidad A(¢) > 0,¢ > 0. Una vez que se conoce
la funcién A(t), entonces la probabilidad de que el estdndar ambiental sea
violado en el intervalo de tiempo [t1,t2) podra ser calculado con la ecuacién
5.4, es decir

P(N(t2) — N(t1) =n) = o~ [m(t2)—m(t1)] [m(t2) — m(t1)]™

n! ’

donde m(t) es la funcién la media dada por

m(t) = /Ot A(s)ds.

Observacion: Dada una funcién de intensidad A(¢) > 0,¢ > 0, la cual de-
pende de un vector de parametros § = (61,605 ...,0;). El problema descrito
se reduce a estimar el vector de parametros 6 que mejor describa el com-
portamiento de los datos observados. Es decir, el vector 6 que produzca al
proceso de Poisson no-homogéneo que mejor represente el conjunto de ob-
servaciones Ny, t € RT,

8.2. Acercamiento Bayesiano

Sea D = {dy,ds,...,dr} el conjunto de dias en los cuales un estandar
ambiental de un contaminante ha sido violado. Sea A(t),¢ > 0 la funcién de
intensidad de la cual depende el proceso de Poisson no-homogéneo el cual
se utilizara para describir la muestra observada D. Suponga ademés que la
funcién A(t) depende de un vector de pardmetros 8 = (61,6s,...,0;) € R7.
Entonces el problema se reduce a encontrar el vector §# € R’ que mejor
explique los datos D.

Utilizando el punto de vista Bayesiano, existe una relacién entre la dis-
tribucién a priori del vector € con la distribucién a posteriori al tomar en
cuenta la informacién observada D. Es decir,

p(0|D) o< L(D|0)p(0).-

Teorema 8.2.1 Sea D = {dy,ds,...,dx} una muestra aleatoria obtenida
de un proceso de Poisson no-homogéneo con funcion de intensidad A(t),
t € N dependiente de un vector de pardmetros 6 = (61,0s,...,05) € R7, en-
tonces, bajo el modelo de Poisson no-homogéneo, la funcion de verosimilitud
L(D|60) es de la forma

L(D|0) = lﬁ /\(di)] e~ mldn),
i=1
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Demostracion: Sea ¢ > 0. Por tratarse de un processo de Poisson no-
homogéneo, es posible descomponer el tiempo en intervalos independientes
y analizar cada uno por separado. Considere la descomposicion en los inter-
valos

(di;di-',-l —6] U(di_H —E,di_H], 1=1,2,...,n,

es decir,
(O,dn] = (O,dl —€]U(d1 —G,dl] U(d1,d2 —6] U...U(dn—e,dn].

La probabilidad de que eventos del proceso de Poisson no-homogéneo hayan
sucedido en los intervalos de tiempo (d; — €,d;] y que ningin evento haya
sucedido en los intervalos de la forma (d;,d;y1 — €] es el producto de las
probabilidades (gracias a la independencia de eventos del proceso). Formal-
mente, la probabilidad de observar eventos inicamente en los intervalos de
distancia € por la izquierda al dia de la observacién es el producto de las
observaciones de cada intervalo dadas por la ecuacién (5.4)

P(N(d; —€) — N(0) = 0) e~mld1—e)
P(N(dy) — N(dy —¢) =1) e AFAMUL=) [y (d) — m(dy — €)]
P(N(dy —€) — N(dy) =0) = e md2=atm(d)
P(N(dy) — N(dy —¢) =1) e~ )+ 2 =) [y (d)) — n(dy — €)]

P(N(dy —€) = N(dp—1) =0) = e mdn=9Fmidn-)
P(N(dy) — N(dy —€) =1) = e ™d)tmldn=n 4y — m(d, — €)].

Asi, la probabilidad conjunta, siendo el producto de las probabilidades serd

eI TTm(di) — m(di — €)). (8.1)

=1

Tomando ahora lime — 0, la ecuaciéon 8.1 describe justamente la proba-
bilidad de que se observen eventos unicamente en el conjunto de tiempos
{dy,ds,...,d,}. Mas atin, recordando que

m(t) = /0 As)ds.

se sigue que conforme € tiende a 0, [m(d;) — m(d; — €)] = A(d;) resultando

lﬁ /\(di)] e~mdn),
i=1
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Corolario 8.2.2 Sea D = {dy,da,...,dk} el conjunto de dias en los cuales
un estandar ambiental de un contaminante dado ha sido violado. Sea A(t)
la funcion de intensidad del proceso de Poisson no-homogéneo que regis-
tra los dias en los cuales el estandar fue violado dependiente del vector de
pardmetros 0 = (01,02, ...,0k) € RE entonces

K
p(0|D) o lH A(di)] e p(0). (8.2)
i=1

Observacién: Dada la funcién de intensidad A(¢) de un proceso de Pois-
son no-homogéneo que produjo una muestra aleatoria D = {dy,da, ..., d,},
la ecuacién (8.2) proporciona una distribucién de los posibles vectores de
parametros que determinan un proceso de Poisson no-homogéneo que pro-
duce a D. Por lo tanto, el vector de parametros 6 que hace que el ajuste a
los datos observados sea el mejor es el que se considera como pardametro del
modelo.

8.3. Solucion computacional

Debido a que las funciénes de densidad a posteriori de los pardmetros de
la funcién de intensidad A(t) pueden resultar en distribuciones en las cuales
es muy complicado calcular la media y otras caracteristicas de la distribu-
cién f(0|D), se utiliza un método Monte Carlo via cadenas de Markov para
obtener muestras de la distribucion a posteriori y asi aproximar la media. En
otras palabras, dada una funcién de intensidad A(¢) dependiente del vector
de pardmetros 6, se construird una cadena de Markov tal que su distribu-
cién estacionaria sea p(6| D) y asi, una vez que la cadena de Markov alcance
convergencia, los estados en los que se sitie la cadena de Markov pueden ser
interpretados como muestras de la distribucién a posteriori.

Sea D = {dj,da, ...,dx} una muestra aleatoria producida por un proce-
so de Poisson no-homogéneo con funcién de intesidad A(t). Si A(t) depende
de un vector de pardmetros 6 = (1,605, ...,0;) € R’ entonces se utiliza un
muestreador de Gibbs para ir tomando muestras de cada parametro 6;. Es
decir, iterativamente, se irdn tomando muestras de la distribucion

Para tomar muestras de la distribucién condicional de la ecuacién (8.3)
se utiliza un algoritmo de Metropolis-Hastings que converge a la distribucién
marginal.

En otras palabras, si el vector de parametros 6 es un elemento del espa-
cio R, entonces se construyen J algoritmos de Metropolis-Hastings tal que
la distribucién estacionaria del i—ésimo algoritmo de Metropolis-Hastings
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es la ecuacién (8.3). Una vez que estas J cadenas alcanzan sus distribu-
ciones estacionarias, entonces el muestreador de Gibbs que extrae muestras
aleatorias de las distribuciones marginales puede obtener las muestras de los
parametros, y asi estimar la media.

A continuacién se describe el algoritmo de manera més formal:

1) Generar un vector aleatorio () = (950), 950), . 950)) donde el elemento

9§0) fue obtenido de la distribucién a priori p(6;).

. ’ ’ ’ ’ .
2) Generar un vector aleatorio 8 = (6,,0,,...,0;) de la misma manera que
en el paso anterior.

3) Dado el vector Y=Y en la (j — 1)—ésima iteracién del algoritmo, generar

el vector #1), donde la entrada 91(3' ) esté dada por
g _ { 9; con probabilidad a }
! 9§]71) con probabilidad 1 — a
donde
a = min {1 p(9;|9§j), - ’91@1’ 91(1_11)7 T 6%))p(05j_1)) } .

p(09 D169 69 69D D)6

4) Volver al paso 2.

8.4. Modelos Utilizados

Debido a que la frecuencia con la cual los niveles de ozono superan el
umbral ambiental establecido por la legislacién de la ciudad de México ha ido
disminuyendo desde el ano 2001, es claro que los modelos propuestos deben
aceptar parametros que den una forma decreciente. Los modelos utilizados
fueron elegidos debido a que la forma de la funcién de intensidad permita la
posibilidad de admitir una forma decreciente.

8.4.1. Weibull

La funcién de intensidad de la forma de Weibull esta dada por

A = (2) (C’;)a_l, (8.4)

por lo tanto, el vector de pardmetros que se quiere estimar es = (a,0) €
Rt x RT.
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Lema 8.4.1 La media de un proceso de Poisson no-homogéneo con funcion
de riesgo que toma la forma de Weibull es

y asi

Teorema 8.4.2 Considere la funcion de tasa Weibull, si asumimos que los
pardametros son a priori independientes, entonces la distribucion a posteriori
de los pardmetros estda dada por

a\K [& o
plaolD) = (=) [H d;“] e~/ p(a)p(o).
=1

Demostracién: Sustituyendo la forma de la funcién de tasa y la media en
(8.2) se tiene que

p(a,0|D) o L(D|a,o)p(a, o)
(

- lH /\(di)] e p(a)p(o)
i=1
_ K g ﬁ a—1 ef(dK/U)o‘ N -
LUl(U) (%) ] pla)p(o)
K K
- (=) [Hd?_ll e (<17 p(a)p(o)
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Corolario 8.4.3 La probabilidad condicional del pardmetro o estd dada por

K
p(alo, D) (%) lH df‘l] e~ @K/ (). (8.5)
i=1

Demostracion: Se sigue directamente del hecho de que si o estd fijo en-
tonces p(o) es constante y utilizando la distribucion posterior dada por el
Teorema 8.4.2 |

Corolario 8.4.4 La probabilidad condicional del pardmetro o estd dada por

(/o) p( )

plola, D) ox (36)
Demostracién: Es suficiente notar que si « estd fijo entonces
K
al lH d?_ll p(a)
i=1
es constante. |

Como se describié anteriormente, la estimacién de los pardmetros se
hard a partir de las distribuciones condicionales (8.5) y (8.6) por medio
de algoritmos Metropolis-Hastings. Para las cadenas @) se tomaran cadenas
independientes iguales a distribucién a priori.

Teorema 8.4.5 Sea D = {dy,ds,...,dx} los dias en que un estandar am-
biental ha sido violado. Suponga que D obedece un proceso de Poisson no-
homogéneo con funcion de intensidad de Weibull. Si se quieren obtener
muestras de las distribuciones condicionales de la distribucion a posteriori
de los parametros o y o por medio de algoritmos Metropolis-Hastings donde
la distribucion de Y es la distribucion a priori del pardmetro, entonces las
probabilidades de aceptacion serdn

a) en el caso del pardmetro «

ALY , K /
min { 1, () o @)K oxp l(a'—a)ZIOg(di)—l—(dK/a)a—(dK/a)a]

i=1
b) en el caso del parametro o
; g e e
min { 1, exp(a® log (%) + (dx /0)" — (dic/o))}
o

Demostracion:
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a) Dado el estado actual o de la cadena construida por el algoritmo y un

estado propuesto o por Y, entonces la probabilidad de aceptacién de a
esta dada por

min{1,a}

donde
. _ o D)gy,
p(a|a,D)qaa
_ p(e]o. D)p(a)
p(ajo, D)p(a’)

()" [I0, =] @/ p(a' o)
()" [T, ] e /o plajp(a’)
( of )K o/ ~1) T log(dy) o~ (dxc /o)

(U K (a=1) X1, log(di) g —(dxc /o)
K

o (ama Ke(a 1)Zfllog(d)e (dK/J)a
a ela—1) X0 log(di) o —(dgc /o)™

ama i ep((0 = 1) 3 log(dy) — (dic/)* )
exp((a — 1) I, log(d:) — (dxe/0)*)

Restando los exponentes de e resulta finalmente en

!

K , K ,
(i) o= exp((a’ — ) log(ds) + (dic /o) — (di /o) ).

i=1

b) Para la distribucién condicional del pardmetro o, si la cadena se en-
cuentra en el valor ¢ y tiene propuesto el valor o, la probabilidad de
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aceptacién estard dada por

p(O',|Oé7 D)qg’g
p U|a> D)qgg’
p(o’ |, D)p(o)
p(ole, D)p(c’)
e 17" p(o" )p(a) fo 'K
e=dx/)p(a)p(a’) fo
o—(dic/0)* oK
e—(dic/0)" g/ ok
o—(dic/0')* oK log(o)
e—(dx /0)° gaK log(c”)

oK 1og(0)—(dic /o)

eaK log(o")—(dx /o)™

= exp(aklog (2 ) + (di/o)" = (dic/a)").

8.4.2. Musa-Okumoto

La funcién de intensidad de la forma de Musa-Okumoto estd dada por
At) = ——. (8.7)

Por lo tanto, el vector de pardmetros que se quiere estimar es 0 = (a, ) €
R+ X R+.

Lema 8.4.6 La media de un proceso de Poisson no-homogéneo con funcion
de riesgo que toma la forma de Musa-Okumoto es

oy~ s (£ 41)).

Demostracion: Como

m(t) = /Ot A(s)ds,
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entonces

t Bds

0 Sta

B Lo ds

=4 0 Stu«

= Blog(s +a)l;

= Plog(t+ «) — Blog(a)

RNES)
_ 5(1og (;H))

m(t) =

Teorema 8.4.7 En la forma de Musa-Okumoto, si la distribucién a priori
de los pardmetros es independiente, entonces la distribucion a posteriori de
los parametros estd dada por

pla, B|D) o % lﬁ <di i a)

i=1

e (=4 ().

Demostracién: Sustituyendo,

p(a,B|D) o L(Dla, B)p(e, B)
= L(D|o, B)p(c)p(B)

K
= lHA(d) e~™WK)p(a)p(B)

B [H (dlic)
- [ﬁl <dzl+a>

di

#(os(E)) prayp(8)

3008 (5 41)) payp(8).

Corolario 8.4.8 La probabilidad condicional del parametro o estd dada por

(a3, D) [ﬁ (=)

i=1

e_B<log<dTK+l)>p(a). (8.8)
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Corolario 8.4.9 La probabilidad condicional del parametro 5 estd dada por

p(Bla, D) o g P1os(E+1)) gy, (5.9)

Observacioén: si la distribucién a priori del parametro 5 es una distribucion
uniforme, entonces

p(Bla, D) o pe P (oe(% 1)),
la cual es justamente una distribucién Gamma G (n + 1, log (d,, /o + 1)) (ver
apéndice B). Similarmente, si la distribucién a priori de /3 es una distribucién
Gamma G(aq, b1 ), entonces la distribucién a posteriori serfa nuevamente una
distribucién Gamma G (n + a1 + 1,b1 + log (dp/a + 1)).

Debido a que las distribuciones a priori utilizadas para el pardametro (3
fueron tnicamente estas dos, el muestreo puede ser directo. La generacién
de una muestra aleatoria con distribucién Gamma es una tarea comun para
la cual se han desarrollado varios métodos los cuales no dependen de un
algoritmo de Metropolis-Hastings. Debido a que R, el lenguaje en el cual
fueron implementados los algoritmos, ya cuenta con un método efectivo
para generar muestras de una distribucion Gamma, para este paso no se
requerird construir un algoritmo de Metropolis-Hastings y se asumira que
las muestras aleatorias necesarias estan disponibles.

Al igual que en la forma de Weibull, la estimacién de los pardmetros se
hard a partir de las distribuciones condicionales (8.8) y (8.9) por medio de
un algoritmo Metropolis-Hastings para el parametro « y un muestreo directo
para el pardmetro 3. Para la cadena de transicién Y para « se tomard una
cadena independiente igual a la distribucién a priori de la variable.

Teorema 8.4.10 Sea D = {dy,dsa,...,dx} los dias en que un estindar
ambiental ha sido violado. Suponga que D obedece un proceso de Poisson
no-homogéneo con funcion de intensidad de Musa-Okumoto. Si se quieren
obtener muestras de las distribuciones condicionales de la distribucion a pos-
teriori del parametro o por medio de algoritmos Metropolis-Hastings donde
la distribucion de Y es la distribucion a prior del pardmetro, entonces la

probabilidad de aceptacion de o serd
o (di + «)
+ 51 —_— .
flog (a(dK—l-a )))}

K
d; + «
I 1 1
mm{ , exp (Lg_l og (di—ko/)

Demostracién: La probabilidad de aceptacion es

min {1,a}
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donde

p(d18,D)q,,
p(alB, )qaa
1

([T, 1| P ostane /et Yp(a)
TIE, ] eProstn/atip(agp(a)
exp([ LI, —log(d; +a')| - Blog(dx /' +1))
exp([ S5, ~log(d; + )| — Blog(dic/a +1))

- on(fs)

d; + «
= exp(lZlog(d +a>
i=1 v

+ B((log(
o (di + o)
+Plog <a(dK+o/)>>'

8.4.3. Goel-Okumoto Generalizada

dig + « dK+O/
T)—log( o ))>

La funcién de intensidad con la forma de Goel-Okumoto generalizada
esta dada por

A(t) = afyt’"Le P, (8.10)
Por lo tanto, el vector de pardmetros que se quiere estimar es 6 = («, 5.y) €

R+ X]R+ XR+.

Lema 8.4.11 La media de un proceso de Poisson no-homogéneo con fun-
cion de riesgo que toma la forma de Goel-Okumoto generalizada es

m(t) = a(l — e P,

Para calcular la media anterior solo se debe integrar la ecuacién (8.10) re-
specto al tiempo. Debido a la longitud del desarrollo de esta integral, la
demostracién se omite.

Teorema 8.4.12 En la forma de Goel-Okumoto generalizada, si la distribu-

cion a priori de los parametros es independiente, entonces la distribucion a
posteriori de los pardmetros esta dada por

(aBy)¥ lHdv 1] —alog(1=¢R) 8 I, 2l p ) B)p().
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Demostraciéon: Sustiuyendo,

pla,B,v|D) o L(Dla, B, v)p(e, 8,7)
= L(D|e, B,7)p(a)p(B)p(v)

K
— [H A(di)] e ™) p(a)p(B)p(y)
i=1

K
-1 _—pd} —alo —e_Bd’Y
= lH afyd]le? di] e~ los0= ) p(a)p(B)p(7)
i=1
K

= (apy)" [H dZ‘le‘“?] emetoa1=¢ ") )b B)p().

i=1
Utilizando el hecho de que z¥ = ¢¥1°8(%) ge obtiene

K

(apy) [H 4!

i=1

_ K og(d)) .—alo —e_ﬁd’y
e~ L log(d]) g=arlog(1—¢""K) 1 () (B)p(v),

o de forma equivalente

(aBy)X [Hm 1 alostioe M0 T 6@ ) p(5)p(),
m

Corolario 8.4.13 La distribucion posterior condicional del pardmetro «
estd dada por

p(alB,, D) o o =108 =R (=B p(q), (8.11)

Corolario 8.4.14 La distribucion posterior condicional del pardametro 3
estd dada por

—Bd}. Y
p(Bla, v, D) o (B)Ke—losli—e ") =B 3%, loa(d)) gy (8.12)

Corolario 8.4.15 La distribucion condicional del parametro v estd dada
por

K
p(|a, B, D) (7)K lH dzl] e—alog(l—e_ﬁd}()—ﬁZzK:1log(dz)p(»}/)_ (8.13)
i=1
Como se describié en la seccién anterior, el muestreo se hard a partir
de las distribuciones condicionales (8.11), (8.12) y (8.13) por medio de un
muestreador de Gibbs. Para obtener muestras de las distribuciones condi-
cionales se utilizaran tres algoritmos de Metropolis-Hastings cada uno con-
vergiendo a cada una de las distribuciones posteriores condicionales.
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Teorema 8.4.16 Sea D = {dy,ds,...,dx} los dias en que un estdndar
ambiental ha sido violado. Suponga que D obedece un proceso de Poisson
no-homogéneo con funcion de intensidad de Goel-Okumoto generalizada. St
se quieren obtener muestras de las distribucion condicional de la distribucion
a posteriori del pardmetro o por medio de algoritmos Metropolis-Hastings
donde la distribucion de'Y es la distribucion a priori del pardmetro, entonces
las probabilidades de aceptacion de o, By~ serdn

o (dg + )
oo («-zf(ﬂ))}

a)

K
d; + «
n<1 E 1

b)

N\ K K
min {1, (é) exp(alog(l — e %) —log(1 — e~ i) + (5 — ) Y log(d)))
i=1

¢)
K l’e"p<’ﬁd}<) K 777,
’)// K , alog — +B> i log(d] )
min{ 1, [ — Hdg’*/ =) e 1—exp(—fBdg. )
v i=1
respectivamente.
Demostracion:

a) Dado el estado actual a y el estado propuesto o obtenido de la distribu-
cién a priori, la probabilidad de aceptacion es

min {1,a}
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donde
. — P18, D)ay,
p(alB; D)q,y
T gt | o780/ 4D p(a (o)

TS, s | e Pestane /ot Dp(a)p(al)
exp( {Zfil —log(d; + 0/)} - Blog(dK/o/ +1))
exp( [Zfil —log(d; + a)} — Blog(dr /o + 1))

K
d; + «
= exp Zlog( ,)
(L_1 di +a
K
d; + «
= exp Zlog( ,)
(L—1 di+a

b) Dado el estado actual 5 y el estado propuesto ﬁ/ obtenido de la distribu-
cién a priori, la probabilidad de aceptacién es

+ B(log(

) — log( o

o (di + @)
+log (a(dK +o/)>> '

di +a dK—I-oz,)))
o

min {1, a}
donde
(8|, D)p(B)

p(Bla,y, D)p(B')
(8K e—atosi—c~ k)= S os(d) (3 )p(B)

a =

e
(5)Ke—alog(1—e_5d¥()—ﬁ Yis, log(d?)p(ﬁ)p(ﬁ/)

N\ K ;
_ (%) pallog(1—e ™ i) log(1—e k) +(8-8') T, log(d)

¢) Dado el estado actual «y y el estado propuesto fyl, la probabilidad de que
la cadena acepte el valor propuesto estd dada por

min {1, a}
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donde

p(v'|ev, B, D)p(7)
p(yla, B, D)p(v")

/ ' *ﬂd"/ K ' /
() [Hfildl 1} emerlosllme OIS o8l )p(y )p(v)

_ ~Bd] /
(0 ([T, df | ettt 00 B oD

’

AN\ K r K T _alo _e_Bd’Y B K . ‘/
<7> [1a7 | < log(1—e™*'K)~p 1L, log(d] )

o —3d)
i -1 | emalog(i—e™PK)—B I log(d])

—exp(—pBd), !
N Krk " )' alog (W) +B 0L log(d] ™)
. v =y l—exp(—fld’Y )
= - H d; e K .

8.5. Comparacion de modelos

Una vez que se han estimado los parametros de cada funcién de inten-
sidad, resta la tarea de decidir cual de las funciones propuestas es la mejor
para explicar el conjunto de observaciones D.

El acercamiento para resolver este problema es el descrito en la seccién
3.5. Formalmente, dados dos modelos (en este caso un modelo es una funcién
de intensidad con determinados pardmetros) M; y My que pudieron dar
origen a la muestra observada D, se calculara el factor de Bayes

P(D|M)

BFy, v, = W

para determinar que modelos es més probable de haber producido D. Co-
mo en este caso hay tres modelos propuestos (Weibull (W), Musa-Okumoto
(MO) y Goel-Okumoto generalizada (GGO)) se calcularon los factores BEFw, a0
y BFuyo0,Gco inicialmente. Asi se tienen las siguientes opciones:

a) Si BFw.mo > 1y BFyo,gco > 1 entonces el Modelo que mejor repre-
senta las observaciones es el de Weibull.

b) Si BFwmo <1y BFyo.cao > 1 entonces el Modelo que mejor repre-
senta las observaciones es el de Musa-Okumoto.

c) Si BFwnmo < 1y BFyvo,aco < 1 entonces el Modelo que mejor repre-
senta las observaciones es el de Goel-Okumoto generalizado.
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d) Si BFwmo > 1y BFuo,cao < 1 entonces se calcula el factor adicional
BFccow. Si BFggow > 1 entonces el Modelo que mejor representa
las observaciones es el de Goel-Okumoto generalizado y si BFggow < 1
entonces el modelo preferencial es el de Weibull.

Observacion: La probabilidad de que un modelo M} haya producido las
observaciones D puede ser reescrito como

P(D|My) = /P(ekaMk)P(9k|Mk)d9k7 (8.14)

donde 6}, es el vector de parametros del cual depende el modelo Mj..
Como en este caso el Modelo consta tnicamente de la funcién de inten-
sidad y su vector de pardmetros, la ecuacién (8.14) se puede escribir como

P(D|Mj) = /P(D\Hk)P(Gk)de. (8.15)

Si se tiene una muestra aleatoria de tamano J de la distribucion a posteriori
f(0]D) de los pardmetros, entonces la ecuacién (8.15) puede ser aproximada
por medio de

J
~ 1 k
Vi, = 5 > L(DI6)
i=1

donde 6 es la muestra aleatoria que fué utilizada para estimar el vector
de pardmetros 6 del modelo k.

Observacién: La ley de los grandes nimeros (Teorema 7.1.3) asegura la
convergencia de VMk a P(D|Mjy). Por lo tanto, la muestra aleatoria obtenida
con los algoritmos descritos en este capitulo puede ser utilizada adicional-
mente para estimar el factor de Bayes y asi poder comparar los distintos
modelos propuestos.

8.6. Obtencién de las observaciones

Para poder aplicar la solucién propuesta en este capitulo, solo falta
obtener un conjunto de observaciones de la violacion de un estandar am-
biental.

Las observaciones de los dias en los cuales el Ozono superdé el limite de
0.17ppm en la Ciudad de México fue obtenido a partir de la Red Automaética
de Monitoreo Atmosférico (RAMA). La RAMA tiene 36 estaciones de mon-
itoreo en la Ciudad de México. Estas estaciones reportan cada 5 minutos el
promedio de las mediciones de Ozono obtenidas en dicho intervalo.
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Para el modelado de los niveles de Ozono utilizando los procesos de
Poisson no-homogéneos descritos anteriormente, se dividieron las estaciones
en cinco zonas: Noreste (NE), Noroeste (NO), Centro (CE), Sureste (SE)
y Suroeste (SO). Los datos utilizados conforman las mediciones tomadas
desde el 1 de Enero del 2003 hasta el 31 de Diciembre del 2009. Para el
conjunto de estaciones de cada una de las zonas se utilizé el maximo de las
mediciones de las estaciones del conjunto. Si por un tiempo mayor a una hora
(12 mediciones consecutivas) los niveles de Ozono permanecen por encima
de 0.17 ppm entonces el dia de la observacion es agregado al conjunto D.

Para mas detalles de las estaciones y una visualicacion de la divisién en
las cinco zonas mencionadas se puede consultar en:

http://www.sma.df.gob.mx/simat/pnrama2.htm.

8.7. Detalles de implementacién

La implementacion computacional de los algoritmos, disponibles en el
Apéndice C, fue hecha en el lenguaje R (http://www.r-project.org). La elec-
cion de este lenguaje sobre otros es debido a su orientacién especial a la
probabilidad y estadistica. Las librerias disponibles del lenguaje R contienen
grandes tablas de muestras pseudoaleatorias de distribuciones comunes, lo
cual facilité la obtencion de las muestras de las distribuciones a priori uti-
lizadas.

La eleccion de las distribuciones a priori fue basada en la intuicién del
comportamiento de las distribuciones a posteriori para intentar acelerar la
convergencia de los algoritmos a sus distribuciones estacionarias. En algunos
casos (como el descrito en la subseccén 8.7.1), un primer estimado de los
parametros fue hecha a partir de distribuciones no-informativas a priori.
Con la informacién obtenida, se corrié un segundo algoritmo modificando la
distribucion a priori con la intencién de obtener un estimado mas preciso.

Los resultados completos de todas las zonas y los resultados de cada
funcién de intensidad estdn disponibles en el Apéndice D.

8.7.1. Ejemplo de implementacion

Como ejemplo representativo se describe la obtencién de los pardmetros
para la forma de Weibull en la zona Noroeste.

En la figura 8.1 se muestra la grafica de la cantidad de dias transcurridos
desde el 1 de enero del 2001 hasta el 31 de diciembre del 2009 contra la
cantidad de dias en que se ha superado el limite de 0.17ppm de Ozono en
zona noroeste de la Ciudad de México.

Debido a que los niveles de ozono han ido disminuyendo consistente-
mente, las distribuciones a priori de los parametros « y o de la forma de
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o 1c+03 Lo+0E

Figura 8.1: Dias transcurridos desde el 01-Enero-2001 hasta 31-Diciembre-
2009 contra la cantidad de dias en las cuales los niveles de ozono se mantu-
vieron por encima de 0.17ppm por mas de una hora.

Weibull son restringidos de tal forma que la funcién de intensidad siempre
es decreciente.

Inicialmente se corri6 el algoritmo tomando para el parametro a una
distribucién a priori no-informativa (uniforme) en el intervalo (0, 1) y para el
pardmetro ¢ una distribucién a priori no-informativa en el intervalo (0, 100).
Se corrid el algoritmo tres veces con los estados inciales 0.8, 0.6 y 0.9 para
ay 10, 5y 20 para 0. Cada una de las tres cadenas fue corrida por 100,000
iteraciones (produciendo asi una muestra de 300,000 elementos para oy o).

Como resultado de la prueba de convergencia de Gelman-Rubin se descar-
taron las primeras 30,000 iteraciones de cada cadena (iteraciones en las
cuales el factor de estimacién R se encontré por encima de 1.05). De los
70,000 elementos restantes, se utilizé tnicamente un valor de cada 20 para
asi reducir la dependencia de los elementos de la muestra. Con esto, la mues-
tra aleatoria final de cada cadena fue de 3,500 elementos, dando 10,500 como
total de las tres cadenas.

El estimado de la media y la variancia utilizando dicha muestra se ob-
tuvieron los siguientes resultados:

Media empirica | Variancia empirica
a | 0.6534 0.004074
o | 3.47 5.631053

Las figuras 8.2a y 8.2b muestran las medias estimadas durante las 100,000
iteraciones de las tres cadenas. Note que la escala en 8.2a es mucho mas
pequena por lo cual las medias estimadas estdn aparentementemente dis-
tanciadas. Una muestra de las pruebas de convergencia se puede ver en la
figura 8.3.
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Figura 8.2: Cantidad de iteraciones de las tres cadenas contra la media
empirica para los parametros a y o.
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Figura 8.3: Prueba de Gelman-Rubin para las cadenas 1 y 2 (Los puntos
iniciales estdn disponibles en el apéndice D) durante las primeras 25000
iteraciones de los algoritmos.
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Figura 8.4: Histogramas finales una vez descartados los tiempos de calen-
tamiento e iteraciones intermedias.

Observando la forma de la distribucién a posteriori de la estimacion,
se decidio utilizar una distribucién Beta para la distribucién a priori del
parametro « y una distribucion Gamma para la distribucién a priori del
pardmetro o (ver Apéndice B para las definiciones y sus hiperpardametros).
Los hiperpardmetros que definen la forma de las distribuciones Beta (o =
3/25, p =2/25) y Gamma (k = 3/2, § = 1/2) fueron elegidos de tal forma
que la distribucién a priori tuviera media y variancia similar a las obtenidas
de la muestra aleatoria anterior.

Con estas nuevas distribuciones a priori, se corrieron nuevamente tres
cadenas con los mismos puntos iniciales por 100,000 iteraciones. A pesar
de que la convergencia segtin la prueba de Gelman-Rubin se alcanzé més
rapidamente que en la ejecucion anterior. Se descartaron nuevamente las
primeras 30,000 iteraciones de cada cadena como tiempo de calentamiento
v de la muestra restante se utilizaron los valores obtenidos en las iteraciones
multiplos de 20 para eliminar la dependencia. Asi, con esta nueva muestra
aleatoria de 10,500 elementos, se obtuvieron como parametros

Media empirica | Variancia empirica
a | 0.6257 0.002977
o | 2.482 2.322984

En la figura 8.4 se presentan las gréficas de las funciones de densidad
estimadas para a y o.
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Capitulo 9

Resultados Finales y
Conclusiones

9.1. Conclusion

En esta tesis, se describié una metodologia para explicar de manera
probabilistica el comportamiento de las mediciones de ozono obtenidas por
la red de monitoreo de la Ciudad de México. La descripcion de los even-
tos observados se hizo por medio de procesos de Poisson no-homogéneos
(Capitulo 5), definidos a partir de su funcién de intensidad (Capitulo 6). La
estimacion de los pardametros de los cuales dependen las funciones de inten-
sidad se hizo utilizando un acercamiento Bayesiano (Capitulo 3). Para poder
obtener informacién de la distribucién a posteriori de los parametros, se uti-
liz6 una versién del muestreador de Gibbs (Capitulo 7). El funcionamiento
de los algoritmos estocasticos utilizados estd garantizado por los resulta-
dos demostrados relacionados con las cadenas de Markov (Capitulo 4). La
metodologia desarrollada se aplicé a modelos utilizando tres funciones de
intensidad: La funciénes Weibull, Musa-Okumoto y Goel-Okumoto gener-
alizada. El criterio para elegir el modelo que mejor se ajusta a los datos
observados fué por medio de factores de Bayes.

En la figura 9.1 se muestra la media acumulada de las observaciones de
cada zona junto con la media acumulada estimada de los cinco modelos que
mejor se apegan a los datos: Weibull con distribucién a priori no-informativa
(A), Weibull con distribuciones a priori Beta y Gamma (V), Goel-Okumoto
generalizada con distribucién a priori no-informativa () y Musa-Okumoto
con distribucién a priori no-informativa (¢). Los detalles correspondientes a
cada modelo pueden ser consultados en el Apéndice D (Simulaciones 1, 2, 3
y b respectivamente).

Observacion: La figura 9.1 muestra la coherencia de los resultados obtenidos.
A pesar de que algunas de las medias obtenidas de los modelos parecen no

95



96 CAPITULO 9. RESULTADOS FINALES Y CONCLUSIONES

ajustarse adecuadamente a la curva, se debe notar la escala utilizada en el
eje y, donde se puede ver que la media estimada predice una cantidad muy
cercana de dias esperados de excedencia de ozono a los observados empiri-
camente.

Observando los factores de Bayes disponibles en el Apéndice D, se puede
ver que la funcién Weibull con distribucién a priori no informativa es la que
produce el factor de Bayes mas grande para las zonas Noreste y Suroeste y
la funcién Weibull con distribucién a priori informativa es la que produce el
factor de Bayes mas grande para las zonas Centro, Noroeste y Sureste. Por
lo tanto, estos modelos deben ser utilizados acorde a este criterio.

Con los resultados obtenidos, es posible calcular la probabilidad de que
los niveles de ozono superen las 0.17ppm una cierta cantidad de veces en
un intervalo de tiempo dado. Utilizando los parametros estimados, la prob-
abilidad de que los niveles de ozono sean superados n veces entre los dias
(k,k 4 d], donde k = 0 para el 01 de Enero del afio 2001, se puede calcular
utilizando la férmula 5.4, es decir:

CE)

0.568 __ 7.0.5681n
) k]

1.6787n!

P(N(k+d)—N(k) =n) = o~ [(k+d)-28—ED-508]/1.678 [(k+d

NE)

[(k+d)0- 704 _0.704] /1735 [(k + d)0704 — 0.704]n
17.35™n)!

P(N(k+d)—N(k) =n) =€~

NO)

[(+d)0-625 —£0-625] /1 766 [(k + d)0.625 _ k0'625]"

P(N(k+d)—N(k) =n)=e" 1.7667n!

SE)

o (ked)0-6%9 _0-659] /4 589 [(k+ d)0659 — k0-659]”

PO =n) = 4.5827n!

S0)

0-617_£0.617) /0 861 [(k + d)0.617 . k0'617]"

0.861"n!

P(N(k+d)—N (k) = n) = e~ [(:+)
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Figura 9.1: Grafica de la media de las observaciones de ozono tomadas por la
RAMA comparada contra la media de los modelos propuestos. En cada zona
A identifica al modelo de Weibull con distribucién a priori no-informativa,
V identifica al modelo de Weibull con distribuciéon a priori informativa, Bl
identifica al modelo de Goel-Okumoto generalizado con distribuciéon a priori
no-informativa y 4 al modelo de Musa-Okumoto.
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9.2. Discusion

Comparado con trabajos anteriores ([36], [1]), en este trabajo se progra-
maron directamente los algoritmos utilizando el lenguaje de programacion
R (http://www.r-project.org) en lugar de utilizar paquetes disponibles como
WinBugs (http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/winbugs/contents.shtml) el
cual a pesar de ser una gran aplicacién para implementar algoritmos MCMC,
tiene una ejecucion notablemente mas lenta comparado con la implementacién
directa. A pesar de que la velocidad de convergencia a las distribuciones esta-
cionarias fue notablemente més tardada que la requerida usualmente (ver
[11] para ejemplos), la implmentacién directa en R permitié poder ejecutar
las cadenas de Markov por una larga cantidad de iteraciones en una cantidad
de tiempo razonable.

Por ultimo, cabe notar que aunque en este trabajo el modelo que utiliza la
funcién de riesgo Weibull es la que mejor se ajusta a los datos observados,
la metodologia explicada en capitulo 8 puede ser utilizada con cualquier
funcién de riesgo propuesta para luego ser comparada con los modelos de-
sarrollados previamente por medio de factores de Bayes. Como se puede
notar en la figura 9.1, algunos de los modelos logran un buen ajusto a la
media observada por un intervalo de tiempo inicial para después alejarse de
las observaciones. Aunque es posible la existencia de una funcién de ries-
go que pueda representar mejor los datos, un acercamiento razonable seria
dividir el intervalo de tiempo en dos partes y estimar pardmetros distintos
para cada una de las dos secciones. Este acercamiento ha sido utilizado pre-
viamente en problemas similares, sin embargo, su implementacién utilizando
las mediciones tomadas en los anos que comprende este estudio, no ha sido
hecho atn.



Apéndice A
Resultados Complementarios

Lema A.0.1 Sea A = {a1,aq9,...} CN, tal que med(A) = 1, entonces existe
B C A finito tal que med(B) = 1.

Demostracién: Sea by € A, si by =1, B = {bp} es el conjunto buscado.

Supongamos que by # 1, entonces podemos descomponer by = p1ps...pp
como producto tnico de primos salvo el orden. Para cada p;, existe un b; € A
tal que p; fb;, pues si todos los b € B fuesen divisibles entre p;, entonces p;
seria el mdaximo comun divisor de A.

El conjunto B = {bg,b1,...,b,} es por construccién un subconjunto
finito de A tal que med(B) = 1, pues si alby entonces necesariamente no
divide a alguno de los b;,7 # 0. |

Corolario A.0.2 Sea A = {ay,as,...} C N tal que med(A) = k, entonces
existe B C A finito tal que med(B) = k.

Demostracién: SeaT = {t1,ts,...} el conjunto tal que ¢; = a;/k. Entonces
med(T) = 1 y entonces por el Lema A.0.1 existe B C T finito tal que
mcd(B,) = 1. Sea B = k:B/, es decir, el conjunto que consta de todos los
elementos de B’ multiplicados por la constante k. Entonces B es un conjunto
finito tal que med(B) = k. |

Lema A.0.3 Dado un conjunto A = {ay,as,...,amn} C N tal que med(A) =
1, existe un N € N tal que todo n > N se puede escribir como combinacion
lineal positiva de los a;.

Demostracién: Supongamos sin pérdida de generalidad que a1 < ag <
.. < Q. Como med(A) = 1 entonces existen ¢y, ca, ..., ¢, € Z tales que

ciai + coas + ... + cppam, = 1.

Sea C = min{¢; : 1 < i < m}, definimos ahora C; = (a1 — 1)|C|, i €
{1,2,...,m}. Entonces N = >, Cja; es el niimero buscado.
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ra ver uficiente notar que cualquier natur ntr interv.
Para ver esto es suficiente notar que cualquier natural dentro del intervalo
a1 —1 pu ser escri m mbinacion lin ue resu n
Ny N+ 1 puede ser escrito como la combinacion lineal que resulta en NV
mas (n—N) Y ", ¢a;, que por la construccién seguird teniendo coeficientes
positivos. Para © = N + a1 la combinacién lineal serd simplemente (¢; +
L)ay + > aic; y asi sucesivamente. |

Corolario A.0.4 Dado un conjunto A = {ay,az,...,am} C N tal que
med(A) = k, existe un N € N tal que todo kn > N se puede escribir
como combinacion lineal positiva de los a;

Demostracién: Sea B = {b1,bs,...,by} el conjunto tal que b; = a;/k. Por
su construccién, B es un conjunto tal que med(B) = 1. Por el Lema A.0.3,
existe un N € N tal que todo n > N puede ser escrito como combinacién
lineal positiva de los b;. Esto implica directamente que todo kn > kN puede
ser escrito como combinacion lineal positiva de los elementos de A. [ |

Teorema A.0.5 (Teorema de convergencia dominada) Sea (a};)(n)eNxN
una sucesion de numeros reales con indices en N x N tal que
a) limy, o0 al = 0 para todo x € N,
b) existe una sucesion (by)zen tal que Y by < 00 y |ai| < by para todo
x,n € N.
Entonces
lim ay = lim o = 0.
w%uozz: z z—00 T

zeN zeN

Demostracién: Sean F'y E conjuntos tales que FF C E C Ny F' es finito.

Entonces,
Y olapl=>lapl+ > lagl.

el zeF z€(E\F)

Por ser una suma finita, el término ) . |a?| tiene un limite converge,
el cual es precisamente 0 por la hipdtesis (a). Ahora, por la hipétesis (b), la
suma » . p|ay| tiene un limite finito y asi

Xl < i Xl Y o
Jim > fazl < lm B fag] + limsup jag]

z€E zeF " 2€(E\F)
. ’ n z. n
= D Mim fag| +limsup > ag]
el ze(E\F)
= limsup Z laZ|
T e (B\F)
< Ilimsup Z by
n—oo
z€(E\F)

= Y b

z€(E\F)
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Como la desigualdad anterior es valida para cualquier subconjunto F finito
de F y la sucesion (b, )x € E converge, entonces se sigue que

. n|_
nh_)rrolo Z laZ| = 0.
el
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Apéndice B

Distribuciones Utilizadas

B.1. Distribucién de Poisson

Notacién Pois(\)
Parametros A>0eR
funcién de masa | f(k) = %6_)‘
media A

variancia A

B.2. Distribuciéon Normal

Notacién N(u,0%)
Parametros u e R, a2 >0
(@—p)?
. s . _ 1 2
= 20

funcién de masa | f(x) Torsz®
media I
variancia o?

B.3. Distribucion Beta

Notacién B(a, 5)
Parametros o, >0

@ T(1—x)PT

funcién de masa | f(x) = T (1) P—Tdt
0

media o%ﬁ
aff
(a+B)?(a+B+1)

variancia
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B.4. Distribucién Gamma

Notacién G(k,0)
Parametros k,0 >0

funcién de masa | f(z) = ¢! 91;6(;;9
media k/0

variancia k/6?




Apéndice C

Cdédigos Fuente

C.1. Weibull

Las entradas de la funcién son como siguen: zona de la cual se utilizan
los datos, cantidad de iteraciones del algoritmo, estado inicial del parmetro
alfa, estado inicial del parametro sigma, hiperparametros de la distribucién
beta a priori de alfa e hiperpardmetros de la distribucién gamma a priori de
beta.

w<—function (zona, cant_iteraciones ,alfa _inicial ,
sigma _inicial ;al,bl,a2,b2){
#crea las cadenas y guarda el estado inicial
alfa<—vector (" numeric”,cant_iteraciones)
sigma<—vector (" numeric” ,cant_iteraciones)
alfa[l]l<—alfa_inicial
sigma[l]<—sigma_inicial

#carga el vector de dias en los cuales el estandar fue excedido

datos_observados<—scan(file = zona, what = double(0), nmax =
sep =7 7, quote = 7", dec = 7.7,
skip = 0, nlines = 0, na.strings = "NA”,
flush = FALSE, fill = FALSE, strip.white = FALSE,
quiet = FALSE, blank.lines.skip = TRUE, multi.line = TRUE,
comment.char = 77, allowEscapes = TRUE)

for (i in 2:cant_iteraciones){
#obtener valores propuestos a partir de las distribuciones
#a priori beta y gamma.
alfa_propuesta<—rbeta(1l,al,bl)
sigma_propuesta<—rgamma (1l ,a2,b2)
#dejar a sigma fijo y ver si
#el valor propuesto de alfa es aceptado
aceptacion<—min(1,aceptar_alfa (sigma[i—1],alfa[i—1],

alfa_propuesta ,datos_observados))
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a<—runif (1)
if (a<aceptacion)
alfa[i]=alfa_propuesta #aceptado
else
alfa[i]=alfa[i—1] #rechazado
#dejar a alfa fijo y ver si el valor propuesto
#de sigma es aceptado
aceptacion<—min (1,aceptar_sigma (tail (datos_observados, 1),
length (datos_observados),alfa[i],
sigma[i—1],sigma_propuesta))
a<—runif (1)
if (a<aceptacion)
sigma[i]=sigma_propuesta #aceptado
else
sigma [ i|=sigma[i—1] #rechazado
¥

}

aceptar_alfa<—function (sigma_actual ,alfa_actual |
alfa_propuesta ,datos_observados){
n<—length (datos_observados)
dn<—tail (datos_observados ,1)
logsum <—0
for(k in 1:n){
logsum<—logsum+log (datos_observados [k])
}
term<-nxlog (alfa_propuesta/alfa_actual)+n*log(sigma_actual)
x(alfa_actual —alfa_propuesta)+logsum
x(alfa_propuesta—alfa_actual)
+(dn/sigma_actual )" (alfa_actual)
—(dn/sigma_actual)” (alfa_propuesta)
exp (term)
}
aceptar_sigma<—function (dn,n, alfa_actual ,sigma_actual ,
sigma_propuesta){
term<-nxalfa_actualxlog(sigma_actual/sigma_propuesta)
+(dn/sigma_actual )" (alfa_actual)
—(dn/sigma_propuesta)” (alfa_actual)
exp (term)

}
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C.2. Musa-Okumoto

Las entradas de la funcién son como siguen: zona de la cual se utilizan
los datos, cantidad de iteraciones del algoritmo, estado inicial del parametro
alfa, estado inicial del pardmetro beta, hiperparametros de la distribucién
gamma a priori de alfa e hiperparametros de la distribucién gamma a priori
de beta.

mo<—function (zona, cant_iteraciones ,alfa_inicial ,
beta_inicial ;a3 ,b3 a4 ,b4){
#creacion de las cadenas y la insercion del estado inicial
alfa<—vector (" numeric”,cant_iteraciones)
beta<—vector (" numeric” ,cant_iteraciones)
alfa[l]<—alfa_inicial
beta[l]<—beta_inicial
#cargar el vector de dias en los cuales el estandar fue excedido
datos_observados<—scan(file = zone, what = double(0), nmax = —1,
sep =7 7, quote = 77, dec = ,
skip = 0, nlines = 0, na.strings = "NA”,
flush = FALSE, fill = FALSE, strip.white = FALSE,
quiet = FALSE, blank.lines.skip = TRUE, multi.line = TRUE,
comment.char = 7”7 allowEscapes = TRUE)
n<—length (datos_observados)
dn<—tail (datos_observados ,1)
for (i in 2:cant_iteraciones){
#obtener un valor de propuesta de la distribucion a priori
alfa_propuesta<—rgamma(1,a3,b3)
acepcation<—aceptar_alfa (beta[i —1],alfa[i—1],alfa_propuesta ,
datos_observados)

» N

a<—runif (1)
if (a<aceptacion)
alfa[i]=alfa_propuesta #aceptado
else
alfa[i]=alfa[i—1] #rechazado
#se obtiene una muestra aleatoria de la distribucion gamma.
beta[i]<—rgamma(l,n+1,log(1+(dn/alfafi])))
}
}

aceptar_alfa<—function(current_beta ,alfa_actual ,alfa_propuesta ,
datos_observados){
#extraer longitud y el ultimo dia de las observaciones
n<—length (datos_observados)
dn<—tail (datos_observados ,1)
#calcular la suma de log(di)
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logsum <—0
for (i in 1:n){
logsum<—logsum+log ((datos_observados|[i]+alfa_actual)
/(datos_observados[i]+alfa_propuesta))
}
term<—logsum+current_betaxlog ((alfa_actual«*(alfa_propuesta+dn))
/(alfa_propuestax(alfa_actual+dn)))
exp (term)

C.3. Goel-Okumoto Generalizada

Las entradas de la funcién son como siguen: zona de la cual se utilizan
los datos, cantidad de iteraciones del algoritmo, estado inicial del parametro
alfa, estado inicial del pardmetro beta, hiperparametros de la distribucién
uniforme a priori de alfa, hiperparametros de la distribucién uniforme a pri-
ori de beta e hiperparametros de la distribucién gamma a priori de gamma.

ggo<—function (zona, cant_iteraciones ,alfa_inicial ,
beta_inicial ,gamma_inicial ,ab,bb,
a6 ,b6,a7,b7){
#create chains 1,2 and 3 and store initial wvalues
alfa<—vector (" numeric”,cant_iteraciones)
beta<—vector (" numeric” ,cant_iteraciones)
gamma<—vector (" numeric” ,cant_iteraciones)
alfa[l]<—alfa_inicial
beta[l]<—beta_inicial
gamma|l]<—gamma_inicial
#carga el vector de dias en los cuales el estandar
#fue excedido
datos_observados<—scan(file = zona, what = double(0), nmax = —1,
sep =7 7, quote = 7”7, dec = 7.7,
skip = 0, nlines = 0, na.strings = "NA”,
flush = FALSE, fill = FALSE, strip.white = FALSE,
quiet = FALSE, blank.lines.skip = TRUE, multi.line = TRUE,
comment.char = 77, allowEscapes = TRUE)
logsum <—0
for (i in 1:length(datos_observados)){
logsum<—logsum+log (datos_observados|[i])
}
for (i in 2:cant_iteraciones){
#obtener valores propuestos a partir de las distribuciones
#a priori uniformes y gamma.
alfa_propuesto<—runif (1,ab,b5)



C.3. GOEL-OKUMOTO GENERALIZADA 109

beta_propuesto<—runif (1,a6,b6)
gamma_propuesto<—rgamma(1,a7,b7)
#dejar beta y gamma fijos y ver si alfa es aceptado
aceptacion<—min(1l,aceptar_alfa(beta[i—1],alfa[i—1],
alfa_propuesto ,datos_observados ,gamma[i —1]))
a<—runif (1)
if (a<aceptacion)
alfa[i]=alfa_propuesto #aceptado
else
alfa[i]=alfa[i—1] #rechazado
#dejar alfa y gamma fijos y ver si alfa es aceptado
aceptacion<—min(1,aceptar_beta(tail (datos_observados 1),
length (datos_observados),alfa[i],
beta[i—1],beta_propuesto ,
datos_observados ,gammali —1]))
a<—runif (1)
if (a<aceptacion)
beta[i]=beta_propuesto #aceptado
else
beta[i]=beta[i—1] #rechazado
#dejar alfa y beta fijos y ver si alfa es aceptado
aceptacion<—min(1,aceptar_gamma (datos_observados ,logsum ,
gamma_propuesto ,gamma[i —1],beta[i—1],alfa[i—1]))
a<—runif (1)
if (a<aceptacion)
gamma| i |=gamma_propuesto #aceptado
else
gamma | i |=gamma[i—1] #rechazado
}
}

aceptar_alfa<—function(beta_actual ,alfa_actual ,
alfa_propuesto ,datos_observados ,
gamma_actual ) {

n<—length (datos_observados)
dn<—tail (datos_observados ,1)
res<—(alfa_propuesto/alfa_actual) n
xexp ((alfa_actual—alfa_propuesto)
*(1—exp(—beta_actualxdn”gamma_actual)))

}

aceptar_beta<—function (dn,n, alfa_actual ,beta_actual ,
beta_propuesto ,datos_observados ,
gamma_actual ) {

disum<—0
for (i in 1:mn){
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disum<—disum+datos_observados [i] "~ gamma_actual
}
term<—disum*( beta_actual—beta_propuesto)
+alfa_actual*(exp(—beta_propuestoxdn”gamma_actual)
—exp(—beta_actual+dn”gamma_actual ))
res <—((beta_propuesto/beta_actual) n)xexp(term)
res

}
aceptar_gamma<—function (datos_observados ,logsum ,
gamma_propuesto , gamma_actual ,
beta_actual ,alfa_actual){
n<—length (datos_observados)
dn<—tail (datos_observados 1)
expsum<—0
for(i in 1:mn){
expsum<—expsum+(datos_observados [i]” gamma_actual
—datos_observados[i]” gamma_propuesto)
}

term<—logsum *(gamma_propuesto—gamma_actual)
+beta_actual xexpsum+alfa_actual
*(exp(—beta_actualxdn”gamma_propuesto)
—exp(—beta_actualxdn”gamma_actual))

result <—((gamma_propuesto/gamma_ actual) " n)xexp (term)
result

}



Apéndice D

Resultados Completos

D.1. Centro

Simulacién 1:

Forma: Weibull
p(a): U(0,1)
p(o): U(0,10)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 0.8, 0.6, 0.9
Estados iniciales de sigma: 4,1, 7
Tamano por cadena: 100,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 30,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 8.2569e-26
Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.5781 | 0.063 0.46224-0.69967
o | 3.075 | 2.136 0.43255-8.492
Simulacion 2:
Forma: Weibull
pla): B(1/8,1/8)
p(o): G(9/4,3/4)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 0.8, 0.6, 0.9
Estados iniciales de sigma: 4,1, 7
Tamano por cadena: 200,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 130,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 5.6684e-29
Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.568 | 0.052 0.4712537-6.743113
o | 2.488 | 1.502 0.5245473-6.228336
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Simulacién 3:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
p(a): U (300, 2000)
p(B): U(0.0000001,0.001)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 100,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 30,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 1.52702e-104

Media Variancia | 95 % Confianza
o | 1309 424.0873 | 486.9847-1964.205
£ 1 0.000675 | 0.0002 0.0002656413-0.0009851874
~v | 0.55 0.0573 0.4494016-0.6712511

Simulacion 4:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
p(a): U (200, 3000)
p(B): U(0.0000001,0.01)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 200,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 130,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 2.379792e-105

Media Variancia 95 % Confianza
a | 980.6 632628.3 210.435-2817.569
B 1 0.002343 | 4.305797e-06 | 210.435-2817.569
~v | 0.5135 0.00547119 0.3729599-0.6658699

Simulacion 5:



D.2. NORESTE

Forma:

pla):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de beta:

Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Musa-Okumoto
U(0,700)
U(1,2500)

3

1, 7, 350

10, 20, 50

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500
2.673235e-108

Media Variancia | 95 % Confianza

o | 209.7355 | 102.5246 | 73.91646-476.3019

i)

21.49208 | 4.840973 | 13.94708-32.71157

D.2. Noreste

Simulacion 1:

Forma:

pla):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de sigma:
Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Weibull

U(0,1)

U(0,100)

3

0.8, 0.6, 0.9

53, 70, 30

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500

3.499e-16

Media | Variancia | 95 % Confianza

a | 0.7 0.11 0.476-0.917

o | 347 2.37 0.7635-9.652

Simulacion 2:

Forma:

p(a):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de sigma:
Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Weibull
B(7/200,3,/200)

G(3249/640, 57/640)

3
0.8, 0.6, 0.9
53, 70, 30

200,000 iteraciones
130,000 iteraciones
10,500

2.0712e-19
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Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.891 0.14 0.575-1
o | 91.05 33.404 28.909-152.84

Simulacion 3:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
pla): U (300, 2000)
p(B): U(0.0000001,0.001)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 100,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 30,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 9.081666e-35

Media Variancia | 95 % Confianza
a | 1024 483.15 330.6505-1938.551
B | 3.946e-04 | 3.946e-04 | 2.339055e-05-0.0009471859
v | 0.5222 0.126 0.3216789-0.8165164

Simulacién 4:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
p(a): U (100, 2500)
p(B): U(0.0000001,0.01)
p(): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 300,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 230,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 1.052917e-35

Media Variancia 95 % Confianza
a | 807.6 424377 109.6125-2330.337
B | 1.516e-03 | 3.65897e-06 | 6.588586e-05-0.007344133
~v 1 0.4671 0.01527799 | 0.2554738-0.7210053

Simulacion 5:



D.3. NOROESTE

Forma:
p(a):
p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:
Estados iniciales de beta:
Tamano por cadena:
Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Musa-Okumoto
U(0,700)
U(1,2500)

3

1, 7, 350

10, 20, 50

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500
3.564126e-39

Media Variancia | 95 % Confianza
o | 199.178 | 127346.4 | 0-1115
B | 2.981576 | 26.99194 | 0-16.09559
D.3. Noroeste
Simulacion 1:
Forma: Weibull
pla): U(0,1)
p(o): U(0,100)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 0.8, 0.6, 0.9
Estados iniciales de sigma: 10, 5, 20

Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:
Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500

1.684e-44

Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:
Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.6534 | 0.063 0.543-0.792
o | 3.47 2.37 0.763-9.561
Simulacion 2:
Forma: Weibull
pla): B(3/25,2/25)
p(o): G(3/2,1/2)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 0.8, 0.6, 0.9
Estados iniciales de sigma: 10, 5, 20

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500

6.4851e-35
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Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.6257 | 0.054 0.5262227-0.7268434
o | 2.482 1.524 0.6420253-5.884047

Simulacion 3:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
pla): U (300, 2000)
p(B): U(0.0000001,0.001)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 100,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 30,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 7.395323e-144

Media Variancia | 95 % Confianza
a | 1200 454.73 389.1736-1957.981
B | 0.0006416 | 0.00022 0.0002121242-0-0009803474
~v | 0.6241 0.0624 0.5173508-0.7563098

Simulacién 4:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
p(a): U(100, 3000)
p(B): U(0.0000001,0.01)
p(): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 200,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 130,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 2.102242e-143

Media | Variancia 95 % Confianza
o | 283.3 164149.9 101.0952-1702.55
B8 1 0.00361 | 4.347517e-06 | 0.000499058-0.00846268s
~v 1 0.6959 | 0.01005014 0.5146901-0.9015067

Simulacion 5:



D.4. SURESTE

Forma:

pla):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de beta:

Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Musa-Okumoto
U(0,700)
U(1,2500)

3

1, 7, 350

10, 20, 50

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500
1.996936e-146

Media Variancia | 95 % Confianza

o | 96.21955 | 28191.97 | 0-536.9866

i)

10.90067 | 318.4107 | 0-49.76161

D.4. Sureste

Simulacion 1:

Forma:

pla):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de sigma:
Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Weibull

U(0,1)

U(0,100)

3

0.8, 0.6, 0.9

18, 30, 10

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500

2.6252e-29

Media | Variancia | 95 % Confianza

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de sigma:
Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

a | 0.6896 | 0.093 0.5255692-0.8845968

o | 13.83 |10 2.129357-39.86523

Simulacion 2:

Forma: Weibull

p(a): B(3/25,2/25)
p(o): G(169/100,13/100)

3

0.8, 0.6, 0.9

18, 30, 10

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500

1.00755e-28
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Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.6591 | 0.075 0.5171135-0.8112807
o | 10.07 6.373 1.984287-25.83128

Simulacion 3:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
pla): U (300, 2000)
p(B): U(0.0000001,0.001)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 100,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 30,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 4.714356e-86

Media Variancia | 95 % Confianza
« | 1059 480.94 332.1221-1942.537
B8 | 0.000516 | 0.0025 0.0001180893-0.0009694225
~v | 0.5917 0.076 0.4511069-0.7464183

Simulacién 4:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
p(a): U (0, 3000)
p(B): U(0.0000001,0.01)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3
Estados iniciales de alfa: 1000, 1300, 1400
Estados iniciales de beta: 0.0003, 0.0006, 0.0008
Estados iniciales de gamma: 1, 1.1, 1.2
Tamano por cadena: 200,000 iteraciones
Tiempo de calentamiento: 130,000 iteraciones
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes: 1.125576e-83

Media | Variancia 95 % Confianza
a | 196.1 190671.7 32.1058-1726.108
£ 1 0.00231 | 4.510331e-06 | 0.000227808-0.008254914
~v | 0.8815 | 0.05321338 0.4666955-1.268913

Simulacion 5:



D.5. SUROESTE

Forma:

pla):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de beta:

Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Musa-Okumoto
U(0,700)
U(1,2500)

3

1, 7, 350

10, 20, 50

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500
4.402195e-89

Media Variancia | 95 % Confianza

o | 307.7262 | 148.8562 | 134.278-672.9357

i)

20.83115 | 4.98808 12.37612-31.46646

D.5. Suroeste

Simulacion 1:

Forma:

pla):

p(o):

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de sigma:
Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

Weibull

U(0,1)

U(0,100)

3

0.8, 0.6, 0.7

0.7, 0.6, 0.8
100,000 iteraciones
30,000 iteraciones
10,500

2.7104e-69

Media | Variancia | 95 % Confianza

Cantidad de cadenas ejecutadas:
Estados iniciales de alfa:

Estados iniciales de sigma:
Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:
Factor de Bayes:

a | 0.6176 | 0.013 0.5918602-0.642426

o | 0.7854 | 0.087 0.6260739-0.9625298
Simulacion 2:

Forma: Weibull
p(a): B(3/25,2/25)
p(o): (G(49/20,7/20)

3

0.8, 0.6, 0.7

0.7, 0.6, 0.8
200,000 iteraciones
130,000 iteraciones
10,500

7.1844e-57
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Media | Variancia | 95 % Confianza
a | 0.6193 | 0.029 0.5692607-0.6758804
o | 0.8487 | 0.31 0.3876562-1.541083

Simulacion 3:

Estados iniciales de alfa:
Estados iniciales de beta:
Estados iniciales de gamma:
Tamano por cadena:
Tiempo de calentamiento:

Factor de Bayes:

Tamano de muestra aleatoria final:

Forma: Goel-Okumoto generalizada
pla): U (300, 2000)

p(B): U(0.0000001,0.001)

p(7): G(0.5,1.5)

Cantidad de cadenas ejecutadas: 3

1000, 1300, 1400
0.0003, 0.0006, 0.0008
1,1.1,1.2

180,000 iteraciones
115,000 iteraciones
9,750

7.838641e-233

Media Variancia | 95 % Confianza
o | 710 450.3 303.1205-1837.182
5| 0.0007243 | 0.000724 | 0.0003053257-0.0009878492
~ 1 0.7728 0.0758 0.583-0.9612
Simulacion 4:
Forma: Goel-Okumoto generalizada
p(a): U(0,3000)
p(B): U(0.0000001,0.01)
p(7): G(0.5,1.5)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3

Estados iniciales de alfa:
Estados iniciales de beta:
Estados iniciales de gamma:
Tamano por cadena:
Tiempo de calentamiento:

Tamano de muestra aleatoria final:

Factor de Bayes:

1000, 1300, 1400
0.0003, 0.0006, 0.0008
1, 1.1, 1.2

200,000 iteraciones
130,000 iteraciones
10,500

2.076314e-229

Media Variancia 95 % Confianza,
a | 157.3 331.4336 136.7958-181.0212
5| 0.0008039 | 2.033309e-07 | 0.0002530337-0.001957276
v | 1.039 0.006723714 | 0.873712-1.196391

Simulacion 5:




D.5. SUROESTE

Tamano por cadena:

Tiempo de calentamiento:
Tamano de muestra aleatoria final: 10,500
Factor de Bayes:

Forma: Musa-Okumoto
p(a): U(0,700)

p(o): U(1,2500)
Cantidad de cadenas ejecutadas: 3

Estados iniciales de alfa: 1, 7, 350
Estados iniciales de beta: 10, 20, 50

100,000 iteraciones
30,000 iteraciones

4.037815e-250

Media Variancia | 95 % Confianza
o | 507.8983 | 109.1856 292.9967-687.4573
5 | 81.2965 10.885889 | 60.82191-102.7176

121



Indice alfabético

o-algebra, 7

Cadena
de Markov, 21
estacionaria, 30
homogénea, 22
reversible, 43
Condicién de Markov, 21
Conjunto potencia, 8

Distribucién
a posteriori, 17
a priori, 16
conjugada, 18
estacionaria, 30
no-informativa, 16

Espacio
de estados, 21
muestral, 7
parametral, 15

Esperanza, 12

Estado
accesible, 25
aperiodico, 25
cerrado, 29
comunicado, 25
ergddico, 30
irreducible, 29
nulo recurrente, 29
periédico, 25
positivo recurrente, 29
recurrente, 27
transitorio, 27

Evento, 7
independiente, 10

Experimento, 7
aleatorio, 7

Factor de Bayes, 19
Funcion
conjunta de probabilidad, 13
de densidad, 11
de distribucion, 11
de distribucién conjunta, 13
de probabilidad, 11
de riesgo, 53
de supervivencia, 53
de verosimilitud, 15

Ley de los grandes nimeros, 60

Método Monte Carlo, 61
Matriz de transicion, 22
Muestra

aleatoria, 7

Parametro de una variable aleatoria,
15
Periodo de un estado, 25
Probabilidad
condicional, 9
espacio de, 8
medida de, 8
Proceso
de Poisson homogéneo, 46
de Poisson no-homogéneo, 51
Proceso estocastico, 21

Teorema
Chapman-Kolmogorov, 23
de Bayes, 9
de la Desomposicién, 29

122



INDICE ALFABETICO 123

Fundamenal de Convergencia, 39

Variable aleatoria, 10
continua, 11
discreta, 11

Variancia, 12



124 INDICE ALFABETICO



Bibliografia

[1]

L.J. Alvarez, A.A. Fernandez-Bremauntz, E.R. Rodrigues, and G. Tz-
intzun. Maximum a posteriori estimation of the daily ozone peaks in

mexico city. Journal of Agricultural, Biological, and Environmental
Statistics, 10:276-290, 2005.

J. Austin and H. Tran. A characterization of the weekday-weekend
behavior of ambient ozone concentrations in california. Air Pollution,
VII:645-661, 1999.

M.L Bell, R. Goldberg, C. Rogrefe, P.L. Kinney, K. Knowlton, B. Lynn,
J. Rosenthal, C. Rosenzweig, and J.A. Patz. Climate change, ambient
ozone, and health in 50 us cities. Climate Change, pages 61-75, 2007.

M.L. Bell, A. McDermontt, S.L. Zeger, J.M. Samet, and F. Dominici.
Ozone and short-term mortality in 95 us urban communities. Journal
of the American Medical society, pages 2372—-2378, 2004.

William M. Bolstad. Introduction to Bayesian Statistics. 2007.
David R. Cox. Statistical Analysis of Series of FEvents. Springer, 1966.

Diario Oficial de la Federacién. Modificaciéon a la norma oficial mexi-
cana. Technical Report NOM-020-SSA1, NOM, October 1993.

EPA. Guidelines for the interpretation of ozone air quality stan-
dards. Technical Report EPA-450/4-79-003, US Environmental Pro-
tection Agency, 1979.

J.B. Flaum, S.T. Rao, and I.G. Zurbenko. Moderating influence of
meterological conditions on ambient ozone centrations. Air and Waste
Management Assoc., (46):33-46, 1996.

Margarita Reyes Flores. El método de monte carlo via cadenas de
markov y su uso en problemas de epidemiologia. Master’s thesis, Uni-
versidad Nacional Auténoma de México, 2008.

Andrew Gelman. Inference and monitoring convergence. Chapman and
Hall, 1996.

125



126

[12]

[21]

[22]

[23]

BIBLIOGRAFIA

R. Guardani, C.A.O. Nascimento, J.L. Aguilar, C.I.V. Lacava, and
Y. Yanagi. Ground-level ozone mapping in large urban areas using
multivariate analysis: application to the siéo paulo metropolitan area.
Air and Waste Management Assoc, (20):733-748, 2003.

R. Guardani, C.A.O. Nascimento, M.L.G. Guardani, M.H.R.B. Mar-
tins, and J. Romando. Study of atmospheric ozone formation by means
of a neural network based model. Air and Waste Management Assoc,
(49):316-323, 1999.

J. Horowitz. Extreme values from a nonstationary stochastic process:
an application to air quality analysis. Technometrics, (22):469-482,
1980.

J.S. Javits. Statistical interdependencies in the ozone national ambient
air quality standard. Air Poll. control Assoc., (30):469-482, 1980.

Julian Jara-Ettinger Jorge A. Achcar, Eliane R. Rodrigues. A Gibbs
Sampling Algorithm to Estimate the Ocurrence of Ozone Ezxceedances
in Mezico City. InTech, 2011.

L.C. Larsen, R.A. Bradley, and G.L. Honcoop. A new method of charac-
terizing the variability of air quality-related indicators. Air and Waste
Management Association’s International Speciality Conference of Tro-
pospheric Ozone and the Environment, Los Angeles, USA., 1990.

J. F. Lawless. Statistical Models and Methods for Lifetime Data. John
Wiley and Sons, 1982.

D. Loomis, V.H. Borja-Arbuto, S.I. Bangdiwala, and C.M. Shy. Ozone
exposure and daily mortality in mexico city: a time series analysis.
Health Effects Institute Research Report, 75:1-46, 1996.

Richard T. Burnett y C. Arden Pope Michael Jerrett. Long-term ozonoe
exposure and mortality. N. Engl. J. Med, 2009.

J. N. Pan and S.T. Chen. Monitoring long-memory air quality data
using afirma model. Environmetrics, 2007.

A E. Raferty. Are ozone exceedance rate decreasing?, comment of the
paper .“treme value analysis of environmental time series: an applica-
tion to trend detection in ground-level ozone” by r. 1. smith. Statistical
Sciences, (4):378-381, 1989.

Yesenia Alfaro Ramirez. Estimacién de lineas ancestrales en genética
utilizando el coalescente de kingman y métodos de monte carlo. Mas-
ter’s thesis, Universidad Nacional Auténoma de México, 2008.



BIBLIOGRAFIA 127

24]

Sandra Romero-Hidalgo. Andlisis de las herramientas metodoldgicas
para evidencias ligamiento en enfermedades genéticas comunes. PhD
thesis, Posgrado en Ciencias Biomédicas, UNAM, 2006.

Jeffrey Rosenthal. Understanding the metropolis-hastings algorithm.
American Statistician, 49:327-335, 1995.

Sheldon M. Ross. Stochastic Processes. Wiley, 1995.
Resnick. Sidney. A Probability Path. Birkhauser Boston, 1999.

R.L. Smith. Extreme value analysis of environmental tiem series: an ap-
plication to trend detection in ground-level ozone. Statistical Sciences,
4:367-393, 19809.

Daniel W. Stroock. An Introduction to Markov Processes. Springer,
1995.

Constantin Tudor. Procesos Estocdsticos. Sociedad Matematica Mexi-
cana, 2002.

Elizabeth K. Wilson. Ozone’s health impact. American Chemical So-
ciety Publications, 2009.

A. Zolghadri y D. Henry. Application to ozone time series data mea-
sured in bordeaux. Minimaz statistical models for air pollution time
sertes, 2004.

Geoffrey R. Grimmett y David R. Stirzaker. Probability and Random
Processes. Oxford University Press, 2001.

S. Richardson y David Spiegelhater W.R. Gilks. Markov Chain Monte
Carlo in Practice. Chapman and Hall, 1995.

Reuven Y. Rubinstein y Drik P. Kroese. Simulation and the Monte
Carlo Method. 2007.

Adridn A. Ferndandez-Bremauntz Eliane R. Rodrigues y Guadalupe Tz-
intzun Jorge A. Achcar. Estimating the number of ozone peaks in mex-
ico city using a non-homogeneous poisson model. Wiley InterScience,
2007.

Dani Gamerman y Hedibert F. Lopes. Makov Chain Monte Carlo:
Stochastic Simulation for Bayesian Inference. Chapman and Hall, 2006.

Samuel Karlin y Howard M. Taylor. A First Course in Stochastic Pro-
cesses. Academic Press, 1975.

Charles M. Grinstead y J. Laurie Snell. Introduction to Probability.
1997.



