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A mis padres José, Maŕıa Rosa, por su ejemplo de honestidad y dedica-
ción. A mis hermanos Mauricio y Rosa Leticia, por el ejemplo que me han
dado de ser profesionistas. También agradezco a mi primo Gilberto, por la
amistad que me ha brindado. En general agradezco a todos mis familiares
cercanos, que no menciono aqui.

A mi novia Ana Isabel, por ser la persona que ha compartido su tiempo
a mi lado, motivándome para poder seguir adelante en cualquier problema
que atraviese.

A mis compañeros y amigos, Juan Salvador, Khépani, Saúl, Valentin,
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Caṕıtulo 1

Introducción

Una estrella se modela como una esfera de plasma, que mantiene su for-
ma gracias a un equilibrio de fuerzas, denominado equilibrio hidrostático. El
equilibrio se produce esencialmente entre la fuerza de gravedad, que empuja
la materia hacia el centro de la estrella, y la presión que empuja el plasma
hacia fuera producto de reacciones nucleares que ocurren al interior, que tal
como sucede en un gas, tiende a expandirlo. Las estrellas se pueden clasificar
mediante el diagrama de Hertzsprung-Russell (diagrama H-R), el cual es un
gráfico de dispersión de las estrellas que muestra la relación entre las magni-
tudes de las estrellas o luminosidad en comparación con los tipos espectrales
o clasificaciones y las temperaturas efectivas. Las estrellas tienen diferentes
tamaños, el más pequeño ni siquiera merece el nombre, puesto que la presión
y la temperatura en su interior no son suficientes para iniciar la fusión. Otras
estrellas son enormes y agotan su enerǵıa rápidamente. Como las reacciones
de fusión termonuclear ocurren en el núcleo de una estrella, la presión térmi-
ca disminuye. Finalmente, un punto cŕıtico se alcanza cuando la fuerza de
gravedad ya no está equilibrada por la presión térmica, entonces la estrella
empieza a colapsar. Si la estrella es un par de veces más masiva que el Sol,
el colapso finalmente se detiene debido a la presión de degeneración de los
electrones, y se forma lo que se conoce como una enana blanca. Si la estrella
es más masiva, alrededor de diez masas solares, el colapso continúa hasta
que el núcleo atómico comienza a superponerse y el núcleo se estabiliza como
una estrella de neutrones densa. La enerǵıa gravitacional liberada cuando el
núcleo colapsa en una estrella de neutrones produce una explosión gigante,
es decir una supernova, que expulsa las capas externas de la estrella.
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Para las estrellas progenitoras extremadamente masivas, se supone que el
colapso conduce a la formación de un agujero negro.

Las enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros son objetos ex-
tremadamente densos, llamados objetos compactos, los cuales se quedan en
los escombros cuando las estrellas normales mueren.

La importancia en el estudio de las estrellas compactas, se debe a que estas
estrellas presentan caracteŕısticas extremas, tales como densidades altas y
temperaturas bajas. Además, su estudio nos permite analizar el comporta-
miento de los componentes microscópicos de estas estrellas, considerándolos
como un gas de fermiones [1]. El estudio desde el punto de vista microscópico
nos permite entender el carácter cuántico que presentan las estrellas compac-
tas, es decir, aunque sean objetos macroscópicos, tienen un carácter cuántico
que se ve reflejado en que su presión se debe principalmente a la presión de
degeneración de los fermiones. Se ha estudiado que los núcleos de las estrellas
de neutrones pueden ser estrellas de quarks, las cuales presentan caracteŕısti-
cas que nos permiten estudiarlas desde el punto de vista de la cromodinámica
cuántica. Por todo lo anterior, nos damos cuenta que el estudio de las estre-
llas compactas tiene un carácter multidisciplinario.

El campo de estudio de las estrellas compactas es multidisciplinario, ya que
están interesados en su estudio los astrof́ısicos, astrónomos, cosmólogos, y
actualmente también los f́ısicos de part́ıculas. Es importante remarcar que la
mezcla de ideas de toda la comunidad cient́ıfica que se dedica al estudio de
las estrellas compactas, han dado excelentes resultados para el entendimiento
actual de tales objetos.

Las estrellas compactas se estudian mediante las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV), provenientes de la Relatividad General y que
nos permiten calcular la presión como función del radio de un objeto isotrópi-
co con simetŕıa esférica, que está en equilibrio gravitacional.

En este trabajo, resolvemos las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) para estrellas compactas (enanas blancas y estrellas de neutrones).
Estos objetos poseen una masa máxima que depende de su radio, porque
para un cierto valor nos indicará que la estrella colapsará, como en el caso de
la estrella de neutrones que colapsará en un agujero negro o una estrella de
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quarks. Incluimos en nuestro análisis la influencia de la constante cosmológi-
ca Λ en el radio y la masa de estos objetos [4]. De acuerdo a las observaciones
sobre el valor de Λ, esta no tiene un efecto en estrellas compactas.

La contribución original en este trabajo consiste en que logramos una pa-
rametrización “fenomenológica”de la forma p(r) = a exp−r2/b2 −c de las so-
luciones de la ecuación de TOV para una ecuación de estado (EDE) ε =
ANRp

γ1 + ARp
γ2 , donde γ1 = 3/5 y γ2 = 1. Esta parametrización permite

calcular radios de manera anaĺıtica y masas de manera seminaĺıtica para las
estrellas de neutrones con la presencia de la constante cosmológica.

La tesis está organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 se estudian las caracteŕısticas de las estrellas compactas,
espećıficamente a las enanas blancas y las estrellas de neutrones. Aśı como
también se analiza la constante cosmológica.

En el caṕıtulo 3 se estudian las soluciones anaĺıticas de las ecuaciones de
Tolman-Oppenhaimer-Volkoff (TOV) para el caso de estrellas con densidad
de materia constante.

En el caṕıtulo 4 se estudian las soluciones numéricas de las ecuaciones del
equilibrio hidrostático para las masas y los radios de las enanas blancas, tan-
to para el caso relativista y no relativista.

En el caṕıtulo 5 se encontraran numéricamente las masas y los radios para
las estrellas de neutrones.

En el caṕıtulo 6 se encontrará una ecuación de estado para un gas de electro-
nes y neutrones para enanas blancas y estrellas de neutrones respectivamente.
Dicha ecuación de estado será útil para los casos relativista y no relativista.

En el caṕıtulo 7 escribiremos de manera paramétricas las soluciones de las
ecuaciones de TOV, usando una función para la presión p(r) de la forma
p(r) = a exp−r2/b2 −c.

Las conclusiones se presentan en el caṕıtulo 8.
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Caṕıtulo 2

Astrof́ısica de las Estrellas
Compactas

2.1. Estrellas Compactas

La literatura sobre la evolución y clasificación de las estrellas, tanto pe-
dagógica [1],[2] como especializada, es vasta. Nosotros hemos elegido seguir
el trabajo [4] y las referencias que ah́ı se señalan.

La teoŕıa sobre formación estelar establece que las estrellas se forman a partir
de nubes de gas en el espacio donde la densidad de materia es ligeramente
más alta que en sus alrededores. La atracción gravitacional en estas forma-
ciones de nubes desiguales causan que la materia se junte en esferas. Si estas
esferas consisten en una cantidad suficientemente grande de materia, esto
hace posible que la atracción gravitacional libere enerǵıa suficiente, de forma
que la temperatura se incremente y, de esa manera, comience el proceso de
fusión en sus núcleos. La fusión del hidrógeno en helio en la cadena protón-
protón conduce a que la enerǵıa sea liberada. Después la concentración de
helio se vuelve tan grande que interfiere con esta cadena, la fusión cesa, y la
estrella pierde en su exterior la presión causada por la radiación de la fusión.
La estrella empieza a colapsar, la enerǵıa gravitacional se libera, y su tamaño
aumenta. La estrella ahora es una gigante roja. Este proceso de formación se
ilustra en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: En un primer momento, la nube colapsa y la radiación escapa
libre. En la segunda etapa se forma un núcleo más denso y opaco a la ra-
diación, lo cual hace que se caliente. Finalmente, la cáıda de material sobre
ese núcleo calienta su superficie, por lo que la protoestrella empieza a emitir
radiación [10].

La combustión del hidrógeno es seguida por la fusión de núcleos más
pesados, es decir, el proceso triple-alfa donde el ox́ıgeno se produce.

Para las estrellas con la masa más pequeña, la inestabilidad producida por el
proceso triple-alfa enfriará las capas externas de la estrella, y se producirá la
enerǵıa cinética suficiente para ser expulsadas como nebulosas planetarias.
El remanente es una enana blanca (ver Figura 2.2), que es un núcleo denso
principalmente a base de electrones, protones y neutrones. Los neutrones y los
protones están ligados principalmente en los núcleos de carbono, nitrógeno y
ox́ıgeno, formando una estructura de red con una nube de electrones alrededor
del núcleo. Veamos algunas caracteŕısticas de estos objetos.
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Figura 2.2: La nebulosa planetaria NGC 2440 contiene una de las enanas blan-
cas conocidas más calientes. La enana blanca se ve como un punto brillante
cerca del centro de la fotograf́ıa. Eventualmente, nuestro Sol se convertirá en
una enana blanca, en aproximadamente 5 mil millones de años. Adaptada de
[11].

2.1.1. Enanas Blancas

La masa de una enana blanca es aproximadamente 0,5 − 0,6M� 1 y su
radio es de sólo 0,001R�, sólo un poco menos que el radio de la tierra, el
cual provoca que la densidad sea muy grande (ρ ∼ 1010kg/m3), un factor 108

menos que la densidad de materia nuclear. El tamaño pequeño y la densidad
grande son caracteŕısticas distinguibles de las estrellas compactas en compa-
ración con las estrellas normales.

La presión soportada por la estrella no viene de ningún proceso de fusión
en su centro, sino que proviene de la naturaleza cuántica de los fermiones, y
es llamada presión de degeneración. Esta presión se debe a que el principio

1La notación y convenciones usadas en esta tesis se muestran en el Apéndice B.
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de Exclusión de Pauli establece que no puede haber dos fermiones con todos
sus números cuánticos idénticos (i.e., dos fermiones pueden tener la mis-
ma enerǵıa sólo cuando tienen esṕın, color u otro número cuántico intŕınse-
co opuesto). Esto provoca que los electrones tengan una cierta cantidad de
enerǵıa cinética, dando lugar a una presión, la cual equilibra la atracción gra-
vitacional. Esta es otra caracteŕıstica de las estrellas compactas: Las enanas
blancas se estabilizan contra el colapso gravitacional por la presión de dege-
neración de sus electrones. Dicha presión está dada por [12]

P =
2

3

Etot

V
=

2

3

�
2k5

F

10π2me

=
(3π2)

2/3
�
2

5me

ρ5/3, (2.1)

donde kF es el momento de Fermi del electrón yme su masa. Si asumimos una
densidad constante, el radio R del tal objeto puede ser calculado si escribimos
la enerǵıa total en términos del radio, el número de nucleones (protones y
neutrones) N , el número de electrones por nucleón q, y la masa del electrón
me,i.e., si el volumen de una esfera está dado por

V =
4

3
πR3, (2.2)

entonces la enerǵıa puede escribirse como

E =
�
2 (3π2Nq)

5/3

10π2me

(
4

3
πR3

)−2/3

=
2�2

15πmeR2

(
9

4
πNq

)5/3

. (2.3)

Imaginamos que la esfera está constituida por capas. Cuando se ha alcanzado
la masa m, y radio r, el trabajo necesario para llevar al próximo incremento
dm es:

dW = −
(
Gm

r

)
dm,

que si lo escribimos en términos de la densidad de masa ρ, m = 4πr3ρ/3, y
dm = 4πr2drρ, donde dr es el incremento en el radio, tenemos que:

dW = −G
4

3
πr3ρ

dr

r
= −16π2

3
ρ2Gr4dr, (2.4)

y la enerǵıa gravitacional total de una esfera de radio R es entonces

Egrav = −16π2

3
ρ2G

∫ R

0

r4dr = −16π2ρ2R5

15
G. (2.5)
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Pero ρ = (NM)/(4πR3/3). Entonces

Egrav = −16π2R3

15
G
9N2M2

16π2R6
= −3

5
G
N2M2

R
. (2.6)

Si queremos encontrar el radio para el cual la enerǵıa total es positiva y para
el cual la enerǵıa es mı́nima, hacemos lo siguiente:

Consideramos la enerǵıa total de la forma Etot = A/R2 − B/R, donde A =

(2�2/15πm) (9πNq/4)5/3 y B = 3GN2M2/5. Entonces, diferenciando Etot

respecto a R, tenemos que

dEtot

dR
= −2A

R3
+

B

R2
= 0 ⇒ 2A = BR. (2.7)

Aśı que el valor de R en términos de A y B es

R =
2A

B
=

4�

15πme

(
9

4
πNq

)5/3
5

3GN2M2
. (2.8)

Reescribiendo, obtenemos

R =

[(
4

9π

)(
9π

4

)5/3
](

N5/3

N2

)
�
2

GmeM2
q5/3 =

(
9π

4

)2/3
�
2

GmeM2

q5/3

N1/3
.(2.9)

Si sustituimos los valores de las constantes

R =
(
9π
4

)2/3
N−1/3 (1,055× 10−34J · s)2 (1/2)5/3

(6,673× 10−11Nm2/kg2)(9,109× 10−31kg)(1,674× 10−27kg)2

=
(
7,58× 1025m

)
N−1/3 (2.10)

Dado un valor de N podemos encontrar el valor numérico de R. Por ejemplo,
la masa del sol es 1,989 × 1030 kg, entonces N = (1,989 × 1030)/(1,674 ×
10−27) = 1,188× 1057; N−1/3 = 9,44× 10−20. Finalmente tenemos que

R =
(
7,58× 1025

) (
9,44× 10−20

)
m = 7,16× 106m, (2.11)

el cual es un poco más grande que el radio de la Tierra.

También podemos calcular la enerǵıa de Fermi de la siguiente manera:

EF =
�
2

2me

(
3π2 Nq

4
3
πR3

)2/3

=
�
2

2mR2

(
9π

4
Nq

)2/3

. (2.12)
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Si sustituimos los valores numéricos en la ecuación anterior, llegamos a que

EF =
(1,055× 10−34J · s)2

2 (9,109× 10−31kg) (7,16× 106m)2

[
9π

4

(
1,188× 1057

) 1
2

]2/3
= 3,102× 10−14J, (2.13)

o en electron volts:

EF =
3,102× 10−14

1,602× 10−19
eV = 1,94× 105eV. (2.14)

Sabemos que la enerǵıa en reposo de los electrones es Erep = mc2 = 5,11 ×
105eV. Entonces la enerǵıa de Fermi (enerǵıa de los electrones más energéti-
cos) es comparable con la enerǵıa en reposo, por lo que los electrones en una
enana blanca son cercanamente relativistas. Lo anterior es para el caso donde
se considera solamente a la Relatividad Especial (RE), pero cuando consi-
deramos las correcciones provenientes de la Relatividad General (RG), las
enanas blancas son no relativistas, como lo veremos en el caṕıtulo 4. Veamos
ahora lo que sucede con estrellas más masivas.

2.1.2. Estrellas de Neutrones

Las enanas blancas más masivas, comenzarán a contraerse de nuevo, ca-
lentando aśı su núcleo lo suficiente para fusionar núcleos más pesados. La
estrella sigue las fusiones en capas como de cebolla, con procesos de fusión
distintos en cada capa, hasta que el núcleo este formado de hierro. La fusión
demandará de enerǵıa, no liberará, por lo tanto la fusión se detiene.

La estrella colapsa y explota en una explosión de supernova ya que no hay
ninguna presión de la fusión para equilibrar la gravedad. La masa restante
es ahora una estrella de neutrones (ver Figura 2.3).
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Figura 2.3: Estructura de una estrella de neutrones. Adaptada de [13].

Una estrella de neutrones es un remanente estelar dejado por una estrella
supergigante después de agotar el combustible nuclear en su núcleo y explo-
tar como una supernova tipo II, tipo Ib o tipo Ic. Las estrellas de neutrones
tiene una masa de 1,35−2,1M� y un radio de sólo 10-20 km, causando que su
densidad sea del orden de la densidad de materia nuclear (ρ ∼ 1018kg/m3),
y el radio decrece cuando la masa crece. Las estrellas de neutrones son aún
más pequeñas, y tienen una densidad mayor que las enanas blancas. La pre-
sión soportada por las estrellas de neutrones es del mismo origen que la de
las enanas blancas, es decir, la presión cuántica (Principio de Exclusión de
Pauli), sólo que para las estrellas de neutrones, los fermiones que proveen
esta presión son neutrones (y una pequeña cantidad de protones) en lugar de
electrones. Como aproximación, la materia en estrellas compactas se puede
considerar como completamente degenerada. La presión en estas estrellas es
principalmente de degeneración, ya que la temperatura es baja comparada
con la requerida para tener una enerǵıa térmica del orden de la enerǵıa de
Fermi.

La temperatura en las estrellas compactas no es en realidad cero, pero es una
buena aproximación, porque la enerǵıa del nivel más alto de enerǵıa ocupado
por los fermiones es de una magnitud mucho mayor que la enerǵıa causada
por la temperatura. Aśı, los fermiones están aproximadamente en el estado
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base del sistema de muchas part́ıculas, por lo tanto, la temperatura es de
aproximadamente T = 0, lo que causa que la Ecuación de Estado (EDE) sea
precisamente de la forma

ρ = f(p), (2.15)

en donde ρ es la densidad materia y f(p) es una función arbitraria de la
presión p.

Podemos extender la teoŕıa de un gas de electrones libres al dominio rela-
tivista reemplazando la enerǵıa cinética clásica, E = p2/2m, por la fórmula
relativista, E =

√
p2c2 +m2c4 −mc2.

El momento está relacionado con el vector de onda de la manera usual:
p = �k. En particular, en el ĺımite ultrarelativista, E ≈ pc = �ck.

Si reemplazamos �2k2/2m en la ecuación dE = (�2V k2)k2dk/(2mπ2) por la
expresión ultrarelativista, �ck, y calculamos la Etot en este régimen de la
siguiente manera:

dE = (�ck)
V

π2
k2dk ⇒ Etot =

�cV

π2

∫ kF

0

k3dk =
�cV

4π2
k4
F ; (2.16)

donde kF = (3π2Nq/V ). Entonces,

Etot =
�c

4π2

(
3π2Nq

)4/3
V −1/3. (2.17)

También podemos calcular el número cŕıtico de nucleones Nc tal que el co-
lapso gravitacional ocurra para N > Nc. A este resultado se le conoce como
el Ĺımite de Chandrasekhar. Para obtener lo anterior tenemos que considerar
lo siguiente:

El volumen para este caso es

V =
4

3
πR3. (2.18)

Entonces, la enerǵıa de degeneración es

Edeg =
�c

4π2R

(
3π2Nq

)4/3 (4π

3

)−1/3

=
�c

3πR

(
9

4
πNq

)4/3

. (2.19)
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Poniendo la ecuación anterior en la enerǵıa gravitacional y usando el resul-
tado obtenido en el caso de las enanas blancas, tenemos que

Etot =
A

R
− B

R
, (2.20)

donde A = �c(9πNq)4/3/3π(4)4/3 y B = 3GN2M2/5. Entonces si derivamos
Etot respecto a R obtenemos

dEtot

dR
= −(A− B)

R2
= 0 ⇒ A = B, (2.21)

pero no hay un valor en especial de R para el cual Etot sea mı́nima. Sin
embargo, podemos identificar un punto cŕıtico, el cual es:

A = B (Etot = 0) ⇒ �c

3π

(
9

4
πNq

)4/3

=
3

5
GN2M2. (2.22)

Entonces la densidad cŕıtica de nucleones es

Nc =
15

16

√
5π

(
�c

G

)3/2
q2

M3
,

que numéricamente es

Nc = 2,04× 1057. (2.23)

El resultado anterior nos da aproximadamente dos veces el valor de la densi-
dad de nucleones en el sol.

Finalmente, podemos calcular el radio de la estrella de neutrones usando la
masa del sol, aśı como también la enerǵıa de Fermi, y de esa manera podre-
mos hacer una comparación con la enerǵıa en reposo de un neutrón. Para
calcular el radio R consideramos lo siguiente:

Usando el mismo razonamiento que para las enanas blancas, pero con me →
mn y q → 1, además de que multiplicamos el resultado obtenido en esa caso
por el factor (2)5/3m/M , tenemos que el radio es

R = 25/3
(9,109× 10−31)

(1,674× 10−27)
(7,58× 1025m)N−1/3

=
(
1,31× 1023m

)
N−1/3. (2.24)
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Usando N = 1,188× 1057, entonces

R =
(
1,31× 1023m

) (
9,44× 10−20

)
= 12,4km. (2.25)

O sea que podemos acomodar aproximadamente, una de estas estrellas en 12
campos de fútbol.

Para obtener la enerǵıa de Fermi EF , usamos nuevamente los resultados para
el caso de las enanas blancas, sólo que ponemos q = 1, el valor del radio R
para las estrellas de neutrones y el valor de la masa mn del neutrón:

EF = 22/3
(
7,16× 106

1,24× 104

)2 (
9,11× 10−31

1,67× 10−27

)(
1,94× 105eV

)
= 5,60× 107eV.

(2.26)
La enerǵıa en reposo de un neutrón es 940MeV, lo que significa que una
estrella de neutrones es razonablemento no relativista. Lo anterior es si con-
sideramos solamente a la RE, pero si tomamos en cuenta las correcciones
provenientes de la RG las estrellas de neutrones son relativistas como se ana-
lizará en el caṕıtulo 5.

Las enanas blancas pueden ser observadas directamente con telescopios ópti-
cos en su peŕıodo de reflexión (∼ 25 billones de años). Las estrellas de neu-
trones, pueden ser observadas directamente como fuentes de radio punzantes
(pulsares) o indirectamente como fuentes periódicas de rayos X (pulsares de
rayos X).

A continuación consideramos uno de los ingredientes más controversiales de
la Relatividad General, la constante cosmológica.

2.2. Constante Cosmológica

En esta sección, analizaremos la constante cosmológica, basándonos en
el trabajo [4]. Además exploramos el art́ıculo [5] que nos habla del misterio
que esconde la constante cosmológica. La constante cosmológica fue intro-
ducida por primera vez por Albert Einstein [6], quien necesitaba un término
de balance en las ecuaciones de Relatividad General (RG) que describen el
universo a gran escala. Einstein asumió que el universo era estático, por lo
que colapsaŕıa sin un término de equilibrio debido a la atracción gravitacio-
nal. Más recientemente, se ha observado que el universo se está expandiendo
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[14]. Einstein llamó a la introducción de una constante cosmológica como “su
mayor metida de pata”.

Aunque no hay una necesidad de equilibrar las ecuaciones para el universo
estático, como sabemos el universo es dinámico, hay algunos indicios de que
existe una constante cosmológica. La Sonda de Microondas Anisotrópicas de
Wilkinson (WMAP) por sus siglas en inglés, mide la Radiación Cósmica de
Fondo de Microondas (CMB) del universo (ver Figura 2.4).

Figura 2.4: Penzias y Wilson descubrieron el resplandor remanente del Big
Bang y fueron galardonados con el Premio Nobel en 1978 por su descubri-
miento. El COBE descubrió por primera vez los patrones en el resplandor. El
WMAP proporciona los patrones de relieve mucho mejor para dar a conocer
una gran cantidad de información sobre la historia y el destino del universo.
El receptor de microondas de Penzias y Wilson-1965 (SI). La simulación del
cielo vista por el receptor de microondas de Penzias y Wilson-1965 (SD). Ima-
gen de la nave espacial COBE-1992 (MI). Vista del universo temprano vista
COBE-1992 (MD). Equipo de computación de la nave espacial WMAP-2001
(II). Simulación del universo temprano por el WMAP (ID) [14].
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Las observaciones indican que el universo es plano. Por lo tanto, tiene que
haber una cierta densidad cŕıtica. La primera de las ecuaciones de Friedman,
la cual es una aplicación de la RG en la cosmoloǵıa, define un parámetro de
densidad:

Ω =
ρ

ρc
. (2.27)

Aqúı, ρ es la densidad del universo y ρc es la densidad cŕıtica para la cual la
geometŕıa del universo es plana. El valor de Ω determina cuando el universo
es cerrado, abierto o plano. Para Ω < 1, el universo es abierto, y si Ω > 1
el universo es cerrado. Pero esta ecuación sólo es válida para un universo sin
una constante cosmológica.

La forma más general de un término de balance, sin embargo, se puede escri-
bir como una suma de varias contribuciones. Un ejemplo de esto es el modelo
Lambda-CDM, donde Lambda es la constante cosmológica y CDM (por sus
siglas en inglés ) denota a la materia oscura fŕıa, ambas se definen más abajo
[15]. Según este modelo, existen importantes contribuciones a Ω de bariones,
materia oscura fŕıa y enerǵıa oscura. La planidad del espacio-tiempo indica-
da por WMAP implica que el parámetro de curvatura K � 0. La primera
ecuación de Friedman se escribe a menudo en esta forma

H2

H2
0

= ΩRa
−4 + ΩMa−3 + ΩΛ −Kc2a−2. (2.28)

En esta expresión, c es la velocidad de la luz, H0 es la constante de Hubble, y
H es el parámetro de Hubble que describe el rango de expansión del universo.
Esta se define como

H =
ȧ2

a2
, (2.29)

donde a es el factor de escala, una función del tiempo la cual representa la
expansión relativa del universo. La ΩR es la densidad de radiación actual, ΩM

es la densidad de materia (bariónica y oscura) actual y ΩΛ es la densidad del
vaćıo (o constante cosmológica) actual.

La radiación cósmica de fondo medida por WMAP indica que la cantidad
total de materia (ambas bariónica y materia oscura) en el universo representa
aproximadamente sólo el 27% de la densidad cŕıtica. Por medio de mediciones
de fluctuaciones en la radiación cósmica de fondo, el WMAP puede determi-
nar la composición del universo. Además de cerca del 4% de la composición
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del universo es materia atómica (Gas, estrellas, etc.), y aproximadamente el
23% es de materia oscura fŕıa, y 73% proviene de la enerǵıa oscura, de la
que poco se sabe. Por lo tanto, aproximadamente el 96% de la densidad de
enerǵıa en el universo es de una forma que nunca se ha detectado directa-
mente en el laboratorio, como se muestra en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Composición actual del universo. Adaptada de [16].

La naturaleza de la enerǵıa oscura es una cuestión especulativa, pero se sabe
que es muy homogénea, no muy densa y de interactuar sólo lo haŕıa a través
de la gravedad. Las dos principales teoŕıas son la quintaesencia y la constante
cosmológica. La constante cosmológica describe una distribución homogénea
de la enerǵıa en todo el universo, y la quintaesencia describe un campo de
diferente enerǵıa que depende de la posición y el tiempo. Nos centraremos
en la constante cosmológica a partir de ahora.

La densidad de enerǵıa relacionada con la constante cosmológica es a menudo
llamado la enerǵıa del vaćıo, ya que es precisamente la enerǵıa del vaćıo. La
enerǵıa oscura se cree que es la razón de la expansión acelerada del universo,
debido a su presión negativa. La enerǵıa oscura tiene una presión negativa
porque la enerǵıa tiene que perderse desde el interior para hacer el trabajo
en el contenedor. Un cambio en el volumen dV requiere un trabajo igual a
la enerǵıa −pdV con p siendo la presión. Pero la cantidad de enerǵıa en una
caja de enerǵıa de vaćıo debe aumentar cuando aumenta el volumen (dV es
positivo), porque la enerǵıa es igual a ρvacV , donde ρvac es la densidad de
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enerǵıa de la constante cosmológica. Por lo tanto, p es negativa y, de hecho,
p = −ρvac.

De acuerdo a las ecuaciones de Friedman, la presión dentro de una sustancia
contribuye a la atracción gravitacional sobre otros objetos, aśı como su masa
y densidad lo hacen. Por lo tanto, la presión negativa causa repulsión. En la
enerǵıa oscura, este efecto es mayor que la atracción causada por la masa, y
el efecto global es una fuerza repulsiva.

La materia oscura por otro lado, es materia que interactúa débilmente con la
radiación electromagnética, lo que hace dif́ıcil observarla. Se cree que puede
ser materia bariónica que se encuentra en forma de estrellas enanas cafés y
MACHOS (Objetos Astrof́ısicos Masivos de Halo Compacto), o materia no
bariónica. La cantidad total de materia oscura bariónica puede ser calculada
de la nucleośıntesis del Big Bang y de observaciones de la radiación cósmica
de fondo, y ambos resultados nos dan un valor mucho más pequeño de la
materia oscura bariónica que la materia oscura total.

La teoŕıa más probable es que la materia oscura se compone principalmen-
te de uno o una mezcla de las variedades de la materia no bariónica: la
materia oscura caliente, tibia o fŕıa. El nombre refleja las enerǵıas de las
part́ıculas, es decir, las part́ıculas calientes se mueven con velocidad ultra-
relativista, las tibias se mueven relativistamente y las fŕıas se mueven con
velocidad no relativista. Ejemplos de las distintas variedades son: Neutrinos
(calientes), gravitinos y fotinos (tibias) y part́ıculas supersimétricas tales co-
mo WIMPs [Part́ıculas Masiva que interactúan débilmente, incluyendo neu-
tralinos] (fŕıas). Las velocidades se refieren a la epoca de recombinación y
no a la epoca actúal, de hecho se pueden definir en las epocas en las que
empiezan a formar galaxias. Entonces hay que tener bien en claro que las
velocidades referidas no son en el presente (podŕıa haber materia oscura mo-
viéndose a velocidades mucho menores que la luz a nuestros d́ıas).

Mediante el uso de lentes gravitacionales, es posible calcular la abundancia
de la materia oscura, por ejemplo, en los cúmulos de galaxias. El efecto de
una lente gravitacional se basa en la RG para predecir las masas debido a la
curvatura de la luz causada por la materia.
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La lente débil mira a distorsiones a microescala de las galaxias, debido a
los objetos en primer plano. A través del análisis estad́ıstico, la distribución
media de la materia oscura se puede encontrar (ver Figura 2.6).

Figura 2.6: La masa de un grupo de galaxias gigantes, CL0025 y 1654, si-
tuadas a unos 4.500 millones de años-luz, produce una lente gravitacional
cósmica curvando la luz tal como predice la teoŕıa de la relatividad de Eins-
tein, de manera que forma imágenes detectables más distantes aún que las
propias galaxias. El mapa resultante muestra la materia oscura invisible en
azul y las posiciones de los grupos de galaxias en amarillo. La materia lu-
minosa sigue de cerca la acumulación de materia oscura, ya que la materia
oscura es mucho más que la luminosa y es la que define los pozos de potencial
que estan manteniendo a los bariones en sus órbitas [17].
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Las estrellas compactas se estudian a partir de las ecuaciones de Tolman-
Oppenhaimer-Volkoff. En el siguiente caṕıtulo introduciremos estas ecuacio-
nes en un caso ideal, que permite obtener resultados anaĺıticos.
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Caṕıtulo 3

Las Ecuaciones de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV)

En este caṕıtulo resolveremos anaĺıticamente las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV) (ver deducción en el apéndice A) para el caso
de estrellas con densidad de materia constante. Observaremos que estos ob-
jetos poseen una masa máxima, el cual calcularemos junto con el radio de
Schwarzchild. Finalmente, obtendremos el ĺımite Newtoniano para la presión
a partir de nuestras expresiones. Seguiremos la referencia [4].

Las ecuaciones TOV describen a las estrellas de neutrones mejor que las ecua-
ciones newtonianas del equilibrio hidrostático, ya que toman en consideración
correcciones provenientes de la RG. Basándonos en una métrica esférica, de
la forma

ds2 = −eϕ(r)c2dt2 +

(
1− 2Gm(r)

rc2

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (3.1)

las ecuaciones de TOV para las estrellas estáticas con simetŕıa esférica son
[3]

dm(r)

dr
= 4πr2ρ(r), (3.2)

dϕ(r)

dr
=

(
1− 2Gm(r)

c2r

)−1 (
Gm(r)

r2
+

4πGrp(r)

c2

)
(3.3)
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dp(r)

dr
=

(
−ρ(r) +

p(r)

c2

)
dϕ(r)

dr
, (3.4)

aśı que combinando las últimas 2 expresiones, la ec. de TOV es

dp(r)

dr
= −Gρ(r)m(r)

r2

(
1 + p(r)

ρ(r)c2

)(
1 + 4πr3p(r)

m(r)c2

)
(
1− 2Gm(r)

c2r

) , (3.5)

donde m = m(r) es la masa, r es el radio, ρ = ρ(r) es la densidad de masa y
p = p(r) es la presión de la estrella. La ecuación (3.4) es la que difiere de la
ecuación Newtoniana del equilibrio hidrostático

dp(r)

dr
= −Gρ(r)m(r)

r2
, (3.6)

por tres factores adimensionales adicionales. La ecuación (3.2) es la misma en
ambas teoŕıas. Cuando el término “ecuaciones de TOV” es usado, sólo una de
las ecuaciones es diferente de sus contrapartes Newtonianas, pero el conjunto
de las dos ecuaciones son normalmente llamadas ecuaciones de TOV por lo
que será la convención que usaremos aqúı.

Usaremos unidades naturales, donde G = c = 1.

3.1. Solución de las Ecuaciones de TOV con

Densidad Constante

En el caso de una hipotética estrella de densidad constante, la presión
p es independiente de la densidad ρ. Reescribimos la ecuación (3.4) de una
forma más compacta para facilitar la integración:

dp

dr
= −(ε+ p) (m+ 4πr3p)

r (r − 2m)
, (3.7)

en donde ε = ρc2. La ecuación general para la masa de un objeto esférica-
mente simétrico con densidad constante es∫ m

0

dm′ = 4πρ

∫ r

0

r′2dr′, (3.8)
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que integrando, nos dice que

m(r) =
4πρr3

3
. (3.9)

Insertando la ecuación (3.8) en (3.6), obtenemos

dp

dr
= −4

3
πr

(ρ+ p) (ρ+ 3p)

1− 8
3
πρr2

. (3.10)

Integrando desde una presión central pc = p(r = 0) hasta una presión p,
entonces ∫ p

pc

dp′

(ρ+ p′) (ρ+ 3p′)
= −4π

3

∫ r

0

r′dr′

1− 8πρr′2
3

, (3.11)

tal que la integral del lado derecho de la ecuación (3.10) es

−4π

3

∫ r

0

r′dr′

1− 8πρr′2
3

=
1

4ρ

∫ 1− 8πρr2

3

1

du′

u′ , (3.12)

donde hemos hecho la sustitución u′ = 1 − 8πρr′2/3. La integración puede
hacerse fácilmente, y da

1

4ρ

∫ 1− 8πρr2

3

1

du′

u′ =
1

4ρ
ln

∣∣∣∣∣
1− 8πρr2

3

1

=
1

4ρ
ln

(
1− 8πρr2

3

)
. (3.13)

El lado izquierdo de la ecuación (3.10) es∫ p

pc

dp′

(ρ+ p′)(ρ+ 3p′)
=

∫ p

pc

dp′

(ρ2 + 4ρp′ + 3p′2)

=
1

2ρ
ln

(
3p+ ρ

p+ ρ

) ∣∣∣∣∣
p

pc

=
1

2ρ

[
ln

(
3p+ ρ

p+ ρ

)
− ln

(
3pc + ρ

pc + ρ

)]
. (3.14)
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Combinando las ecuaciones (3.12) y (3.13), llegamos a

1

2ρ

[
ln

(
3p+ ρ

p+ ρ

)
− ln

(
3pc + ρ

pc + ρ

)]
=

1

4ρ
ln

(
1− 8πρr2

3

)
⇒

3p+ ρ

p+ ρ

pc + ρ

3pc + ρ
=

√
1− 8πρr2

3
⇒

ρ+ 3p

ρ+ p
=

ρ+ 3pc
ρ+ pc

√
1− 2m

r
, (3.15)

donde en la última ĺınea, hicimos la sustitución de m(r) = 4πr3ρ/3 para
incluir la masa de la estrella.

Podemos encontrar el radio de la estrella con la condición de que la presión
se anule, i.e. p(R) = 0. Para encontrar una expresión de como el radio de la
estrella depende de su masa y densidad de enerǵıa, insertamos los valores de
p = 0 y r = R en la ecuación (3.14), y obtenemos

R2 =
3

8πρ

[
1−

(
pc + ρ

3pc + ρ

)2
]
, (3.16)

que cuando sustituimos en la ecuación (3.12) nos permite eliminar la presión
central pc:

p = ρ

√
1− 2Mr2

R3 −
√
1− 2M

R

3
√

1− 2M
R

−
√
1− 2Mr2

R3

. (3.17)

Aqúı M = 4πR3ρ/3 es la masa de la estrella. Ahora tenemos una ecuación
para la presión de una estrella compacta con densidad de materia constante.
En la Figura 3.1 se muestra la gráfica de esta expresión.

3.2. El ĺımite superior de la masa de las es-

trellas

Insertando el valor r = 0 en la ecuación (3.16) para obtener una expresión
de pc en términos de R y M , llegamos a

pc = ρ
1−

√
1− 2M

R

3
√
1− 2M

R
− 1

⇒ 2M

R
= 1−

(
pc + ρ

3pc + ρ

)2

. (3.18)
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Figura 3.1: Presión de una estrella de neutrones de densidad constante como
función del radio, ecuación (3.16).

Introduciendo la variable x = ρ/pc en la ecuación (3.17) implica

2M

R
= 1−

(
1 + x

3 + x

)2

= 1− [λ(x)]2 , (3.19)

tal que λ(x) = (1 + x)/(3 + x). La ecuación (3.18) alcanza su valor máximo
cuando λ(x) alcanza su mı́nimo, debido al signo negativo del término λ(x).
Por lo tanto, x es una variable de la constante pc y de ρ, las cuales nun-
ca pueden ser negativas, lo que implica que x no puede ser negativa. Para
encontrar el mı́nimo de λ(x), calculamos la derivada

dλ(x)

dx
=

2

(3 + x)2
. (3.20)

Esto siempre es positivo, i.e. λ(x) crece cuando x decrece. Entonces, el mı́ni-
mo de λ(x) debe ocurrir cuando x = 0. Poniendo x = 0 en la ecuación (3.18)
resulta el valor de la masa M

2M

R
= 1− 1

9
⇒ M =

4

9
R. (3.21)

La ecuación (3.20) nos permite obtener el valor de la masa máxima para una
estrella de un radio dado. La existencia de este ĺımite se debe a la incorpo-
ración de la relatividad (tanto especial como general) en las ecuaciones de
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TOV. Sin embargo, no hay un ĺımite correspondiente en la teoŕıa newtoniana
del equilibrio hidrostático.

3.3. El radio de Schwarzschild

Si M = 4πρR3/3 en la ecuación (3.15), obtenemos que

(ρ+ 3pc)
2

(
1− 2M

R

)
= (ρ+ pc)

2. (3.22)

Manipulando un poco la ecuación anterior:

2p2c

(
4− 9M

R

)
+ pc

(
4ρ− 12Mρ

R

)
− 2Mρ2

R
= 0, (3.23)

y resolviendo para pc, nos da como resultado

pc =
−4ρ

(
1 + 3M

R

)±√[
4ρ

(
1− 3M

R

)]2
+ 16Mρ2

R

(
4− 9M

R

)
4
(
4− 9M

R

) . (3.24)

Para obtener un valor real de pc, la expresión dentro de la ráız de la ecuación
(3.23) debe ser positiva, de otra manera la presión central seŕıa compleja,
y la ecuación (3.23) no tendŕıa sentido. Para encontrar el valor donde esto
pase, calculemos el ĺımite,[
4ρ

(
1− 3M

R

)]2
+ 16Mρ2

R

(
4− 9M

R

) → 0:[
4ρ

(
1− 3M

R

)]2
+

16Mρ2

R

(
4− 9M

R

)
= 0 ⇒

R = 2M. (3.25)

El resultado obtenido para R es conocido como radio de Schwarzschild, y
se define como el horizonte de eventos de una agujero negro. De una región
esférica con este radio, ninguna información puede escapar. Salvo en procesos
cuánticos donde se tiene la radiación de Hawking.

3.4. El ĺımite Newtoniano

Para encontrar el ĺımite Newtoniano de la ecuación (3.16), usaremos la
condición 2M/R � 1. Esto viene del hecho de que la métrica

ds2 = −eϕ(r)dt2 +

(
1− 2m(r)

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (3.26)
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la cual describe la geometŕıa del espacio tiempo, debe ser casi plana en el
ĺımite Newtoniano. Una métrica plana describe el espacio Euclidiano, y esta
es la forma de la métrica, cuando no hay influencia de la RG, y en el ĺımite
Newtoniano no hay efectos de la RG.

De acuerdo al Teorema de Birkhoff , podemos establecer que las solucio-
nes esféricamente simétricas de las ecuaciones de campo de Einstein en el
vaćıo, deben ser estáticas y asintóticamente planas. El Teorema de Birkhoff
se enuncia de la siguiente manera [19]:

Teorema 3.1 (Teorema de Birkhoff) Para una distribución de materia
simétrica, las ecuaciones de campo de Einstein tienen una solución única. Si
consideramos la derivada de la ecuación(

dR

dt

)2

− 8πGρ0
3R

= −kc2, (3.27)

obtenemos que

2
dR

dt

d2R

dt2
+

8πGρ0
3R2

dR

dt
= 0. (3.28)

Cancelando la primera derivada, y usando que R3(t)ρ(t) = cte. ⇒ R3(t0)ρ0 =
ρ0, donde ρ es la densidad actual del universo. Entonces obtenemos que

d2R

dt2
= −4

3
πGR. (3.29)

Este es el Teorema de Birkhoff.

Entonces la métrica más general fuera de una estrella esféricamente simétrica
y estática es de la forma [20]:

ds2 = −g00dt
2 + grrdr

2 + r2dΩ2, (3.30)

donde por las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, esféricamente simétricas
identificamos a g00 = (1− 2M/R) y a grr = (1− 2M/R)−1, además de que
M es la masa total de la estrella. Para una métrica casi plana, g00 y grr debe
ser aproximadamente uno:(

1− 2M

R

)±1

≈ 1 ⇒ 2M

R
→ 0, (3.31)
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i.e. la métrica es casi plana cuando M � R.

Cuando esta aproximación se aplica a la ecuación (3.16), obtenemos

p ≈ ρ

(
1− Mr2

R3

)
− (

1− M
R

)
3
(
1− M

R

)− (
1− Mr2

R3

)
= ρ

1− r2

R2

2R
M

+ r2

R2 − 1
, (3.32)

y como el cociente 2R/M es mucho mayor que los otros términos en el deno-
minador, entonces

p ≈ ρM

2R

(
1− r2

R2

)
. (3.33)

Insertando la expresión M = 4πρR3/3 llegamos a

p =
2πρ2

3

(
R2 − r2

)
. (3.34)

Para obtener las unidades correctas, reinsertamos los factores de G y c. Esto
se hace poniendo M → MG, R → R2/c2 y r → r2/c2, finalmente obtenemos
la siguiente expresión

p =
2πGρ2

3c2
(R2 − r2). (3.35)

Esta es la misma expresión que obtendremos usando la teoŕıa Newtoniana
como se muestra en la derivación de abajo.

A partir de la ecuación (3.5) escrita en unidades naturales (G = c = 1),
asumimos una densidad constante de la estrella, i.e. ρ(r) = ρ. Entonces
podemos insertar la ecuación (3.8) en la ecuación (3.34), obteniendo

dp

dr
= −4πρ2r

3
. (3.36)

Para r > R, la presión será cero, pero para r < R, tenemos∫ p

pc

dp′ = −4πρ2

3

∫ r

0

r′dr′

pc − p =
2πρ2

3
r2, (3.37)
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en donde la constante pc es la presión para r = 0 (presión central):

∫ 0

pc

dp = −4πρ2

3

∫ R

0

rdr (3.38)

pc =
2πρ2

3
r2, (3.39)

e insertando esto en la ecuación (3.36), tenemos que:

p =
2πρ2

3
(R2 − r2). (3.40)

Reinsertando los factores G y c

p =
2πGρ2

3c2
(R2 − r2). (3.41)

Esta expresión se muestra en la Figura 3.2, para una estrella de neutrones
de radio R = 15km y una masa de 1,5M�.

Lo obtenido anteriormente demuestra que si tomamos el ĺımite newtoniano
de la solución de las ecuaciones TOV con densidad constante nos da el mis-
mo resultado que cuando se utiliza la teoŕıa de Newton pura, que es lo que
esperábamos. En la Figura 3.3 se muestra la comparación entre el caso rela-
tivista y Newtoniano para una estrella de neutrones con densidad constante.
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Figura 3.2: Presión de una estrella de neutrones de densidad constante como
función del radio, ecuación (3.40).
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Figura 3.3: Comparación entre el caso relativista (curva continua) ecuación
(3.16) y el caso Newtoniano (curva punteada) ecuación (3.40) de la presión
como función del radio para una estrella de neutrones con densidad constante.
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En la siguiente sección resolveremos anaĺıticamente las ecuaciones de
TOV con una constante cosmológica, para el caso de una estrella con densi-
dad constante.

3.5. Solución de las Ecuaciones TOV con una

Constante Cosmológica

En esta sección, serán resueltas anaĺıticamente las ecuaciones de TOV
con un término que incluye la constante cosmológica para el caso de estrellas
con densidad de materia constante. La constante cosmológica se define como
[7]

Λ =
8πρvac

3
, (3.42)

en unidades naturales (G = c = 1) y donde ρvac (densidad del vaćıo) es la
densidad de materia de la enerǵıa oscura en el universo. La definición de la
constante cosmológica es a veces dada sin el factor de 3 [8].
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Las ecuaciones de Einstein incluyendo la constante cosmológica, están
dadas de la siguiente forma [21]:

Rμν − 1

2
Rgμν + Λgμν =

8πG

c4
Tμν , (3.43)

en donde Rμν , es el tensor de curvatura de Ricci, R es el escalar de curvatura
de Ricci , gμν es un tensor simétrico de 4× 4, Λ es la constante cosmológica
y Tμν es el tensor de enerǵıa-momento.

Por lo tanto la ecuación de TOV para la presión con una constante cos-
mológica difiere sólo por un término extra de corrección en comparación con
la ecuación original ecuación (3.6), y este término es[

1 +
4πr3p(r)

m(r)c2

]
→

[
1 +

4πr3p(r)

m(r)c2
− Λr3

2Gm(r)

]
. (3.44)

Siguiendo la referencia [2], entonces la ecuación (3.4) con constante cos-
mológica se convierte en

dp

dr
= −Gρ(r)m(r)

r2

[
1 + p(r)

ρ(r)c2

] [
1 + 4πr3p(r)

m(r)c2
− Λr3

2Gm(r)

]
[
1− 2Gm(r)

c2r

] . (3.45)

Usamos ahora la condición de que la densidad de materia es constante, i.e.
ρ(r) = ρ, junto con la ecuación (3.8) para la masa, y unidades naturales,
llegamos a

dp

dr
= −4πρ2r

3

[
1 + p

ρ

] [
1 + 3p

ρ
− 3Λ

8πρ

]
[
1− 8πr2ρ

3

]
=

−r

2

(ρ+ p)
(
ρ+ p− 3Λ

8π

)(
3
8π

− r2ρ
) . (3.46)

Definiendo

a2 =
3

8πρ
, (3.47)

la ecuación (3.45) se reescribe como

dp

dr
= −(ρ+ p)

2ρa2
(ρ+ 3p− Λa2ρ)(

1− r2

a2

) r. (3.48)
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Integrando desde una presión central pc hasta una presión p, tenemos que∫ p

pc

dp′

(ρ+ p′) (ρ+ 3p′ − Λa2ρ)
= − 1

2ρa2

∫ r

0

r′dr′

1− r′2
a2

. (3.49)

Sea

r′ = a sinχ′. (3.50)

Por lo tanto, la integral del lado derecho de la ecuación (3.48) es

ID = − 1

2ρa2

∫ r

0

r′dr′

1− r′2
a2

= − 1

2ρ

∫ χ

χc

sinχ′

cosχ′dχ
′. (3.51)

Calculando la integral

ID =
1

2ρ
ln (cosχ′)

∣∣∣∣∣
χ

χc

, (3.52)

y usando la ecuación (3.49), llegamos a

ID =
1

4ρ
ln

(
1− r2

a2

)
. (3.53)

La integral del lado izquierdo de la ecuación (3.48) es

II =

∫ p

pc

dp′

(ρ+ p′) (ρ+ 3p′ − Λa2ρ)

=

∫ p

pc

dp′

3p′2 + (4− Λa2)ρp′ + (1− Λa2)ρ2
. (3.54)

Definimos la constantes

A =
(
4− Λa2

)
ρ, B =

(
1− Λa2

)
ρ2. (3.55)

Realizando la integración de la ecuación (3.53) obtenemos tres casos depen-
diendo del signo de A2 − 3B.

IL =
1

2
√
A2 − 3B

[
ln

(
3p+ A−√

A2 − 3B

3p+ A+
√
A2 − 3B

)
− ln

(
3pc + A−√

A2 − 3B

3pc + A+
√
A2 − 3B

)]
,

(3.56)
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para A2 − 3B > 0 el cual es el mismo caso que para la ecuación de TOV
ordinaria.

IL =
1√

3B − A2

[
arctan

(
3p+ A√
3B − A2

)
− arctan

(
3pc + A√
3B − A2

)]
, (3.57)

para la condición A2 − 3B < 0, y

IL =
1

3pc + A
− 1

3p+ A
, (3.58)

para A2 − 3B = 0.

Para saber cual es el caso f́ısicamente relevante, derivamos y = A2 − 3B =
(4− Λa2)

2
ρ2 − (1− Λa2) 3ρ2 con respecto a x = Λa2;

y(x) = (4− x)2 ρ2 − (1− x) 2ρ2. (3.59)

Tenemos que

dy

dx
= −5ρ2 + 2ρx, (3.60)

d2y

d2x
= 2ρ2. (3.61)

Igualando la ecuación (3.60) a 0 para encontrar los extremos de la función
y(x), obtenemos

x = Λa2 =
5

2
. (3.62)

Entonces, Λ = 20πρ/3 es un extremo. Ahora, queremos saber si es un mı́nimo
o un máximo. Como la ecuación (3.60) muestra que la curvatura de y es
siempre positiva, el punto x = 5/2 es un mı́nimo. La función y tiene un
mı́nimo positivo para valores positivos de la densidad de materia ρ, i.e. la
función es siempre positiva, entonces para el caso (A2 − 3B) > 0, la solución
del lado izquierdo de la ecuación (3.48) es aplicable.

Combinando el lado derecho y el lado izquierdo de las ecuaciones (3.53) y
(3.56), tenemos las siguientes expresiones

1

2ρ
ln

(
1− r2

a2

)
=

1

C

[
ln

(
3p+ A− C

3p+ A+ C

)
− ln

(
3pc + A− C

3pc + A+ C

)]
⇒

3p+ A− C

3p+ A+ C
=

(
1− r2

a2

) C
2ρ 3pc + A− C

3pc + A+ C
, (3.63)
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donde
C =

√
A2 − 3B. (3.64)

Para eliminar pc, sustituimos el valor p(r = R) = 0, en la superficie de la
estrella, y usando la ecuación (3.62), obtenemos

3pc + A− C

3pc + A+ C
=

A− C

A+ C

(
1− r2

a2

) C
2ρ

. (3.65)

Combinando la ecuación (3.63) y la ecuación (3.64) tenemos que la presión
p es

p =
C − A+ (A− C)

(
a2−r2

a2−R2

) C
2ρ

3

[
1− A−C

A+C

(
a2−r2

a2−R2

) C
2ρ

] . (3.66)

Si sustituimos el valor de la constante cosmológica Λ = 0 en la ecuación
(3.65), debemos ser capaces de reproducir la ecuación (3.16). Haciendo la
sustitución de Λ = 0 en las ecuación (3.54) y después colocando el resultado
en la ecuación (3.63) llegamos a los valores de A, B y C

A = 2ρ, B = ρ2, C = ρ. (3.67)

Colocando estos valores en la ecuación (3.65)

p =
ρ
√

a2−r2

a2−R2 − ρ

3−
√

a2−r2

a2−R2

= ρ

√
1− r2

a2
−

√
1− R2

a2

3
√
1− R2

a2
−

√
1− r2

a2

. (3.68)

Finalmente sustituimos la definición de a, ecuación (3.46) en (3.67), y obte-
nemos

p = ρ

√
1− r2

a2
−

√
1− R2

a2

3
√

1− 2M
R

−
√
1− 2Mr2

R3

, (3.69)

donde M = 4πρR3/3. Esta ecuación es la misma que la ecuación (3.16), como
era de esperarse.
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3.6. Derivación alternativa de la Presión con

Constante Cosmológica

Esta forma alternativa de derivar la presión para una estrella incompresi-
ble (ρ(r) = ρ) con constante cosmlógica, nos da una manera más sencilla de
encontrar el valor máximo de la masa de una estrella de neutrones. La única
diferencia en la derivación de la sección anterior es la notación.

Comenzamos con la ecuación (3.48), la integramos desde la superficie de la
estrella donde r = R y p(R) = 0.∫ p

0

dp′

(ρ+ p′)(ρ+ 3p′ − Λa2ρ)
= − 1

2ρa2

∫ r

R

r′dr′

1− r′2
a2

. (3.70)

La integral del lado derecho de la ecuación es como anteriormente

ID =
1

2ρ
ln (cosχ′)

∣∣∣∣∣
χ

χR

=
1

2ρ
ln

(
cosχ

cosχR

)
, (3.71)

con

sinχR =
R

a
. (3.72)

La integral del lado izquierdo de la ecuación (3.69) es

II =

∫ p

0

dp′

(ρ+ p′)(kρ+ 3p′)
, (3.73)

donde
k = 1− Λa2. (3.74)

Usando fracciones parciales en II , obtenemos

II =
1

ρ(k − 3)

∫ p

0

[
1

ρ+ p′
− 3

kρ+ 3p′

]
. (3.75)

Realizando la integración nos da

II =
1

ρ(k − 3)
[ln(ρ+ p′)− ln(kρ+ 3p′)]

∣∣∣∣∣
p

0

=
−1

ρ(k − 3)

[
ln

(
kρ+ 3p

ρ+ p

)
+ ln(k)

]

=
−1

ρ(k − 3)
ln

(
k (kρ+ 3p)

(ρ+ p)

)
. (3.76)
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Igualando la ecuación (3.70) con la ecuación (3.75), obtenemos

−1

k − 3
ln

(
k (kρ+ 3p)

ρ+ p

)
=

1

2
ln

(
cosχ

cosχR

)
⇒

k(kρ+ 3p)

ρ+ p
=

(
cosχ

cosχR

) 3−k
2

. (3.77)

Esto da como resultado una expresión para la presión

p = ρ
cosχ

3−k
2 − k2 cosχ

3−k
2

R

3k cosχ
3−k
2

R − cosχ
3−k
2

. (3.78)

Si ponemos la constante cosmológica (Λ = 0 i.e. k = 1) llegamos a

p = ρ
cosχ− cosχR

3 cosχR − cosχ
. (3.79)

La ecuación (3.77) es graficada para distintos valores de la constante cos-
mológica Λ (i.e. de k) y se muestra en la Figura 3.4.

36



0 2 4 6 8 10 12
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Radio �km�

p
�

pr
es

ió
n

no
rm

al
iz

ad
a
�

Figura 3.4: Presión normalizada como función del radio de una estrella de
neutrones de densidad para distintos valores de k i.e., para distintos valores
de Λ, Ec. (3.77). En donde k = 0,96 (curva punteada), k = 0,97 (curva
continua entre curvas punteadas), k = 0,99 (curva en ĺıneas y puntos) y
k = 1,1 (primera curva continua).

Las estrellas de neutrones usualmente tienen una masa de 1.35-2.1 M�
y un radio de sólo 10 − 20 km (donde las estrellas con masas más grandes,
tienen radios más pequeños) provocando que la densidad sea del orden de la
densidad nuclear (∼ 1018kg/m3)[23]. La sustitución de las ecuaciones (3.35)
y (3.39) en la ecuación (3.66) nos da como resultado

k = 1− ρvac
ρ

. (3.80)

Para k = 0,999999999, la densidad del vaćıo ρvac es el 10−7 % de la densi-
dad de materia ρ de la estrella de neutrones. Es un valor muy grande de
la densidad del vaćıo, es del orden de la densidad de materia promedio del
universo, que es aproximadamente dos átomos de hidrógeno por metro cúbi-
co (∼ 10−27kg/m3) [22]. Como la densidad de una estrella de neutrones es
del orden de ∼ 1018kg/m3 [23], esto hace que ρvac tenga un orden de 1036,
i.e. mucho más grande de lo que podŕıa ser. Incluso este valor es demasiado
grande para la constante cosmológica Λ, lo cual resulta en un cambio en el
radio de la estrella de neutrones de aproximadamente un 15%. Entonces con-
clúımos que la presencia de la constante cosmológica no afectará la presión ni
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el radio de una estrella de neutrones, al menos que sea del orden 1036 mayor
de lo previsto, lo cual es muy poco probable.

En la Figura 3.5, se muestra la presión como función del radio de una estrella
de neutrones con densidad constante, para distintos valores de la constan-
te cosmológica Λ, en los casos Newtoniano y de la ecuación de TOV con
constante cosmológica.
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Figura 3.5: Presión como función del radio de una estrella de neutrones
con densidad constante para el caso Newtoniano (curva punteada), rela-
tivista (curva en ĺıneas y puntos) y relativista con constante cosmológica
Λ = 0,0001327 (curva continua de arriba ) y Λ = −0,0001327 (curva conti-
nua de abajo).
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3.7. El ĺımite superior para la masa

El ĺımite superior de la masa sólo puede ser calculado para algunas estre-
llas de neutrones. Si la masa es superior a este ĺımite, habrá una singularidad
gravitacional, el equilibrio cesará, y en algunos casos el resultado final del
colapso será un agujero negro.

El origen de este ĺımite radica en la RE. Esto hace que en la teoŕıa newto-
niana pura no se tenga un ĺımite para la masa. Las teoŕıas que incorporan la
RE, tales como el modelo de gas de Fermi que proveé una masa máxima en
ambos casos cuando usamos las ecuaciones del equilibrio hidrostático y las
ecuaciones de TOV con correcciones relativistas. Las ecuaciones de TOV, sin
embargo, no exigen el uso del modelo de gas de Fermi para indicar una masa
máxima, ya que estas ecuaciones incorporan tanto la RE como la RG.

De la ecuación (3.8) la masa es

M =
4πρR3

3
, (3.81)

dondeM = M(R) es la masa de la estrella. Combinando las ecuaciones (3.46)
y (3.71) obtenemos

sin2 χR =
2M

R
. (3.82)

Sustituyendo el valor p(r = 0) = pc en la ecuación (3.77) nos da una expresión
para la presión central de la estrella

pc = ρ
1− k2 cos

3−k
2 χR

3k cos
3−k
2 χR − 1

. (3.83)

Como la presión p siempre tiene que ser mayor a cero para una estrella
estable, tenemos la condición para el denominador de la ecuación (3.82)

3k cos
3−k
2 χR − 1 > 0 ⇒ cosχR >

(
1

3k

) 2
3−k

. (3.84)
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Ahora si usamos la identidad trigonométrica sin2 θ + cos2 θ = 1, aplicada

a cos2 χR + sin2 χR=1, entonces sabiendo que cosχR > ( 1
3k
)

2
3−k ⇒ cos2 χR >

( 1
3k
)

4
3−k , nos lleva a que

sin2 χR < 1−
(

1

3k

) 4
3−k

. (3.85)

Sustituyendo la ecuación (3.71) en la ecuación (3.81) obtenemos una expre-
sión para la masa

M =
a

2
sin3 χR. (3.86)

Poniendo la ecuación (3.46) en la ecuación (3.85) implica que

M =
1

2

√
3

8πρ
sin3 χR. (3.87)

Finalmente, usando la condición de la ecuación (3.84) obtenemos una cota
para la masa

M <
1

2

√
3

8πρ

[
1−

(
1

3k

) 4
3−k

] 3
2

. (3.88)

De la ecuación (3.87), notamos que tiene una dependencia del orden 1/
√
ρ.

También podemos ver que la masa máxima de la estrella depende de la
constante cosmológica, esto sólo pasa en el caso de una estrella con densidad
constante, ya que como veremos en caṕıtulos posteriores para estrellas con
densidad de enerǵıa variable la influencia de la constante cosmológica en la
masa de una estrella de neutrones no es significativa.

En el caso particular cuando la constante cosmológica Λ = 0 y k = 1, la
ecuación (3.87) se convierte en

M <
1

2

√
3

8πρ

8
√
2

27
. (3.89)

De la ecuación (3.88), vemos que la masa máxima depende inversamente de
la desidad ρ. Podemos explicarlo f́ısicamente usando el hecho de que cuando
la densidad decrece, las part́ıculas en la estrella aumentan su enerǵıa cinéti-
ca (son más relativistas), entonces la presión central aumenta, por lo tanto
soportan una masa mayor.
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En el siguiente caṕıtulo resolveremos numéricamente las ecuaciones de TOV
para las estrellas enanas blancas con una densidad de enerǵıa ε(r) variable.
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Caṕıtulo 4

Soluciones Numéricas para
Estrellas Enanas Blancas

En este caṕıtulo, utilizaremos la teoŕıa newtoniana del equilibrio hidrostáti-
co para realizar una integración numérica y encontrar las masas y los radios
de enanas blancas, tanto en el caso relativista como en el no relativista.

4.1. Estructura de las Ecuaciones Adimensio-

nales

La ecuación del equilibrio en el régimen newtoniano es [24]

dp

dr
= −Gm(r)ρ(r)

r2
. (4.1)

La definición de la densidad de enerǵıa ε(r) es

ρ(r) =
ε(r)

c2
. (4.2)

Esta ecuación introduce la RE en la teoŕıa, ya que es equivalente a la famosa
ecuación de Einstein, E = mc2. Insertando la ecuación (4.2) en la ecuación
(4.1) produce

dp

dr
= −GM̄(r)ε(r)M�ρ(r)

c2r2
, (4.3)
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con
m(r) = M̄(r)M�, (4.4)

tal queM� es la masa del sol, y M̄(r) es un número adimensional. La ecuación
(4.3) puede ser escrita en la forma:

dp

dr
= −R0

M̄(r)ε(r)

r2
, (4.5)

donde se define R0 = GM�/c2 = 1,47km. En la ecuación (4.5) p y ε tie-
nen dimensiones de enerǵıa /(longitud)3. Entonces, definimos la densidad de
enerǵıa ε̄, y la presión p̄ adimensionales como:

p = ε0p̄, ε = ε0ε̄, (4.6)

tal que ε0 tiene dimensiones de densidad de enerǵıa, y puede ser escogida
arbitrariamente. Basamos esta decisión en los números adimensionales que
definen el problema. Para una estrella politrópica, podemos escribir

p̄ = K̄ε̄γ, (4.7)

donde
K̄ = Kεγ−1

0 , (4.8)

K̄ y K tiene diferentes valores dependiendo si es el caso relativista o no
relativista. Es decir para cada caso tenemos [2, 4]

Krel =
�c

12π2

(
3π2Z

AmNc2

) 4
3

, Knorel =
�
2

15π2me

(
3π2Z

AmNc2

) 5
3

, (4.9)

[2], donde Z es el número de protones y mN masa de los nucleones. La
constante γ = 4/3 en el caso relativista, y γ = 5/3 en el caso no relativista.
Poniendo la ecuación (4.8) en la ecuación (4.5) obtenemos

dp̄

dr
= −αp̄(r)

1
γ M̄(r)

r2
, (4.10)

tal que definimos la constante α como

α =
R0

K̄
1
γ

=
R0

(Kεγ−1
0 )

1
γ

. (4.11)
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Aqúı R0 tiene dimensiones de longitud (km), entonces α está en km, y la
ecuación (4.11) tiene dimensiones de km−1. Como ε0 es aún libre, podemos es-
coger cualquier valor conveniente de α. Para un valor dado de α, ε0 está dado
por la ecuación (4.11) de la forma

ε0 =

[
1

K

(
R0

α

)γ] 1
γ−1

. (4.12)

También deseamos tener la otra ecuación acoplada, para eso usamos la ecua-
ción (3.1)

dm(r)

dr
= 4πr2ρ(r). (4.13)

Para convertirla a una forma adimensional combinamos las ecuaciones (4.2),
(4.4) y (4.6) implica

dM̄(r)

dr
= βr2[p̄(r)]

1
γ , (4.14)

en donde

β =
4πε0

M�c2(Kεγ−1
0 )

1
γ

. (4.15)

La ecuación (4.14) tiene dimensiones de km−1.

Estos son los ingredientes que utilizaremos para resolver numéricamente las
ecuaciones del equilibrio hidrostático de Newton.

4.2. Integración Numérica

Integraremos numéricamente las ecuaciones adimensionales (4.10) y (4.14)
desde valores iniciales en el centro de la estrella. Para hacer esto necesitamos
los valores de la presión central y de la masa. El valor de M̄(0) tiene que
ser cero en el centro, y p̄(0) debe ser positivo. La presión tenderá a cero y la
masa se incrementará hacia la masa total de la estrella. El radio de la estrella
R y la masa M = M̄(R) cambiarán dependiendo de la elección de p̄(0).
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Deseamos que las constantes α y β no sean muy distintas la una de la otra
con la finalidad (numérica) de tener estabilidad en la resolución numérica de
las ecuaciones. Lo anterior se puede arreglar, tanto para el caso relativista
como para el no relativista.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden, se
utiliza una rutina NDSolve en Mathematica usando el método de Runge-
Kutta de octavo orden a paso constante, o en algunos casos se usará un
método de solución automático que indicará cual es el método más indicado
para lo solución de las ecuaciones. El valor de r en el centro será igual a
0.0000001 en lugar de cero para evitar la división por cero. Mostramos el
programa en el apéndice C.

4.3. Condiciones Iniciales

4.3.1. El Caso Relativista

El régimen relativista incluye a las enanas blancas de mayor masa. Para
una masa grande se necesita una mayor presión central para soportarla, lo
que provoca que los electrones sean relativistas.

Siguiendo la referencia [4], elegimos el valor α = R0 = 1,473km, de donde
ε0 = 4,17M�c2/km3 y β = 52,46km−3.

Para la presión central elegimos valores similares a p̄(0) ∼ 10−15, ya que estos
están en el régimen relativista. La Tabla 1 muestra los resultados numéricos
de nuestro programa para R y M̄ , aśı como de su dependencia con p̄(0).

4.3.2. El Caso no Relativista

Para este caso la presión central p̄(0) llega a ser menor. Entonces los elec-
trones ya no son relativistas. Para presiones más pequeñas, sólo podemos
tener estrellas menos masivas a diferencia que en el caso relativista, por lo
que las estrellas enanas blancas no relativistas se encuentran en el extremo
de la escala de masa. Estas estrellas no relativistas tienen radios más grandes
que sus contrapartes relativistas.
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Cuando vamos al ĺımite no relativista, γ = 5/3 en la EDE politrópica, ecua-
ción (4.7). La integración se realiza de la misma forma que en el caso relati-
vista, sólo que se cambia el valor de γ.

Al igual que en la referencia [4], elegimos: α = 0,05km, de tal manera que
ε0 =0.01392M�c2/km3 y β =0.00592 km−3.

El valor de α de este caso es menor que el valor de α en el ĺımite no relativista.
Los valores de la presión central deben ser p̄(0) ≤ 10−15 [2] para una estrella
no relativista. La Tabla 2 muestra los resultados de nuestro programa para
R y M̄ , y su dependencia con p̄(0).

4.4. Resultados de la Integración Numérica

Para el caso relativista, obtuvimos los valores del radio y de la masa, y
éstos se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1: Radio (en km) y masa (en M�) para una enana blanca con un gas
de Fermi de electrones relativistas.

Presión central Radio Masa
p̄(0) R (km) M̄ (M�)
10−14 5000 1.24693
10−15 8900 1.24693
10−16 15700 1.24693

Como se muestra en la Tabla 1, para enanas blancas de distintos radios
obtenemos la misma masa.

En las figuras 4.1 y 4.2 mostramos las gráficas obtenidas para la presión
adimensional y la masa como función del radio de una enana blanca.
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Figura 4.1: Gráfica que muestra la presión adimensional como función del
radio de una enana blanca politropa para un gas de electrones relativistas de
Fermi con una presión central p̄(0) = 10−16.

En la figura 4.1 la presión adimensional p̄(r) llega ser más pequeña en
alrededor de 5000 km antes de que se haga cero en 1000 km. Entonces, esta
estrella tiene una atmósfera muy alta.

Para el caso del gas de Fermi no relativista, obtuvimos los valores que se
muestran en la Tabla 2 para el radio y la masa de la estrella.

Tabla 2: Radio (en km) y masa (en M�) para una enana blanca con un gas
de Fermi de electrones no relativistas.

Presión central Radio Masa
p̄(0) R (km) M̄ (M�)
10−15 10650 0.394245
10−16 13400 0.197591
10−17 16850 0.099029
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Figura 4.2: Gráfica que muestra a la masa (en M�) de una enana blanca
como función del radio para un gas de electrones relativistas de Fermi con
una presión central p̄(0) = 10−16.

La Tabla 2 muestra que en el caso no relativista la masa de la estrella
depende de la presión central, es decir, la masa disminuye cuando la presión
disminuye. Esto también muestra que las enanas blancas no relativistas son
menos masivas que las relativistas, como se esperaba.

En la Figura 4.3 se muestra a la presión adimensional como función del radio
para una enana blanca.
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Figura 4.3: Gráfica que muestra la presión adimensional como función del
radio para una enana blanca politropa con un gas de electrones no relativistas
de Fermi para una presión central p̄(0) = 10−15.

En la Figura 4.3 la presión adimensional llega a ser más pequeña en
alrededor de 1000 km antes de que tienda a cero en 10650 km. Por lo tanto,
esta estrella enana blanca no relativista tiene una atmósfera mucho más
pequeña que una enana blanca relativista. La masa de una enana blanca no
relativista es más pequeña que la relativista, pero el radio es más grande para
el caso no relativista, i.e. la densidad es mucho más pequeña para la enana
blanca no relativista comparada con su contraparte relativista.

Existe un método desarrollado por Lane-Emden [18], para calcular de una
forma semianaĺıtica la masa y el radio de una enana blanca, a través de [23]

M = 4π

[
(n+ 1)K

4πG

] 3
2

ρ
(3−n)
2n

c ξ21 |θ′(ξ1)|, (4.16)

para la masa de la estrella. La densidad ρc ∝ p̄(0) y la constantes n = 1/(γ−
1) y K son para las ecuaciones politrópicas (4.7) y (4.8) respectivamente.
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También sabemos que ξ1 y |θ′(ξ1)| son constantes numéricas que depen-
den de la elección de γ. Aśı como que ξ es el radio adimensional, y θ(ξ1)
es la densidad adimensional de la estrella. Definimos ξ1 como el punto que
corresponde a la superficie de la estrella, i.e. |θ(ξ1)| = 0.

Para el caso relativista tendremos γ = 4/3, y entonces será independiente de
la presión central. El enfoque de Lane-Emden nos da una ecuación para la
dependencia radial de la masa [23]:

M = 4πR
(3−n)
(1−n)

[
(n+ 1)K

4πG

] n
(n−1)

ξ
(3−n)
1−n

1 ξ21 |θ′(ξ1)|. (4.17)

De esta ecuación, vemos que el radio decrece cuando la masa crece. Entonces,
las enanas blancas más masivas son también las más pequeñas. La excepción
es para n = 3, el caso ultrarelativista, donde la masa es independiente del
radio.

En el siguiente caṕıtulo resolveremos numéricamente las ecuaciones de TOV
para las estrellas de neutrones con una densidad de enerǵıa variable ε(r).
Aśı como también haremos un análisis similar al que se hizo en este caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Soluciones Numéricas para
Estrellas de Neutrones

En este caṕıtulo, encontraremos numéricamente las masas y los radios
para estrellas de neutrones. La teoŕıa sobre las estrellas de neutrones que se
utilizará aqúı difiere de la teoŕıa usada para las enanas blancas, debido a
que se usarán las ecuaciones de TOV que incorporan la RG, además de las
contribuciones que provienen de la RE. Los tres factores adimensionales en
la ecuación de TOV que representan dichas contribuciones se muestran en la
siguiente ecuación.

dp

dr
= −Gε(r)M(r)

c2r2

[
1 +

p(r)

ε(r)

] [
1 +

4πr3p(r)

M(r)c2

] [
1− 2GM(r)

c2r

]−1

. (5.1)

Los primeros dos corchetes cuadrados contienen factores de los efectos de la
RE que son del orden v2/c2, donde v es la velocidad de las part́ıculas. Los
factores del orden v2/c2 entran porque, en el ĺımite no relativista, la presión
p varia como k2

F/2m = mv2/2, y para el caso de ε(r) y M(r)c2 varian como
mc2. El tercer factor representa el efecto de la RG [23].

La elección de la ecuación de estado estará basada en el modelo del gas de
Fermi para neutrones en lugar de usar electrones como en el caṕıtulo 4. Este
modelo no es realista por dos razones. En primer lugar, se desprecian im-
portantes contribuciones a la densidad de enerǵıa causada por la interacción
nucleón-nucleón. En segundo lugar, una estrella de neutrones no sólo contie-
ne neutrones, sino también una fracción de protones y electrones, los cuales
provocan que los neutrones decaigan en protones y electrones mediante la
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interacción débil. Se dará una explicación más extensa de lo anterior en el
próximo caṕıtulo.

5.1. Estructura Adimensional de las Ecuacio-

nes

Usando el modelo descrito para una estrella de neutrones, podemos tomar
en cuenta los resultados del caṕıtulo anterior sobre las enanas blancas, sólo
que cambiaremos la masa del electrón me por la masa del neutrón mn en la
ecuaciones (4.10) y (4.14). Esto dará el resultado de la teoŕıa newtoniana.
Para incluir la RG, tenemos que usar la ecuación de TOV (5.1), junto con
la ecuación (4.14). Mediante las definiciones de las variables adimensionales
para la masa, presión y densidad de enerǵıa, tenemos que

M(r) = M�M̄(r), p = ε0p̄, ε = ε0ε̄, (5.2)

entonces la ecuación de TOV para la presión adimensional es

dp̄

dr
= −αp̄(r)

1
γ M̄(r)

r2

[
1 + K̄

1
γ p̄(r)

] [
1 + δr3

p̄(r)

M̄(r)

] [
1− 2R0

¯M(r)

r

]−1

.

(5.3)
Aqúı

δ =
4π

M�c2

[
1

K

(
R0

α

)γ] 1
γ−1

, (5.4)

y las demás constantes ya se definieron en el caṕıtulo anterior.

5.2. Condiciones Iniciales

5.2.1. El Caso no Relativista

Como en el caso no relativista para las enanas blancas, el ı́ndice politrópi-
co es γ = 5/3. En este caso la ecuación (4.9) se convierte en

Knorel =
�
2

15π2mn

(
3π2Z

AmNc2

) 5
3

. (5.5)
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Cuando escogemos el valor de α = 1km, el factor de escala ε0 está dado por
ε0 = 1,603× 1037J/m3, y β = 0,7636km−3.

En este caso las constantes α y β son numéricamente del mismo orden.

Una estrella de neutrones t́ıpica tiene una masa del orden de una masa del
sol (M�) y un radio de 10 km, entonces el valor de la presión central es
p̄(0) ∼ 10−4 o menor. Usaremos un programa que es esencialmente el mismo
que para una enana blanca no relativista, y los resultados los mostraremos
en la Tabla 3.

5.2.2. El Caso Relativista

La ecuación politrópica en este caso tiene un γ = 1, lo cual nos da p = ε/3,
que es un resultado bien conocido para un gas relativista [2]. Las ecuaciones
(4.7) y (4.8) nos permiten obtener los valores K = K̄ = 1/3. Seguiremos
usando el mismo valor del factor de escala como en el caso no relativista,
ε0 = 1,603× 1037J/m3. En este caso α = 3R0 = 4,428 km y β = 3,374km−3.

La presión central p̄(0) se espera que sea mayor a 10−4 ya que este valor
fué elegido para el caso no relativista. El programa que usamos para realizar
la integración numérica se muestra en el apéndice C.

La integración numérica realizada en nuestro programa, sin embargo, no nos
da valores esperados del radio y la masa de una estrella de neutrones. Esto
es porque la presión que se muestra en la Figura 5.1 decae monótonamente a
cero, pero nunca pasa por el cero. La razón es porque este modelo falla para
una ecuación de estado de gas relativista la cual no es apropiada para tales
presiones bajas. Por su parte, la masa se muestra en la Figura 5.2, para el
caso de una estrella de neutrones politropa con un gas de Fermi relativista.

5.3. Resultados Numéricos para Estrellas de

Neutrones

Los efectos de la RG son pequeños, pero aumentan cuando la presión
central aumenta, como se esperaŕıa. Las estrellas de neutrones menos masivas
tienen los radios más grandes como en el caso de las enanas blancas, porque
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la atracción gravitacional es menor y entonces la estrella se extiende a radios
grandes.

Tabla 3: Radio (en km) y masa (en M�) para una estrella de neutrones con
una ecuación de estado de gas de Fermi no relativista.

Presión Radio Masa Radio Masa
Central (Newton) (Newton) (RG) (RG)
p̄(0) R (km) M̄ (M�) R (km) M̄ M�
10−4 16.7 0.774633 15.31 0.61829
10−5 20.9 0.388236 20.15 0.35365
10−6 26.4 0.194579 25.85 0.18737

Como se muestra en la Tabla 3, el radio aumenta cuando la presión central
disminuye. Para la masa podemos observar que disminuye cuando la presión
central es menor. Sin embargo, estos valores nos son los esperados para una
estrella de neutrones.
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Figura 5.1: Gráfica que muestra la presión adimensional como función del
radio de una estrella de neutrones politropa para un gas de electrones relati-
vistas de Fermi, y una presión central p̄(0) = 10−4.
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Figura 5.2: Gráfica que muestra la masa (en M�) como función del radio de
una estrella de neutrones politropa para un gas de electrones relativistas de
Fermi, y una presión central p̄(0) = 10−4.

En el próximo caṕıtulo analizaremos el caso de la ecuación de estado
para la relatividad arbitraria, la cual tiene un carácter más general y nos
permitirá obtener resultados numéricos más precisos para el radio y la masa
de una estrella de neutrones.
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Caṕıtulo 6

La Ecuación de Estado para la
Relatividad Arbitraria

En este caṕıtulo encontraremos una ecuación de estado para un gas de
electrones y neutrones para enanas blancas y estrellas de neutrones respecti-
vamente. Dicha Ecuación de Estado (EE) será útil para los casos relativista
y no relativista.

6.1. Enanas Blancas

Para el caso de las estrellas enanas blancas, derivaremos el modelo de gas
de electrones y lo usaremos junto con la ecuación para las estrellas politrópi-
cas y aśı encontraremos una ecuación de estado adecuada para la relatividad
arbitraria de las enanas blancas.

6.1.1. El Modelo del Gas de Fermi para Electrones

El número de estados dn con momentum entre el momentum k y el k+dk
para electrones libres es [2]

dn =
gd3k

(2π�)3
=

4πgk2dk

(2π�)3
, (6.1)

en tres dimensiones isotrópicas. Aqúı, g es el factor de degeneración, y es igual
a 2, porque hay 2 estados de esṕın para cada nivel de enerǵıa del electrón.
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Realizando la integración de la ecuación (6.1) llegamos a

n =
8π

(2π�)3

∫ kF

0

k2dk =
k3
F

3π2�3
, (6.2)

con kF = EF/c el momento de Fermi (la enerǵıa de Fermi divida por la
velocidad de la luz) para los electrones en la estrella.

La densidad de masa de la estrella está dada por

ρ = nmN
A

Z
, (6.3)

donde la masa del electrón me es despreciada con respecto a la masa del
nucleón mN (la cual es ∼ 2000 me). Además definimos A/Z como el número
de nucleones por electrón (A es el número de nucleones y Z es el número de
protones). Sustituyendo la ecuación (6.2) en la ecuación (6.3), obtenemos

ρ = nmN
A

Z

k3
F

3π2�3
. (6.4)

Como para las estrellas enanas blancas la densidad de enerǵıa está dominada
por la masa del nucleón, lo que implica que

ε ≈ ρc2. (6.5)

La contribución de la densidad de enerǵıa de los electrones es [2]

εelec(kF ) =
8π

(2π�)3

∫ kF

0

√
k2c2 +m2

ec
4k2dk

=
m4

ec
5

8π2�3

[(
2x3 + x

)√
1 + x2 − arcsinh(x)

]
, (6.6)

tal que x = kF/mec. La densidad total de enerǵıa es entonces

ε = nmNc
2A

Z
+ εelec(kF ). (6.7)

Para obtener la ecuación de estado, necesitamos también una expresión para
la presión. Encontramos dicha expresión de la primera ley de la termodinámi-
ca, es decir usando que dU = dQ−pdV con la temperatura constante T = 0,
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donde dU es el cambio en la enerǵıa interna, dQ es el calor transferido y dV
es el cambio de volumen. Entonces obtenemos

p = −
(
∂U

∂V

)
T

= n2d
(
ε
n

)
dn

= n
dε

dn
− ε = nμ− ε, (6.8)

como dQ = 0 porque dQ = TdS, donde T = 0 es la temperatura y dS
es el cambio en la entroṕıa. La cantidad μ = dε/dn es llamada potencial
qúımico, y nos da la enerǵıa requerida para agregar un electrón en la estrella.
Combinando las ecuaciones (6.8), (6.6) y (6.5) tenemos que

p(kF ) =
8π

3c(2π�)3

∫ kF

0

1√
k2c2 +m2

ec
4
k4dk

=
m4

ec
5

24π2�3

[
(2x3 − 3x)

√
1 + x2 + 3arcsinh(x)

]
. (6.9)

La Figura 6.1 muestra la gráfica de la densidad de enerǵıa ε contra p, usando
las ecuaciones (6.6) y (6.9).
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Figura 6.1: La densidad de enerǵıa vs. la presión de una enana blanca po-
litrópica que consiste de un gas de Fermi de electrones relativistas.
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6.1.2. Modelo Politrópico

En el caso relativista, la ecuación (6.9) combinada con la ecuación (6.3)
da una ecuación simplificada

p(kF ) =
m4

ec
5

3π2�3

∫ kF
mec

0

u3du

=
�c

12π2

(
3π2Zρ

mNA

) 4
3

≈ Krelε
4
3 , (6.10)

en donde

Krel =
�c

12π2

(
3π2Zρ

mNA

) 4
3

. (6.11)

Esto satisface la ecuación politrópica p = Kεγ con γ = 4/3. En el caso no
relativista, sin embargo, hay otra ecuación politrópica. De manera similar
que en la derivación de la ecuación (6.10), encontramos

p(kF ) = Knorelε
5
3 , (6.12)

tal que

Knorel =
�
2

15π2me

(
3π2Z

AmNc2

) 5
3

. (6.13)

La ecuación (6.10) describe la presión como una función de la densidad de
enerǵıa para una enana blanca ultrarelativista, y la ecuación (6.12) describe
la presión como una función de la densidad de la enerǵıa para una enana
blanca no relativista. Reescribimos las ecuaciones de la densidad de enerǵıa
como una función de la presión

εR =

(
p

KR

) 3
4

, εNR =

(
p

KNR

) 3
5

. (6.14)
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Para encontrar una expresión de todo el rango de kF , es decir desde el
caso de la ecuación no relativista hasta el de la ultrarelativista, debemos
combinar las ecuaciones anteriores. La manera de hacer esto es reescribir las
ecuaciones (6.14) en una sola, de la forma adimensional

ε̄(p̄) = ANRp̄
3
5 + ARp̄

3
4 , (6.15)

donde ANR y AR son constantes. Para presiones bajas (no relativistas), el
primer término es el dominante, y para presiones altas (ultrarelativistas), el
segundo término es el que domina.

6.2. Estrellas de Neutrones

Como las estrellas de neutrones del caso ultrarelativista no proporcionan
una respuesta para el radio y la masa, queremos encontrar una ecuación fac-
tible para valores arbitrarios del parámetro relativo x = kF/mnc. La ecuación

para una politrópica p = Kε
1
γ tiene el valor γ = 5/3 en el caso no relativista,

que es igual al valor de γ para el caso de las enanas blancas no relativistas.
El valor para el caso ultrarelativista, es por lo tanto diferente.

Para enanas blancas, derivamos el valor de γ = 4/3, pero el valor corres-
pondiente a las estrellas de neutrones es γ = 1. La razón de esto se debe
al resultado bien conocido de un gas ultra relativista, que derivamos en las
secciones anteriores, p = ε/3 [4]. De esta ecuación observamos que la depen-
dencia entre la presión y la densidad de enerǵıa es lineal, resultando γ = 1.
Esto es aplicable a las estrellas de neutrones, y no a las enanas blancas debi-
do a una diferencia en la ecuación (6.7). Para las enanas blancas la ecuación
está formada de dos términos, el primero es dominante sobre el segundo de-
bido a que la masa del neutrón es aproximadamente 2000 veces mayor que
la masa del electrón (mn ≈ 2000me). El primer término describe la masa-
enerǵıa en reposo de lo nucleones, y el segundo término representa la densidad
de enerǵıa total de los electrones (en reposo y cinética). Para estrellas de neu-
trones, sin embargo, el primer término es incorporado en el segundo término
(el cual es igual al término para las enanas blancas, con la excepción de la
masa del electrón que es reemplazada por la masa del neutrón), i.e. hay un
sólo término en la ecuación (6.7) para estrellas de neutrones puras ya que no
hay electrones presentes. Esta diferencia provoca que cambiemos la ecuación
de estado.
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La expresión equivalente a la ecuación (6.16) para una estrella de neutrones
es

ε̄(p̄) = ANRp̄
3
5 + ARp̄, (6.16)

y la constante ε0 se define como

ε0 =
m4

nc
5

(3π2�)3
≈ 6,26031238× 1032J/m3. (6.17)

El resultado vaŕıa con la longitud del intervalo del parámetro relativo x [4].
Para valores grandes de este parámetro, la función ε̄ es dominada por la parte
relativista de la dependencia de la presión, y para valores pequeños de x, es
dominada por la parte no relativista. Los valores de las constantes de ajuste
ANR y AR por lo tanto variarán tal como cambia la ecuación (6.17) para
distintos valores del parámetro x. Un rango de diferentes intervalos se eligen
para mostrar el resultado de este efecto, donde 0 ≤ x ≤ xmax.

Usando un programa hecho en Mathematica encontramos el mejor ajuste de
las constantes ANR y AR, los valores son mostrados en la Tabla 4.

Tabla 4: Las constantes no relativistas y relativistas para una estrella de
neutrones con un gas de Fermi de electrones arbitrariamente relativistas.

xmax ANR AR

100 1.145774 2.999737
200 0.8692956 2.999934
300 0.7393258 2.999971
400 0.6590228 2.999983
500 0.6027763 2.999989
600 0.5603698 2.999993
700 0.5269196 2.999995
800 0.4994799 2.999996
900 0.4765051 2.999997
1000 0.4568627 3.000000
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En la Tabla 5 se muestran los valores del radio y la masa de una estrella
de neutrones.

Tabla 5: Radio (en km) y masa (en M�) para una estrella de neutrones con
gas de Fermi de electrones arbitrariamente relativistas para el caso de la
mecánica clásica newtoniana y la RG.

xmax Radio Masa Radio Masa
(Newton) (Newton) (RG) (RG)

R(km) M̄(M�) R(km) M̄(M�)
100 31 3.62228 25 1.95006
200 39 5.54886 31 2.68175
300 45 7.04456 35 3.19079
400 50 8.30029 37 3.58494
500 54 9.39694 41 3.92291
600 57 10.3788 45 4.21223
700 60 11.2699 47 4.46599
800 63 12.0928 49 4.69498
900 66 12.8559 51 4.90347
1000 69 13.5697 53 5.09549

La definición de ε0 y la elección del valor α = R0 = 1,476km, nos da el valor
de β = 0,03778km−3 de las ecuaciones (4.11) y (4.15). Escogemos p̄(0) = 0,01
el cual está claramente en el régimen relativista.

Usamos los mismos valores de la referencia [2]

ANR = 2,4216 y AR = 2,8663, (6.18)

para las constantes de la ecuación (6.17). No conocemos los detalles de los
cálculos para obtener estos valores, por ejemplo podŕıa ser la longitud del
intervalo tomado. Sin embargo ni usando una función de ajuste en Mathe-
matica fuimos capaces de reproducir los valores obtenidos en [2]. El progama
que hicimos está listado en el apéndice C.
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De acuerdo a nuestro programa obtuvimos valores distintos a los de la
Tabla 4, por ejemplo para el caso xmax = 200, obtuvimos que ANR = 8,82927
y AR = 2,99993. Sin embargo decidimos seguir los valores de la Tabla 3 dados
en la referencia [4], para poder comparar aśı los resultados dados en [2].

Si usamos los valores directamente del art́ıculo [2], somos capaces de reprodu-
cir los resultados para el radio y la masa de una estrella de neutrones dentro
de los valores numéricos esperados. Nuestros resultados para la masa y el
radio usando los valores (6.19) son:

R = 15,08km, M̄ = 1,03716M� (Teoŕıa Newtoniana)

R = 13,38km, M̄ = 0,716283M� (Relatividad General, TOV).

La conclusión es que nuestro programa para los cálculos del radio y la masa
de una estrella de neutrones es correcto, lo que implica que obtenemos los
mismos valores que en [2]:

R = 15km, M̄ = 1,037M� (Teoŕıa Newtoniana),

R = 13,4km, M̄ = 0,717M� (Relatividad General, TOV).

La presión y la masa como funciones del radio son graficadas en las figuras
6.2 y 6.3, tal como se muestra a continuación.
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Figura 6.2: La presión adimensional p̄(r) como una función del radio r en km
para una estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva punteada) y
caso Newtoniano (curva continua) con presión central p̄(0) = 0,01 usando la
ecuación de estado de Fermi para la relatividad arbitraria, ecuación (6.17),
para xmax = 100.
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Figura 6.3: La masa M̄ en M� como una función del radio r en km para una
estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva continua) y caso New-
toniano (curva punteada) con una presión central p̄(0) usando la ecuación de
estado de Fermi para relatividad arbitraria, ecuación (6.17), para xmax=100.
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Figura 6.4: Presión adimensional p̄(r) como una función del radio r en km
para una estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva punteada) y
caso Newtoniano (curva continua) con presión central p̄(0) = 0,01 usando la
ecuación de estado de Fermi para la relatividad arbitraria, ecuación (6.17),
para xmax = 1000.
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Figura 6.5: Masa M̄ en M� como una función del radio r en km para una
estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva punteada) y caso Newto-
niano (curva continua) con una presión central p̄(0) usando la ecuación de es-
tado de Fermi para relatividad arbitraria, ecuación (6.17), para xmax = 1000.
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Nuestros resultados son graficados en las Figuras 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5 para
dos intervalos distintos, xmax = 100 y xmax = 1000 comparando la teoŕıa
Newtoniana y la RG. Como se esperaba, los efectos de la RG son más gran-
des para el intervalo xmax = 1000. Esto es porque este intervalo enfatiza la
parte relativista de la ecuación de estado, esto es para x grandes tenemos kF
grandes, lo cual es equivalente a enerǵıa grande (enerǵıas relativistas). Los
efectos de la RG son más importantes para estrellas con masas grandes, i.e.
para las estrellas con un gas de Fermi de electrones relativistas, ya que las
estrellas se expanden en tamaño y masa para una ecuación de estado relati-
vista comparada con una ecuación de estado no relativista.

Calculando el radio y la masa para un rango de presión inicial p̄(0), obtene-
mos una gráfica el radio versus masa, como se muestra en la Figura 6.6.
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Figura 6.6: Masa (en M�) como una función del radio (en km) para una
estrellas de neutrones pura usando una ecuación de estado del gas de Fermi
para los valores de AR = 2,4216 y ANR = 2,8663 en la ecuación (6.17). Las
estrellas en el lado derecho del máximo son estables, sin embago las que están
en el lado izquierdo son inestables contra el colapso gravitacional.
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En la Figura 6.6 las estrellas de masa baja con radios grandes están a la
derecha de la gráfica y corresponden a valores pequeños de la presión inicial
p̄(0). Como la presión central aumenta, la estrella es capaz de soportar una
masa mayor, entonces la masa aumenta. Una masa más grande tiene una
mayor atracción gravitacional, por lo tanto estas estrellas tienen radios más
pequeños. Entonces, el aumento en la presión central corresponde al ascenso
en la gráfica de la Figura 6.6.

La estrella alcanza el máximo de la gráfica en aproximadamente p̄(0) = 0,05,
con una masa de M̄ ≈ 0,776154M� y un radio de R ≈ 10,0489km.

Las soluciones del lado izquierdo del máximo, se vuelven inestables debido
al colapso gravitacional en un agujero negro [2].

Podemos también mostrar una gráfica de la masa máxima para una estrella
de neutrones en presencia de una constante cosmológica, y ver si cambia el
valor de dicha masa de acuerdo a la existencia de tal constante. La Figura
6.7 muestra la masa máxima para una estrella de neutrones con un valor de
la constante cosmológica Λ = 108.
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Figura 6.7: Masa (en M�) como una función del radio (en km) para una
estrellas de neutrones pura usando una ecuación de estado del gas de Fermi
para los valores de AR = 2,4216 y ANR = 2,8663 en la ecuación (6.17) y una
constante cosmológica Λ = 108. Las estrellas en el lado derecho del máximo
son estables, sin embago las que están en el lado izquierdo son inestables
contra el colapso gravitacional.

Como podemos ver en la Figura 6.7 la masa máxima es de 0,776154M�
para un radio de 10,0489km. Estos valores son prácticamente los mismos
que para el caso en donde no hay presencia de la constante cosmológica. Por
lo tanto, podemos concluir que la presencia de la constante cosmológica no
afecta el valor de la masa máxima de una estrella de neutrones que sigue la
ecuación (6.17).
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6.3. Masa Máxima

La razón por la que la Figura 6.6 tiene una masa máxima puede ser expli-
cada de manera general. Podemos argumentar que tanto las enanas blancas
y las estrellas de neutrones deben tener una masa ĺımite más allá de la cual
las configuraciones hidrostáticas ya no sean posibles.

En estrellas fŕıas, el componente térmico de la presión es insignificante ya que
la temperatura es mucho menor que la temperatura de Fermi de la estrella.
Debido a esto, las variaciones en la presión y la densidad de enerǵıa se deben
sólo a los cambios en la densidad.

Un incremento en la densidad resulta en un aumento proporcional en la densi-
dad de enerǵıa de la forma ε = ρc2. Este incremento resulta en un incremento
correspondiente de la atracción gravitacional. Para ser capaces de equilibrar
este aumento, el incremento en la presión tiene que ser lo suficientemente
grande. Pero la tasa de cambio de la presión con respecto a la densidad de
enerǵıa está relacionada con la velocidad del sonido. En la teoŕıa newtoniana,
la velocidad del sonido no tiene un ĺımite superior. En la RE, sin embargo,
la velocidad de propagación de señales no puede exceder la velocidad de la
luz. Este es un ĺımite en el incremento de la presión asociada con cambios en
la densidad.

Como no hay un ĺımite en este incremento en la teoŕıa de la RE, podemos
concluir que todos los objetos compactos fŕıos (como las enanas blancas y
estrellas de neutrones) sufrirán un aumento en la densidad que se tradu-
cirá en un aumento de la atracción gravitacional que no puede compensarse
con un aumento correspondiente en la presión, por lo tanto, hay un valor
máximo para la masa de estos objetos. Pero este valor máximo se origina en
la teoŕıa relativista, por lo tanto las teoŕıas newtonianas puras, tales como la
del equilibrio hidrostático, no nos permiten calcular una masa máxima para
las estrellas.

Cuando introducimos las correcciones de la RG, las ecuaciones de TOV, tien-
den a extender la gravedad, dando aśı un ĺımite inferior para la masa máxima
a diferencia del caso de la RE.
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6.4. Estrellas de Neutrones con Constante Cos-

mológica

En esta sección, resolveremos numéricamente las ecuaciones de TOV con
una constante cosmológica y una densidad de enerǵıa variable. Como en la
sección (4.1), las definiciones para las variables adimensionales masa, presión
y densidad de enerǵıa son

m(r) = M̄(r)M�, p = ε0p̄, ε = ε0ε̄. (6.19)

Estas ecuaciones, junto con la ecuación de estado para una estrella politrópica

p̄ = K̄ε̄γ. (6.20)

Sustiyuyendo lo anterior en las ecuaciones (3.1) y (4.3), obtenemos las ecua-
ciones adimensionales para este caso

dM̄

dr
= βr2p̄

1
γ , (6.21)

dp̄

dr
= −αM̄p̄

1
γ

r2

[
1 + R0

α
p̄

γ−1
γ

] [
1 + 4πε0p̄r3

M�c2M̄
− Λr3

2R0c2M̄

]
[
1− 2R0M̄

r

] , (6.22)

con las constantes de la forma como en las secciones previas.

Los valores para α y β son los mismos que en la sección (6.2). Estos valores
fueron escogidos como en el caso de la relatividad arbitraria (ya que es impo-
sible usar un modelo politrópico ultrarelativista para estrellas de neutrones,
ver sección 6.2) para hacer la integración numérica.

Escogemos los valores de las constantes ajustadas ANR y AR con xmax = 100
y el valor para la presión central de p̄(0) =0.01. Los resultados se muestran
en la Tabla 6.
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Tabla 6: Radio y Masa para una estrella de neutrones de las ecuaciones
de TOV con una constante cosmológica Λ. Los valores de las constantes de
ajuste ANR y AR son tomadas del ajuste para xmax = 100 y una presión
central p̄(0) = 0,01 la cual está en el régimen relativista donde la constante
cosmológica tiene mayor importancia.

Constante cosmológica Radio Masa
Λ R M̄
(s−2) km (M�)
0 25.0372 1.95006
1 25.0427 1.95006
10 25.0428 1.95006
102 25.0428 1.95006
103 25.0430 1.95008
104 25.0563 1.95023
105 25.0742 1.95177
106 25.2543 1.96730
107 28.2073 2.15198

Los radios que obtuvimos son prácticamente los mismos dentro de nuestra
precisión numérica para valores de 0km−2 ≤ Λ ≤ 103km−2. De igual forma
pasa para las masas donde notamos que prácticamente no hay cambio. Sin
embargo, a partir de Λ = 104 se notan pequeños cambios tanto en el radio
como en la masa. Pero el cambio más notorio se da cuando Λ = 107, i.e.
para el valor más grande de la constante cosmológica. Entonces la variación
de masa para el rango de 104km−2 ≤ Λ ≤ 107km−2 es de 0,020%. En las
Figura 6.7 y 6.8 mostramos una gráfica de la masa y la presión como función
del radio, respectivamente, para una estrella de neutrones con Λ = 107km−2.
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Figura 6.8: Masa (M�) como función del radio (km) para una estrella de
neutrones relativista con constante cosmológica Λ = 107km−2.
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Figura 6.9: Presión adimensional como función del radio (km) para una es-
trella de neutrones relativista con constante cosmológica Λ = 107km−2.
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La definción de Λ de la ecuación (3.36), con las unidades restauradas (i.e
G y c distintas de 1) es

Λ =
8πG

3c2
ρvac, (6.23)

con la constante cosmológica Λ en unidadesm−2. Esto implica que la densidad
del vaćıo es

ρvac =
3c2Λ

8πG
. (6.24)

El valor más grande que usamos de la constante cosmológica fue Λ = 1010m−2.
Usando la ecuación (6.25), encontramos entonces que la densidad del vaćıo
correspondiente es ρvac ∼ 1036kg/m3. El valor para la densidad del vaćıo se
ha calculado del orden ∼ 10−27kg/m3 [22], i.e. el valor para el cual nuestros
resultados producen una diferencia de masa (del 0.0020%) es de un factor
1063 más grande que el valor calculado. De esto podemos concluir que la exis-
tencia de una constante cosmológica no afectará el valor del radio ni de la
masa de las estrellas de neutrones. Este cálculo numérico es más general que
el resultado de la sección 3.7, ya aqúı tenemos una densidad de enerǵıa que
no es constante, lo que da lugar a un modelo más realista. Debemos notar
entonces que para el modelo con densidad constante, el efecto de la constante
cosmológica Λ es de mayor importancia que para el caso del modelo con una
densidad variable.

En el siguiente caṕıtulo resolveremos parámetricamente las ecuaciones de
TOV, para el caso de una estrella de neutrones con constante cosmológica.
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Caṕıtulo 7

Soluciones Paramétricas de las
Ecuaciones de TOV

En los caṕıtulos anteriores resolvimos numéricamente las ecuaciones de
TOV para distintos valores de la presión central p̄(0). En este caṕıtulo escri-
bimos dichas soluciones de manera paramétrica. Usaremos una función para
la presión p(r) de la forma

p(r) = a exp−r2/b2 −c, (7.1)

en donde los parámetros a, b y c serán determinados mediante un ajuste. Fi-
nalmente calcularemos la masa máxima y el radio máximo usando la función
de parametrización.

7.1. Soluciones Parámetricas para las Estre-

llas de Neutrones con Constante Cos-

mológica

En esta sección representaremos de manera paramétrica las soluciones a
las ecuaciones de TOV con constante cosmológica. Obtendremos el radio y la
masa de una estrella de neutrones de manera semianaĺıtica. Compararemos
los resultados semianaĺıticos con los resultados numéricos obtenidos en el
caṕıtulo 6.
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Sabemos que las ecuaciones adimensionales de TOV con constante cos-
mológica son:

dM̄

dr
= βr2p̄

1
γ , (7.2)

dp̄

dr
= −αM̄p̄

1
γ

r2

[
1 + R0

α
p̄

γ−1
γ

] [
1 + 4πε0p̄r3

M�c2M̄
− Λr3

2R0c2M̄

]
[
1− 2R0M̄

r

] . (7.3)

Para tener una función p̄(r) (adimensional) consistente con el análisis que
hemos hecho en los caṕıtulos anteriores, debemos de ser cuidadosos en indicar
las dimensiones de los parámetros a, b y c de la ecuación (7.1). Por lo tanto
la forma adimensional de la ecuación (7.1) es

p̄(r) = a exp−r2/b2 −c, (7.4)

en donde r está en km, el parámetro a es adimensional, el parámetro b tiene
dimensiones de km, y el parámetro c es adimensional.

La ecuación (7.4) nos permite encontrar la presión central (adimensional) de
la estrella p̄c = p̄(0) = a− c. Usando la condición de que p̄(R) = 0, podemos
calcular el radio de la estrella de la siguiente manera

R2 = b2 log
[a
c

]
. (7.5)

La masa de la estrella, sin embargo, debe calcularse numéricamente. Es decir
si sustituimos la ecuación (7.4) en la ecuación (7.3) obtenemos

dM̄

dr
= βr2(a exp−r2/b2 −c)

1
γ ⇒

M̄ =

∫
β(a exp−r2/b2 −c)

1
γ r2dr. (7.6)
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Es importante mencional que la ecuación (7.4) no es una solución anaĺıti-
ca de las ecuaciones (7.2) y (7.3), sólo es una representación paramétrica de
las soluciones numéricas encontradas en la sección 6.4 del caṕıtulo 6.

Usando la función de parametrización (7.4), encontramos el valor de los
parámetros a, b y c para distintos valores de la constante cosmológica Λ
mediante un ajuste con los datos numéricos de la sección 6.3. El programa
está listado en el apéndice C.

En las figuras 7.1 y 7.2 se muestra la parametrización comparada con las
curvas numéricas para los casos Λ = 0 y Λ = 105.
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Figura 7.1: Gráfica que compara los resultados numéricos de la presión adi-
mensional p̄ como función del radio con la ecuación (7.1), para una estrella de
neutrones con una presión central p̄(0) = 0,01 y una constante cosmológica
Λ = 0.
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Figura 7.2: Gráfica que compara los resultados numéricos de la presión adi-
mensional p̄ como función del radio con la ecuación (7.1), para una estrella de
neutrones con una presión central p̄(0) = 0,01 y una constante cosmológica
Λ = 105.

Los resultados de los valores numéricos de los parámetros de ajuste a, b
y c se presentan en la Tabla 7.

Tabla 7: Valores de los parámetros de ajuste de la ecuación (7.4), para dis-
tintos valores de la constante cosmológica Λ.

Λ a b c
0 0.0100494 5.14918 0.000041333
1 0.0100494 5.14918 0.000041333
10 0.0100494 5.14918 0.000041333
102 0.0100494 5.14918 0.000041333
103 0.0100494 5.14918 0.000041333
104 0.0100494 5.14922 0.000041324
105 0.0100493 5.14960 0.000041242
106 0.0100481 5.15343 0.000040407

Notamos que los valores de los parámetros de la Tabla 7 no presentan cambios
significativos cuando cambiamos el valor de Λ.
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Con nuestra parametrización también somos capaces de obtener el valor
del radio máximo y de la masa máxima de una estrella de neutrones con
la presencia de la constante cosmológica. Para encontrar el radio máximo
(Rmax) encontramos la ráız de la ecuación (7.4). Para la masa máxima inte-
gramos numéricamente la ecuación (7.6) desde un cierto valor de r hasta el
valor de Rmax, y usamos los valores de β, γ de la sección (6.3), y la ecuación
(7.4) para distintos valores de los parámetros de ajuste a, b y c. El programa
fue hecho en Mathematica y se incluye en el apéndice C.

Para los valores de los parámetros de ajuste a, b y c y Λ = 0, tenemos que el
valor del radio máximo es

R = 12,0426 km,

y la masa máxima es

M = 0,710177M�.

Podemos presentar los resultados del radio máximo (Rmax) y la masa máxima
(Mmax) para diferentes valores de la constante cosmológica. En la Tabla 8 se
muestran los valores numéricos y semianaĺıticos obtenidos del Rmax y Mmax

de una estrella de neutrones.

Tabla 8: Valores numéricos y semianaĺıticos para el radio máximo y la masa
máxima de una estrella de neutrones con constante cosmológica.

Λ Rmax(km) M̄max(M�) Rmax (km) M̄max(M�)
Numérico Numérica Semianaĺıtico Semianaĺıtico

0 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
1 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
10 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
102 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
103 10.0489 0.776154 12.0426 0.710180
104 10.0490 0.776166 12.0429 0.710206
105 10.0502 0.776277 12.0459 0.710468
106 10.0623 0.777387 12.0767 0.713109

78



La Tabla 8 muestra que los valores para el radio máximo encontrados numéri-
camente difieren de los encontrados semianaĺıticamente. Sin embargo, los
valores semianaĺıticos aún están en el rango del radio de una estrella de neu-
trones. En el caso de la masa máxima notamos que los valores semianaĺıticos
son parecidos, aunque son mayores a los valores del caso numérico. Podemos
concluir entonces que los valores encontrados usando la ecuación (7.4), nos
describen de manera correcta los valores del radio y la masa de una estrella
de neutrones en presencia de una constante cosmológica.

En las Figuras 7.3 y 7.4 comparamos las curvas numéricas de M̄(r) y las
curvas de la masa semianaĺıtica de la ecuación (7.6).
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Figura 7.3: Gráfica que muestra la solución numérica (curva punteada) para
M̄(r) y la solución semianaĺıtica (curva continua) para la masa (en M�)
de una estrella de neutrones con presión central p̄(0) = 0,01 y constante
cosmológica Λ = 0.
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Figura 7.4: Gráfica que muestra la solución numérica (curva punteada) para
M̄(r) y la solución semianaĺıtica (curva continua) para la masa (en M�)
de una estrella de neutrones con presión central p̄(0) = 0,01 y constante
cosmológica Λ = 105.

En las Figuras 7.3 y 7.4 notamos que los resultados numéricos y semi-
anaĺıticos coinciden hasta un valor del radio de aproximadamente 12 km,
después de ese valor la curva numérica (curva en rojo) tiende asintóticamen-
te a un valor de la masa. Sin embargo, en el caso de la curva semianaĺıtica
(curva en azul) este comportamiento no es tan claro. Aunque existen esas
diferencias los valores obtenidos para la masa de una estrella de neutrones
en ambos casos son correctos.

En este caṕıtulo fuimos capaces de escribir soluciones paramétricas de las
ecuaciones de TOV, usando una función para la presión de la forma p(r) =
a exp−r2/b2 −c, en donde calculamos los parámetros a, b y c mediante un
ajuste. Calculamos la masa máxima y el radio máximo de una estrella de
neutrones en presencia de una constante cosmológica.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo estudiamos estrellas compactas mediante las soluciones
de las ecuaciones de TOV considerando una constante cosmológica a partir
de una EDE para un gas de fermiones en los ĺımites no relativista y relati-
vista. En el ĺımite Newtoniano, pudimos establecer la masa de 1,24693M� y
radio t́ıpico de 15700km para una enana blanca.

Considerando correcciones provenientes de la RG, resolvimos las ecuaciones
de TOV para estrellas de neutrones con masas de 0,716283M� y radios de
13,38km. Al incluir la constante cosmológica, vimos que la estructura de una
estrellas de neutrones cambiaŕıa si Λ fuera 107s−2. De acuerdo a las observa-
ciones Λ ∼ 10−35s−2 y entonces su existencia no modifica el comportamiento
de estas estrellas.

Pudimos parametrizar las soluciones de las ecuaciones de TOV de una forma
p(r) = a exp−r2/b2 −c y encontramos que los coeficientes cambian poco como
función de Λ. Encontramos expresiones para pc, R mientras que M se deter-
mina por una integración numérica. Es importante mencionar que lo anterior
es la idea original propuesta en esta tesis.

Existe otro tipo de estrellas compactas, las estrellas de quarks, para las cuales
las ecuaciones de TOV toman la misma forma pero Λ define una constante
de confinamiento B, y la ecuación de estado estaŕıa dada por ε = B+3p. Es-
peramos que nuestra descripción paramétrica pueda ser fácilmente adaptada
también a estos objetos. Este trabajo se encuentra en progreso.
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Apéndice A

Derivación de las Ecuaciones de TOV

Siguiendo la referencia [25], derivamos las ecuaciones de TOV de las ecua-
ciones de campo de Einstein bajo la hipótesis de que la métrica es estática e
isotrópica, y que la materia es un fluido perfecto. Lo supuesto anteriormente
se espera que sea una buena aproximación para el interior extremadamen-
te denso de una estrella compacta, ya que la fuerza gravitacional intensa es
equilibrada por una enorme presión y las fuerzas del cuerpo ŕıgido tienen un
efecto insignificante en la estructura. El tensor de enerǵıa-momento tiene que
ser un tensor simétrico de segundo rango que tiene una divergencia covariante
nula. En un fluido perfecto, la presión es isotrópica en el sistema en reposo
de un elemento ĺıquido, y no hay tensiones tangenciales. En este marco de
referencia local el tensor de enerǵıa-momento es

T ′μν =

⎡
⎢⎢⎣

ε 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

⎤
⎥⎥⎦ ,

donde ε es la densidad de enerǵıa y p es la presión. Este resultado puede ser
generalizado para cualquier marco de referencia de Lorentz por una transfor-
mación de coordenadas estándar de la forma T μν = Λμ

αΛ
μ
βT

′αβ. El resultado
para un marco de Lorentz arbitrario es

T μν = −pημν + (p+ ε)uμuν , (8.1)

donde uμ es la cuadrivelocidad de un elemento del fluido. En el marco de refe-
rencia en reposo, donde u0 = 1 y ui = 0. El tensor de enerǵıa-momento dado
por la ecuación (8.1) puede ser generalizado para un campo gravitacional
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arbitrario mediante el principio de la covariancia general,

T μν = −pgμν + (p+ ε)uμuν . (8.2)

La cuadrivelocidad del fluido satisface la relación

gμνu
μuν = 1, (8.3)

ya que dτ 2 = gμνdx
μdxν y

uμ ≡ dxμ

dτ
. (8.4)

La relación entre la presión y la densidad de enerǵıa depende de las pro-
piedades microscópicas de la materia y del estado de la estrella, i,e., de su
temperatura.

En una estrella estática, la tres-velocidad de cada elemento de fluido es cero.
Entonces se sigue de la ecuación (8.3) que

u0 = g
−1/2
00 , ui = 0. (8.5)

Consecuentemente, en una estrella estática el tensor de enerǵıa-momento de
un fluido perfecto dada por la ecuación (8.2) se simplifica

T 0
0 = ε, T i

i = −p. (8.6)

Usando estas expresiones y los tensores de Ricci para este caso, además de
las ecuaciones de campo de Einstein

Gμν = kT μν + Λgμν , (8.7)

obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales para las funciones
ν(r) y λ(r)

e−2λ(r)

r2
[1− 2rλ′(r)]− 1

r2
= kε(r), (8.8)

e−2λ(r)

r2
[1− 2rν ′(r)]− 1

r2
= −kp(r), (8.9)

e−2λ(r)

[
ν ′′(r) + ν ′(r)2 − ν ′(r)λ′(r) +

ν ′(r)− λ′(r)
r

]
= −kp(r). (8.10)
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Podemos integrar la ecuación (8.7) inmediatamente, y obtenemos

e−2λ(r) = 1 +
k

r

∫ r

0

dr′r′2ε(r′). (8.11)

En donde hemos fijado la constante de integración tal que el resultado es
consistente en ĺımite del vaćıo, ε(r) → 0. La métrica es continua en la su-
perficie de la estrella. Por lo tanto, este resultado coincide con la solución de

Schwarzschlid: g11 ≡ −e2λ = − (
1− 2GM

r

)−1
, en r = R,

e−2λ(R) = 1 +
k

R

∫ R

0

dr′r′2ε(r′) = 1− 2GM

R
. (8.12)

Es natural definir la masa M(r), encerrada en un cascarón esférico de radio
r de acuerdo a

M(r) ≡ 4π

∫ r

0

dr′r′2ε(r′), (8.13)

donde el factor anterior es definido tal que el elemento infinitesimal representa
el volumen del cascarón de radio r′ y espesor dr′. La masa total es M =
M(R), y la constante de proporcionalidad de la ecuación (8.7)

k = −8πG. (8.14)

De estos resultados llegamos a que

g11(r) = −e2λ(r) = −
[
1− 2GM(r)

r

]−1

, (8.15)

la cual tiene la misma forma que una de las soluciones de Schwarzschild, con
la diferencia de que la métrica en r depende sólo de la masa encerrada dentro
del cascarón de radio r, y no de la masa total.

De esta información las ecuaciones hidrostáticas pueden ser derivadas de las
ecuaciones diferenciales (8.8)-(8.10). Arreglando los términos, las dos primera
ecuaciones diferenciales pueden ser escritas como

2rλ′(r) = 1− e2λ(r)
[
1 + kr2ε(r)

]
, (8.16)

2rν ′(r) = −1 + e2λ(r)
[
1− kr2p(r)

]
. (8.17)

La derivada de la ecuación (8.17) es

2ν ′(r) + 2rν ′′(r) = 2λ′(r)[1− kr2p(r)]− k[2rp(r) + r2p′(r)]e2λ(r). (8.18)
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Podemos combinar las ecuaciones (8.16), (8.17) y (8.18), y obtenemos una
expresión para ν ′′(r),

2r2ν ′′(r) = 1− [2kr2p(r) + kr3p′(r)]e2λ(r)

−[1− kr2p(r)][1 + kr2ε(r)]e4λ(r). (8.19)

Insertando las expresiones para λ′(r), ν ′(r), y ν ′′(r) en la ecuación (8.10), y
usando el valor f́ısico para k ecuación (8.14), obtenemos la ecuación diferen-
cial para la presión

dp

dr
= −G[p(r) + ε(r)][M(r) + 4πr3p(r)]

r[r − 2GM(r)]
. (8.20)

Esta es la ecuación de Tolman-Oppenhaimer-Volkoff (TOV) para el equilibrio
hidrostático de un objeto esféricamente simétrico. En combinación con la
expresión para la masa ecuación (8.13), y una teoŕıa microscópica para la
relación entre la presión y la densidad de enerǵıa, la ecuación (8.20) nos da
la solución de equilibrio para la presión en una estrella compacta.

87



Apéndice B

Śımbolos y definiciones

Tabla 9: Constantes y sus valores

Constantes Valores

Electronvoltio eV 1,60219× 10−19J
Masa del electrón me 9,10953× 10−31kg
Masa del neutrón mn 1,67493× 10−27kg
Masa del protón mp 1,67262× 10−27kg
Masa del nucleón mN � mp,mn

Constante gravitacional de Newton G 6,67300× 10−11Nm2/kg2

Constante de Planck h 6,62516× 10−34Js
Constante de Planck reducida � = h/2π 1,05450× 10−34Js
Masa solar M� 1,98892× 1030kg
Radio solar R� 6,96000× 108m
Velocidad de la luz c 2,99792× 108m/s
Radio de Schwarzschild del sol R0 = 2M�G/c2 2,47km
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Apéndice C

Programas hechos en Mathematica

Programa para calcular la masa en M� y la presión p̄(r) para una enana
blanca, con una presión central p̄(0) = 10−14.

��caso en donde la presión central vale p�0��10�14��

solutions � NDSolve��p'�r� � If�p�r� � 0,
�Α �p�r��

1

Γ M�r�
r2

, 0.0�,

M'�r� � If�p�r� � 0, Β r2 �p�r��
1

Γ , 0.0�, p�0.000001� � 1 � 10�14, M�0.000001� � 0	,


M, p�, 
r, 0.000001, 5000�, Method 
 
"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" 
 8��

Programa para calcular la masa en M� y la presión p̄(r) de una estrella
de neutrones, para una gas de Fermi no relativista, con una presión central
p̄(0) = 10−4.

��ESTRELLAS DE NEUTRONES��

��Estrellas de neutrones: Caso newtoniano no relativista KF�� me��
��caso en donde la presión central vale p�0��10�4��
Α2 � 1;
Β2 � 0.7636;
Γ2 � 5 � 3;

sol2 � NDSolve��p'�r� � If�p�r� � 0,
�Α2 �p�r��

1

Γ2 M�r�
r2

, 0.0�,

M'�r� � If�p�r� � 0, Β2 r2 �p�r��
1

Γ2 , 0.0�, p�0.000001� � 1 � 10�4, M�0.000001� � 0	,


M, p�, 
r, 0.000001, 17�, Method 
 
"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" 
 6��
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Programa de ajuste de las constantes ANR Y AR de la ecuación de estado
ε̄(p̄) = ANRp̄

3/5 + ARp̄, para una estrella de neutrones.

In[1]:= p�x_� :�
27 Π4

24
1 
 x2 
2 x3 � 3 x� 
 3 ArcSinh�x� ;

Ε�x_� :�
27 Π4

8
1 
 x2 
2 x3 
 x� � ArcSinh�x� ;

In[3]:= Tabla1 � Table�
p�x�, Ε�x��, 
x, 0, 200, 0.001��;

In[4]:= Tabla2 � Table�
N�p�x��, N�Ε�x���, 
x, 1, 100��;

Datos � Tabla1 � Tabla2;

In[5]:= aju � NonlinearModelFit�Tabla1, Anr x3�5 
 Ar x, 
Anr, Ar�, x�

Out[5]= FittedModel� 8.82927x
3�5
� 2.99993x �

aju�"ParameterErrors"�

�0.00146142, 4.38758 � 10�8�

90



Programa de ajuste para los parámetros a,b y c de la función de parame-
trización p(r) = a exp−r2/b2 −c, para el caso de una estrella de neutrones y
una constante cosmológica Λ = 0.

In[49]:= rmin1 � 10�6;
rmax1 � 13.4;
pc � 0.01;
tovn1 �

NDSolve��p'�r� � If�M�r� � 0, �Ro
M�r� Ε�p�r��

r2
1 


p�r�
Ε�p�r��

1 
 Δ r3
p�r�
M�r�

�
� r3

2 Ro c2 M�r�

1 � 2 Ro
M�r�
r

�1

, 0.0�, M'�r� � Δ Ε�p�r�� r2, p�rmin1� � pc,

M�rmin1� � 0	, 
M, p�, 
r, rmin1, rmax1�, Method 
 
"Automatic"��;

In[53]:= fn1 � Plot�Evaluate�M�r� �. tovn1�, 
r, rmin1, rmax1�,
Frame 
 True, FrameLabel 
 
"Radio �km�", "Masa �Msol�"�,
PlotStyle 
 Thickness�0.005�, LabelStyle 
 Directive�Black, 18��;

In[54]:= fn2 � Plot�Evaluate�p�r� �. tovn1�, 
r, rmin1, rmax1�,
Frame 
 True, FrameLabel 
 
"Radio �km�", "Presión adimensional"�,
PlotStyle 
 Thickness�0.005�, LabelStyle 
 Directive�Black, 16��;

In[56]:= datospn1 � Table�
r, Evaluate�p�r� �. tovn1���1���, 
r, 0.1, rmax1, 0.2��;

In[57]:= ajn1 � FindFit�datospn1, a0 �� x
2�b0^2

� c0, 
a0, b0, c0�, x�
Out[57]= �a0 � 0.0100494, b0 � 5.14918, c0 � 0.000041334�
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Programa para obtener de manera semianaĺıtica el valor del radio máximo
y masa máxima, para una estrella de neutrones y una constante cosmológica
Λ = 0.

In[58]:= fitn1�r_� :� a0 ��r2�b0^2 � c0 �. ajn1

In[59]:= fitdatospn1 � Table�
r, fitn1�r��, 
r, 0.1, rmax1, 0.2��;

In[60]:= ListPlot�
datospn1, fitdatospn1�, Joined 
 
 True, False�,
Frame 
 True, FrameLabel 
 
"Radio �km�", "Presión adimensional"�,
PlotStyle 
 
Thick, PointSize�0.007��, LabelStyle 
 Directive�Black, 25��;

In[61]:= radion1 � FindRoot�fitn1�R� � rmin1, 
R, 13��

Out[61]= �R � 12.0426�

In[62]:= NIntegrate�Δ r2 Evaluate�Ε�a0 Exp��r2 � b0^2� � c0� �. ajn1�, 
r, rmin1, Re�R �. radion1���
Out[62]= 0.710177
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