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Capitulo 1

Introduccion

Una estrella se modela como una esfera de plasma, que mantiene su for-
ma gracias a un equilibrio de fuerzas, denominado equilibrio hidrostatico. El
equilibrio se produce esencialmente entre la fuerza de gravedad, que empuja
la materia hacia el centro de la estrella, y la presion que empuja el plasma
hacia fuera producto de reacciones nucleares que ocurren al interior, que tal
como sucede en un gas, tiende a expandirlo. Las estrellas se pueden clasificar
mediante el diagrama de Hertzsprung-Russell (diagrama H-R), el cual es un
grafico de dispersion de las estrellas que muestra la relacion entre las magni-
tudes de las estrellas o luminosidad en comparacion con los tipos espectrales
o clasificaciones y las temperaturas efectivas. Las estrellas tienen diferentes
tamanos, el mas pequeno ni siquiera merece el nombre, puesto que la presion
y la temperatura en su interior no son suficientes para iniciar la fusién. Otras
estrellas son enormes y agotan su energia rapidamente. Como las reacciones
de fusién termonuclear ocurren en el nicleo de una estrella, la presién térmi-
ca disminuye. Finalmente, un punto critico se alcanza cuando la fuerza de
gravedad ya no esta equilibrada por la presion térmica, entonces la estrella
empieza a colapsar. Si la estrella es un par de veces més masiva que el Sol,
el colapso finalmente se detiene debido a la presion de degeneracion de los
electrones, y se forma lo que se conoce como una enana blanca. Si la estrella
es mas masiva, alrededor de diez masas solares, el colapso contintia hasta
que el nicleo atémico comienza a superponerse y el nticleo se estabiliza como
una estrella de neutrones densa. La energia gravitacional liberada cuando el
ntcleo colapsa en una estrella de neutrones produce una explosion gigante,
es decir una supernova, que expulsa las capas externas de la estrella.



Para las estrellas progenitoras extremadamente masivas, se supone que el
colapso conduce a la formacién de un agujero negro.

Las enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros son objetos ex-
tremadamente densos, llamados objetos compactos, los cuales se quedan en
los escombros cuando las estrellas normales mueren.

La importancia en el estudio de las estrellas compactas, se debe a que estas
estrellas presentan caracteristicas extremas, tales como densidades altas y
temperaturas bajas. Ademas, su estudio nos permite analizar el comporta-
miento de los componentes microscopicos de estas estrellas, considerandolos
como un gas de fermiones [1]. El estudio desde el punto de vista microscépico
nos permite entender el caracter cuantico que presentan las estrellas compac-
tas, es decir, aunque sean objetos macroscopicos, tienen un caracter cuantico
que se ve reflejado en que su presion se debe principalmente a la presion de
degeneracion de los fermiones. Se ha estudiado que los nicleos de las estrellas
de neutrones pueden ser estrellas de quarks, las cuales presentan caracteristi-
cas que nos permiten estudiarlas desde el punto de vista de la cromodinamica
cuantica. Por todo lo anterior, nos damos cuenta que el estudio de las estre-
llas compactas tiene un caracter multidisciplinario.

El campo de estudio de las estrellas compactas es multidisciplinario, ya que
estan interesados en su estudio los astrofisicos, astronomos, cosmélogos, y
actualmente también los fisicos de particulas. Es importante remarcar que la
mezcla de ideas de toda la comunidad cientifica que se dedica al estudio de
las estrellas compactas, han dado excelentes resultados para el entendimiento
actual de tales objetos.

Las estrellas compactas se estudian mediante las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV), provenientes de la Relatividad General y que
nos permiten calcular la presién como funcién del radio de un objeto isotrépi-
co con simetria esférica, que esta en equilibrio gravitacional.

En este trabajo, resolvemos las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) para estrellas compactas (enanas blancas y estrellas de neutrones).
Estos objetos poseen una masa maxima que depende de su radio, porque
para un cierto valor nos indicara que la estrella colapsara, como en el caso de
la estrella de neutrones que colapsard en un agujero negro o una estrella de



quarks. Incluimos en nuestro analisis la influencia de la constante cosmologi-
ca A en el radio y la masa de estos objetos [4]. De acuerdo a las observaciones
sobre el valor de A, esta no tiene un efecto en estrellas compactas.

La contribucion original en este trabajo consiste en que logramos una pa-
rametrizaciéon “fenomenoldgica’de la forma p(r) = aexp /¥ —¢ de las so-
luciones de la ecuacién de TOV para una ecuacién de estado (EDE) ¢ =
Angp™ + Agp™, donde 71 = 3/5 y 72 = 1. Esta parametrizacién permite
calcular radios de manera analitica y masas de manera seminalitica para las
estrellas de neutrones con la presencia de la constante cosmoldgica.

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se estudian las caracteristicas de las estrellas compactas,
especificamente a las enanas blancas y las estrellas de neutrones. Asi como
también se analiza la constante cosmoldgica.

En el capitulo 3 se estudian las soluciones analiticas de las ecuaciones de
Tolman-Oppenhaimer-Volkoff (TOV) para el caso de estrellas con densidad
de materia constante.

En el capitulo 4 se estudian las soluciones numéricas de las ecuaciones del
equilibrio hidrostatico para las masas y los radios de las enanas blancas, tan-
to para el caso relativista y no relativista.

En el capitulo 5 se encontraran numéricamente las masas y los radios para
las estrellas de neutrones.

En el capitulo 6 se encontrara una ecuacion de estado para un gas de electro-
nes y neutrones para enanas blancas y estrellas de neutrones respectivamente.
Dicha ecuacién de estado sera til para los casos relativista y no relativista.

En el capitulo 7 escribiremos de manera paramétricas las soluciones de las
ecuaciones de TOV, usando una funcién para la presién p(r) de la forma

p(r) = aexp /¥ —c.

Las conclusiones se presentan en el capitulo 8.



Capitulo 2

Astrofisica de las Estrellas
Compactas

2.1. Estrellas Compactas

La literatura sobre la evolucién y clasificacién de las estrellas, tanto pe-
dagdgica [1],[2] como especializada, es vasta. Nosotros hemos elegido seguir
el trabajo [4] y las referencias que ahi se senialan.

La teoria sobre formacién estelar establece que las estrellas se forman a partir
de nubes de gas en el espacio donde la densidad de materia es ligeramente
mas alta que en sus alrededores. La atraccién gravitacional en estas forma-
ciones de nubes desiguales causan que la materia se junte en esferas. Si estas
esferas consisten en una cantidad suficientemente grande de materia, esto
hace posible que la atraccion gravitacional libere energia suficiente, de forma
que la temperatura se incremente y, de esa manera, comience el proceso de
fusién en sus niucleos. La fusiéon del hidrégeno en helio en la cadena protén-
protéon conduce a que la energia sea liberada. Después la concentracion de
helio se vuelve tan grande que interfiere con esta cadena, la fusion cesa, y la
estrella pierde en su exterior la presién causada por la radiacién de la fusion.
La estrella empieza a colapsar, la energia gravitacional se libera, y su tamano
aumenta. La estrella ahora es una gigante roja. Este proceso de formacion se
ilustra en la Figura 2.1.



Figura 2.1: En un primer momento, la nube colapsa y la radiacién escapa
libre. En la segunda etapa se forma un nicleo més denso y opaco a la ra-
diacién, lo cual hace que se caliente. Finalmente, la caida de material sobre
ese nucleo calienta su superficie, por lo que la protoestrella empieza a emitir
radiacién [10].

La combustion del hidrégeno es seguida por la fusion de nicleos més
pesados, es decir, el proceso triple-alfa donde el oxigeno se produce.

Para las estrellas con la masa més pequena, la inestabilidad producida por el
proceso triple-alfa enfriara las capas externas de la estrella, y se producira la
energia cinética suficiente para ser expulsadas como nebulosas planetarias.
El remanente es una enana blanca (ver Figura 2.2), que es un nicleo denso
principalmente a base de electrones, protones y neutrones. Los neutrones y los
protones estan ligados principalmente en los niicleos de carbono, nitrégeno y
oxigeno, formando una estructura de red con una nube de electrones alrededor
del ntcleo. Veamos algunas caracteristicas de estos objetos.



Figura 2.2: La nebulosa planetaria NGC 2440 contiene una de las enanas blan-
cas conocidas mas calientes. La enana blanca se ve como un punto brillante
cerca del centro de la fotografia. Eventualmente, nuestro Sol se convertird en
una enana blanca, en aproximadamente 5 mil millones de anos. Adaptada de
[11].

2.1.1. Enanas Blancas

La masa de una enana blanca es aproximadamente 0,5 — 0,6 M ! v su
radio es de s6lo 0,001 R, sélo un poco menos que el radio de la tierra, el
cual provoca que la densidad sea muy grande (p ~ 10%g/m?), un factor 10®
menos que la densidad de materia nuclear. El tamano pequeno y la densidad
grande son caracteristicas distinguibles de las estrellas compactas en compa-
racion con las estrellas normales.

La presion soportada por la estrella no viene de ningtin proceso de fusion
en su centro, sino que proviene de la naturaleza cuantica de los fermiones, y
es llamada presion de degeneracion. Esta presion se debe a que el principio

'La notacién y convenciones usadas en esta tesis se muestran en el Apéndice B.



de Exclusion de Pauli establece que no puede haber dos fermiones con todos
sus numeros cuanticos idénticos (i.e., dos fermiones pueden tener la mis-
ma energia solo cuando tienen espin, color u otro nimero cuantico intrinse-
co opuesto). Esto provoca que los electrones tengan una cierta cantidad de
energia cinética, dando lugar a una presion, la cual equilibra la atraccion gra-
vitacional. Esta es otra caracteristica de las estrellas compactas: Las enanas
blancas se estabilizan contra el colapso gravitacional por la presion de dege-
neracién de sus electrones. Dicha presién esta dada por [12]

2B 2 R (R,

p== = = 2.1
3V 31072m, bm.  © (2.1)

donde kr es el momento de Fermi del electrén y m, su masa. Si asumimos una
densidad constante, el radio R del tal objeto puede ser calculado si escribimos
la energia total en términos del radio, el nimero de nucleones (protones y
neutrones) N, el nimero de electrones por nucleén ¢, y la masa del electrén
me,i.e., si el volumen de una esfera esta dado por

4
V= gwR3, (2.2)
entonces la energia puede escribirse como
n2(3m2Ng)? (4 N\ 202 (9 5/8
poMBTNG (4 gy T 2 (9 NN (2
1072m, 3 15mm.R? \ 4

Imaginamos que la esfera esté constituida por capas. Cuando se ha alcanzado
la masa m, y radio r, el trabajo necesario para llevar al préximo incremento

dm es:
AW = — (G—m> dm,

r

que si lo escribimos en términos de la densidad de masa p, m = 47r3p/3, y
dm = 4nr?drp, donde dr es el incremento en el radio, tenemos que:

4 4 d 1672
AW = —G—7r7”3p—r = ——7Tp2G1”4d?"7 (2.4)
3 r 3
y la energia gravitacional total de una esfera de radio R es entonces
16 2 R 16 2 2R5
Eyraw = — T pQG/ ridr = —LG. (2.5)
3 0 15
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Pero p = (NM)/(47R?/3). Entonces

5 167r2R3G9N2M2_ 3 _N2M?
grav 15 16m2RS 5 R

Si queremos encontrar el radio para el cual la energia total es positiva y para
el cual la energia es minima, hacemos lo siguiente:

(2.6)

Consideramos la energfa total de la forma E;,; = A/R? — B/R, donde A =
(2h2/157mm) (97 Nq/4)** y B = 3GN2M?2/5. Entonces, diferenciando Ey,
respecto a R, tenemos que

dEy 24 B

= —— 4 == 2A = BR. 2.
IR 7 + 72 0= R (2.7)
Asi que el valor de R en términos de Ay B es
24 4h (9 s
=5~ . (47T q) 3GNZM2 (28)

Reescribiendo, obtenemos

R= A\ (o RS h ¢ = o 7 h—2ﬁ(29)
or 4 N2 )] Gm/ M? 4 Gm.M? N1/3

Si sustituimos los valores de las constantes

— 5/3
R () N1 (1,055 x 1047 - 5)2 (1/2)"

B (6,673 x 10" Nm2/kg?)(9,109 x 10-3kg)(1,674 x 10-27kg)?
= (7,58 x 10%m) N~/ (2.10)

Dado un valor de N podemos encontrar el valor numérico de R. Por ejemplo,
la masa del sol es 1,989 x 10%° kg, entonces N = (1,989 x 10%°) /(1,674 x
10727) = 1,188 x 10°7; N='/3 = 9,44 x 10~ Finalmente tenemos que

R = (7,58 x 10°°) (9,44 x 107*°) m = 7,16 x 10°m, (2.11)

el cual es un poco mas grande que el radio de la Tierra.

También podemos calcular la energia de Fermi de la siguiente manera:

K2 Ng \** B [(9r  \*?
Ep = 2 = ~—N . 2.12
"7 om, (37T %ﬂ'R?’) 2mR? ( 4 q) (2.12)
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Si sustituimos los valores numéricos en la ecuacién anterior, llegamos a que

1,055 x 10734] - 5)? 9 1723

Ep = (1,035 %) 5 |25 (1,188 x 1077) =
2(9,109 x 10-31kg) (7,16 x 106m)* | 4 2

= 3,102 x 10714, (2.13)

0 en electron volts:
3,102 x 10~ 14
= "7 " eV =194x10%V. 2.14
FZ602x 10-190 " — »or e (2.14)

Sabemos que la energfa en reposo de los electrones es E,.., = mc* = 5,11 x
10°eV. Entonces la energfa de Fermi (energia de los electrones mds energéti-
cos) es comparable con la energia en reposo, por lo que los electrones en una
enana blanca son cercanamente relativistas. Lo anterior es para el caso donde
se considera solamente a la Relatividad Especial (RE), pero cuando consi-
deramos las correcciones provenientes de la Relatividad General (RG), las
enanas blancas son no relativistas, como lo veremos en el capitulo 4. Veamos
ahora lo que sucede con estrellas mas masivas.

2.1.2. Estrellas de Neutrones

Las enanas blancas mas masivas, comenzaran a contraerse de nuevo, ca-
lentando asi su nucleo lo suficiente para fusionar nicleos mas pesados. La
estrella sigue las fusiones en capas como de cebolla, con procesos de fusion
distintos en cada capa, hasta que el niicleo este formado de hierro. La fusién
demandara de energia, no liberara, por lo tanto la fusién se detiene.

La estrella colapsa y explota en una explosién de supernova ya que no hay
ninguna presion de la fusién para equilibrar la gravedad. La masa restante
es ahora una estrella de neutrones (ver Figura 2.3).



Estrella de Neutrones

Masa 1.5 es el Sol

Interior Liquido
Pesado

Mas que todo Neutrones,
con otras particulas

Figura 2.3: Estructura de una estrella de neutrones. Adaptada de [13].

Una estrella de neutrones es un remanente estelar dejado por una estrella
supergigante después de agotar el combustible nuclear en su nicleo y explo-
tar como una supernova tipo II, tipo Ib o tipo Ic. Las estrellas de neutrones
tiene una masa de 1,35—2,1M, y un radio de sélo 10-20 km, causando que su
densidad sea del orden de la densidad de materia nuclear (p ~ 10'%kg/m?),
y el radio decrece cuando la masa crece. Las estrellas de neutrones son atn
mas pequenas, y tienen una densidad mayor que las enanas blancas. La pre-
sion soportada por las estrellas de neutrones es del mismo origen que la de
las enanas blancas, es decir, la presién cuantica (Principio de Exclusién de
Pauli), s6lo que para las estrellas de neutrones, los fermiones que proveen
esta presién son neutrones (y una pequena cantidad de protones) en lugar de
electrones. Como aproximacién, la materia en estrellas compactas se puede
considerar como completamente degenerada. La presion en estas estrellas es
principalmente de degeneracién, ya que la temperatura es baja comparada
con la requerida para tener una energia térmica del orden de la energia de
Fermi.

La temperatura en las estrellas compactas no es en realidad cero, pero es una
buena aproximaciéon, porque la energia del nivel més alto de energia ocupado
por los fermiones es de una magnitud mucho mayor que la energia causada
por la temperatura. Asi, los fermiones estan aproximadamente en el estado
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base del sistema de muchas particulas, por lo tanto, la temperatura es de
aproximadamente 7" = 0, lo que causa que la Ecuacién de Estado (EDE) sea
precisamente de la forma

p=f(p), (2.15)

en donde p es la densidad materia y f(p) es una funcién arbitraria de la
presion p.

Podemos extender la teoria de un gas de electrones libres al dominio rela-
tivista reemplazando la energia cinética clésica, E = p*/2m, por la férmula

relativista, £ = \/p2c2 + m2c* — mc?.

El momento estd relacionado con el vector de onda de la manera usual:
p = hk. En particular, en el limite ultrarelativista, £ =~ pc = hck.

Si reemplazamos h*k?/2m en la ecuaciéon dE = (h*Vk?)k*dk/(2m=n?) por la
expresion ultrarelativista, hck, y calculamos la FEy, en este régimen de la
siguiente manera:

2

1% heV o [kF heV
dE = (hek) —k*dk = Eryy = WC— /0 k3dk = 4C—7T2kjé; (2.16)

donde kp = (372N¢q/V'). Entonces,

4/3

Bt = 1 (37°Ngq)" VA, (2.17)

También podemos calcular el niimero critico de nucleones N, tal que el co-
lapso gravitacional ocurra para N > N,.. A este resultado se le conoce como
el Limite de Chandrasekhar. Para obtener lo anterior tenemos que considerar
lo siguiente:

El volumen para este caso es

4
Vzgmﬁ. (2.18)

Entonces, la energia de degeneracion es

he a3 (AT 173 he (9 43
Edeg:m(371'2Nq) <?) =3\ 77™NVe) - (2.19)

11



Poniendo la ecuacién anterior en la energia gravitacional y usando el resul-
tado obtenido en el caso de las enanas blancas, tenemos que
A B

Etot = 5 T 5>
R R
donde A = he(97Nq)*/3/3m(4)*3 y B = 3GN2M? /5. Entonces si derivamos
Ei; respecto a R obtenemos

dFEo (A— B)

pero no hay un valor en especial de R para el cual E;, sea minima. Sin
embargo, podemos identificar un punto critico, el cual es:

(2.20)

A=B(E —0);»E DN 4/3—§GN2M2 (2.22)
T e sr\d 1) T ' ‘

Entonces la densidad critica de nucleones es

15 he\*? ¢
N. = —+/ -
©~ 16 57T(G) M3

que numéricamente es
N, = 2,04 x 10°7. (2.23)

El resultado anterior nos da aproximadamente dos veces el valor de la densi-
dad de nucleones en el sol.

Finalmente, podemos calcular el radio de la estrella de neutrones usando la
masa del sol, asi como también la energia de Fermi, y de esa manera podre-
mos hacer una comparacién con la energia en reposo de un neutrén. Para
calcular el radio R consideramos lo siguiente:

Usando el mismo razonamiento que para las enanas blancas, pero con m, —
my, v ¢ — 1, ademas de que multiplicamos el resultado obtenido en esa caso
por el factor (2)*3m/M, tenemos que el radio es

5/3 (9,109 x 10731)

R = 2 (674X 1075 (7,58 x 10%®m)N /3

= (1,31 x 10%m) N~/3. (2.24)
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Usando N = 1,188 x 10°7, entonces
R = (1,31 x 10*m) (9,44 x 107*°) = 12,4km. (2.25)

O sea que podemos acomodar aproximadamente, una de estas estrellas en 12
campos de futbol.

Para obtener la energia de Fermi Er, usamos nuevamente los resultados para
el caso de las enanas blancas, sélo que ponemos ¢ = 1, el valor del radio R
para las estrellas de neutrones y el valor de la masa m,, del neutrén:

7.16 x 106\ % /9.11 x 10-3!
E :22/3 ) ) 1 4 1 5 _ 1 7 ‘
) (1,24 X 104> (1,67 X 10—27) (1,94 x 10°%eV) = 5,60 x 107eV
(2.26)

La energia en reposo de un neutrén es 940MeV, lo que significa que una
estrella de neutrones es razonablemento no relativista. Lo anterior es si con-
sideramos solamente a la RE, pero si tomamos en cuenta las correcciones
provenientes de la RG las estrellas de neutrones son relativistas como se ana-
lizara en el capitulo 5.

Las enanas blancas pueden ser observadas directamente con telescopios 6pti-
cos en su periodo de reflexion (~ 25 billones de anos). Las estrellas de neu-
trones, pueden ser observadas directamente como fuentes de radio punzantes
(pulsares) o indirectamente como fuentes periédicas de rayos X (pulsares de
rayos X).

A continuacion consideramos uno de los ingredientes mas controversiales de
la Relatividad General, la constante cosmoldgica.

2.2. Constante Cosmolégica

En esta seccion, analizaremos la constante cosmoldgica, basandonos en
el trabajo [4]. Ademés exploramos el articulo [5] que nos habla del misterio
que esconde la constante cosmoldgica. La constante cosmoldgica fue intro-
ducida por primera vez por Albert Einstein [6], quien necesitaba un término
de balance en las ecuaciones de Relatividad General (RG) que describen el
universo a gran escala. Einstein asumio que el universo era estatico, por lo
que colapsaria sin un término de equilibrio debido a la atraccion gravitacio-
nal. Mas recientemente, se ha observado que el universo se esta expandiendo
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[14]. Einstein llamé a la introduccién de una constante cosmoldgica como “su
mayor metida de pata”.

Aunque no hay una necesidad de equilibrar las ecuaciones para el universo
estatico, como sabemos el universo es dinamico, hay algunos indicios de que
existe una constante cosmolégica. La Sonda de Microondas Anisotrépicas de
Wilkinson (WMAP) por sus siglas en inglés, mide la Radiacién Césmica de
Fondo de Microondas (CMB) del universo (ver Figura 2.4).

Figura 2.4: Penzias y Wilson descubrieron el resplandor remanente del Big
Bang y fueron galardonados con el Premio Nobel en 1978 por su descubri-
miento. E1 COBE descubrio por primera vez los patrones en el resplandor. El
WMAP proporciona los patrones de relieve mucho mejor para dar a conocer
una gran cantidad de informacion sobre la historia y el destino del universo.
El receptor de microondas de Penzias y Wilson-1965 (SI). La simulacién del
cielo vista por el receptor de microondas de Penzias y Wilson-1965 (SD). Ima-
gen de la nave espacial COBE-1992 (MI). Vista del universo temprano vista
COBE-1992 (MD). Equipo de computacién de la nave espacial WMAP-2001
(IT). Simulacién del universo temprano por el WMAP (ID) [14].
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Las observaciones indican que el universo es plano. Por lo tanto, tiene que
haber una cierta densidad critica. La primera de las ecuaciones de Friedman,
la cual es una aplicacion de la RG en la cosmologia, define un parametro de
densidad:

Q= (2.27)

Aqui, p es la densidad del universo y p. es la densidad critica para la cual la
geometria del universo es plana. El valor de {2 determina cuando el universo
es cerrado, abierto o plano. Para €2 < 1, el universo es abierto, y si €2 > 1
el universo es cerrado. Pero esta ecuacion sélo es valida para un universo sin
una constante cosmoldgica.

La forma mas general de un término de balance, sin embargo, se puede escri-
bir como una suma de varias contribuciones. Un ejemplo de esto es el modelo
Lambda-CDM, donde Lambda es la constante cosmolégica y CDM (por sus
siglas en inglés ) denota a la materia oscura fria, ambas se definen mas abajo
[15]. Seguin este modelo, existen importantes contribuciones a €2 de bariones,
materia oscura fria y energia oscura. La planidad del espacio-tiempo indica-
da por WMAP implica que el parametro de curvatura K ~ 0. La primera
ecuacion de Friedman se escribe a menudo en esta forma

— =Qpa '+ Qa7 + Q) — Kc?a™2. (2.28)

En esta expresion, c es la velocidad de la luz, Hy es la constante de Hubble, y
H es el parametro de Hubble que describe el rango de expansion del universo.
Esta se define como '2
a

H=—, (2.29)

a2
donde a es el factor de escala, una funcién del tiempo la cual representa la
expansion relativa del universo. La (2 es la densidad de radiacién actual, €2y,
es la densidad de materia (baridnica y oscura) actual y €2, es la densidad del
vacio (o constante cosmoldgica) actual.

La radiacién césmica de fondo medida por WMAP indica que la cantidad
total de materia (ambas bariénica y materia oscura) en el universo representa
aproximadamente sélo el 27 % de la densidad critica. Por medio de mediciones
de fluctuaciones en la radiacién césmica de fondo, el WMAP puede determi-
nar la composicién del universo. Ademas de cerca del 4% de la composicién
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del universo es materia atémica (Gas, estrellas, etc.), y aproximadamente el
23 % es de materia oscura fria, y 73 % proviene de la energia oscura, de la
que poco se sabe. Por lo tanto, aproximadamente el 96 % de la densidad de
energia en el universo es de una forma que nunca se ha detectado directa-
mente en el laboratorio, como se muestra en la Figura 2.5.

Gas
| 3.6% Intergalactico
0.4% Estrellas; efc.

Figura 2.5: Composicién actual del universo. Adaptada de [16].

La naturaleza de la energia oscura es una cuestion especulativa, pero se sabe
que es muy homogénea, no muy densa y de interactuar sélo lo haria a través
de la gravedad. Las dos principales teorias son la quintaesencia y la constante
cosmoldgica. La constante cosmoldgica describe una distribucion homogénea
de la energia en todo el universo, y la quintaesencia describe un campo de
diferente energia que depende de la posicion y el tiempo. Nos centraremos
en la constante cosmoldgica a partir de ahora.

La densidad de energia relacionada con la constante cosmolégica es a menudo
llamado la energia del vacio, ya que es precisamente la energia del vacio. La
energia oscura se cree que es la razén de la expansion acelerada del universo,
debido a su presién negativa. La energia oscura tiene una presion negativa
porque la energia tiene que perderse desde el interior para hacer el trabajo
en el contenedor. Un cambio en el volumen dV requiere un trabajo igual a
la energia —pdV con p siendo la presién. Pero la cantidad de energia en una
caja de energfa de vacio debe aumentar cuando aumenta el volumen (dV es
positivo), porque la energia es igual a py..V, donde p,q. es la densidad de
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energia de la constante cosmologica. Por lo tanto, p es negativa y, de hecho,
P = —Puac-

De acuerdo a las ecuaciones de Friedman, la presion dentro de una sustancia
contribuye a la atraccién gravitacional sobre otros objetos, asi como su masa
y densidad lo hacen. Por lo tanto, la presién negativa causa repulsion. En la
energia oscura, este efecto es mayor que la atraccién causada por la masa, y
el efecto global es una fuerza repulsiva.

La materia oscura por otro lado, es materia que interactiia débilmente con la
radiacion electromagnética, lo que hace dificil observarla. Se cree que puede
ser materia baridénica que se encuentra en forma de estrellas enanas cafés y
MACHOS (Objetos Astrofisicos Masivos de Halo Compacto), o materia no
barionica. La cantidad total de materia oscura baridénica puede ser calculada
de la nucleosintesis del Big Bang y de observaciones de la radiacién coésmica
de fondo, y ambos resultados nos dan un valor mucho mas pequenio de la
materia oscura baridénica que la materia oscura total.

La teoria més probable es que la materia oscura se compone principalmen-
te de uno o una mezcla de las variedades de la materia no bariénica: la
materia oscura caliente, tibia o fria. El nombre refleja las energias de las
particulas, es decir, las particulas calientes se mueven con velocidad ultra-
relativista, las tibias se mueven relativistamente y las frias se mueven con
velocidad no relativista. Ejemplos de las distintas variedades son: Neutrinos
(calientes), gravitinos y fotinos (tibias) y particulas supersimétricas tales co-
mo WIMPs [Particulas Masiva que interactiian débilmente, incluyendo neu-
tralinos| (frias). Las velocidades se refieren a la epoca de recombinacién y
no a la epoca actual, de hecho se pueden definir en las epocas en las que
empiezan a formar galaxias. Entonces hay que tener bien en claro que las
velocidades referidas no son en el presente (podria haber materia oscura mo-
viéndose a velocidades mucho menores que la luz a nuestros dias).

Mediante el uso de lentes gravitacionales, es posible calcular la abundancia
de la materia oscura, por ejemplo, en los cimulos de galaxias. El efecto de
una lente gravitacional se basa en la RG para predecir las masas debido a la
curvatura de la luz causada por la materia.
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La lente débil mira a distorsiones a microescala de las galaxias, debido a
los objetos en primer plano. A través del analisis estadistico, la distribucién
media de la materia oscura se puede encontrar (ver Figura 2.6).

Figura 2.6: La masa de un grupo de galaxias gigantes, CL0025 y 1654, si-
tuadas a unos 4.500 millones de anos-luz, produce una lente gravitacional
cHésmica curvando la luz tal como predice la teoria de la relatividad de Eins-
tein, de manera que forma imagenes detectables mas distantes ain que las
propias galaxias. El mapa resultante muestra la materia oscura invisible en
azul y las posiciones de los grupos de galaxias en amarillo. La materia lu-
minosa sigue de cerca la acumulacién de materia oscura, ya que la materia
oscura es mucho mas que la luminosa y es la que define los pozos de potencial
que estan manteniendo a los bariones en sus 6rbitas [17].
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Las estrellas compactas se estudian a partir de las ecuaciones de Tolman-
Oppenhaimer-Volkoff. En el siguiente capitulo introduciremos estas ecuacio-
nes en un caso ideal, que permite obtener resultados analiticos.
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Capitulo 3

Las Ecuaciones de
Tolman-Oppenheimer-Volkoft
(TOV)

En este capitulo resolveremos analiticamente las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV) (ver deduccién en el apéndice A) para el caso
de estrellas con densidad de materia constante. Observaremos que estos ob-
jetos poseen una masa maxima, el cual calcularemos junto con el radio de
Schwarzchild. Finalmente, obtendremos el limite Newtoniano para la presion
a partir de nuestras expresiones. Seguiremos la referencia [4].

Las ecuaciones TOV describen a las estrellas de neutrones mejor que las ecua-
ciones newtonianas del equilibrio hidrostatico, ya que toman en consideracién
correcciones provenientes de la RG. Basandonos en una métrica esférica, de
la forma

_ 2Gm(r)

2

—1
ds? = —e?(M 242 + <1 ) dr® +r*(d9? + sin* 0de?),  (3.1)

rc

las ecuaciones de TOV para las estrellas estaticas con simetria esférica son
3]

dﬂ;ir) — 4 p(r), (3.2)
dflgr) _ (1 - 2@;@)1 (G%(r) N 47G;p(r)> (3.3)
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dr c2 dr '

asi que combinando las tultimas 2 expresiones, la ec. de TOV es

) _ (piy 4 20 20 )

p(r) 47rr3p(r)
dntr) __ Golrymr) (1+ 75 ) (1+558) .
dr r2 <1 2Gm(r)> ' '

T3
donde m = m(r) es la masa, r es el radio, p = p(r) es la densidad de masa y
p = p(r) es la presién de la estrella. La ecuacion (3.4) es la que difiere de la
ecuacion Newtoniana del equilibrio hidrostatico

dr 72

por tres factores adimensionales adicionales. La ecuacion (3.2) es la misma en
ambas teorias. Cuando el término “ecuaciones de TOV” es usado, sélo una de
las ecuaciones es diferente de sus contrapartes Newtonianas, pero el conjunto
de las dos ecuaciones son normalmente llamadas ecuaciones de TOV por lo
que sera la convencion que usaremos aqui.

Usaremos unidades naturales, donde G = ¢ = 1.

3.1. Solucion de las Ecuaciones de TOV con
Densidad Constante

En el caso de una hipotética estrella de densidad constante, la presion
p es independiente de la densidad p. Reescribimos la ecuacion (3.4) de una
forma mas compacta para facilitar la integracién:

dp (€ + p) (m + 47r3p)
dr r(r —2m) ’ (5.7)

en donde € = pc?. La ecuacién general para la masa de un objeto esférica-
mente simétrico con densidad constante es

/ dm' = 47r,0/ r2dr’, (3.8)
0 0
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que integrando, nos dice que

m(r) = 47T§T : (3.9)

Insertando la ecuacién (3.8) en (3.6), obtenemos

d 4 3
dp _ __W(p+p)8(p+ p) (3.10)
dr 3 1 — Smpr?

Integrando desde una presion central p. = p(r = 0) hasta una presion p,

entonces
/p dp’ A /T r'dr’ (3.11)
v (P+P)(p+3p) 3 Jo 1 8’ '

tal que la integral del lado derecho de la ecuacién (3.10) es

_87rp'r2
Ar [T r'dr’ 1 s dl

—_— = — 3.12
3 Jo 1_% 4p J; u’ (3.12)

donde hemos hecho la sustitucién «' = 1 — 8mpr'?/3. La integracién puede
hacerse facilmente, y da

2

1 1—8W§T2 du’ 1 1_8‘”%
4— —/ = 4—ln
p )i u P
1 87 pr?
= —In(1-— . 3.13
4p n( 3 ) (813

El lado izquierdo de la ecuacién (3.10) es

/ b dp/ B / b dp’
e (P+D)(p+3p) e (P2 +4pp + 3p'?)
1 <3p + p) '
= —In
2p ptp |

1
_ 1L {m (3p+ﬂ) i (3%“)} C(314)
2p pEp petp
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Combinando las ecuaciones (3.12) y (3.13), llegamos a

1 1 2
Lln(20) o (Br)] - Ly (ot
2p p+p Petp 4p 3

3p+pp.t+p 1_87rpr2
p+p 3pe+p 3
3 3Pe 2
PED _ PP [y TR (3 5)
p+p P+ Pe r

donde en la tltima linea, hicimos la sustitucién de m(r) = 4wr®p/3 para
incluir la masa de la estrella.

Podemos encontrar el radio de la estrella con la condicién de que la presion
se anule, i.e. p(R) = 0. Para encontrar una expresiéon de como el radio de la
estrella depende de su masa y densidad de energia, insertamos los valores de
p=0yr=Renlaecuacién (3.14), y obtenemos

3 . ’
8mp 3pe+p
que cuando sustituimos en la ecuacion (3.12) nos permite eliminar la presién

central p.:
1 — 2M1ﬂ2 1—
\/ \/ (3.17)

T

Aqui M = 47R3p/3 es la masa de la estrella. Ahora tenemos una ecuacién
para la presién de una estrella compacta con densidad de materia constante.
En la Figura 3.1 se muestra la grafica de esta expresion.

(3.16)

3.2. El limite superior de la masa de las es-
trellas

Insertando el valor r = 0 en la ecuacién (3.16) para obtener una expresién
de p. en términos de R y M, llegamos a

2M
L=y1="% aom 1_(pc+p)2
3p.+p)

(3.18)




0.2t

0.0L.

R (km)

Figura 3.1: Presion de una estrella de neutrones de densidad constante como
funcién del radio, ecuacién (3.16).

Introduciendo la variable z = p/p. en la ecuacién (3.17) implica

2M 1+z\° 2
e e (319)

tal que A(z) = (1 4+ z)/(3 + z). La ecuacién (3.18) alcanza su valor maximo
cuando A(z) alcanza su minimo, debido al signo negativo del término A(z).
Por lo tanto,  es una variable de la constante p. y de p, las cuales nun-
ca pueden ser negativas, lo que implica que x no puede ser negativa. Para
encontrar el minimo de A(z), calculamos la derivada

iMe) _ 2 (3.20)

dx (3+x)?
Esto siempre es positivo, i.e. A(z) crece cuando = decrece. Entonces, el mini-
mo de A(z) debe ocurrir cuando x = 0. Poniendo x = 0 en la ecuacion (3.18)
resulta el valor de la masa M
2M 1

4
—1--=M=-R. 21
I 5 = 9R (3.21)

La ecuacién (3.20) nos permite obtener el valor de la masa maxima para una
estrella de un radio dado. La existencia de este limite se debe a la incorpo-
raciéon de la relatividad (tanto especial como general) en las ecuaciones de
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TOV. Sin embargo, no hay un limite correspondiente en la teoria newtoniana
del equilibrio hidrostatico.

3.3. El radio de Schwarzschild

Si M = 47pR?/3 en la ecuacién (3.15), obtenemos que

2M
(p+ 3p.)? (1 - 7) = (p+p.)*. (3.22)
Manipulando un poco la ecuacion anterior:
IM 12Mp 2M p?
22 (4 — — e 4p — — =0, 3.23

y resolviendo para p., nos da como resultado

(14 5 [ (1= )]+ 0 (4 o)

DPe =
= %)

Para obtener un valor real de p.., la expresion dentro de la raiz de la ecuacién
(3.23) debe ser positiva, de otra manera la presion central seria compleja,
y la ecuacién (3.23) no tendria sentido. Para encontrar el valor donde esto
pase, calculemos el limite,

40 (1 2]+ 200 (4 20)

3M\1>  16Mp? 9M
4p(1- = 41— =
o (=5)) R () oo
R=2M. (3.25)

El resultado obtenido para R es conocido como radio de Schwarzschild, y
se define como el horizonte de eventos de una agujero negro. De una region
esférica con este radio, ninguna informacién puede escapar. Salvo en procesos
cuanticos donde se tiene la radiacion de Hawking.

(3.24)

3.4. El limite Newtoniano

Para encontrar el limite Newtoniano de la ecuacién (3.16), usaremos la
condicién 2M /R < 1. Esto viene del hecho de que la métrica
2m(r)

ds? = —e?d? + (1
r

—1
) dr® + r?dQ?, (3.26)
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la cual describe la geometria del espacio tiempo, debe ser casi plana en el
limite Newtoniano. Una métrica plana describe el espacio Fuclidiano, y esta
es la forma de la métrica, cuando no hay influencia de la RG, y en el limite
Newtoniano no hay efectos de la RG.

De acuerdo al Teorema de Birkhoff , podemos establecer que las solucio-
nes esféricamente simétricas de las ecuaciones de campo de Einstein en el
vacio, deben ser estaticas y asintéticamente planas. El Teorema de Birkhoff
se enuncia de la siguiente manera [19]:

Teorema 3.1 (Teorema de Birkhoff) Para una distribucion de materia
simétrica, las ecuaciones de campo de Finstein tienen una solucion unica. Si
consideramos la derivada de la ecuacion

dR\*> 87Gpy
_ = —kc? 2
(dt) 3R “ (3:27)

obtenemos que

dRd*R  87GpydR B

dat daE 3R dr
Cancelando la primera derivada, y usando que R3*(t)p(t) = cte. = R3(to)po =
po, donde p es la densidad actual del universo. Entonces obtenemos que

(3.28)

d’R 4

Este es el Teorema de Birkhoff.

Entonces la métrica mas general fuera de una estrella esféricamente simétrica
y estatica es de la forma [20]:

ds® = —goodt® + gprdr® + r2dQ?, (3.30)

donde por las ecuaciones de Einstein en el vacio, esféricamente simétricas
identificamos a goo = (1 —2M/R) v a g, = (1 —2M/R)™", ademés de que
M es la masa total de la estrella. Para una métrica casi plana, goo y ¢, debe
ser aproximadamente uno:

1 2M il~1:>2M—>0 (3.31)
R - R ’ ‘
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i.e. la métrica es casi plana cuando M < R.

Cuando esta aproximacion se aplica a la ecuacién (3.16), obtenemos

(1)~ (1)

p = p .
3(1-%) - (1-%)

R3
7.2
- (332
TR

y como el cociente 2R /M es mucho mayor que los otros términos en el deno-
minador, entonces

pM r?
~—I1—-—= ). .
P~ %R ( R2) (3.33)
Insertando la expresién M = 4wpR3/3 llegamos a
2 2
p= ng (R*—1r?). (3.34)

Para obtener las unidades correctas, reinsertamos los factores de G y c¢. Esto
se hace poniendo M — MG, R — R*/c* y r — r?/c%, finalmente obtenemos

la siguiente expresion
271G p?
= R* —1?). 3.35
p= (R ) (339)
Esta es la misma expresién que obtendremos usando la teoria Newtoniana

como se muestra en la derivacién de abajo.

A partir de la ecuacién (3.5) escrita en unidades naturales (G = ¢ = 1),
asumimos una densidad constante de la estrella, i.e. p(r) = p. Entonces
podemos insertar la ecuacién (3.8) en la ecuacién (3.34), obteniendo

dp 47t pPr
— =— . 3.36
dr 3 ( )
Para r > R, la presién sera cero, pero para r < R, tenemos
P A7 0? r
/ dp = — P / r'dr’!
Pc 3 0
2 2
Pe—p = 7¥r% (3.37)
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en donde la constante p. es la presién para r = 0 (presion central):

0 47 02 R
/ dp = — w / rdr (3.38)
Pc 3 0

2 2
Pe = gp r2, (3.39)

e insertando esto en la ecuacién (3.36), tenemos que:

_ 2mp?
P=3

(R* —r?). (3.40)

Reinsertando los factores G'y ¢

_ 2nGp?
p= 3c?

(R* —1?). (3.41)

Esta expresion se muestra en la Figura 3.2, para una estrella de neutrones
de radio R = 15km y una masa de 1,5M,.

Lo obtenido anteriormente demuestra que si tomamos el limite newtoniano
de la solucion de las ecuaciones TOV con densidad constante nos da el mis-
mo resultado que cuando se utiliza la teoria de Newton pura, que es lo que
esperabamos. En la Figura 3.3 se muestra la comparacién entre el caso rela-
tivista y Newtoniano para una estrella de neutrones con densidad constante.
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Figura 3.2: Presion de una estrella de neutrones de densidad constante como
funcién del radio, ecuacion (3.40).

1.4

0 2 q 6 8 10
Radio (km)

Figura 3.3: Comparacién entre el caso relativista (curva continua) ecuacién
(3.16) y el caso Newtoniano (curva punteada) ecuacion (3.40) de la presién
como funcion del radio para una estrella de neutrones con densidad constante.
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En la siguiente seccién resolveremos analiticamente las ecuaciones de
TOV con una constante cosmoldgica, para el caso de una estrella con densi-
dad constante.

3.5. Solucion de las Ecuaciones TOV con una
Constante Cosmolégica

En esta seccién, seran resueltas analiticamente las ecuaciones de TOV
con un término que incluye la constante cosmologica para el caso de estrellas
con densidad de materia constante. La constante cosmologica se define como
[7]

A = BTPrac

3

en unidades naturales (G = ¢ = 1) y donde py.. (densidad del vacio) es la

densidad de materia de la energia oscura en el universo. La definicién de la
constante cosmoldgica es a veces dada sin el factor de 3 [8].

(3.42)

30



Las ecuaciones de Einstein incluyendo la constante cosmoldgica, estan
dadas de la siguiente forma [21]:

1 e
ERQW"‘AQW -z TMV’ <3'43>

A
en donde 1R, es el tensor de curvatura de Ricci, R es el escalar de curvatura
de Ricci , g, es un tensor simétrico de 4 x 4, A es la constante cosmoldgica
y T, es el tensor de energia-momento.

R, —

Por lo tanto la ecuacién de TOV para la presién con una constante cos-
moldgica difiere s6lo por un término extra de correccién en comparacion con
la ecuacién original ecuacién (3.6), y este término es

[1 + M} = {1 Ay A ] . (3.44)

m(r)c? m(r)c? B 2G'm(r)

Siguiendo la referencia [2], entonces la ecuacién (3.4) con constante cos-
moldgica se convierte en

p(r) drrdp(r) _ Ar®
d_p _ _Gp('r’)m(r) [1 + p(r)cz:| [1 + m(r)c? 2Gm(7’):| (3 45)
dr r2 [1 2Gm(r)] ' ’

c2r

Usamos ahora la condicién de que la densidad de materia es constante, i.e.
p(r) = p, junto con la ecuacién (3.8) para la masa, y unidades naturales,
llegamos a

3p _ 3A
L |
d - 3 8mr?
7" L
—r(p+p)(p+tr—3%)
= — 3 : (3.46)
2 ()
Definiendo 3
a? = —, (3.47)
8mp
la ecuacién (3.45) se reescribe como
d 3p — Aa?
dp _ (p+p)(p+3p Qap)r' (3.48)
dr 2pa? (1-5)

31



Integrando desde una presion central p. hasta una presion p, tenemos que

b dp’ 1 /r oy
- 7 3.49
/pc (p+1)(p+3p —Aa?p)  2pa® Jo 1 -5 (3.49)

a

Sea
r'=asiny’. (3.50)

Por lo tanto, la integral del lado derecho de la ecuacién (3.48) es

1 "ordr! 1 [Xsiny
Ip=— / n X gy (3.51)
2pa® Jo 1-23 2p J,, cosx’
Calculando la integral
X
1
Ip = 3 In(cosx')| (3.52)
Xe

LFDLmO—ﬁ>. (3.53)

La integral del lado izquierdo de la ecuacién (3.48) es

/

I, = / ’ dp
! v (p+ D) (p+3p — Aa?p)

/ ! i (3.54)
= ) 3.54
e 3P+ (4= Aa?)pp’ + (1 — Aa?)p?
Definimos la constantes

A= (4-Ad*)p, B=(1-Ad*)p" (3.55)

Realizando la integracion de la ecuacion (3.53) obtenemos tres casos depen-
diendo del signo de A? — 3B.

1 P<%+A_”Fi@>_m(m+A_”F:§ﬂ,

[ =
b oyAr 3B 3p+ A+VA2— 3B 3p. + A+ /A2 — (33 )
3.56
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para A? — 3B > 0 el cual es el mismo caso que para la ecuacién de TOV
ordinaria.

I = ! [arctan (ﬂ) — arctan (M>] (3.57)
V3B — A2 V3B — A2 V3B —A2) ]’
para la condicién A2 —3B <0, y
1 1
- 3pe+ A 3p+ A

I, (3.58)

para A2 — 3B = 0.

Para saber cual es el caso fisicamente relevante, derivamos y = A% — 3B =
(4 — Aa?)”® p* — (1 — Aa?) 3p? con respecto a z = Aa?;

y(x) = (4—2)"p* — (1 —x)2p", (3.59)
Tenemos que
d
é = 5%+ 2pz, (3.60)
d*y
B = 20°. (3.61)

Igualando la ecuacién (3.60) a 0 para encontrar los extremos de la funcién
y(x), obtenemos

= Aa* = g (3.62)

Entonces, A = 207p/3 es un extremo. Ahora, queremos saber si es un minimo
o un maximo. Como la ecuacién (3.60) muestra que la curvatura de y es
siempre positiva, el punto x = 5/2 es un minimo. La funcién y tiene un
minimo positivo para valores positivos de la densidad de materia p, i.e. la
funcién es siempre positiva, entonces para el caso (A? — 3B) > 0, la solucién
del lado izquierdo de la ecuacién (3.48) es aplicable.

Combinando el lado derecho y el lado izquierdo de las ecuaciones (3.53) y
(3.56), tenemos las siguientes expresiones

iln 1—70—2 = l In —3p+A—C —1In —3p0+A—C' =
2p a2)  C 3p+A+C 3p. +A+C
3p+A-C (1 r2>2cﬂ3pc+A—C’

_ 2 - - 3.63
a? 3pe.+A+C’ (3.63)
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donde
= VA> - 3B. (3.64)

Para eliminar p,, sustituimos el valor p(r = R) = 0, en la superficie de la
estrella, y usando la ecuacién (3.62), obtenemos

Kl
2

3pe+A-C A-C 72\ 2
3pC+A+C_A+C<1_?) ' (3.65)

Combinando la ecuacién (3.63) y la ecuacién (3.64) tenemos que la presién
pes

C—A+(A- 0)( )C

a’— R2
p: C
3 [1— yeve (322222)2‘]}

Si sustituimos el valor de la constante cosmolégica A = 0 en la ecuaciéon
(3.65), debemos ser capaces de reproducir la ecuacién (3.16). Haciendo la
sustitucién de A = 0 en las ecuacion (3.54) y después colocando el resultado
en la ecuacién (3.63) llegamos a los valores de A, By C'

(3.66)

A=2p, B=p* C=p. (3.67)

Colocando estos valores en la ecuacién (3.65)

o= \/ - \/ L
p= — . (3.68)
3— /o 3\/ 1 - \/ 1 -
Finalmente sustituimos la definicién de a, ecuacién (3.46) en (3.67), y obte-

nemos
Jl-E-yi-& , (3.69)
3\/1 2M \/1 _ 2Mr

donde M = 4mpR?/3. Esta ecuacién es la misma que la ecuacién (3.16), como
era de esperarse.
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3.6. Derivacion alternativa de la Presion con
Constante Cosmolégica

Esta forma alternativa de derivar la presion para una estrella incompresi-
ble (p(r) = p) con constante cosmldgica, nos da una manera mas sencilla de
encontrar el valor maximo de la masa de una estrella de neutrones. La tinica
diferencia en la derivacion de la seccién anterior es la notacion.

Comenzamos con la ecuacion (3.48), la integramos desde la superficie de la
estrella donde r = Ry p(R) = 0.

/P dp/ - 1 /r T/dT, (3 70)
o (p+P)p+3p —Aa2p)  2pa® Jp 125 '

La integral del lado derecho de la ecuacién es como anteriormente

X
1 1 Cos Y
p=gomleos)| =gt (220, (3.71)
XR
con R
sinxgp = —. (3.72)
a

La integral del lado izquierdo de la ecuacion (3.69) es

R (3.73)
I = / , 3.73
"y (o) (kp+3p)
donde
k=1-—Ad. (3.74)
Usando fracciones parciales en I;, obtenemos
1 P 1 3
Iy = — . 3.75
! p(k—3)/o lpﬂﬂ’ kp+3p’] e
Realizando la integracion nos da
p
1
I; = ——[n(p+p)—In(kp+ 3p
r = gy e )~ ntee 3]

- 3 {m @i 2]0) ’ 1“(“1

B -1 , k (kp + 3p)
B p(k?—3)1 ( (p+p) ) (3.76)
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[gualando la ecuacion (3.70) con la ecuacién (3.75), obtenemos

-1 I k (kp + 3p) _ lln cosX \
k—3 pt+p 2 COS XR

3—k

2
k(kp +3p)  _ (COSX) . (3.77)
p+p cos X

Esto da como resultado una expresion para la presion

3_k 9 3—k

cosy z —k“cosxp’
p=p 3k P
5 3=k

3kcosxp® —cosx 2

(3.78)

Si ponemos la constante cosmoldgica (A =0 i.e. k = 1) llegamos a

p_pCOSX_COSXR (3.79)

~ "3cosxp —cosy

La ecuacion (3.77) es graficada para distintos valores de la constante cos-
moldgica A (i.e. de k) y se muestra en la Figura 3.4.
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Figura 3.4: Presion normalizada como funcién del radio de una estrella de
neutrones de densidad para distintos valores de k i.e., para distintos valores
de A, Ec. (3.77). En donde k& = 0,96 (curva punteada), & = 0,97 (curva
continua entre curvas punteadas), k = 0,99 (curva en lineas y puntos) y
k = 1,1 (primera curva continua).

Las estrellas de neutrones usualmente tienen una masa de 1.35-2.1 Mg
y un radio de sélo 10 — 20 km (donde las estrellas con masas mas grandes,
tienen radios mas pequenos) provocando que la densidad sea del orden de la
densidad nuclear (~ 10¥kg/m?)[23]. La sustitucién de las ecuaciones (3.35)
y (3.39) en la ecuacion (3.66) nos da como resultado

k=1 Do (3.80)
p

Para k = 0,999999999, la densidad del vacio pye. es el 1077 % de la densi-
dad de materia p de la estrella de neutrones. Es un valor muy grande de
la densidad del vacio, es del orden de la densidad de materia promedio del
universo, que es aproximadamente dos atomos de hidréogeno por metro cibi-
co (~ 1072"kg/m?3) [22]. Como la densidad de una estrella de neutrones es
del orden de ~ 10"™kg/m? [23], esto hace que py. tenga un orden de 103,
i.e. mucho mas grande de lo que podria ser. Incluso este valor es demasiado
grande para la constante cosmoldgica A, lo cual resulta en un cambio en el
radio de la estrella de neutrones de aproximadamente un 15 %. Entonces con-
cluimos que la presencia de la constante cosmolégica no afectara la presion ni
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el radio de una estrella de neutrones, al menos que sea del orden 103¢ mayor
de lo previsto, lo cual es muy poco probable.

En la Figura 3.5, se muestra la presiéon como funcion del radio de una estrella
de neutrones con densidad constante, para distintos valores de la constan-
te cosmologica A, en los casos Newtoniano y de la ecuacion de TOV con
constante cosmologica.

2.0

p(10*)

Radio (km)

Figura 3.5: Presién como funcién del radio de una estrella de neutrones
con densidad constante para el caso Newtoniano (curva punteada), rela-
tivista (curva en lineas y puntos) y relativista con constante cosmoldgica
A = 0,0001327 (curva continua de arriba ) y A = —0,0001327 (curva conti-
nua de abajo).
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3.7. El limite superior para la masa

El limite superior de la masa solo puede ser calculado para algunas estre-
llas de neutrones. Si la masa es superior a este limite, habrd una singularidad
gravitacional, el equilibrio cesard, y en algunos casos el resultado final del
colapso serd un agujero negro.

El origen de este limite radica en la RE. Esto hace que en la teoria newto-
niana pura no se tenga un limite para la masa. Las teorias que incorporan la
RE, tales como el modelo de gas de Fermi que proveé una masa maxima en
ambos casos cuando usamos las ecuaciones del equilibrio hidrostatico y las
ecuaciones de TOV con correcciones relativistas. Las ecuaciones de TOV, sin
embargo, no exigen el uso del modelo de gas de Fermi para indicar una masa
maxima, ya que estas ecuaciones incorporan tanto la RE como la RG.

De la ecuacién (3.8) la masa es

4 pR3

M=
3

(3.81)

donde M = M(R) es la masa de la estrella. Combinando las ecuaciones (3.46)

y (3.71) obtenemos

2M
7

Sustituyendo el valor p(r = 0) = p, en la ecuacién (3.77) nos da una expresion

para la presion central de la estrella

sin® xp = (3.82)

1 —k%cos’s yr

=p — .
3kcos’z Xr — 1

Como la presion p siempre tiene que ser mayor a cero para una estrella
estable, tenemos la condicién para el denominador de la ecuacion (3.82)

3—k 1\ 3+
3kcos 2 xp—1>0= cosygr > <§> : (3.84)
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Ahora si usamos la identidad trigonométrica sin? @ + cos? § = 1, aplicada
2
a cos? Yr + sin? xr=1, entonces sabiendo que cos yr > (i)ﬂ = cos? yp >

1 _4
(35)%F, nos lleva a que

in? 1 Ly 3.85
sin® xr < _(ﬁ) : (3.85)

Sustituyendo la ecuacién (3.71) en la ecuacién (3.81) obtenemos una expre-
sién para la masa

M= gsin?’ Xr. (3.86)

Poniendo la ecuacién (3.46) en la ecuacién (3.85) implica que

1 [3
M= =,/ —sin®vp. 3.87
2\/Smsm XR (3.87)

Finalmente, usando la condicién de la ecuacién (3.84) obtenemos una cota

para la masa
i 73
1 /3 1\ 3F
M< —y/— 1= (= : 3.88
=32V 8mp [ (31:) ] (3.88)

De la ecuacion (3.87), notamos que tiene una dependencia del orden 1/,/p.
También podemos ver que la masa maxima de la estrella depende de la
constante cosmoldgica, esto solo pasa en el caso de una estrella con densidad
constante, ya que como veremos en capitulos posteriores para estrellas con
densidad de energia variable la influencia de la constante cosmolégica en la
masa de una estrella de neutrones no es significativa.

En el caso particular cuando la constante cosmolégica A = 0y k = 1, la
ecuacion (3.87) se convierte en

1 [3 8/2
M< =y ——=. .
= 2V 8mp 27 (3:89)

De la ecuacién (3.88), vemos que la masa maxima depende inversamente de
la desidad p. Podemos explicarlo fisicamente usando el hecho de que cuando
la densidad decrece, las particulas en la estrella aumentan su energia cinéti-
ca (son mas relativistas), entonces la presion central aumenta, por lo tanto
soportan una masa mayor.
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En el siguiente capitulo resolveremos numéricamente las ecuaciones de TOV
para las estrellas enanas blancas con una densidad de energia €(r) variable.
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Capitulo 4

Soluciones Numéricas para
Estrellas Enanas Blancas

En este capitulo, utilizaremos la teoria newtoniana del equilibrio hidrostati-
co para realizar una integraciéon numérica y encontrar las masas y los radios
de enanas blancas, tanto en el caso relativista como en el no relativista.

4.1. Estructura de las Ecuaciones Adimensio-
nales

La ecuacion del equilibrio en el régimen newtoniano es [24]

dp _ Gm(r)p(r)

-_—= "7 4.1
dr 2 (4.1)
La definicién de la densidad de energia €(r) es
€(r)
plr) =5 (4.2)

Esta ecuacion introduce la RE en la teoria, ya que es equivalente a la famosa
ecuacién de Einstein, £ = mc?. Insertando la ecuacién (4.2) en la ecuacién
(4.1) produce B

d GM (r)e(r)Mqp(r

dp __ GNL(r)elr) Mop(r) )

dr c2r?
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con

m(r) = M(r)Me, (4.4)

tal que My, es la masa del sol, y M(r) es un niimero adimensional. La ecuacién
(4.3) puede ser escrita en la forma:

dp B
dr r? ’

(4.5)

donde se define Ry = GMy/c* = 1,4Tkm. En la ecuacién (4.5) p y e tie-
nen dimensiones de energia /(longitud)?. Entonces, definimos la densidad de
energia €, y la presion p adimensionales como:

p= 50137 €= 6067 (46>

tal que ¢y tiene dimensiones de densidad de energia, y puede ser escogida
arbitrariamente. Basamos esta decisiéon en los nimeros adimensionales que
definen el problema. Para una estrella politrépica, podemos escribir

p=Ké&, (4.7)

donde )
K=K, (4.8)

K y K tiene diferentes valores dependiendo si es el caso relativista o no
relativista. Es decir para cada caso tenemos [2, 4]

4 5
h 27\ 3 02 27 \#
Krel - < < i > ’ Knorel - < i ) ) (49>

1272 \ Ampyc? 1572m,. \ Ampyc?

2], donde Z es el ntmero de protones y my masa de los nucleones. La
constante v = 4/3 en el caso relativista, y v = 5/3 en el caso no relativista.
Poniendo la ecuacién (4.8) en la ecuacién (4.5) obtenemos

1 —
dp _ ap(r)"M(r)
— =" 4.10
dr 72 ’ (4.10)
tal que definimos la constante v como
o=t __fo (4.11)

K+ (Ke™Y)s
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Aqui Ry tiene dimensiones de longitud (km), entonces « estd en km, y la
ecuacion (4.11) tiene dimensiones de km~!. Como ¢ es atin libre, podemos es-
coger cualquier valor conveniente de a.. Para un valor dado de «, ¢ esta dado
por la ecuacion (4.11) de la forma

o [L ()] a2

También deseamos tener la otra ecuaciéon acoplada, para eso usamos la ecua-
cién (3.1)
dm(r)
dr
Para convertirla a una forma adimensional combinamos las ecuaciones (4.2),
(4.4) y (4.6) implica

= 4mr?p(r). (4.13)

= Br[p(r)]> (4.14)

en donde 4
e
8= — . (4.15)
Moc?(Kel )~

La ecuacién (4.14) tiene dimensiones de km ™.

Estos son los ingredientes que utilizaremos para resolver numéricamente las
ecuaciones del equilibrio hidrostatico de Newton.

4.2. Integracion Numérica

Integraremos numéricamente las ecuaciones adimensionales (4.10) y (4.14)
desde valores iniciales en el centro de la estrella. Para hacer esto necesitamos
los valores de la presién central y de la masa. El valor de M(0) tiene que
ser cero en el centro, y p(0) debe ser positivo. La presion tenderd a cero y la
masa se incrementara hacia la masa total de la estrella. El radio de la estrella
Ry la masa M = M(R) cambiaran dependiendo de la eleccién de p(0).
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Deseamos que las constantes a y 5 no sean muy distintas la una de la otra
con la finalidad (numérica) de tener estabilidad en la resolucién numérica de
las ecuaciones. Lo anterior se puede arreglar, tanto para el caso relativista
como para el no relativista.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden, se
utiliza una rutina NDSolve en Mathematica usando el método de Runge-
Kutta de octavo orden a paso constante, o en algunos casos se usara un
método de solucién automatico que indicara cual es el método mas indicado
para lo solucion de las ecuaciones. El valor de r en el centro sera igual a
0.0000001 en lugar de cero para evitar la division por cero. Mostramos el
programa en el apéndice C.

4.3. Condiciones Iniciales

4.3.1. El Caso Relativista

El régimen relativista incluye a las enanas blancas de mayor masa. Para
una masa grande se necesita una mayor presion central para soportarla, lo
que provoca que los electrones sean relativistas.

Siguiendo la referencia [4], elegimos el valor @« = Ry = 1,473km, de donde
€0 = 4,1TMyc?/km? y B = 52 46km 3.

Para la presion central elegimos valores similares a p(0) ~ 1071, ya que estos
estan en el régimen relativista. La Tabla 1 muestra los resultados numéricos
de nuestro programa para Ry M, asi como de su dependencia con p(0).

4.3.2. El Caso no Relativista

Para este caso la presién central p(0) llega a ser menor. Entonces los elec-
trones ya no son relativistas. Para presiones mas pequenas, sélo podemos
tener estrellas menos masivas a diferencia que en el caso relativista, por lo
que las estrellas enanas blancas no relativistas se encuentran en el extremo
de la escala de masa. Estas estrellas no relativistas tienen radios mas grandes
que sus contrapartes relativistas.
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Cuando vamos al limite no relativista, v = 5/3 en la EDE politrépica, ecua-
cién (4.7). La integracion se realiza de la misma forma que en el caso relati-
vista, solo que se cambia el valor de 7.

Al igual que en la referencia [4], elegimos: o = 0,05km, de tal manera que
€0 =0.01392M,c*/km? y  =0.00592 km 3.

El valor de « de este caso es menor que el valor de « en el limite no relativista.
Los valores de la presion central deben ser p(0) < 107 [2] para una estrella
no relativista. La Tabla 2 muestra los resultados de nuestro programa para
Ry M,y su dependencia con p(0).

4.4. Resultados de la Integracion Numérica

Para el caso relativista, obtuvimos los valores del radio y de la masa, y
éstos se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1: Radio (en km) y masa (en M) para una enana blanca con un gas
de Fermi de electrones relativistas.

Presion central | Radio Masa
p(0) R (km) | M (M)
10~ 5000 1.24693
10717 8900 1.24693
10716 15700 1.24693

Como se muestra en la Tabla 1, para enanas blancas de distintos radios
obtenemos la misma masa.

En las figuras 4.1 y 4.2 mostramos las graficas obtenidas para la presién
adimensional y la masa como funcién del radio de una enana blanca.
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Figura 4.1: Grafica que muestra la presiéon adimensional como funcién del
radio de una enana blanca politropa para un gas de electrones relativistas de

Fermi con una presién central p(0) = 10716,

En la figura 4.1 la presién adimensional p(r) llega ser mas pequena en
alrededor de 5000 km antes de que se haga cero en 1000 km. Entonces, esta

estrella tiene una atmoésfera muy alta.

Para el caso del gas de Fermi no relativista, obtuvimos los valores que se
muestran en la Tabla 2 para el radio y la masa de la estrella.

Tabla 2: Radio (en km) y masa (en M) para una enana blanca con un gas

de Fermi de electrones no relativistas.

10000
Radio (km)

Presion central | Radio Masa
p(0) R (km) | M (M)
107 10650 | 0.394245
1016 13400 | 0.197591
10717 16850 | 0.099029
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Figura 4.2: Gréfica que muestra a la masa (en M) de una enana blanca
como funciéon del radio para un gas de electrones relativistas de Fermi con
una presion central p(0) = 10716

La Tabla 2 muestra que en el caso no relativista la masa de la estrella
depende de la presion central, es decir, la masa disminuye cuando la presién
disminuye. Esto también muestra que las enanas blancas no relativistas son
menos masivas que las relativistas, como se esperaba.

En la Figura 4.3 se muestra a la presiéon adimensional como funcién del radio
para una enana blanca.
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Figura 4.3: Grafica que muestra la presion adimensional como funcién del
radio para una enana blanca politropa con un gas de electrones no relativistas
de Fermi para una presién central p(0) = 10715.

En la Figura 4.3 la presién adimensional llega a ser mas pequena en
alrededor de 1000 km antes de que tienda a cero en 10650 £m. Por lo tanto,
esta estrella enana blanca no relativista tiene una atmosfera mucho més
pequena que una enana blanca relativista. La masa de una enana blanca no
relativista es mas pequena que la relativista, pero el radio es mas grande para
el caso no relativista, i.e. la densidad es mucho més pequena para la enana
blanca no relativista comparada con su contraparte relativista.

Existe un método desarrollado por Lane-Emden [18], para calcular de una
forma semianalitica la masa y el radio de una enana blanca, a través de [23]

DE]: 6o
= W S (4.16)

para la masa de la estrella. La densidad p. o p(0) y la constantes n = 1/(y —
1) y K son para las ecuaciones politrépicas (4.7) y (4.8) respectivamente.
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También sabemos que & y [6'(£;)] son constantes numéricas que depen-
den de la eleccién de 7. Asi como que § es el radio adimensional, y 6(&;)
es la densidad adimensional de la estrella. Definimos &; como el punto que
corresponde a la superficie de la estrella, i.e. |0(&;)] = 0.

Para el caso relativista tendremos 7 = 4/3, y entonces serd independiente de
la presién central. El enfoque de Lane-Emden nos da una ecuacion para la
dependencia radial de la masa [23]:

@) [(n+1)K|@D Bm
M = arptis [ DR & EN0 (&) (4.17)
e

De esta ecuacién, vemos que el radio decrece cuando la masa crece. Entonces,
las enanas blancas més masivas son también las més pequenas. La excepcion
es para n = 3, el caso ultrarelativista, donde la masa es independiente del
radio.

En el siguiente capitulo resolveremos numéricamente las ecuaciones de TOV

para las estrellas de neutrones con una densidad de energia variable €(r).
Asi como también haremos un analisis similar al que se hizo en este capitulo.
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Capitulo 5

Soluciones Numéricas para
Estrellas de Neutrones

En este capitulo, encontraremos numéricamente las masas y los radios
para estrellas de neutrones. La teoria sobre las estrellas de neutrones que se
utilizara aqui difiere de la teoria usada para las enanas blancas, debido a
que se usaran las ecuaciones de TOV que incorporan la RG, ademas de las
contribuciones que provienen de la RE. Los tres factores adimensionales en
la ecuacién de TOV que representan dichas contribuciones se muestran en la
siguiente ecuacion.

A I IS

Los primeros dos corchetes cuadrados contienen factores de los efectos de la
RE que son del orden v?/c?, donde v es la velocidad de las particulas. Los
factores del orden v?/c? entran porque, en el limite no relativista, la presién
p varia como k%/2m = mv?/2, y para el caso de ¢(r) y M(r)c* varian como
mc?. El tercer factor representa el efecto de la RG [23].

La eleccion de la ecuacion de estado estara basada en el modelo del gas de
Fermi para neutrones en lugar de usar electrones como en el capitulo 4. Este
modelo no es realista por dos razones. En primer lugar, se desprecian im-
portantes contribuciones a la densidad de energia causada por la interaccion
nucleén-nucleén. En segundo lugar, una estrella de neutrones no sélo contie-
ne neutrones, sino también una fraccién de protones y electrones, los cuales
provocan que los neutrones decaigan en protones y electrones mediante la
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interaccion débil. Se dard una explicacion mas extensa de lo anterior en el
proximo capitulo.

5.1. Estructura Adimensional de las Ecuacio-
nes

Usando el modelo descrito para una estrella de neutrones, podemos tomar
en cuenta los resultados del capitulo anterior sobre las enanas blancas, solo
que cambiaremos la masa del electréon m, por la masa del neutrén m,, en la
ecuaciones (4.10) y (4.14). Esto dara el resultado de la teoria newtoniana.
Para incluir la RG, tenemos que usar la ecuacién de TOV (5.1), junto con
la ecuacién (4.14). Mediante las definiciones de las variables adimensionales
para la masa, presién y densidad de energia, tenemos que

M(r) = MgM(r), p=e€p, €= €pé, (5.2)

entonces la ecuacién de TOV para la presion adimensional es

ClESN

dp _ _op(r) M(r) 1+ K5 p(r)] {1 + 67

dr 72

(5.3)

4 1 RO 7 ﬁ
T {% (3) ] ’ (5:4)

y las demads constantes ya se definieron en el capitulo anterior.

Aqui

5.2. Condiciones Iniciales

5.2.1. El Caso no Relativista

Como en el caso no relativista para las enanas blancas, el indice politrépi-
co es v = 5/3. En este caso la ecuacion (4.9) se convierte en

P N LAY (55)
norel — 157T2mn AmNc2 . .
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Cuando escogemos el valor de o« = 1km, el factor de escala ¢y esta dado por
€0 = 1,603 x 103"J/m3, y 8 = 0,7636km 3.

En este caso las constantes o y 8 son numéricamente del mismo orden.

Una estrella de neutrones tipica tiene una masa del orden de una masa del
sol (Mg) y un radio de 10 km, entonces el valor de la presiéon central es
p(0) ~ 10~ 0 menor. Usaremos un programa que es esencialmente el mismo
que para una enana blanca no relativista, y los resultados los mostraremos
en la Tabla 3.

5.2.2. El Caso Relativista

La ecuacién politrépica en este caso tiene un vy = 1, lo cual nos da p = ¢/3,
que es un resultado bien conocido para un gas relativista [2]. Las ecuaciones
(4.7) y (4.8) nos permiten obtener los valores K = K = 1/3. Seguiremos
usando el mismo valor del factor de escala como en el caso no relativista,
€0 = 1,603 x 1037 /m?3. En este caso a = 3Ry = 4,428 km y 8 = 3,374km 3.

La presién central p(0) se espera que sea mayor a 107% ya que este valor
fué elegido para el caso no relativista. El programa que usamos para realizar
la integracién numérica se muestra en el apéndice C.

La integracion numérica realizada en nuestro programa, sin embargo, no nos
da valores esperados del radio y la masa de una estrella de neutrones. Esto
es porque la presiéon que se muestra en la Figura 5.1 decae monétonamente a
cero, pero nunca pasa por el cero. La razon es porque este modelo falla para
una ecuacion de estado de gas relativista la cual no es apropiada para tales
presiones bajas. Por su parte, la masa se muestra en la Figura 5.2, para el
caso de una estrella de neutrones politropa con un gas de Fermi relativista.

5.3. Resultados Numéricos para Estrellas de
Neutrones

Los efectos de la RG son pequenos, pero aumentan cuando la presion
central aumenta, como se esperaria. Las estrellas de neutrones menos masivas
tienen los radios mas grandes como en el caso de las enanas blancas, porque
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la atraccién gravitacional es menor y entonces la estrella se extiende a radios

grandes.

Tabla 3: Radio (en km) y masa (en M) para una estrella de neutrones con
una ecuacion de estado de gas de Fermi no relativista.

Presion Radio Masa Radio Masa
Central | (Newton) | (Newton) (RG) (RG)
p(0) R (km) | M (Mg) | R (km) | M M
1074 16.7 | 0.774633 15.31 | 0.61829
107 20.9 | 0.388236 20.15 | 0.35365
106 26.4 | 0.194579 25.85 | 0.18737

Como se muestra en la Tabla 3, el radio aumenta cuando la presién central
disminuye. Para la masa podemos observar que disminuye cuando la presion
central es menor. Sin embargo, estos valores nos son los esperados para una
estrella de neutrones.

1.0} -

I
%

e
=N

0.4

Presién adimensional (107

e
o

0.0

0 5 10 15
Radio (km)

Figura 5.1: Grafica que muestra la presiéon adimensional como funcién del
radio de una estrella de neutrones politropa para un gas de electrones relati-
vistas de Fermi, y una presién central p(0) = 1072
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Radio (km)
Figura 5.2: Grafica que muestra la masa (en M) como funcién del radio de

una estrella de neutrones politropa para un gas de electrones relativistas de
Fermi, y una presién central p(0) = 1074

En el proximo capitulo analizaremos el caso de la ecuacién de estado
para la relatividad arbitraria, la cual tiene un caracter mas general y nos
permitird obtener resultados numéricos mas precisos para el radio y la masa
de una estrella de neutrones.
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Capitulo 6

La Ecuacion de Estado para la
Relatividad Arbitraria

En este capitulo encontraremos una ecuacién de estado para un gas de
electrones y neutrones para enanas blancas y estrellas de neutrones respecti-
vamente. Dicha Ecuacién de Estado (EE) serd util para los casos relativista
y no relativista.

6.1. Enanas Blancas

Para el caso de las estrellas enanas blancas, derivaremos el modelo de gas
de electrones y lo usaremos junto con la ecuacion para las estrellas politropi-
cas y asi encontraremos una ecuaciéon de estado adecuada para la relatividad
arbitraria de las enanas blancas.

6.1.1. El Modelo del Gas de Fermi para Electrones

El niimero de estados dn con momentum entre el momentum £ y el k+dk
para electrones libres es [2]

gk Amgkidk

T arh)? T (2nh) (6.1)

en tres dimensiones isotrépicas. Aqui, g es el factor de degeneracion, y es igual
a 2, porque hay 2 estados de espin para cada nivel de energia del electron.
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Realizando la integracion de la ecuacion (6.1) llegamos a

8m e k3
_ _ _RE 2
" (27rh)3/0 hdk 3m2h3’ (6.2)

con kp = Er/c el momento de Fermi (la energia de Fermi divida por la
velocidad de la luz) para los electrones en la estrella.

La densidad de masa de la estrella estda dada por

A
p=nmy—, (6.3)
donde la masa del electrén m, es despreciada con respecto a la masa del
nucleén my (la cual es ~ 2000 m,). Ademds definimos A/Z como el nimero
de nucleones por electrén (A es el nimero de nucleones y Z es el nimero de
protones). Sustituyendo la ecuacion (6.2) en la ecuacién (6.3), obtenemos

A K

P=TMN S o (6.4)

Como para las estrellas enanas blancas la densidad de energia esta dominada
por la masa del nucleén, lo que implica que

€~ pct. (6.5)

La contribucion de la densidad de energia de los electrones es [2]

kr
€clec(kp) = 8—73 k2% + mzc‘*k;zdkj
0

(27h)
micd
_ 87T.;h3 [(2$3 4 x) V1422 — arcsinh(l’)] ; (6.6)

tal que z = krp/me.c. La densidad total de energia es entonces

A
€= nmNCZZ + €ctec(kr). (6.7)

Para obtener la ecuacién de estado, necesitamos también una expresion para
la presion. Encontramos dicha expresion de la primera ley de la termodinami-
ca, es decir usando que dU = d() — pdV con la temperatura constante 7" = 0,
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donde dU es el cambio en la energia interna, d@) es el calor transferido y dV/
es el cambio de volumen. Entonces obtenemos

_ oy _ 2d(ﬁ)_ de _
p——(W>T—n ST =M —e=nl— ¢ (6.8)

como d@) = 0 porque d@) = TdS, donde T" = 0 es la temperatura y dS
es el cambio en la entropifa. La cantidad p = de/dn es llamada potencial
quimico, y nos da la energia requerida para agregar un electrén en la estrella.
Combinando las ecuaciones (6.8), (6.6) y (6.5) tenemos que

8 ke
kp) = ——
p( F) 3C(27Th)3 0 k262+mgc4
_mee [(2 8 — 32)V1+ 22 + 3arcsinh(z) (6.9)
= 247T2h3 T ua xXr Ircsinnlr . .

La Figura 6.1 muestra la grafica de la densidad de energia e contra p, usando
las ecuaciones (6.6) y (6.9).

[*))

p (10%)

\®)

—_

0 1 2 3 4 5 6
€ (10%)

Figura 6.1: La densidad de energia vs. la presién de una enana blanca po-
litrépica que consiste de un gas de Fermi de electrones relativistas.
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6.1.2. Modelo Politrépico

En el caso relativista, la ecuacién (6.9) combinada con la ecuacién (6.3)
da una ecuacion simplificada

kp

mic®  [mee
plkr) = < / uddu
0

3m2h3

4
ke 3m2Zp\ 3
12w U my A

Krel€§7 (610)

Q

en donde

4
he (3mn*Zp\3
Ky = —2_ . 6.11

' 1o (mNA) (6.11)

Esto satisface la ecuacién politrépica p = Ke” con v = 4/3. En el caso no
relativista, sin embargo, hay otra ecuacion politropica. De manera similar
que en la derivacién de la ecuacién (6.10), encontramos

p(kF) = Knorelega (612)
tal que )
h? 3727 \®

Kporet = . 6.13

" 15r2m, (AmNc2) (6.13)

La ecuacién (6.10) describe la presiéon como una funcién de la densidad de
energia para una enana blanca ultrarelativista, y la ecuacién (6.12) describe
la presion como una funcién de la densidad de la energia para una enana
blanca no relativista. Reescribimos las ecuaciones de la densidad de energia
como una funcién de la presion

_ (P _ (P
GR—(KR) R ENR <KNR) . (614)

ullw
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Para encontrar una expresién de todo el rango de kp, es decir desde el
caso de la ecuacién no relativista hasta el de la ultrarelativista, debemos
combinar las ecuaciones anteriores. La manera de hacer esto es reescribir las
ecuaciones (6.14) en una sola, de la forma adimensional

é(p) = Anrp® + Arp1, (6.15)

donde Ayxgr v Ag son constantes. Para presiones bajas (no relativistas), el
primer término es el dominante, y para presiones altas (ultrarelativistas), el
segundo término es el que domina.

6.2. Estrellas de Neutrones

Como las estrellas de neutrones del caso ultrarelativista no proporcionan
una respuesta para el radio y la masa, queremos encontrar una ecuaciéon fac-
tible para valores arbitrarios del pardmetro relativo z = kg /m,,c. La ecuacién

para una politrépica p = K ¢ tiene el valor ~v = 5/3 en el caso no relativista,
que es igual al valor de ~ para el caso de las enanas blancas no relativistas.
El valor para el caso ultrarelativista, es por lo tanto diferente.

Para enanas blancas, derivamos el valor de v = 4/3, pero el valor corres-
pondiente a las estrellas de neutrones es 7 = 1. La razon de esto se debe
al resultado bien conocido de un gas ultra relativista, que derivamos en las
secciones anteriores, p = €/3 [4]. De esta ecuacién observamos que la depen-
dencia entre la presion y la densidad de energia es lineal, resultando v = 1.
Esto es aplicable a las estrellas de neutrones, y no a las enanas blancas debi-
do a una diferencia en la ecuacién (6.7). Para las enanas blancas la ecuacién
estd formada de dos términos, el primero es dominante sobre el segundo de-
bido a que la masa del neutrén es aproximadamente 2000 veces mayor que
la masa del electrén (m,, ~ 2000m.). El primer término describe la masa-
energia en reposo de lo nucleones, y el segundo término representa la densidad
de energia total de los electrones (en reposo y cinética). Para estrellas de neu-
trones, sin embargo, el primer término es incorporado en el segundo término
(el cual es igual al término para las enanas blancas, con la excepcién de la
masa del electrén que es reemplazada por la masa del neutrén), i.e. hay un
s6lo término en la ecuacién (6.7) para estrellas de neutrones puras ya que no
hay electrones presentes. Esta diferencia provoca que cambiemos la ecuacion
de estado.

60



La expresién equivalente a la ecuacién (6.16) para una estrella de neutrones
es

&(p) = Anrp® + AgD, (6.16)
y la constante ¢, se define como
micd
€ = (37:571)3 ~ 6,26031238 x 10°%.J/m?, (6.17)

El resultado varfa con la longitud del intervalo del pardmetro relativo x [4].
Para valores grandes de este parametro, la funcion € es dominada por la parte
relativista de la dependencia de la presion, y para valores pequenos de z, es
dominada por la parte no relativista. Los valores de las constantes de ajuste
Anr v Ag por lo tanto variardan tal como cambia la ecuacién (6.17) para
distintos valores del parametro x. Un rango de diferentes intervalos se eligen
para mostrar el resultado de este efecto, donde 0 < x < x,,45.

Usando un programa hecho en Mathematica encontramos el mejor ajuste de
las constantes Aygr v Ag, los valores son mostrados en la Tabla 4.

Tabla 4: Las constantes no relativistas y relativistas para una estrella de
neutrones con un gas de Fermi de electrones arbitrariamente relativistas.

Tmazx ANR AR
100 1.145774 | 2.999737
200 | 0.8692956 | 2.999934
300 | 0.7393258 | 2.999971
400 | 0.6590228 | 2.999983
500 | 0.6027763 | 2.999989
600 | 0.5603698 | 2.999993
700 | 0.5269196 | 2.999995
800 | 0.4994799 | 2.999996
900 | 0.4765051 | 2.999997
1000 | 0.4568627 | 3.000000
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En la Tabla 5 se muestran los valores del radio y la masa de una estrella
de neutrones.

Tabla 5: Radio (en km) y masa (en M) para una estrella de neutrones con
gas de Fermi de electrones arbitrariamente relativistas para el caso de la
mecanica clasica newtoniana y la RG.

Tona Radio Masa | Radio Masa
(Newton) | (Newton) | (RG) (RG)

R(km) M(Myg) | R(km) | M(My)

100 31 3.62228 25 | 1.95006
200 39 5.54886 31 | 2.68175
300 45 7.04456 35 | 3.19079
400 50 8.30029 37 | 3.58494
500 54 9.39694 41 | 3.92291
600 57 10.3788 45 | 4.21223
700 60 11.2699 47 | 4.46599
800 63 12.0928 49 | 4.69498
900 66 12.8559 51 | 4.90347
1000 69 13.5697 53 | 5.09549

La definicion de ¢ y la eleccién del valor a = Ry = 1,476km, nos da el valor
de 8 = 0,03778km 3 de las ecuaciones (4.11) y (4.15). Escogemos p(0) = 0,01
el cual esta claramente en el régimen relativista.

Usamos los mismos valores de la referencia [2]
Anr = 2,4216 y Apr = 2,8663, (6.18)

para las constantes de la ecuacién (6.17). No conocemos los detalles de los
calculos para obtener estos valores, por ejemplo podria ser la longitud del
intervalo tomado. Sin embargo ni usando una funcién de ajuste en Mathe-
matica fuimos capaces de reproducir los valores obtenidos en [2]. El progama
que hicimos esta listado en el apéndice C.
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De acuerdo a nuestro programa obtuvimos valores distintos a los de la
Tabla 4, por ejemplo para el caso ., = 200, obtuvimos que Ayr = 8,82927
y Ar = 2,99993. Sin embargo decidimos seguir los valores de la Tabla 3 dados
en la referencia [4], para poder comparar asi los resultados dados en [2].

Si usamos los valores directamente del articulo [2], somos capaces de reprodu-
cir los resultados para el radio y la masa de una estrella de neutrones dentro
de los valores numéricos esperados. Nuestros resultados para la masa y el
radio usando los valores (6.19) son:

R = 15,08km, M = 1,03716 M, (Teoria Newtoniana)

R =13,38km, M = 0,716283M, (Relatividad General, TOV).

La conclusion es que nuestro programa para los calculos del radio y la masa
de una estrella de neutrones es correcto, lo que implica que obtenemos los
mismos valores que en [2]:

R = 15km, M = 1,037M,, (Teoria Newtoniana),
R = 13,4km, M = 0,717M,, (Relatividad General, TOV).

La presion y la masa como funciones del radio son graficadas en las figuras
6.2 y 6.3, tal como se muestra a continuacion.
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Figura 6.2: La presion adimensional p(r) como una funcién del radio r en km
para una estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva punteada) y
caso Newtoniano (curva continua) con presién central p(0) = 0,01 usando la
ecuacién de estado de Fermi para la relatividad arbitraria, ecuacién (6.17),
para Ty, = 100.
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Figura 6.3: La masa M en M, como una funcién del radio r en km para una
estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva continua) y caso New-
toniano (curva punteada) con una presion central p(0) usando la ecuacién de
estado de Fermi para relatividad arbitraria, ecuacién (6.17), para 2., =100.
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Figura 6.4: Presién adimensional p(r) como una funcién del radio r en km
para una estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva punteada) y
caso Newtoniano (curva continua) con presién central p(0) = 0,01 usando la

ecuacién de estado de Fermi para la relatividad arbitraria, ecuacién (6.17),
para Tome, = 1000.
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Figura 6.5: Masa M en M, como una funcién del radio 7 en km para una
estrella de neutrones pura para el caso de RG (curva punteada) y caso Newto-
niano (curva continua) con una presién central p(0) usando la ecuacién de es-
tado de Fermi para relatividad arbitraria, ecuacién (6.17), para &4, = 1000.
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Nuestros resultados son graficados en las Figuras 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5 para
dos intervalos distintos, ;e = 100 v 20 = 1000 comparando la teoria
Newtoniana y la RG. Como se esperaba, los efectos de la RG son mas gran-
des para el intervalo x,,,, = 1000. Esto es porque este intervalo enfatiza la
parte relativista de la ecuacién de estado, esto es para x grandes tenemos kg
grandes, lo cual es equivalente a energia grande (energias relativistas). Los
efectos de la RG son més importantes para estrellas con masas grandes, i.e.
para las estrellas con un gas de Fermi de electrones relativistas, ya que las
estrellas se expanden en tamano y masa para una ecuacion de estado relati-
vista comparada con una ecuaciéon de estado no relativista.

Calculando el radio y la masa para un rango de presion inicial p(0), obtene-
mos una grafica el radio versus masa, como se muestra en la Figura 6.6.

6 8 10 12 14 16
Radio (km)
Figura 6.6: Masa (en Mg) como una funcién del radio (en km) para una
estrellas de neutrones pura usando una ecuacion de estado del gas de Fermi
para los valores de Ap = 24216 y Ayg = 2,8663 en la ecuaciéon (6.17). Las

estrellas en el lado derecho del maximo son estables, sin embago las que estan
en el lado izquierdo son inestables contra el colapso gravitacional.
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En la Figura 6.6 las estrellas de masa baja con radios grandes estan a la
derecha de la gréafica y corresponden a valores pequenos de la presion inicial
p(0). Como la presién central aumenta, la estrella es capaz de soportar una
masa mayor, entonces la masa aumenta. Una masa mas grande tiene una
mayor atraccién gravitacional, por lo tanto estas estrellas tienen radios mas
pequenos. Entonces, el aumento en la presion central corresponde al ascenso
en la gréfica de la Figura 6.6.

La estrella alcanza el méximo de la grafica en aproximadamente p(0) = 0,05,
con una masa de M = 0,776154M y un radio de R ~ 10,0489km.

Las soluciones del lado izquierdo del méaximo, se vuelven inestables debido
al colapso gravitacional en un agujero negro [2].

Podemos también mostrar una grafica de la masa maxima para una estrella
de neutrones en presencia de una constante cosmoldgica, y ver si cambia el
valor de dicha masa de acuerdo a la existencia de tal constante. La Figura
6.7 muestra la masa maxima para una estrella de neutrones con un valor de
la constante cosmoldgica A = 108.
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Figura 6.7: Masa (en Mg) como una funcién del radio (en km) para una
estrellas de neutrones pura usando una ecuacion de estado del gas de Fermi
para los valores de Agp = 2,4216 y Ayr = 2,8663 en la ecuacién (6.17) y una
constante cosmolégica A = 108. Las estrellas en el lado derecho del méximo

son estables, sin embago las que estan en el lado izquierdo son inestables
contra el colapso gravitacional.

Como podemos ver en la Figura 6.7 la masa maxima es de 0,776154M
para un radio de 10,0489km. Estos valores son practicamente los mismos
que para el caso en donde no hay presencia de la constante cosmoldgica. Por
lo tanto, podemos concluir que la presencia de la constante cosmoldgica no
afecta el valor de la masa maxima de una estrella de neutrones que sigue la
ecuacion (6.17).
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6.3. Masa Maxima

La razon por la que la Figura 6.6 tiene una masa méaxima puede ser expli-
cada de manera general. Podemos argumentar que tanto las enanas blancas
y las estrellas de neutrones deben tener una masa limite mas alla de la cual
las configuraciones hidrostéaticas ya no sean posibles.

En estrellas frias, el componente térmico de la presién es insignificante ya que
la temperatura es mucho menor que la temperatura de Fermi de la estrella.
Debido a esto, las variaciones en la presion y la densidad de energia se deben
sélo a los cambios en la densidad.

Un incremento en la densidad resulta en un aumento proporcional en la densi-
dad de energia de la forma € = pc?. Este incremento resulta en un incremento
correspondiente de la atraccion gravitacional. Para ser capaces de equilibrar
este aumento, el incremento en la presion tiene que ser lo suficientemente
grande. Pero la tasa de cambio de la presion con respecto a la densidad de
energia esta relacionada con la velocidad del sonido. En la teoria newtoniana,
la velocidad del sonido no tiene un limite superior. En la RE, sin embargo,
la velocidad de propagacion de senales no puede exceder la velocidad de la
luz. Este es un limite en el incremento de la presién asociada con cambios en

la densidad.

Como no hay un limite en este incremento en la teoria de la RE, podemos
concluir que todos los objetos compactos frios (como las enanas blancas y
estrellas de neutrones) sufrirdn un aumento en la densidad que se tradu-
cird en un aumento de la atraccién gravitacional que no puede compensarse
con un aumento correspondiente en la presién, por lo tanto, hay un valor
maximo para la masa de estos objetos. Pero este valor maximo se origina en
la teoria relativista, por lo tanto las teorias newtonianas puras, tales como la
del equilibrio hidrostéatico, no nos permiten calcular una masa méaxima para
las estrellas.

Cuando introducimos las correcciones de la RG, las ecuaciones de TOV, tien-

den a extender la gravedad, dando asi un limite inferior para la masa maxima
a diferencia del caso de la RE.

69



6.4. Estrellas de Neutrones con Constante Cos-
molégica

En esta seccién, resolveremos numéricamente las ecuaciones de TOV con
una constante cosmoldgica y una densidad de energia variable. Como en la
secci6n (4.1), las definiciones para las variables adimensionales masa, presion
y densidad de energia son

m(r) = M(r)Me, p=e€p, €= ¢k (6.19)

Estas ecuaciones, junto con la ecuacion de estado para una estrella politropica

p=Kée (6.20)

Sustiyuyendo lo anterior en las ecuaciones (3.1) y (4.3), obtenemos las ecua-
ciones adimensionales para este caso

1
— = Brp7, (6.21)
_ Ry —21=1 Aeqprs Ar3
dp &Mﬁ% [1 TP ] [1 + M@%Z;M - 2R002]\7I]
— =—— - , (6.22)
dr r [1 - 2RDMi|

con las constantes de la forma como en las secciones previas.

Los valores para o y (8 son los mismos que en la seccién (6.2). Estos valores
fueron escogidos como en el caso de la relatividad arbitraria (ya que es impo-
sible usar un modelo politropico ultrarelativista para estrellas de neutrones,
ver seccion 6.2) para hacer la integracién numérica.

Escogemos los valores de las constantes ajustadas Ayr v Ag con ,,,, = 100

y el valor para la presion central de p(0) =0.01. Los resultados se muestran
en la Tabla 6.
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Tabla 6: Radio y Masa para una estrella de neutrones de las ecuaciones
de TOV con una constante cosmologica A. Los valores de las constantes de
ajuste Axyg v Ag son tomadas del ajuste para x,,,, = 100 y una presion
central p(0) = 0,01 la cual estd en el régimen relativista donde la constante
cosmoldgica tiene mayor importancia.

Constante cosmologica | Radio Masa
A R M
(s72) km | (Mo)
0 25.0372 | 1.95006
1 25.0427 | 1.95006
10 25.0428 | 1.95006
102 25.0428 | 1.95006
103 25.0430 | 1.95008
10 25.0563 | 1.95023
10° 25.0742 | 1.95177
108 25.2543 | 1.96730
107 28.2073 | 2.15198

Los radios que obtuvimos son practicamente los mismos dentro de nuestra
precisién numérica para valores de 0km =2 < A < 10*km~2. De igual forma
pasa para las masas donde notamos que practicamente no hay cambio. Sin
embargo, a partir de A = 10* se notan pequefios cambios tanto en el radio
como en la masa. Pero el cambio més notorio se da cuando A = 107, i.e.
para el valor mas grande de la constante cosmoldgica. Entonces la variacion
de masa para el rango de 10*km=2 < A < 107km~2 es de 0,020 %. En las
Figura 6.7 y 6.8 mostramos una grafica de la masa y la presién como funcion
del radio, respectivamente, para una estrella de neutrones con A = 107km 2.
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Figura 6.8: Masa (M) como funcién del radio (km) para una estrella de
neutrones relativista con constante cosmoldgica A = 107km 2.
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Figura 6.9: Presién adimensional como funcién del radio (km) para una es-
trella de neutrones relativista con constante cosmolégica A = 107km 2.
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La defincién de A de la ecuacién (3.36), con las unidades restauradas (i.e

G y c distintas de 1) es

811G
?pvam (623)

con la constante cosmoldgica A en unidades m~2. Esto implica que la densidad
del vacio es

3c2A
81G

El valor més grande que usamos de la constante cosmoldgica fue A = 10*%m =2,
Usando la ecuacién (6.25), encontramos entonces que la densidad del vacio
correspondiente es pye. ~ 10%°kg/m?. El valor para la densidad del vacio se
ha calculado del orden ~ 1072"kg/m? [22], i.e. el valor para el cual nuestros
resultados producen una diferencia de masa (del 0.0020 %) es de un factor
1053 més grande que el valor calculado. De esto podemos concluir que la exis-
tencia de una constante cosmoldgica no afectara el valor del radio ni de la
masa de las estrellas de neutrones. Este calculo numérico es mas general que
el resultado de la seccién 3.7, ya aqui tenemos una densidad de energia que
no es constante, lo que da lugar a un modelo més realista. Debemos notar
entonces que para el modelo con densidad constante, el efecto de la constante
cosmoldgica A es de mayor importancia que para el caso del modelo con una
densidad variable.

Poac = (6.24)

En el siguiente capitulo resolveremos parametricamente las ecuaciones de
TOV, para el caso de una estrella de neutrones con constante cosmoldgica.
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Capitulo 7

Soluciones Paramétricas de las
Ecuaciones de TOV

En los capitulos anteriores resolvimos numéricamente las ecuaciones de
TOV para distintos valores de la presién central p(0). En este capitulo escri-
bimos dichas soluciones de manera paramétrica. Usaremos una funcién para
la presion p(r) de la forma

212

p(r) =aexp™ /¥ —c, (7.1)

en donde los parametros a, b y ¢ seran determinados mediante un ajuste. Fi-

nalmente calcularemos la masa maxima y el radio maximo usando la funciéon
de parametrizacion.

7.1. Soluciones Parametricas para las Estre-
llas de Neutrones con Constante Cos-
molégica

En esta seccién representaremos de manera paramétrica las soluciones a
las ecuaciones de TOV con constante cosmoldgica. Obtendremos el radio y la
masa de una estrella de neutrones de manera semianalitica. Compararemos

los resultados semianaliticos con los resultados numéricos obtenidos en el
capitulo 6.
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Sabemos que las ecuaciones adimensionales de TOV con constante cos-
moldgica son:

dM 5 1
_— N 72
_ 1 R, _y—1 dmeoprs Ar3
dp _ aMpy [1 a2 ] [1 + M@chM - 2ROC2M] (73)
dr r? [1 - 2R0M} '

Para tener una funcién p(r) (adimensional) consistente con el andlisis que
hemos hecho en los capitulos anteriores, debemos de ser cuidadosos en indicar
las dimensiones de los pardametros a, b y ¢ de la ecuacion (7.1). Por lo tanto
la forma adimensional de la ecuacién (7.1) es

_ _ 2 /p2

p(r) =aexp" /" —¢, (7.4)
en donde 7 estd en km, el parametro a es adimensional, el parametro b tiene
dimensiones de km, y el parametro ¢ es adimensional.

La ecuacion (7.4) nos permite encontrar la presién central (adimensional) de

la estrella p. = p(0) = a — ¢. Usando la condicién de que p(R) = 0, podemos
calcular el radio de la estrella de la siguiente manera

R? =B log [%] . (7.5)

La masa de la estrella, sin embargo, debe calcularse numéricamente. Es decir
si sustituimos la ecuacién (7.4) en la ecuacién (7.3) obtenemos

dM
—=Braep T o) =
M = /ﬁ(anp_ﬂ/b2 —c)%r2dr. (7.6)
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Es importante mencional que la ecuacién (7.4) no es una solucién analiti-
ca de las ecuaciones (7.2) y (7.3), s6lo es una representacion paramétrica de
las soluciones numéricas encontradas en la seccion 6.4 del capitulo 6.

Usando la funcién de parametrizaciéon (7.4), encontramos el valor de los
parametros a, b y ¢ para distintos valores de la constante cosmologica A
mediante un ajuste con los datos numéricos de la seccién 6.3. El programa
estd listado en el apéndice C.

En las figuras 7.1 y 7.2 se muestra la parametrizacion comparada con las
curvas numéricas para los casos A =0y A = 10°.

0.010}

0.008¢

0.006¢

0.004¢

Presion adimensional

0.002¢

0.000¢

0 2 4 6 8 10 12
Radio (km)
Figura 7.1: Grafica que compara los resultados numéricos de la presién adi-

mensional p como funcién del radio con la ecuacion (7.1), para una estrella de

neutrones con una presién central p(0) = 0,01 y una constante cosmoldgica
A =0.
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Figura 7.2: Grafica que compara los resultados numéricos de la presiéon adi-
mensional p como funcién del radio con la ecuacion (7.1), para una estrella de

neutrones con una presién central p(0) = 0,01 y una constante cosmolégica
A = 10°.

Los resultados de los valores numéricos de los parametros de ajuste a, b
y ¢ se presentan en la Tabla 7.

Tabla 7: Valores de los pardmetros de ajuste de la ecuacién (7.4), para dis-
tintos valores de la constante cosmoldgica A.

A a b c
0 0.0100494 | 5.14918 | 0.000041333
1 0.0100494 | 5.14918 | 0.000041333
10 | 0.0100494 | 5.14918 | 0.000041333
102 | 0.0100494 | 5.14918 | 0.000041333
102 | 0.0100494 | 5.14918 | 0.000041333
10% | 0.0100494 | 5.14922 | 0.000041324
10° | 0.0100493 | 5.14960 | 0.000041242
10% | 0.0100481 | 5.15343 | 0.000040407

Notamos que los valores de los parametros de la Tabla 7 no presentan cambios
significativos cuando cambiamos el valor de A.
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Con nuestra parametrizacién también somos capaces de obtener el valor
del radio méaximo y de la masa méxima de una estrella de neutrones con
la presencia de la constante cosmoldgica. Para encontrar el radio maximo
(Rpmaz) encontramos la raiz de la ecuacién (7.4). Para la masa méxima inte-
gramos numéricamente la ecuacién (7.6) desde un cierto valor de r hasta el
valor de R,,q., y usamos los valores de f3, v de la seccién (6.3), y la ecuacién
(7.4) para distintos valores de los parametros de ajuste a, b y c¢. El programa
fue hecho en Mathematica y se incluye en el apéndice C.

Para los valores de los parametros de ajuste a, by ¢ y A = 0, tenemos que el
valor del radio maximo es

R = 12,0426 km,

y la masa maxima es

M =0,710177 M.

Podemos presentar los resultados del radio maximo (R,,q.) y la masa méxima
(M,q.) para diferentes valores de la constante cosmoldgica. En la Tabla 8 se
muestran los valores numéricos y semianaliticos obtenidos del R0 v Mz
de una estrella de neutrones.

Tabla 8: Valores numéricos y semianaliticos para el radio maximo y la masa
maxima de una estrella de neutrones con constante cosmolégica.

A Rmax(km) Mmax(MG)) Rmax (km) Mmax(MG))

Numérico | Numérica | Semianalitico | Semianalitico
0 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
1 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
10 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
102 10.0489 0.776154 12.0426 0.710177
103 10.0489 0.776154 12.0426 0.710180
10* 10.0490 0.776166 12.0429 0.710206
10° 10.0502 0.776277 12.0459 0.710468
106 10.0623 0.777387 12.0767 0.713109
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La Tabla 8 muestra que los valores para el radio maximo encontrados numéri-
camente difieren de los encontrados semianaliticamente. Sin embargo, los
valores semianaliticos ain estan en el rango del radio de una estrella de neu-
trones. En el caso de la masa maxima notamos que los valores semianaliticos
son parecidos, aunque son mayores a los valores del caso numérico. Podemos
concluir entonces que los valores encontrados usando la ecuacién (7.4), nos
describen de manera correcta los valores del radio y la masa de una estrella
de neutrones en presencia de una constante cosmoldgica.

En las Figuras 7.3 y 7.4 comparamos las curvas numéricas de M(r) y las
curvas de la masa semianalitica de la ecuacién (7.6).

07

0.1

0.0

0 2 4 6 8 10 12
Radio (km)

Figura 7.3: Grafica que muestra la solucién numérica (curva punteada) para
M(r) y la solucién semianalitica (curva continua) para la masa (en M)
de una estrella de neutrones con presiéon central p(0) = 0,01 y constante
cosmologica A = 0.
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Figura 7.4: Grafica que muestra la solucién numérica (curva punteada) para
M(r) y la solucién semianalitica (curva continua) para la masa (en M)

de una estrella de neutrones con presion central p(0) = 0,01 y constante
cosmoldgica A = 10°.

En las Figuras 7.3 y 7.4 notamos que los resultados numéricos y semi-
analiticos coinciden hasta un valor del radio de aproximadamente 12 km,
después de ese valor la curva numérica (curva en rojo) tiende asintéticamen-
te a un valor de la masa. Sin embargo, en el caso de la curva semianalitica
(curva en azul) este comportamiento no es tan claro. Aunque existen esas
diferencias los valores obtenidos para la masa de una estrella de neutrones
en ambos casos son correctos.

En este capitulo fuimos capaces de escribir soluciones paramétricas de las
ecuaciones de TOV, usando una funcién para la presiéon de la forma p(r) =
aexp_’"z/ b —c, en donde calculamos los parametros a, b y ¢ mediante un
ajuste. Calculamos la masa maxima y el radio maximo de una estrella de
neutrones en presencia de una constante cosmologica.
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Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo estudiamos estrellas compactas mediante las soluciones
de las ecuaciones de TOV considerando una constante cosmologica a partir
de una EDE para un gas de fermiones en los limites no relativista y relati-
vista. En el limite Newtoniano, pudimos establecer la masa de 1,24693M, y
radio tipico de 15700km para una enana blanca.

Considerando correcciones provenientes de la RG, resolvimos las ecuaciones
de TOV para estrellas de neutrones con masas de 0,716283M, y radios de
13,38km. Al incluir la constante cosmoldgica, vimos que la estructura de una
estrellas de neutrones cambiaria si A fuera 107s~2. De acuerdo a las observa-
ciones A ~ 107%°s72 y entonces su existencia no modifica el comportamiento
de estas estrellas.

Pudimos parametrizar las soluciones de las ecuaciones de TOV de una forma
p(r) = aexp™™ /" —¢ y encontramos que los coeficientes cambian poco como
funcién de A. Encontramos expresiones para p., R mientras que M se deter-
mina por una integracion numérica. Es importante mencionar que lo anterior
es la idea original propuesta en esta tesis.

Existe otro tipo de estrellas compactas, las estrellas de quarks, para las cuales
las ecuaciones de TOV toman la misma forma pero A define una constante
de confinamiento B, y la ecuacién de estado estaria dada por e = B+ 3p. Es-
peramos que nuestra descripcion paramétrica pueda ser facilmente adaptada
también a estos objetos. Este trabajo se encuentra en progreso.
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Apéndice A

Derivacion de las Ecuaciones de TOV

Siguiendo la referencia [25], derivamos las ecuaciones de TOV de las ecua-
ciones de campo de Einstein bajo la hipdtesis de que la métrica es estatica e
isotropica, y que la materia es un fluido perfecto. Lo supuesto anteriormente
se espera que sea una buena aproximacién para el interior extremadamen-
te denso de una estrella compacta, ya que la fuerza gravitacional intensa es
equilibrada por una enorme presion y las fuerzas del cuerpo rigido tienen un
efecto insignificante en la estructura. El tensor de energia-momento tiene que
ser un tensor simétrico de segundo rango que tiene una divergencia covariante
nula. En un fluido perfecto, la presion es isotrépica en el sistema en reposo
de un elemento liquido, y no hay tensiones tangenciales. En este marco de
referencia local el tensor de energia-momento es

T/y,l/ —

oo O m
oo o
o o o
hN o oo

donde € es la densidad de energia y p es la presion. Este resultado puede ser
generalizado para cualquier marco de referencia de Lorentz por una transfor-
macién de coordenadas estandar de la forma 7" = AgAgT’O‘B . El resultado
para un marco de Lorentz arbitrario es

™" = —pn" 4 (p + e)u''u”, (8.1)

donde u* es la cuadrivelocidad de un elemento del fluido. En el marco de refe-
rencia en reposo, donde u’ = 1 y u’ = 0. El tensor de energfa-momento dado
por la ecuacién (8.1) puede ser generalizado para un campo gravitacional
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arbitrario mediante el principio de la covariancia general,
T = —pg" + (p + €)utu”. (8.2)

La cuadrivelocidad del fluido satisface la relacion

QWU“UV - ]-7 (83)
ya que dr? = g, datdz” y
= .

La relacion entre la presion y la densidad de energia depende de las pro-
piedades microscépicas de la materia y del estado de la estrella, 4,e., de su
temperatura.

En una estrella estatica, la tres-velocidad de cada elemento de fluido es cero.
Entonces se sigue de la ecuacién (8.3) que

u’ = 90—01/27 u' = 0. (8.5)

Consecuentemente, en una estrella estatica el tensor de energia-momento de
un fluido perfecto dada por la ecuacion (8.2) se simplifica

0 =e¢ T =—p (8.6)

(2

Usando estas expresiones y los tensores de Ricci para este caso, ademés de
las ecuaciones de campo de Einstein

GHY = kTH 4 Agh, (8.7)

obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales para las funciones
v(r) y Ar)

672)\(7") 1
= [1—2rN(r)] — 5 = ke(r), (8.8)
€—2>\(r) 1
> [1—2r/(r)] — 5 = —kp(r), (8.9)
V(r) = N(r)

= —kp(r).(8.10)



Podemos integrar la ecuacién (8.7) inmediatamente, y obtenemos

k
e2A0) 1+;/0 dr'r2e(r'). (8.11)

En donde hemos fijado la constante de integracién tal que el resultado es
consistente en limite del vacio, €(r) — 0. La métrica es continua en la su-
perficie de la estrella. Por lo tanto, este resultado coincide con la solucion de
2= (1- 2GM)

Schwarzschlid: ¢g1; = —e enr =R,

e ME _1+—/ dr'r"e(r _1—2GTM. (8.12)

Es natural definir la masa M(r), encerrada en un cascarén esférico de radio
r de acuerdo a

M(r) 547r/0 dr're(r’), (8.13)

donde el factor anterior es definido tal que el elemento infinitesimal representa
el volumen del cascarén de radio r’ y espesor dr’. La masa total es M =
M (R), y la constante de proporcionalidad de la ecuacién (8.7)

k= —-8nG. (8.14)
De estos resultados llegamos a que
2GM (r)] "
gun(r) = =0 = — {1 - —”)} , (8.15)
r

la cual tiene la misma forma que una de las soluciones de Schwarzschild, con
la diferencia de que la métrica en r depende sélo de la masa encerrada dentro
del cascaron de radio r, y no de la masa total.

De esta informacién las ecuaciones hidrostaticas pueden ser derivadas de las
ecuaciones diferenciales (8.8)-(8.10). Arreglando los términos, las dos primera
ecuaciones diferenciales pueden ser escritas como

2eN(r) = 1= [1+ kr’e(r)], (8.16)
o (r) = —1+ P [1— kr*p(r)] . (8.17)

La derivada de la ecuacién (8.17) es

20/ (r) + 2r"(r) = 2N (1) [1 = kr’p(r)] — k[2rp(r) + 72 (1)), (8.18)
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Podemos combinar las ecuaciones (8.16), (8.17) y (8.18), y obtenemos una
expresién para v (r),

22" (r) = 1 — [2kr?p(r) 4 kr*p/(r)]e*A ")
—[1 = kr?p(r)][1 + krle(r))e™™). (8.19)
Insertando las expresiones para X'(r), /(r), y v"(r) en la ecuacién (8.10), y

usando el valor fisico para k ecuacién (8.14), obtenemos la ecuacién diferen-
cial para la presién

dp _ Glp(r) + e(r)][M(r) + 4mr°p(r)]
dr rlr —2GM(r)] '

(8.20)

Esta es la ecuacién de Tolman-Oppenhaimer-Volkoff (TOV) para el equilibrio
hidrostéatico de un objeto esféricamente simétrico. En combinacién con la
expresiéon para la masa ecuacién (8.13), y una teorfa microscépica para la
relacién entre la presién y la densidad de energia, la ecuacién (8.20) nos da
la solucion de equilibrio para la presion en una estrella compacta.
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Apéndice B

Simbolos y definiciones

Tabla 9: Constantes y sus valores

Constantes

Valores

Electronvoltio eV

Masa del electrén m,

Masa del neutrén m,,

Masa del protén m,,

Masa del nucleén my

Constante gravitacional de Newton GG
Constante de Planck h

Constante de Planck reducida h = h/27
Masa solar Mg

Radio solar R

Velocidad de la luz ¢

Radio de Schwarzschild del sol Ry = 2M,G/c?

1,60219 x 107197
9,10953 x 1031 kg
1,67493 x 10™2"kg
1,67262 x 1072"kg

>~ My, my,

6,67300 x 10" Nm?/kg?
6,62516 x 10734 Js
1,05450 x 10734 J 5
1,98892 x 103%kg

6,96000 x 10%m

2,99792 x 10%m/s

2,47km
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Apéndice C

Programas hechos en Mathematica

Programa para calcular la masa en M y la presion p(r) para una enana
blanca, con una presién central p(0) = 107,

(*caso en donde la presién central vale p(O):lO'“*)
1
. -a (p[r]) ¥ M[r]
solutions = NDSolve[{p' [r] = If[p[r] >0, —™M 0.0],
r2
1
M'[r] = If[p[r] >0, Br* (plrl) 7, o.o], p[0.000001] = 1 % 107**, M[0.000001] == o},

{M, p}, {r, 0.000001, 5000}, Method -» {"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" - 8}]

Programa para calcular la masa en M y la presién p(r) de una estrella
de neutrones, para una gas de Fermi no relativista, con una presién central

p(0) = 1074

(*ESTRELLAS DE NEUTRONES=*)

(*Estrellas de neutrones: Caso newtoniano no relativista Kp<< mg%*)

(*caso en donde la presién central vale p(0)=10'4*)

a2 =1;
B2 =0.7636;
¥2=5/3;

-a2 (p[r]) = M[zr]
o.o],

sol2 = NDSolve[{p "[r] = If[p[r] >0, —

M'[r] = If[p[r] >0, B2r? (p[r]) ¥, o.o], p[0.000001] == 1 % 10~%, M[0.000001] = o},

{M, p}, {r, 0.000001, 17}, Method » {"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" -» 6)]
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Programa de ajuste de las constantes Ayg Y Agr de la ecuacién de estado
é(p) = Axgp®/® 4+ Agp, para una estrella de neutrones.

27 n*
nf1]= plx_] : (‘\/ 1+ x? (2 x3-3 x) + 3 ArcSinh[x] ) ;

24
27 n*
e[x_] := ('\/ 1+ %2 (2 %3+ x) - ArcSinh[x]J ;
8
In[3)= Tablal = Table[{p[x], €[x]}, {x, 0, 200, 0.001}];

In[4):= Tabla2 = Table[{N[p[x]], N[e[x]]}, {x, 1, 100}];

Datos = Tablal |J Tabla2;

In[5= aju = NonlinearModelFit [Tablal, Anr x3/® + Ar x, {Anr, Ar}, x]
outsl- FittedModel || 8.82927x%/° +2.99993x }

aju["ParameterErrors"]

{0.00146142, 4.38758 x 10'8}
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Programa de ajuste para los parametros a,b y ¢ de la funciéon de parame-
trizacion p(r) = aexp_TZ/ b —c, para el caso de una estrella de neutrones y
una constante cosmolégica A = 0.

|49~ rminl = 107%;
rmaxl = 13.4;
pc =0.01;
tovnl =
plr] Ax?
s —— -

M[r] 2Roc? M[r]

NDSolve[{p' [r] == If[M[r] >0, -Ro =

M[r] e[p[r]] ( plr] ]
1+

elplr]]
-1
] , 0.0], M'[] = 6¢[plr]] r?, p[rminl] = pc,

M[r]
[1 -2Ro
r

M[rminl] == 0}, {M, p}, {r, rminl, rmaxl}, Method -» ("Automatic"}];

In531= £nl = Plot [Evaluate[M[r] /. tovnl], {r, rminl, rmaxl},
Frame -» True, FrameLabel -» {"Radio (km)", "Masa (Mg.1)"},
PlotStyle » Thickness[0.005], LabelStyle -» Directive[Black, 18]];

54~ fn2 = Plot [Evaluate[p[r] /. tovnl], {r, rminl, rmaxl},
Frame -» True, FrameLabel - {"Radio (km)", "Presién adimensional"},
PlotStyle » Thickness[0.005], LabelStyle -» Directive[Black, 16]];

56~ datospnl = Table[{r, Evaluate[p[r] /. tovnl][[1]]}, {x, 0.1, rmaxl, 0.2}];

57}~ ajnl = FindFit[datospnl, a0 e ¥/29*2 _ o, (a0, b0, c0}, x|

outj57)= {a0 - 0.0100494, b0 » 5.14918, c0 - 0.000041334}
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Programa para obtener de manera semianalitica el valor del radio maximo
y masa maxima, para una estrella de neutrones y una constante cosmolégica

A=0.

inj58)- fitnl[r_] := a0 e /%02 _ g /. ajnl

59 fitdatospnl = Table[{r, fitnl[r]}, {r, 0.1, rmaxl, 0.2}];

inf60]:= ListPlot[{datospnl, fitdatospnl}, Joined -» { True, False},
Frame » True, FramelLabel - {"Radio (km)", "Presién adimensional"},
PlotStyle -» {Thick, PointSize[0.007]}, LabelStyle -» Directive[Black, 25]];

In61]:= radionl = FindRoot [fitnl[R] = rminl, {R, 13}]

outeil= {R > 12.0426}

In[62]:= NIntegrate[rS r? Evaluate [e [aO Exp[—r2 /bO"Z] - cO] /. ajnl] , {r, rminl, Re[R /. radionl] }]

out2l= 0.710177
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