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Resumen

En esta tesis presentamos una formulacién completa de la electrodinamica
de Maxwell en espacios-tiempo arbitrarios. Los libros presentan tal formu-
lacién limitandose a dos objetivos: 6 discuten la invariancia de Poincaré de la
teoria 6 discuten la electrodindmica de Maxwell en un campo gravitacional
relativista. Pero tal tratamiento deja afuera un problema practico. ;jQué
forma tienen las ecuaciones de Maxwell en el contexto de relatividad especial
al respecto de algun sistema de referencia no inercial?.

En esta tesis damos una formulacion de la electrodinamica de Maxwell de
tal forma que es valida para cualquier sistema de referencia definido en el
espacio-tiempo de Minkowski. Comenzamos formulando tal teoria en Rela-
tividad Especial, de tal manera que las ecuaciones dindmicas son de forma
invariante bajo el Grupo de Poincaré (PG). Tal requisito nos lleva al tensor
de Maxwell F'y la cuatro corriente J como las variables primarias para la de-
scripeién de fendmenos electromagnéticos. También discutimos la manera en
que aparece la invariancia de norma de la teoria en la formulacién relativista.
Basandose en la invariancia de la teoria bajo el grupo de Poincaré hacemos
una extension de manera que las ecuaciones dindmicas son invariantes bajo

arbitrario cambio de coordenadas. Para tal formulacion hacemos uso de ele-



mentos de calculo tensorial y particularmente utilizamos la nocién de la
derivada covariante para escribir las ecuaciones dindmicas de forma que per-
manecen invariantes bajo cambio arbitrario de las coordenadas del espacio
de Minkowski. Finalmente dejamos el espacio-tiempo de Minkowski y con-
sideramos un espacio-tiempo (M, g) que representa un campo gravitacional
relativista en el contexto de la relatividad general de Einstein. Discutimos
primeramente el principio fisico de la teoria de la relatividad general y defin-
imos la nocién de sistemas de referecias inerciales globales. Por medio del
Principio de Equivalencia de Einstein, formulamos la teoria en un espacio-

tiempo (M, g) que presenta un campo gravitacional relativista.



Introduccion

En fisica pre-relativista, las ecuaciones de Maxwell en el vacio tienen la forma

[1]:
V-E =4mp, V-B=0 (1)
_ 47 - 10E . 10B
VXB—?J—FEE,VXE——EE (2)

en donde E = E(7,t), B = B(Z,t), J = J(&,t), p = p(Z,t) y hemos em-
pleado el sistema de unidades Gaussiano [1], # = (z,y,2) = (z!, 2% 23)
representan las coordenadas espaciales tomadas con respecto a un sistema
de referencia inercial global y ¢t € R representa el tiempo Newtoniano abso-
luto. La constante ¢ tiene dimensionalidad de velocidad y se identifica con
la velocidad de la luz en el vacio.

Sin embargo, la teoria de Maxwell es una teoria completamente relativista
v nuestro propésito en esta tesis es formular la teoria en una forma equiva-
lente en donde la las ecuaciones dinamicas son de forma invariante bajo las
siguientes transformaciones de coordenadas:

«) Transformaciones de coordenadas de un sistema de referencia inercial del
espacio-tiempo de Minkowski (R?, gz) a otro sistema de referencia inercial.
f) Transformaciones de coordenadas de un sistema de referencia inercial a

otro sistema no necesariamente inercial.
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v) Motivado de la invariancia de la teoria de Maxwell bajo las transforma-
ciones «) y f3) y recurriendo al principio de equivalencia de Einstein, for-
mulamos la teoria de Maxwell de forma que este valida en presencia de un
campo gravitacional relativista (M, g).

Para realizar tal programa recordamos que dentro del dominio pre-relativista
E (Z,t) y é(:ﬁt) se interpretan como campos vectoriales definidos en el es-

pacio Euclideano (R?, gg) '. Por tal espacio existen sistemas de coordenadas

cartesianas 7 = (z!, 22, 2%) = (2, y, 2) tal que:
gp = dr' @ de' + da? @ da? + da® @ da?, — oo <2’ < o0, i=1,2,3.

Relativamente a tal sistema (E (Z,1), B (#,t)) admiten la representacion:

_ 0 0 0
(7 o E] - E2 — E3 -
('Iﬂt)i (x’t)axl + <x7t)ax2 + (x7t)8x3
_ 0 0 0
- o 1/= 2/ > 3/
B(z,t) =B (x,t)—a%l +B (:B,t)—a%2 +B (:z:,t)—a%3

— —

entonces la dependencia temporal de (E(Z,t), B(Z,t)) se visualiza como una
“flecha” que cambia con el paso del tiempo ¢t Newtoniano.

Para reformular la teoria de Maxwell, seguimos el punto de vista geométrico
introducido y elaborado por Minkowski [2]. El paso crucial de Minkowski
fue la “unificacién” del espacio fisico modelado en fisica pre-relativista por
(R3, gg) v el tiempo absoluto ¢ € R a la nocién del espacio-tiempo continuo
(R, g.) en donde ahora gy, representa la métrica Lorentziana, restringida a
satisfacer: Riem(gr) = 0 2. En esta tesis tomamos el espacio (R?, g;) referido

de aqui y en adelante como espacio-tiempo de Minkowski, como el punto

LSubnota: Entendemos con este término el espacio vectorial R?® =R x R x R equipado
con una métrica Riemanniana g, la conexion de Levi-Civita en donde la curvatura de

Riemann de gg satisface: Riem(gg) = 0.
2Subnota: Del punto de vista moderno, Minkowski indrodujo en R* = R x R x R x R



inicial para reformular la teoria de Maxwell de manera que sus ecuaciones
dindmicas son invariantes bajo el grupo de trasformaciéon de coordenadas
denotados por «) y ) y en el ultimo capitulo discutimos la teoria de Maxwell
en presencia de un campo gravitatorio relativista. Para tal programa las ideas
de célculo tensorial son absolutamente necesarias y de enorme ayuda. Con el
fin de llevar a cabo nuestro programa primero restringimos nuestra atencion
a transformaciones de coordenadas que pertenecen al grupo («).

De la teorfa de cdlculo tensorial [5] sabemos que la suposicién de que la

métrica g en (R* gr) satisface Riem(gr) = 0 en R*, implica que existe al

menos un sistema de coordenadas {z°;..., 23}, tal que gr se representa en
la forma 3:
gr, = —dr° ® da° + dr' ® da' + d2® @ d2® + dr® @ da® = (3)
= —(d2°)? + (dz')* + (dz®)* + (da®)? (4)
2’ =ct, o' =2z, x2:y, 2=z —o0<al< oo, 1=20,1,2,3.

en donde ¢ también se identifica con la velocidad de la luz en el vacio. De

(3) las componentes coordenadas de g,

o 0
Jap = gL(@a W) O‘vﬁ € {07 17273}

distintas de cero son:

0 0 0 0
Joo = gL(@; @) =-1, gn= gL(%, @) =1
0 0 0 0
go2 = gL(@a @) =1, g3 = QL(@v @) =1 (5)

una métrica Lorentziana y asumio la conexion de Levi-Civita. Ademds en el contexto de

Relatividad Especial la curvatura de gr, satisface Riem(gr) =0

3Subnota: La representacién (4) de la métrica g;, es comin en la rama de cdlculo
tensorial cldsico. En esta tesis empleamos el punto de vista que se emplea en geometria

diferencial moderna.



Sistemas de coordenadas {z°;..., 23} que tienen la propiedad que g, toma
la forma (3) juegan un papel importante para el desarrollo de esta tesis y nos
referimos a ellos como sistemas de referencias inerciales globales 6 simple-
mente sistemas inerciales del espacio de Minkowski (R*, g7). Elementos de
(R*, g1) son referidos como eventos y al respecto del sistema {z°, ... 23} son
etiquetados por una 4-pleta de nimeros referidos como las coordenadas del
evento al respecto del sistema {z°,...,23}. Debido que el espacio (R?, g;)
constituye la arena de la relatividad especial (R.E) primero discutimos al-
gunas propiedades bésicas de (R*, gr) y de la teorfa de relatividad especial.
Discutimos estas propiedades en las 2 secciones del préximo capitulo. Vemos
en detalles como la existencia de la métrica gy, en el espacio (R?*, g7) definen
sistemas de coordenadas privilegiadas y como estos sistemas dan nacimiento
al grupo de Poincaré PG y al grupo de Lorentz AG. En el mismo capitulo
vemos también como la métrica g, clasifica vectores en el espacio tangente
Ta(R*) de cada evento A en vectores temporales, nulos y vectores espaciales,
y como tal clasificacién induce una clasificacién de curvas en (R, g;) como
curvas temporales, nulas ¢ espaciales. Usando estos resultados en el capitulo
dos, siguiendo los pasos de Minkowski [2] introducimos el tensor de Maxwell F’
y de la cuatro corriente J y escribimos las ecuaciones de Maxwell en términos
de estos campos tensoriales. En el mismo capitulo discutimos como la nocién
de invariancia de norma de la teoria de Maxwell que es una propiedad de las
ecuaciones de Maxwell en forma pre-relativista se extiende al régimen rela-
tivista. Discutimos también como la norma de Lorentz se extiende de manera
natural en la descripcién relativista. En el mismo capitulo mostramos la in-

variancia de las ecuaciones relativistas bajo elementos del grupo de Poincaré



PG y discutimos algunas consecuencias de esta invariancia. En el capitulo
tres discutimos la invariancia de la electrodinamica de Maxwell bajo arbi-
trario cambio de coordenadas.

Como discutiremos en el capitulo tres no hay una razén fundamental del
porque nos restringimos solo a transformaciones del espacio-tiempo generadas
por elementos del grupo de Poincaré. Mostraremos que la electrodinamica
de Maxwell puede ser escrita de manera que las ecuaciones dinamicas son de
forma invariante bajo arbitraria transformacién (regular) de coordenadas en
el espacio-tiempo de Minkowski (R*, g1).

En este mismo capitulo discutimos cual fue la idea de Einstein para afirmar
que la gravitacion relativista se manifiesta como la curvatura de la variedad
espacio-tiempo. Finalmente discutimos el Principio de Equivalencia de Ein-
stein el cual cual nos ayuda a formular la electrodinamica de Maxwell en un
campo gravitacional relativista (M, g). Terminamos esta tesis con una dis-

cusion sobre problemas abiertos y extensién de los resultados de esta tesis.






Capitulo 1

Introduccion a la Relatividad

Especial

1.1 El grupo de Poincaré

Relatividad especial (R.E) como se ha formulado por Minkowski [2] (véase
también referencias [3],[4]) es una teoria de espacio y tiempo (en ausencia de
interaccién gravitatoria) y se modela como el espacio-tiempo de Minkowski
(R* gr) en donde g; es la métrica Lorentziana plana que satisface las re-
stricciones que discutimos en la seccién introductoria. En esta sesion nos
preguntamos:

s Cudntos sistemas de referencia inerciales globales admite el espacio de Min-
kowski (R, gr) ?. Si existe mds de uno, ;Cémo se relacionan tales sistemas
de referencia?.

Como veremos la respuesta a estas preguntas da nacimiento al grupo de
Poincaré PG y al grupo de Lorentz AG. Sea {y°,...,y3} otro sistema de

referencia inercial global de (R?, g;), es decir g7, toma la forma (compare con

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

(3) de la seccién introductoria):

gr=—d’ @ dy’ +dy' @ dy' + dy’ @ dy* + dy* @ dy® (1.1

—o0 <y ' <oo,i€{0,...,3}

Por hipétesis ambos sistemas de coordenadas {2, ..., 23} en (3) y {¢°, ..., 4}

en (1.1) cubren todo (R*, gz) y satisfacen:

«Q

y* =y (2. .., 2%), det(ay

SL5) 0 (12)

en donde la restriccién que el determinante de la matriz Jacobiana 23’7; no se
anula en R* significa que (1.2) son invertibles o equivalentemente la trans-
formacion (1.2) es regular. Nuestro problema es especificar la naturaleza de
todas las funciones suaves ! y® = y*(2°,...,23), a € {0, ..., 3} que cumplen
la condicién (1.2) y més importante las componentes g,5 de g1, al respecto
de {y°, ..., 4} tienen la forma (1.1).

0

Asumimos por el momento que existe una y® = y*(z°,...,2%) que cumplen

tales restricciones y sea

0 0 0 0

{Tyowuaaiyg}/l y {@wu;@}A
las bases coordenadas del espacio tangente TA(R4) de algin evento A €
(R* gz). De la teorfa de cdlculo tensorial [5] tal par de bases obedecen la

ley de transformacién:

o o 0 o o 0
= y = (1.3)

oy~ Oy® Ozt Ox*  Oxk Oy~
LSubnota: Suavidad de y* = y*(20,...,2%) implica que las funciones y*(2°,..., x?)

son de clase C* con k > 2.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Tal transformacion implica que las componentes g, = 9L(3%> aiv) respecto
a {2’ ..., 2%} y las componentes g;ﬁ = QL(%, %) satisfacen:
o 0 oy* 0 oy o
Guv = gL(@» @) = gL(@x“Tw’ &p"aiyﬁ) =
_oy” oyP g 0, oy oys (1.4)

= 00 00" Gy 3y7) B 0w Y o?

Entonces la invariancia de las componentes de g, bajo (1.2) implica que (ver

1.1):
S (i i)_ (ﬂ i)_
g aff — gL aya7 8y6 = 9L al‘av al‘ﬁ = Gap
y como consecuencia de tal invariancia, (1.4) implica que y* = y®(z29, ..., 2?)

deben satisfacer en R* el sistema de relaciones:

oy OyP
v = @%Qaﬁ (1.5)
con el entendimiento que ahora y® = y®(2°, ..., 23) se consideran como fun-

ciones incégnitas.
Por otro lado sean I'*,, los simbolos de Christofell de la conexién de Levi-
Civita al respecto del sistema {z°,... 2%}. Recordemos que los T*,, se

definen por:

0 0 0
Va%@ = F#y)\@ = FHV)\ =< da:“,V%@ > (16)

en donde <, > denota el par natural 2 entre elementos del espacio cotangente

T*A(R*) y el espacio tangente T4 (R*). Similarmente los correspondientes

2Subnota: Recordamos que si T* 4(R*) representa el espacio cotangente en A y f €

T* 4(R*) entonces f es un mapa lineal f : TA(R*) = R: X — f(X) =< f, X > tal que:

0 0
_ « I _ I a _ pmso «a
<X =< fada® XF o >= fo X0 < d2®, 5 >= foXP6 = foX



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

simbolos F/aﬂ,y al respecto del sistema {y°; ..., y3} satisfacen andlogamente
(1.6):
0 a0 ‘o 0
\Y =0 3,—=7T =<dy*,V > 1.7
iy L Mgy L =W Vg > D)

Recurriendo a la ley de transformacion (1.3) entre las bases de vectores
{a%,...,a%} y {%,...7%} concluimos de (1.6) y (1.7) que los I'*,\ v

"5, satisfacen:

ox* OyP Oy _, 0%y Ozt
R (18)
Oy~ Oxv Oz oxvoxr Qy~
Pero debido a que respecto a los sistemas {2, ..., 23} v {¢° ..., 4%}, los
simbolos de Christofell se anulan 2, entonces y*(z°,. .., 2?%) satisfacen:
Py (2, ..., 2®) Ox*
Oxv oz oy
de la cual concluimos:
82 a(,.0 L 3
Pl ) (1.10)
dxv Oz
De esta relacion vemos que:
y*(at) = A% 2t + o (1.11)

3Subnota: Por una métrica g y la conexion de Levi-civita Vg = 0 tenemos la siguiente
representacion de los simbolos de Christofell al respecto de un sistema de coordenadas
{xt,... 2"} arbitrario:

Ogss | 095y agﬁw)
oz 0z Oaf

1
I'“g, = fg‘;o‘f‘gﬁw en donde D'sgy = (

2
0 0
Y Yap 29(6?76?)7 a, B,y €{1,...,n}.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

en donde A = A, es una matriz de (4 x 4) arbitraria con entradas con-

stantes reales y a* = (a°; ..., a?) es una 4-pleta de niimeros reales. De (1.11)
obtenemos:
oy“ o
det(@) = det(A%,) (1.12)

entonces la regularidad de la transformacion de coordenadas requiere que la
matriz A = A%, no es singular. Combinando (1.11) con (1.5) vemos que

A= A“,, debe satisfacer también:
Juv = AauAﬁygaﬂ (113)

Tomando el determinante de ambos lados de esta ecuacion obtenemos que la

matriz A = A“, satisface:
(det(A®,))* =1 = detA = +1 (1.14)

En resumen vemos que (R?, g;,) admite infinitamente muchos sistemas de ref-

erencia inerciales globales. Dos sistemas de referencia inerciales {z°, ..., 2%}
0 3 lacionad dio de:

vy {y",...,y°} son relacionados por medio de:

y(x) = Apa” + ot & ¥ = (Afl)yuy“ — (Afl)yua“

en donde A = A*, satisface las restricciones (1.13), (1.14), mientras a* =
(@°,...,a%) es un “vector” en R* arbitrario.
El espacio de todas las matrices 4 x 4 que satisfacen (1.13) 4 juegan un papel

importante para el desarrollo de esta tesis y estudiamos con mas detalle

4Subnota: De aqui y en adelante consideramos solo la condicion (1.13) debido que

(1.14) es consecuencia de (1.13).



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

la estructura de este espacio. Por eso es conveniente definir los siguientes

conjuntos:

AG = {A | A =matriz 4 x 4 que satisface (1.13)}

PG ={(Aa)| A€AGyaecRY}
Sea ahora A € AG. De la relacién (1.13) obtenemos:
go0 = A0A 0gas = (M%) goo + A'oNogi; =

-1 = —(A00>2 + (A10)2 + (A20)2 + (ASO)Q =

[A%] = /T + (A%)2 + (A%)? + (A3)2 > 1
De esta propiedad de A € AG tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.1. Un A € AG es referido como orthochronous (6 mapeando
hacia adelante en el tiempo) si y sélo si A > 1 mientras A € AG es referido

como no-orthochronous si y sélo si A% < —1.

Esta definicion y la propiedad de que cada A € AG satisface detA = +1 nos
permite dividir el conjunto AG en 4 subconjuntos de la siguiente manera:

AT, ={A e AG | A% >1, detA = +1}

AT ={A € AG | A% > 1, deth = —1}

Ay ={AeAG| A% < —1, deth = +1}

A ={AeAG| A% < —1, deth = —1}
Los conjuntos AT, At, son referidos como orthochronous propio respecti-
vamente no-orthochronous propio mientras AT_, A*_ orthochronous impro-
pio respectivamente no-orthochronous impropio. Para tener un mejor en-

tendimiento de la estructura de los elementos AT, AT_  A*, A‘_ discutimos

algunos ejemplos.

6



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

1) Sea la matriz A de la forma:

A= ..+ . (1.15)

0 : a
con a una matriz 3 X 3 de rotacién °. De la estructura de (1.15) vemos que
det\ = deta = 1. En el caso que deta = 1, se sigue que A € AT, mientras
en el caso que deta = —1 A € AT_. Sea {2°,..., 23} un sistema de referencia

inercial global, entonces la matriz (1.15) genera la transformacién:
20=2% 2" =a'al, 05 €{1,2,3} (1.16)

y por el hecho que @; es una matriz de rotacién, esta transformacion satisface
(1.13).
Las transformaciones (1.16) generadas por A dadas por (1.15) con a € O(3)
son referidas como rotaciones propias, si deta = 1, o impropias, si deta =
—1. Fisicamente representan dos sistemas de referencia inerciales globales
de (R* gz) en reposo uno respecto de otro y con el mismo origen pero las
coordenadas espaciales de uno son rotadas al respecto del otro.
2) Una clase importante de elementos de AG son matrices que generan trans-
formaciones referidos como boosts. Para definir tales transformaciones sea
la familia de matrices:

coshn — —sinhn

—sinhn  coshn

A(n) = . , n € (—o0,00). (1.17)

0 co 1

5Subnota: Denotamos de aqui y en adelante con O(3) ={a | a™' =a” = aa™ = a"a =

1} en donde a™ significa la transpuesta de a.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

De la estructura de A(n) se observa que:
Vn € (—00,00), detA(n) = cosh®n — sinh®n =1, A% = coshn > 1

. / .7
y genera por medio de z# = A¥,z" la transformacion:

’ . /! .
z° = 2%oshn — x'sinhn, «' = —2%sinhn + x'coshn

2 =2 2% =4 (1.18)

Un célculo explicito muestra que esta transformacién satisface (1.13), en-

tonces A € AG y en particular A € AT,. La identificacién:

coshn = (1 — 2)—2)_1/2 sinhn = E(l - 7)—2)_1/2 (1.19)
2 ’ c c? '
y recordando que 20 = ¢t' y 2° = ¢t nos lleva a:
! t - Exl / I t / l
. 2 7I1: X v $2:$2,$3:$3~ (1_20)

)
1— 22 v
c? c?

la cual es la transformaciéon familiar de Lorentz conocida de cursos elemen-

tales de fisica.

En el limite ¥ — 0, las transformaciones (1.20) se reducen a:
t =t 2l =2 —vt, 2% =2% 2°=2" (1.21)

que escriben una transformacion de Galileo entre dos sistemas de referencia
. . ’ ’ ., .
inerciales globales K y K, con K moviéndose a lo largo del eje © de K

. , !
con velocidad v constante. Graficamente K y K se representan como en el

dibujo:



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

’
z z

Figura 1.1: Sistemas de referencia inerciales.

Mantenemos la misma interpretacién por la transformacién (1.18) 6 equiv-
alentemente (1.20) y referimos a tales transformaciones como boosts con
pardmetro # = % actuando sobre el plano (z°,z").

Hay una generalizacién de la transformacién (1.18) para el caso en que K’

se mueve al respecto de K en una direccién arbitraria (véase Figura 1.2).

<

(z,y, z): Sistema-K

(17/ s y' s z,): Sistema-K

Figura 1.2: Sistemas de referencia inerciales en el caso general.
La forma general de esta transformacion esta dada por:

—_

ctzy(ct/+g'£), f_£+75_5(:5’-6)5+75ct’ (1.22)



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

La transformacion inversa de (1.22) es obtenida intercambiando: & — x', t —

t, 5 — —5 y tiene la forma:

ot = (ct— -3, :B:m%fﬁf(fﬂ)ﬁ-ﬂg (1.23)

La derivacién de las formulas (1.22,1.23) estdn dadas en [5] y también en [1].
3) La propiedad bésica de que A € AG tiene detA = +1 nos permite definir
otras familias de transformaciones que trivialmente satisfacen (1.13) y son
referidas como transformaciones de inversion del tiempo, inversion espacial

0 inversion del espacio y tiempo. Mds precisamente sea:

-1 0 0 0
0 100
A= (1.24)
0 010
0 0 01
tal A satisface detA = —1 y genera: z° = —2° 2" = 2’ y trivialmente

satisface (1.13). Debido que A% = —1 tal A € A¥_, y decimos que A genera
una transformacién de inversién del tiempo. Obviamente si A € AT, el
producto AA con A dado por (1.24) pertenece a A¥_.

En contraste de (1.24) la matriz

10 0 O

0O -1 0 0
A p—

0 0 -1 0

0 0 0 -1

10



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

genera inversiéon espacial tal que A € AT_.

Finalmente la matriz

-1 0 0 O

0o -1 0 0
A=

o 0 -1 0

genera una inversién del tiempo y simultdneamente espacial, y tal A € A¥, .
Enseguida discutimos algunas propiedades adicionales de los conjuntos AG y
PG Es conveniente representar la ley de transformacién (1.5) en una forma

matricial:
g=A"gA

en donde A7 denota la transpuesta de la matriz A = A*,. Consideramos
primero el conjunto AT, y es facil ver que AT, admite la estructura de un
grupo bajo la multiplicacién matricial.

Para cada A € AT, se define una transformacién mediante:
!
xt = AF, a¥

llamadas transformaciones de Lorentz orthochronous propio. Estas transfor-
maciones tienen la propiedad de transformar vectores temporales (6 nulos)
dirigidos a futuro en vectores temporales (6 nulos) dirigidos a futuro, es de-

cir, preserva la orientabilidad del espacio-tiempo de Minkowski (la definicién

11



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

de estos conceptos los tomamos méas adelante). Y V A € AT, dejan las

componentes de g de forma invariante.

En conjunto PG también admiten la estructura de un grupo. Para eso con-

sideramos el mapa:

-+ PG x PG — PG : (Al,al), (AQ,@Q) — (Al,al) . (Ag,ag),

(Al,al) . (AQ,(ZQ) = (AlAQ,Alag + al) (125)

y se ve que PG con tal mapa es un grupo con (I,a = 0) el elemento neutro
donde I € PG es la matriz unitaria y para cada (A,a) € PG llamamos a

(A~', —A~'a) € PG el elemento inverso de (A, a).

Cada (A, a) € PG genera una transformacién de coordenadas mediante:

ot = AP, 3 4 a (1.26)

que deja g de forma invariante. Transformaciones de la forma (1.26) son
llamadas transformaciones de Poincaré generadas por un (A,a) € PG,y

(PG, ) es llamado el grupo de Poincaré.

En resumen la presencia de g; en (R?*, g7) nos permite definir una clase de
sistemas de coordenadas privilegiados que los llamamos sistemas de referencia
inerciales globales. Un sistema de referencia inercial global estd relacionado
con otro sistema de referencia inercial global por un elemento del grupo de
Poincaré (A, a). En las proximas secciénes discutimos las implicaciones y el
significado fisico de este grupo en coneccién con la presencia de la métrica

Lorentziana gy..

12



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

1.2 Algunas implicaciones de la métrica Lorentziana

En la seccion anterior hemos visto como ¢y, determina sistemas de referencia
previlegiados y como nace el grupo de Poincaré PG. Por la finalidad de esta
tesis y particularmente en las 1iltimas secciones en donde empleamos métricas
Lorentzianas ¢g; que tienen curvatura de Riemann distinta de cero, consid-
eramos de ayuda dar una introduccion breve de la nociéon de una métrica
definida en R",n > 2 y discutir algunas propiedades basicas. Empecemos

con las siguientes definiciénes:

Definicién 1.2. Una métrica g definida en R™ es un campo tensorial C*

de tipo (0,2) tal que VA € R™ ga es una métrica en T4(R™).
Definicién 1.3. Una métrica ga en Ta(R™) es un mapa:
ga - TA(Rn> X TA(RH) —R: (X, Y) — gA(X, Y)

tal que:

1) ga es un mapa bilineal,

2) ga es simétrica, es decir, ga(X,Y) =ga(Y, X)V X, Y € T4(R"),

3) ga no es degenerada, es decir, si 5 X € Ta(R"): ga(X,Y) =0V Y €
TA(R™) entonces X =0 € Ta(R™).

Un teorema importante del calculo tensorial [5] afirma que como consecuencia
de las propiedades 1)-3) existe una base {é1,...,é,} de T4(R") al respecto
de la cual las componentes g;; = g(é;, é;) tienen la forma:
o 1 si2=7
g(ei,ej) = :i:éij, en donde 6ij = (127)
0 sii#j

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Nos referimos a la base {é1, ..., é,} que cumple (1.27) como una base ortonor-

mal de T4 (R™), y al respecto de tal base g admite la representacion:
9= 005" @€, Gup = g(ba,é3) = £dup a,B=1,...,n (1.28)

es decir, las componentes de ¢ relativas a la base {é1,...,¢é,} tienen una
forma muy simple, las componentes g5 son 1 6 —1 pero jamas cero °.
Tal propiedad de una métrica arbitraria nos lleva a la nocién de la signatura

por medio de la siguiente definicion.

Definicién 1.4. Sea g una métrica definida en Ta(R™) y sea {é1,...,é,} una
base ortonormal de TA(R™). La signatura de g es definida como la diferencia

entre el numero de g(é;,é;) = +1 menos el nimero g(é;,é;) = —1.

Segun esta definicién una métrica g en T4 (R™) y al respecto de una base

ortonormal {é,...,¢é,} tiene una de las siguientes formas:

Gap = 9(€a,€p) = diag(+1,+1,...,+1, -1, —-1,...,=1), k+l=n
k !

de la cual se ve que su signatura sign(g) satisface sign(g) = k — [

Sil=0

gaﬁ = g(éa, éﬁ) = dzag(—l—l, +1, ceey +1)
—

n
y sign(g) = n, tal g es referida como métrica positiva definitiva (6 métrica

Riemaniana). En el caso en donde:

s = g(eu.é5) = diag(+1, ..., +1,—1
Gas = 9(€a, €p3) g( )

n—1

5Subnota: En la representacion (1.28) {é',...,é"} es la base de T* A(R™) dual de

{e1,....e.}.
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sign(g) = n — 2, decimos que g es Lorentziana.

Finalmente cuando:

Jop = 9(Cq, €p) = diag(+1,...,+1,—1,...,—1)
k !

sign(g) = k —1, 1> 1, decimos que g es semi-Riemaniana.
La importancia de la signatura de una métrica proviene a través del siguiente

teorema [5]:

Teorema 1.1. La signatura de una métrica g definida en Ta(R™) es inde-

pendiente de la base ortonormal, y es constante para cada A € R™.

Métricas Lorentzianas, es decir, métricas con sign(g) = n — 2, tienen una
propiedad importante: se clasifican de manera natural los elementos de
T4(R™) como vectores temporales, nulos 6 espaciales. Para ver esta clasi-
ficacién sea g una métrica Lorentziana. Por las consideraciones anteriores
sabemos que V A € R" existe una base ortonormal {éi,...,é,} de T4(R")

tal que "
g(élaél) = _]-7 g(é27é2) == g(énaén) =1
Sea ahora X € T4(R™), entonces X = X“é, y las propiedades de g implican:

9(X, X) = g(X éa, X¢5) = XX g(éq, é5) =

= (X (X

7 Subnota: En forma compacta, por una métrica Lorentziana g podemos escribir:

g=—-e' e +e? @+ +e"®e”
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Pero de esta relacién se ve que:
g(X,X)=0= (X' + -+ (X")? =0 (1.29)

es decir, existen infinitas X € T4(R") soluciones de (1.29). Entonces por
una métrica Lorentziana ¢ la condicién ¢(X, X) = 0 implica que existen

X € T4(R™) que cumplen:
a) X #0, §) g(X,X) =0

y referimos a tales elementos de T4(R™) como vectores nulos.
De la estructura de la ecuacion (1.29) se sigue que la coleccién de X € T4 (R™),
9(X,X) =0, X #0, se forma un cono en 74(R") referido como el cono de

luz en T4(R™) como en el dibujo (Figura 1.3):

\‘q_'__ R
-\\ “ ///
\\ X

AN
RN x
/N
/ \\
Ve
£ 2

Figura 1.3: Cono de luz en el espacio tangente. Un X € T4 (R™) puede colocarse
en tres lugares: en el interior del cono de luz g(X, X) < 0, sobre el
cono de luz g(X, X) =0 6 a fuera g(X, X) > 0.
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Por un X € T4(R"), X # 0 tenemos una de las siguientes posibilidades:

9(X, X) < 0<= X = Temporales
9(X,X)=0<= X = Nulos

9(X,X) >0 <= X = Espaciales

Tal clasificacién de los elementos de T4 (R™), como veremos, juega un papel
importante en la interpretacion de R.E.
De aqui y en adelante restringimos nuestra atencion a la métrica Lorentziana

gr. de Minkowski que hemos definido en la seccién introductoria .

Dado un sistema de referencia inercial global {z°, ... 23}, primero notamos
que el campo vectorial X = % satisface:
o 0
— —)=-1<0 VAeR 1.30
o) (1.30

entonces X = % es un campo vectorial globalmente temporal tal que X |4 #

0 V A€ R Por un evento A sea T4 (R*) el espacio tangente y el cono de

luz en T4 (R*) como en el dibujo:

Figura 1.4: Cono de luz en T4(R*) en donde se observa como el campo vect-
orial X = 3%0 define el futuro F y el pasado P del cono de luz.

8 Subnota: Atin la mayoria de los conceptos que discutimos en esta seccion son vdlidas
para métricas Lorentzianas con curvatura de Riemman distinta de cero, por simplicidad

restringimos nuestra atencion a la métrica gr, del espacio-tiempo de Minkowski.
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El campo que hemos definido X = 8%0 = 0 divide el interior del cono de luz

en T4 (R*) en la parte que tiene los Y con:
gV,Y) <0 y VAT X (131)

y referimos tales Y como vectores en A dirigidos hacia el futuro, mientras los

Y € T4(R*) que satisfacen:
gV.Y)<0y YT X (1.32)

son referidos como vectores en A dirigidos al pasado. Vectores en T4(R*) que
viven en S son espaciales y no son dirigidos al futuro y tampoco al pasado.
Decimos que X = % define una orientacién en el tiempo por (R* g1), v
que (R?*, gz) es orientable en el tiempo. De aqui y en adelante asumimos
que hemos orientado el espacio-tiempo de Minkowski a través de una se-
leccién particular del campo X = 8%0, que define la orientacion temporal
de (R*, gr). En este punto justificamos porque definimos los conjuntos AT,
AY_ que hemos definido en la seccién anterior. Elementos de AT, generan
transformaciones en conforme con la orientacién temporal definida por X.

La clasificacién de elementos de T4 (R?*) como vectores temporales, nulos ¢
espaciales induce también una clasificacién entre curvas suaves en R*. Dis-
cutimos primero la definicién de una curva regular que empleamos en este

trabajo.
Definicién 1.5. Una curva reqular v en (R*, gr) es un mapa:
v I CR— R*: A — y()) (1.33)

tal que: a) v es suave, es decir, vy es OF, k> 1. B)V A € [ ~» in—(A’\)]A £ 0.
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El intervalo I puede ser de la forma: (a,b), [a,b], (a,b], [a,0) 6 I =R, e
I es el dominio de definicién de . El conjunto v(I) = {# € R* : I\ €
I : v(\) = &} es laimagen de I bajo v. De aqui y en adelante consideramos

curvas regulares v que cumplen:

AL # A2 = (A1) # v(N2)

es decir, curvas que no permiten auto-intersecciones.
Sea {z°,..., 2%} un sistema de coordenadas que cubre O C R* y sea v([I]) N

O # {¢}, entonces (1.33) admite la representacion:
y T CR—— R : A —~y(\) =2°(\), ..., 2°(\) (1.34)
en donde:
I CR—R:A— 2'(\) = (prioy)()), i=0,...,3 (1.35)

son las n-proyecciones de v relativas al sistema {2°,... 23}. La condicién
de que v es C* implica que las n-proyecciones z' en (1.35) son de clase C*
como funciones realvaluadas y tal propiedad por una curva de clase C* debe
ser valida para cada sistema {20, ... 2%} que satisface v([I]) N O # {¢}.

De la representacion (1.34), se sigue que el vector tangente 1" de  a lo largo

de v([I]) N O admite la representacién:

oo d _dvr) 9
AN dh oo

(1.36)

que expresa el vector tangente T en términos de coordenadas locales.
La presencia de la métrica Lorentziana y la existencia del vector tangente
T # 0 a lo largo de una curva regular v nos permite introducir una familia

de curvas importantes segun la definicion:
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Definicién 1.6. Sea v una C*-curva reqular k > 1 y sea T el vector tangente
de vy a lo largo de ~([I]). Decimos que ~y es una curva temporal dirigida hacia
el futuro si ¥ A € ~([I]) el vector tangente Ty es temporal dirigido hacia el
futuro. La definicion de que v es una curva temporal dirigida al pasado
requiere que T es dirigido al pasado, mientras la definicion de que v es una

curva nula dirigida al futuro (respectivamente al pasado) serd ahora obvia.

!

Figura 1.5: «) curva regular que no es globalmente temporal, ) globalmente
temporal. La flecha denota el vector tangente de la curva y tamb-
ién hemos dibujado el cono de luz en el espacio tangente represen-

8]

a)

tado por la interseccion de dos lineas rectas.

La clasificacién de curvas regulares en (R* gz) en globalmente temporales,
globalmente nulas y spacelike combinada con la métrica Lorentziana g;, nos

permite definir la nocién importante del tiempo propio.

Definicién 1.7. Sea v : I C R —— (R% gr) : X — (), globalmente

temporal y sea T su vector tangente. Sea también A = v(\1) y B = v(X\a),
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Xy > A1 dos eventos sobre y([I]) entonces: se define el tiempo propio T[A, B|

del evento A hasta el evento B y a lo largo de v mediante la siguiente integral:

(A, B] :1/ (T, T)] d)\:l/ "o TR (1.37)

CJa CJxu

D=

La suposiciéon de que 7 es globalmente temporal (y regular) implica que
g9(T,T) < 0 la cual garantiza que el lado derecho de (1.37) estd bien definido
y ademds 7[A, B] satisface las siguientes propiedades:
a) T[A, B] es invariante bajo cambio de coordenadas.
B) T[A, B] es invariante bajo reparametrizacion de .
Las propiedades «) y ) hacen 7][A, B] una cantidad matematicamente bien
definida. Tanto en relatividad especial y relatividad general 7[A, B] se iden-
tifica como el tiempo que registra un reloj que esta moviéndose a lo largo de
la curva temporal . Tal interpretacion ha sido verificada varias veces con

observaciones.

Mencionamos aqui una consecuencia util de (1.37). Sean A = y(\) y B =

7(A + dX) entonces de (1.37) se ve que:

dr(\) %[—g(T, T)dr =
d;(;) - %[—g(T, )2 #0 YA€ (1.38)

esta propiedad implica que podemos usar el tiempo propio 7 como una
parametrizacion de la curva . Usamos esta propiedad mas adelante. Pero
por el momento discutimos una consecuencia de la propiedad («).

Sean dos eventos A, B en (R, g1) que estdn unidos por una curva temporal

7, tal que al respecto de un sistema de referencia inercial global {z°, ... 23}
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esta dada:

7:[0,1] — R*: X — y(\) =
= %(A) + (1%(B) — (DA, 1 (4) + (1(B) — s (ADA,

7*(A) + (2%(B) — *(A))A, 2°(4) + (2°(B) — 2*(A)A  (1.39)

en donde z*(A), z*(B) son las coordenadas de A, B relativas a {z,..., 23}

El vector tangente T' a lo largo de (1.39) estd dado por:

_da* 0 0

= g = (@(B) —aM(A)5 (1.40)

Evaluamos el tiempo propio (1.37) a lo largo de v escrita por (1.39):

7[A, B] = 1/0 [—g(T,T)]2d\ =

Cc

=+ | gl (B) ~ 2 (A) @ (B) - a(A)

¢ Jo

B %[—g;w(x“(B) — 2"(A))(@"(B) — 2"(A))]

[

dX\ =

N

0 equivalentemente:

1
T[4, B] = =g (2"(B) — 2"(A)) (2" (B) — 2"(A)).
Mostraremos ahora que tal expresién es un invariante de Poincaré. Por eso
sea (A,a) € PG y sea y* = A*,x” + a" una transformacién de coordenadas
generada por tal (A a). Eliminando las coordenadas z*(A),z#*(B) de los

eventos A, B en favor de y*(A), y*(B) tenemos:

A, B] = —égm*)m(yaw) — Y (ANAT (7 (B) =y (4) =
= 0 (A LA 0 (B) — y (A)(B) — 9 (4)) =
= 306 (B) ~ () (B) ~ 4(4))
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la cual muestra la invariancia de 7[A, B] bajo elementos del grupo PG.
Mostraremos ahora que la estructura de (R*, gr) nos permite clasificar dos
eventos arbitrarios A, B como eventos separados temporalmente, espacial-
mente 6 eventos que son unidos con un rayo de luz. Tal clasificacién define
el cono de luz en (R*, g;) con vértice en un evento A.

Sean ahora dos eventos A, B y sea la linea recta vy como en (1.39) (pero ahora
no necesariamente temporal) que une estos eventos. Evaluamos la magnitud

del vector tangente T' de v através de:

8 v v 6 _
e @(B) — 2 (A)) ) =

= (a"(B) — a"(A))(2"(B) — 2"(A)) g = —(2°(B) — 2"(4))* +

9(T,T) = g((z"(B) — 2"(A))

+@'(B) — a'(A))* + (2*(B) — 2*(A))* + (2*(B) — 2*(4))*  (1.41)

y ahora discutimos algunas consecuencias de (1.41).
Sea que el evento B esta colocado de tal manera que la linea recta ~y escrita
por (1.39) que une A y B tiene la propiedad que el vector tangente 7" a lo

largo de ¥([0,1]) es temporal, es decir:

9(T.T) < 0= —(a°(B) — 2"(4))* + (z'(B) — 2'(4))* +
+(@*(B) — 2*(A))* + (2%(B) — 2%(A))* < 0=
(a%(B) = 2(4))* > (21(B) — 2'(4))* + (2*(B) — 2*(4))* +

+((B) - *(4))’ (1.42)

Del mismo razonamiento como por el tiempo propio vemos que la desigual-
dad (1.42) es invariante bajo transformaciones de coordenadas generadas por
elementos del grupo de Poincaré. Decimos que los eventos (A, B) estén tem-

poralmente separados.
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Asumimos ahora que el evento B esta colocado de manera que:

9(T.T) = 0= (2"(B) = 2°(4))* = (2(B) — 2'(4))* +

+(@*(B) = 2*(A))* + («*(B) — 2°(4))? (1.43)
y recordando que 2° = ct obtenemos:

(tB - tA)Q -
- B) o A @A) — AN (B) (A

Pero de (1.44) concluimos que el evento B estd relacionado con A por medio
de un rayo de luz. Esta propiedad por medio de (1.43) es también invariante
bajo el grupo de Poincaré. Dado un evento A la totalidad de todos los eventos
B en (R* g1) que satisfacen (1.43) 6 equivalentemente (1.44), forma un cono
con vértice en Ay en contraste con el cono de luz definido en T4 (R*), el cono

ahora est4 definido en R* como en el dibujo:

Figura 1.6: Cono de Luz en R?* con origen en el evento A. Los eventos B # A
pueden colocarse en tres diferentes regiones: en el interior, sobre
6 a fuera del cono de luz.

Referimos tal cono en (R?, gr) como el cono de luz en (R*, gz) con vértice en

el evento A.
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Finalmente en el caso en que B esta colocado de manera que:

9(T.T) > 0= (z1(B) — 2'(A))* + (2*(B) — 2*(4))* +

+(@*(B) — 2°(4))* > (a°(B) — 2°(4))” (1.45)

El evento B esta colocado a fuera del cono de luz con vértice en A, y decimos
que B es espacialmente separado de A.

La propiedad que dos eventos (A, B) son separados temporalmente, se unen
con un rayo de luz 6 son espacialmente separados es una propiedad que se
queda invariante bajo los elementos del grupo de Poincaré. Este anélisis
muestra que la métrica gz, nos permite clasificar eventos (A, B) como eventos

en el interior, sobre y afuera del cono de luz. Si (A,a) € PG entonces:

yt = At + ! = = (A_l)auy“ - (A_l)a#a“

y se ve de inmediato que:

(@ (B) = 2(A))(2"(B) — 2"(A)) =
= gu (A7) (AT 5(y*(B) = y*(A) (" (B) — " (A4)) =

= 9as(y*(B) — y"(A) (¥ (B) —y°(A))

que verifica lo demandado. En particular tenemos como consecuencia que
si respecto de un sistema de referencia inercial un observador mide ¢ como
la velocidad de la luz, lo mismo se concluye de cualquier otro observador
relativamente a cualquier sistema de referencia inercial de (R*, g1).

La existencia del tiempo propio medido a lo largo de una curva temporal
~ nos permite introducir una reparametrizacién particular para cada curva

v globalmente temporal. Para ver esto sea la curva v temporal escrita en
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términos del pardmetro A como en (1.34), y sea:

(1) = (vor)=7(r) =2"(A\(7)), ..., 2°(A(7))

una reparametrizaciéon de v que usa el tiempo propio 7 como parametro
natural a lo largo de 7. Denotamos por u el vector tangente de 4(7) y por

la propiedad (1.38) tenemos:

S _dTO(T) 0 dwrdd 9 dA

Ot dr  Oxt  d\ dr Oz dr

Evaluamos:

dztd\N 0 dx¥d\ O
U, U A Ty oA =

900 0) =90 47 o dx dr o)

L dhy, drt D drt 9 dN, B
= (E) g(ﬁ@v a@) = <d7') g(T,T) =

(F)?  &(-9(T.T)
Entonces mostramos que cada curva ~ regular globalmente temporal puede

ser reparametrizada empleando el tiempo propio 7 medido a lo largo de ~[/]

. __ dzt 0 : _ 2
de tal manera que el vector tangente: u = 757 satisface g(u,u) = —c*.

Con esta propiedad de curvas temporales tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.8. El vector tangente u de una curva temporal v normalizado
seqiin g(u,u) = —c? es referido como la f-velocidad de . La suposicion de
que 7y es dirigida hacia el futuro (respectivamente al pasado) estd implemen-

tada por la condicion:

dz? dz?
u’ = —— >0 (respectivamente —— < 0).
dr T
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Varias veces es conveniente trabajar con una representacion de u que satisface

g(u,u) = —1. Para lograr esto notamos que:

. dx* 0 1dz* 0O 1
U= — = — =

cdr Ozt ¢ dr Ozt cu

satisface:

g(ﬁ,ﬂ)zgg(u,u): =—1

2
Para la interpretaciéon de (R.E) (6 relatividad general R.G) la nocién de

observadores es muy importante. Por ambas teorias tenemos la definicion:

Definicién 1.9. En R.E (6 R.G) un observador se modela por una curva
reqular vy : R — R* al menos de clase C' que es globalmente temporal que

posee 4-velocidad:

dxz* 0 9

_dat O ( )= — dz* 0
= dr OxH’ gt u) = =¢

L., 0 o
0 U:U'M@:ﬂ@, g(u,u):—l

y nos referimos a y[R] como la linea del mundo de observadores.
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Figura 1.7: Linea del mundo de un observador en donde hemos dibujado para
cada evento la base ortonormal que lleva este observador.

Cada evento A a lo largo de su linea del mundo 7 el observador lleva ademas
de u otros 3-vectores (eq, ez, e3)|a tal que g(e;,ej) = 6;;, g(u,e;) = 0y por
definicién g(u,u) = —c*. La 4-pleta {u, ey, es,e3}|4 constituye una base
ortonormal de T4(R*), y tal base existe para cada evento a lo largo de la

trayectoria del observador.

Ahora mostramos que un sistema de referencia inercial global {z°,... 23}

en (R% g) define una familia de observadores privilegiados. Sea la familia
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de curvas:

viR— (R g1) : A— y(\) = (A, ', 2, %) (1.47)
con ¢, i=1,2,3 constantes.
Para cada una de estas curvas representa las lineas del mundo de obser-

vadores que se encuentran en posiciones especiales (2! = ¢!, 2? = %, 2% = ¢?)

fijas. Gréaficamente tenemos:

Q.
S
Q.
V)
Q.
&3
8

Figura 1.8: Lineas del mundo de observadores inerciales en reposo
relativo al sistema inercial {zV;... 23}

Es conveniente reparametrizar las curvas v tomando A := 2° = ¢t es decir:
F:R— (R g1) : t — (1) = (ct, ', 2, ) (1.48)

Por tal parametrizacién el vector tangente T esta dado por:

_dat 0 0 - ,
T= 3 o ~ g0 79I T) = ¢

Evaluando el tiempo propio a lo largo de la linea del mundo de estos obser-

vadores tenemos:

(ta 1) = - / mg(F. D) bt = (1 — 1) (1.49)

t1
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la cual implica que el tiempo propio a lo largo de las lineas del mundo de

observadores escritos por (1.48) satisface:
T(to,t1) = (t2 — t1)

La cuatro velocidad de estos observadores esta dada por:

dx* 0 _dat 0 0

_ @ 0 _axt 0 0 _ 2
‘= dr Oz dt Ozt caxo’ 9(u, u) c (1.50)

La familia de observadores que hemos definido por medio de (1.47 6 1.48) es

una familia de observadores privilegiados.

Para ver que es particular sobre estos observadores notamos que el vector
dxt 0

. __dxt O __ i . s s
tangente (4-velocidad) u = %~55; = czop satisface la ecuacion:

Vouu=0

es decir, la familia de curvas escritas por (1.47 ¢ 1.48) son curvas geodésicas
temporales de la métrica g;. Llamamos tales observadores como observadores

inerciales en (R* gr). Mds general tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.10. Las geodésicas temporales de la métrica Lorentziana gr, y
la conexion de Levi-Civita son las lineas del mundo de observadores inerciales

en (R47 gL) .

Mencionamos aqui que la familia particular de observadores inerciales escritas
por la familia (1.47-1.48), son observadores inerciales en reposo uno de otro
y en reposo al respecto de {1:0, cee ,:r3} pero es importante mencionar que tal
familia no es la tnica familia de observadores inerciales en (R*, gr).

En resumen en las tltimas dos secciones hemos explotado algunas consecuen-

cias elementales de la métrica Lorentziana gr. A través de g; hemos:
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«) Definido el grupo de Poincaré y de Lorentz.

) Clasificado elementos de Ty (R*) como: temporales, nulos y espaciales.

7) Clasificado curvas regulares como: temporales, nulas y espaciales.
9) Definido el cono de luz através de un evento A € (R*, g1).

¢) Definido la nocién de observadores en (R*, gr).
)

() Definido la nocién de geodésicas en (R*, gz).
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Capitulo 2

Formulacion Relativista de la

Electrodinamica de Maxwell

2.1 Formulacion de la Electrodinamica de Maxwell

en relatividad especial

Como hemos mencionado, Minkowski [2] formulé relatividad especial (R.E)
como una teorfa del espacio-tiempo (sin interaccién gravitatoria). Histéricamente
la teorfa de relatividad especial fue formulada por Einstein en 1905 y esta
basada en dos postulados !:

1) Postulado de la constancia de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz

¢ es independiente del movimiento de la fuente.

2) Postulado de relatividad: Las leyes de la naturaleza y los resultados de

todos los experimentos realizados en un sistema de referencia dado, es inde-

LSubnota: La forma de estos postulados los tomamos palabra por palabra del libro de

Jackson [1].
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pendiente del movimiento de traslacion del sistema en conjunto. Asi, existe
un conjunto infinito de sistemas de referencia equivalentes en movimiento
con velocidad constante respecto a otro en la que todos los fenomenos fisicos
se producen de una manera idéntica.

En la seccion anterior hemos discutido algunas propiedades elementales de
(R.E) que son consecuencia natural de la estructura del espacio de Minkowski
y hemos visto como la estructura de (R?*, gz) se incorpora naturalmente al
postulado (1). En esta seccién discutimos el significado y las implicaciones
del segundo postulado. Primero con los resultados de las 1ltimas dos sec-
ciones hemos identificado el conjunto de los infinitos sistemas de referencia
que nombramos como sistemas de referencia inerciales globales de (R*, gz).
Hemos visto también como por medio de los elementos del grupo de Poincaré
PG pasamos de un sistema de referencia inercial global a otro. En este punto
estamos en posicién para reformular la teoria de Maxwell de manera que las
ecuaciones resultantes son invariantes bajo el grupo de transformacion («)
que hemos definido en la seccién introductoria, y como demanda el segundo
postulado.

Empezamos con un sistema de referencia inercial global.

g1, = —dz° ® dz° + dot @ dat + do? ® da? + do? ® da?

L =ct, =z, t=y, P=2 —oco<z'<oo, i=0,1,2,3.

Como hemos mencionado, del punto de vista de Minkowski, tal sistema
resulté por la unificacién del espacio Euclideano (R?, gg) y la variable del
tiempo. Asumimos ahora que en (R?, gg) son definidos los campos eléctricos

E(Z,t) y magnéticos B(Z,t) escritos por:

- 9] 9, 0
0 1 .2 3y _ pliz 2(= 3(7
E(z” z",2%2°)=FE (x’t)axl +E (az,t)axQ +FE (x’t)ax?’ (2.1)
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0

a1 " B*(7, t)i + B*(7, 75)i (2.2)

B(2° 2", 2%, 2%) = BY(Z,1) 0 o
y E(Z,t), B(Z,t) satisfacen las ecuaciones pre-relativistas dadas por (1,2).

La idea esencial de Minkowski fue tomar las 6—funciones (E'(2°, 7), ..., B*(2°, 7))
y reacomodarlas como las componentes de un campo tensorial (0,2) anti-
simétrico. En esta seccion discutimos con detalle esta idea y vemos como esta
hipétesis da nacimiento a una nueva representacion de la electrodinamica de
Maxwell en el vacio. Sea primero F' = F,zdr® ® dz”, un campo tensorial an-
tisimétrico. La antisimetria de F' implica que las componentes coordenadas

Fop = F(3%, 52) satisfacen:

o 0 o 0.

Fos = Flggar gos) = ~Flgpp ga) = ~Fe

Expandiendo en suma en F = F,zdz® ® dz” se obtiene:

F = Fopda® ® da’ = Fyda® @ da' + Fooda® @ da® + Fpzda® @ da®
+Flodz' ® dz° + Fyda® ® da® + Fyda® @ da® + Frada' @ da?
+Fydr? @ dat + Fisde! @ da® + Fada® @ det + Foszda? @ da®
+Fyodr® @ da* =

= Fo1(d2’ @ da' — do' @ da°) + Fpo(da® @ da® — da® @ da)
+Foz(da® @ da® — da® @ da”) + Fip(da' @ do® — d2® @ da')
+Fi3(de' @ do® — d2® @ da') + Fy(de? @ da® — dr® @ da?) =

= F,da" Nda¥, p<v

en donde de la estructura del lado derecho introducimos una nueva operacion

referida como producto cuna A através de:

dz" A dx” = dzt @ dx¥ — da” @ dxt, p < v.
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Dados los campos (E, B) como (2.1,2.2), segtin Minkowski elegimos las com-

ponentes Fj,, de I’ por medio de:

F01:E1;F02:E2aF03:E37

Fig = —DB3, Fi3 = By, I3 = — DB (2.3)

es decir el campo F tiene la representacion %:

F = E1da® A da' + Esdx® A da? + Esda® A da?

—Badz!' A dz® + Bydx' A da® — Byda® A da? (2.4)

De aqui y en adelante nos referimos a F' = F),,dz* A dz”, p < v como el

campo tensorial de Maxwell, y sus componentes F),, tienen la forma:

Foo Fo1 Foo Fos 0 E, B, Es
Fo = Fio Fnn Fio Fig _ —E1 0 —=Bs B

Foo Fo1 Fy Fag —-Ey By 0 -B

Fyo F31 Fy Fi —E3 =By By 0

Usando la métrica g7, subimos los indices de F},, através de: Fob = gt gﬁ”FW

2Subnota: En (2.3) y (2.4) se entiende que Fog = Fo5(2°, %), E1(2°,7), etc., y de
aqui y en adelante por simplicidad omitimos la dependencia explicita de las componentes

de campos tensoriales las coordenadas (2°, ).

36



CAPITULO 2. FORMULACION RELATIVISTA DE LA
ELECTRODINAMICA DE MAXWELL

y esta relacién implica que las componentes contravariantes F*? son:

0 _ gOugovp  — 000G —
=%V F, = 9"¢" Fn = —Fy = —Ey = —E'

02 — gOHQQVEW — 900922F02 —_ —F02 —_ _E2 — _E2

2= gy F = g" 9" Fia = Fiy = —Bs = =B’

F
FoL
F
FO3 = gOugdv F,, = g8 Fps = —Fpg = —Fy = —E3
F
F13 — glugSVF — g"gB Ry = Fiy = By = B?
F

®= 92“93UFW = g?g" Fa3 = Fo3 = —B; = —B'

y en una representaciéon matricial tiene la forma:

F00 0L 02 03 0 _E' _E?2 _E3

o FOopitopizo pls _ E' 0 -B* B?
F20 2l g2 p23 E2 B3 0 _B!
F30 g3l 32 33 E3 _p2 pt 0

Enseguida consideraremos la ecuacion de continuidad en la forma pre-relativista:

ap op oJ' 9J*  9J°
aJrV J=0= 8t+8 +0a:2+8x3_0'

La estructura del lado derecho sugiere definir el 4-vector (en realidad campo

vectorial) J como:

0 0 0 0 0
— TH — 70 1 2 3 —
J J—axu J—axo—l-J—a —i—J—aQ—i-JagC3
0 0 0
:Cpa 0+J187+J2W+J38 3 (25)

en donde la presencia de ¢ uniformiza las dimensiones de J es decir:

. Carga eléctrica
o] = (7] =~ AR,

i=1,23.

37



CAPITULO 2. FORMULACION/RELATIVISTA DE LA
ELECTRODINAMICA DE MAXWELL

De aqui y en adelante nos referimos al campo J como la 4-corriente eléctrica y
por su definicién satisface: d,J* = 0. En este punto tenemos todos los ingre-
dientes necesarios para formular la Electrodinamica de Maxwell en términos
de componentes de campos tensoriales F'y J que hemos definido. Por esto
sea el sistema:

am

4
O, FP = 2L g8 s 9, P —
C C

J? (2.6)

Mostramos que este sistema es equivalente a la ley de Coulomb y la ley de
Ampere, es decir:

41 - 10E
_i_fi

Para mostrar tal propiedad tomamos 5 = 0 en (2.6), entonces tenemos:

4 4
IJO = Ipc =4drp =
c c

Do =
80F00+81F10 +82F20+83F30 :47Tp2>

OE" + 0B + 03B = Amp = V - E = 47p.

Por otro lado tomando 3 = 1 en (2.6), tenemos:

4 4
C%Fo‘l:IJI:>30F01+81F11+32F21—|—83F31:;J1:>

c
41

Oo(—E") + 0o(B?) + 05(—B?) = ?Jl =
_18E1 n 0B3 - 0B?
c Ot 02 ox?

4

=—J' (2.7)
c

Para ver el contenido de esta relacién recordamos la estructura de V x 3:

€1 €2 €3

X B = o0 9 0 =
v oxl 9z  Oz3

B' B* B3

OB 0B 0 0B 0B 0 0B 0B 0
ox? ox3’ Oxt ox3 ozl 0x? ox! o0x?’ 0x®
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Tomando en cuenta esta representacién concluimos que (2.7) es equivalente
a:

L 4 10FE!
i(VXB)IZ?TrJl"'EW

Tomando 5 = 2, respectivamente § = 3 en (2.6) concluimos que la estructura
de (2.6) es equivalente a la ley de Ampere:

L 47 - 10FE
VxB=—J+-——
~ c +03t

Junto con (2.6) agregamos la siguiente ecuacién homogénea:
IFN + P + VFP = 0. a, 8,7 € {0,1,2,3} (2.8)

Mostraremos que el otro par de ecuaciones de Maxwell homogéneas, es decir:

v.B-0, vxE=-198
c Ot

estan contenidas en (2.8):

Para ver esto sea que tomamos a =0, =1, 7 =2 en (2.8):
PP+ PP+ OPF =0 =

0°(—B%) + 0" (E*) + 0*(—E") =0 =
oE* oK' 10B°

— = 2.
oxt  Ox? c Ot (29)
y en donde hemos usado la propiedad: 9° = ¢°°9y = —0,. La estructura de
(2.9) implica:

o, 10B3
Ep=_-2"
(VX E) c Ot

Tomando § = 1, v = 3, respectivamente § = 2, v = 3 concluimos que (2.8)
es equivalente a la ley de Faraday:

Vxﬁz—la—B
c Ot
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Enseguida tomando oo = 1, § = 2, v = 3, tenemos:

O'FB 4L PF + PF? =0=
ON(=BY +0*(=BH + ¥ (-B* =0=>

OB' 0B? 0OB3 "
=0=V-B=0
oxt +8x2+0$3

En resumen vemos que el sistema de ecuaciones:

4 4
0o FP = " J8 = g P = 2" B (2.10)
C C

O“FPT 9P + VFP = (2.11)

Por medio de la representacion del tensor de Maxwell F' escrita por (2.4) son
equivalentes a la forma pre-relativista de las ecuaciones de Maxwell escritas
por (1,2). Nétese también que la antisimetria de F' implica por medio de

(2.6) que:
4
0 = 030, F* = %aﬁjﬁ = 05J° =0

y como mostraremos mas adelante d,J% = 0 expresa la conservacion de la
carga eléctrica.

En resumen empezando con las ecuaciones de Maxwell pre-relativistas definidas
en (R?, gg) y siguiendo los pasos de Minkowski hemos introducido el tensor de
Maxwell F' usando los campos (E ) é) y la 4-corriente J por medio de p y J.
Postulando las ecuaciones (2.10,2.11) hemos mostrado que son equivalentes
a la forma pre-relativista de las ecuaciones de Maxwell.

Suponemos que tenemos una solucién (F = F,z dz® A daP, J = Jr-2)

oxk

del sistema (2.10,2.11) relativamente a algun sistema de referencia inercial
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{z°,...,2%}. Nos preguntamos j Cémo recupera uno de (F,J) las ecuaciones
(1,2)?.

Aun las representaciones de las componentes de F' implican E' = —F9,
E? = —F%  etc., hay una manera covariante para definir (F, B) es términos
de F'. Recordemos que en el capitulo anterior u = u“% = c% es la cuatro
velocidad de observadores inerciales en reposo al respecto de {2°,... 23} en
donde:

g = —da’ @ da’ + do' ® da' + da? ® da? + do? ® da?

2]

5,0 definimos el campo

Relativamente al campo de cuatro velocidad u = ¢

eléctrico E' y magnético B que miden estos observadores por medio de:

1
E® = Fby,, B®= —§eabch°dub (2.12)

abed

en donde € son las componentes del tensor de Levi-Civita totalmente

antisimétrico. De esta definicién tenemos que:

9(u, E) = gap B U’ = gap F " u,u’ = Fyutu® =0 (2.13)

1
90, B) = ga B’ = =S¥ cagos P uu =

1
= —ieb“chCdu#ub =0 (214)

y estas relaciones implican que (F, B) son campos ortogonales de la cuatro
velocidad u de los observadores, es decir, (E, B) son campos espaciales.
Adicionalmente de la definicién (2.12), tenemos la siguiente representacién

covariante de las componentes F,, de I

Fop=u By —upBy + GQdeBduc (215)
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Verificamos primero que la descomposicién (2.15) es consistente con las defini-

ciones dadas por (2.12).

Por eso sea la contraccion de (2.15) con las componentes de v = u“a%j es

decir:
Fou’ = u, Eyub — Ea(ubub) + e Baucu’ = uo (Eyu®) + E, = E,

Por otro lado consideramos la combinacién:

1 1
—iewabFabu” = —iewjab(uaEb —wup B, + eabkABAuk)u” =
1
= —§ewo‘beabk’\B,\uku” (2.16)

Pero tenemos que la contraccion:

ewo‘beab“ = e"‘buueabk}‘ = (=14 - 2)!2!5[’“’\]!“, =

= —21(6% 0%, — 0*,6%,) (2.17)

Combinando (2.16) con (2.17) se ve que:

1
—§6W°‘beabk’\B,\uku” = ((5ku5)\u - (V‘H(SkV)B,\uku” =

= (Byu”)uu — B, (u,u’) = B,

es decir, la representacion (2.15) es consistente con (2.12).
De la definicién de las componentes (E®, B%) de (E, B) tomando en cuenta
que F satisface (2.10,2.11), ahora mostramos que en realidad (E é) satis-

facen las ecuaciones de Maxwell en forma pre-relativista. Por eso observamos:

VoE® = 0,E = 04(F*uy) = (0a F")up + F**0puy, =

4 4
= IJbub = Ipc =d7p
c c
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Similarmente:

1
VQBO‘ = (%B‘X = 8a(—§eadeFCdub) =

1 1
= —ieabcd(aaFCd)ub — §€abchCdaaub = 0

debido del segundo par de ecuaciones (2.11). La confirmacién de las otras
ecuaciones viene por un calculo anédlogo.

De este andlisis vemos que dada una solucién (F, J) de las ecuaciones (2.10,
2.11), observadores inerciales asignan campo eléctrico E y magnético B por
medio de (2.12) que satisfacen la forma pre-relativista de las ecuaciones de

Maxwell.

2.2 Invariancia de norma de la teoria de Maxwell

En la secciéon anterior hemos mostrado que las ecuaciones de Maxwell en
forma pre-relativista escritas por (1,2) son equivalentes a las ecuaciones
(2.10,2.11) y viceversa. Todavia no hemos mostrado el punto crucial: la in-
variancia de las ecuaciones (2.10,2.11) bajo elementos del grupo de Poincaré.
Antes de hacer esto consideramos de importancia discutir la nocién de la
invariancia de norma por la teorfa de Maxwell. Como es bien conocida las
ecuaciones de Maxwell en la forma (1) y (2) exhiben una propiedad im-
portante referida como invariancia de norma (para una discusién véase por
ejemplo [1]). En esta seccién discutimos si tal propiedad estd presente en
la formulacién relativista, y si estd presente como se manifiesta. Por este
andlisis vemos brevemente como nace la nociéon de invariancia de norma del

sistema pre-relativista (1,2). De las ecuaciones:
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concluimos que existen potenciales (¥, t), ff(f, t) tales que:

E(Z,t) = —i%ﬁl —V®, B(i,t) =V x A (2.18)

La propiedad remarcable es que los campos fisicos E(f,t), é(f,t) no fijan

unicamente los potenciales (%T, ®). Sipor ejemplo x (7, 1) es una funcién suave

Y ’

arbitraria y definimos nuevos potenciales (A'(Z,t), ® (Z,t)) através de:

-, - / 1 T t
A(Z)t) = A(Z,t) + Vx(Z,t), ® (Z,t) = (7, t) — 8X(69165’) (2.19)
c
vemos también que (f?, ®') satisfacen:
— 1 A', ’ — -
Bt = -1 9o, By —vx A

c Ot
La invariancia de (E, B) bajo transformacion de los potenciales (A, ®) escrita
por (2.19) y por extensién la invariancia de las ecuaciones (1,2) bajo cam-
bio de los potenciales es referido como invariancia de norma de los campos
(E ; B ). La invariancia de norma se utilizard para simplificar las ecuaciones

de Maxwell mediante una seleccién particular de norma. Recordamos, en el

tratamiento pre-relativista la norma de Lorentz tiene la forma 3:
100 -
S 4+V-A=0 2.20
c ot ( )

3Subnota: Siempre podemos forzar la norma de Lorentz. Para mostrar esto, sea que

empezamos con (A, ®) que no satisfacen la norma de Lorentz, es decir:

o100
VoAt oS A0

Sea x(7,t) una funcién de clase C?, queremos elegir x(&,t) de tal manera que los nuevos
potenciales (/Y’, ®') satisfacen:

Lo0

>, - 10 10x,
2 _LOPx_ g 5,102
= VX 2 o2 v AJrcat) ()
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y las ecuaciones de Maxwell (1,2) relativamente a esta norma son (ver [1])

1 62® 1 924 - 47
e A V2D = —dmp, — S+ VPA=——J (221
2 Ot2 - P 2 Ot? + c (2.21)
mientras (E, B) estén dados por:
ﬁ 10A . ﬁ
E=--"C_-V®o, B=VxA. (2.22)

Vemos ahora que la invariancia de norma se preserva en la descripcién rel-
ativista de la teorfa escrita por (2.6,2.8). Por eso sean (A, ®) potenciales
arbitrarios por (E,B). Primero unimos tales potenciales introduciendo el

4-vector potencial a través de:

) o .9
A:A#@:®@+A%7 22172,3

Por otro lado el lado derecho de (2.22) puede estar escrito en la forma equiv-

alente:

E=F 0 :_laiAii ;0P 0 1814" ;00 0

oxt c Ot Ozt —9 Oz Or :[_c ot —9 %]axi =

g LoAt  ov oA

_ 1 o _ 940 _
c Ot gaxj oxY oA

=0"A"— A", i=1,2,3. (2.23)

y esta relacion implica que las componentes F'* pueden también ser escritas

en términos de las componentes A" del 4-vector potencial. De (2.23) y de la

% ., . — s . A 10P

vemos (*) como una ecuacion para determinar x(7,t) y el término —(V - A+ - G7) como
una fuente conocida. Aceptando que (*) puede resolverse (una ecuacion hiperbdlica simpre
admite solucidn al menos en una vecindad), hemos mostrado que siempre podemos forzar

la condicion de Lorentz.
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definicion de F* tenemos:

E1:80A1—81A0:—F01, E2280A2_82A0:_F02

)

B3 = 0043 — 940 = — 03 (2.24)

También de:

= S 0A3 QA% 0 oA 9A% 0
B=Vxa=a o) an * o5 ~ ol
LA o
oxl  0x?’ 0x®
concluimos tomando en cuenta las componentes de F'* que:

Bl — (82A3 _ 83A2) — —F23, BQ — (83A1 _ 81143) — F13
B? = (0'A* - 9*A') = —F" (2.25)
En resumen (2.24) y (2.25) implican:
F01:81A0_80A1:_E1 F02:82A0—80A2:—E2
F03:a3A0_80A3:_E3 F12:82A1_81A2:_B3
F13263A1—81A3:B2 F23:a3A2_82A3:_Bl
y representamos tales relaciones en forma compacta:
Fr =9V AF — 9" A" v e{0,...,3} (2.26)

En su turno la ecuacién 0, F*? = %J’B toma la forma:

Du0P A% — 9,07 AP = 2T 8 (2.27)
&

mientras se ve de inmediato que:
9% By + Of e + NFB —
= 6“(8714ﬁ - 8’3147) + 6’8(80%7 — A% + 87(85140‘ - 80“Aﬁ) =0
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es decir, la representacion (2.26) satisface idénticamente el segundo par de

las ecuaciones relativistas. La representacion:
Fr = 0"A" — "' AY <= F,, = 0,A, — 0, A, (2.28)

de las componentes de F' por medio de las componentes del potencial A es
analogo de (2.18).
Sea ahora que consideramos un nuevo 4-vector potencial A" con componentes

A" dadas por:
AP = AP 4 91y (2.29)

en donde x = x(2°, z%) es una funcién arbitraria salvo que es suave. Mostramos
que las componentes F*¥ = 97 A~ — 92 AP quedan invariantes bajo (2.29).

Para ver eso calculemos:

F'mv = 9" A — gt A =
= 0"(A"+0") = (A" +9X) =
= VAP — A+ O — D =

= F* + 0"0y — 00"y = F*

en donde hemos empleado la conmutatividad de las derivadas parciales de
la funcién y(z° x'). Entonces por una F dada existen infinitos vectores
potenciales A que satisfacen (2.28), y esta propiedad es la forma relativista
de la nocién de invariancia de norma conocida en el régimen pre-relativista.
La nocién de norma de Lorentz (2.20) se extiende naturalmente al régimen
relativista. Decimos que el vector potencial A satisface la norma de Lorentz
si sus componentes A* satisfacen:

0A* 0AY QA 100 -
Ooxz+t  Oz0 + ori ¢ ot +V-A= (2.30)
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Como en el régimen no-relativista, las ecuaciones de Maxwell se simplifican
cuando A satisface la norma de Lorentz. Combinando (2.30) con (2.26) y

(2.6) obtenemos:

4 4
szgﬂ$%WM—ﬂm:%ﬂé
1 4

—%mﬁzgﬂ:%mﬁz—gﬁ

en donde hemos usado la conmutatividad de las derivadas parciales y el hecho
que las componentes A* del potencial vectorial A satisfacen 0, A% = 0.

En resumen, si el 4-potencial:

A=A'—=93 + A

satisface la condicién de Lorentz:

100 .
A= v A=
OuA" = 2+ ¥ 0

entonces las ecuaciones de Maxwell (2.27) son equivalentes a:

4IJB

c

0,0°AP = —

—,

de las cuales concluimos recurriendo a (2.30) que (P, A) satisfacen:

1920 _, 1 524
7= =4 _
2o Y T T 2o

. 41 -
+VA=——J
c
Recordamos que en la forma pre-relativista la norma de Lorentz no fija
unicamente los potenciales (/T, ®). Si por ejemplo (/Y, ) estan sujetas a:

L

A4 - =0
Vv +cat

y definimos nuevos potenciales ([1", ®') escritos por:

’ 18X Y -
O =0—-——F— A=A 2.31
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en donde la funcién y = x(,t) satisface 0,0%x(Z,t) = 0, mostraremos que

(14_1", @) también satisfacen:

- 109
A+ -——= 2.32

V- A+ - ot =0 (2.32)

Evaluando directamente:
5 109 - 19 Loy,
100
—V. A4 -2 oy —
=V -A+ ot + 0,0%

es decir, los nuevos potenciales (ff’, <I>/) satisfacen la norma de Lorentz sujetos
a que x(7,t) satisface 9,0%x(Z,t) = 0.
Examinamos el mismo problema desde el punto de vista relativista. Sea

entonces:

0 0 0  0AH
= H_—  — - =
A=4 Oz (I)E?xo + A oxt’  Oxm 0

y sea ahora un nuevo 4-potencial

/ ;0 ;0 0 0 0
A — A w__ S Y A A P 0 Az A
ot 00 + oxt =@+ )896 + AT+ )695’
Primero notamos que:
0A™ _9A¥ 0 .
n
E;A + 0,0% = 0,0%x

Entonces si la funcién y (2, ) satisface:
lo% 1 82 2
ﬁaﬁ X = 0~ _jﬁ + V =0
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la condicién de Lorentz 0, A" = 0 estd preservada bajo la transformacién

AP s AP = AF 4 oMy (2.33)
la cual es equivalente a:
, 10x
P =0+ =0 -2
ToXx c Ot
X

i pi in A ij YX
AT= AT O = A g

Entonces la norma de Lorentz J,A" = 0 como en el caso pre-relativista no

fija tinicamente el 4-vector potencial A. Existe la libertad escrita por (2.33).

2.3 Invariancia de Poincaré de la Electrodinamica

de Maxwell

En la seccién anterior hemos mostrado que relativamente a un sistema de
referencia inercial global {z°,..., 23} las ecuaciones de Maxwell en forma

relativista son:

47

OuF*P = 7Jﬂ, OFP = 9*FP + 9P + 97FP =0 (2.34)

y por medio de la nocién del vector potencial A = A“a% las componentes

del tensor de Maxwell estan dadas por:
FoP = 0P A — 9°AP <= F,5 = 0pAn — 0uAs (2.35)

y esta representacion implica que la propiedad fundamental de invariancia de
las ecuaciones (1,2) bajo cambio de norma estd preservada en la descripcién

relativista de la teoria.
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Ahora nos preguntamos:

¢Cdmo se comportan las ecuaciones (2.34) bajo cambio de sistemas de coor-
denadas generadas por elementos del grupo de Poncaré?.

Mostraremos que la suposiciéon que las componentes Fi, 3 y J* se comportan
como componentes de campos tensoriales bajo transformaciones de coorde-
nadas generadas por elementos de PG garantizan la forma invariante de las
ecuaciones fundamentales (2.34). Sea {y°, ', y? y3} otro sistema de referen-
cia inercial. Como hemos visto {y°..., ¢} y {2..., 23} estdn relacionados

por:
yt = At + at (2.36)

en donde A = A*, € AG y a* = (a°, a',a?,a®) es un “vector” constante.

De la discusion de la seccién 2 tenemos:

oy+ O*y+ ox" oy~ Oz 5
=N,y ——— =0, =5 -A", =0,
ox™ 0xPoxe oy® Ox+ Oy~

ox”

_ A—l v 2.
e = (A (2.37)
0 oyt 0 0
R A a _ A—l a m
Ox> Oz Oy+ “oyr’ du (A7) u @y

0 oo 0
oyt Oyt Oz koxe’

Con estas relaciones las componentes F*¥ = F(dx®, dz®) se transforman

dyt = A" dz® (2.38)

COINO:

' 5 oyt Oy
P =FS 4) = 5 a0

F(dz®, dz") = A" A g F*P (2.39)
y esta ley implica que:

F = Fydy* Ady” = (AN (A Fagho N gda® A da® =

= F,pdz® A dz” (2.40)
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Por otro lado las componentes de la 4-corriente J = J*-2- se transforman

Oz
como:
, 1
g = ja_ pgu g
oz
y esta ley implica
0 p 0
J=J =JH—
oz oyt

La invariancia de F'y J implica que las ecuaciones de Maxwell en la forma rel-
ativista deben cambiar de una manera particular. Para ver eso consideramos
la diferencia: 0, F“% — 47”,]5 , combinando con las reglas de transformacién
anteriores:

4 Ox® 87:1:5 i 4 02,

OuFP — —JP = 9, (=— ———JF=
c (ay*‘ oy ) c Oy*
e/ 5 6 (6% ,3 P
:aiax iF’W_ZLWax w— 0z* 0z (iF’W)ai_
Oy* Oy¥ Oz~ c Oy* oyt Oyv ~ OyP oz
_47”87"% w— 5P Bxﬁi ’W_4187xﬁju:
c Oyt "oy oyr c Oyt
_ o 10w AT g (2.41)
- Oy toym c '
Entonces
A7 axﬂ 8 ’ 47
OuF? — —J = —FW - —J"
c oy [8y“ c )

Pero esta relacién implica que si 9, F*% — 47”(] # = 0 entonces también ', F'*# —
%J’B = 0 y viceversa, la cual implica que el primer par de las ecuaciones
de Maxwell relativistas se queda de forma invariante bajo el cambio de un

sistema de referencia inercial global a otro sistema inercial.
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Sea ahora el segundo par de ecuaciones de Maxwell: 9F57 + 9P Fre +

OVF*? = (. Tenemos también:

9% B + OB e + NFB —

0?07 _, oxY 0z _, 0z~ 0z°
— (L B2 27w (T Favy —
5(8yuayy )+a(8y“8y” )+a(8y”8y” )
= Oz* 87336 0x7 o PF W 87335@ Ox* 9PE™W 927 0z 0" 9P W
yr y+ dy dyr Oy* Oy” dyr dy* Oy

arreglando los indices p, v, p factorizamos el término

Ox® 87:135 Oz
oyr Jy+ dy”

y obtenemos:

Ox® 0xP Oz

el 9PFw L grpve L gvE e
Ay Oy+ dy” [ + i )

OF + 9P P + 9P =

Entonces si 0°F%7 + 9P F7 4 97V F*% = 0, entonces

Ox® 0xP Oz

—_— JPE™ 4 grEVP 4 9VE'PH =0
oyr dy* dy” [ + * ]

multiplicando esta relacion por:

Oy" oy" oy’
Oze OxP Oz

obtenemos que
OREM 4 9nF R L I E = ()

la cual verifica la forma invariante del segundo par de ecuaciones de Maxwell.
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2.4 Algunas implicaciones de la invariancia
de Poincaré de la electrodinamica de Maxwell

En la seccion anterior hemos visto como las ecuaciones de la electrodinamica
de Maxwell son unificados con los principios de relatividad especial. Tal
unificacion nos lleva al tensor de Maxwell y el vector corriente como los
principales objetos para estudiar electrodinamica. En esta seccién vemos
algunas consecuencias de tal unificacién.

Sea {z°, ..., 2%} un sistema de referencia inercial en (R*, 1), es decir:
gr = —dz’ @ da° + dz' @ do' + d2® @ da® +d2® @ dx®  (2.42)

y sea que al respecto de este sistema F = F,5dr® A d2”, a < 3 el tensor de

Maxwell. Como hemos visto F,z satisface:
4 4
0°Fop = ——J5 = 0o F*F = = P
c c
Iak'gy) =0

I R N i 9 -
donde J = JV% = pegs + J'55 es la 4-corriente.

Como hemos discutido en la seccién (2.2) el sistema inercial {z°,... 23}
define una familia de observadores inerciales con:

0 0
u:u“@:@:g(u,u):—l

los cuales ven campo eléctrico y magnético dados por:

1
e — Fabub’ B = _ieabchcdub

Queremos ver el significado y la estructura que tiene la nocién del campo
eléctrico y magnético que estamos acostumbrados en la descripcién pre-

relativista.

o4



CAPITULO 2. FORMULACION RELATIVISTA DE LA
ELECTRODINAMICA DE MAXWELL

Sea ahora otro sistema {y°,...,4*} inercial global de modo que:
gr = —dy’ @ dy° + dy' @ dy* + dy* @ dy* + dy® @ dy®  (2.43)

mientras la invariancia de Poincaré implica que F' = F ;ﬁdyo‘ ANdy?, o < B
satisface relativo a {¢°,...,4*} las ecuaciones:

47T/

U / / / 4
0°F. = —J; e o F* ==
C

TP
C
Oty =0

donde 9, = % y

w0 9 0
s Hiz —_— v
J= e =gt

Observadores inerciales con v = v* % = % ven también campos eléctricos

y magnéticos dados por:

/ / / ]. / /
Ea:FabUb, Ba:—iﬁabchCdUb

Queremos ver como (E, B) medidos por el observador u y como (E',B')
medidos por el observador v estan relacionados.
Por eso sea (A,a) € PG que relacionan {z°,... 2%} con {¢° ... ,9*}. Sin

pérdida de generalidad asumimos que A corresponde a un boost en el plano

(20, 21), es decir, A = A%, tiene la forma:

¥y =B 00
- 00
Al TP oL gt (g
0 0 10 1— 2 ¢
0 0 01

Como consecuencia que F' = F,zdx® A dx’ = F ;Wdy“ A dy” obtenemos:
F'of = N AP, Frv (2.45)
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Recordamos que las componentes (E', E”?, E®) y (B!, B2, B'®) definen las

componentes F'*? del tensor de Maxwell mediante:

0 —-E!' —-E? —EB

, E' 0 —-B% B?
Fob = / / (2.46)

E? B 0 -—B!
E3 —-B? B! 0

mientras las componentes F*? en términos de (E*, E2, E®), (B!, B?, B?) tiene

la misma estructura que (2.46), pero:

E' E? E® - FE' E? E*, B B? B®— B! B? B (247)

La regla (2.45) F'*% = A®, A%, F* implica:

Erl _ _F/Ol _ _AONAll/F;w

_ _(AOOAloFOO + A00A11F01 4 A00A12F02 + A00A13F03
+A%ANGFY + AD AN FY 4+ A AL PR+ A A ER
+A02A10F20 + A02A11F21 + A02A12F22 4 A02A13F23
+A03A10F30A03A11F31 + A03A12F32 4 A03A13F33)

_ _(A00A11F01 4 A01A10F10)

_ 2 202 1 _ 1 (%)2 1 _ 1

=0V =B =(—0m= — B =E

1-5 1-%
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E?— _F02_ — A A2, P

_ —(A00A20F00 4 AOOA21F01 4 A00A22F02 4 A00A23F03
+A01A20F10 + A01A21F11 + A01A22F12 + A01A23F13
+A02A20F20 4 A02A21F21 4 A02A22F22 4 A02A23F23
+ACAZ FONGAL FP 4 AN F 4 A% A% P

_ _(A00A22F02 4 A01A22F12)

=(E* - BB%)
Con un procedimiento andlogo para las demdas componentes obtenemos:

E'3 _ _FIOS _ —(A00A33F03 4 A01A33F13) — ,Y(ES 4 /BBZ)
Bl = F'3 = A3;A%,F% = Bt (2.48)
B/Q _ _F’31 _ _(A33A10F30 =+ A33A11F31) _ ,Y(BQ 4 ﬁE3)
B/3 _ F'Ql _ A22A10F20 + A22A11F21 _ ,Y(BB o /BEQ)
Las transformaciones (2.48) pueden escribirse en forma general como [1]:
2

x B) ~ A5 E) (2.49)

—/

E =~(E+

=

-2

2
_», = = = ¥ -
B = (B - fx B)- -

. B) (2.50)

2
s

en donde E = g yvy=(1- Z—;)*%. La transformacién inversa puede obtenerse
por medio de un procedimiento analogo, solo cambiando los primados por no
primados y cambiando B — — E , solo cambia la estructura de la matriz (2.44).

Los resultados son:

) (2.51)
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— - — — 2 - = -
B =n~(B +6><E)—711,B(ﬁ-3) (2.52)

Es importante senialar aqui que al formular (2.51,2.52), E y B son el campo
eléctrico y magnético medido por un observador inercial y en reposo relativo
al sistema inercial {2V, ..., 23}, mientras E y B’ son los campos medidos por
un observador inercial en reposo al respecto al sistema {3°,...,4*}. Si por
ejemplo en {y°, ..., y3} el campo es piramente eléctrico, es decir, B = 0,
un observador en {z°, ..., 23} ve campo E y también campo B. Entonces la
nocién de campo eléctrico o magnético no es un invariante bajo el grupo de
Poincaré.

La carga eléctrica es absolutamente conservada [1]. Adicionalmente la carga
eléctrica de particulas elementales observadas son multiplos enteros de carga
eléctrica del protén [1]. Estas propiedades han sido verificadas experimen-
talmente dentro de errores experimentales y apoy6 la hipotesis referida como
la invariancia de carga eléctrica bajo transformaciones de Lorentz (véase dis-
cusion en [1]).

Por otro lado para mostrar la invariancia de Poincaré de la electrodindamica

de Maxwell hemos asumido que:

0 0 .0
ey Mf — —_— g
J=J e pc 50 +J B

define un cuatro vector bajo transformaciones generadas por elementos del
grupo PG. En esta seccién nos gustaria investigar como esta propiedad del
cuatro vector J garantiza la invariancia de carga eléctrica. Como en la seccién

anterior sea:

o B ;)
I T T g T
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la corriente eléctrica relativa al sistema de referencia inercial {z°,... %} 4.
Pasando a un nuevo sistema de referencia inercial {y°,...,y%} generado por

la matriz A como en (2.44) obtenemos:

J:pc@%—pviaxi = pchy 0ggn TP o' AF 86# =
— pCAOOaaO + peity 83 + (pv")A° aa + (pv") A 86 =
= 7(pc — Bv') (Z v(pcf — Bpv )a(z1 +p 88 + po’ a7
= v(pc - ﬁpvl)éo +(pv’ — pCB)E;Zl =
= p/ca(zo + J'laay1 (2.53)

donde pasamos a la ultima igualdad asumiendo que pv? = pv® = 0, es decir,

la 4-corriente J en {z° ..., 23} tiene la forma:

J = Y pli

7020 T Bt
De la férmula (2.53) vemos que:
, pe(l — %ot
pe=(pc—Bpv') = — (2.54)
1 1 pvl(l _ ll)
5 =7(pv’ — pcph) < (2.55)

Supongamos que elegimos el boost con pardmetro v = v! en el boost A en
(2.44), es decir, relativo al sistema {¢°,...,y%} el elemento de carga estd en

reposo. Entonces se deduce de (2.54) y (2.55) que J T=0y:

pc-pc“ :>p—7 (2.56)

4Subnota: Hemos asumido aqui que la densidad de corriente J estd generada por el

flujo de algiin fluido cargado. Cada elemento de fluido lleva carga total de = pd>Z.
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y esta transformacién implica que p y p' no se comportan como escalares
bajo transformaciones de PG. Atn si recordamos que p, p son densidades
de carga. Consideramos entonces el volumen infinitesimal da'dz?dx® asi que
de = pdz'dx*da® representa la carga total dentro de dz'dx?dx® = dV. Se

deduce de:

! 2
\/Ldv’ -2 —pav =dd  (257)
v2 C
T2

donde hemos tomado el efecto de la contraccién de Lorentz.

de = pdV =

La relacién (2.57) muestra que de = de’, es decir, la carga contenida en un
volumen de “material” es una cantidad invariante de Lorentz. A su vez esta
propiedad expresa la esperable idea que la carga de un electrén es indepen-
diente de la velocidad del electron.

En nuestro andlisis hemos asumido que la cuatro corriente J se comporta
como un vector bajo Poincaré y como una consecuencia hemos mostrado la
conservaciéon de la carga eléctrica.

Puede valer la pena tener en cuenta aqui que Sommerfeld partié del princi-
pio de que la carga eléctrica debe ser absolutamente conservada y entonces
demostrd que esta propiedad requiere que la corriente eléctrica J debe trans-
formarse como un vector bajo Poincaré. El punto de vista de Sommerfeld

esta discutida por ejemplo en la referencia [6].
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Capitulo 3

Electrodinamica en

espacios-tiempo arbitrarios

3.1 Covarianza general de la electrodinamica

de Maxwell

Hasta este punto hemos mostrado que dentro del contexto de Relatividad
especial, la electrodindmica de Maxwell relativa a un sistema de referencia

inercial {z°,... 23}
gr = —dz’ @ da® + dr' @ dot + do? ® da? + da® ® da® (3.1)

es descrita por:

41

O = ?Jb, OaFrg =0 (3.2)

donde F = Fydx*Adz’, o < b es el campo tensorial de Maxwell y J = Jaa%

el vector de 4-corriente.
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Ademas, hemos mostrado que bajo una transformacién de Poincaré las ecua-
ciones (3.2) permanecen de forma invariante y referimos esta propiedad como
invariancia de la teoria de Maxwell bajo el grupo de Poincaré.

Sin embargo y todavia dentro del espacio-tiempo de Minkowski (R%, g1.), no
hay una razon fundamental en cuanto a por qué debemos restringir nuestra
atencién solamente a transformaciones del espacio-tiempo generadas por el-
ementos del grupo de Poincaré. El hecho de tal invariancia nos ayuda en
problemas practicos. Por ejemplo en un problema con simetria esférica es
conveniente introducir coordenadas esféricas polares (7,0, ¢) de manera que

(3.1) esta escrita en la forma:

g=—dr’ ®dx’ +dr @ dr +r*(df @ df + sen*0d¢ @ do)

r>0, 00,7, ¢e€]0,2n]

La transformacién:

!
2 — 2% =20 2! =rsenfeosp, z* = rsenfseng, x> =rcosd

es regular para r > 0, senfl # 0 pero no es una transformacién generado
por elementos del grupo de Poincaré PG. Nos preguntamos: ;Cudl es la
forma de las ecuaciones de Maxwell relativamente al sistema (2°, 7,0, ¢)?.
Mostraremos en esta secciéon que la electrodinamica de Maxwell puede ser
escrita de manera que las ecuaciones dindmicas permanecen invariantes bajo
una transformacién arbitraria de coordenadas (regular) en el espacio-tiempo
de Minkowski (R?, gz). Las herramientas necesarias para este analisis, como
para las secciones anteriores, es la teoria de célculo tensorial [5].

Para plantear el problema vamos a comenzar desde un sistema de referencia

inercial {2°,... 2%}, as{ que las ecuaciones de Maxwell son descritas por
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(3.2). Sea ahora:
y* =y (2" ..., 2%) <= 2 =2*(y",...,9°) (3.3)

es una transformacién de coordenadas regular donde y* = y®(2°, ..., z%) son

funciones arbitrarias suaves sujetas sélamente a la restriccion:

det(gzu)#() vV (2°...,2°) € O CR

donde O es un conjunto abierto del espacio-tiempo de Minkowski en donde
la transformacién (3.3) es regular. Si {%, N 8%3} representan las bases

coordenadas de T4 (R*), A € O relativas al sistema {y°, ..., 3>}, entonces:

, g 0 oz 0 0z° 0
g w gL(aiy'ua Tyy) = gL(ay# axaa ayy al"B)
~ 9a* 9a”
oy oy

(3.4)

definen las componentes coordenadas g;w de gy, relativas al sistema {¢°, ..., y3}.

De (3.4) vemos que la métrica g7, toma la forma:

!

gL =49 ;w(yoa o ?y?’)dyll o2y dyyv JRZAS {Oa 17 2; 3} (35)

Ademas, los simbolos de Christofell ',y de la conexién de Levi-Civita de
gr, son definidos por:

0
Vi

0 )
aiyﬂjr ,,)\f<dy,V%

an
' >

oy
v pueden ser evaluados usando la representacién:

i 1 1., 09;,, n ag;)\ - ﬁg;/\

' = —ghT = —g "
AT e T 50 [8yA dyr  OyP

] (3.6)

6 mas rapido recurriendo directamente a la regla de transformacion:

_oaron, e oy
~ 9z@ dy¥ Oy By Oyr Oy Oz

I
r VA
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combinada con I'*s, = 0. De cualquier manera se sigue que:

" o 621’a %
AT Oy oy O

Recordamos que si A es un campo tensorial suave de tipo (k,!) definido en
(R*, g1), entonces, la derivada covariante VA es un campo tensorial de tipo

(k,l+ 1), de modo que si:

..o a a b1 b,
A= A" kbl__,bl‘ayfal ®...®7ayak ®@dy" @ ... dy"
son las componentes de A relativas al sistema {3°,...,4*}, entonces:
VA = (V, A% )i ®...0 Rdy” ®...®dy" @ dy"
1% b1...b; ayal . ayak .

donde las componentes V, A%, 5 de VA estan dadas por:
8A011.‘.Ozkb1mbl
oy+

R N aj...0k ... _TP aq...op
+ r blMA pba...by r bmA b1..bj_1p

a]...0 _ a1 pPa2...o (65} ay1p...0
VHA b1...by — + r puA b1...b; + r puA b1...b; +

Combinamos la nocién de derivada covariante con la hipdtesis central de
esta seccion: el campo de Maxwell F' y la cuatro corriente J son campos
tensoriales en (R*, gz) no solo bajo cambio de coordenadas generadas por
elementos del grupo PG, también bajo cambio arbitrario de coordenadas

regulares. Bajo esta hipotésis tenemos:

F = Fpdx™ N dz’ = F,,ﬂ,dy“ ANdy”, a<fB, p<v

donde F',, son las componentes de F' relativas al sistema {y°,...,4°}. La
hipotesis que J es campo vectorial implica que J = J“% =J ,“%. Estas

hipétesis implican:

’ « p ’ H
Ou” O g = OV o (3.8)

uy = 78y/’4 aiyy afs or
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que son las reglas de la transformacién de las componentes de campos ten-
soriales de tipo (0,2) y (1,0) respectivamente bajo transformaciones del sis-
tema de referencia inercial {z°, ... 23} a un sistema arbitrario {y°,...,y%}.
Tomando estas reglas de transformacién como punto inicial mostramos que

si:
o 47
Do FP = ?Jﬁ, OaFpy =0

entonces:

/ 4 / !
Vo F' = % B VuF gy =0 (3.9)

en donde V. F' ‘o ahora representa las componentes de la derivada covariante
del campo F.
Demostraciéon: La demostracién es sencilla y esta basada en la regla de

transformacién escrita por (3.8). Comenzamos de:
4

OuF*P — —J% =0
c

e invirtiendo las relaciones (3.8), obtenemos:

oyt oy¥ _, ox®
= —F ., J'= JH 3.10
P Oxe 0xB " OyH (3.10)

Fy

desde el cual llegamos a:

s — %@F/W

= 3.11
o9 Oy (3.11)
Como consecuencia tenemos:
2. « 2
.0 41J/3 _ %z OxP Oyr 0% 0 ? oyr ey
c QyPoyH Oy¥ Ox™ Oy* OyPoy” dx™
@ B OF ™ P 4 8
0x® 0z” 0 dy _Iﬁij/\ (3.12)

+3y“ oy’ Oyr Ox“ c Oy
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oF mv
dyP

Eliminamos el término en (3.12) por las componentes de la derivada

. !
covariante V,F"# dadas por:

o F/ uv

!y m "\v v /
V, " = G T I EY + T, F e (3.13)
y tomamos en cuenta que:
’ Gyu 82$a
M= 3.14
AT 9r Oy Oy (3.14)
se sigue que (3.12) es equivalente a:
2.0 2 «
o F 4jJB _ O’z O 8y”F,AV N 0*xP Ox (‘9];”}7,#A n
c OyPoy* dy¥ Oz OyPoy> Oyt dx
dz dz” dy” e 0z 02° OyP oyt %" P
oyr Oy» Oz " Oyt Oy» Ox® Oz dy*OyP
0z 027 dyP Dy DPaT 4187375(],/\ _
Oyt Oy¥ dx™ Ox™ QY OyP c oyr
. 0x® 0P 4Am
=V, = =—J*
. dyr oy ¢
por lo cual obtenemos:
47 83:5 ’ 4
OuFP — —JP = [V, F — =]
c ay)\[ M c ]

De esta relacién y debido que el determinante de la matriz Jacobiana es
distinta de cero concluimos que la validez de 9, F*° = 47”(] % implica la validez

de V F'*% = %Jlﬂ y viceverza.
Enseguida mostramos que la misma propiedad es valida para el segundo par
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de ecuaciones de Maxwell. Comenzamos de:

aaFﬁ’y + 8ﬁFwa + avFaﬁ =

_i[%% o ﬂ[%ay” o i[@% 1=
0z 0z Oxy M QxPoxY Oz M Qv Oz 9xB T M
_ Pyt Oy¥ Pyr oyt ., Oyt Oy” OyP OF, ;;V
Ox®0xP dxy M Jredxy 0xP M OxP dxY Dz OyP
0Pyt Oy” OPyr oyt ., Oyt Oy” Oyr OF, ,;l,
OxPIxY Qx> M 0xPOx> Oz M Oxv Ox® DxP OyP
PPyt Oyr Py oyt ., Oyt Oy OyP OF ;W

Ox70x Oz~ M " dx102P Oz M 9z OxP Oz DyP

/

eliminamos el término 2 en (3.15) por las componentes de la derivada

dyr

covariante VI, (;B dadas por:

oF.,

V’YFCV,B = ayy - H’YOzFMﬁ -T V’YﬁFaV

y tomando en cuenta que:

e oz¥ 0™ 0%yP

"~ QyT Oy D O
tenemos:
Pyt Oy” OPyr oyt
0. F 0gF.o + 0 F.5 = F
gy T Opfra + OrLap 0x*0xP Oxv ™ M Ox*dxY OxP ™ M
ayﬂ 8yl/ 8yp ’ Ir ’ Iy ’ azy“ ay" ’
PRl N N R ey e e

%y Oyt 7 oyt dy¥ oy
0xBOx> dxv M Oz Ox> OxP
Pyt Oy 7 Pyr oyt
Ox0x> OxP ™ Oxr102P Ox M

oyt Oy Oy , o "
@6;&3 %{VPFMV + r PHFTV + I quHT]

! !

_l’_

/

[VPF;;V + F,TPILFTV + F,TPVFMT] +
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Factorizando el término %%% tenemos:
O0aFpy + 0sFy + 0y F o5 =
Oyt OyY Py Oyt Pyt Oyr
0x*0xP oz " Ox®0xy OxP M OxPOxY Oz M
aQyV oyt » azyu oy” » 82yu y ,
0xPOx> dx7 *  Ox70x*0xP M Oxv0xP Ox> M

+ +

oyP oy* Oy~ / / ,
8;/0 a—iﬂ ai V,E., +V,F, +V,F,]+
oyP Oy* Oy” *yT O0x* 0x® *y™ Ox* 0x®
Oz 0xP dx1' 9z0xB dyr Ayt~ TV 0z2dxB dyr Ay T
O?y™ 0x% 02" O*y™ 0x® 02"
© 0z00x8 Oyt By TP DxedxP dyr dyr VT
O?y™ 0x% 02" 0%y™ Oz 0"

022028 Ay dyr” T 9xe0xP dy¥ dyr el =
5'yp ay” ayl’ / ’ /
= o S Vo F + VL, + Y, F,]

por lo cual tenemos que:

oyP oy* oy” , / ,
(%Fm + aﬁF’ya + 87Fa,3 - %W%[VPFMV + V,UFI/p + VVFP,U]

de la cual concluimos que si 0, Fp, + 0sFq + 0yF,3 = 0 entonces también
Vb, +VuF,+V,F, =0.
En resumen las ecuaciones de Maxwell relativamente a un sistema de refer-

encia tal que:
91 = Gap(y°, ..., yP)dy* ® dy’
tienen la forma:
B 41 3
Vo F* = ?J , Vil =0 (3.16)

en donde F = F pdy® A dy?, J = J“%. Estas ecuaciones por supuesto se

reducen a la forma (3.2) para el caso en que {¢°, ..., %*} es un sistema inercial.
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Pero tienen la propiedad importante que se quedan de forma invariante bajo
un cambio de coordenadas arbitrario del espacio-tiempo de Minkowski.

La invariancia de norma que hemos mostrado en secciones anteriores esta
también preservada por el sistema (3.16). Para ver esto introducimos un

potencial A = A,dy* tal que:
Fo3 =VgA, — VoAg = 0sA, — 0,43 (3.17)
Sustituyendo esta representaciéon en V|, [, obtenemos:
ViaFsy) = Val(Vy A5 = VaA) + Va(VaA, - V,A,) +
+V,(VsA, — V,A5) =0
Si A=A dy" = (A, + V,x)dy" vemos de (3.17) que:
Fog=V3Aq — VoAs =VzA o — VA

Referimos a A = A,dy" como el cuatro potencial por el tensor de Maxwell
F. En términos de las componentes A* = g"” A, tenemos del primer par de

ecuaciones de Maxwell:

4
VOV, AP — V, VA = —%Jﬁ (3.18)

Tal ecuacién se simplifica imponiendo la norma de Lorentz:
V, AR =0 (3.19)

y debido que no hay curvatura como es bien conocido las componentes de la

derivada covariante conmutan, entonces tenemos de (3.18):
a A8 A7 3 o
V. VA" = —?J , VaAY =0. (3.20)
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Siguiendo pasos idénticos como en la seccién anterior notamos que si:

A=A dy" = (A, + V,.x)dy" (3.21)
con x = x(3° ...,9®) es una funcién arbitraria, también tenemos:
VA" =V, A" +V,Viy (3.22)

entonces la norma de Lorentz (3.19) aqui también no fija tinicamente el po-
tencial vectorial. En resumen hemos concluido que la invariancia de norma
es una propiedad intrinseca de la teoria de Maxwell.

La covariancia general que exhiben las ecuaciones dindmicas (3.9) de la elec-
trodindmica de Maxwell es 1itil y se usa en [7] para estudiar electrodinamica

en la curva de Rindler.

3.2 ;Qué es Relatividad (General?

Hasta este punto nuestro anélisis involucra solo el espacio-tiempo de Minkowski
(R*, g) vy como hemos mencionado R.E es una teorfa de espacio y tiempo,
la cual no envuelve la interaccién gravitacional. En contraste la teoria gen-
eral de la relatividad de Einstein (R.G) es una teoria de: espacio-tiempo y
gravitacion. La esencia de R.G puede ser descrita por la siguiente frase [4]:
En R.G la gravitacion se manifiesta como la curvatura de la variedad espacio-
tiempo.

En esta seccién discutimos brevemente el significado de esta frase y nos pre-
guntamos como la teoria de Maxwell se mezcla con tal hipdtesis.

Asi como en R.E en R.G espacio y tiempo esta representado por un espacio-
tiempo continuo, pero en contraste con R.E este continuo es modelado ahora

por una tripleta (M, g, Vg = 0) en donde:
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M es una variedad 4-dimensional suave !, ¢ es una métrica Lorentziana suave
v Vg = 0 es la conexion de Levi-Civita asociada con g v mds importante:
el tensor de Riemann de ¢ satisface: Riem(g) # 0 en M, (compare esta
hipétesis con el postulado basico de Minkowski que en (R%, g) en la seccién
introductoria).

Un espacio-tiempo (M, g, Vg = 0) se denota simplemente de aqui y en ade-
lante como (M, g), y en el contexto de la teorfa de R.G la métrica Lorentziana

g satisface las ecuaciones de Einstein:

G(g) = kT(9) (3.23)

donde: G(g) representa el tensor de Einstein de g, k= 8’;—4(; es la constante

de acoplamiento y T'(g) es un campo tensorial (0,2) (6 (2,0)) que modela
la distribucién de materia-energia que se encuentra en el espacio-tiempo. Si
(2%, ..., 2%) es un sistema de coordenadas local de (M, g) definido en O C M,

entonces las ecuaciones de Einstein toman la forma:

1 -
Gm/ = RMV - §g;u/R = kT/u/ (324)

donde: g = g da* ® dx¥, g, = g(%7 a‘zy) y Gup el tensor de Einstein.

De la teorfa de célculo tensorial [5], el tensor de Einstein satisface [4]:

1
V.G =V, (R — 5gaﬁR) =0

LSubnota: No es el enfoque de esta tesis definir y discutir variedades. Serd sin embargo
suficiente tomar como una variedad M un espacio que tiene la propiedad que para cada
A € M existe una vecindad O de A tal que O es un conjunto uno a uno y sobre de
conjuntos abiertos de R*. Por tal O etiquetamos sus elementos con (z°,...,2%) y las
referimos como un sistema de coordenadas locales. Diferentes coordenadas (y°, ..., y%) de

O satisfacen 2 = z*(y°,...,v%) y y* = y*(20,...,2%) con det(gzz) #0.
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y se sigue de (3.24) que: V,7% = 0. Debido a la simetria G = G,
entonces cualquier tensor de energia-momento T" que modela el contenido de

materia de algin espacio-tiempo satisface:
T =T y YV, 17 =0 (3.25)

Es interesante e instructivo preguntar que razonamiento llevo a Einstein a la
conclusion de que la gravitacion debe manifestarse como la curvatura de la
variedad espacio-tiempo.

Para eso regresemos al espacio-tiempo de Minkowski (R%, g1.) v sea que con-

sideramos un sistema de referencia inercial global.
gr, = —d2’ @ dz® + da' @ dot + d2® @ da? + da® @ da®

y sea una particula libre masiva, donde libre significa que no hay interaccion
entre la particula y otros campos.

La suposicién que la particula es libre significa que su trayectoria satisface:

d?z"(T) dx® dzP d*xH(T)
wtt =0 Hop———— =10 =0 (3.26
Vul - dr? dr dr = dr? ( )
= a¥(r) =a'T+p", p=0123. (3.27)

es decir, la linea de mundo de la particula es una linea recta relativa al sistema
de referencia inercial global.
Supongamos ahora que (3°,...,%%) es otro sistema no inercial de (R*, gp)

arbitrario que hemos introducido en la seccion anterior (véase 3.5):
g1 = —d2°’ ® da° + dr' @ dz' + d2® ® da® + dr® @ d2® = g, dy" @ dy”

Ahora estamos interesados en ver la trayectoria de la particula libre segin la

percepcién del sistema no inercial {y°, ... y3}.
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Trayectoria de la

particula en (R, gr) ™~

Figura 3.1: Trayectoria de la particula libre en (R*, gr.).

A lo largo de la trayectoria de la particula tenemos:

De la relacién (3.28) tenemos:

dat(T) Ozt dy*(T) N
dr Oy~ dr

d?z"(T)

y“(T) = y“(xo(T)v axS(T)) —
(1) = 2" (y (1), ..., y*(7)) (3.28)
Por definicién la 4-velocidad u de la particula estd dada por:
_dzt 9 _dyf 9
Y ozt dr Oyr
d Ox"dy*(r), O%xt dyP (1) dy>(r) = Oz* d*y*(T)
 OyPoye  dr dr oy®  dr?

ar2 dr oy~ dr
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pero ya que dz;”jy) = 0, obtenemos:
OxH dP>y*(T) Oxt dyP (1) dy®(T) PN
oy  dr? oyBoy~  dr dr
Oy O+ dPy“ (1) O?xr Oy dﬁdfyﬁ PN
Oxt dy>  dr? oyBoy™ dxt dr dr
d2 « 2, Y dy® d 163
5. Yy (7-)Jr o*xt Oy dy*dy” _ o
dr? OyBoy™ Ozt dr dr
d*y'(r) | Pat Oy dy* dy’ d*y(7) dy* dy”
< Y = = + ’yaﬁii e O
dr? OyPOy> Ozt dr dr dr? dr dr

donde como hemos visto en la seccién anterior:

oy 0%t
Pas = 5um aypaye
yroy

son los simbolos de Christofell de la conexiéon de Levi-Civita de g, relativos
al sistema {¢°,..., 3}
Las ecuaciones que escriben la trayectoria de la particula en los dos sistemas

tienen la forma:

d?xt
ggT) =0<+— No “fuerzas”
-
A2yt du® dy®
Z ET) =— Haﬁdidl «— Fuerzas “ficticias” debidas al sistema
T T dr

de referencia no inercial

Einstein tomo un punto dréastico y propuso: Las “fuerzas ficticias” que la
particula libre siente relativamente a un sistema de referencia no inercial, es
decir, el término:

dy“ dyﬁ

B i
dr dr

(3.29)
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No puede ser separado por una verdadera interaccion gravitacional de la
particula con un campo gravitacional real. El documenté tal hipdtesis recur-
riendo a los “elevadores de Einstein” que los representamos en los siguientes

dibujos:

Ty

Nave espacial

Il
—~

—_
~—

acelerada en regién T J,g
libre de gravitacion.

Nave espacial moviéndose en
Elevador en L o
) . — regién libre de gravitacién
caida libre. - con velocidad constante. (2)

Figura 3.2: Elevadores de Einstein: Localmente los
escenarios (1) y (2) son equivalentes.
Para el escenario (1): consideramos una nave espacial acelerada relativa a
un sistema de referecia inercial global (es decir, en ausencia de interaccién
gravitatoria). En el interior del elevador las particulas “libres” caen en la
direccion del piso con la misma aceleracion independiente de sus masas. Pero
tal situacién ocurre por el campo gravitacional de la tierra. En la caja en
reposo en la superficie de la tierra también las particulas que se mueven

solo bajo la influencia de gravitacién se mueven con la misma aceleracion
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independientemente de sus masas (los experimentos de Galileo), es decir, la
misma situacion ocurre en el interior de la nave espacial.

Einstein propuso la hipétesis que es la piedra angular de R.G: no hay ningin
experimento fisico que pueda diferenciar la fisica (la fisica clasica no la fisica
cudntica) en el interior de la nave espacial de la fisica en una caja en reposo
en la superficie de la tierra.

Si aceptamos esta hipdtesis llegamos a la conclusion de que:

dPyt(7) dy* dy”
S e Y e V=0
dr? dar dr Vuu

deben ser las ecuaciones de movimiento de una particula en un campo grav-
itacional real.

Einstein, ademds, tuvo en cuenta el escenario (2). En el interior de un el-
evador en caida libre en el campo gravitacional de la tierra las particulas
no sienten la fuerza de gravitacién que es lo mismo que ocurre en el inte-
rior de una nave espacial moviéndose con velocidad constante. Localmente
podemos “aniquilar” los efectos de la gravedad por sistemas no inerciales.
Einstein buscé una teoria que respete ambas conclusiones derivadas de los
escenarios (1) y (2).

Con la ayuda de su amigo Marcel-Grossmann que era un geémetra, se did
cuenta de que en una variedad M equipada con una métrica g tal que
Riem(g) # 0 existen curvas preferenciales, es decir, las curvas geodésicas
que satisfacen VT = 0 en donde T es el vector tangente y tales curvas
encajan muy bien en el escenario (1).

Por otra parte se enteré que de cualquier manera en que sea escrita la in-
teraccién gravitatoria ésta debe ser consistente con el escenario (2), la cual

implica que los efectos de gravitacién se aniquilan localmente por efectos de-
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bidos a sistemas de referencias no inerciales. Esta propiedad se incorpora
muy bien con la siguiente propiedad: para cada (M, g, Vg = 0, Riem(g) # 0)
y para cada p € M existe un sistema de coordenadas local de modo que 2:
a) g|,= métrica de Minkowski

B) T%ylp =0

pero Riem(g)|, # 0, es decir, no se puede aniquilar Riemman por trans-
formaciones de coordenadas. El sistema de coordenadas predicho por las
propiedades «) y ) define un sistema de referencias inercial local (también
se refieren como sistemas de referencia locales de Lorentz y juegan un papel
importante para la formulacién del principio de equivalencia).

Estas propiedades empiricas llevaron a Einstein a concluir que la gravedad
se manifiesta como la curvatura del espacio-tiempo. Este razonamiento no
explica el por qué las ecuaciones dindamicas por el campo gravitacional tienen
la forma (3.24). Aqui solo podemos asumir que él se movié por el principio

de simplicidad.

3.3 Principio de Equivalencia y Electrodinamica

de Maxwell en un Campo Gravitacional

La existencia de sistemas de referencia inerciales locales que hemos discutido
en la seccién anterior nos permite formular el llamado Principio de Equiv-
alencia de Einstein. El contenido de este principio es la naturaleza de las
leyes de la Fisica en presencia de un campo gravitacional relativistico. Este

principio afirma:

2Subnota: La evistencia de este sistema estd discutida en [5].
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a) Las leyes de la fisica no gravitacional en un espacio-tiempo arbitrario
(M, g) deben involucrar campos tensoriales definidos en (M, g) (Principio de
Covarianza general).

B) Las leyes de la fisica no gravitacional cuando es restringida a un sistema
de referencia inercial local se reducen a la forma de Relatividad Especial
(Principio de Equivalencia de Einstein).

Naturalmente nos lleva a preguntar: ;Qué forma tendrdn las ecuaciones de
la electrodindmica de Mazwell en un (M, g) que representa un campo gravi-
tatorio relativista?.

Los principios anteriores implican que cualquiera que sea la forma de las
ecuaciones de Maxwell en un espacio-tiempo (M, g) estard sujeta a dos re-
stricciones:

a) Las variables involucradas deben ser campos tensoriales definidos en (M, g).
b) Cuando las ecuaciones de Maxwell se restringen a un sistema de referen-
cia inercial local en p € (M, g) su forma debe ser reducida a la forma de
Relatividad Especial, es decir, en p € (M, g) y relativo a un sistema de refer-
encia inercial local con {z°,..., 2%} las coordenadas locales. En p debemos
recuperar:

41

0uF = P, GaFiy =0

La condicién (a) por si sola no es suficiente para determinar o restringir la
naturaleza de las ecuaciones de Maxwell en un (M, g). Por ejemplo, no se
puede descartar la posibilidad de que tal vez los términos de la curvatura

estén presentes en la forma relativista de las ecuaciones de Maxwell.

Sin embargo, la condicién (b) descarta esta posibilidad. Para ver eso sea que
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las leyes de la teorfa de Maxwell en un (M, ¢g) toman la forma:

4
Voo = %Jb + aRP o JH R (3.30)

v[ac-Fbc] =0 (331)

en donde aRb#k \JHF*X representa una contribucién adicional derivados de la
curvatura de la variedad espacio-tiempo.

La forma de (3.30) y (3.31) son compatibles con el principio de covarianza
general, es decir, el principio (). Sin embargo (3.30) es incompatible con
el Principio de Equivalencia, es decir, el pricipio (/). Para ver esto sea p €
(M, g) ysea (2°, ..., 23) un sistema de referencia inercial local en p € (M, g).
Como hemos visto al respecto de tal sistema tenemos:

a1) Gu (2%, 2, 2%, 2%)|, = diag(—1,1,1,1)],.

az) Iy |p = 0.

Por lo tanto de la restriccién (3.30) y (3.31) en p € (M, g) tenemos:

o 47
g = 7Jb +aR’ i JHF*, (3.32)

OaFrg =0 (3.33)
Sin embargo, en general el término
aR’ nJ*F* ), # 0

y por lo tanto (3.32) y (3.33) son diferentes de:

4
0o F = %Jb, OBy =0 (3.34)

que demanda el Principio de Equivalencia de Einstein.
Las ecuaciones de Maxwell en un campo gravitacional relativista (M, g) que

estan de acuerdo con el Principio de Equivalencia de Einstein estan escritas
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en términos de un tensor antisimétrico F' y un campo vectorial que representa

el cuatro vector corriente J. Al respecto de algun sistema de coordenadas

(2%, ..., 2%) definido en O C (M, g) tienen la forma covariante:
ap AT g
VP = 1%, ViuFp,) =0 (3.35)
en donde:
OF P

VaFaﬁ — e + F’BCWF’” + FWQ#FBM

y I'*g,, son los simbolos de Christofell asociados con la métrica g que ahora
satisface Riem(g) # 0. Adn la forma de la electrodindmica de Maxwell
en un (M, g) es de forma idéntica a (3.16) que hemos derivado de la seccién
anterior aunque hay una diferencia crucial. La forma de las ecuaciones (3.16)
son validas en (R*, gz, Riem(gz) = 0) y por medio de una transformacion de

coordenadas pueden llevarse a la forma vélida en todo (R*, g1.):
ap AT 5
Ou F*" = ?J , Ol =0

Tal simplificacién es imposible por (3.35). La presencia de curvatura prohibe
la construccion de sistemas de referencias inerciales globales.

Aun deseable se queda fuera del alcance de esta tesis un estudio detallado
del sistema (3.35). Mi esperanza es que en el futuro seré capaz de entender

mejor como interactian la electrodinamica y gravitacion.

80



Conclusiones

En esta tesis empesamos con la forma no relativista de la ecuaciones de
Maxwell y hemos terminado con la forma de la electrodinamica de Maxwell
valida en un campo gravitacional relativista. A lo largo de este trabajo
hemos formulado la Electrodindmica de Maxwell de tal manera que sus
ecuaciones quedan invariantes primero bajo el grupo de Poincaré y segundo
bajo arbitrario cambio de coordenadas del espacio-tiempo de Minkowski.
También hemos visto como nace el grupo de Poincaré en el contexto de
Relatividad Especial. Apelando al célculo tensorial formulamos la elec-
trodindmica de Maxwell de forma invariante bajo arbitrario cambio de co-
ordenadas. Finalmente por medio del Principio de Equivalencia de Ein-
stein escribimos la teoria en presencia de un campo gravitacional relativista.
Durante este camino largo nuestro énfasis fue la importancia que tiene la
métrica Lorentziana en relatividad especial 6 en relatividad general. La
métrica Lorentziana gy, en (R*, gr) fue la responsable para definir el grupo
de Poincaré y también fue la responsable para escribir las ecuaciones de
Maxwell de forma invariante bajo arbitrario cambio de coordenadas en el
espacio-tiempo de Minkowski. Asi también como el principio de equivalencia
de Einstein fue responsable para definir la electrodindmica de Maxwell en un

campo gravitacional relativista. Sentimos que la contribucién de esta tesis
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es el significado de la métrica g en la electrodindamica de Maxwell. Seria
interesante desarrollar las ecuaciones de Einstein acopladas con el tensor de
energia-momento de un campo electromagnético, pero en el futuro seria otro
tema ha ser estudiado detalladamente aunque por el momento se queda fuera

del alcance de esta tesis.
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