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Resumen

En esta tesis estudiamos algunas propiedades de la teoria de la Relatividad
General de Einstein linealizada alrededor del espaciotiempo de Minkowski.
Mostramos que tal teoria predice la existencia de ondas gravitacionales, es
decir, ondulaciones de la curvatura de espaciotiempo que se propagan con la
velocidad de la luz. En el limite de fuentes con velocidades bajas es decir
‘%‘ << 1 con | v | la velocidad tipica de la fuente, mostraremos que la ra-
diacién gravitacional se genera por el momento cuadripolar de la fuente en
contraste del caso electromagnético en donde el momento dipolar eléctrico
genera radiacion electromagnética. Comparamos también la razén de po-
tencia emitida por una fuente gravitacional monocromaética y una fuente
electromagnética de la misma frecuencia. El trabajo de esta tesis ofrece una
comparacion entre la teoria de Maxwell y la teoria de la relatividad general
linealizada al rededor de la métrica de Minkowski. Vemos estas dos teo-
rias como teorias de norma y discutimos similaridades y diferencias entre
ellas. La comparacion involucra también una comparacién entre las ondas
monocromaticas planas que admiten las dos teorias y la manera en que se
genera radiacion. Finalmente mencionamos que nuestra comparacion entre
las dos teorias hasta donde sabemos no se discute de tales detalles como lo

representamos en este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria general de la relatividad de Einstein es una teoria de espaciotiempo
y gravitacién, cuya esencia se puede enunciar de la siguiente manera [1]

En el contexto de relatividad general la gravitacion se manifiesta por si misma
como la curvatura de espaciotiempo.

Recordamos que la teoria de la relatividad especial esta fundada sobre el
espaciotiempo de Minkowski (R?, g7) en donde gy, es una métrica Lorentziana
tal que Riemman(gr,) = 0. Pero en contraste, en relatividad general el
espaciotiempo es modelado por una tripleta (M, g, V,) donde:

M es una variedad suave de dimensién 4, g es una métrica Lorentziana suave,
V, denota la conexién de Levi-Civita asociada con g.

Y lo mas importante: el tensor de Riemman de la métrica Lorentziana g

satisface:

Riemman(g) #0 sobre M

Denotamos de aqui en adelante un espaciotiempo (M, g, V,) como (M, g).

La métrica Lorentziana g en la teoria de la relatividad general satisface las
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ecuaciones de Finstein:
G(g) = kT (1.1)

donde G(g) representa el tensor de Einstein G(g) = Ricci(g) — % g R(g),

T representa el tensor de Energia-momentum y k= SZ—E es la constante
de acoplamiento. Ricci(g) es la curvatura de Ricci y R(g) es la curvatura
escalar de g que definimos mds adelante. Sea {x°,z', 2% z3} un sistema de

coordenadas locales que cubre una vecindad O con O C M, entonces al

respecto de tal sistema de coordenadas las ecuaciones de Einstein toman la

forma:
1 ~
Gaﬁ = Rag — §gagR = k’Tag (1.2)
donde
0 0
= gogdr® @ dx’ g = S p— 1.3
g Japdz® @ dz” | gap g(axa axg) (1.3)

son las componentes coordenadas de g al respecto del mismo sistema.
Al respecto de este sistema las componentes coordenadas R s del tensor de

Riemman

0
R = R% e ® dr’ @ dv? ® dr’ (1.4)

estan dadas por:

A N o 0 0 B
Rigns = <dx ’ R(@aﬁ’@ﬁ) 8:1:'5> N




_ e P 0 e O 9 O 9
N " 0xY Oxv BO P oxd Oxv v Ak

G,
IV - — T > =

arY, oY
— Bs v 8 v for
= (aﬂ + Ussl% = 55— Do 5#) o

Por lo tanto

org ore
o o _ Yps i a o
RY%Gs = el 65;5 + Tlg, — THTs, (1.5)

en donde I'y son los simbolos de Christoffel que representan 43 funciones
tales que escriben la conexién de Levi-Civita relativamente a {2°, !, 22, 23}
a través de:

L on | O9us i Oy 09y

re — =
By 2g oz Oxb oxH

(1.6)
Tomando la contraccién C; de (1.4) definimos el tensor o curvatura de Ricci:
Ricci(g) = R%s do’ @ di’ = Rgs da’ @ da’ (1.7)
donde las componentes coordenadas Rgs estan dadas por:
ol'gs ol'gs

Rgs = e o + ngrgﬂ — Fgﬁ 5 (1.8)

mientras que la curvatura escalar R de g es definida por R = g*’R,,z.

De (1.2) tenemos que *

1
V.G = Vv, (Raﬁ — §gaﬁR) =0

INo es trivial mostrar la propiedad V,G*? = 0. Vease por ejemplo [1] 6 [2].
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de donde se sigue que el tensor de energia-momentum satisface
VI =0 , T = 7P (1.9)

El contenido fisico de las ecuaciones de Einstein (1.1), (1.2) se puede ver
haciendo una comparaciéon con el contenido de la teoria de la gravitacion de
Newton la cual como sabemos involucra un campo escalar ® que satisface la

ecuacion de Poisson:
V20 (7,t) = 4nGp(Z,t) (1.10)

donde ¥ representa las coordenadas relativas a un sistema de referencia in-
ercial de fisica prerelativista, ¢ representa el tiempo Newtoniano absoluto y
p(Z,t) es la densidad de materia que actua como fuente del campo gravita-
torio Newtoniano.

Comparando la ecuacién de Einstein (1.1) con la ecuacién de Newton (1.10)

obtenemos las siguietes correspondencias:

G(g) «— V?® (1.11)

T «—— p (1.12)
y de tales correspondencias concluimos que:

a) El campo gravitacional relativista es descrito por 10 componentes gng
de la métrica g y no sélo por un potencial escalar & como para el caso

de gravitacién Newtoniana.

B) Las fuentes de un campo gravitacional relativista no sélo son la densi-
dad de materia p sino mas bien la energia y momentum total, es decir,
el tensor de energia-momentum 7' de materia y campos que viven en

el espaciotiempo (M, g).



En esta tesis estudiamos una propiedad remarcable de la teoria de Rela-
tividad General (abreviada por R.G. de aqui en adelante). R.G. predice la
existencia de ondas gravitacionales, es decir, ondulaciones en la curvatura
del espaciotiempo que se propagan con la velocidad de la luz. Un estudio
detallado dentro de R.G. es un problema bastante complicado, debido a la no
linealidad de las ecuaciones (1.1). Pero a través de una linealizacién de las
ecuaciones de Einstein alrededor de la métrica de Minkowski g7, nos permite
reemplazar el sistema (1.1) por un sistema lineal. Es a través de este sis-
tema lineal que nosotros vamos a ver la existencia de ondas gravitacionales.
(la existencia de ondas gravitacionales en el contexto de R.G. se discute por
ejemplo en [1], [6] y [7]).

En el contenido de esta tesis en el siguiente capitulo discutimos el proceso de
linealizacion de las ecuaciones de Einstein alrededor de la métrica plana de
Minkowski. De este proceso llegamos a la teoria de la relatividad general li-
nealizada y mostramos que dicha teoria admite libertad de norma genera-
da por un campo vectorial arbitrario. En la seccién (2.2) comparamos esta
propiedad de gravedad linealizada con electrodindmica de Maxwell y dis-
cutimos similaridades y diferencias entre las dos teorias. Después intro-
ducimos la norma de radiacion por gravedad linealizada y probamos que
siempre podemos imponer tal norma. Hacemos una comparacién de esta
norma con la norma de Coulomb en el contexto de la teoria de Maxwell.
Después en la seccién (2.4) mostramos que las ecuaciones de Einstein lin-
ealizadas y en el vacio admiten una familia de soluciones particulares referi-
das como ondas gravitacionales monocromdticas planas. Mostraremos que

tales soluciones tienen propiedades similares a las de ondas electromagnéticas
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monocromadaticas planas. Y usando la libertad de norma que tenemos se mues-
tra que ondas gravitacionales monocromaticas planas tienen solo dos grados
de libertad, es decir tienen helicidad o spin +2, en contraste de ondas elec-
tromagnéticas monocromaticas planas que tienen helicidad +1.

En el capitulo 3 discutimos generacién de ondas gravitacionales. Desarro-
llamos en paralelo la generacion de ondas electromagnéticas y comparamos
otra vez las dos teorias. Vemos que mientras para la teoria electromagnética
fuentes que tienen momento dipolar eléctrico dependiente del tiempo gen-
eran radiacién electromagnética. Para el caso de gravedad linealizada y en
el limite de fuentes que se mueven con velocidad baja v, es decir, % << 1les
la variacién en tiempo de momento cuadripolar que genera radiacion grav-
itacional. Computamos explicitamente la potencia emitida por tal fuente y

comparamos tal potencia con el caso de electromagnetismo. Terminamos esta

teoria con una discusion acerca de la deteccion de radiacién gravitacional.



Capitulo 2

Gravedad Linealizada de

Einsteln

Empezamos considerando un espaciotiempo (M, g) = (R*,g) en donde g es
una métrica Lorentziana suave y en el contexto de Relatividad General, g
satisface las ecuaciones de Einstein G(g) = kT en R*. Como hemos discu-
tido en la introduccién G(g) representa el tensor de Einstein, mientras T
representa el tensor de energia-momentum de campos y materiales que estan
presentes en el espaciotiempo (R?, g).

Nuestro enfoque en este capitulo y en esta tesis no es estudiar espaciotiem-
pos arbitrarios, sino solo una familia de (R?, g) que satisface las siguientes

restricciones:

«) Existe un sistema de coordenadas: {z°, 2!, 2%, 23} con 2* € (—o0, ),
a=0,1,2,3 que cubre todo R* y al respecto de tal sistema g tiene la

forma:

g = gudi'®dx" = (Nu +Yuw)dz" @ dz” (2.1)

7
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en donde:

-1 st p=v=0
Nw = 0 si IU%I/ (22>
1 st p=v=12,3

() Las funciones 7, = v, (2°, 2!, 2%, 2%) son funciones suaves que satis-

facen la restriccion:

| (2% 2", 2% 2%) [<< 1 en todo R!

Adn las condiciones «v) y /) son muy restringidas, sin embargo como mostra-
remos en esta tesis espaciotiempos (R*, g) que satisfacen propiedades a) y
) también son ttiles. La restriccion | 7, (2°, 2!, 22, 2%) |<< 1 nos permite
ver el espaciotiempo (R*, g) con g dado por (2.1) como el espaciotiempo de

Minkowski (R?*,7) con:

n = Nudrt @ dx” = —d2’ @ da® + do' ® da' + do* @ d2® + d? @ da® (2.3)

en la presencia de pequenas perturbaciones 7, (2°, 2!, 22, 2?).

Fisicamente podemos pensar que hay campos o distribuciones de material con
un tensor de energia-momentum situable definido que generan las pequenas
perturbaciones v, (2", 2!, 2%, z) a las componentes de la métrica plana (2.3).
Nuestro enfoque en este capitulo es estudiar la dindmica de estas pequenas
perturbaciones en el contexto de Relatividad General. La suposicion que
g en (2.1) satisface las ecuaciones de Einstein G(g) = kT acoplada con la
suposicién que las perturbaciones v, (2°, 2', 2%, z%) satisfacen la propiedad £)
nos permite linealizar las ecuaciones G(g) = kT alrededor de la métrica plana

(2.3). De esta manera llegaremos a ecuaciones dindmicas que las pequenas



perturbaciones v, (2°, 2!, 2%, 2*) deben satisfacer.

Como hemos visto en la introduccion las ecuaciones de Einstein G(g) = kT

al respecto de algun sistema de coordenadas arbitrario, tienen la forma:
1 ~
Ga/g = Rag — EgagR = k‘Taﬁ (24)

en donde R,z son las componentes coordenadas del tensor de curvatura de
Ricci, R es el escalar de curvatura de Ricci, es decir R = g*’R.3, Tng son
las componenetes del tensor de energia-momentum y k= Sg—f es la constante
de acoplamiento.

Consideramos las ecuaciones de Einstein (2.4) al respecto del sistema (2.1) y
nuestra primera tarea es linealizarlas alrededor de la métrica plana 7,4. Pero

antes de hacerlo primero definimos nuestras convenciones.

Denotamos de aqui en adelante:

0 0
— o af_~
Oa dze J T 928
o 0 9? 0? 0? 0?
a 67 — af - =
Oad P00 = 1" 55 927 o T 9a7 T g
0 s _

es decir subimos y bajamos indices usando las componentes de la métrica

plana escrita en (2.3). Pero hacemos una excepcién. Atn
Japdz® @ dz® = (1jag + Vap)dz® @ da’

tomamos las componentes ¢*? definidas por:

0 0

w0 0 00
oz — 0xP

@ = =17

g oz — 0xP (2.5)
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las cuales satisfacen

9as 97 = (e +7ap) (17 =277) = 81 + O(»?)
5 = 1 si a=vy
0 si a#7y

Para linealizar las ecuaciones de Einstein, primero linealizamos los simbolos

de Christoffel ' en donde recordamos que

1
By = §ga6(aw gsp + Op g5y — Os gpy) (2.6)

en donde g,3 = g(a%, %B) son las componentes coordenadas de g al respecto

de algtin sistema de cordenadas {z° x', 2% 23} arbitrario mientras los ¢*?
satisfacen g** gg, = 62. Evaluando el lado derecho de (2.6) relativamente

al sistema (2.1) y tomando en cuenta (2.5) tenemos la forma linealizada

1
By = 577&5(37 vs + 95 Yy — 05 vs) + O(Y°) (2.7)

De esta expresion las componentes del tensor de Ricci R4, a orden lineal en

Yap denotadas por Rfjﬂ), tienen la forma:

1 _ —
Ra,@ — ayrgﬁ - aa]_—‘zﬁ —_—

1 1 1 1
= 5005%ay + 5005 — 500%s — 50057 (28)

donde

Y= ’yu,u - nMV/VMV

!Durante el proceso de linealizacién el simbolo O(y?) representa términos cuadraticos

en las perturbaciones v, (2°, 2!, 2%, 23).
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De (2.8) la forma linealizada R(Y) de la curvatura escalar R = g®’ R, tiene

la forma:
RY = (" — )R = 0Py, — 070, (2.9)

Entonces el tensor de Einstein a orden lineal G&lﬂ) es:

1
1 1
Gy = Ry — 5iasR”

1 1 1 1
= 50 0Yar + 50705 — 5070900 — 30a0sy

|
= 505 = 0707) (2.10)

Desafortunadamente el lado derecho es complicado pero puede simplificarse

si empleamos una nueva variable 7,3 definida por:

3 1
Yo = Yap — 5771157 (211)

Esta relacién puede invertirse ficilmente. Tomando la contraccién con n®?

tenemos:
1 Yas = 01""vas — 2y

y definiendo 4 = n*? 7,5 tenemos la relacién:

entonces la inversién de (2.11) implica que:

1 1

Yap = i/aﬁ + 577aﬁ Y = ’_Yaﬁ - inaﬁ v (2'12)
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Por lo tanto, en términos de 7,4 el lado derecho de (2.10) se convierte en:

1 1 _ 1 _
G(lz’ - 58785'%7 + 56780/767 -

1 _ 1 _
— 5873waﬁ - §nag8785%5 (2.13)
y las ecuaciones de Einstein linealizadas estan dadas por:
1 .
G} = kT (2.14)

Adn el lado derecho de (2.13) es mds simple comparativamente a (2.10) to-
davia puede simplificarse mas. La manera de hacer esto la discutiremos en

la siguiente seccion.

2.1 Libertad de Norma

En la seccién anterior empezamos con un sistema de coordenadas {z°, z!, 2% x3}

en donde g tiene la forma
g = gudr'®dr” = (N +yu)da" @ dz” (2.15)
donde:
|y (@, 2t 2% %) << 1 V(2% 2", 2% 2%) € R! (2.16)

En esta seccién mostramos que las restricciones (2.15) y (2.16) no determi-
nan tnicamente el sistema de coordenadas {z", 2!, 2%, x*}. Mostraremos que
existen infinitos sistemas de coordenadas en donde las condiciones (2.15) y
(2.16) son validas.

Consideremos un nuevo sistema de coordenadas {y°, y', 42 v3} tal que

y(x) = ot — e&t(x) w=0,1,2,3 (2.17)
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donde ¢ = 5’“(93)% es algiin campo vectorial arbitrario pero suave y € es

un parametro pequeno. Invirtiendo (2.17) obtenemos
'(y) = Y+ €(y) + O (2.18)

y las componentes de g al respecto de {3°, y*, 2, v°} tienen la forma

’ ’ aﬂ?a (9xﬁ
- & . 2.19
M + Vo oy Oy (Nap + Vas) (2.19)
donde, de acuerdo con (2.18)
Ox“ o og”
ayH K OyH
y obviamente
oz 4
Se sigue entonces que:
Y = (6% gaga)(éﬁ + Eagﬁ)( F Yas) =
M T = Iz dyr’ v dy” Nop Yap
/ / o€ ¢, 5
M + Y = N + Y + eawfj +oeg + O(£?)

lo cual implica que las perturbaciones fy;w de g al respecto del nuevo sistema

(2.17) tienen la forma 2

i . aéu, agl/
YV = T ¥ oz * “ozn

2En esta expresién los argumentos de todos los campos a nivel lineal quedan expresados

+ O(e?) (2.20)

en términos de = 6 y*, de aqui en adelante los consideramos como funciones del sistema
original (20,21, 2% 2%). De este punto de vista la transformacién (2.20) es idéntica a
A'r(z) = AP(x) 4+ O"x(z) que ralizamos en la teoria de Maxwell. (Ver discusién mas

adelante).
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y obviamente | 'y;ﬂ, |<< 1 sujeto a que ¢ es suficientemente pequeno.

En conclusion, bajo cambio de coordenadas de la forma:
o — yt(x) = 2t — e€H(x) (2.21)

las perturbaciénes 7, se transforman segun:

, 0& ¢,
Yo F= Y = Y T ax’i + o (2.22)

en donde por simplicidad hemos absorbido € en la definiciéon del campo &.
Usamos esta libertad para simplificar el lado derecho del tensor GS& de Ein-
stein linealizado.

Para ver de que manera usamos tal libertad comenzamos con un sistema de

coordenadas en el cual la perturbacién es descrita por 7, (z) ® y la variable
Y () por

1

ﬁuu(x) = 7#1/(33) - 577,u1/ 7(37) ) 7(37) = Uaﬂ 7046(37)

Bajo la transformacion de norma generada por un campo vectorial arbitrario

&= f“(m)a% combinada con la ley de transformacién (2.22) implica que:

’ af 815 / 86”
uv _ jng M jng v —

De la definicién de 7, tenemos:

YV :Y,IW = ’Y;IW - 577111/}/
y usando (2.22) y (2.23) obtenemos:

P oc, o9&, 1 ge
’ylu,l/ - fyl“’ + axy + axﬂ 277;1“/(/7 + 2axa)

3Por conveniencia escribimos frecuentemente v, (x) en lugar de v, (2°, 2!, 22, 23).
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de la cual tenemos la siguiente regla de transformacion para los 7,

= =/ _ = ag,u agu (%a
Yo = Y = T + OV + D — 77#,/% (224)

De esta ley de transformacién observamos:

M T = 0" + 008 + 0"0,& — 0,0.8°

= 0", + 00,8, (2.25)

la cual es una identidad de suma importancia. Mirando el lado derecho vemos

que siempre podemos escoger £ = f“(x)% tal que se cumple *
M Y = —0"0,8 (2.26)

De este evento (2.25) implica que ﬁl/w obedece:

" 7, = 0 (2.27)
Regresando a las componentes de GS% dadas por (2.13) tomando en cuenta
(2.27) concluimos que

1 _
ng - _§auaﬁﬁaﬁ

En particular en el vacio las ecuaciones de Einstein linealizadas alrededor de

una métrica plana toman la forma sencilla:

1 0?
8“8;1/?045 = {_E@ + V2:| '7045 =0, 8ﬂ '7045 =0 (2‘28)

En presencia de materiales o campos las ecuaciones de Einstein linealizadas

tienen la forma

1 - N
—58“@%5 = kTaﬁ — 8“8#7@ = —QkTag

“Dada 9, (z) buscamos un § = f“(x)% tal que 019,&, = 0 = —0"9,,, v =
0,1,2,3. Estas ecuaciones hiperbdlicas siempre admiten solucién, las cuales verifican lo

que demandamos.
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Es importante notar que la condicién 9°7,5 = 0 demanda que las compo-

nentes 7}, del tensor de energia-momentum satisfacen las condiciones:
Tog = Tpa , 0" = 0
De aqui en adelante referimos las ecuaciones
30 Y0p = Dap = —2kThp, %95 = 0, Tog = 0 (2.29)

como las ecuaciones de Einstein linealizadas alrededor de la métrica de Minkowski

(vease [1], [3]).

2.2 Gravedad Linealizada VS Electrodinamica

de Maxwell

En la seccién anterior hemos visto que si 7,3 es una perturbacion de la

9

5.7 €S un campo vectorial arbitrario y suave

métrica plana 7, y si & = &#

sobre (R*, g) entonces 7;ﬁ dada por:

! o a&x 855
Yog = Tas oxP + ox™

describe otra perturbacion de 7.

Usando esta libertad de norma en la descripcion de las perturbaciones de 7
hemos mostrado que en una norma particular 9% 4,5 = 0, las ecuaciones
linealizadas estén escritas por (2.28) 6 (2.29). En esta seccién comparamos
esta propiedad de gravedad linalizada con electrodinamica de Maxwell y dis-
cutimos similaridades y diferencias entre las dos teorias.

Recordamos que dentro del contexto de espaciotiempo de Minkowski (R*, )
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y relativo a un sistema de referencia inercial global {z° 2!, 2% z*} tal que
n = —di’®da’ +do' @ da' +dr* @ do? +drP @ da® (2.30)

las ecuaciones de Maxwell en el vacio estan descritas por ([1], [4]):

4
0 F; = %Jg . 95J% = 0 (2.31)

a[aFﬁw] = aaFﬁV + aﬁF'ya + a’yFa,B =0 (2.32)

donde la 4-corriente se define por:

0 0 -0

con p la densidad de carga y J' la densidad de corriente, mientras Fi5 son

las componentes del tensor de Maxwell F' :
F = Fuds*Nda® | a<p (2.34)
con dz® A dz® el producto cuna:
dz® Ad2’ = do® @ da’ — da’ @ da® (2.35)
En términos del 4-vector potencial A definido por:
0 0 o,

A= Ao = Do A (2.36)

las componentes del tensor de Maxwell F' pueden representarse en la forma:
F,=0A,-0,A, <+ FY=0"A"-0"A" (2.37)
entonces (2.31) es equivalente a:

4
005 A — 00, Ay = —J; (2.38)
(&
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mientras que de la representacién F),, = 0,4, — 0, A, vemos que

a[aFB'y] = OakFpy+ 0sFra + 0y Fop
aa(avAﬁ - 8/3147) + 85(80/17 - avAa) +

10,0540 — uAs) = 0 (2.39)

La formulacién de espaciotiempo de la electrodindamica de Maxwell escrita
por (2.31) y (2.32) preserva la invariancia de norma propia de la teorfa. Para

ver esto sea que

X = X(tvxi) = X(xovxi> (2'4())

., . . /
es una funcién arbitraria y suave en (R%,7n), y sea A un nuevo 4-vector

potencial relacionado con A por:

0

Entonces se ve inmediatamente que F),,,, (2.31) y (2.32) son forma invariante

2

es decir:

F,, = 0,A,— 0,4, = 0,(A,+9.x) — u(A, +9,x)

0,A, — 0,A, = F,, (2.42)

0“03A, — 0°0,Ay = 0°05(Aa + 0aX) — 0“0a(As + 05X)
4
= 0°05A, — 070, Ay = gjﬁ (2.43)
y estas dos ultimas relaciones prueban la invariancia de norma propia de la

teoria.

La bien conocida norma de Lorentz en la descripcién de espaciotiempo es



2.2. GRAVEDAD LINEALIZADA VS ELECTRODINAMICA DE MAXWELL 19

implementada escogiendo una x(¢,x') tal que comenzando con un 4-vector

potencial arbitrario A = A“% requerimos un nuevo 4-vector potencial

! ! 0
A = AF — = (A* M) ——
ozt (A% +0%) ozt
que cumpla:
RA* =0 = 9,0y = — A (2.44)
Como es bien conocido la ecuacién:
H 107 2 I
9,00 x = Ox = (—E@—FV X = — 9J,A (2.45)

siempre admite solucién. La solubilidad de (2.45) implica que siempre y
sin perdida de generalidad podemos imponer la norma de Lorentz. Sea que
elegimos A = A"% tal que satisface la norma de Lorentz es decir d,A* =0,

entonces las ecuaciones de Maxwell (2.31) toman la forma:

47
0“0, A3 = — —Jg , 0,A" =0 (2.46)
c
Ahora argumentamos que gravedad linealizada comparte propiedades idénticas
con electrodindmica de Maxwell.
Para eso es suficiente notar que %, juega el papel andlogo a las componentes

A, del 4-vector potencial A. Ambos 7, y A, pueden ser alterados, el primero

0

5.n (vease 2.24), mientras el segundo por el

por el campo vectorial £ = &*
gradiente d,x de una funcién arbitraria (vease 2.41).

En términos de los potenciales 7,, las ecuaciones de Einstein linealizadas
estan descritas por (2.14) mientras las ecuaciones de Maxwell por (2.38).

Ambas ecuaciones son invariantes bajo cambio de norma. Las ecuaciones lin-

ealizadas (2.14) son invariantes bajo el cambio de norma escrito por (2.24),
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mientras las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo (2.41).

Escogiendo ¢ y x apropiadamente imponemos las condiciones
0¥’ =0 , 0,A"=0

y relativamente a estas normas las ecuaciones de Einstein linealizadas estan
descritas por:

{182

_E@ + VQ} Yo = —QkTag , 85 Yo = 0

y las ecuaciones de Maxwell por:
4
0°0,A5 = ——J5 , 0.A° =0
c

Gracias a la estrecha analogia entre electrodindmica de Maxwell y teoria de
Einstein linealizada nos preparamos a introducir la norma de radiacion para
gravedad linealizada. Tal norma es andloga de la norma de Coulomb o norma
de radiacién para la teorfa de Maxwell [4].
Es instructivo ver con maés detalles como imponemos primero la norma de
Coulomb o norma de radiacion en la teoria de Maxwell.

0

Para eso sea que A = A" 5= es un 4-vector potencial y suponemos que A

satisface la norma de Lorentz es decir:
A" = 9y + V-A = 0 (2.47)

La norma de Lorentz no fija un tnico 4-vector potencial. En realidad si
X = x(t,Z) es una funcién arbitraria sujeta a 0,0%x(t,Z) = 0, entonces
A= (A" + 0"x)52: también satisface la relacion (2.47) es decir

9 A" = 9@ + V-A = 0.

En problemas que tratan con radiacion electromagnética es conveniente usar
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la libertad de norma que tenemos A" — A" = A* + 9y de manera que en

una regién libre de fuentes, es decir ¢p = J* = 0 hay que lograr que:

/ -

A = P4y =-Ay =0, V- A =94" =0, i=123

Ahora discutiremos la manera de elegir x(¢, %) tal que empezando con un

4-vector potencial A que satisface la norma de Lorentz (2.47) construimos

o)
oxH

un nuevo 4-vector potencial A = A'# tal que:

’

AV= oA =0 y 9AT=0 , i=1,23 (2.48)

La norma definida por (2.48) es llamada la norma de Coulomb o norma de
radiacién. (Para una descripcién de la norma de Coulomb en una regién en
donde p # 0y J # 0 vease [4]).

Supongamos que comenzamos con un 4-vector potencial A = A* % tal
que 9,A" = 0. Consideramos la t = 0 hipersuperficie de espaciotiempo de
Minkowski y elegimos una funcién (¢t = 0, %) definida en ¢ = 0 hipersuper-

ficie tal que:
Vi(t=0,7)=-9A |, i=1,23 (2.49)

Esta ecuacién es de tipo Poisson con densidad fortuita p(Z,t) = %@Ai y por

lo tanto admite soluciones descritas por:

1 [ QAT 4.
((t=0,7) = g(@) + — | — 4’z 2.50
=08 = 9@ + - [ 22 (250)
en donde g(Z) es una funcién arbitraria que satisface:
Vi@ = 0 V TeR® (2.51)

Supongamos que elegimos una ¢(Z) particular y por lo tanto fijamos una

tnica solucién de (2.50). Ahora consideramos una solucién de la ecuacién de
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onda:

1 0%y

Pa0%x(t,7) = =Tl

+ Vi = Ox(t, %) = 0 (2.52)
sujeta a las siguientes condiciones iniciales:

X(0,7) = %(t=0,7) | —A(t=0,7)  (2.53)

ot =0
La ecuacién (2.52) combinada con (2.53) define un problema de valores ini-
ciales que admite una tnica solucién .

Sea ahora la funcion

10x

ft, %) = Ay + prli — A" — %(t,7) (2.54)
esta f(t, %) por construccién satisface:
0906 f(t, %) = 0%°0,A0 + %%(8“8@() = 00,40
— —dnp(t,T) = 0 (2.55)

en donde hemos asumido que trabajamos en una regién en donde p(t, Z) = 0.

Adicionalmente sobre la t = 0 hipersuperficie de (2.54) tenemos:

1 t,. T
fE=07) = A(t—0.7) + 22D (2.56)
c Ot
19f 104, 1 8% . |
—— |y = —— ——= = VA Oy = 2.
cot "0 c Ot + c? Ot? Vid' + 90X 0 (257)

Por lo tanto en una region libre de fuentes la tinica solucién de (2.55) sujeta
a (2.56) y (2.57) es dada por

10x
7) = Ao + = = 2.

Ahora consideramos la transformaciéon A* — A'* = A* + 9"y donde y es

la solucién de (2.52) sujeta a (2.53). Mostramos que el 4-vector potencial
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/ i . . .- s
A=A “% satisface la norma de Coulomb o norma de radiacién. Por eso

notamos que:
AIO = AO—I—aOX = —(A0+8ox) =0 y VZAZ =0

como consecuencia de (2.54). Entonces hemos mostrado que comenzando de

9

un 4-vector potencial A = A7,

0, A" = 0y en la regién donde cp =

= J' =0, i = 1,2, 3 hay un procedimiento matematico que nos permite elegir
una x (¢, ¥) particular como la solucién del problema de valores iniciales (2.52-
2.53) tal que el nuevo 4-vector potencial A'* = A" + 9" satisface la norma
de Coulomb o norma de radiacién definida por (2.48).

Habiamos mencionado que gravedad linealizada y teoria de Maxwell tienen
propiedades comunes. En la siguiente seccién mostraremos que existe el

andlogo a la norma de Coulomb o norma de radiacién en gravedad linealizada

de Einstein.

2.3 La Norma de Radiacién por Gravedad
Linealizada

En esta secciéon mostramos que, y en estrecha analogia con electrodinamica

de Maxwell, la condicién 0%y,5 = 0 no especifica tinicamente 7,5 (y como

consecuencia las correspondientes Yo5 = Yo — %77@/37)-
Por eso suponemos que 7,5 obedece 0°Y,3 = 0, y sea que §{ = 5“% es un
campo vectorial arbitrario sujeto a que satisface 9#9,£% = 0.
Recordamos las leyes de transformacion
/ 3
Yoy = 'y+2i (2.59)

oxH
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i L oc,  0c, oo
”)/wj — ’Y/W = ’)/‘u,, + aZL’V + 81}”‘ - 77“1,% (260)

Consideramos (2.60) y calculamos

) 0 g
M, _— (AM _—  (AH _ >
Y + 55 (0"6) + 5 (0") — D5

= 8/118“511 + auaugu - auaaga = auaugu

0",

Por lo tanto

o o0&, ¢, o/38
YV = Y+ oxv * Oxt v & e

también satisface 8“%1, = 0 siempre y cuando 9"9,£% =0
Restringimos la libertad en las componentes de %,, imponiendo el analogo
de la norma de Coulomb o norma de radiaciéon para la teoria de gravedad

linealizada. La norma andloga en gravedad linealizada esta especificada por

[1]
:)/Ou =0 , Hn= 172a3 RS naB'Vaﬁ =0 (261)

y en una region libre de fuentes se obtiene adicionalmente 7q9 = 0.

La norma descrita por (2.61) en el contexto de gravedad linealizada es lla-
mada la norma de radiacién en gravedad linealizada °. Enseguida describire-
mos los detalles matematicos necesarios para probar que siempre podemos

imponer la norma descrita por (2.61).

9

Comenzamos con 7,, tal que 9"%,, = 0y sea que §{ = &7

es un campo
vectorial arbitrario y suave que obedece 9#0,£* = 0. Obviamente existe un
nimero infinito de tales campos, pero nos interesa elegir uno particular

0
oxe '’

La norma de radiacién para gravedad linealizada es muy cercana a la nocién de trans-

g=¢

P",65 = 0

verse traceless gauge que introducimos més adelante.
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tal que

,7’ _ ,7 + afu 851/ . g
By m oxv ozt Ty Oz

satisfaga:
T8 =0, @ F) =0 ¥ (7)€ (Rhg), n=1,23 (262)

Nuestra manera de hacer esto es una extension del procedimiento que em-
pleamos en la seccién anterior para imponer la norma de Coulomb. Entonces
empezamos con ¢ = 0 hipersuperficie y sea que ¥, (2°, Z) satisface 9*%,, = 0.
Consideramos un campo vectorial £ = (29, 7)32; tal que 9"9,£%(2°, ) = 0
e implementamos las transformaciones generadas por tal £. De las férmulas

(2.59, 2.60) tenemos:

0 = _ 285“(1“,,@‘)

5 (2%, %) = 7 2.63
T8 = A6 - 25 (2.63)
N , _ . 9, (2°, T)
Y (2%, 7) = A (2, %) + “37 +
0, (2%, 7) 9 (2°, 7)
LAl el A P el e 2.64
oxH Ty or® ( )
Evaluamos (2.63) y (2.64) en t = 0 e imponemos:
(0,8 = 0 , 5,03 =0, p=123
Estas restricciones demandan:
= 9€1(0, 7)
— _ 95\
0 = 50,7 B
0€°(0, ,
50,8) = 2 (% + v,-e(o,@) (2.65)
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_ S 0€,(0,% 0¢(0,7 0¢«(0, 7
0 = ")/OM(O, .Z') + gg(xo ) + g((]?(xﬂ ) — 770“—58(%‘& ) =
_ - GSM(O, f) 660(07 f) _
_/YOH(Oa l‘) - 910 + Ok e ]-a 2) 3 (266>

Estas relaciones restringen las 4 funciones &y, &1, &, &3 v sus derivadas en £ = 0
hipersuperficie.

Diferenciando (2.63) y (2.64) al respecto de z° obtenemos:

0y (2%, @) _ 99,7 0 (0¢4 (2 1)
0x0 B o0 28x“ 0x0 (267)
00,(%,7) 090, (a%,F) 0 (06, F)\ 0 [0&(a°,T)
9z0 9af * 0z ( 0z ) * Ozt ( 0z ) (2.68)
y demandamos que en ¢ = 0 hipersuperficie
07 (a, 7) Pou(2”, T)
T 0 T T e =0
entonces obtenemos de (2.67) y (2.68):
70.7) _ 0 (06(0.3)
ord 28x“ < 0z0 (2.69)

C90u0,7) 9 (8@(0,:&‘)) . aa <8£O(O,f)> (270)

020 a0 0x0 TH 020

Recordando que 0#9,£%(x°, Z) = 0 la relacién (2.69) toma la forma:

0.8 _ 0 (980,) 26(0, %)
0x0 B 28950( 0z + 2V O0x?

= 2 :V2§°(O,f) + Vi <8§i(0’f))}

020

00

= 2 :—v2§0(0,f) + Vi (agi(o,f)ﬂ (2.71)
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similarmente (2.70) se convierte en:

950,(0.7) L0 (950,
Sl vgom o (BED) en)

En resumen la norma de radiacién requiere que en ¢ = 0 las funciones &y(0, ),
€,(0,7) y sus derivadas obedescan:

) {_ 0€0(0, 7)

00

+ vigi(o,f)} = 7(0,7) (2.73)

96,(0.7) | 95(0.7)

020 Oz

= —500(0,8) p=1,2,3(2.74)

o[-0 + v (LAY - 2 279
VZ€u(0,7) + 8; (ag(g(géx)) = __a%g;(()),x) (2.76)

Vemos al sistema (2.73 - 2.76) como un conjunto de 8 ecuaciones para

. 0& (0, 7 . 0£,(0, 7
50(0,1'), %7 5/1«(071.)7 %7 H = 17273'

Un anélisis de la solubilidad del sistema (2.73 - 2.76) queda fuera del alcance
de esta tesis [8]. Para las necesidades de esta tesis necesitamos imponer la
norma de radiacén para soluciones particulares de la teoria linealizada y esto
lo hacemos a la marcha. Hasta el momento hemos discutido propiedades
de gravedad linealizada y sus analogias con la teoria de Maxwell. Tenemos
suficiente entendimiento para discutir una familia importante de soluciones
de gravedad linealizada referida como ondas gravitacionales monocromaticas

planas y la construccion de estas soluciones la hacemos en la seccién proxima.
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2.4 Ondas Gravitacionales en Gravedad Lin-

ealizada

Como es bien conocido las ecuaciones de Maxwell en el vacio y en ausencia de
densidad de carga y densidad de corriente admiten una familia particular de
soluciones referida como Ondas FElectromagnéticas Monocromadaticas Planas

[4]. Para construir tales soluciones comenzamos de:
V-Et,Z) = 0 , V-B(t#) =0

vxBr = 12ECD g B = —1—33;’““)
C

Tomando el rotacional Vx de la ley de Ampere y Faraday obtenemos:

1 92E(t, ¥) pm o
(2.77)
1 8*B(t,7) 2R R
Una familia de soluciones de estas ecuaciones es descrita por:
Et,3) = Eye®™ | B(t,3) = B eFoiet (2.78)

en donde Ey, By son constantes, k = (k*, kY, k*) y w constante real.
El requisito que (2.78) satisfaga (2.77) demanda que

k| = (2.79)

w
C
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mientras que la satisfaccion de las ecuaciones de Maxwell demanda que:

k-Ey = k-By = 0 (2.80)
. kx E I
B = k|>;,| — E.-B =0 (2.81)

Interpretamos (2.78) sujeta a (2.79 - 2.81) como ondas electromagnéticas
monocromaticas planas de amplitudes Eo, Eo con k la direccién de propa-
gacién y w la frecuencia ciclica.

Las condiciones (2.80) y (2.81) implican que tales ondas son transversas y
tienen 2 grados de libertad que describen su polarizacién. (Se entiende que
en (2.78) sélo la parte real del lado derecho es fisicamente relevante).
Mostraremos ahora que las ecuaciones de Einstein linealizadas y en el vacio
también admiten una familia de soluciones particulares referidas como On-
das Gravitacionales Monocromadticas Planas cuyas propiedades son similares
a las de ondas electromagnéticas monocromaticas planas.

Para construir tales soluciones empezamos y sin pérdida de generalidad con

las ecuaciones linealizadas en la formas:
Y = 0 , 0"y, =0 (2.82)

y buscamos soluciones de la forma:

A 1 0 o 1 .
Y (20, 2t 2% 7)) = rel g, €M | = SEm ek 4 56;, e~ ke (2.83)

en donde €, son las componentes de un campo tensorial constante y

kot = kox® + k' = etk = ot kat , i=1,2,3 (2.84)
C
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Actuando el operador [J a la familia (2.83) tenemos:

' 1 o ® 1 .
Ofre g € ] = O |Zew " + se, e =
= §5uu(_k ka) e'he + §5uu(_k ka) ¢ e =

= (—k%kq) releu, €*™]

Entonces la familia (2.83) satisface [J7,, = 0 sujeto a que:

for w2 ) 712 w?
n(k‘,k‘) = k ]{?a = —g + k’zk' =0 = ‘ k | = g (285)
Por otro lado la condicién 0#79,, = 0 combinada con (2.83) implica que:
0“%/ - %Euyku et — %5;yk“ g~ ham®
= %gﬂyku eikaxo‘ + <%5ﬂyk# €ikaza) =
= refe K eFe)
de la cual concluimos que la familia (2.83) satisface la condicién 0*7,, = 0
sujeto a que €, y k* satisfagan la restriccion:
ewk! = 0 <= g k' =0 (2.86)

Entonces la familia escrita por (2.83) satisface las ecuaciones (2.82) sujeto a
las restricciones (2.85) y (2.86).

La restriccién (2.86) implica que el tensor simétrico ¢, tiene 6 componentes
independientes, pero en realidad no es el caso. Imponiendo la norma de ra-
diacién mostraremos que solo 2 componentes en €, son independientes.

Para ver tal reduccién mostraremos detalladamente la construccién de la
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norma de radiacién para la familia de soluciones escrita por (2.83) y sujeta
a las restricciones (2.85) y (2.86).
Dada la solucién #,, escrita por (2.83) con ¢,, restringido por (2.86) y

n(k, k) = 0 investigamos primero si existe §& = f“ - tal que:

0,0 =0 , pn=0,1,2,3 (2.87)
S S 1 ikt i
P i 577” Y = 5 re[ ", e a1 = @ (20, 2%) (2.88)
Sital € = {“— existe, las transformaciones
o o0&, ¢, /38
Yo = T oxv + oxh 17’“’83:&

implican como consecuencia de (2.88) que:

Mostramos en seguida que siempre podemos elegir un § = f“% que obedece

(2.87, 2.88). Primero observamos que el campo escalar ®(z°, 2%) definido por:
q) 0 i o 1 o ikyat
(", 2") = §Te[6u€ ]
satisface:
w 1 ik, oH
Od®(2°,2") = 0, 80‘[ - reeh, etk | = 5 e [ €, e®n™ ) n(k, k) = 0(2.89)

y esta observacion serd util mas adelante.
La existencia de un campo vectorial £ = {52 que satisface (2.87) y (2.88)

es una consecuencia del siguiente teorema general:

Teorema 2.1. Sea que ®(2°, 2%) es un campo escalar tal que

0,0* ®(z%,2") = 0 , (2%2") e R? (2.90)
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Entonces el siguiente sistema de ecuaciones
0,0%" = 0, p=0,1,23 y 9., = & 1" (2.91)
es soluble.

La demostracién de este teorema es tedrica ® (ver [5], [8]).
Este teorema acoplado con (2.89) implica que siempre podemos escoger un

campo vectorial £ = 5”6% de tal manera que:

¥ =", =0
Con esta conclusion de aqui en adelante y sin pérdida de generalidad podemos
asumir que las soluciones escritas por (2.83) estan escritas en la norma en

donde 7y = n*%,,, = 0. En esta norma tenemos las restricciones:

e, = e"u =0 , Kenp =20 (2.92)

Definicién 2.1. Cualquier tensor ¢ = ¢, dz* ® dx” que satisface (2.92) es

referido como un tensor de polarizacion.

Las 5-condiciones (2.92) implican que 5-componentes del tensor de polar-
izacion €, son independientes.

Enseguida probaremos que gracias a la libertad de norma sélo dos de estas
cinco componentes son independientes. En orden a probar esta propiedad

usamos el siguiente lema:

SEs importante sefialar aqui que el teorema (2.1) es de validez general y durante su
demostracién en ningtin punto hace uso de la naturaleza de las perturbaciones 7, (z).
También el campo escalar ®(z", 2¢) en este teorema es arbitrario sujeto sélo a que satisface

00, 0% ®(20,2%) = 0.
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Lema 2.1. Sea que 7, = rele,, e**"| es un modo especifico determinado

0

por k = kodx® y €,,, y sea el campo vectorial § = re[—igt eikaxa]axu

con
et 1u=0,1,2,3 constantes arbitrarias. Bajo una transformacion de norma
generada por tal & las componentes del tensor de polarizacion €, se trans-

forman de acuerdo a:

/

Ew = Eu = Ew t+ kugy + kugy — Nweka  (2.93)

Demostraciéon: Recordamos que bajo la transformacién de norma generada

: _ ¢ca_0 .
por un campo vectorial £ = %57 tenemos:

:V;/w = ’7#1/ + augu + augu - nuuaaga

/

vo= 7 - 28&5&
Consideramos estas transformaciones por un modo %, = rele,, e**"] con
un k = k,dx® fijo. Por tal modo sea el campo vectorial:
o O —1i g oo g ol O
= re[—icgh o = | —gh kot 4 ot pmthar® | _—_ 2.94
g [ ]89:“ [ 2 * 2 } Ox+ (2.94)

en donde asumimos (por el momento) que las amplitudes ¢, p = 0,1,2,3

en (2.94) son arbitrarias. Notamos que:

0°0,6" = 0“0, {%25“ elhat® 4 %5*“ e_“‘“axa] =

= leH(—kkg)eomT g Le(—kkg)e et =
2 2
= (—k%,) {;E”eika”a + %E“e_ikaf‘a] =

= refie® (k%) =0 = 0%0," =0, pu=0,1,2,3
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ikax®

Esta propiedad de £ = re[—ie" e ]a% garantiza que si 7, satisface

0"¥,,, = 0 entonces

Vo = T + 0 + s — MOl (2.95)

también satisface 8“7;“, =0.

Combinada (2.94) y (2.95) con 7,, = re[e,, e*"] obtenemos

’7;11/ = '7#,/ + a,,fu + au&/ — nuuaafa _
— Te[guu eikaxo‘] + 8MT€[_Z~€V 6ikax0‘] + 8ﬂ‘e[—i5u e’ikaﬂia

1 Oure[—ic® eFer"]

= relen €% + re[e k, e + rele k, eFet] —

—?7;w7“€ [Ea koc eikaxa] =

= re [(EW + ek, + euky — nweo‘k:a)eik“””;a} (2.96)
Por lo tanto las amplitudes 5;“/ de ”y;“, = re[s;w eF?] satisfacen:
6;”/ = cw + kuey + kues — 1uek, (2.97)

El lema que hemos mostrado es responsable por la propiedad de ondas grav-
itacionales monocromaticas planas que son ondas de helicidad dos. Para
mostrar esta propiedad hacemos uso del teorema (2.1).

Si 4, es una solucién de [y, = 0 tal que 0"%,, = 0 pero n**7,, =7 # 0,

9
or™

el teorema (2.1) nos asegura que existe un £ = £ tal que
1y o a_
a) 006" =0 , b) 0.8 = 5

asi que la transformacién de norma generada por & nos lleva a

r_y/;l/ = ’_Yul/ + al/éu + a,ugu - n,uuaaga
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que satisface:
M, =0, 95, =0y 7 =9"73, =0

Combinamos ahora el teorema (2.1) y el lema (2.1). Comenzamos por lo

tanto y sin pérdida de generalidad con

= releu, €5 OMF, = 0 (2.98)

"N = 0 (2.99)
e implementamos una transformacion de norma generada por
, 0
ik _ 0 1 2 3
& = re[—igle™® ]@ , et=¢" e, €% ¢ (2.100)

en donde (g%, €', €%, %) son arbitrarias pero sujetas a satisfacer €%k, = 0.

Del lema (2.1) las amplitudes 5;“, del campo 7;“/ = re[glw ether?] satisfacen
€ = Ew + kuey + kug, — ko = (2.101)

= €w + ke, + ke =
e, = 0w + ke, + ke, = 0 (2.102)

Pero notemos que de los 4 grados de libertad que definen el campo
£ = re[—ie“eikaxa]% hemos utilizado s6lo uno a través de la retriccion
ek, = 0. De este modo nos quedamos con 3 grados de libertad y usamos

estos grados para establecer
gy =0 , p=123 (2.103)

Las condiciones 56# = 0 demandan de acuerdo a (2.101) y (2.103) que los ¢,

deben satisfacer:

o = —kogy — kyeo ., p o= 1,2,3 (2.104)
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Estas tres restricciones en combinacién con ek, = 0 definen un sistema
algebraico que fija €, €1, €2, €3 por un k = k,dx* dado. Tal sistema siempre
admite solucién por lo que comenzando con 7, que satisface (2.98) y (2.99)
siempre podemos escoger un generador de norma como (2.100) tal que en la

nueva norma "y;w satisfacen:
%H =0, p=123, nuu,—Y;W — 0 (2.105)

Ahora mostremos que mientras estamos en el vacio, podemos establecer que
! o . . .
Yoo = 0. Este bono adicional se obtiene como sigue.

Sabemos que
oy, =0 = 5, + 95, =0, v =0123
De esta relacién tomamos v = 0, entonces
Mo + 0T =0 = =0 = Fo = fla' 2" 2"
Pero D’_y;“, = 0 y eso implica que
DY =0 = V5 = V2f(',2%,2%) = 0

Queremos una solucién de esta ecuacién que sea regular en todo (2!, 22, 23) €
R3. Pero como las tnicas soluciones de V2f(z!, 2% 23) = 0 que satisfacen
esta restriccién estdn dadas por f(x!, 22 2%) = ¢ con ¢ = constante la cual
tomaremos como cero. Entonces en el vacio siempre podemos tomar J,, = 0.

En conclusion, hemos mostrado que:

1. Comenzando de los modos 7, = rele,, e**] tales que:

a) D =0, ) " =0, ¢ 7" =0
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mostramos que existe una transformaciéon de norma generada por

9
oxr ’

ek, =0

/

y «@ .
L €7 satisfacen

7
Los modos transformados 7, = re[e

a) D’V/Iw = 0, b) 8#7;W = 0, C) 77””7,/” =0

d) e, =0, pu=0123

2. En tal norma el tensor de polarizacion es puramente espacial, es decir

tiene la forma:

0 0 0 0

/ ’

/
/ 0 &1 €1p €33

/ ! !
0 €91 €99 €93

0 €3 €3 €33
Por otra parte 8“&;“, = 0 implica que 8i7;j =0, 4,7 = 1,2,3. Mientras la

condicién 7#7,, = 0 se reduce a 7% = nijf’y;j =0y 7y;-j = f’y;z

Definicién 2.2. Cualquier campo tensorial simétrico h = hypdr®dz”

a,=0,1,2,3 que satisface
a) hyo = 0 p = 0,1,2,3
b) Ohy; = 0 i,j = 1,2,3
c) bty = Zi:l hh, =0
es llamado el campo tensorial transverso sin traza.

Con esta definicion hemos mostrado que en el contexto de gravedad lineal-

izada de Einsteinen en el vacio, siempre hay una norma tal que dado algin
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modo

] kok® =0

Y = TelE €

podemos a través de una elecciéon de norma transformar el modo en forma

transversa sin traza, es decir

3
ﬁ/O,u:O MZO,LQ,?), 81’_}/’”:0 iaj:172737 ﬁ_}/kkzz;ykk:o

la cual implica que €, = €,, es puramente espacial y
b 3 3 i . . ., . . ..
eh,=¢’;=>7,_,¢';,=0. En la siguiente seccién discutiremos el significado

fisico de esta conclusion.

2.5 Sobre la Helicidad del “Graviton”

Ahora consideramos una onda gravitacional monocromatica plana que se

3

propaga en la direccién x° = z es decir

Yo = Tele €] = refe, etom ]

donde la condicion k. k% = 0 implica que:

kok® =0 = 9"k, =0 = -k +k =0 =

ko = k., = k

Entonces representamos tal modo en la forma:

= _ ) 3
Y = TelE €

0 3
k(:v +x )]’ xO — Ct, =1

En la norma transversa sin traza como hemos mostrado gg, =0, p=1,2,3,

mientras de la condicién 9'%;; = 0 tenemos:

81’7@] =0 = Eijk?j =0 = 82‘0[{?0 + €i3k3 =0
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y debido a que €;0 = 0 obtenemos usando la simetria ;; = €j;:

Ei3 — €33 — 0 2 = 1,2,3

entonces el tensor de polarizacion se reduce a:

enn €12 0
Cij = €91 €22 0
0 0 0

mientras la condicién 4% = 0 implica que:

77]52']' = £, = 0 = €11+ =0 = g1 = —¢€9p

En resumen y después de este largo andlisis concluimos que ondas gravita-
cionales monocromaticas planas tienen solo dos grados de libertad. Aun

comenzando de un modo

Y = Telew e“"’”‘xa], kkq = 0, e,k” =0

9

usando la libertad de norma a través de los campos vectoriales § = &£ 57-

hemos mostrado que siempre uno puede elegir un sistema de coordenadas en
donde las componentes del tensor de polarizacién €,, son puramente espa-
ciales. En caso que la onda se propaga en la direccion espacial definida por
2% = z las componentes del tensor de polarizacién £, que son distintas de
CEero SON €19 = €91 V €11 = —E99. Esta propiedad implica que ondas gravita-
cionales monocromaticas planas tienen helicidad dos.

Para ver esta propiedad supongamos que R = R’ ; s una matriz de rotacion

que deja la direccion de propagacién invariante, es decir R representa una
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rotacion alrededor del eje z.

cosf  senf 0
Rij = —senf cosf 0 (2.106)
0 0 1

, o ., .
entonces €, = R' I/, ;; p,v =1,2,3. De esta transformacion la combi-

nacion ey = €11 F €12 = €11 F 1612 = —E99 F 1612 se transforma segun:

la cual implica que €4 tiene helicidad £2.

Es instructivo por razones de comparacién considerar la helicidad de ondas
electromagnéticas monocromaticas planas. Debido a que las componentes
A, del 4-vector potencial A son andlogas de las componentes 7, empezamos

con las ecuaciones de Maxwell dadas por (2.46) en el vacio, es decir
090, A3 = 0 , 0,A% =0 (2.107)
y sea la familia de soluciones

A, %) = refe, e = 5% ek 4 562 e~ ke (2108)

en donde: k%k, =0, k*e, = 0. Como en el caso de ondas gravitacionales
monocromaticas planas parece que las amplitudes €,,, = 0,1,2,3 en (2.108)
s6lo 3 son independientes. Pero como hemos discutido la norma de Lorentz
no fija inicamente el 4-vector potencial. Usando tal libertad mostramos que

solo dos amplitudes son relevantes. Para ver esto sea el modo especifico:

A t, %) = re[e, e*™], k%, = 0, ke, = 0  (2.109)
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y sea la funcion:
= —g etk ¥ gmher™ (2110)

la cual satisface 00, x(t, Z) = 0. Como consecuencia

N — 8X<t7f) ikar® I ko™
A, T) = At %) + o = re[(e, — ek,)e "] = refe e kat1(2.111)

también satisface (2.107).

Consideramos un modo A, (¢, %) propagado en la direccién z* = z. De la

condicién k,k* = 0 tenemos que
(K + (k)2 =0 = K =F=k>0
mientras que la condicién €,k* = 0 implica que
g0k + 3k = (60 + &)k = 0 = g = —e¢3

Sea ahora la transformacién de norma generada por (2.110). Entonces 5L =
e — €k, implica que

’ !

!
€, = €1, €y = €3y €3 = €3 —cky = e3—¢k

Ahora elegimos ¢ de tal manera que 5; = 0, es decir € = 2. Pero debido a

que
56 = ego—cky = —e3—¢ck = —(e3+¢ck) =0

, / / o .
Entonces en la nueva norma sélo €, y €, en (2.111) son distintos de cero.
Considerando una matriz de rotacién como (2.106) vemos ahora que los mo-

dos €1 = e; F iey setransforman segiin
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y esta propiedad implica que ondas electromagnéticas monocromaticas planas
tienen helicidad £1 en contraste con ondas gravitacionales monocromaticas

planas que tienen helicidad =+2.

2.6 Energia y Momento Asociado con Ondas
Gravitacionales

Atn el andlisis hasta este momento ha sido paralelo de la teoria de Maxwell,
llegamos a un punto en donde las teorias se separan. Este punto esta rela-
cionado con la descripcién de energia y momento asociado con ondas gravita-
cionales monocromaticas planas. Especificamente nos preguntamos ;llevan
tales ondas energia y momento? si llevan jcémo se define el flujo de tales
cantidades?. Si consideramos estas preguntas por la teoria de Maxwell las
respuestas son bien conocidas.

Como sabemos la teoria de Maxwell asigna por una solucién (E : E) la den-

sidad de energia p y el flujo de energia S de esta solucién a través de

p = — — , §=—ExB (2.112)

81

c
dm
en donde S es conocido omo el vector de Poynting [4].

Ademas en el vacio (2.112) satisface la ecuacién de continuidad:

ap -
a5 T VS =0 (2.113)

Desafortunadamente, la situacién para la teorfa de gravedad linealizada (y
mas dificil para la teorfa de relatividad general) la respuesta de la realidad
de ondas gravitacionales tiene una historia larga. Sin embargo hoy en dia se

acepta que ondas gravitacionales llevan energia y momento (vease discusién
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en [1], [3]). En el contenido de la teoria linealizada y al respecto de un
sistema inercial cercano el tensor de energia-momentum T/Y‘lf asociado con

ondas gravitacionales monocromaticas planas tiene la forma [6], [7]:

k 1
= o af op
T,uu - 32_ﬂ_<7a/3,#7 ‘fz/ - 57;#7,1/ - ,[37041,1/ - ,ﬁ%w,u> (2114)
donde k = % y < --- > denota un promedio de varias longitudes de onda.

Esta expresion para T:l[f es valida para perturbaciones arbitrarias, es decir

Y # 0y 9 # 0 (2.115)

Para el caso de la norma de radiacién, (2.114) se reduce a:

k
™ = — (3,5,9° 2.116
v 327T <7 ﬁ,H’y ,V> ( )

En esta tesis aceptamos sin demostracién que T}, escrito por (2.114) 6 (2.116)
describe correctamente la energia y momento asociado con ondas gravita-
cionales.

Por una onda monocromatica plana propagada en la direccién x® = z es con-

veniente introducir los dos tensores de polarizacién unitarios e*, e* cuyas

componentes SOIl:

entonces representamos 7,4 en la forma

’7@5 = Giﬁh@'_ + G;{(ﬁhx —

= elshye ™D 4 X he D) (2.118)
la cual es equivalente a

Y1 = Yoz = Nyy Yo2 = Vyy = —hy, J12 =721 = hy (2.119)



44 CAPITULO 2. GRAVEDAD LINEALIZADA DE EINSTEIN

Por tal modo tenemos de (2.116):

k

Y = E<'71170:}/1}) + 9220775 + 2M207'5) =
E 1. .
_ 16_7rc_2<(h+)2 i (hx)2> (2.120)
W ko, 22 o &
Ty, = 39- <71170’y = T 7220775+ 27120712 ,z> =
_ T (2.121)

Usaremos la expresién (2.116) més adelante.



Capitulo 3

Generacion de Radiacion

Gravitacional

En el capitulo anterior hemos mostrado que gravedad linealizada admite solu-
ciones que representan ondas gravitacionales monocromaticas planas. En la
teoria de Maxwell sabemos que ondas electromagnéticas estan generadas por
fuentes p(Z,1), j(a?, t) y poseen momento multipolar que varia en el tiempo
[4]. En esta seccién vemos que tal propiedad es vélida también para la
teoria linealizada de gravitacién. Mas precisamente en este capitulo vere-
mos como generar radiacion gravitacional y analizamos la estructura de los
campos 7, (Z,t) generados por las fuentes 7}, (7, t) conocidas a priori. Para
ello primero veremos como se genera radiacion electromagnética por un par
p(Z,1), J(Z,t) dadas. En la seccién (3.2) y de manera analoga de la teorfa de

Maxwell estudiamos la generacién de ondas gravitacionales. Y en la seccion

(3.3) comparamos similaridades y diferencias entre las dos teorias.

45
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3.1 Generacion de Radiacion Electromagnética

Como hemos visto las ecuaciones de Maxwell en la norma de Lorentz toman

la forma:

R, 2 7 — —
2 e + V° O(2,1) Amp(Z,t) (3.1)
162 A(Z,t) , o At -
——7 A(Z = ——J(& 2
2 o + V°A(Z ) . J(Z,1) (3.2)
10 ®(,t) — B

en donde ®(7,t) y A(Z,t) son el potencial eléctrico y potencial vectorial

respectivamente. Los campos fisicos E(Z,t) y B(Z, t) estdn dados por:

E(f,t):—%% — V(@) , Bt =VxAZt) (34)

y por construccién son invariantes de norma.

—

Enseguida analizamos la estructura de los campos (E(Z,t), B(Z,t)) genera-

—

dos por un par p(Z,t), J(Z,t) dadas. Por tal anélisis asumimos que p(Z,t) y
J (Z,t) estan localizadas en alguna regién espacial denotada por V' de volu-
men caracterfstico d®, d > 0 y p(&,t) , J(Z,t) son suficientemente suaves de

manera que admiten representacion de Fourier:

con
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Como es bien conocido las soluciones ®(Z, t) y A(Z, t) de (3.1, 3.2) en ausencia

de radiacién entrante estan dados por (vease [4]):

/

S(t—t ===y
BT, 1) = / ( " )o@ ) o7t (3.7)
B 1o —t ==ty L
@) = Z/ ( " ) j@ ) 7t (3.8)

Sea la reprensentacién de Fourier de A(Z, t):
A7, 1) = / e A(Z,w) dw

Combinando esta representacién con (3.5), obtenemos de (3.8)

/

. = 1 (5t—t/—|_‘7i| Sy ;o
/G_ZUJtA(Zi",W) dW:_/ ( ’f_f’ ’C ) |:/6_7'U’Jt J(a_:',w)dw} dgfdt

C

Intercambiando el orden de integracion al lado derecho obtenemos:

/

. - ]. 5t—t,—|fif| e /oo
/e““tA(:E,w)dw:—/ / ( € )e”‘”t J(T,w)d*T dt | dw =

c 7|

| 7 — &

1 —iwt e T 3
= - —— J(¥,w) &7 | dw
c v|TZ—7
de la cual concluimos:
N ‘,/
) o e—iwt ezw‘aﬁml o, ,
e AT, w) = / — J(T,w) &F (3.9)
c Jy |7-%

es decir, cada modo e~ J(Z,w) en la expancién de Fourier (3.5) de J(Z, t)

genera su propio potencial vectorial



48 CAPITULO 3. GENERACION DE RADIACION GRAVITACIONAL

dado por (3.9). De manera andloga para ®(7,t) obtenemos:

e _ _

—— p(¥,w) &% (3.10)
Sea ahora que restringimos nuestra atencién a los puntos (Z,t) con | & |=
r > d, en donde d representa la escala caracteristica de la region V' donde

se encuentran las fuentes. Para tal & tenemos las siguientes expansiones:

1 1 77 1
- - = o= 3.11
|z — & r + r3 * <r5) ( )
/ / 1 T
-7 | = r— @7 + o(—) A= (3.12)
r T |

en donde n representa el vector unitario del origen del sistema de coordenadas
tomandolo al interior de V' del punto de observacion. Combinando las ecua-
ciones (3.11) y (3.12) con (3.9) vemos que para | & | tales que | Z |=r >> d ,

A, (Z,t) y ®,(Z,t) toman la forma

L e—iwt + ikr ik mE T 3
Ay = S e j7) (313
cr 1%
—iwt + ikr P / /
o, (@1 = S /V’f () d°F (3.14)

La parte real de (3.13, 3.14) representan ondas monocromaticas esféricas que
se propagan en la direccién k = kil con longitud A = 27 /k.
Desafortunadamente debido a las oscilaciones del término e~* 7% en la inte-
gral de (3.13, 3.14) no es tan facil estudiar la amplitud de estas ondas. Pero
bajo restricciones sobre w y d es posible dar una buena estimacién de estas
amplitudes.

Para ver claramente el problema restringimos nuestra atencion a fuentes
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—

monocromaticas es decir p(Z,t), J(#,t) tienen la forma:
T = e @), J@Y = e @), wr0  (315)

y sea d la escala caracteristica en donde se definen p(7) y J().
Asumimos que la frecuancia w para tales fuentes tienen la propiedad que la
longitud A = 27 /k = 27c/w satisface A >> d.

Para tales fuentes obtenemos de (3.13) y (3.14)

. efzwt + ikr ,

A@1) = Z(_:f)" /V J(@) - &) P*F (3.16)

= [

n!

3

e—iwt + ikr

/ /

diE (3.17)

8,

=
=
=

Il
NE

r

i
o

en donde debido a que tenemos solo una frecuencia escribimos simplemente

A(Z,t), ®(Z,t) en lugar de A,(Z,t) , D, (Z,t). Adicionalmente debido a que

la contribucién dominante en (3.16) respectivamente en (3.17) proviene del
primer término en [ f(f)(ﬁ -Z), n=0,1,2... , que es distinto de cero.
Es natural restringir nuestra atencién a fuentes monocromaticas que tienen

la propiedad que

Para tales fuentes y la zona radiactiva definida por los & que satisfacen:

|Z| =1 >> X >>d
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—

los campos A(Z,t) , ®(Z,t) se aproximan por:

. —iwt + ikr -, ,

A7) = eT /V J(@) &7 (3.18)
—iwt + ikr

@ = /V o7) &PF (3.19)

Para construir E(Z,t) y B(Z,t) en la zona radiactiva el siguiente lema es

importante.

Lema 3.1. Sea que en una region el potencial vectorial tiene la forma

-

ff(a?, t) = e_i“’tff(f) y en tal region p(Z,t) = J(Z,t) = 0, entonces el campo
eléctrico E(Z,t) estd dado por:

B@t) = SVx Bt = -V x B(#1)
w

~

o

Demostracién: La suposicién A(Z,t) = e~*! A(Z) combinada con B(Z,t) =
V x A(Z,t) implica que B(Z,t) = e V x A(Z). Por tal B(Z,t) la ley de
Ampere implica que:

10E(Z,t) = 10E(Z,1) it =
S v x B ST ety i B
P x B(Z,t) = P e X B(%)
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Este lema es 1til para la contribucién de E(Z,t) y B(Z,t) en la zona radiativa
y nos permite restringir nuestra atencion sélo al andlisis de la estructura del

vector potencial

. —iwt + ikr -, ,
Az 1) = e—/ J@) @F , |Z|>>A>>d
crTr v

-

Atn el lado derecho involucra J(Z) en realidad la integral es nada mas el
momento dipolar eléctrico de la fuente.
Para ver porque es esto recordamos que p(Z) y J(Z) se define por: p(&,t) =

e~ @ip(Z), J(Z,t) = e ! J(Z) y satisfacen la ecuacién de continuidad

L VT =0 = o) + VT = 0

-

Por otro lado para funciones f(¥) , ¢g(Z) suficientemente suaves y una J(Z)

—

con V - J(Z) # 0 tenemos la identidad:

/[fj“%jL%J“g} &Pz = —/fV-fgd3:E+jl{fJ“g-d§
1% T T 1%

Eligiendo f = 2, g = 1 e ignorando el término de frontera obtenemos la

siguiente identidad:
/Ji(f)d%:«’ = —/mi(v-J)d%?
% 1%
de la cual concluimos
/ J(Z)d*% = — / 7V - J(Z) T = —iw / 7p(7) d*7 = —iwP  (3.20)
1% 1% 1%

en donde P es el momento dipolar eléctrico asociado con p(Z).

Con estos resultados el potencial vectorial /_1‘(5, t) en la zona radiativa toma
la forma:

—iwt + ikr e—iwt + ikr

Az t) = ——(—iw)P = —ik——P (3.21)

cr T
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Los campos resultantes B(Z,t) y E(Z,t) en | Z |>> A >> d se calculan de

la siguiente manera:

5 . e—iwt + ikr .
B@t) = VxA@@t) = —Vx [z’k—P]
T

y usando la identidad:

Vx(fa) = Vfxad + fVxd

obtenemos
. ) e—iwt + ikr . 1
B(z,t) = —(ik \V4 P O|—=
@0 = (kP T (VP + 0 ()
e—iwt + ikr . f
= k2 7 x P 7= 3.22
r (n X ) Y n | f | ( )

Para construir el campo E(Z,t) aplicamos el lema (3.1) y tenemos que:

~ i N i e—iwt + ikr .
E(Zt) = 7V % B(#,t) = 7V X [k;Q — (7 x P)]
k2 e—iwt + ikr ﬁ O 1
= — |(n 7 — 3.23
. [(n X P) x n} + <r2) (3.23)

Usando (3.22) y (3.23) evaluamos enseguida el flujo de Poynting

i E(#,t) x B(Z,1)

Pero debido a la fase e, S (Z,t) esta oscilando rapidamente en el tiempo.

Por eso calculamos el flujo promedio de Poynting a través de:

T
<S> = l/ S@@tydt , T=="— (3.24)
T Jo
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3.1.
en donde n es un nimero entero positivo grande. Tomando las partes reales

de (3.22) y (3.23) tenemos

kQ = ) 1 - .2 — , 2
re |—(n x P) xn e’A} = = [Eoe’A + Eoe_’A] (3.25)

—

E(@t) = .
. 2 . A
Ey = 7(ﬁ><P)><ﬁ , A= —-wt + kr
y similarmente para B(Z,t) tenemos:
Bzt = L[Boet + B (3.26)
5 meﬁ

By =
r
Usando (3.25) v (3.26) en < S > notamos que las partes que contienen
e~ dan contribucién cero y finalmente

contribucién de las fases €4,
<S> = é(ﬁoxgg) = éf—j [(ﬁ ﬁ)Xﬁ}x[ﬁxﬁ}
_ _S_k_ [ x P x [ x P) x
O S B\ (= B\ &
=~ 5 [@x Pt — [x P)- (i x P 7]

(3.27)

en donde @ es el angulo que forma el vector P y la direccion de observacion:
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De la férmula(3.27) concluimos que

1. Los campos (3.22) y (3.23) son radiativos es decir, transportan flujo de

energia hacia el exterior.

2

2. El flujo de energia decae como r~= en contraste con los campos estaticos

en donde el decaimiento es mas rapido.

3. El flujo de energia no es isotrépico, < S>=0 parad =060 =myel

s

mdaximo flujo ocurre a = 7.

4. Integrando < S > sobre de una esfera grande de radio r >> A >> d

obtenemos la potencia total emitida por la fuente

dFE -
P = i f<S>~fLT2 senf dfdy
= O | P|? j{sen49d9d<p
8T
= S PP :“’_4;13|2 (3.28)
3m 3c3

5. La distribucién angular de radiacién emitida es decir, dP/dS2,

dS) = senf dfdy estd dada por:

ar c =
— = — k" | P|*sen? 2
s 8w | B[" sen (329)
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Figura 3.1: Distribucién angular de radiaciéon dipolar eléctrica. FEn esta
figura p representa el momento dipolar eléctrico asociado con la distribucion

de carga p(Z) y n representa la direccién de observacion.

3.2 Generacion de Radiacion Gravitacional

—

En la seccién anterior hemos visto que por las fuentes p(Z,t), J(Z,t) re-
stringidas a una region espacial finita los campos electromagnéticos E (Z,1),
B(Z,t) en la zona radiativa decaen como | Z |~! y como consecuencia de tal
decaimiento energia de las fuentes es transportada en forma de ondas elec-
tromagnéticas. En esta seccién mostramos que el mismo fenémeno ocurre
para la teoria linealizada de la Relatividad General.

Recordamos que en la aproximacion lineal de Relatividad General las ecua-

ciones relevantes estan descritas por (2.29):

aaaof?u,u - _QI%T/JJ/ s aﬂ,?’wj =0 y aHTHV =0 (330)
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donde recordamos nuestras convenciones

02 2 2
T TV T Ta@ge TV

De (3.30) se ve que cada componente 7, satisface la ecuacién de onda in-

0%0, = naﬁﬁaf)ﬁ =

homogénea (compare con (3.1 - 3.2)). Aplicando el mismo razonamiento
que hemos usado para la teoria electromagnética tenemos que la solucion de
0“0V = —2kT, w en ausencia de radiacién entrante puede ser descrita en

términos de la funcién de Green retardada:

;L 5(t —t — =2
G'(z,t;x,t) = < 3.31
CARERD —— 3:31)
es decir
_ . 2]% T 7 7 3 1,
V(X)) = yy G'(Z,t;@,t) T,(7,t)d°ddt

/

oot —t — =2 ;o
- ¢ 2 T, (& 57 32
27r/ =7 w (@, t)d°2 dt (3.32)

o haciendo uso de la funcion delta la solucion puede ser escrita en forma de

una integral retardada:

ko[ T (%t —

o Sy | -7

d*7 (3.33)

YV (f ) t) =
en donde V' es la regién espacial en donde 7}, es distinto de cero.
Como para el caso de electromagnetismo asumimos que la fuente ocupa una
regiéon espacial V finita y que T}, (Z,t) = T, (Z,2°) admite representacion
de Fourier en la variable ¢ de nuestro sistema de referencia inercial global del

espaciotiempo de Minkowski, es decir

1 oo
Tu(@) = o= / T (7 w) dw = (3.34)

Tulfw) = = / et (7, dt (3.35)
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es la funcion inversa.

Sea la representacién de Fourier de los campos 7, (Z, t):

_ — 1 oo —twt — —
V(T 1) = E/ e tvw,(x,w)dw (3.36)

combinando esta representacion con (3.32) obtenemos de (3.34)

1 e ok [a(t—t — E=E]
\/—27/_00 e (T, w) dw = E/

1 +m s tl / J ’
= e T (7, w) dw| d*F dt
|: \/ 27T /oo a

intercambiando el orden de integracion al lado derecho obtenemos:

—»/|

| & — &

—iwt ,7“”( )dw —

I

/

Foo 2k t - t - JJ_LI—,"| - / ;o
- = / / = )e—wt T )BT dt’ dw
™ €T —

+oo —uu
47r\/ 2 /

de la cual concluimos que:

]% ) W , ,
_Mt '7;11/( ) = %e_zwt/ |c:,—_,, T/J,y(f ,u))dsf (337)

Tratamos el lado derecho de esta representacion de la misma manera que
tratamos las integrales en la teorfa electromagnética (compare (3.37) con

(3.9) v (3.10)).

Sea que d representa la escala en donde T}, (Z,w) es distinta de cero y sea

que 2 =|Fk |=k y asumimos que A = 2?” = 2’“ >> d. Tomando en cuenta
10%cm/seg 10100

que ¢ = A\v tenemos la estimacion donde A = £ = LT
v vsec 12
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Si v = 108sec™! implica que A = 10%cm y la restricciéon A >> d implica
que tenemos una fuente que no es de interés en astrofisica. Para fuentes
astrofisicas uno espera que la zona radiativa sea afuera de la fuente. Si
v = 103sec™! implica que A = 107cm y hay fuentes compactas con tamaiio
d < 107em. Entonces y en contraste de ondas electromagnéticas ondas grav-
itacionales son de muy bajas frecuencias.

Enseguida consideramos una fuente en donde el tensor de energia-momentum

T,,(%,w) es un tensor monocromatico es decir (compare con (3.15)):

T,

MV(f7 t) = ™ T;Ll/<f7w) , w>0

y sea | ¥ |=r >> d. Para tal & tenemos las siguientes expansiones:

1 1 77 1
- — - o= 3.38
| 7 — 1" | r + r3 + <r5) ( )
/ / 1 7
|77 | :r—ﬁ-erO(—), C— (3.39)
r T |

entonces 7, (Z,t) toma la forma

—iwt =

;}/LW(:Ev t) = ¢ 7#”<f7w)

~

k e—z‘wt + ikr » 3/ 1
Sl TS VTW(x,w) &’y + O = (3.40)

donde restringimos nuestro analisis a los campos en la zona radiativa definida
por los ¥ que satisfacen: | ¥| = r >> A >> dy entendemos que solo la
parte real de (3.40) es relevante.

La representacion (3.40) nos da todas las componentes de 7, (Z, ) en términos
de integrales que involucran la fuente T, W(f ,w). Sin embargo gracias a la

ley de conservacion:

9, T" =0 , T = T
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solo necesitamos evaluar la componente espacial en (3.40).

Para el tensor T),,(Z,t) monocromatico tenemos:
T (Z,t) = rel e ™ TH (% w) |
y de la ley de conservacién 9, T"” = 0 tenemos:

9, T™(Z,t) = 0 =  ule™ T™(F,w)] = 0

ole ™ T (Z,w)] + Ol ™ T (#,w)] = 0 , j=1,2,3

_iw .0

Qe c™ TY(Z,w)] + e ™ 9T (F,w) = 0

APt TV (% w) + e ™ §;TV"(F,w) = 0

—%‘” T (Z,w) + 0T (#,w) = 0, j=1,2,3, v=0,1,2,3.
Esta identidad es importante para el siguiente lema
Lema 3.2. Sea la integral [, TY(Z,w)d’% , i,j € (1,2,3) entonces:
/ T (7, 0) % — / (T (7, 0)2") — AT (F,w)a' T 1€ (1,2,3)
v 1%
Demostracion: Para mostrar esta identidad notamos que
O[T (z,w)2’] = O[T (% w)]a’ + TY(Z,w) J
= O[TV (Z,w))x" + T(Fw) =
TY(Z,w) = TV (Z,w)z'] — T (Z w)]z’

por lo tanto integrando ambos lados al respecto de la variable ¥ tenemos:

/\/T”(f,w)dg’f = /V[@z(le(f,w)xi) — O(TY(&,w))a'|d’7
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|
Con la ayuda de este lema tenemos también:

Lema 3.3. Combinando la identidad

| TiE s = [ @@ 0 - a1 (0, 1= 1.2,3(341)
\% \%

con: =L TW(Z w) + ;T (% w)
y usando el teorema de la divergencia obtenemos:

/ TiE0PE = — 2 [ (7 w) 2d'T

1% c Jv

Demostracién: Para una fuente 7" (7, w) de extension espacial V finita el
teorema de la divergencia implica que el primer término en (3.41) se anula,

entonces:
/Tij(f,w)dBf = —/8Z[le(f,w)]xid3f (3.42)
v 1%

y de

B TE W) 4+ 9T (Fw) = 0
C

tenemos tomando v = j € (1,2,3) :

Sz w) + 9T (Ew) = 0 = 9TV(Fw) = — TY%F,w)
C C

por lo tanto (3.42) implica que:
w

/Tij(f,w)d3f = —— | TY# w)r'd*z
v

¢ Jv

Combinando los dos lemas tenemos:
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Lema 3.4.
: 2
K TY(Z, w)'d*s = w_2/ T Z, w)z's! d*%
c Jv 2c* |y

Demostracion: Para la demostracién notamos primero que la identidad

_E TOJ(f’w)xide — _E/[Toj(l—iw)xz + TOi(f7w)'rj =+
c Jv c Jv 2
N T (% w)z' — TOZ'(;?,(,u)a:j]d3f _
2
= —;ﬁ [TY(Z,w)z" + TY(&,w)z? + T (7, w)x’ — TY(&,w)z’|d*F (3.43)
cJv

Por otro lado del lema anterior tenemos
/ TH(7,w) T = — — [ T, w)rid’F
v ¢ Jv
entonces de (3.43) usando T (7,w) = TV (Z,w) da:
w 0i (= j 13 ji (= 32 ij (= 32
—— | THZ, w)dd’s = /TJ (Z,w)d’r = /T](x,w)d T
¢ Jv 14 14

Entonces la parte antisimétrica en (3.43) se anula, es decir:
/ TY9(F )2t — TOE )| PF = 0
1%

Ahora manipulamos la parte simétrica en (3.43) y vemos que:

_;_i [T%(Z,w)a' + TY(F,w)a!|dF =

|4

— B @] - AT E T (344
|4

Esta condicion viene de la identidad:

T (7, w)a'e)] = OT&, w)]a'e? + T&, w) sia? + TOZ, w)a’ &)

= T°(Z,w)|z’'x? + T(& w)! + TY(Z,w)a’
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Por el teorema de la divergencia el primer término en (3.44) se anula entonces:

2 Y w)at + T, w)aldPE =
2c Jy

= 5 AT (@ W)l T = %%/VTOO(:MW@W%

por lo que vemos finalmente:

w2

/ T WPE =~ / T3, w)a'2d 7
1% 1%

2c2

Con la ayuda del lema (3.4) y de la ecuacién (3.40) tenemos

—iwt + ikr

L ke
Vii (Z,8) = o

/ T;(7,w) d*F =
14

]% 2 _—iwt + tkr R , ,
_ —%;—&%/mei@ PF, 0j=1,2,3 (3.45)
%

Adin esta expresion da solo la parte espacial de 7, veremos que es suficiente
para nuestras necesidades. Debido a la libertad de norma podemos eliminar
Yous #=0,1,2,3.

Primero notamos que debido a | k |= ¢ de (3.40) vemos que

_ N ]Af eiiw(t n % ~ _ _
Y (Z, 1) = %—)/‘/Tw(x,w) &P =

r

1
= “fut — 1) pr=0,1,2,3 (3.46)
r C

En la zona radiativa en donde | ¥ |>> d podemos interpretar %,,(Z,t) lo-
calmente como ondas gravitacionales monocromaéticas planas. Por eso intro-

ducimos un sistema de coordenadas cartesianas con origen en algin punto
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en la zona radiativa y tomamos el eje 2° = z paralelo a la direccién de

propagacién. Relativamente a tal sistema escribimos (3.46) en la forma:

Y = T (t - 5) 05, (t - 5) =0 (3.47)

c c

Consideramos ahora la condicién 9%, = 0 la cual implica que:

i 8’701/ 87w
0x0 Ozt

Denotando ¢ — ﬁ — k obtenemos

0"Fow + 0"y = -0, v=0,1,2,3, i=1,2,3 (3.48)

a;)/01/ 1 aﬁ_}/OV 8’711/ 1 8%/ 3
= —_ = , == - - ~ 3 4
0z c 9k = Ozt c Ok 0 (3-49)

combinando (3.49) con (3.48) obtenemos que

1 [ 0w 373111 10 _ _ _ _
— +— | ==+, =0 = Ly = —7a, 3.50
{ Py o con [’Yo V3 ] Y0 V3 ( )

de donde hemos descartado la constante de integracion.

C

La condicién 74y, = —%3, nos da:
Yoo = —%30, Yo1 = —7V31, o2 = —732, Vo3 = —733 (3.51)
Combinando 4y = —*30 con Y3 = —733 obtenemos que g9 = 733. En re-

sumen vemos que la condicién 0#%,, = 0 implica que localmente la parte
de onda 7, 1 = 0,1,2,3, es determinada por las componentes espaciales, es
decir, 7,5 ¢, = 1,2, 3.

Ahora mostremos que el sistema de coordenadas (z,y,2) = (2!, 2% 23) con
origen en la zona de radiacién admite libertad y mostramos el siguiente teo-
rema:

Teorema 3.1. Sea que & = f“a% = &Mt — ﬁ)a% es un campo vectorial

arbitrario. Usando los cuatro grados de libertad en & en la nueva morma

podemos lograr:
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Demostracion: Primero notamos que cada campo vectorial £ de la forma

2\ 0 3\ 0
524”@‘;)&528«f‘?)55

u _ p
%0, (t—f> _ e |1 Z1O% )
c c Ok c Ok

satisface:

2 2
lee 1o

2 9k 2 9k
190 o3
‘ot o,

0ol™ = "+ 0,6 = 9" + 2 = #0

Consideramos ahora un £ = &#(t — f)% y cambiamos la norma. Debido a
que 0%0,&" =0 los ﬂ_y;“/ definidos por
T = A T Oy + Oubs — NuwOal® (3.52)

satisfacen 8“%,/ = (0 y en particular tenemos:

’_Y(l)i = Yoi + & + 0, 1=1,2,3 (3.53)

z

Ahora escogiendo {#(t — 2) p = 0,1,2,3 tal que Yo = 0. Tal condicién

demanda que:

0 = i + 0& + 0% = (3.54)
0 = Jo1 + & + & = You + & (3.55)
0 = Aoz + & + h& = Yoo + 0éa (3.56)
0 = Aoz + & + 35 (3.57)

De (3.52) tenemos también:

T = Ju + & + D& — DuE°

Yoy = Taz + Dby + Oofy — 0E°
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Entonces sumando estas ecuaciones tenemos:

’7,11 + ”7&2 = Y1 + Va2 + 200& + 20:& — 20, =

= 1 + Yo — 20"
entonces
. 7 - 1 _ _
T+ Y2 = 0 = 0" = 5(711 + Yo2) (3.58)
Por la conclusién del teorema (2.1) sabemos que existe £ = £#52; tal que
0%0, 8" = 0 vy 0, = & sujetoaque OP = 0
Para

1 1 z 1 z
2(’711 + F22) 2”Yn t - + 2722 t . (3.59)

concluimos que L1 = 0.
En la nueva norma generada por el campo vectorial £ = £#(t — ﬁ)% tenemos

que:

_! 7 4 _,
Yw — T <t_z> ) a#/Y,ul/ =0

y ademas:
Yoo = 0 i=123 . iy + Ty =0
Pero como hemos mostrado en (3.47) y (3.48) la condicién 8“”7;“, = 0 combi-
nada con 7(/)7; =0, ¢ =1,2,3 implica que:
”7(,)0 = _7:50 = _7(/)3 =0, 7(,)1 = _7::,1 =0, 7(;2 = _7:;2 =0

7(/)3 = _7;,37 7(/)0 = 7:;3 =0 (3.60)
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’ . 7
Entonces en la nueva norma las tnicas componentes de 7,,(t — Z) que son

distintas de cero son:
Yi1s Vizs Yezs  €On Y+ Yoy = 0 (3'61>

Por otro lado

T o= Ju o+ A&+ 9E — 0al = — %(711 + o) = %(711 — Y22)
Voo = oz + Oabo + Doy — 0,8 = 722—%(711 + 22) =
= tOm - W) = — 7,
Yo = Fi2 + Db — & =
de la cual vemos que:
T+ T = 30m—m) g0 — ) = 0 (362)

2 2

es decir todavia estamos en la norma de radiacion. En la nueva norma

tenemos:
7 7 ]_ _ _ 1 _ _ _ _
Yii T Y2 = 5(711—’)/22) — 5(’722 — 1) = 1 — Yoo (3.63)
Yo = o (3.64)
es decir las amplitudes 411 — 422 v 712 son invariantes.

Regresando a (3.45) tenemos entonces de (3.63) y (3.64) que:

_/ 7 /% Wz €_iw(t N %) T ro T ro d3 ’ 365

Y11 T Vo2 = Tin 2 , /v( 00717 — Tooxexy) d’w (3.65)
’ ]Aﬂ w2 eiiw(t o %) ro ’

~y = —— T a3 3.66

Y12 Ar 2 . /V 00Ty T ( )

Ahora somos capaces de evaluar el flujo de energia que llevan las soluciones

escritas por (3.65) y (3.66). Para esto asumimos que la fuente es un fluido
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perfecto con tensor de energia momento dado por
T = (p¢ + P)U, U, + nuP (3.67)

en donde p es la densidad de masa, P es la presion isotrépica medida al

repecto de observadores que se mueven con el flujoy U = U “6% es la 4-
velocidad del flujo normalizada segiun ¢g(U, U) = —1. Asumimos ahora que

la 4-velocidad U del flujo se mueve muy lentamente en comparacion de la

velocidad de la luz c¢. Esta suposicion nos permite representar

0 1 0 vt 0
OxH _ﬁ8x0+c 2 01 T
c? c?

como la aproximacién UY ~ 1 + O(%). Bajo esta aproximacién se sigue
de (3.67) que Tpy = pc* y sea que introducimos el tensor cuadripolar Q;

asociado a esta fuente a través de

v
En términos de este tensor (3.65) y (3.66) toman la forma equivalente:
’ ’ ]% 2€_iw(t N %)
Yii T Y2 = 1Y ” (Qu — @) (3.69)

Tg = —ow Q12 (3.70)

Consideramos también el tensor de energia y momentum asociado a estas

ondas:

k ct

TW —_ - _Ot 50 k = — . ].
% 397 <’Y B’ ,1/>7 G (3 7 )

Un observador con 4-velocidad u = c% en la zona radiativa ve flujo de

energia J, dado por:

c5

327G

Jo = —Topu’ = — (7 Aap0) (3.72)
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en donde [J,] = enLeQI;gla es decir J, representa el flujo de energia que llevan

las ondas gravitacionales en la zona de radiatividad.

Enseguida evaluamos J,
o= _ c’ B (a’_Yll)Z B (a’_YzQ)z _ 2(8’712>2
o 321G Ok ok ok

G 1 /01 9722\ 92\’
- o <Z(a;; - az%) n (%) e (373)

en donde k = ¢ — 2 y hemos usado la propiedad F11 = —7J4 al pasar a la

segunda igualdad.

Tomando

R FooQu = Qu o -

Y1 T T2 T _127TW2 , ref e 4 C)] (3.74)
obtenemos

0 [_ ) k Qi — Q. —iw

(= k) = et T im e ] (375)
Finalmente tenemos que el flujo de energia es dado por:

& 6/ (1 2 2 - —iwk 1\ Mo

a — mmw <(1_1(Q11 — Q22> + Q12> : Zm[ € ]> 7“_2 (376)
y tomando el promedio llegamos a
1 & k2 (1 SR 1
o= it (1@ @af +@h)ny 67

Integrando sobre una esfera de radio r» obtenemos el flujo de energia a través

de la esfera

dE A k2 1
P @WWG (Z(QH — Q)+ Q%z) =
G

= —u (i(@n — Q)+ Q%Q) (3.78)

1805w
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en donde al derivar la ultima féormula hemos usado k£ = 8:—40.

Después de este largo anélisis ahora comparamos % para el caso de ondas
gravitacionales y ondas electromagnéticas. Como hemos visto para el caso
de ondas electromagnéticas con momento dipolar eléctrico P # 0 la potencia

emitida escala como
— ~ —_|PP (3.79)

mientras que para el caso gravitacional la contribucion de la fuente es debido

al momento cuadripolar:

1

6 —
Y1

~

e G
dt g

(Qu — Q) + Q7 (3.80)

Si por otro lado consideramos una fuente con momento dipolar eléctrico

Qij #0y P =0 en lugar de (3.79) tenemos ahora (vease [4] pag 400).

dE

N (381)

Atn (3.81) escala de la misma manera como (3.80) la presencia de G en (3.80)
implica que la energia emitida en ondas gravitacionales es mucho menor que
la emitida en ondas electromagnéticas. Si consideramos una distribucion de

particulas puntuales con carga e y masa m (sea por ejemplo protones) vemos

(@) ~ 10% (ﬁ) (3.82)
dt el dt Gr

Tal conclusion tiene como consecuencia que la deteccion de ondas gravita-

de (3.80) y (3.81) que

cionales es un reto para la tecnologia.
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Apéndice A

En este apéndice discutimos algunos aspectos elementales de la formulacion
de espaciotiempo de la teoria de Maxwell.
Dentro del contexto de espaciotiempo de Minkowski (R*,7) y relativo a un

sistema de referencia inercial global {x°, z!, 2% 23} tal que
n = —d2’®@d2’ +do' @ dz' + do’ ® da® +da® @ da® (3.83)

como es bien conocido las ecuaciones de Maxwell en el vacio estan descritas

por:
o AT 5
OFFop = —Js . 9507 =0 (3.84)
Oursy) = Oakpy + 0sF 0+ 0,Fap = 0 (3.85)

donde Fiz son las componentes del tensor de Maxwell F' definido por:

F = F,gdx® N\ dz”
= Eydz® Adzt 4 Esdz® A da? + Esdx® A dx® — Bsdat A dx? +

+Bydx' A da® — Byda® A da® (3.86)
con dz® A dz® el producto cuia definido por:

dz® NdaP = da® @ da® — daP ® da® (3.87)
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y B* = g®’Es, B® = g*’Bj son las componentes de los campos eléctrico

y magnético que son medidos por observadores inerciales con 4-velocidad
_ 0 _ 2]

V = V# ok C 90

El conjunto (3.84) y (3.85) es equivalente a la familia de ecuaciones no rela-

tivista:

1

V-E@t) = 4r p(Z,t) (3.88)

V-B(&t) = 0 (3.89)
¥ 1 0E(Z,1)

VxB(Et) = —J@n) + - — (3.90)
< 10B(@t)

Vx Bt = - — (3.91)

J = J'— = ch—i-Ji—i , 0" =0 (3.92)



Apéndice B

Teorema 3.2. Suponemos que ®(2°, %) es un campo escalar tal que
0,0* ®(2°.2") = 0 , (2%2") € R* (3.93)
Entonces existe un campo vectorial suave & = f“% tal que:
0,0%" = 0 y 9,8 = (" 2") , pn=0,1,2,3 (3.94)
Demostracion: Primero supongamos que tal £ existe entonces de
0,0 = 0 = 0,0%0,8") = 0 6 0,0°P(2°,2") = 0

es decir, 0,0°®(2°, 2') = 0 es una condicién necesaria para la existencia de
un € = &"52 que obedece (3.93).

Mostremos que la condicién (3.93) es también condicién suficiente para la
existencia de un £ = 5“% que obedece (3.93).

Para eso sea A una solucién de la siguiente ecuacion:
OA = 0,0°A = ®(2°,2") (3.95)

y como hemos visto en varias ocaciones esta ecuacién hiperbdlica siempre

admite solucién. Sea que A es una solucion y sea el campo vectorial n = n“%

definido por:
nt = 0N = ¢g"9,A
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Por eleccién n satisface:
omt = 9,0 N = (22" (3.96)

es decir el campo vectorial n = n“a% tiene la propiedad 9,n* = & (a0, z%).

Tomando 0,0% = [0 de ambos lados de (3.96) obtenemos que:
O@,n") = 002 2") = 0

Desafortunadamente esta condicién no satisface CIn* = 0.

Sin embargo sea:

0 0

E o= kP — Opt—

oxH " oxt

es decir, las componentes k* de k son k* = [n* y por eleccién tenemos:
k" = 0,(On*) = OOn*) = 082" 2") = 0 (3.97)

La propiedad d,k" = 0 nos permite representar k en la forma:

Kt = o0,f*" = —0o,f* (3.98)
en donde f* es un campo tensorial tipo (2,0) antisimétrico f* = —f"*y
okt = 0,0, =0 (3.99)

Sea ahora el sistema de ecuaciones:

0,000H = M gh = ¥k (3.100)

Tal sistema siempre admite soluciones debido a que es de forma hiperbdlica

Lo = f.
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Usando una solucién de (3.100) acoplada con n* = 0*A definimos el campo

vectorial

0 0

I e P Y 101
e = ol = - 00 (3.101)
y demandamos que ¢ satisface (3.94).
Tenemos entonces que:
8" = 9t — 9,0,0" = gt = ®(z°,2") (3.102)
0,0%¢" = 0,0%In* — 0,0 = On* — 0,(0c")
= Kk — 0, f" = 0, f" — o, " =0 (3.103)

lo cual demuestra el teorema.
Comentarios: Es importante mencionar que la demostracion de este teo-
rema no hace uso de la estructura de las perturbaciones de 7, que sat-
isfacen [1y,, = 0. En nuestro texto hemos aplicado este teorema para el
ikaaza]

caso part¢ular en donde 7, = re[e,e . Por tales soluciones el campo

(20, z%) tiene la forma

i 1 . ikqx®
d(2°, ") = Ere[—ze“uek“ ] (3.104)
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Conclusion

En esta tesis hemos realizado una comparacion entre la teoria de la Rel-
atividad General de Einstein linealizada y la Electrodindmica de Maxwell.
Hemos mostrado que las ecuaciones linealizadas de Einstein en el vacio es
decir, GM(g) = 0 admiten soluciones referidas como ondas gravitacionales
monocromaticas planas. También hemos mostrado que en la teoria de Ein-
stein linealizada al igual que en teoria de Maxwell hay libertad de norma y us-
ando esta libertad de norma mostramos que ondas gravitacionales monocrom-
aticas planas tienen s6lo dos grados de libertad es decir, helicidad 42, en
contraste de ondas electromagnéticas monocromaticas planas que tienen he-
licidad 1. Y mostramos la manera en que se genera radiacién gravitacional
la cual depende del momento cuadripolar en contraste con radiacion electro-

magnética que depende del momento dipolar.
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