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"Cualquier hombre, a la vuelta de cualquier esquina, puede experimen-

tar la sensacion del absurdo, porque todo es absurdo."

Albert Camus



Resumen

En este trabajo se presenta un modelo de microscopio capacitivo que supone,
exclusivamente, la presencia de superficies conductoras cerradas en condiciones elec-
trostaticas. La obtencion de imagenes se realiza por medio del escaneo de superficies
conductoras que representan objetos a examinar. Para resolver las ecuaciones del
modelo se propone un nuevo método integral mediante el cual nos es posible obtener
las propiedades eléctricas del sistema propuesto. Particularmente, el método permite
calcular el potencial electrostatico en una region vacia acotada por dos superficies
conductoras, entre las cuales se establece una diferencia de potencial. Este método
es aplicado al caso de superficies unidimensionales y al caso de bidimensionales.

Con el modelo de microscopio propuesto se obtuvieron imégenes capacitivas
(numéricamente) de objetos con diferentes tipos de geometrias bien determinadas.
Para el caso de geometrias mas complejas, se aborddé como ejemplo el estudio de
superficies aleatorias unidimensionales con estadistica gaussiana. Se obtuvieron imé-
genes de las realizaciones de esas superficies y se estudio la estadistica del ensamble
de las imagenes. También, se plante6 un método para tratar de resolver un problema
tipo inverso. Mediante ese método se trataron de obtener los parametros estadisti-
cos de las superficies aleatorias gaussianas. El método usado fué semejante a uno
propuesto en la literatura para superficies extendidas pero en nuestro caso no se
obtuvieron los resultados que hubiéramos deseado. En el caso de superficies bidi-
mensionales se plante6 un caso con cierta analogia al de superficies unidimensionales
aleatorias. Especificamente, en este caso la superficie presentada tiene rugosidades
periddicas armonicas y el problema inverso a resolver fué obtener las frecuencias

angulares que la generan.
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Debemos senalar que una propiedad interesante del modelo propuesto es la gran
sensibilidad de la capacitancia del sistema a cambios relativamente pequenos en la

geometria. Esto da la pauta para posibles futuras aplicaciones de nuestro trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

La microscopia capacitiva es una técnica que permite obtener imégenes de objetos
relativamente pequenos. El tamano de éstos puede ser de micras o incluso nanémet-
ros. En las ultimas dos décadas muchos resultados se han centrado en la posibilidad
de usar la capacitancia como una variable para el desarrollo de un microscopio de
escaneo, que tome en cuenta esta cantidad fisica para obtener imégenes capacitivas
de diferentes sistemas [1-7|. Algunos resultados importantes para los microscopios ca-
pacitivos se han obtenido siguiendo un anélisis similar aplicado a otros microscopios,
como el microscopio 6ptico de escaneo de campo cercano (SNOM) [8] o el microscopio
de fuerza atomica |9|, que estan basados en el escaneo de una punta afilada cerca de
la superficie bajo observacion. En el caso del microscopio capacitivo, se establece una
diferencia de potencial entre el objeto y la sonda, supuestos en este trabajo conduc-
tores. Entonces, la capacitancia puede ser medida en diferentes posiciones relativas
entre ambos conductores y de esta manera es posible obtener una imagen capacitiva.

A una escala pequena, las superficies de objetos fisicos pueden presentar rugosi-
dades y algunas veces es conveniente modelarlas usando el concepto de rugosidades
aleatorias con ciertas propiedades estadisticas dadas. Nosotros estamos interesados en
considerar un problema de microscopia de capacitancia que involucre objetos cuyas
superficies presenten rugosidades aleatorias [10, 11]. En [10], Bruce et al. proponen

un sistema de superficies abiertas compuestas por dos planos. Uno de ellos sirve como
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objeto y se supone que tiene una rugosidad aleatoria; el otro tiene una punta para
escanear y funciona como microscopio. En [11] los autores consideran el problema
de los pardmetros estadisticos de superficies con rugosidades aleatorias usando dos
configuraciones diferentes: una con una sonda plana y otra con un plano que tiene
una punta gaussiana. Cabe mencionar que para buscar imagenes y sus propiedades
estadisticas, ellos usan un método integral que involucra funciones de Green per-
iodicas. Este método esta limitado a superficies unidimensionales y a rugosidades
aleatorias no reentrantes, ésto es, descritas por perfiles representables por medio de
funciones univaluadas.

Laidea del escaneo de una punta metalica sobre una superficie de algunos nanémet-
ros, para obtener una imagen capacitiva de un objeto, se ha usado con éxito midiendo
la concentracion de dopaje en semiconductores [12-14]. Por otro lado, durante los ul-
timos anos la tomografia capacitiva ha sido objeto de estudio para obtener imagenes
capacitivas de objetos microscopicos volumétricos con la idea de monitorizar y con-
trolar procesos industriales. En este caso el objeto es colocado dentro de un cilindro
que tiene varios electrodos en la pared curvada que establecen un potencial elec-
trostatico, para determinar, por ejemplo, la funcién de permitividad dieléctrica en la
superficie del objeto, midiendo la capacitancia del sistema [15-18].

Tomando las ideas de los sistemas capacitivos descritos, en este trabajo quer-
emos obtener iméagenes capacitivas mediante el escaneo de superficies conductoras
cerradas, tanto para el caso de superficies representadas por un parametro (superfi-
cies unidimensionales), como para las representadas por dos parametros (superficies
bidimensionales). Estudiamos un modelo para el caso de conductores que puede ser

extendido para ser aplicado a diversos materiales. Un posible uso de estas ideas seria
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en el estudio de la geometria y propiedades fisicas de algunas estructuras usadas en
nanotecnologia.

El problema a tratar involucra la soluciéon de la ecuacion de Laplace sujeta a val-
ores en la frontera para el potencial electrostatico (condiciones de Dirichlet). Existen
diferentes métodos numéricos para resolver esta ecuacion y uno de los mas emplead-
os es la llamada relajacion numérica [19]. Este consiste en un método de diferencias
finitas que usa una malla de puntos para aproximar las derivadas que aparecen en
la ecuacion de Laplace. Este método requiere gran cantidad de recursos computa-
cionales en el caso de superficies aleatorias; ademas, podria ser dificil definir una
malla de puntos en superficies con una geometria compleja, como por ejemplo una
geometria fractal.

Este trabajo, aunque esta basado sobre todo en los trabajos de N.C. Bruce et al.
para objetos en superficies extendidas, bésicamente es una propuesta original, tanto
en el tipo de microscopio capacitivo planteado como en los métodos empleados en la
resolucion de los modelos. De hecho ya se di6 una primera publicacién al respecto
|23] v es posible una segunda publicacion sobre el caso tridimensional.

El desarrollo de este trabajo de tesis es el siguiente. En el capitulo 2 se propone un
modelo de microscopio capacitivo; ademaés, para resolver las ecuaciones del modelo
se formula un nuevo método integral. Este método estd basado en algunas ideas
provenientes de la teoria del esparcimiento de la luz [20, 21] y algunos conceptos de
geometria diferencial. El capitulo 3 contiene imagenes de diversos objetos, tanto en el
caso bidimensional, como en el tridimensional. Las imagenes son obtenidas realizando
simulaciones numéricas cuyos resultados son interpretados. Particularmente, en este

capitulo se estudia la estadistica de las imagenes de una superficie aleatoria, gaussiana
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y cerrada. También, se muestran las dificultades para obtener la desviacion estandar
y la longitud de correlacion de la estadistica gaussiana por medio de cierto estudio de

imagenes capacitivas del objeto. Finalmente, en el capitulo 4 se dan las conclusiones

de este trabajo.



Capitulo 2

El método integral

En este capitulo proponemos un modelo de microscopio capacitivo. La capaci-
tancia del sistema se calcularia, en principio, por medio de la resolucién de ciertas
ecuaciones. Para resolver esas ecuaciones formularemos un método que requiere la
solucion de ecuaciones integrales que involucran funciones de Green y densidades de
carga en superficies conductoras. Las ecuaciones integrales se resuelven numérica-

mente. En lo que sigue describiremos a detalle el método de solucion a emplear.

2.1. Formulacion del Método

El microscopio capacitivo que proponemos es muy bésico. Contiene una sonda que
en nuestro caso esta formada por una superficie conductora lisa, salvo por una protu-
berancia (punta) que es esencial para colectar la informacion de algunas propiedades
de objetos a observar. El microscopio contiene también otra superficie conductora
que seria lisa, a no ser por algin objeto (rugosidad) que consideremos que forme
parte de esta superficie. Las dos superficies conductoras estan separadas por una
region vacia y por lo tanto forman un capacitor. Se establece una diferencia de po-
tencial electrostatico entre ambos conductores y para una geometria dada tenemos
una capacitancia del sistema. La geometria va cambiando a medida que se realiza el

escaneo del objeto y la capacitancia cambia como una funcion de algunos parametros.

11
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En particular la capacitancia graficada adecuadamente nos permite obtener imégenes
capacitivas del objeto.

La geometria del sistema descrito se muestra en la figura 1, donde a la izquier-

da se muestra el caso de un microscopio formado por superficies unidimensionales

(simetria cilindrica) y a la derecha otro con superficies bidimensionales. En condi-

ciones electrostaticas el potencial, ¢ (7), satisface la ecuacion de Laplace

(2.1.1) V3¢ (7) = 0,

dentro de la region vacia limitada por los conductores. Se supone que las superficies
conductoras interior y exterior se encuentran a los potenciales constantes ¢; y ¢a,
respectivamente. Suponiendo que nuestro problema consiste en calcular el potencial
podemos usar un cierto método que utiliza funciones de Green. Una funcién de
Green para nuestro problema es una funcion, G (F, ﬁ), que satisface la ecuacion

inhomogénea

(2.1.2) V3G (ﬁf') — 47§ (F— F’) ,

donde § (F— 77> es la funciéon delta de Dirac.
El método para resolver el problema esta basado en el teorema de Green. Este
teorema establece una relacion entre una integral de superficie y una de linea (ca-

so bidimensional); y una relacion entre una de volumen y una de superficie (caso
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tridimensional). Ambos casos los representamos a continuacion

_ o 0P
(2.1.4) / (¢V*) — pV?9) dv = / gba—w _ 9 da
- 0 S \%an ~ Yan )

donde ¢ y 1 representan funciones escalares y 0v/0n representa la derivada normal
de v, por ejemplo.

Conviene escoger las funciones ¢ y 1, que aparecen en el teorema de Green, pre-
cisamente como el potencial electrostatico y una funcion de Green correspondiente.
Algo que nos serd ttil es que, al aplicar el teorema de Green a la region vacia de

nuestros microscopios, la densidad de carga sobre los conductores estd dada por

(2.1.5) o= 9%

Figura 1.- A la izquierda se muestra un microscopio con superficies

unidimensionales; a la derecha otro con superficies bidimensionales.
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2.2. El caso bidimensional

Considérese el caso del modelo de microscopio formado por superficies unidimen-
sionales (lado izquierdo en la Fig. 1). Se tienen superficies cilindricas coaxiales con
una simetria de traslacion a lo largo del eje comin (eje 7). Para ésto se supone que
dichas superficies son de longitud infinita a lo largo de ese eje. Debido a esta simetria
resulta que el potencial es independiente de la coordenada z y entonces podemos
estudiar el sistema a partir de la geometria bidimensional mostrada en la figura 2.
Resulta que a partir de las ecuaciones 2.1.1, 2.1.2, 2.1.5 y de las condiciones de

frontera

u ¢('F) = ¢1, en I'y,
= H(7) = ¢pen Iy,

la relacion 2.1.3 se convierte en

(2.2.1)
oG (77 . _ 7 c R
= yg qﬁ(?)—(, >—47T0(T’)G(_’;f') ds = o) sit ,
ar S on 0 sif¢ R

donde la variable de integracion es r y se asume que esta parametrizada por medio
de la longitud de arco s. Ademaés, en la expresion anterior tenemos como incognitas,
tanto el potencial que aparece en el lado derecho como la densidad de carga que
aparece en la integral del lado izquierdo. Podemos obtener una ecuacion integral que
nos permite en principio obtener ¢ al considerar un punto de observacion, 7, ubicado
dentro de los conductores, pero apenas separado infinitesimalmente de los contornos

I'y +T'5. Esta ecuacién se puede expresar como
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47

o £06(17) g 0G(77) N
(2.2.2) —%—ds—l——%—ds: 55 U(T’)G(r;f')ds,
r Iy INE R
que es una ecuacion integral de Fredholm de primera clase, con el kernel de la ecuacion
dado por la funcion de Green.

La ecuacion integral anterior en general no puede resolverse analiticamente. Ex-
isten varios métodos numéricos para resolver este tipo de ecuacion. Nosotros formu-
laremos uno que es semejante al desarrollado en [7], que simplemente consiste en
resolver numéricamente la densidad de carga resolviendo un sistema inhomogéneo de
ecuaciones algebraicas y lineales.

Primeramente reescribimos las integrales que aparecen en la Ec. 2.2.2 por medio
de una suma de integrales sobre pequenos intervalos [si — %, S; + %] Esos inter-
valos son curvas sobre los perfiles con longitud de arco relativamente pequena As. y

centrados en puntos calculados por medio de una discretizacion del contorno como

se ve en la figura 3. Por ejemplo, sobre el contorno I'y se tiene que

(2.2.3)

N1 5]4.% N1 Sj_;’_%
/O’ (r’) G (7”; r’) ds = Z/ Y (r’) G (F; r’) ds ~ Zalj/ N G (F; r’) ds,
r, j=1Y%""=2 j=1 SiT2

donde N; es el nimero de intervalos sobre I'; y la expresion extrema derecha resulta
al aproximar la densidad de carga en el i-ésimo intervalo pequeno simplemente por

su valor en el centro del intervalo, denotado éste por oy;.
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Recordamos que el punto de observacion, 7, estd muy cercano al perfil I'y. Numéri-

camente, podemos elegir tantos puntos de observacién como puntos se tienen en la

discretizacion (N;) de manera que tenemos para el i-ésimo punto 7; = 7; + erni;, sien-

do € un infinitésimo positivo y n; la normal hacia fuera de la region vacia en dicho

punto. Al evaluar la Ec. 2.2.3 en los diferentes puntos de observacion considerados
hacen su aparicion cantidades que seran interpretadas como elementos de matriz.

Los elementos de matriz M;; los definimos de acuerdo a

S]'—l-% .
(224) Mlij = lim G (T_;/ + Gﬁz, 7”/> ds.

e=01 Jo._2Ls
J 2

Con ésto resulta que uno de los términos representativo de la ecuacion integral que

tenemos (Ec. 2.2.2) se puede expresar como

N1
(2.2.5) /0 (ﬁ) G (T’;’ + eﬁi;7:7> ds' =~ ZMUJUU.

I\ J=1

De manera semejante, conviene definir a los elementos Ny;; por

ds.

Sj“r% oG (7:;, + G’Tiz,’l:;)

0T s 50 on’

Resulta que otro de los términos en la Ec. 2.2.2 se puede escribir por

7/ ~ 7
oG (77 +eng;r N1
¢1 < 7 2 ) N ¢1

I
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Anélogamente, para el contorno I's tenemos

N2
(228) /U <7:;> G (ﬁ/ + Gﬁl, 7:;) ds ~ Z MQijO-Qj
j=1

'y

) ~ 7 N
s oG <7’i +eng; r ) e 2
(2.2.9) o 5 ds ; Ny,

Ty

donde My;; y Na;; se encuentran definidos de forma similar a 2.2.4 y 2.2.6, respecti-
vamente, pero integrando sobre el contorno I's.
Con lo anterior resulta que, numéricamente, la ecuacion 2.2.2 se puede representar

por la expresion

Nl N2 QS N]_ ¢ N2
1 2
(2.2.10) J§:1 Mo + ;:1 Maijoo; = - ;:1 Mg + - ;:1 Naij.

La expresion anterior la podemos representar en forma matricial usando una matriz

de rango [Ny + No] x [Ny + Ns],

(2.2.11) = (b:)

o1 o5 .
b, = — E Nyii + — E Noji, =1,..N Ns.
T - 1]+ = 217 1 1+ N
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Asi es como hemos obtenido un conjunto de ecuaciones algebraicas, que nos per-
miten obtener numéricamente la densidad de carga sobre las superficies conductoras
del microscopio capacitivo. Ya con ésto podemos enseguida encontrar (numérica-
mente) cualquier otra propiedad del sistema, tal como la carga eléctrica por unidad

de longitud o la capacitancia (por unidad de longitud).

Figura 2.- Perfil de dos conductores coaxiales.



2.2. EL CASO BIDIMENSIONAL 19

2.2.1. Los elementos de matriz en el plano. Para implementar la Ec.
2.2.11 debemos encontrar una expresion para los elementos My;j, Ma;j, Nij v Noj.
Para ésto, la funcion de Green que usaremos es una sencilla solucion de la ecuacion

2.1.2 en el plano encontrada en el apéndice C

—
/

, 1
(2.2.12) G (F r’) — — In|f-r
2w

Esta funcién de Green fisicamente representa un potencial producido por una dis-
tribucion de carga uniforme y lineal. Notese que esa funcion es singular cuando 7 = r/
Comenzaremos con los elementos M;;; dados por la Ec. 2.2.4. En este caso se

puede demostrar que es posible invertir el orden de la realizaciéon del limite y la

integral. En este caso obtenemos los elementos a partir de la expresion

(2.2.13) Muj = —— In \/(SL’; - :L")2 + (y; - y’)QdS.

Para realizar la integracion sobre el contorno I'y es conveniente parametrizar las

coordenadas cartesianas del perfil en funcion de la longitud de arco s. Escribimos

AN
1 Sj+75

(2.2.14) My;; = — In \/(x’ (s:)) — 2 (s))* + (v (s1) — v/ (5))°ds.

oM St

En la expresion anterior definimos 2’ (s;) = «, etc. Considerando ademas que la

distancia entre un par de puntos del perfil, d;;, es

&y = /(@' () = () + (0 () o (53))"
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entonces la Ec. 2.2.14 se convierte en

As

Algo importante es notar que la expresion anterior no es adecuada para computar
los elementos Mj;;, ya que presenta una singularidad cuando ¢ = j. Para integrar tal
singularidad realizamos el desarrollo siguiente. Introducimos el cambio de variable

u=s—s;, que implica ds = du. Sustituyendo ésto en la Ec. 2.2.14 podemos obtener

2

Vi = = [ (060 = G 0 0 (5 = o )

Expandiendo las funciones 2’ (s; +u) y ¥ (s; +u) en series de Taylor hasta primer

orden en u y reordenando términos obtenemos

7 (i) — 2 (si +u) = —ul

(2.2.16)
d !
Y (si) =y (si +u) = —us.

Sustituyendo lo anterior en M;; se tiene que

As

1 [= A dy’ 2
2.2.1 = —— — — .
( 7) My o | a ln\/<u ds) + (u ds) du

=
Antes de realizar la integracion debemos considerar que el cuadrado de la longitud

de arco se puede expresar por
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ds® = dx"” + dy”.

De ésto resulta la expresion

ds ds )

Este resultado puede usarse en la Ec. 2.2.17. Tenemos que

Ls
2

As 2 2
1 2 dx’ dy’ 1

En este momento ya podemos integrar para obtener el resultado

1 As As As

Finalmente, los elementos de matriz M;;; los podemos expresar de manera general

en términos de la delta de Kronecker, d;;, como sigue

A A
(2.2.19) Mi; = —2—8 [ln dij (1 —6i5) + [ln (78) - 1] 61’]} .

™

Vamos ahora por el calculo de los elementos Ny;;, dada por la Ec. 2.2.6. Debemos

recordar la definicién de derivada normal de la funcién de Green expresada por

(2.2.20)
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Tenemos que con la funcion de Green que estamos utilizando

(2.2.21) \W€ (F; F/) v (—%m ’? . 7’) — 2)?;—7:)2
e — T

Queremos representar la derivada normal de la funcién de Green en términos de la
longitud de arco. Para ésto consideramos lo siguiente. El vector unitario normal se

puede escribir como

(2.2.22) W = —sen i+ cost j,

donde 0" denota el angulo de inclinacion de la tangente al perfil en un punto dado, e

1y j alos vectores base de las coordenadas cartesianas. De esta ecuacion resulta que

1 d / d /
(2.2.23) cosf = . senf = y'/dx

1+ (dy’/dac’)2 1+ (dy’/dx’)2

Aplicando la regla de la cadena, la derivada de y (2) se reescribe como

dy _dy'ds _ i (5)
de'  dsdx i (s)

Sustituyendo ésto en la Ec. 2.2.23 obtenemos

cost =1’ (s), senb =17 (s).
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Con lo anterior podemos expresar el vector normal de la Ec. 2.2.22 en funcién del

parametro s’

~

(2.2.24) =~y (s)i+i (s)].

De esta forma la expresion 2.2.20 se convierte en

, L (= (x—2"(5)y (s)+ (y—y (s) 2" (s)
Ve ( (x—a' ()" + (y— ¥/ (5)) )

Con lo anterior ya podemos avanzar en el calculo de los elementos Ny;;, solo hay
que tomar en cuenta que el punto de observacion se debe evaluar en un punto muy
cercano al perfil. Se obtiene

(2.2.25)

Nlij = — lim
T e—0t Sj—As

sj+As ((ZE; . ey{ _ g (S)) yl (8) (yz + el‘; y/ (3)) 1! (S)) ds.
) el

(] — egj — 2’ ()" + (4, + ed} — ¥/ (s))”
Los elementos de matriz fuera de la diagonal (i # j) se obtienen, aproximada-
mente, suponiendo que la derivada normal no varia apreciablemente en el intervalo

pequeno As y tomando el limite indicado

s (= () = ()9 () + () ()i (s)\
2. Nijj = — 3 5 , 1 .
(2:2.26) o ( (0 (50) = (57) + (5 (52) — (s,) ) 7

Sin embargo, como en el caso de los elementos M;;, la expresion anterior tiene una

—»

singularidad cuando i = j (7" = r’), por lo que debemos volver a nuestra Ec. 2.2.25

para realizar el cédlculo correspondiente. De nuevo hacemos el cambio de variable
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u = s — s; y consideramos la expansion de Taylor alrededor de uw = 0 para las

derivadas de las coordenadas del perfil. Obtenemos a primer orden

g (s) =y (si+u) =y (si) +uy (s)
(2.2.27)

i (s) =" (s; +u) =~ 1’ (s;) +ud’ (s) .

Haciendo las substituciones pertinentes y realizando un algebra engorrosa pero di-

recta se llega a

As

(2.2.28) Ny = 1im ~ [ © (u2 (@ (s0)if' (s:) — &' (s:) 9/ (s1)) —|—e> .

=0t T J u? 4 €2

Integrando y tomando el limite obtenemos finalmente

(2.2.29) Ny = ?—WS (' (si)) 4 (si) — & (s:) ¥ (s4)) + 3

Con ésto, ya nos es posible obtener una expresion general para los elementos Ny;;

o _ As —(fv/(si)—xl(sj))y/(sj)+(y/(si)—y/(sj))¢'(sj)> .
N ( (@ (1) =’ ()7 (' (s:)=¥/ (57))° (1= i)+
(2.2.30)

+ (22 (@ (s:) 3 (s0) = & ()9 (50)) + ) G-
Por 1ltimo, los elementos de matriz correspondientes a My;; y [No;; se obtienen me-

diante un andlisis idéntico al realizado anteriormente.
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=1}

Figura 3.- A la izquierda discretizacion del contorno I' en N secciones de longitud
As. A la derecha traslacion del vector de observacion a una distancia e de las fuentes.

Habiendo obtenido expresiones para los elementos de matriz, el sistema de ecua-

ciones algebraicas a resolver (Ec. 2.2.11) queda determinado.

2.3. El caso tridimensional

En esta seccion formularemos el método de soluciéon del modelo de microscopio
capacitivo tridimensional. En este caso se utiliza el teorema de Green en tres di-
mensiones. Como en el apartado anterior, a partir de las ecuaciones (2.1.1), (2.1.2),

(2.1.5) y las condiciones de frontera
L (ﬁ(’f’) = Q§1, en 81,
- Qb(F) = ¢27 en a2 )
es facil deducir la validez de la expresion
o (0G(7r) oy, oG (7)) )
(2.3.1) 4—}£—da+—§l§—da: 315 a(r’)G(F;F')da.

T on’ 47 on’
01 02 01+02

En esta ecuacion 7’ denota al punto de integracion y ahora necesitamos dos paramet-

ros para representar dicho vector. En este caso el formalismo numérico que se necesita
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es semejante al formulado en el caso bidimensional. Resulta una ecuacion integral
cuya solucion numérica proporciona la densidad de carga. Para obtener (numérica-
mente) esa densidad de carga es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas. La matriz del sistema se obtiene por medio de elementos de matriz de

cuatro matrices basicas: las dos matrices My;; y Mo;;; y las dos matrices Nyj; y Nojj.

2.3.1. Elementos de matriz en el espacio. Antes de proseguir es necesario
escoger una parametrizacion adecuada que nos permita tratar las integrales de super-
ficie. Como una generalizacion a la parametrizacion usada en el caso de superficies
unidimensionales, consideremos en este nuevo caso una parametrizacion basada en
dos longitudes de arco, a lo largo de direcciones localmente perpendiculares en cada
punto de la superficies. Para ser méas especificos, usaremos un sistema de coorde-
nadas curvilineas ortogonales que dependera de la geometria de la superficie a ser
discretizada.

Se tiene que el elemento diferencial de area se pueda representar mediante

(2.3.2) da = dsydss,

donde ds; y dss son los diferenciales de arcos en las direcciones mutuamente perpen-
diculares. Por ejemplo, en el caso de las coordenadas esféricas (r.0,¢) (ver figura 4),
se tiene que ds; = rdf y dsy = rsenfld¢p; ademaés, el vector de posicion de un punto
arbitrario de la superficie se puede parametrizar tanto en términos de s; y Ss, como
en términos de 0 y ¢.

Algo que necesitaremos para nuestro formalismo es el vector normal dado por

ﬁ/ _ 877' (81,82) % 877’ (81782).

2.3.
( 33) 881 882
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=

Figura 4.- Parametrizacién en el caso de coordenadas esféricas.

La funcion de Green de espacio libre que en el caso presente usaremos es

(2.3.4) e (F ﬁ) - )%

7 —1r

Esta funcién fisicamente representa el potencial electrostatico que se tendria en el
punto de observacion 7, que seria producido por una carga puntual ubicada en el
punto fuente .

No es dificil seguir el formalismo del caso de dos dimensiones y construir el nuevo
formalismo para el caso de tres dimensiones. Resulta que los elementos de matriz M;;;

se encuentran definidos por

AN JAN
szj+7282 s1j+7231 dSldSQ
(2.3.5) My;; = lim N / pe ]
S9j— 22 s15— 551

e—07F 7:7(811',527;) — 7:7(31,32) +€7’ii/|7
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donde al igual que en la solucion en el plano, la integracion se realizara considerando
un punto de observacion apenas separado una distancia infinitesimal € de la superficie.
La indicada es nuestra forma de tratar la integracion sobre la singularidad, aunque
aclaramos que no es la tinica manera de hacerlo.

La expresion anterior presenta una singularidad cuando ¢ = j de forma que la
integracion la realizaremos por casos. Primero, para ¢ # j directamente usamos
la relativa pequenez de la superficie de integraciéon para obtener una aproximacion
para la integral, ademés, en todos los calculos numéricos presentados en esta tesis
usaremos que As = As; = As,. De esta manera, obtenemos el resultado

As?

|7 (515, 52;) — 7 (515, 525)]

(2.3.6) My = ) L F ]

que obviamente se puede reescribir en términos de las coordenadas cartesianas (2,

y', 2') del vector parametrizado 7 (s, S2).
L . L. i S A,
Para el caso i = j primero necesitamos desarrollar el término |7 (s;1, Si2) — 7 (81, S2) + €nl]

en (2.3.5)

‘77, (8145 52i) — 7 (Slj, 82j) + E’rii/’ =

\/(.’I?I(Sli, Sgi) — ! (81, 82> + Eﬁng + (y’(sm Sgi) — y/ (51, 82) + Gﬁ;y)Q + (Z/(Sli, 82i> — 2z (81, 82) + 67%2)2
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Introduciendo los cambios de variable u; = s; — §1; ¥ Uy = So — S9; ¥ considerando

las expansiones

(2.3.7)

@' (814, 521) — @' (ug + S14, U + S2;) = — (U105, 7" (S14, S2i) + U205, 2" (514, 52;))

Y'(S1iy82:) — Y (ug + S1i, U + S2;) = — (w10, Y (814, S21) + u20s,Y' (S14, 52:))

2/ (814, 82i) — 2" (un + 14, Ug + S2;) = — (u10s, 2" (814, S2i) + 205, 2 (8145 S2i))

obtenemos

(2.3.8)

|7 (S14, 821) — T (1, $2) + €| =

[0, 7 (514, S2:) * O, T (814, S2i) + 2u1ua0s, 7 (814, S2;) - Dy (S14, S21) + € (nf - 7;')

[N

+u38827:‘,<81i7 So;i) + Os, T (814, S2i) + 2€ (0, 7" (814, S2i) - ni + 05,7 (814, S2i) - 11})]

Para facilitar el calculo es conveniente considerar las siguientes relaciones, las cuales
no son dificiles de demostrar y provienen basicamente del hecho de que estamos

trabajando con un par de coordenadas curvilineas ortogonales, montadas sobre la
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superficies conductoras del microscopio capacitivo,

6817?’(312‘, 32i) : 85177'(31i,32i) =1
3527'_1(51% 321’) : GSQF(81i>$2i) =1

(2.3.9) 05, (814, 521) * Os, T (514, 52i) = 0

8317?,(811', 821‘) . ﬁ = 0

Con ésto obtenemos

(2310) |’I:¥(81i, Sgi) — ’lﬁ (81, 82) + E?’ii/| =14/ U% + U% + €2

Sustituyendo la expresion anterior en la Ec. 2.3.5 obtenemos

Asg Asy

durd
(2.3.11) My = lim [ = [ hdus

e—0+ _A;2 _A251 1/U%+U%+62

Finalmente, integrando y tomando el limite resulta que los elementos de la diagonal

estan dados por

1++2

(2.3.12) 1 Y
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Este resultado es valido otra vez para el caso en que las longitudes de arco usadas
para la discretizacion son iguales.
Podemos entonces representar la matriz M;;; como

1++2
—1++2

As?

N Lf’(s”,s%)—ﬁ(slj,szj)]

Ahora comencemos con el célculo de los elementos de matriz complementarios Ny;.
En este caso hay que ser cuidadosos porque el resultado correcto depende de que
tomemos el limite hasta el final del célculo. Consideremos la expresion

(2.3.14)
S AT o 1
Nyij = lim / Vs - — | - ' dsids,.
0t Sy _tr2 Jo _an |7 (S1iy S2:) — 7" (81, S2) + €|

Empecemos representando el gradiente de la funcion de Green

1 ) I (811‘; 521)

2.3.15) V' ( B
( ) |7 (813, 52) — 7 (51, 82) + €niy’| 177 (S14, S2i)

(81, 82) + Eﬁi/

—7
— A 1137
— 77 (81, 82) + €ny'|

y el vector normal
~) /] 17
= mnyi+n,j + ngk.

Las componentes de ese vector se pueden escribir considerando la Ec. 2.3.3 como

= (95, (51, 82) 95,2 (51, 82) — 05,2 (51, 82) Dy’ (51, 52))

(2.3.16)
nl = — (05,2 (81, 82) 0s,2" (51, 82) — 05,2 (81, $2) O, (51, 82))

n, = (05,2 (51, 52) 05,y (51, 52) — 05,4 (51, 82) 05,7 (51, 52)) -
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Con lo anterior podemos reescribir la Ec. 2.3.14 como

(2.3.17)
Lsg
2

A

v /51j 2 (7" (i1, 8i2) — 7 (81, 82)) - A — eny
Asy
S1j= 73

on/
Ny = lim 2 ds1dss.
Y0 52— 252 |77 (i1, 8i2) — 7" (51, 82) — Eﬁi/‘g

Para los elementos de matriz fuera de la diagonal (i # j) hacemos la aproximacion
multicitada. Resulta que
(7" (sin, $i2) = 7 (851, 852)) -

(2.3.18) Nyj = As?
’ |7 (si1, 8i2) — 7 (51, 852)°

, L F]

En el caso en el que se tiene ¢ = j, conviene introducir el cambio de variable 2.3.7.

Con esa sustitucion el integrando de la Ec. 2.3.14 se convierte en

/ 1 A =
|7(s14,52:)—7(s1,52)+en;’|

(w105, 2" (514,521 +u20s, @ (514,52:) )l

(u% +u§+52) 3

(masl y/(51i732i)+u2852y/(51i752i))n;

(2.3.19) (u%+u%+62)%

(ul Osy 7' (514,824)+u20s 2 (514 7521))“2

(u% +u§+52) 2

€

(u% +u%+e2> 2

Y
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donde hemos utilizado la Ec. 2.3.10. Expandiendo las derivadas hasta primer orden

mediante series de Taylor

0,7 (51, 82) = 0o, &' (814, 525) + w107, &' (814, 525) + U904, 0y ' (51, 52:)

D5, (51, 52) = D’ (514, 525) + u205,@" (51, 52i) + U105, 05, @' (5145 521)

05,y (51, 52) = 0,y (515, 525) + w102y (S14, S2:) + 120,05,y (514, 52;)
(2.3.20)

05,y (51,52) = 05,y (514, 52i) + U23§2?J/ (514, 52i) 4+ 1105, 0,y (514, S2:)

05,2 (81,82) = 05,2 (814, 52:) + w103, 2" (514, 82:) 4 1205,05, 2" (514, 52:)

05,2 (81, 52) = 05,2 (514, 82:) + Uzag/«’/ (514, 82i) 4 105,05, 2" (814, 52i) -

Al sustituir 2.3.19 y 2.3.20 en la Ec. 2.3.14 se obtiene una expresion bastante larga.
Es por eso que a partir de ahora comenzaremos a trabajar por separado con las
cuatro integrales correspondientes al lado derecho de 2.3.14, obtenidas al realizar las

sustituciones citadas anteriormente. Estas son
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Asg Asq 7(“‘ ) CE/(S X . 5 / X X /
, 3 ) 10sq 117327,)+u2 5oL (5127521))711
hme—>0+f Dsg ) Asy 3 duydus,
2 Tz (u+ul+e?)?
Asp  Dsy _<u13 (814,893 it/ (515.50:) )/
, 5 5 519 (514,82:)+u20s,y (811,821))%
11m€—>0+f Asgy f Asy 3 duldug,
) (u%+u%+62)2
(2.3.21)
Asg Asq _(ula Z’(S X . ) ’ . . ’
, 5 3 51 11752z)+u2 s9 % (517,7522)>nz
lim,_,o+ f Asy f Asq 3 duydus,
R (ud+ul+e?)?
Aso Asq

11m6—>0+f 232 f Zsl < SduldUQ
—T2 T2 (u%-{—u%-‘,—eQ)g

Desarrollando el producto en el numerador de la primera integral obtenemos
— (u10s, 7' (514, 52:) + U205, 2" (514, 524)) 1), = au?
(2.3.22)
+bud + cud + duduy + evuduy + fuy + gus + hujus,

donde
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(2.3.23)
a = 05, 7'(51, 52i) (8512/(811‘, 52i) 05,05,y (514, S2:) + 5312/(811‘, 52i)0s, ' (515 321‘))

b= 65211’/(311', 321')851 2/(311', 321')8329,(31@'7 52i)

¢ = 05,2 (514, 52i) 05,05, Y (514, 82¢)8§12’(Su, 59i)

d = 05, 7' (513, S2i)3§1 2 (1, S2i)3§2y/(81i, 89i) + Oy ' (514, 52i) 05, 0, Y (514, 521')832175,(311'7 52i)

€= aszx/(slia 521‘)3312/(81@'7 82i)8§2?//<31z‘> SQi)

f= aslﬂﬁl(sli, 321’)8512/(511‘7 32i)352y/(51i, 32i>

g = asﬂ/(sua 522')851Z/(51i7 52z’)852y/(51i7 821)

h = 0,2 (514, 52) (8512’(sh~, 52i) 05,05,y (510 S2:) + 33222/(811‘, 52i)Dsy ' (5145 321'))

+0s, 7" (514, 52i) 05, 2’ (514 821')5522,0'(51@', 52i).
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Entonces la primera integral en 2.3.21 se convierte en

A;z A251 d d Asz bu% d d
ff% ff% (u +u +62) tdt f ASQ f A2Sl (U%+U§+e2)% “aGa
A252 A;l A52 Asl du?us
+ f_ﬂ f_ﬂ > —duldu2 + f Bsy f Asy ﬁduldw
2 2 (u+udte ) 3 (u1+u2+52)

(2.3.24)

A Asy AN

£ 2 Aso 51
2 2 cusu1 2 2 fur
+f_A232 f_A;l () dmdug—l-f_A;Q f_Azsl (u§+u2+62)%du1du2

3
2

ASQ As2 Asq h
ULU
+f ASQ f Asq duldu2 + +f ASQ f Zsl =2 QduldUQ
3 2+u2+e2) T2 (udtudte)?

Los términos en la expresion anterior los podemos integrar para obtener
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Asg

lime_>0+ f

s
2
Aso
2

Asg

S

2
AP
2

lim, o+ [

. =
lim, o+ [ _Asy
2

11/Ine—>0Jr f_@ f_ &
2 2

(2.3.25)

limeor [ 2., [ 2.,
h/me~>0+ j;& f,&
11/Hle_>0+ f_& f_ ZS1

lim,_,o+ fjﬂ f_
2

Asy 2
L, rdnduy = atsin [552]

2 (u% +u%+62) 2

L1

3 bu? %dU1du2 = bAsIn [f/g\_/ﬂ

2 (ud+ud+e?)

Asg Lsy

3 cu‘;’
f Asy ——L—duyduy =0
32 (u2+u2+€2)7
1 2

L9 Ll du?us
~duidu, =0
(u3+u3+e?)?
Aso Asq 2
eUsU
22— duydugy =0
3 2 (u§+u§+€2) 2
Asy Asy

%duldl@ =0

2 2 (“?JF“gJFGQ) :
Asy Asy
L{gduld’[ja == 0
; 7 (ul+u3+e)?
Asg Asy h
3 UU =
2. 12 duydus = 0.

2 (u% +u§+62) 2

Por lo tanto, para la primera integral de la Ec. 2.3.21 resulta que

(2.3.26)
S R
lim f isgf sy
e—0t T2 T2

7(ulaslx’(Su:S2i)+u23s2;'(sli’sm))n; duyduy = (a + b) Asln
(u3+ud+e2)?

|

142

Vo—

—_

|

37
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De forma similar procedemos a realizar la segunda integral de la Ec. 2.3.21. En este

caso tenemos

— (105, (801, Si2) + 1205,y (811, 8i2)) 1, = a'ui + b'uf

(2.3.27)
+cud + d'udug + eug + flug + gurug + huduy,

donde los coeficientes del miembro derecho tienen una analogia directa con los cor-
respondientes en la Ec. 2.3.23.

Con la experiencia adquirida al realizar la integral anterior, podemos inferir que
los tinicos términos no nulos de la integracion son a’u? y cu3. Con ésto, la segunda
integral de 2.3.21 es
(2.3.28)

Asy  Bsy

B —(u10s1 ¥/ (514,52:) Fu20s,y (s1i,52i) )y 144/2
lim [ 2., ) 2., (120 3 ) Lduyduy = (a' + ') Asln \/J%\_[l :
T2 (u%+u§+62) 2

e—0t 2

En la expresion anterior los coeficientes a’ y ¢’ estan dados por
(2.3.29)

@' = =05,y (515, 521) (05,2 (514, 52i) 05, O, @' (514, 527) + 02 2 (514, 52) 05y @' (511, 524 )

d = —831?/(511‘, 32@')8512/(511‘7 32i)35229€/(51i, 321)-

Para la tercera integral tenemos

— (104, 2" (814, 52i) + U205, 2 (814, S2:)) n, = a"ud+

(2.3.30)

V'uduy + udug + d"uyug + €"uy + ful.
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Resulta que

(2.3.31)

lip SE R G e = oo [194],
donde
(2.3.32)

"= 8512/(311'7 527,') (552831$/(51i, 521')881.7/(312'7 322‘) - aflfﬂl(suy 52i)352?//(31i, SQi)

—0s,04,Y' (514, 52:) 05, ' (514, 524) + 831?/(511’, 59i)0sy @' (514 Szi))

Finalmente, consideremos la tltima integral

(2.3.33)
Asg Asy
- 2 _ A g2
lim ¢ sduidus = — lim 4 arctan i
0% J_m Jota (2 42 4 €2)2 =0+ 2e4/2A 8% + 4€?

Al realizar el limite obtenemos

Asg Asq
2 2 —€

(2.3.34) lim sduyduy = —2m.
e—0t _% _Azsl (u%—i—u%—{—e?)i

Con este resultado podemos reescribir los elementos de la diagonal Ni; como

142
V2 -1

(2.3.35) Nyi=(a+b+d +d+ f")Asln — 27,

o en su forma general

(2.3.36)

I / / " 1+V2 | B As2(7 (s14,52:) =T (s15,525)) A’ s
Nyj=|(a+b+d++f")Asln [\/5—1] 27r] 05 + [ ‘F/(51i752i)*7?/(51j7]52j)J‘3 ] (1—d) -

En base a los resultados mostrados anteriormente tenemos bien definido el sistema

de ecuaciones algebraico y, resolviéndolo, la densidad de carga en las superficies
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conductoras del microscopio capacitivo. Esta es la parte principal en la resoluciéon
del problema. Una vez obtenida dicha densidad de carga el calculo del potencial
electrostatico en la region vacia, la capacitancia, u otras propiedades del sistema, ya

puede realizarse facilmente.



Capitulo 3

El Microscopio de capacitancia

En este capitulo utilizaremos el concepto de capacitancia para obtener informa-
cion de la morfologia de la superficie de los conductores presentes en el microscopio
capacitivo estudiado. El formalismo presentado en el capitulo anterior es valido para
superficies extendidas (abiertas) y ese caso ha sido tratado extensamente en la liter-
atura [11]. Menos conocido es el caso de superficies cerradas [22] y es el caso que nos
interesa por sus potenciales aplicaciones al estudio de sistemas nanométricos.

Consideremos que el microscopio bajo estudio esta constituido por dos partes: Un
objeto a observar y un dispositivo que sirva como observador. Considérese otra vez la
figura 1. Las superficies mostradas representan superficies de materiales conductores
sujetos a una diferencia de potencial. Por lo tanto podemos considerar que esta figura
representa dos capacitores (izquierdo y derecho). En ambos el conductor exterior tiene
una punta escaneadora, a la que nombraremos objetivo, mientras que el conductor
en el interior sera el objeto que esperamos observar.

Ahora consideremos la definicion de capacitancia dada por

Q

(3.0.37) ¢ = N

donde A¢ = |po2 — ¢1] es la diferencia de potencial (positiva) entre los conductores
y @ es la carga (también positiva) del capacitor. Esta carga la podemos calcular

integrando la densidad de carga, oy, sobre la superficie del objeto, tal como lo expresa

41
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/ oi1da
o1

La capacitancia del sistema la podemos reescribir como

la ecuacion

N1

Z O'MA(I

=1

~
~

(3.0.38) Q=

A
(3.0.39) C=2%ou

Por lo tanto, el problema de encontrar la capacitancia en el sistema objeto-objetivo
consiste en encontrar las densidades de carga distribuidas en la superficie del objeto
que podemos calcular mediante el sistema de ecuaciones (2.2.11). Sin embargo, ésto
aun no es suficiente para hablar de un microscopio capacitivo, porque no hemos
aclarado como se puede obtener la imagen capacitiva del objeto. Es por eso que
antes de proseguir enunciaremos la siguiente conjetura:

Conjetura 1. El cambio de orientacion relativa entre el objetivo y el objeto
modifica la distribucion de carga eléctrica sobre la superficie del objeto y asi, en
general, la capacitancia del sistema.

Esta conjetura se puede justificar por el hecho de que al cambiar la orientacion
relativa cambia la geometria del sistema y, por lo tanto, la capacitancia también
presenta un cambio. La orientacion relativa la podemos manejar por medio de un
adngulo de rotacion para el caso bidimensional y por dos angulos de rotacion para
el caso tridimensional. Asi, la capacitancia se vuelve funcién de esos dngulos y esa
funcion, representada adecuadamente, es lo que define a la imagen capacitiva del
objeto. En este sentido ya nos es posible hablar acerca de un microscopio capacitivo
basado en la rotacion (escaneo) del objetivo alrededor del objeto y de la medicion

de la capacitancia para cada angulo de rotacion. De esta manera obtendremos una
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funcion, C' (0) (caso bidimensional) o C (6, ) (caso tridimensional), que contendra
informacion de la morfologia del objeto.

Vale la pena en este momento hacer un par de aclaraciones. La primera es que
aunque hablamos de angulos de rotaciéon, no hay que imaginar al objetivo giran-
do continuamente alrededor del objeto con alguna velocidad angular. Se realiza la
rotacion para llevar a cabo el escaneo, pero se tiene que ir haciendo reposo en el sis-
tema para que se establezca la condicion electrostatica. Es hasta entonces cuando se
toma la medida de la capacitancia. La segunda es que la imagen capacitiva depende
tanto del objeto como del objetivo. Estamos en una situacion en la que el observador
afecta a lo observado, tal como sucede en el dominio cuantico. Esto sucede partic-
ularmente por la cercania necesaria que debe tenerse entre el objeto y el objetivo.
El microscopio es de campo cercano porque simulaciones numéricas muestran que al
alejar el objetivo se pierde rapidamente la resolucion de las imégenes, por lo que es

necesario tener esa relativa cercania.

(a) (b)

Figura 5.- (a) Microscopio capacitivo con geometria cilindrica.

(b) Perfiles de un corte transversal del microscopio capacitivo.
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3.1. Resultados numéricos para el microscopio capacitivo cilindrico

Considérese el caso del capacitor cilindrico mostrado en la figura 5. Como ya se
explico anteriormente, el escaneo de la superficie se realizaria aplicando sucesivas
rotaciones al objetivo y se midiria la capacitancia correspondiente. En nuestro mod-
elo, la simetria a lo largo del eje asume que tenemos superficies de longitud infinita.
Para los calculos numéricos que mostraremos a continuaciéon usaremos el concepto

de capacitancia por unidad de longitud, C;. Esta cantidad se definine por

(3.1.1) Cr ) = =2,

en donde L es la longitud de una seccion del microscopio capacitivo a lo largo del
eje de simetria y C () esta dada en la Ec. 3.0.39. Agregamos que graficando en
coordenadas polares la capacitancia Cj (), calculada como funcion del angulo de
rotacion, obtenemos una imagen capacitiva del objeto.

Es necesario checar que, al menos en algiin caso particular, el método numérico
presentado proporciona resultados correctos. Para ésto, consideremos el caso en el
cual el capacitor estd formado por dos cilindros coaxiales, cuyo eje comin esta a
lo largo del eje z. Fisicamente, en un prototipo de microscopio capacitivo se debe
cumplir la condicion L. > ry, donde L. es la longitud finita de los conductores
cilindricos y 5 es el radio (interior) del cilindro exterior. Para ésta geometria se puede

encontrar una expresion analitica del potencial electrostatico y de la capacitancia.
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El potencial esta dado por

ln(%)

(3.1.2) ¢ (r) = (2 — é1) @ + ¢1,

donde r es la distancia perpendicular desde el punto de observacion hasta el eje z.

Mientras que para la capacitancia por unidad de longitud obtenemos

1
2in ()

Para nuestros calculos elegimos los valores de los potenciales de los conductores

(3.1.3) Ch =

como ¢; = 0y ¢ = 1; los radios de los cilindros correspondientes fueron r; = 1
y ro = 2. El valor numérico para la capacitancia, obtenido utilizando el método
integral propuesto, fué 0,7212, que es muy cercano al valor analitico 0,7213 obtenido
al utilizar la ecuacion 3.1.3. Ademas, la figura 6 muestra el potencial electrostatico,
en una direccion radial, dentro de la region vacia entre los dos conductores. La grafica
muestra con estrellas rojas el potencial electrostatico calculado analiticamente y con
circulos azules el potencial calculado mediante el método numeérico. Se observa que
ambas curvas practicamente se traslapan. Esto muestra que el método numérico esta

funcionando.
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Figura 6.- (a) Geometria de un capacitor cilindrico con radios ry =1
y 72 = 2. (b) Comparacion entre los resultados analitico (estrellas)

y numérico (circulos) para el potencial electrostatico.

Ahora considérese la geometria del microscopio mostrada en la figura 5b. En
este caso el circulo exterior, con radio ro = 2, presenta una punta rectangular, que
tomamos de longitud 0,7 y ancho 0,14. Para este sistema el calculo numérico di6 un
valor para la capacitancia C; = 0,655. Al comparar este valor con el que se tiene en
el caso sin punta (resultado numérico del caso anterior) que es 0.721, se nota una
apreciable variacion de la capacitancia debido a la presencia de la punta. Esto nos
dice que las imégenes que podemos obtener no son exclusivas del objeto, sino que
dependen de la presencia de la punta. Debemos aclarar que para el caso presente no
se conoce solucion analitica para la capacitancia.

Primeramente, para un simple propoésito de comparacion, se muestra en la figura

7a lo que podria considerarse como la imagen de un objeto circular de radio r =1,
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calculada usando un objetivo que también es circular pero de radio ro = 2. Como
era de esperarse la imagen es un circunferencia de radio Cj (6) = 0,721.

Para el microscopio de la figura 5b mostramos imégenes obtenidas de varios obje-
tos. La imagen mostrada en la figura 7b corresponde al mismo objeto que en el caso
anterior, pero ahora el objetivo tiene una punta. Dicha imagen es una circunferencia
de radio C; (8) = 0,655. Al comparar esta imagen (Fig. 7b) con la anterior (Fig. 7a)
es evidente el efecto perturbador de la punta en el funcionamiento del microscopio.
Aunque parece trivial el calculo de la imagen de un objeto circular, numéricamente
es necesario hacerlo para checar que nuestros programas computacionales den resul-

tados simétricos correspondientes a la simetria de las geometrias propuestas.

Figura 7.- (a) Imagen correspondiente al objeto mostrado en

la figura 6a. (b) Imagen correspondiente al objeto mostrado
en la figura 5b.

Veamos qué imagen resulta al considerar un objeto de topografia menos sencilla.

Sea un objeto circular de radio r; = 1 con cuatro protuberancias rectangulares
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iguales, de altura 0,2 y de anchura 0,18. que se puede observar en la figura 8a. El

objetivo corresponde al utilizado en el caso anterior. En la figura 8b se muestra la

imagen capacitiva y se observan protuberancias en la imagen, que corresponden en

buena medida a las del objeto. Notamos que las protuberancias en la imagen no son

rectangulares, pero de todas maneras esa imagen nos da una idea de la geometria

del objeto original. Desafortunadamente, con la tnica informacion contenida en esta

imagen resulta imposible reproducir la geometria del objeto. Si ademés consideramos

que se conocen las caracteristicas de la punta, de todas maneras la reproduccién del

objeto es un problema dificil. Este interesante problema es de hecho un problema

1nverso cuyo estudio no esta considerado en el desarrollo de esta tesis.
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Figura 8.- (a) Objetivo con una punta rectangular

y objeto circular con cuatro protuberancias. (b) Imagen corres-

pondiente al objeto mostrado en (a).
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Las figuras 9a y 9b muestran el potencial electrostatico correspondiente a los
sistemas objeto-objetivo mostrados en las figuras 6a y 8a, respectivamente. Pode-
mos observar que en términos generales los resultados observados son consistentes
con las condiciones de frontera propuestas. Por ejemplo, en ambos casos el potencial
electrostatico es menos intenso cerca del objeto y es posible apreciar como se inten-
sifica el gradiente del potencial (campo eléctrico) en la region cercana a la punta del

objetivo.
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Figura 9.- (a) Potencial electrostatico correspondiente
al sistema mostrado en la figura 6a. (b) Potencial elec-
trostatico correspondiente al sistema mostrado en la

figura 8b.

3.1.1. Superficies aleatorias con estadistica gaussiana. Una de las prin-

cipales caracteristicas de los objetos estudiados en las secciones anteriores es su
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simetria. En este caso, debido a que el perfil de las superficies estd bien determi-
nado se dice que son superficies deterministas. En contraposicion a este caso se tiene
que los objetos reales de los cuales nos gustaria obtener imagenes en general no
son simétricos y muchas veces, a pequena escala, presentan rugosidades sin un or-
den aparente. Alin més, a veces los resultados experimentales resultan del efecto
promedio sobre un gran nimero de pequenas superficies. El modelado en este caso
considera a las superficies como superficies aleatorias, con una cierta estadistica. En
este caso no necesitamos conocer el perfil de las superficies. Nos basta con el tipo
de estadistica y los pardmetros que la determinan. Al respecto, es muy comin la
estadistica gaussiana, que estd determinada en base a dos pardmetros: la desviacion
estandar de alturas y la longitud de correlaciéon. En el caso de objetos cilindricos
con superficies aleatorias cerradas una forma de modelarlas es mediante un ensamble
de un gran numero de perfiles cerrados, a los cuales se les llama realizaciones. En
[21] se describe un método numérico para generarlas y a continuacion se exponen
brevemente las bases.

Si una funcién r (), con 0 < 6 < 27, representa en coordenadas polares a un

perfil dado con promedio (r (0)) = R, definimos la funcion

(3.1.4) p(0) =7r(0) - R,

donde p (0) representa la variacion radial de un perfil respecto a una circunferencia
de radio R. La superficie aleatoria que suponemos gaussiana puede ser modelada por

medio de una distribucion gaussiana dada por la densidad de probabilidad

1 p—(p))?2
(3.1.5) flp) = e 5t
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donde o representa la desviacion estandar de alturas y el significado de este pardmetro
es un ancho promedio de las variaciones en la rugosidad aleatoria, ademés, () significa
el promedio de la cantidad contenida por ese simbolo. Ademas, es necesario considerar

la funcién de correlacion angular

(3.1.6) B(0.6) =~ (p(6)p ().

o2
Asumiendo que esta funcion tiene una forma gaussiana

(0.0)°

B6,0)=e¢ |

donde © representa la longitud correlacion angular y el significado de este pardmetro
es la longitud de onda promedio de las variaciones en la rugosidad aleatoria.
Resulta que un ensamble de perfiles con estas propiedades estadisticas puede ser

generado numéricamente por la siguiente expresion

+00 1
20 \ 2 —2(005)?
(3.1.7) pb) =0 ) (®ﬁ> e X
j=—00

aqui X; representa variables gaussianas con media cero y desviacion estandar igual
a uno, ¢, es un elemento de una discretizacion del angulo 6, la cual esta definida por
O, = kN0, k=0,1,.....n, donde Af es el intervalo angular de discretizacion.

La figura 10 muestra tres realizaciones cuya estadistica gaussiana esta deter-
minada por los pardametros o = 0,0970873, © = 0,087266 rad para la primera;
o = 0,051813, © = 0,13962 rad para la segunda; y o = 0,0980392, © = 0,1483352rad
para la tercera. Se observa que un aumento en la longitud de correlacién angular

da lugar a un aumento de la rugosidad en el perimetro de la circunferencia y un
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aumento de la desviacion estdndar de alturas da lugar a que se tengan rugosidades

mas grandes.
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Figura 10.- Realizaciones de objetos con rugosidades aleatorias.

Nuestro método numérico puede dar imagenes capacitivas de los objetos mostra-
dos en la figura 10. En la figura 11 se muestran las imégenes correspondientes a

los objetos anteriores. Se pueden observar bastantes similitudes entre imagenes y
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objetos, sin embargo, muchos detalles de los objetos se pierden. Por comparacion
podemos deducir que a la mayor resoluciéon en la imagen se obtiene cuando el perfil
es suave. Este tipo de perfiles tienen una desviacion estandar de alturas pequena y

una longitud de correlacién angular grande.
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Figura 11.- Imagenes obtenidas de los objetos mostrados en la

figura 10.
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Considerando que las superficies aleatorias de los objetos que estamos consideran-
do se asumen con estadistica gaussiana, nos gustaria estudiar la posibilidad de re-
cuperar algunas de las propiedades estadisticas de un objeto dado a partir de las
imégenes de las realizaciones de éste. Esta cuestion nos lleva a la siguiente

Conjetura 2. La estadistica de las imdgenes capacitivas corresponde a una es-
tadistica gaussiana.

Para mostrar que la conjetura anterior es verdadera (o falsa) estudiamos la es-
tadistica de las imégenes obtenidas de dos casos de superficies aleatorias. En el primer
caso se tiene una superficie con los parametros o = 0,0970873, © = 0,087266 rad;
en el segundo caso o0 = 0,0980392, © = 0,1483352 rad. La tabla 1 muestra al-
gunos parametros estadisticos correspondientes a estos dos casos. Para el calculo se
consideraron 100 imégenes de realizaciones; cada imagen contiene 180 valores de la

capacitancia, obtenidos para los dngulos 0 = 0°,2°,4° ...... , 308°.

primer caso | segundo caso

(Cy) | 0.70558771 0.6879351

o | 0.00508008 | 4.5862E-3

Tabla 1.- Parametros estadisticos correspondientes
a las imagenes (a) y (¢) mostradas en la figura 11.

Las figuras 12 y 13 muestran la comparacion entre la densidad de probabilidad
teorica (puntos) y la densidad de probabilidad obtenida numéricamente (impulsos) de
los datos correspondientes a las imagenes de los dos casos anteriormente presentados.
En la Fig. 12 se muestra un intervalo para la capacitancia mayor que en el caso de
la Fig. 13 con el objetivo de mostrar el intervalo donde no hay correspondencia de

lo numérico con lo analitico. En dichas figuras se puede observar cierta concordancia



3.1. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL MICROSCOPIO CAPACITIVO CILINDRICO 56
entre ambas curvas en el intervalo donde existen valores para las dos densidades de
probabilidad, sin embargo, ésto no garantiza que efectivamente el conjunto de datos
asociado a las imagenes posea una distribucion gaussiana. Aunque a simple vista
se puede ver que bajo algin criterio algo laxo la distribucién numérica se puede
aproximar por la distribucion gaussiana, podemos ser mas estrictos y aplicar, por
ejemplo, el test de Kolmogorov-Smirnov [19], que nos permite obtener una medida de
la concordancia entre un conjunto de datos y una funcién de distribucién teorica dada.
El test nos arroja dos parametros: D definido como el méximo valor absoluto de la
diferencia entre dos funciones de distribucion acumulativas y P, que nos dice el nivel
de significancia. Valores de P cercanos a cero nos indican una diferencia significativa
entre el conjunto de datos y la funcion dada. La tabla 2 muestra los parametros
obtenidos mediante el test de Kolmogorov-Smirnov. Resulta que el parametro P para
las Figs. 12 y 13 es practicamente cero (del orden de 107'7), con lo cual se infiere
que el conjunto de datos que forman las iméagenes, bajo este criterio, no pertenecen
a la misma distribucion gaussiana. Logicamente, podrian compararse los resultados
numéricos con otra distribucion gaussiana, con diferente media y desviacion estandar,

quizas con algin resultado positivo en el nivel de significancia.

Figura 12 | Figura 13

D | 1.0000 0.6879

P | 0.0000 0.0000

Tabla (2).- Parametros obtenidos del Test de

Kolomorov-Smirnov realizado a las curvas de las Figs. 12 y 13.
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Densidad de probabilidad

Densidad de probabilidad

0.69 0.685 0.7 0.705 0.71 0.715 0.72 0.725

Capacitancia
Figura 12.- Comparacion entre la densidad de probabilidad teorica
(curva con puntos) y la densidad de probabilidad obtenida numé-

ricamente con los parametros correspondientes a la Fig. 10a.
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Capacitancia
Figura 13.- Comparacion entre la densidad de probabilidad teorica
(curva con puntos) y la densidad de probabilidad obtenida numé-

ricamente con los pardmetros correspondientes a la Fig. 10c.
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Ahora consideremos el problema de encontrar los parametros estadisticos (desviacion
estandar de alturas y longitud de correlacion angular) de una superficie aleatoria
(supuesta con estadistica gaussiana) a partir de los resultados que podemos obtener
por medio de nuestra técnica de microscopia capacitiva. En [11] se describe un méto-
do por el cual es posible obtener informaciéon de propiedades estadisticas. El sistema
estudiado es un plano corrugado como objeto extendido que es escaneado por un
plano que tiene una punta gaussiana como objetivo. Basicamente, ese método utiliza

valores de la capacitancia por unidad de longitud normalizada
C
(3.1.8) Cn =5

donde C' es la capacitancia entre dos planos separados una distancia Dy y C) es la
capacitancia medida en la parte central del objeto con una separacion D entre el
plano medio del objeto y el plano que contiene a la punta. Para un valor dado del
parametro D se puede encontrar un valor correspondiente de la separacién minima
entre el plano-objetivo y el plano-objeto. Este valor es la distancia entre el maximo
de la rugosidad y el plano-objeto. Se grafica la capacitancia como funciéon de la
separacion minima para distintos valores de la desviacion estandar (o), dejando fija
la longitud de correlacion (7). Luego se obtienen otras variando 7 y dejando fija la o.
Resultan curvas que si dependen de o pero no de 7. La utilidad de sus resultados es
que obtuvieron curvas que podrian servir como curvas de calibracion, en el sentido
de que al realizar un experimento para medir la desviacién estandar el resultado
experimental de la capacitancia coincidiria con alguna de las curvas, de manera que

se podria inferir el valor del parametro buscado.
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Retomando este método pero para superficies cerradas nosotros variamos la longi-
tud de la punta dejando fijo el radio exterior del microscopio capacitivo. Obtenemos
también curvas en las que por un lado se varia la desviacion estiandar de alturas
(o) manteniendo fija la longitud de correlacion angular (©); y por otro se varia ©
y se deja fija . Para obtener esas curvas se grafica la capacitancia normalizada co-
mo funcion de la separaciéon minima, esta ultima calculada al usar una realizacion
correspondiente a cada par de valores (o, O).

Las figuras 14 y 15 muestran resultados numeéricos obtenidos para dos con-
juntos de datos: el primero de ellos tiene una longitud de correlacion angular fi-
ja (© = 0,104719) y diversos valores de la desviacion estandar de alturas (o =
6—12, %, %, 9—%, %, %); el segundo mantiene fija la desviacion estandar (o = g) y
varia la longitud de correlacion (© = 0,0698, 0,1047, 0,1396, 0,1745, 0,2094, 0,2423).
En todos los casos se tomo6 la capacitancia de normalizacion, C, como el valor de la
capacitancia de un capacitor cilindrico de radio interno uno y radio externo igual a 2.
El valor de la longitud de la punta se fue variando y para cada valor de esa longitud
se obtuvo la separaciéon minima entre la punta y el objeto. Se puede observar que
la capacitancia es sensible con la variacion de ambos parametros estadisticos (© y
o), lo que impide tener curvas de calibracion para el caso en que se desconozcan los
parametros de una superficie dada. Lo més que tenemos en este caso es que si, por

cualquier circunstancia, se conoce uno de los parametros (digamos ©), en principio

se podrian tener curvas de las cuales se podria estimar el parametro complementario.
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Capacitancia Normalizada
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Figura 14.- Capacitancia normalizada contra la minima separacion entre el

objeto y el objetivo. La longitud de correlacion angular fué © = 0,104719

R

y los valores de la desviacion estandar fueron o = g%

con x, 0 = cruces,

R
8.3

R
11,3

_ R s _ R . _ _ R
=13 circulos,o = 9.3 rectangulos, o = estrellas, 0 = 73 flechas.

60



3.2. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL MICROSCOPIO CAPACITIVO ESFERICO 61

0.98 — %
0.97 —
o  0.96
m 4
M |
o i
E 0.95 —
o =
= 4
2L B
g 0.94—
m -
o
o 4
g 4
3 0'93__ —&— C. Angular 0.0698
% & C. Angular 0.1047
B 4 . Angular 0.1396
7 > . Angular 0.1745
0.92 — + C. Angular 0.2094
E B C Angular 0.2443
0.91 -% -%.
h

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Minima separacion punta-objeto

Figura 15.- Capacitancia normalizada contra la minima separacion entre el
objeto y el objetivo. La desviacién estadndar fué o = % y los valores
de la longitud de correlacion fueron © = 0,0698 circulos, ©® = 0,1047 triangulos,

© = 0,1396 estrellas, ® = 0,1745 flechas, ©® = 0,2094 cruces y © = 0,2423 cuadrados.

3.2. Resultados numéricos para el microscopio capacitivo esférico

En este caso, podemos considerar un microscopio capacitivo esférico cuyo fun-
cionamiento sea similar al del microscopio cilindrico estudiado en la seccion anterior.
Nuestro modelo de microscopio esférico contiene dos superficies conductoras esféric-
as. Suponemos que en la exterior se encuentra el objetivo, tal como se aprecia en la
figura 16, y la interior sirve como objeto, o se le puede poner alguna rugosidad que

sirva para tal finalidad. Mediante rotaciones del objetivo respecto al objeto se puede
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realizar un escaneo que involucra a los angulos polar (6) y azimutal (¢) de las coor-
denadas esféricas. Para cada posicion relativa tenemos un valor de la capacitancia y
de esta manera obtenemos la capacitancia del sistema C' (0, ¢), como una funcion de

0y . De esta forma es que podemos formar imégenes capacitivas.

Figura 16.- Geometria del Microscopio Capacitivo Esférico.

En forma semejante al caso del microscopio cilindrico queremos checar la validez
del método numérico formulado para el caso tridimensional. Para ésto consideremos
un caso en la que se conozca la solucion analitica de la capacitancia en términos
de la geometria del sistema. Sea un capacitor esférico, formado por dos superficies
esféricas conductoras de radios 1y = 1y r, = 2, sujetas a los potenciales ¢; = 0y
¢o = 1, respectivamente. En este caso el potencial electrostatico y la capacitancia

estan dados por

(org — P1r1) T — 1172 (P2 — 1)

(3.2.1) (1) = e
(3.2.2) C = %

Como resultados tenemos lo siguiente. El valor numérico de la capacitancia para este

arreglo, obtenido mediante el método integral propuesto en el capitulo anterior, fué
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2,0003, que concuerda bastante bien con el valor esperado 2,0000 que fué calculado
analiticamente usando la Ec. 3.2.2. En cuanto al potencial electrostatico, la curva de
color rojo de la figura 17 muestra el potencial electrostatico exacto, como funcion
de la coordenada esférica r, calculado usando la Ec. 3.2.1; la curva en azul muestra
el potencial calculado numéricamente con un intervalo de discretizacion As = 0,09;
finalmente, la curva de color amarillo fué calculada también numéricamente, pero con
un intervalo menor, dado por As = 0,07. Notese la muy buena concordancia entre el
resultado analitico y el numérico en casi toda la region vacia, salvo en la region muy
cercana al conductor externo. Notese también que al aumentar el nimero de puntos
en el muestreo se obtiene una mejora apreciable en la region conflictiva.
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Figura 17.- Potencial electrostatico entre dos superficies conductoras esféricas concéntricas.
La curva en rojo fué calculada analiticamente; la curva en azul lo fué numéricamente con

As = 0,09; y la curva en amarillo fué calculada numéricamente pero con As = 0,07.

Ahora considérese el microscopio capacitivo representado en la figura 16. Esta

formado por dos conductores esféricos de radio r; = 1 en el interior, y de radio
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ro = 2 en el exterior, pero en esta ocasiéon el conductor exterior cuenta con una
punta semi-conica de radio 0,163 en la base y de longitud 0,7. Con estos parametros
se obtuvo una capacitancia de 2,245673, que por supuesto difiere de la capacitancia
igual a 2,0 del caso sin punta, anteriormente estudiado. Esa diferencia es el efecto
de la presencia de la punta y representa una perturbacion a la imagen capacitiva
idealizada del objeto.

La figura 18 muestra la imagen capacitiva del objeto esférico de radio r; = 1. Se
trata de una esfera de radio 2,245673 (en un espacio de capacitancia). Obviamente
la imagen de una esfera deberia ser a su vez una esfera, y de hecho lo es en este
caso. Sin embargo, el problema inverso de obtener el radio de la esfera-objeto dado
que la imagen es una esfera del radio mencionado (en unidades de capacitancia)
no es sencillo de resolver. Como sea este caso nos sirve para checar que nuestros
programas computacionales dan resultados correspondientes a la simetria de nuestro
sistema fisico.

A continuaciéon tenemos el caso de la obtencion de la imagen de un objeto de
geometria menos simétrica. En la figura 19 (parte izquierda) se representa un micro-
scopio capacitivo que contiene un objeto ciibico de lado 1,38 y su respectiva imagen
(parte derecha). La imagen encontrada fué similar al objeto pero hay una pérdida de
resolucion evidente. Nuevamente viene a nuestra mente la complejidad del problema
inverso correspondiente. Como quiera que sea, la experiencia acumulada en el caso
del microscopio cilindrico nos permite tener un grado razonable de confianza en el

método numérico usado para estos casos tridimensionales.
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Figura 18.- Imagen capacitiva correspondiente a un objeto esférico de radio r; = 1.

Figura 19.- A la izquierda se representa un microscopio capacitivo con un objeto

ctibico de lado 1,38; a la derecha la imagen capacitiva correspondiente.
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El dltimo objeto considerado es el caso de un objeto irregular interesante. Se
trata de una esfera que presenta cierta rugosidad en su superficie (ver lado derecho

de la Fig. 1). La rugosidad fué generada utilizando la funcion

(3.2.3) r(0,p) =19 — Arsin(fyf) cos (fup) .

En la expresion anterior ry es el radio de una esfera promedio de la superficie del
objeto, Ar es la amplitud de la desviacion de la rugosidad respecto a esa superficie
promedio y, finalmente, fy y f, son las frecuencias angulares correspondientes a
la direccién polar y azimutal, respectivamente. La estadistica gaussiana usada en
superficies unidimensionales aleatorias tiene los pardmetros desviacion estandar de
alturas y longitud de correlacion angular, que tienen una correspondencia clara con
los parametros Ar y el par (27/fp y 27/ f,), respectivamente.

En el caso bidimensional las Figs. 14 y 15 fueron generadas variando los paramet-
ros de la superficie aleatoria. En forma semejante nosotros presentamos algunos re-
sultados variando las frecuencias, fy y f,, aunque conservando fijo el parametro
Ar = 0,095. La figura 20 muestra la capacitancia normalizada en funciéon de la dis-
tancia minima de separaciéon entre la punta del objetivo y la superficie rugosa, ésto
para fs = 8 y con varios valores de la frecuencia f,. La variacion de esa distancia
minima fué obtenida variando la longitud de la punta. Las curvas que aparecen en
la Fig. 20 son: con circulos la curva para f, = 3, con asteriscos para f, = 6, con
lineas y rectangulos para f, = 9 y con estrellas para f, = 12. La figura 21 muestra
la capacitancia normalizada en funcion de la distancia minima de separacién, pero

ésto para f, = 7y con varios valores de la frecuencia fy. Las curvas que aparecen en
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la Fig. 21 son: con linea continua la curva para fy; = 4, con circulos para fy = 6, con
rectangulos para fy = 8 y con flechas para fy = 10. De las Figs. 20 y 21 se puede
observar que el microscopio capacitivo es sensible a la variacion de las frecuencias.
Esto es comprensible porque tal variaciéon da lugar a una variacion correspondiente
de la geometria del sistema capacitivo. Podemos conjeturar la posibilidad de obtener
informacion de algunas propiedades estadisticas de superficies aleatorias tridimen-
sionales con el uso del microscopio capacitivo propuesto en esta tesis. Esto queda

abierto para un posible futuro trabajo.
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Figura 21.- Capacitancia normalizada en funcién de la distancia minima de separacién con f, = 7.



Capitulo 4

Conclusiones

A continuacién se presentan las conclusiones de este trabajo de tesis.

Formulamos un nuevo método integral para resolver el problema de encontrar
el potencial electrostatico en una region vacia acotada por dos superficies conduc-
toras, entre las cuales se establece una diferencia de potencial dada. Esto tanto para
superficies unidimensionales (problema en dos dimensiones) como para superficies
bidimensionales (problema en tres dimensiones). En particular, mediante el uso de
este método, nos fue posible modelar numéricamente dos prototipos de microscopio
capacitivo: el primero de ellos estd formado a partir de dos superficies cilindricas
coaxiales (superficies unidimensionales) y el segundo a partir de dos superficies es-
féricas concéntricas (superficies bidimensionales).

Para el modelo de microscopio cilindrico, fué posible obtener imagenes de super-
ficies cerradas cuando la geometria de éstas esta bien determinada (superficies deter-
ministas). Fué posible observar que se obtiene una mejor resolucion de las imégenes
cuando el objeto esta formado por curvas suaves. Cuando se tienen superficies con
topografia més compleja, como la de superficies aleatorias gaussianas, las imagenes
obtenidas en general preservan gran parte de la topografia del objeto, sin embargo,
muchos de los detalles del objeto se pierden. Bajo un criterio no riguroso, la den-
sidad de probabilidad de las imagenes obtenidas tiene una buena concordancia con

una cierta densidad de probabilidad gaussiana tedrica; sin embargo, cuando se realiz6
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la prueba estadistica de Kolmogorov-Smirnov entre las densidades de probabilidad
numérica y tedrica no se obtuvieron buenos resultados.

Se intentd plantear un método para obtener las propiedades estadisticas de su-
perficies aleatorias gaussianas. Bésicamente se considera una simulaciéon numérica
en la que se varia la longitud de la punta del objetivo y no se rota éste respecto al
objeto. Con el método se obtuvieron curvas para una desviacion estandar de alturas
y longitud de correlacion angular dadas. En este caso se encontro que el microscopio
es bastante sensible a la variaciéon de esos parametros lo cual dificulta la extracciéon
de la informacién buscada.

En el caso de superficies bidimensionales se obtuvieron imégenes tinicamente de
objetos cuya superficie esta bien determinada. Las imagenes obtenidas presentan una
buena similitud con sus respectivos objetos.

Como un estudio previo de superficies aleatorias bidimensionales, que sea anal-
ogo al caso unidimensional, se presenté el caso de un objeto esférico con rugosidad
periddica armonica. Se presentaron simulaciones con variaciones en las frecuencias
angulares de la rugosidad, ésto para estudiar la posibilidad de obtener informacion de
las propiedades de la superficie usando el microscopio capacitivo. Esas simulaciones
son correspondientes a algunas realizadas en el caso unidimensional. Se encontr6 que
el microscopio esférico es bastante sensible a la variacion de las frecuencias.

Por ultimo, hay que hacer énfasis en que, en general, aunque las iméagenes presen-
tan gran similitud a sus respectivos objetos a partir de ellas es muy dificil reproducir
con una muy buena resolucion la topografia de los objetos. Entonces ;Cual es la
utilidad del microscopio capacitivo propuesto? La sensibilidad del microscopio es la

clave de su utilidad mas evidente. Por ejemplo, dado un objeto se puede medir la
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capacitancia al ponerlo como parte de nuestro microscopio capacitivo. Si el objeto
sufriera algiin cambio, tal como una pequena fractura, una nueva medida de la ca-
pacitancia daria un resultado apreciablemente distinto. De esta manera se podrian
detectar piezas defectuosas entre un lote fabricado. Otra posible utilidad seria en la
caracterizacion de estructuras a escala nanométrica, donde quizas en algunos casos
no sea necesaria gran resolucion de la morfologia de un sistema. Esta aplicacion se
llevaria a cabo en la medida en que ampliemos nuestro modelo para incluir otros

materiales tales como aislantes y semiconductores.



Apéndices

A.- Funcion de Green. Sea A [y| una expresion lineal diferencial de segundo

orden con coeficientes constantes

(4.0.4) Afyl = ao(@)y” + ar(x)y + as(x)y
y sean Bi [y] v Bs [y] las funciones de frontera

By ly] = any(z1) + a12y/<x1) + biy(wg) + biay’ (22)

(4.0.5)
By [y] = asy (1) + azey (21) + bary(x2) + baay (2).

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones no homogéneo con valores a la frontera

Alyl = [f(2)
(4.0.6) Bily = a
Byly] = e

Alnl=0
Byn] =0
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Hay dos posibilidades a considerar: (4.0.7) tiene una solucion no trivial o solo tiene
la solucion trivial. El efecto de ésto en la solucion de (4.0.6) es indicado en

Teorema. Si el problema homogéneo (4.0.7) tiene una solucion no trivial, en-

tonces el problema no homogéneo (4.0.6) tiene una solucion si f (), ¢, co satisfacen

ciertas condiciones. Si este es el caso, entonces (4.0.6) tiene infinitas soluciones. Sin

embargo, si el problema homogéneo (4.0.7) tiene solo la solucidn trivial, entonces

(4.0.6) tiene una inica solucion para cualquier f(x), c1, co.

DEMOSTRACION. A [n] = 0 tiene dos soluciones linealmente independientes 7y, 7s.

Por lo tanto la solucion general puede escribirse en la forma

n = 1N + Q27

y Aly] = f(x) tendré la solucion general

Y = Yo + 11 + qama,

donde yy es una solucion particular de A [y] = f(x). Para satisfacer las condiciones

de frontera (4.0.6), necesitamos resolver el siguiente sistema de ecuaciones
By [y] = Bi [yo] + a1 By [m] + aa By 2] = a1
Bs [yl = Ba [yo] + a1 Ba ] + aaBs [12] = ca.

Reordenando las dos ecuaciones anteriores obtenemos

(4.0.8) a1 By [m] + ae By 2] = 1 — By [yo)

oy By ] + o B [2] = ¢ — By [yo]
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con determinante

Ao Bilm] Bi[ne]
By [m] Bz [ne]
Ahora tenemos que distinguir entre dos casos: U

1. A # 0. En este caso, (4.0.8) tiene una tnica solucion ay, as y la solucion de

(4.0.6) existe y esta determinada de forma tnica. Para (4.0.7) obtenemos

N = a1 + Qa2ne

(4.0.9) a1 By [m] + 2By [n2] = 0

o By [771] + By [772] =0.

Ya que A # 0, este sistema tiene solo la solucion trivial y consecuentemente,
(4.0.7) tiene solo la solucion trivial n = 0.

2. A = 0. En este caso (4.0.9) tiene una solucion no trivial ay, as. Por lo tanto
la Ec. (4.0.7) tiene una solucion no trivial. Entonces, (4.0.8) en general no
tiene solucion. Sin embargo hay valores de ¢; — By [yo] v ¢2 — Bs [yo] para los
que el sistema puede tener una soluciéon y cuando un sistema de ecuaciones
lineales no homogéneo con un determinante de coeficientes nulo tiene una

solucién no trivial, entonces este tiene infinitas soluciones, q.e.d.

Como ejemplo considérese la expresion diferencial de segundo orden y sus condiciones

de frontera

(4.0.10) Ayl = —lao (x) Y] + az (x) y = —f (x),

a
dx
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(4.0.11) o) e (o) =0
0

a1y (o) + agy’ (r2) =

b

b

Figura A.1.- Geometria del ejemplo presentado.

donde f(x) representa la densidad de carga. En lugar de considerar f(z) como
una funcion continua, considérese como una densidad discreta de carga en la for-
ma f(&), f(&), -, f(&) distribuida sobre la superficie T'y (ver figura A.1) y sea
G (z,&) el potencial producido en el punto y por la densidad de carga f (&) en

r = &. Entonces el potencial en el punto x debido a todas las densidades de carga

(&), f(&), -+, f(&) en &, &, - -+, &, se puede aproximar como:

n

(4.0.12) Yo (2) = DG (&) f (&) -

k=1

Como se trata de una densidad de carga esperamos obtener
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(4.0.13) v - | Y66 flo)de

con sus derivadas

R e e e

1

Sustituyendo lo anterior en (4.0.10) obtenemos

aom{/” Mf(5)d5—f($) [aa(x,x+0) B 8G(x,x—0)]}+

ox? ox ox

1

o) () / Y G (o) F(0)de + an(a) / b % f(e)de =

1

| (ao(fv)mf(s) +ay(@) 280 () 4 ()6 (20) f(a)) g

Ox? Ox
(o) (o) |G OCELZ0]
(4.0.14)
FEAIG (o)l - i) (o) | FEEER - PEEEZ0 ).

Entonces obtenemos la siguiente condicion para G (z,ex): (4.0.13) es una solucion de
la ecuacion diferencial (4.0.10) si G (z, &) satisface la ecuacion homogénea A [G (x,e;)] =

0 en todo el espacio excepto en x = ¢ y la siguiente relacion
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oG (z,x+0) 0G(xr,r—0) .
(4.0.15) pe — pe = lim._o

Debido a la Ec. 4.0.15

/: [% (GO(”E)%) + ax(z)G (:C,a)} de =

o [ { d <a0(:c)M> + ag(:c)G(x,e)] dz =

=0 Je_ dx ox
oG =t
lim [ao(x)ﬁ + 2a9(2")G (2 ¢) - e] =—1,
e—0 an a—t—c
donde £ — e < 2/ < £ + €. Entonces podemos reemplazar (4.0.15) por la siguiente
condicion:
e
(4.0.16) lim NG (z,er)] dx = —1,
e—0 E—e

que es una expresion basica para encontrar una funcion de Green.

B.- Teorema de Green. Dado el teorema de la divergencia:

(4.0.17) /V - Adv = 5514 - nda.

Sea el campo vectorial A definido en un volumen v con frontera la curva cerrada s
tal que A = ¢V, donde ¢ y ¥ son campos escalares arbitrarios. La divergencia del

potencial A se encuentra dada por
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(4.0.18) V- (¢V)) = ¢V + V¢ - V.
Definimos

_ o
(4.0.19) OV - = ¢%.

Sustituyendo las ecuaciones (4.0.18) y (4.0.19) en (4.0.17) obtenemos la primera

identidad de Green:

(4.0.20) / (¢V* + Vo - Vi) dv = §£¢g—1ﬁda.

v S

Si reescribimos el potencial en la forma A = V¢ y aplicamos el teorema de la

divergencia al nuevo potencial obtenemos:

(4.0.21) /(w% + V- Vo) dv = ?ﬁw%da.

Restando las ecuaciones (4.0.20) y (4.0.21) obtenemos:

oy 00
/v (V2 + Vo - Vb — V2 — Vi - Vo) dv = §£ (d)% E w%) "

donde los términos Vi - V¢ se cancelan y obtenemos el teorema de Green:
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0 0
(4.0.22) / (6V% — V?¢) dv = yf (qsa—:f - wa—i) da

en tres dimensiones.Una formula andloga en dos dimensiones es

o 0¢
2.0, 2 — a2
(4.0.23) /v(gbv Y — YV ng) dzdy fi(qﬁan zpan) ds
C.- Funcién de Green para la ecuaciéon de Poisson. Considérese la ecuacion
de Poisson
(4.0.24) V2o (x) = —p(x).

Esperamos encontrar una solucién para el potencial en la forma

(4.0.25) 6(x) = / G (0.6) p (€)',

R
donde R es la region encerrada por C. De acuerdo a la condicion (4.0.16) y con el

operador A = V2, obtenemos

§te
(4.0.26) lfm V2G (z,8)]d"x = —1,

e—0 oE—e

donde p representa la region |y — &[> < €2. Aplicando el teorema de Green con ¢ = 1

v ¥ = G (x, &) obtenemos
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(4.0.27) lm [ V2[G (x, )] d"x = a—gbds =—1,

=0 /, T on
v

donde 7 denota al circulo |y —&| = € y n es la direccion de la normal hacia afuera

de . Claramente n puede reemplazarse por r = |y — | obteniendo

- LOG (. E)

N
Para encontrar la funcion de Green en el plano tomemos x = (z,y). Introduciendo

coordenadas polares

xr =&+ rcosb,
y =1+ rsend
con ds = rdf obtenemos
2
(4.0.29) / 9G 068 g = 1.
0 or
Integrando obtenemos
9G (x,¢) 1
4.0.30 =— )
( ) or 27r

Claramente una funcién de Green que satisfaga la ecuacion anterior es
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(4.0.31) G(x, &) = —%lm’.

Para el caso en que se desee resolver la ecuacion 4.0.24 en el espacio facilmente se

puede obtener que

G (x;€)

, .
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