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� �� �	����� �
 ���� 
� 	� ����������� �����
� ��� �	�������� 	��
���������
��

��������� ��
��
���� ! � 
� 
����"� ���� ��� �	�������� ��
���������
��� �� ���
��

������ �
������������� �
 ��������
� φ (�r)� ��������� 
� ��	���#� 
� ���
���

�$���� ∇2φ (�r) = 0,


����� 
� 
� ����#� ����� 
�����
� ��� 
�� ���
	������� %� �	���� �	� 
�� �	��������

���
	������ �������� ! �&������ �� ���	������ � 
�� ��������
�� ���������� φ1 ! φ2�

���������������� %	������
� �	� �	����� ����
��� �������� �� ��
�	
�� �
 ��������


��
���� 	��� 	� ������ �'��
� �	� 	��
��� �	������� 
� (����� )�� �	���#� 
�

(���� ���� �	����� ����
��� �� 	�� �	���#�� G
(
�r, �r′

)
� �	� ��������� 
� ��	���#�

��"����'���

�$���$ ∇2G
(
�r, �r′

)
= −4πδ

(
�r − �r′

)
,


��
� δ
(
�r − �r′

)
�� 
� �	���#� 
�
�� 
� *�����

�
 �'��
� ���� ����
��� �
 ����
��� ���� ����
� �� �
 ������� 
� (����� ����

������� �����
��� 	�� ��
���#� ����� 	�� �������
 
� �	������� ! 	�� 
� 
���� ����

�� ��
���������
 + ! 	�� ��
���#� ����� 	�� 
� ��
	��� ! 	�� 
� �	������� �����



ˆ
∂

(
φ∇2ψ − ψ∇2φ

)
da =

˛
Γ

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
ds

ˆ
Ω

(
φ∇2ψ − ψ∇2φ

)
dv =

ˆ
∂

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
da,

φ ψ ∂ψ/∂n

ψ

φ ψ

σ =
1

4π

∂φ

∂n
,
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���#�� ���	����	� ��� �	 
������� ������� � 
� 
���� �	 	�	 	 	� $	%��� � 	��� ��
	����

�	��
�� ��	 	
 ���	����
 	� ���	�	���	��	 �	 
� �����	���� z & 	�����	� ���	
��

	������� 	
 ����	
� � ������ �	 
� �	�
	���� %���
	������
 
������� 	� 
� ����� '�

(	��
�� ��	 � ������ �	 
�� 	�������	� '����) '���') '���* & �	 
�� ���������	� �	

�����	��

φ(�r) = φ1) 	� Γ1)

φ(�r) = φ2 	� Γ2 )


� �	
����� '���+ �	 ���,�	��	 	�

�'�'���

1

4π

˛

Γ1+Γ2

⎛
⎝φ (�r′)

∂G
(
�r; �r′

)
∂n′ − 4πσ

(
�r′
)
G (�r;�r′)

⎞
⎠ ds =

⎧⎨
⎩ −φ (�r) si �r ∈ R

0 si �r /∈ R
,

����	 
� ,����%
	 �	 ���	������� 	� �r′ & �	 ���
	 ��	 	��- ����
	������� ��� 
	���

�	 
� 
������� �	 ���� s� .�	
-�) 	� 
� 	���	���� ���	���� �	�	
�� ��
� ����������)

����� 	
 ���	����
 ��	 ����	�	 	� 	
 
��� �	�	�#� ��
� 
� �	������ �	 ����� ��	

����	�	 	� 
� ���	���
 �	
 
��� �����	���� "��	
�� �%�	�	� ��� 	������� ���	���
 ��	

��� �	�
��	 	� ��������� �%�	�	� σ �
 ������	��� �� ����� �	 �%�	�,�����) �r) �%�����

�	���� �	 
�� ���������	�) �	�� ��	��� �	������ ������	��
�

	��	 �	 
�� ���������

Γ1 + Γ2� /��� 	������� �	 ��	�	 	���	��� ��
�



���� �� ���� 	
�
��
�
�
�� ��

�������
φ1

4π

˛

Γ1

∂G
(
�r; �r′

)
∂n′ ds+

φ2

4π

˛

Γ2

∂G
(
�r; �r′

)
∂n′ ds =

˛

Γ1+Γ2

σ
(
�r′
)
G (�r;�r′) ds,

��� �� �	
 ���
��
	 �	����
� �� �������� �� ������
 ��
��� ��	 �� ���	�� �� �
 ���
��
	

�
�� ��� �
 ��	��
	 �� ����	�

�
 ���
��
	 �	����
� 
	������ �	 ��	��
� 	� ����� ���������� 
	
�����
��	��� � !

����	 �
���� �"����� 	��"����� �
�
 �������� ���� ���� �� ���
��
	� #������� �����!

�
����� �	� ��� �� ����$
	�� 
� ���
�����
�� �	 %&'� ��� ����(���	�� ��	����� �	

�������� 	��"���
��	�� �
 ��	���
� �� �
��
 ��������	�� �	 ������
 �	�����"	�� ��

���
���	�� 
���)�
��
� * ��	�
����

+�����
��	�� �������)���� �
� �	����
��� ��� 
�
����	 �	 �
 ��� ����� ��� �����

�� �	
 ���
 �� �	����
��� ��)�� �����,�� �	����
���
[
si − �s

2
, si +

�s
2

]
� ���� �	���!

�
��� ��	 ����
� ��)�� ��� ���-��� ��	 ��	����� �� 
��� ���
���
��	�� �����,
 �s. *

��	��
��� �	 ��	��� �
����
��� ��� ����� �� �	
 ��������.
��
	 ��� ��	���	� ����

�� �� �	 �
 -���
 /� +�� �$������ ��)�� �� ��	���	� Γ1 �� ���	� ���

�����/�ˆ

Γ1

σ
(
�r′
)
G
(
�r; �r′

)
ds =

N1∑
j=1

ˆ sj+
�s
2

sj−�s
2

σ
(
�r′
)
G
(
�r; �r′

)
ds ≈

N1∑
j=1

σ1j

ˆ sj+
�s
2

sj−�s
2

G
(
�r; �r′

)
ds,

��	�� N1 �� �� 	0���� �� �	����
��� ��)�� Γ1 * �
 � �����
	 � ����
 ������
 ������



� 
��� ��
� �
 ��	���
� �� �
��
 �	 �� i!"���� �	����
�� �����,� ��������	�� ���

�� �
��� �	 �� ��	��� ��� �	����
��� ��	��
�� "��� ��� σ1i�
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�
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�
�
�� ��

���������	 
�� �� 
���� �� ��	��������� �r� �	�� ��� ������� �� 
���� Γ1� �������

�������� 
�����	 ������ �����	 
����	 �� ��	�������� ���� 
����	 	� ������ �� ��

��	����������� �N1� �� ������ 
�� ������	 
��� �� i��	��� 
���� �ri = �ri
′+ εn̂i� 	����

�� ε �� �������	��� 
�	����� � n̂i �� ������  ���� !���� �� �� ������ ���"� �� ��� �


����� #� ������� �� $�� %�%�& �� ��	 ��!������	 
����	 �� ��	�������� ���	�������	

 ���� 	� �
������� ���������	 
�� 	���� �����
������	 ���� ��������	 �� �������

'�	 ��������	 �� ������ M1ij ��	 �������	 �� ������� �

�%�%�(� M1ij = ĺım
ε→0+

ˆ sj+
�s
2

sj−�s
2

G
(
�ri

′ + εn̂i; �r′
)
ds.

)�� �	�� ��	���� 
�� ��� �� ��	 �������	 ��
��	�������� �� �� �������� �������� 
��

������	 �$�� %�%�%� 	� 
���� �*
��	�� ����

�%�%�+�

ˆ

Γ1

σ
(
�r′
)
G
(
�ri′ + εn̂i; �r′

)
ds′ ≈

N1∑
j=1

M1ijσ1j.

,� ������ 	���-����� �������� ������ � ��	 ��������	 N1ij 
��

�%�%�.� N1ij = ĺım
ε→0+

ˆ sj+
�s
2

sj−�s
2

∂G
(
�ri

′ + εn̂i; �r′
)

∂n′ ds.

��	���� 
�� ���� �� ��	 �������	 �� �� $�� %�%�% 	� 
���� �	������ 
��

�%�%�/�
φ1

4π

ˆ

Γ1

∂G
(
�ri

′ + εn̂i;
−→
r′
)

∂n′ ds ≈ φ1

4π

N1∑
j=1

N1ij
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�
�
�� ��

��������	�
	� ��
� 	� ���
�
�� Γ2 
	�	���

�������

ˆ

Γ2

σ
(
�r′
)
G
(
�ri

′ + εn̂i; �r′
)
ds ≈

N2∑
j=1

M2ijσ2j

�������
φ2

4π

ˆ

Γ2

∂G
(
�ri

′ + εn̂i;
−→
r′
)

∂n′ ds ≈ φ2

4π

N2∑
j=1

N2ij,

����	 M2ij � N2ij �	 	���	�

�� �	������ �	 ��
�� ������
 � ����� � ������ 
	��	�
��

���	�
	� �	
� ��
	�
���� �� 
	 	� ���
�
�� Γ2�

!�� �� ��
	
��
 
	���
� "�	� ���#
����	�
	� �� 	�����$� ����� �	 ��	�	 
	�
	�	�
�


��
 �� 	%�
	��$�

�����&'�

N1∑
j=1

M1ijσ1j +

N2∑
j=1

M2ijσ2j =
φ1

4π

N1∑
j=1

N1ij +
φ2

4π

N2∑
j=1

N2ij.

(� 	%�
	��$� ��
	
��
 �� ���	��� 
	�
	�	�
�
 	� ��
�� ��

����� ������ ��� ��

�)

�	 
���� [N1 +N2]× [N1 +N2] ,

�����&&�

⎛
⎜⎜⎜⎝

M1ij M2ij

M1ij M2ij

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

σ1j

σ2j

⎞
⎟⎟⎟⎠ = (bi)

����	 ��� 	�	�	�
�� bi 	�
�� ����� ��


bi =
φ1

4π

N1∑
j=1

N1ij +
φ2

4π

N2∑
j=1

N2ij, i = 1, ...N1 +N2.
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��� �� 	
���� �
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�� �� ��


�
�
�� ������� �	��	
��� �	� ��������	 ���� ��� �����	
�� M1ij� M2ij� N1ij � N2ij


���� ��
�� �� ��	���	 �� ����	 ��� �������� �� �	� ��	����� �������	 �� �� �������	

�
�
� �	 �� ���	� �	��	
���� �	 �� ���	���� �

��
�
��� G
(
�r; �r′

)
= − 1

2π
ln
∣∣∣�r − �r′

∣∣∣ .
��
� ��	���	 �� ����	 � ������	
� �������	
� �	 ��
�	���� ��������� ��� �	� ���!


�������	 �� ���"� �	������ � ��	���
 #�
��� ��� ��� ��	���	 �� ��	"���� ���	�� �r = �r′

����	$������ ��	 ��� �����	
�� M1ij ����� ��� �� ��
 �
�
%
 �	 ��
� ���� ��

����� �����
��� ��� �� ������� �	&��
�� �� ����	 �� �� �����$����	 ��� � ��
� � ��

�	
�"���
 �	 ��
� ���� ��
�	���� ��� �����	
�� � ���
�� �� �� ��������	

��
�
�'� M1ij = − 1

2π

ˆ sj+
�s
2

sj−�s
2

ln

√
(x′

i − x′)2 + (y′i − y′)2ds.

���� �����$�� �� �	
�"�����	 ����� �� ��	
��	� Γ1 �� ��	&�	��	
� ������
��$�� ���

������	���� ���
����	�� ��� ���(� �	 ��	���	 �� �� ��	"�
�� �� ���� s
 ����������

��
�
�%� M1ij = − 1

2π

ˆ sj+
�s
2

sj−�s
2

ln

√
(x′ (si)− x′ (s))2 + (y′ (si)− y′ (s))2ds.

�	 �� ��������	 �	
����� ��(	���� x′ (si) = x′
i� �
�
 ��	������	�� ����)� ��� ��

���
�	��� �	
�� �	 ��� �� ��	
�� ��� ���(�� dij� ��

dij =

√
(x′ (si)− x′ (sj))

2 + (y′ (si)− y′ (sj))
2,
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�
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�� ��

�������� �� 	�
 �
�
�
 �� ��������� ��

��
�
��� M1ij = −�s

2π
ln dij.

���� ���������� �� ����� ��� �� ��������� �������� �� �� �������� ���� ��������

��� ��������� M1ij, �� ��� �������� ��� ������������ ������ i = j
 ���� �������� ���

������������ ���������� �� ���������� ���������
  ����������� �� ���!�� �� �����!��

u = s− si" ��� ������� ds = du
 #����������� $��� �� �� 	�
 �
�
�
 ������� �!�����

M1ii = − 1

2π

ˆ �s
2

−�s
2

ln

√
(x′ (si)− x′ (si + u))2 + (y′ (si)− y′ (si + u))2du.

	���������� ��� %�������� x′ (si + u) � y′ (si + u) �� ������ �� &����� '���� ������

����� �� u � ����������� �$������ �!�������

��
�
�(�

x′ (si)− x′ (si + u) = −udx′
ds

y′ (si)− y′ (si + u) = −udy′
ds
.

#����������� �� �������� �� M1ii �� ����� ���

��
�
�)� M1ii = − 1

2π

ˆ �s
2

−�s
2

ln

√(
u
dx′

ds

)2

+

(
u
dy′

ds

)2

du.

����� �� �������� �� ����������� ��!���� ���������� ��� �� �������� �� �� ��������

�� ���� �� ����� �������� ���
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ds2 = dx′2 + dy′2.

�� ���� ����	�
 	
 ������
��

1 =

(
dx′

ds

)2

+

(
dy′

ds

)2

.

���� ����	�
�� ����� ��
��� �� 	
 ��� ������� ������� ���

�������� M1ii = − 1

2π

ˆ �s
2

−�s
2

ln

⎛
⎝u

√(
dx′

ds

)2

+

(
dy′

ds

)2
⎞
⎠ du = − 1

2π

ˆ �s
2

−�s
2

ln (u) du.

�� ���� ������� �
 ������� 
�����
� �
�
 ������� �	 ����	�
��

M1ii = − 1

π
[u ln (u)− u]

Δs
2

0 = −Δs

2π

[
ln

(
Δs

2

)
− 1

]
.

 
�
	�����! 	�� �	������� �� �
��
" M1ij 	�� ������� ������
� �� �
���
 �����
	

�� ����
��� �� 	
 ��	�
 �� #�����$��! δij! ���� �
���

������%� M1ij = −Δs

2π

[
ln dij (1− δij) +

[
ln

(
Δs

2

)
− 1

]
δij

]
.

&
��� 
'��
 ��� �	 �(	��	� �� 	�� �	������� N1ij! �
�
 ��� 	
 ��� ����)� �������

������
� 	
 ��*�
�
�� �� ���
+
�
 ����
	 �� 	
 ,���
�� �� -���� ������
�
 ���

������.�
∂G

(
�r; �r′

)
∂n̂′ = ∇′G

(
�r; �r′

)
· n̂′.
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�����

�������� ∇′G
(
�r; �r′

)
= ∇′

(
− 1

2π
ln
∣∣∣−→r −−→

r′
∣∣∣) =

−→r −−→
r′

2π
∣∣∣−→r −−→

r′
∣∣∣2 .

�������� ����������� 
� ���
���� �����
 �� 
� ���	
�� �� ����� �� ����
��� �� 
�


���
��� �� ��	�� ���� ���� 	���
������� 
� �
��
����� �
 ��	��� ��
���
� �����
 ��

����� ��	�
 
� 	���

�������� n̂′ = −sen θ′ î+ cos θ′ ĵ,

����� θ′ ������ �
 !���
� �� 
�	

��	
�� �� 
� �������� �
 ���"
 �� �� ����� ����# �

î $ ĵ � 
�� ��	�����  ��� �� 
�� 	���������� 	�����
����� %� ���� �	��	
�� ����
�� ���

������&� cos θ′ =
1√

1 + (dy′/dx′)2
, sen θ′ =

dy′/dx′√
1 + (dy′/dx′)2

.

'�

	���� 
� ���
� �� 
� 	�����# 
� ���
���� �� y (x′) �� ����	�
 � 	���

dy′

dx′ =
dy′

ds

ds

dx′ =
ẏ′ (s)
ẋ′ (s)

.

(���
��$���� ���� �� 
� �	� �����& � �������

cos θ′ = ẋ′ (s) , sen θ′ = ẏ′ (s) .



���� �� ���� 	
�
��
�
�
�� ��

��� �� �����	�� 
�����
 ��
��
�� �� ������ ������ �� �� ��� ������ �� ����	�� ���


�������� s′

�������� n̂′ = −ẏ′ (s) î+ ẋ′ (s) ĵ.

�� �
�� ����� �� ��
��
	�� ������ 
� ����	���� ��

∇′G · n̂′ =
1

2π

(− (x− x′ (s)) ẏ′ (s) + (y − y′ (s)) ẋ′ (s)

(x− x′ (s))2 + (y − y′ (s))2

)
.

��� �� �����	�� �� 
�����
 ������� �� �� ������� �� ��
 ��������
 N1ij� 
���  ��

!�� ����� �� ������ !�� �� 
���� �� �"
�����	�� 
� ��"� ������� �� �� 
���� ���

������� �� 
��#�� $� �"�	���

������%�

N1ij =
1

2π
ĺım
ε→0+

ˆ sj+�s

sj−�s

(
(x′

i − εẏ′i − x′ (s)) ẏ′ (s) + (y′i + εẋ′
i − y′ (s)) ẋ′ (s)

(x′
i − εẏ′i − x′ (s))2 + (y′i + εẋ′

i − y′ (s))2

)
ds.

&�
 ��������
 �� ����	� ����� �� �� �	�'���� �i �= j) 
� �"�	����� �
���	����(

������ 
�
��	���� !�� �� ���	���� ������ �� ���)� �
���	�"������� �� �� 	��������


�!��*� �s � ������� �� �)�	�� 	��	����

������+� N1ij =
�s

2π

(
− (x (si)− x (sj)) ẏ (sj) + (y (si)− y (sj)) ẋ (sj)

(x (si)− x (sj))
2 + (y (si)− y (sj))

2

)
, i �= j.

$	� ��"��'�� ���� �� �� ��
� �� ��
 ��������
 M1ij� �� ��
��
	�� �����	�� �	��� ���


	�'����	��� ������ i = j ��r = �r′�� 
�� �� !�� ��"���
 ������ � ���
��� ��� �����%


��� ����	��� �� ������� �����

���	����� �� �����  �����
 �� ���"	� �� ���	�"��



���� �� ���� 	
�
��
�
�
�� ��

u = s − si � �������	
��� �
 �
�
����� �� �
���	 
�	�����	 �� u = 0 �
	
 �
�

��	��
�
� �� �
� ���	���
�
� ��� ��	��� ��������� 
 �	���	 �	���

��������

ẏ′ (s) = ẏ′ (si + u) ≈ ẏ′ (si) + uÿ′ (si)

ẋ′ (s) = ẋ′ (si + u) ≈ ẋ′ (si) + uẍ′ (si) .

�
������ �
� �������������� ��	�������� � 	�
���
��� �� �����	
 ����		��
 ��	� �� 

	���
 �� ����
 


������!� N1ii = ĺım
ε→0+

1

π

ˆ �s
2

0

(
u2 (ẋ′ (si) ÿ′ (si)− ẍ′ (si) ẏ′ (si)) + ε

u2 + ε2

)
du.

"����	
��� � ���
��� �� �#���� ��������� ��
������

������$� N1ii =
�s

2π
(ẋ′ (si) ÿ′ (si)− ẍ′ (si) ẏ′ (si)) +

1

2
.

%�� &���' �
 ��� �� ������� ������	 ��
 �
�	����� ����	
� �
	
 ��� ��������� N1ij

�����()�

N1ij =
�s
2π

(
−(x′(si)−x′(sj))ẏ′(sj)+(y′(si)−y′(sj))ẋ′(sj)

(x′(si)−x′(sj))2+(y′(si)−y′(sj))2

)
(1− δij)+

+
(�s
2π

(ẋ′ (si) ÿ′ (si)− ẍ′ (si) ẏ′ (si)) + 1
2

)
δij.

*�	 +�����' ��� ��������� �� �
�	�� ��		������������ 
 M2ij � N2ij �� �������� �� 

��
��� �� 
������� ��&����� 
� 	�
���
�� 
���	��	������



���� �� ���	 
��
������	��� ��

������ ��	 
 �� ��
������ �������������� ��� �������� Γ �� N ��������� �� ��������

�s� 
 �� ������� ���������� ��� ������ �� ����������� � ��� ��������� ε �� ��� ��������

�������� ��	����� �
���
����
 ���� ��
 ������	�
 �� ��	���� �� 
�
	��� �� �����

�����
 ����������
 � ��
����� ���� ������� ����� ��	���������

���� �� ���	 
��
������	���

�� ���� �����	� 
��
�����
�� �� 
����� �� ������	� ��� 
����� �� 
����������

���������� �����
��������� �� ���� ���� �� ������� �� �����
� �� ����� �� ���� ���


��������� ��
� �� �� �������� ��������� � ������ �� ��� ���������� �������� ��������

������� � ��� ����������� �� 
�������

φ(�r) = φ1� �� ∂1�

φ(�r) = φ2� �� ∂2 �

�� 
 ��� ������� �� ������� �� �� �!�����	�

���"���
φ1

4π

˛

∂1

∂G
(
�r; �r′

)
∂n′ da+

φ2

4π

˛

∂2

∂G
(
�r; �r′

)
∂n′ da =

˛

∂1+∂2

σ
(
�r′
)
G (�r;�r′) da.

�� ���� ������	� �r′ ������ �� ����� �� ����#����	� � �$��� ��������
�� ��� ��� 
���

��� ���� ����������� ���$� ������� �� ���� ���� �� 
��
����
� ��
����� %�� �� ��������



���� �� ���	 
��
������	��� ��

�� ��������� �� 	
�����

 �� �� ���
 ��
������
���� ������� ��� �������� ��������

���� �
������ �������� ��
�
���
�� �� 
����
�
 
� ������ ���� 
������ ����������

������ ��� 
����
�
 
� ����� �� ��������
 ���
���� �� ������� ������ 
� ������
���

������������ �� ������ 
�� ������� �� 
������ �
� ��
�
 
� �������
� 
� ������ 
�

�����
 �������� ������� ��� 

� �������� M1ij � M2ij! � ��� 

� �������� N1ij � N2ij.

������ �����	
�� 
� ��
��� �	 �� �������� "���� 
� ��
������ �� ��������


���
��� ��� ��������������� �
����
� #�� �
� ������� ������ ��� ���������� 
� ������

$���� %
�
 ��� �������������� � �� ��������������� ���
� �� �� ���
 
� �����$����

���
������
�����& �
���
����
� �� ���� ����
 ���
 ��� ��������������� ����
� ��



� �
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� ���
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� 
������
��� �
�������� ������
�������� �� ��
�

����
 
� �� �����$����� ���� ��� ��� �����'$�
�& ������
� �� ������� 
� �

�
��

��
�� ������'���� 
��
�
����� #�� 
����
��� 
� �� ��
����'� 
� �� �����$��� � ���


���������
��

(� ����� #�� �� �������
 
�	�������� 
� ���� �� ���
� ����������� ��
�����

�)�*�)� da = ds1ds2,



�
� ds1 � ds2 �
� �
� 
�	���������� 
� ���
� �� ��� 
������
��� ���������� �������


��������� �
� ������
& �� �� ���
 
� ��� �

�
���
�� ��	������ �r&θ&φ) ���� $���� +�&

�� ����� #�� ds1 = rdθ � ds2 = rsenθdφ! �
����& �� ����
� 
� �
������ 
� �� ����


���������
 
� �� �����$��� �� ���
� ������������ ����
 �� ������
� 
� s1 � s2& �
�


�� ������
� 
� θ � φ�

"��
 #�� �����������
� ���� ������
 	
�������
 �� �� ����
� �
���� 
�

 �
�

�)�*�*� n̂′ =
∂�r′ (s1, s2)

∂s1
× ∂�r′ (s1, s2)

∂s2
.
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 ��
 
� 
� ��
� ��
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 �
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������� G
(
�r; �r′

)
=

1∣∣∣�r − �r′
∣∣∣ .

�
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��
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������� �r� ��
 

��� ���	���	� ��� ��� ��� � ������� �����	� 
� 
�

����� ��
��
 �r′�

!� 

 	������ 
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� ��
� 	
 ��
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�
���

� #

���� ��
 ��
 
�
�
���
 	
 �����$M1ij



 
���
����� 	
%��	�
 ���

�����&� M1ij = ĺım
ε→0+

ˆ s2j+
�s2
2

s2j−�s2
2

ˆ s1j+
�s1
2

s1j−�s1
2

ds1ds2
|�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i

′| ,



���� �� ���	 
��
������	��� ��

����� �� ��	�� 
	� �� �� ���	��
� �� �� ������ �� ���������
� �� ��������� ������������

	� �	��� �� ���������
� ������ �������� 	�� ��������� ������������ ε �� �� �	��������

�� �������� �� �	����� ����� �� ������ �� ���������
� ����� �� ����	�������� �	�
	�

��������� 
	� �� �� �� ����� ������ �� ��������

�� �������
� �������� �������� 	�� ����	������� �	���� i = j �� ����� 
	� ��

���������
� �� ������������ ��� ������ �������� ���� i �= j ������������ 	�����

�� �������� ��
	���� �� �� �	������� �� ���������
� ���� ������� 	�� ����������
�

���� �� ��������� ������� �� ����� ��� ����	��� �	� ����� ����������� �� ���� �����

	������� 
	� �s = �s1 = �s2� !� ���� ������� ��������� �� ���	�����

"#�$�%& M1ij =
�s2

|�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1j, s2j)| , i �= j


	� ���������� �� �	��� ���������� �� � ������ �� ��� ����������� ����������� "x′�

y′� z′& ��� ������ ������������� �r′ (s1, s2)�

���� �� ���� i = j ������� ����������� ����������� �� � ����� |�r′ (si1, si2)− �r (s1, s2) + εn̂′
i|

�� "#�$�'&

∣∣�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1j , s2j) + εn̂i
′∣∣ =

√
(x′(s1i, s2i)− x′ (s1, s2) + εn̂′

ix)
2
+
(
y′(s1i, s2i)− y′ (s1, s2) + εn̂′

iy

)2
+ (z′(s1i, s2i)− z′ (s1, s2) + εn̂′

iz)
2

.



���� �� ���	 
��
������	��� ��

��������	
��� ��� �
��	�� �
 �
�	
��
 u1 = s1 − s1i � u2 = s2 − s2i � ����	�
�
���

�
� 
��
��	��
�

�������

x′(s1i, s2i)− x′ (u1 + s1i, u2 + s2i) = − (u1∂s1x
′(s1i, s2i) + u2∂s2x

′(s1i, s2i))

y′(s1i, s2i)− y′ (u1 + s1i, u2 + s2i) = − (u1∂s1y
′(s1i, s2i) + u2∂s2y

′(s1i, s2i))

z′(s1i, s2i)− z′ (u1 + s1i, u2 + s2i) = − (u1∂s1z
′(s1i, s2i) + u2∂s2z

′(s1i, s2i)) ,

���
�
���

�������

|�r′(s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i
′| =

[u2
1∂s1�r

′(s1i, s2i) · ∂s1�r′(s1i, s2i) + 2u1u2∂s1�r
′(s1i, s2i) · ∂s2�r′(s1i, s2i) + ε2 (n̂′

i · n̂i
′)

+u2
2∂s2�r

′(s1i, s2i) · ∂s2�r′(s1i, s2i) + 2ε (∂s1�r
′(s1i, s2i) · n̂i

′ + ∂s2�r
′(s1i, s2i) · n̂′

i)]
1
2 .

�
�
 �
�	�	�
� 
� ������� 
� ����
�	
��
 ����	�
�
� �
� �	��	
��
� �
�
�	��
�� �
� ��
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 �
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�
#
��� ��� �� �
� �
 �����
�
�
� ����	� �

� �������
�
�� ����
�
� ����
 �




���� �� ���	 
��
������	��� ��

���������� �	
����	�
� ��� ����	��	��	 �
�
�����	�

�������

∂s1�r
′(s1i, s2i) · ∂s1�r′(s1i, s2i) = 1

∂s2�r
′(s1i, s2i) · ∂s2�r′(s1i, s2i) = 1

∂s1�r
′(s1i, s2i) · ∂s2�r′(s1i, s2i) = 0

∂s1�r
′(s1i, s2i) · n̂ = 0

∂s2�r
′(s1i, s2i) · n̂ = 0

n̂ · n̂ = 1.

�	
 ���	 	���
��	�

�������� |�r′(s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i
′| =

√
u2
1 + u2

2 + ε2.

���������
�	 �
 ������� 
 

����	� �
 �
 !�� ����" 	���
��	�

�������� M1ii = ĺım
ε→0+

ˆ �s2
2

−�s2
2

ˆ �s1
2

−�s1
2

du1du2√
u2
1 + u2

2 + ε2
.

#�

���
��� �
��$�

�	 � �	�

�	 �� �%���� ������
 &�� �	� �����
�	� �� �
 ��
$	

�

���'
 �
�	� �	�

�������� M1ii = 2�s ln

[
1 +

√
2

−1 +
√
2

]
.
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��� ��� ���� �� ���
 �� ��� ��� �
��
��	�� 	� ���
 ���	��

���� �� 	
�����
���
�� �
� 
�������

�
	��
� ���
���� ����������� �� ����
� M1ij �
�


�������� M1ij = 2�s ln

[
1 +

√
2

−1 +
√
2

]
δij +

[ �s2

|�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1j, s2j)|
]
(1− δij) .

��
�� �
������
� �
� �� ������
 	� �
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� 	� ����
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����������

� N1ij�

�� ���� ���
 ��� ��� ��� ��
	�	
�
� �
���� �� �������	
 �
�����
 	����	� 	� ���

�
���
� �� � �
�� ����� �� !��� 	�� ������
� "
��
	����
� �� �#����
��

������$�

N1ij = ĺım
ε→0+

ˆ s2j+
�s2
2

s2j−�s2
2

ˆ s1j+
�s1
2

s1j−�s1
2

∇′
(

1

|�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i
′|
)
· n̂′ds1ds2.

�������
� �����������	
 �� ���	
���� 	� �� %���
�� 	� &����

������'� ∇′
(

1

|�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i
′|
)

=
�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i

′

|�r′ (s1i, s2i)− �r′ (s1, s2) + εn̂i
′|3 ,

� �� ����
� �
����

n̂′ = n′
xî+ n′

y ĵ + n′
kk̂.

(�� �
��
������ 	� ��� ����
� �� ���	�� ����
)
� �
��
	����	
 �� ��� ����� �
�


������*�

n′
x = (∂s1y

′ (s1, s2) ∂s2z
′ (s1, s2)− ∂s1z

′ (s1, s2) ∂s2y
′ (s1, s2))

n′
y = − (∂s1x

′ (s1, s2) ∂s2z
′ (s1, s2)− ∂s1z

′ (s1, s2) ∂s2x
′ (s1, s2))

n′
z = (∂s1x

′ (s1, s2) ∂s2y
′ (s1, s2)− ∂s1y

′ (s1, s2) ∂s2z
′ (s1, s2)) .
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��������

N1ij = ĺım
ε→0

ˆ s2j+
�s2
2

s2j−�s2
2

ˆ s1j+
�s1
2

s1j−�s1
2

(�r′ (si1, si2)− �r′ (s1, s2)) · n̂′ − εn̂′
i · n̂′

|�r′ (si1, si2)− �r′ (s1, s2)− εn̂i
′|3 ds1ds2.

���� ��
 ��������
 �� ����	� ����� �� �� �	������ �i �= j� ������
 �� �
���	���	 �

����	�	����� !�
���� "��

������#� N1ij = �s2
(�r′ (si1, si2)− �r′ (sj1, sj2)) · n̂′

|�r′ (si1, si2)− �r′ (sj1, sj2)|3
, i �= j.

�� �� ��
� �� �� "�� 
� �	��� i = j$ ���%	��� 	�������	� �� ����	� �� %��	���� ������

��� �
� 
�
�	���	 � �� 	��������� �� �� ��� ������ 
� ���%	���� ��

������&�

∇′
(

1
|�r(s1i,s2i)−�r(s1,s2)+εn̂i

′|

)
· n̂′ =

−(u1∂s1x
′(s1i,s2i)+u2∂s2x

′(s1i,s2i))n′
x

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

−(u1∂s1y
′(s1i,s2i)+u2∂s2y

′(s1i,s2i))n′
y

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

−(u1∂s1z
′(s1i,s2i)+u2∂s2z

′(s1i,s2i))n′
z

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

− ε

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
,



���� �� ���	 
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������	��� ��

����� ����� �	
�
�
�� �
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��
���� �
� ���
�
�
� �
�	
 ��
��� �����

���

�	� ���
�� �� �
����

��������

∂s1x
′ (s1, s2) = ∂s1x

′ (s1i, s2i) + u1∂
2
s1
x′ (s1i, s2i) + u2∂s2∂s1x

′ (s1i, s2i)

∂s2x
′ (s1, s2) = ∂s2x

′ (s1i, s2i) + u2∂
2
s2
x′ (s1i, s2i) + u1∂s1∂s2x

′ (s1i, s2i)

∂s1y
′ (s1, s2) = ∂s1y

′ (s1i, s2i) + u1∂
2
s1
y′ (s1i, s2i) + u2∂s2∂s1y

′ (s1i, s2i)

∂s2y
′ (s1, s2) = ∂s2y

′ (s1i, s2i) + u2∂
2
s2
y′ (s1i, s2i) + u1∂s1∂s2y

′ (s1i, s2i)

∂s1z
′ (s1, s2) = ∂s1z

′ (s1i, s2i) + u1∂
2
s1
z′ (s1i, s2i) + u2∂s2∂s1z

′ (s1i, s2i)

∂s2z
′ (s1, s2) = ∂s2z

′ (s1i, s2i) + u2∂
2
s2
z′ (s1i, s2i) + u1∂s1∂s2z

′ (s1i, s2i) .
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��������

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−(u1∂s1x
′(s1i,s2i)+u2∂s2x

′(s1i,s2i))n′
x

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

du1du2,

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−(u1∂s1y
′(s1i,s2i)+u2∂s2y

′(s1i,s2i))n′
y

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

du1du2,

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−(u1∂s1z
′(s1i,s2i)+u2∂s2z

′(s1i,s2i))n′
z

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

du1du2,

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−ε

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2.

��	
���


��� �
 �������� �� �
 �����
��� �� 

 ������
 ������

 ��������	

��������

− (u1∂s1x
′(s1i, s2i) + u2∂s2x

′(s1i, s2i))n′
x = au2

1

+bu2
2 + cu3

1 + du2
1u2 + eu2

2u1 + fu1 + gu2 + hu1u2,

�����



���� �� ���	 
��
������	��� ��

��������

a = ∂s1x
′(s1i, s2i)

(
∂s1z

′(s1i, s2i)∂s2∂s1y
′(s1i, s2i) + ∂2

s1
z′(s1i, s2i)∂s2y

′(s1i, s2i)
)

b = ∂2
s1
x′(s1i, s2i)∂s1z

′(s1i, s2i)∂2
s2
y′(s1i, s2i)

c = ∂s1x
′(s1i, s2i)∂s2∂s1y

′(s1i, s2i)∂2
s1
z′(s1i, s2i)

d = ∂s1x
′(s1i, s2i)∂2

s1
z′(s1i, s2i)∂2

s2
y′(s1i, s2i) + ∂s2x

′(s1i, s2i)∂s2∂s1y
′(s1i, s2i)∂2

s1
z′(s1i, s2i)

e = ∂s2x
′(s1i, s2i)∂2

s1
z′(s1i, s2i)∂2

s2
y′(s1i, s2i)

f = ∂s1x
′(s1i, s2i)∂s1z

′(s1i, s2i)∂s2y
′(s1i, s2i)

g = ∂s2x
′(s1i, s2i)∂s1z

′(s1i, s2i)∂s2y
′(s1i, s2i)

h = ∂s2x
′(s1i, s2i)

(
∂s1z

′(s1i, s2i)∂s2∂s1y
′(s1i, s2i) + ∂2

s2
z′(s1i, s2i)∂s2y

′(s1i, s2i)
)

+∂s1x
′(s1i, s2i)∂s1z

′(s1i, s2i)∂2
s2
y′(s1i, s2i).
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´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

au2
1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 +

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

bu2
2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2

+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

cu3
1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 +

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

du2
1u2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2

+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

eu2
2u1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 +

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

fu1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2

+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

gu2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 ++

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

hu1u2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2.
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ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

au2
1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = a�s ln

[
1+

√
2√

2−1

]

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

bu2
2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = b�s ln

[
1+

√
2√

2−1

]

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

cu3
1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = 0

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

du2
1u2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = 0

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

eu2
2u1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = 0

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

fu1

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = 0

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

gu2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = 0

ĺımε→0+
´ �s2

2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

hu1u2

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2
du1du2 = 0.

��	 
� ��
��� ��	� 
� �	���	� �
���	�
 �� 
� ��� ������ 	���
�� ���

��������

ĺım
ε→0+

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−(u1∂s1x
′(s1i,s2i)+u2∂s2x

′(s1i,s2i))n′
x

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

du1du2 = (a+ b)�s ln
[
1+

√
2√

2−1

]
.
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��������

− (u1∂s1y
′(si1, si2) + u2∂s2y

′(si1, si2))n′
y = a′u2

1 + b′u3
1

+c′u2
2 + d′u2

1u2 + e′u2 + f ′u1 + g′u1u2 + h′u2
2u1,


��
� 
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�
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 �� 
� �!���	���	� �
"�	�	
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	��� 
� 	������
 �����	��# ��
���� 	����	� "��


�� $�	��� �%��	��� �� ��
�� 
� 
� 	�������	&� ��� a′u2
1 ' c′u2

2�  �� %���# 
� �����
�

	������
 
� ������ ��

������(�

ĺım
ε→0+

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−(u1∂s1y
′(s1i,s2i)+u2∂s2y

′(s1i,s2i))n′
y

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

du1du2 = (a′ + c′)�s ln
[
1+

√
2√

2−1

]
.

�� 
� �!����	&� �����	�� 
�� �����	����� a′ ' c′ ���)� 
�
�� ���

������*�

a′ = −∂s1y
′(s1i, s2i)

(
∂s1z

′(s1i, s2i)∂s2∂s1x
′(s1i, s2i) + ∂2

s1
z′(s1i, s2i)∂s2x

′(s1i, s2i)
)

c′ = −∂2
s1
y′(s1i, s2i)∂s1z

′(s1i, s2i)∂2
s2
x′(s1i, s2i).

+��� 
� ������� 	������
 �������

������,�

− (u1∂s1z
′(s1i, s2i) + u2∂s2z

′(s1i, s2i))n′
z = a′′u3

1+

b′′u2
2u1 + c′′u2

1u2 + d′′u1u2 + e′′u1 + f ′′u2
1.
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ĺım
ε→0+

´ �s2
2

−�s2
2

´ �s1
2

−�s1
2

−(u1∂s1z
′(s1i,s2i)+u2∂s2z

′(s1i,s2i))n′
z

(u2
1+u2

2+ε2)
3
2

du1du2 = f ′′�s ln
[
1+

√
2√

2−1

]
,

�����

	
����
�

f ′′ = ∂s1z
′(s1i, s2i)

(
∂s2∂s1x

′(s1i, s2i)∂s1y
′(s1i, s2i)− ∂2

s1
x′(s1i, s2i)∂s2y

′(s1i, s2i)

−∂s2∂s1y
′(s1i, s2i)∂s1x

′(s1i, s2i) + ∂2
s1
y′(s1i, s2i)∂s2x

′(s1i, s2i)
)

����������� ������������ �� ������ ��������

	
������

ĺım
ε→0+

ˆ �s2
2

−�s2
2

ˆ �s1
2

−�s1
2

−ε

(u2
1 + u2

2 + ε2)
3
2

du1du2 = − ĺım
ε→0+

4 arctan

[
�s2

2ε
√

2�s2 + 4ε2

]
.

�� �������� �� ������ ���������

	
������ ĺım
ε→0+

ˆ �s2
2

−�s2
2

ˆ �s1
2

−�s1
2

−ε

(u2
1 + u2

2 + ε2)
3
2

du1du2 = −2π.

��� ���� ���������  ������ ���������� ��� ��������� �� �� �������� N1ii ����

	
����!� N1ii = (a+ b+ a′ + c′ + f ′′)�s ln

[
1 +

√
2√

2− 1

]
− 2π,

� �� �� "���� �������

	
����#�

N1ij =
[
(a+ b+ a′ + c′ + f ′′)�s ln

[
1+

√
2√

2−1

]
− 2π

]
δij +

[
�s2(�r′(s1i,s2i)−�r′(s1j ,s2j))·n̂′

|�r′(s1i,s2i)−�r′(s1j ,s2j)|3
]
(1− δij) .

$� ���� � ��� ���������� ��������� ������������� ������� ���� ��%���� �� �������
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 � ��� ���������� �� ���������� -�� �� ����� ������
 ���
������ '�� �
�� �����

�����
���� ��
 ����������
 ���'������  �����!��� 
� ����
 �� ��������� �������� �����

��� ����� �
���������. � �� '�� ����������
 ��������. �������
 '�� �� ���������

�� �� �������� 
��� �� ��)��� '�� �
������
 ��
������

/!��� ���
�������
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∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

σ1i�a

∣∣∣∣∣ .
�� ������������ ��� ������� �� ������� ���������� ����

	
���
�� C =
�a

�φ

N1∑
i=1

σ1i.

��� �� ������ �� �������� �� ��������� �� ������������ �� �� ������� ���������������

�������� �� ��������� ��� ���������� �� ����� ������������ �� �� ��������� ��� ������

 �� ������� �������� �������� �� ������� �� ���������� 	!�!�""�� #�� �������� $���

�%� �� �� ��������� ���� &����� �� �� ����������� ����������� ��� �� �� &����

�������� ���� �� ����� ������� �� ������ ���������� ��� ������� '� ��� ���  ��

����� �� ��������� ������������ �� ��������� ���������(

��������	 
� �� ������ 	
 ���
�
����� �
��
��� 
�
�
 
� ���

��� � 
� ���

�

��	���� �� 	��
�������� 	
 ����� 
���
���� ����
 �� ���
����
 	
� ���

� � ���� 
�

�
�
���� �� ������
����� 	
� ���

���

'��� ��������� �� ����� ��������� ��� �� &��&� ��  �� �� ������� �� �����������

�������� ������ �� �������)� ��� ������� *� ��� �� ������ �� ������������ �����$�

�������� �� ������� �� ����������� �������� �� ������� ������� ��� ����� �� ��

+����� �� �������� ���� �� ���� ������������� * ��� ��� +������ �� �������� ����

�� ���� ��������������� ,�)� �� ������������ �� ������ -������ �� ���� +������ * ���

-������� ������������ �������������� �� ��  �� ����� � �� ������ ���������� ���

������� '� ���� ������� *� ��� �� ������� &����� ������ �� �� ����������� ����������

������ �� �� �������� 	�������� ��� �������� ��������� ��� ������ * �� �� ��������

�� �� ������������ ���� ���� +����� �� ��������� .� ���� ������ ����������� ���



C (θ) C (θ, ϕ)



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
�����

��������	�	 	
 ���� �	
 ��
������ ��
������� �������� 	� 
� ����� �� ���� �� �	

	�

��� ���	�����	��	� 	
 	����	� �	 
� ��
	����	 �	 �	�
������ �

������ ���	�����

��������	� �
 ���	���� � �	 ������� 
� ��
��������� ����	�
����	��	� �� ��	���� ����

	
�� 
� ���	���� � 
� 
���� �	
 	�	 ����	  �	 �	�	��� ��
	����	� �	 
������� ��������

!��� 
�� �"
��
�� ���������  �	 �������	��� � ������������ ����	��� 	
 ����	
��

�	 ��
��������� 
�� ������ �	 
�������� Cl� ���� �������� �	 �	����	 
��

#$�%�%& Cl (θ) =
C (θ)

L
,

	� ����	 L 	� 
� 
������� �	 ��� �	����� �	
 ��������
�� ��
������� � 
� 
���� �	


	�	 �	 ���	���� � C (θ) 	��" ���� 	� 
� ��� $�'�$(� )��	�����  �	 ��������� 	�

�����	����� 
�
��	� 
� ��
��������� Cl (θ)� ��
��
��� ���� *������ �	
 "���
� �	

��������� ���	�	��� ��� ����	� ��
������� �	
 ���	���

�� �	�	����� �+	���  �	� �
 �	��� 	� �
�,� ���� 
������
��� 	
 ������ ��������


�	�	����� 
��
������� �	��
����� ����	����� !��� ����� ������	�	��� 	
 ���� 	� 	


���
 	
 ��
������ 	��" *������ 
�� ��� ��
������ ������
	�� ���� 	�	 ���,� 	��" �


� 
���� �	
 	�	 z� -������	��	� 	� �� 
������
� �	 ��������
�� ��
������� �	 �	�	

���

�� 
� ��������� Lc 	 r2� ����	 Lc 	� 
� 
������� ����� �	 
�� ���������	�

��
�������� � r2 	� 	
 ����� #���	����& �	
 ��
����� 	��	����� !��� ���� �	��	���� �	 
�	�	

	�������� ��� 	�
�	���� ���
����� �	
 
��	����
 	
	������"���� � �	 
� ��
����������



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

�� ������	
� ���� 


� ���

������� φ (r) = (φ2 − φ1)
ln
(

r
r1

)
ln
(

r2
r1

) + φ1,


��
� r �� �
 
	��
��	
 ������
	���
� 
��
� �� ����� 
� ������
�	�� �
��
 �� ��� z�

�	����
� ��� �
�
 �
 �
�
�	�
��	
 ��� ��	


 
� ����	��
 ���������

������� Cl =
1

2ln
(

r2
r1

) .
�
�
 �������� �������� ����	��� ��� �
����� 
� ��� ������	
��� 
� ��� ���
�������

���� φ1 = 0  φ2 = 1! ��� �

	�� 
� ��� �	�	�
��� ���������
	����� "����� r1 = 1

 r2 = 2� �� �
��� ���#�	�� �
�
 �
 �
�
�	�
��	
$ �����	
� ��	�	%
�
� �� �#��
�

	�����
� ���������$ "�# 0,7212$ ��� �� �� ����
�� 
� �
��� 
�
�&�	�� 0,7213 �����	
�


� ��	�	%
� �
 ���
�	�� ������ '
����$ �
 (���
 ) ������
 �� ������	
� �����������	��$

�� ��
 
	����	�� �

	
�$ 
����� 
� �
 ���	�� �
�&
 ����� ��� 
�� ���
�������� *
 ���(�


������
 ��� �������
� ���
� �� ������	
� �����������	�� �
����

� 
�
�&�	�
�����  ���

�&������ 
%���� �� ������	
� �
����

� ��
	
��� �� �#��
� ���#�	��� +� ������
 ���


��
� ����
� �����	�
����� �� ��
��
�
�� ���� ������
 ��� �� �#��
� ���#�	�� ����

"���	��
�
��



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

��� ���

����	� 
�� ��� 
�����	�� �� �� ��������	 ������	��� ��� 	����� r1 = 1

� r2 = 2� ��� �����	����� ���	� ��� 	��������� ��������� ����	������

� ����	��� ���	������ ��	� �� ��������� �����	���������

����� ����	
����� 
� ��������� 
�
 �	�������	� ������
� �� 
� ����� ��� ��

���� ���� �
 �����
� �����	��� ��� ��
	� r2 = 2� �������� ��� ����� ��������
��� ���

������� 
� 
���	��
 0,7 � ����� 0,14� ���� ���� �	����� �
 ��
��
� �����	�� 
	� ��

 �
�� ���� 
� �����	����	� Cl = 0,655� �
 �������� ����  �
�� ��� �
 ��� �� �	��� ��

�
 ���� �	� ����� !����
��
� �����	�� 
�
 ���� �����	��" ��� �� #�$%&� �� ���� ���

�����	��
�  ��	��	�� 
� 
� �����	����	� 
��	
� � 
� �������	� 
� 
� ������ ���� ���


	�� ��� 
�� 	������� ��� ��
���� ������� �� ��� ���
��	 �� 
�
 ��'���� �	�� ���


����
�� 
� 
� �������	� 
� 
� ������ (������ ��
���� ��� ���� �
 ���� �������� ��

�� ������ ��
��	�� ���
��	�� ���� 
� �����	����	��

��	���������� ���� �� �	��
� ������	�� 
� ��������	��� �� ������� �� 
� �����

$� 
� ��� ��
��� ����	
������ ���� 
� 	����� 
� �� ��'��� �	���
�� 
� ��
	� r1 = 1�



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

��������� ������ �� �	
��
�� ��� ���	
�� �� �
������ ���� �� ���
� r2 = 2� ����

��� �� ��������� �� 
����� �� �� �
����������
� �� ���
� Cl (θ) = 0,721�

���� �� �
�������
� �� �� ����� �	 ��������� 
������� �	���
��� �� ���
�� �	
��

���� �� 
����� �������� �� �� ����� �	 ����������� �� �
��� �	
��� ��� �� �� ����

�����
��� ���� � ��� �� �	
��
�� �
��� ��� ������ !
� � 
����� �� ��� �
����������
�

�� ���
� Cl (θ) = 0,655� "� �������� ���� 
����� #$
�� �	% ��� �� �����
�� #$
�� ��%

�� ��
����� �� ������ ������	���� �� �� ����� �� �� ����
����
���� ��� �
�������
��

"����� ������ ��
�
�� �� ������� �� �� 
����� �� �� �	
��� �
������� �����
�������

�� �������
�  ������ ���� � ���� ��� �������� ��������� ��������
������ ��� ������

����� �
����
��� ����������
����� � �� �
����&� �� ��� �������&�� �����������

��� ���

����	� 
�� ��� 
����� ��		����������� �� ������ ����	��� ��

�� ���	� ��� ��� 
����� ��		����������� �� ������ ����	���

�� �� ���	� ���

'����� ��� 
����� ������� �� ����
����� �� �	
��� �� ��������&� ����� ����
����

(�� �� �	
��� �
������ �� ���
� r1 = 1 ��� ������ �����	�����
�� �������������



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

�������� 	� ��
��� 0,2 � 	� �
����� 0,18� ��� �� ���	� �������� �
 �� ����� ��� ��

����
��� ��������
	� �� �
�����	� �
 �� ���� �

������ �
 �� ����� �� �� ����
�� ��

�����
 ������
��� � �� �������
 ���
�����
���� �
 �� �����
� ��� ��������
	�
 �


���
� ��	�	� � ��� 	�� ����
�� ��
���� ��� ��� ���
�����
���� �
 �� �����
 
� ��


���
�
�������� ���� 	� 
�	�� ��
���� ��� �����
 
�� 	� �
� �	�� 	� �� �����
���

	�� ����
� �����
��� �������
�
�	���

�� ��
 ��  
��� �
�������!
 ��

�
�	� �
 ��
�

�����
 �����
� ��������� �����	���� �� �����
��� 	�� ����
�� "� �	��#� ��
��	������

��� �� ��
���
 ��� �����
����
���� 	� �� ��

�� 	� 
�	�� ��
���� �� �����	����!
 	��

����
� �� �
 �������� 	������� ��
� �

�����

� �������� �� 	� ����� �
 ��������

	
����� ���� ��
�	�� 
� ��
# ��
��	���	� �
 �� 	��������� 	� ��
� 
�����

��� ���

����	� 
�� ��� 
������� ��� ��� ����� 	���������	

� ������ ��	����	 ��� ����	� �	�����	������� ��� ������ ��		���

��������� �� ������ ����	��� �� ����



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

��� ������ �� 	 �
 ����
��� �� ��
������ ����
���
�
��� �������������
� � ���

���
���� �
��
���
��
��� ���
����� �� ��� ������ �� 	 ��� ������
������
�� �����

��� �
������ ��� �� 
������� ��������� ��� �����
���� �
�������� ��� ������
��
��

��� ��� ����������� ��  ���
��� �������
��� ��� �������� �� ��
�� ����� �� ��
������

����
���
�
��� �� ����� ��
���� ����� ��� �
��
� 	 �� ����
�� �������� ���� �� ��
���

����� �� �������
� ��� ��
������ !����� ����
����" �� �� ����#� ������� � �� ���
� ���

�
��
����



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

���

���

����	� 
�� ��� 
�������� �����	�������� ��		�����������

�� ������� ����	��� �� �� ���	� ��� ��� 
�������� �����

�	�������� ��		����������� �� ������� ����	��� �� ��

���	� ���

������ �����	
��� 
��
����
� 
�� ���
�����

 �
����
�
� ��� �� ��� �	
��

�
����� ��	��
�	��

��� �� ��� ����
�� ��
��
���� �� ��� ����
���� ��
�	
�	�� �� ��



���� �����	
��� 
�������� �
�
 �� ����������� �
�
��	��� ����
����� ��

��������	 
� ���� ���
� �����
 � ��� �� ����� �� ��� ���������� ���� ���� ��������

���
 �� ���� ��� �
� ���������� 	�
�������

�	 
� �
�����
������ � ���� ���
 �� �����

��� �
� 
����
� ������ �� �
� ������ �
� �������� 
������ �������� �� ������� �


�
� ��������
� � ������ ������ � ������� ������� ��������� ���
������� ��� �� 
��

��� ��������	  !� ���� � ����� �
� ��������
� �"������������ �������� ��� �#���


��
����
 �
��� �� ���� �!���
 �� �������� ����������	 
� �
�����
 �� ���� ���


�
������� � ��� ���������� �
�
 ���������� 
��

���
�� �
� ��� ������ �����������	 
�

���� ���
 �
 ���������
� �
�
��� �� ����� �� ��� ����������	 $
� ����� �
� �� ���


�� ����������� � �
� ��������
� ��� �� ����������	  � �������
� �� ��� �
�!� ��

����������� ���������� ��� ���� ����������� �� ���� � �
� ��������
�% �� ����������

�������� �� ������� � �� �
������ �� �
���������	 
� �� ���
 �� 
����
� ���������
�

�
� ���������� �����
���� �������� ��� #
��� �� �
�������� �� �������� �� ��������

�� �� ���� �!���
 �� ������� ������
�� � �
� ������ �� ��� ����� ��
���
������	 
�

&'() �� �������� �� ���
�
 �������
 ���� ���������� � � �
���������� �� �"�
���

���������� ��� �����	

*� ��� #������ r (θ)� �
� 0 ≤ θ < 2π� ���������� �� �

�������� �
����� � ��

����� ���
 �
� ��
����
 〈r (θ)〉 = R� ������
� �� #������

+,	(	-. ρ (θ) = r (θ)−R,

�
��� ρ (θ) ���������� �� ��������� ������ �� �� ����� �������
 � ��� ������#�������

�� ����
 R	 /� ��������� �����
��� ��� ���
���
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+,	(	0. f (ρ) =
1√
2πσ

e−
(ρ−〈ρ〉)2

2σ2 ,
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〈ρ (θ) ρ (θ′)〉 .
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B (θ, θ′) = e−
(θ.θ′)2
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�����% ρ (θk) = σ

+∞∑
j=−∞

(
2�θ

Θ
√
π

) 1
2

e
−2(�θj)2

Θ2 Xj+k,
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	�������� σ = 0,0970873� Θ = 0,087266 rad#
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	���	���	� ��������� 
	�	 ��� ������� θ = 0◦, 2◦, 4◦, . . . . . . , 358◦�
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〈Cl〉 &�(&))'((% &�*'(+,)%

σ &�&&)&'&&' -�)'*.��,
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����� ��� ����������

�����
��� ���
���� �� ���� �� ���������� !�
����� ,��
��� �
� �� ��������� P ����

��� -
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�	������
�� $�� �������� ��	���
�� ������	�� ���
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���� 
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���	�� � ������� �����&�
�� �� �� 
��� ���
����������� �� ��
��	�� ���

�� ��
���
���� ��"���
� �� ���	��	� �������� � �� �����
��� 
� ��� "��
���
����

'�� #�	���% (�� ��� (�
�� ��"���� �� ���% �� �������% ������ ��� �������� �������

	�� ���� ������	�
 � ��� �����
	���� ����	�� � ���	�� 
� ����� �� ��� 
�"�
�� �����
�
��


�� ��� ��� ����� ������
��� �� 	������"�� 
� ��� ����	���  �	��
�� )���� �� ��

�	���
�
 
�� ��
���
���� 
���
�	��� �������	�* $� ���������
�
 
�� ��
���
���� �� ��


���� 
� �� �	���
�
 ��� ���
��	�� '�� �������% 
�
� �� ����	� �� ���
� ��
�� ��
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�

������������ �� ���	
�� ���� ��
�	 �	 �
	��
� ���
������� ����������� �� 	� ���	��

�
�
�	
� ����� ������� ��� ���� 
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	�� �
���
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	�� �	���� �	 �� ���
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� 
	�
����� ��
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���
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��!� 	� ���
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������� �	 
� ����	��� "��� ���������� �	
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�� � ���� 	� �� �	���� 	� �
	 �����	��� �
	��
� ���	�� ��
� ����
�
 ��
��

���	
���	� ���	� ���� �������	� # �	������
���
	��



��������	

��� �����	� 
� �
���� ��� Λ [y] ��� �����	
�� �
���� 

������
�� 
� 	����
�

��
�� ��� �����
����	 ���	�����	

������� Λ [y] = a0(x)y
′′
+ a1(x)y

′
+ a2(x)y

� 	��� B1 [y] � B2 [y] ��	 ����
���	 
� ��������

�������
B1 [y] = a11y(x1) + a12y

′
(x1) + b11y(x2) + b12y

′
(x2)

B2 [y] = a21y(x1) + a22y
′
(x1) + b21y(x2) + b22y

′
(x2).

���	

���	� �� 	
��
���� 	
	���� 
� �����
���	 �� ��������� ��� ������	 � �� ��������

����� �

Λ [y] = f(x)

B1 [y] = c1

B2 [y] = c2,


��
� c1! c2 	�� ���	�����	! � �� ���"���� 
� ������	 � �� �������� �	��
�
�

�����#�

Λ [η] = 0

B1 [η] = 0

B2 [η] = 0.

��



��������	 
�

��� ��� ����	�
������ � ��
�������� ������� ���
� �
� ��
����
 
� ������
 � ��
� ���
�


� ��
����
 ������
� �
 ������ �� ���� �
 
� ��
����
 �� ������� �� �
������ �


�������� �� �� ������	
 ��	��
��� ������� ����� ��
 �������� �� �����
�� ���

������ �� ������	
 �� ��	��
��� ������� ����� ��
 �������� �� f (x) , c1, c2 �
����
���

�����
� ������������ �� ���� �� �� �
��� �������� ������� ����� �� ���
� ����������� ���

�	�
���� �� �� ������	
 ��	��
��� ������� ����� ���� �
 �������� �����
�� ��������

������� ����� ��
 !���
 �������� �
�
 ��
�"���� f (x) , c1, c2�

��������	
��
 Λ [η] = 0 ���
� ��� ��
����
�� 
�
��
��
�� �
����
���
��� η1, η2�

��� 
� ��
�� 
� ��
����
  �
���
 ����� �����	���� �
 
� �����

η = α1η1 + α2η2

� Λ [y] = f(x) ��
��! 
� ��
����
  �
���


y = y0 + α1η1 + α2η2,

��
�� y0 �� �
� ��
����
 �������
�� �� Λ [y] = f(x)� ���� ���������� 
�� ��
�����
��

�� ���
���� �������" 
���������� ����
��� �
 �� ���
�� ������� �� �������
��

B1 [y] = B1 [y0] + α1B1 [η1] + α2B1 [η2] = c1

B2 [y] = B2 [y0] + α1B2 [η1] + α2B2 [η2] = c2.

#�����
�
�� 
�� ��� �������
�� �
�������� �	��
����

�����$�
α1B1 [η1] + α2B1 [η2] = c1 − B1 [y0]

α1B2 [η1] + α2B2 [η2] = c2 − B2 [y0] ,



��������	 
�

��� ������	�
���

� =

∣∣∣∣∣∣
B1 [η1] B1 [η2]

B2 [η1] B2 [η2]

∣∣∣∣∣∣ .
����
 ������
 ��� �	
�	���	� ����� ��
 �

�
� �

�� � �= 0� �� �
�� �

�� ������� �	��� ��
 ��	�
 
����	�� α1� α2 � �
 
����	�� ��

������� � 	
�� � �
�! ������	�
�
 �� "���
 ��	�
� #
�
 �����$� �%������


η = α1η1 + α2η2

�

�����&�
α1B1 [η1] + α2B1 [η2] = 0

α1B2 [η1] + α2B2 [η2] = 0.

'
 ��� � �= 0� �
�� 
	
���
 �	��� 
��� �
 
����	�� ��	(	
� � ���
�������������

�����$� �	��� 
��� �
 
����	�� ��	(	
� η = 0�

)� � = 0� �� �
�� �

� �����&� �	��� ��
 
����	�� �� ��	(	
� α1� α2� #�� �� �
���

�
 ��� �����$� �	��� ��
 
����	�� �� ��	(	
�� �������
� ������� �� �����
� ��

�	��� 
����	��� *	� ��%
��� �
� (
����
 �� c1 −B1 [y0] � c2 −B2 [y0] +
�
 ��


��� �� 
	
���
 +���� ����� ��
 
����	�� � ��
��� �� 
	
���
 �� ���
�	���


�	��
��
 �� �����,��� ��� �� ������	�
��� �� ���-�	����
 ���� �	��� ��



����	�� �� ��	(	
�� �������
 �
�� �	��� 	�-�	�

 
����	���
� ������

.��� �/��+�� ���
	�,��
� �
 � +��
	�� �	"�����	
� �� 
������ ����� � 
�
 ����	�	���


�� "������


�������� Λ [y] =
d

dx
[a0 (x) y

′] + a2 (x) y = −f (x) ,



a11y (x1) + a12y
′ (x1) = 0,

a21y (x2) + a22y
′ (x2) = 0,

f (x) f(x)

f(ξ1), f(ξ2), · · · , f(ξn) Γ2

G (x, ξk) χ f (ξk)

x = ξk x

f(ξ1), f(ξ2), · · · , f(ξn) ξ1, ξ2, · · · , ξn

yn (x) =
n∑

k=1

G (x, ξk) f (ξk) .



��������	 
�

�������� y (x) =

ˆ x2

x1

G (x, ξ) f(ξ)dξ

�	
 ��� 
�����
��

y′ (x) =
ˆ x2

x1

∂G (x, εk)

∂x
f(ε)dε

y′′ (x) =
ˆ x2

x1

∂2G (x, εk)

∂x2
f(ε)dε− f (x)

[
∂G (x, x+ 0)

∂x
− ∂G (x, x− 0)

∂x

]
.

���������

	 �	 �
����	� �
 �������� 	���
��	�

a0(x)

{ˆ x2

x1

∂2G (x, εk)

∂x2
f(ε)dε− f (x)

[
∂G (x, x+ 0)

∂x
− ∂G (x, x− 0)

∂x

]}
+

a′0(x)
ˆ x2

x1

G (x, εk) f(ε)dε+ a2(x)

ˆ x2

x1

∂G (x, εk)

∂x
f(ε)dε =

ˆ x2

x1

(
a0(x)

∂2G (x, εk)

∂x2
f(ε) + a2(x)

∂G (x, εk)

∂x
f(ε) + a′0(x)G (x, εk) f(ε)

)
dε−

a0(x)f (x)

[
∂G (x, x+ 0)

∂x
− ∂G (x, x− 0)

∂x

]
= −f (x)

��������ˆ x2

x1

f(ε)Λ [G (x, εk)] dε− a0(x)f (x)

[
∂G (x, x+ 0)

∂x
− ∂G (x, x− 0)

∂x

]
= −f (x) .

�
�	
��� 	���
��	� �� ������
�� �	

����
 ���� G (x, εk)� �������� �� �
� �	�����
 
�

�� �������
 
�����
���� �������� �� G (x, εk) ��������� �� �������
 �	�	� 
�� Λ [G (x, εk)] =

0 �
 �	
	 �� ������	 �!����	 �
 x = ε � �� ������
�� �������




��������	 



��������
∂G (x, x+ 0)

∂x
− ∂G (x, x− 0)

∂x
= limε→0

∂G (x, ε)

∂x

∣∣∣∣
ε=x+ε

ε=x−ε

=
1

a0(x)
.

�	
��
 � �� ��� ������

ˆ x2

x1

[
d

dx

(
a0(x)

∂G (x, ε)

∂x

)
+ a2(x)G (x, ε)

]
dx =

ĺım
ε→0

ˆ ξ+ε

ξ−ε

[
d

dx

(
a0(x)

∂G (x, ε)

∂x

)
+ a2(x)G (x, ε)

]
dx =

ĺım
ε→0

[
a0(x)

∂G (x, ε)

∂x

∣∣∣∣
x=ξ+ε

x=ξ−ε

+ 2a2(x
′)G (x′, ε) · ε

]
= −1,

�
��	 ξ − ε ≤ x′ ≤ ξ + ε� ���
��	� �
�	�
� �		������� �������� �
� �� �����	��	

�
��������

�������� ĺım
ε→0

ˆ ξ+ε

ξ−ε

Λ [G (x, εk)] dx = −1,

��	 	� ��� 	���	���� 
 ���� ���� 	��
����� ��� !������ �	 "�		��

��� ������	 
� ������ ���
 	� �	
�	�� �	 �� ��#	��	�����

������$�

ˆ
v

∇ · Adv =

˛
s

A · nda.

%	� 	� ����
 #	��
���� A �	&���
 	� �� #
���	� v �
� !�
��	�� �� ���#� �	����� s

��� ��	 A = φ∇ψ' �
��	 φ ( ψ �
� ����
� 	������	� ��
������
�� )� ��#	��	���� �	�

�
�	����� A �	 	���	���� ���� �
�



��������	 
�

�������� ∇ · (φ∇ψ) = φ∇2ψ +∇φ · ∇ψ.

�	
��
��

�������� φ∇ψ · n = φ
∂ψ

∂n
.

��������	��� ��� 	�������	� �������� � �������� 	� �������� ���	�	
�� �� ���
	��

��	������ �	 ��		��

��������

ˆ
v

(
φ∇2ψ +∇φ · ∇ψ

)
dv =

˛
s

φ
∂ψ

∂n
da.

�� �		������
�� 	� ���	����� 	� ��  ��
� A = ψ∇φ � ������
�� 	� �	��	
� �	 ��

��!	�"	���� �� ��	!� ���	����� ���	�	
���

��������

ˆ
v

(
ψ∇2φ+∇ψ · ∇φ

)
dv =

˛
s

ψ
∂φ

∂n
da.

#	������ ��� 	�������	� �������� � �������� ���	�	
���

ˆ
v

(
φ∇2ψ +∇φ · ∇ψ − ψ∇2φ−∇ψ · ∇φ

)
dv =

˛
s

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
da,

����	 ��� �$�
���� ∇ψ · ∇φ �	 ����	��� � ���	�	
�� 	� �	��	
� �	 ��		��



��������	 
�

��������

ˆ
v

(
φ∇2ψ − ψ∇2φ

)
dv =

˛
s

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
da

�� 	
�� �
����
�������� ��
���� ������� �� ��� �
����
���� ��

��������

ˆ
v

(
φ∇2ψ − ψ∇2φ

)
dxdy =

˛
c

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
ds

��� �����	� 
� �
��� ��
� �� ������	� 
� �������� ����
��
��� �� �����
��

�� ��
����

�������� ∇2φ (χ) = −ρ (χ) .

����
���� �����	
�
 ��� �����
�� ��
� �� ��	���
�� �� �� ��
��

�������� φ (χ) =

ˆ

R

G (χ, ξ) ρ (ξ) dnξ,

����� R �� �� 
��
�� ����

��� ��
 C�  � ����
�� � �� ����
�
�� �����!"� # ��� ��

���
���
 Λ = ∇2$ �%	������

������"� ĺım
ε→0

ˆ ξ+ε

�ξ−ε

∇2 [G (x, ξ)] dnχ = −1,

����� � 
��
����	� �� 
��
�� |χ− ξ|2 ≤ ε2� &��
����� �� 	��
��� �� '
��� ��� φ = 1

# ψ = G (χ, ξ) �%	������



��������	 
�

�������� ĺım
ε→0

ˆ



∇2 [G (χ, ξ)] dnχ =

˛

γ

∂φ

∂n
ds = −1,

�	
�� γ ��
	�
 
� ������	 |χ− ξ| = ε � n �� �
 ��������
 �� �
 
	��
� �
��
 
����


�� γ� ��
�
��
�� n ����� ������
�
��� �	� r = |χ− ξ| 	���
��
�	

�������� ĺım
ε→0

˛

γ

∂G (χ, ξ)

∂r
ds = −1.

�
�
 �
�	
��
� �
 ��
���
 ��  ���
 �
 �� ��

	 �	���	� χ = (x, y)� !
��	�����
�	

�		���

�
� �	�
���

x = ξ + rcosθ,

y = η + rsenθ

�	
 ds = rdθ 	���
��	�

������"�

ˆ 2π

0

∂G (χ, ξ)

∂r
rdθ = −1.

!
��#�

�	 	���
��	�

�����$��
∂G (χ, ξ)

∂r
= − 1

2πr
.

��
�
��
�� �

 ��
���
 ��  ���
 %�� �
����
#
 �
 ���
���
 

����	� ��



��������	 
�

�������� G (χ, ξ) = − 1

2π
lnr.

�	
	 �� 
	�� �� ��� �� ����� 
������
 �	 �
�	
��� ������ �� �� ���	
�� ��
������� ��

����� ������
 ���

G (χ, ξ) =
1

r
.
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 �	 �	 ����� ��������� ����������� ������������ �	 ����	 �� ���	  ������	� !�"	

#�� �$%&�'�� �())	

�#� *�""����� �	 �	� *	 �	 +����� ��
 �	 ,	 -������� ��������� ����������� ���������� �� � #'

�� ���"��� ,��"	 ����	 .���	� !�"	 ''� #/0&#/'� �()(	

�0� 1���2&3�4�5��� �	� �	 �	 ����2�� -	 ���������� ��
 �	 �	 1��6��� �7����� �8 �"����������� ���9�

����������� , ����"� �����9���5� ���������� ,��"	 ����	 .���	� !�"	 %:� #(''&#('%� #///	

�$� �������� �	� +	 ����
�� ��
 3	 1���
����� �;���������5� �������� ����������� ������������

������� �� !�"	 0%:&0%%� (�0&(�'� #//:	

�'� 1�����&!�"��2��"�� ,	� <	 �	 ������ ��
 
	 ���2�����5� �,� ��5���������� ���� ��� ���"���9�"���

�8 ������9����� ������=��� �� ��"5� �������" �=������� 8�� � ����""�"&�"��� ��������� >��� � �����

�"�����
��� �	 ����	 
� ,��"�	 ����	� !�"	 0�� #$/&#'�� �(()	

�:� 1�����&!�"��2��"�� ,	� <	 �	 ������ ��
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