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Introduccion

La derivada de una funcién es un proceso que surge originalmente como un
proceso al limite, por lo cual es necesario la existencia de al menos un punto de
acumulacién en el domino de dicha funcion, sin embargo es de interés definir la
derivada de una funcién conocida solo en un numero finito de puntos.

Hace més de dos décadas comenzaron a surgir matrices de N x N que rep-
resentaban en ciertos casos la derivada de una funcién conocida en N pun-
tos, a dichas matrices les llamaremos matrices de diferenciacién. Estas matrices
surgieron en diferentes contextos de la fisica-matematica, una obtenida por R.
G. Campos en [1], [2] y la otra por F. Calogero en [3],[4], ambas matrices muy
parecidas, pero sus aplicaciones eran diferentes y en un principio se pensaron
diferentes. Posteriormente cada autor obtuvo una matriz de diferenciacién para
funciones periédicas de variable real [5],[6], en este caso las matrices son total-
mente diferentes, ademéds la matriz obtenida en [6] es valida solo para funciones
periddicas y no para funciones antiperiddicas’ y sus potencias no representan
propiamente a las derivadas de orden superior, mientras que la matriz obteni-
da en [5] es vélida para funciones periddicas y antiperiédicas y sus potencias
representan a las derivadas de orden superior.

Estas matrices de diferenciacién han sido utilizadas para encontrar soluciones
aproximadas o analiticas en muchos problemas de la fisica-matematica tales como
problemas de valores a la frontera, sistemas dindmicos no auténomos y quantum
lattice theory.

En esta tesis obtendremos la matriz de diferenciaciéon cuando interpolamos
una funcién con la base de Lagrange é con los polinomios trigonométricos en el
caso de que la funcién sea periédica, y veremos cémo obtener las matrices de
derivadas parciales en el caso de que la funcion sea de varias variables.

Después hablaremos del momento angular total J en el caso continuo, primero

Lf(x 4+ 7) = —f(z) en donde 7 es el periédo
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resolveremos el problema de valores propios para el momento angular orbital L
utilizando el dlgebra que satisfacen sus componentes y despues hablaremos de
c6mo fue introducido el concepto de spin y daremos un anélogo clésico [18],[19]
aunque en la inmensa mayoria de la literatura suele hacerse hincapie en la ausencia

de andlogos clasicos del espin.

Luego discretizaremos el espacio de Hilbert y construiremos un operador A
que genera rotaciones ciclicas sobre una base del espacio de Hilbert, en [7]?, [8]?
obtienen casos particulares de este operador. Ya que A resulta ser unitario, pode-
mos reescribirlo de la forma €™, y encontramos que bajo ciertas condiciones A
esta relacionado con la matriz de diferenciacion para funciones periédicas y que A
genera un grupo ciclico, en [9] * obtienen que los generadores del toro pueden ser

escritos de la forma 2P

, en donde D es una matriz de diferenciaciéon en térmi-
nos del momento lineal, el campo magnético y un angulo tetha, sin embargo no
obtienen la forma explicita de D, en [10]° también obtienen que los generadores

del toro pueden ser escritos de la forma e>*P

, en donde D es una matriz de
diferenciacién, pero aqui tampoco escriben de forma explicita a D, en [8] encuen-
tran que los generadores del toro forman un grupo ciclico. Luego encontramos la
representacion del momento angular total J, resolvemos el problema de valores
propios, en [11]% obtienen los vectores propios de un #-toro y son parecidos a los
que obtenemos nosotros. Por ultimo encontramos que A se divide en dos casos
independientes que curiosamente estan asociados a los dos tipos de particulas

cuanticas existentes, los fermiones y los bosones.

Después discretizando al toro con una malla de Zy, x Zy,, encontraremos la
representacion del momento angular total J y resolveremos el problema de valores
propios, en [7] y [8] también discretizan el toro como una malla de Zy x Zy y
en [12] estudian los estados coherentes de un toro y sus propiedades bésicas.

El problema de la mecanica cuantica sobre un toro es un problema importante

?Discretizan la superficie del toro en una malla Zy x Zy y encuentran que SU (O) define
un algebra a través del grupo de Heisenber-Wely en Zy x Zy

3Definen un conjunto de generadores de una C* &lgebra no conmutativa que coincide con
los generadores del toro y analizan la C* &lgebra

4Utilizan un 4lgebra no conmutativa para estudiar los observables de un toro no conmutativo
en un campo magnético

®Presenta una nueva formulacién con matrices finitas de la teorfa de Gage sobre un toro no
conmutativo basada en la caracterizacion algebraica del espacio de configuraciones

5Definen un conjunto de generadores de una C* dlgegra no conmutativa que coincide con los
generadores del toro y prueban que hay un isomorfismo entre el espacio cuantico de Koopman
y L? sobre el #-toro
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que ha sido tratado en las ultimas veinte décadas por investigadores de Japdn,
Massachusetts y Cern entre otros [10], [11] y [7].

Por ultimo haremos colapsar el toro a una esfera haciendo el radio exterior del
toro igual a cero, veremos los distintos casos que podemos obtener al hacer esto y
la forma en que actian los operadores que generan rotaciones ciclicas sobre esta

superficie.



Capitulo 1

Matrices de Diferenciacion

En este capitulo obtendremos la matriz de difereciacién para una funcién f

conocida en N puntos

f(ZEk), :ZC:].,...,N,

cuando interpolamos con la base de Lagrange y para una funciéon periddica
cuando interpolamos con los polinomios trigonométricos!.
Para ello primero encontraremos la funcién g(x) que interpola a f y calcularemos

g/(xk), para despues encontrar la matriz D tal que

g =Dg

y o ’ s, .
donde g es el vector con k-ésima entrada g(xy), g un vector con k-ésima entrada

dg(x; . . .
M vy D la matriz de diferenciaciéon buscada, que como se verda méas adelante,

depende exclusivamente de los valores xy,.

1.1. Matriz de diferenciacién cuando interpo-

lamos con la base de Lagrange

En la seccién A.2 del apéndice obtenemos que la funcién de interpolacién esté da-

da por

L 11, sin(2), cos(2), . .., sin(nz), cos(nz)}
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- a . Hj;éi(x_xj)

una vez conocida g (), podemos calcular g ()

N d

) = oy de j;éi(x_xj)’$:$k
g( k>_;f( Z) H_j;éi(xi_'rj)

sit#£k
d
dr H(m — Zj)|o=ay, = H
i ki
en donde
IT =11 — =)
ki 4k
J#i
y como
1
1= . _gj'H(ﬂfk—l’j)
ki R T T Gk
entonces
d 1
— 1@ = 2j)lo=s, T — 1 H(wk - ;)
i 'tk
sii=k

;; @=2)o=e, = [+ -+ T]+]]+-+]]

i i1 ii—1 4+l i,N

— <xix1 tot oottt misz) [Ttz — )

= > He-w

T €Ty =
1#£i J#

por lo tanto nuestra matriz de diferenciacién estd dada por
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Dy m=n

jm T T
(D), = (1.1)
[Lm(@m—x;) 1

y puede ser reescrita de la siguiente manera

D=PDP

en donde

y por tanto

1.2. Matriz de diferenciacién para funciones periodi-

cas

Si f es una funcién periédica? podemos interpolarla con los polinomios trigonométri-

cos cuando N es impar, si IV es par tendremos que hacer un desarrollo diferente.

2Supondremos que f es 2m-periédica, pero podemos generalisar facilmente este resultado a
funciones con cualquier periodo cambiando x por 27”35, en donde 7 es el periddo de la funcién
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1.2.1. Caso impar

En la seccién A.2 del apéndice obtenemos que la funcién de interpolacién esté da-

da por

g(z) = Zf(xz) Hj?gi sin(*5-)

i=1 Hj;éi Sin(xi;xj)

una vez conocida g (), podemos calcular g ()

&L AT sin( e
g (p) =Y flay) i 2
i=1 Hj;éz‘ sin(=5~)
sii#k
—HSH}(:E —ij)‘x_z B 1 f[
L1 2 e 2
J#i ki
en donde
IT=T]sin(™=")
! , 2
ki J#k
J#i
y COmo
ﬁ — L Hsin(mk 33])
Tosin(50) 2
entonces
d r—z cse(HE) T — T
ap s lems, = =52 [T sin(*5)
J#i J#k
sit=k
%Hsm( 5 )| :H+...+ H +H+...+H
i i1 ii—1  ditl iN
en donde

*

f;[— %cos(zigzl)n

il
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y como

entonces

d . T — T 1 T — @) . X — T
%Hsm( 5 )|x:zi—§Zcot( 5 )Hsm( 5 )

J#i I#i JFi

por lo tanto la matriz de diferenciacion esta dada por

- ) cot( 5 1) m=n
J#Fm
(D), = (1.3)
LI sin(*57) CSC(ZL‘m ) m#n
2 [z sin(*5) 2

y puede ser reescrita de la siguiente manera

D—TDT

en donde

(15) = - (1.4)

y por tanto

(P =

" T sin(57)

si ademds escogemos los puntos de tal forma que
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9
xj:—ﬂ"Fﬂ

entonces?®

(D) = (1.5)
m(m—mn)

1.2.2. Caso par

Cuando el niimero puntos es par, no podemos usar los polinomios trigonométri-
cos para interpolar, ya que esta base tiene un numero impar de funciones. Una

forma de solucionar dicho problema es la siguiente.

Sea

= f(x:)

fz:ﬁ’ i:1,27...,8_1,s+1,...,N.
sin(#5%)

Si los puntos en donde f es conocida son tales que®

r;—x; <2m Vg, w; € x,

e ., . . [ . .
entonces f es una funcion bien definida® que podemos interpolar con los poli-
nomios trigonométricos ya que esta definida en un ntmero impar de puntos,

utilizando la ecuacion A.4 tenemos que

3Utilizando [20]
4Esto lo podemos lograr facilmente escogiendo adecuadamente nuestros puntos
®Ya que la distancia entre dos ceros contiguos de sin(%5%) es de 27
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_ N lpesin (557)
g(l‘) = ; f(mi)l—[#i sin (zl;zj) ’

i#s i#s

Ahora bien

aa) =sin (57 ) o)

es una funcién que interpola a todos los puntos de f exepto a f(xs) ya que

gs(zs) = 0, sin embargo es facil ver que

Hj;és sin (x;mj )

Hj;és sin (xs;xj) ’

T — Ty

o) =sin (257 ) )+ f(2)

es una funcién que interpola a f, veamos la forma que tiene g(x)

_ N [izsin (552 - sin (22U
gla) = sin(E=20) [ 3 fla) =22 (x.i.) + fey D (57)
2 = H;izsm(lzj) H#ssm(‘zf)
it [ M) e
2 = sin(£5%=) H-;fzfi sin (£57) [T, sin (52)
g~ s i (52) T sin (552)
- sin(#5%) H?i sin (:m;x]) H#Ssin (xs;xj)
= 3 gL G | g Miin (5
;;i ijéz‘ Si (TJ) Hﬁés Sm( 2 ])

_ Zf(xi)nj;éisul( 2J)

i=1 H#i sin (:C;% )

que es la misma forma que tiene para el caso impar, por lo tanto la matriz de

diferenciacion es la misma
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1.3. Matrices de diferenciacién parcial

Sea f una funcién de N variables conocida en un nimero finito de puntos

f(Ili,l'Qj,...,l’Nk), izl,...ml, jzl,...mg, ,k:zl,...mN,

sea 3 = [1(x1) @ Ba(2) ® - -+ @ By (zn) la base de interpolacién, en donde

Bi(xy) = {ha (), o), -y by, (20)},  t=1,...N.

En la seccion A.2.3 del apéndice encontramos que la funcién de interpolacién

estd dada por

g(w1,m9,..., o) = g1(21) @ ga(T2) - - @ gn(TN),

en donde
gi(z) € ABy(x)), t=1,...N.
entonces
a ’
ax‘g(ﬂfl?x% e y) = g1(21) ® ga(29) @ - ® g (x) ® -+ @ gn(aN),

por lo tanto, la matriz de diferenciacion parcial respecto a x; esta dada por

Dmi:]ml®]m2®...®pxi®...®[mw

en donde D,, es la matriz de diferenciacion para g;(x;) y I,,, es la matriz identidad
deng xng, t=1,...N



Capitulo 2
Momento Angular Total

En este capitulo hablaremos un poco acerca del momento angular total J, men-
cionando sdélo los temas que se relacionan con este trabajo y omitiendo algunos
detalles, pero si el lector quiere abundar mas en el tema, puede leer [13], [14], [15]
y [16], ademés, este serd el tinico capitulo de la tesis en donde se use la notacién
de un gorrito arriba para los operadores ya que posteriormete se complica mucho

la notacién

2.1. Momento angular orbital

En la mecanica cuantica los operadores de momento angular orbital se obtienen

a partir de su definicién clasica,

~>
8
Il

Yp> — =Dy,
zy = ZPx — TPz,
L. = apy —yps,

sustituyendo las magnitudes clasicas por sus operadores cuanticos correspondi-

entes. De esta forma,

12
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. d 0
Lm = —'Lh (y@Z — Zay> s
. 0 0
Ly = —'Lh (ZaI — xaz> s
. 0 0

Usando las relaciones de conmutacién que se satisfacen entre z, y, 2 v ps, py, D,

se puede mostrar que

Por lo tanto, ﬁx,ﬁy y L, forman un algebra de Lie y sélo podemos medir una de
las componentes con precisién arbitraria, ya que el producto de las varianzas' en
la medicion de dos operadores autoadjuntos A y B esta dada por

AAAB > = |(C)

)

no | St

~

en donde (C') = [121, E}, en nuestro caso tenemos que

. B2 .
AL ALy > 5 ‘(Ln> .

Al cambiar a coordenadas esféricas, la componente z del momento angular toma

la forma simple

A 0
L,=—ih—. (2.2)
d¢
Entonces, el problema de valores propios se transforma en la ecuacién diferencial

d

—ih@y(so) = Ly(p),

cuya solucién estd dada por y(¢) = €. En toda la literatura referente a este

tema o al menos en la inmensa mayoria, se sule imoponer como condicién

y(p) = y(p + 2m),

Ver en el apéndice Principio de Incertidumbre de Heisenberg
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con lo cual implicitamente se pide que las funciones de onda sigan la estadistica

de Bose-Einstein?, bajo esta condicién

ime eim((p+27r)
imgaeiQmw

= €

2mm

o de forma equivalente e = 1, esta condicién se cumple si y sélo si m es entero,

entonces

d . )
— th—e"? = mhe"™?, (2.3)

de

por lo tanto, los valores propios de L, son multiplos enteros de h.

Por otro lado, si se pide que las particulas sigan la estadistica de Fermi-Dirac,

entoces

y(p) = —ylp+2m),

eszﬂ — _17

m = 2 [ =0,+1,42,...,
y por lo tanto, los valores propios de L, son multiplos semi-enteros de h.

Podemos ver esto de foma mas general y sin tener que recurrir a este tipo de
argumentos utilizando el algebra que satisfacen estos operadores. Sean jm, jy y

J, operadores autoadjuntos tales que satisfacien
[J}, jk} = ihY " ejndn - (2.4)

Sea J? = J2 + J2 + J2, entonces

2En la siguiente seccién hablaremos acerca de estas estadisticas, pero si el lector asi lo prefiere
puede leer ahora esta parte.
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20 = [0+
= Ji [jk,jj +
= ihekjn<

Yy COIMO Ekjn = —Enjk

[j27jj} =0 j=uxv,z

Por lo tanto, podemos encontrar una base |I, m), en donde J? y jj son diagonales.
Sin pérdida de generalidad podemos tomar la componente z, es decir, j = z.

Entonces
j2|lvm> - Jl2|lam>v
Jo|l.m) = hm|l,m),

en donde hemos denotado con J? y Aim a los valores propios de J? y J, respecti-

vamente.

V2
lo tanto j+ vy J_ no son operadores autoadjuntos. Es facil ver que las siguientes

Sean j+ = % (J; + zjy> y J =L (jz — ijy), observemos que Ji = j_, por

relaciones de conmutatividad se cumplen

[ﬁ,L: — 0,
| = ni
0] = —ni,
[L,j{ — K.

Estas relaciones de conmutatividad tienen las siguientes consecuencias impor-

tantes
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es decir, Jo |1, m) = ham [l,m+ 1)y J_ |, m) = hf,_y |I,m — 1). Esto giere de-
cir que a partir del estado |I,m), J, y J_ crean® los estados Lm+ 1)y |[l,m—1).

Ademas,

j2j+|l,m> = j+j2|l,m

JAI_|l,m) = J_J*|l,m

Es decir, los estados |I,m + 1) y |l,m — 1) tienen el mismo valor propio para el
operador J?, por lo tanto el operador J? es degenerado, pero como nuestros esta-
dos tienen dos indices, podemos etiquetar todos los estados que tienen el mismo

valor propio J? mediante el segundo indice.

Como Jl = J_, si encontramos la representacion de J, podemos encontrar facil-

mente la representacion de J_. Obsérvemos que
', m'| [jZ, L} 1,m) = J2 (0w Ty |l,m) — J2 | T |l m)
pero [jz’ j+] = 0, por lo tanto

(lel - ‘]lg) (', m’| j+ |l,m) =0,

entoces .J, tiene una representacion distinta de cero solo cuando [’ = [, ademas

', m'| [J L} 11, m) = R(m’ —m) (I, m!| J, |l m)

3por asi decirlo
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y como [jz, j+] = ﬁj+, entonces

h<lla m/| j+ |l7 TTL> = h(m/ - m) <Z,7 m/| j+ |lu m> )

es decir

h(m' —m—1)({',m/| J,|l,m) =0,

por lo tanto, J, es una matriz diagonal inferior

0
. hay, 0
ham-‘rl 0

ho‘m+2 0

y J_ es una matriz diagonal superior. Ademads se satisface que o, = 5,,—1.

Por otro lado

Gl [T I m) = (ml Ty L = 1) (@ m = 1] |1, m)
— (Lm| J_|Lm 4 1) (Lm 4 1) |1, m)

2 2
= B ([lanl” = llamall) .
y COmo {(ﬁ, j,] = hjz, entonces

lova | = lletm]|* = m,

o analogamente

1Bt l” = 1Bl = m.

.. . . . 2 -z
Podemos utilizar estas ecuaciones de diferencias para obtener ||, ||~ en funcién

de m y n. Notese que
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laml* = llaml* = m,
lam i I* = llamall® = m+1,
HO‘ernlez_ ||O‘m+nH2 = m+n—1L

Asi que sumando todas las ecuaciones tenemos

n—1
2 2 .
lawal® = Nlawmsal® =D (m + )
=0
n—1
Para calcular Z (m + j) observemos que
=0
n—1
(m+j) = m + m+1 + ...+ m+n—-2 + m+n-—1
=0
n—1
(m+j) = m4+n—-1 + m+n-2 + ... + m+1 + m
=0
sumando ambas ecuaciones
n—1
2> (m+j) = 2m4n—1+...+2m+n-—1
=0

= n@m+n—1) 2 2
- oen(e- ) (- ()
o)y

1 1\? 1 1\2
2 2 - - - -
Ham—i-nH = HamH + 5 <m 2) 5 (n—i—m 2) .

Observemos que haciendo n suficientemente grande podemos encotrar un o,

entonces

tal que
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HaernHZ S 0 ‘ )

lo cual es un absurdo, por lo tanto debemos tener que m <[, que j+ I1,1,) =0

y que

R, = (L1 hJ. |11
{1, [L,j_} 1,1,
= (Ll Ty e = 1) (e = T |l ) = (L T T (1)

1 o ||°

De manera similar, calculemos ahora || 8,—n||*

1Bm-1ll* = [l BmlI”
1Bm—all® = 1Brall* = m—2,

m—1,

I
3
|
S

1B-all” = | Bm—ns1ll®

Sumando todas las ecuaciones se tiene

n

Ban—nll* = 1Ball* = (m —j) -

j=1
n
Para calcular Z (m — j) observemos que
j=1
Z(m—j) = m-1+ m-2 4+ ... + m—n+1l + m-—n
j=1
Z(m—j) = m-n + m—n+1 + ... + m—-2 + m-—1

sumando ambas ecuaciones
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2> (m—j) = 2m—(n+1)+...+2m—(n+1)

j=1
= —n(n+1-2m)
) 1 1\’ 1\°
= —In-2n{m—-—z|+(m—-—z| —(m—<
2 2 2
1\? 1\?
= —<n—m+2> +<m—2> ,
entonces

1 1N\? 1 1\?
2 2 - - 4+ . L
| Bm—nll” = | Bmll” + 5 <m 2) 5 (n m + 2) :

Anélogamente, haciendo n suficientemente grande podemos encotrar un 3, , tal

que

|Bmnll* <0 1,

lo cual es un absurdo, por lo tanto debemos tener que [ < m, que J_ II,1_) =0

y que

R = (I_|hJ. |12
= <l7l—||:j+>j—] ’lvl—>
= (G T Ty = ([Tl 1) (L 4+ 1 T [ 1)

= -’
Ahora bien
Jou sl = low el = 1-+1.
lar o] = [lassl|* = - +2,

oo = flou, || = -+ (=10~ 1,
HO‘HHQ = L+ —1),
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sumando todas la escuaciones

Li—1_

ol =@ =1+ Y

utilizando la férmula de Gauss* y que HaLHHQ = Hﬁl— H2 = —[_, tenemos

4,:L@FJJ+%U+—LMM—L+M,

de donde se sigue que

(I — 1 +1) (I, +1) =0,

entonces
lf — l+ —I— 1,
0 bien,
I = _l+7
pero l_ =1, + 1 es un absurdo ya que [_ < [,, por lo tanto [_ = —[,, asi que

podemos olvidarnos de los subindices + y —, para simplificar la notacion
Ahora bien, sea him el valor propio de .J,, entonces existe un numero entero p

tal que m + p = [ y un numero entero g tal que m — ¢ = —I[, restando la segunda

ecuacion a la primrera tenemos que

20=p+q,

entonces

es decir, [ es entero 6 semi-entero.

. 1
42?:13 = %
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Sil es entero

m=0,x1,+2,... £
Si [ es semi-entero

1
mzi—,ii...il.
2' 72

Por lo tanto, si [ es entero m es entero y exinte un numero impar de valores
posibles para m, 6 bien, si [ es semi-entero m es semi-entero y exinte un numero

par de valores posibles para m.
Este resultado es valido para cualquier conjunto de operadores autoadjuntos que
satisfagan la relacion 2.4, en particular para Iix, ﬁy y ﬁz, por lo tanto debemos

considerar los valores propios semi-enteros de L,.

Ahora bien

oI = llamsl* = m,

lamsl* = llvmsel® = m+1,

(l_m_1)7
(l_m)7

2 2

lowall” = fleal” = m -
2

lal|” = m -

sumando todas las ecuaciones y utilizando la formula de Gauss

({+m)(l—m+1)
2 Y

2
lam||” =

por lo tanto

2 )

P \/(l+m)(l2—m+1)€_il,’

Y \/(l+m)(l—m—|—1)€iy

con v € [0,27].Y ya que
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entonces

j12 =N’ (m2 + HO‘mHQ + Ham+1|‘2) ;

en particular podemos tomar m = [ y por lo tanto

JP=0 (P +1).

2.2. Espin

En 1922 Otto Stern y Walther Gerlach realizaron un experimento famoso,
que consistia en hacer pasar un haz colimado de atémos de plata sobre un campo
magnético no uniforme que crece en direccion perpendicular al haz, el experimen-
to tuvo como resultado el desdoblamiento del haz en dos haces independientes,
mostrando asi que los niveles energéticos de los atémos de plata estaban cuan-
tizados. La fisica clasica y cuantica del momento no pudo dar una explicacién
satisfactoria al espectro atémico de la plata.

En 1925 fue introducido el concepto de espin, los fisicos Kroning, Goudsmit
y Uhlenbeck descubrieron que si anadian un numero cuantico adicional al que
llamo espin, se podia dar una explicacién satisfactoria al espectro atémico de la
plata. Luego el concepto de espin del electron fue modelado matematicamente por
Wolfgang Pauli, utilizando las matrices de Pauli como base del espacio vectorial
SU(2).

Existen dos tipos de analogias que se pueden hacer para tratar de entender
lo que es el espin, la primera dice que es una rotacién, como la rotacién de los
planetas sobre su propio eje, pero las particulas cuanticas son tan pequenas que
no podemos hablar de un eje y por tanto de este tipo de rotacién, la segunda
dice que es un momento magnético, ya que las particulas con espin presentan un
momento magnético similar a un cuerpo con carga en rotacion, pero la analogia
se pierde al ver que el espin existe para particulas sin carga como el foton.

La explicacion mas satisfactoria es que el espin es una propiedad intrinseca
de la materia, como la masa o la carga eléctrica, que sélo presentan las particulas

cuanticas. El espin es un momento angular intrinseco que no puede asociarce con
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rotaciones en el espacio, por tanto, en mecanica cuantica el momento angular
total se define como J = L + S, en donde L es el momento angular orbital
y S es el espin. Las propiedades més importantes del espin, son que el espin
estd cuantizado por multiplos de g v que distintos observadores pueden diferir en
el sentido de la rotacién, pero no en la magitud del espin.

Una propiedad fundamental de las particulas cuanticas es que, parecen existir
s6lo dos tipos de particulas, los fermiones y los bosones. La primera obedece
la estadistica de Fermi-Dirac y la segunda la estadistica de Bose-Einstein, esto
implica que los fermiones estan descritos por funciones de onda antisimétricas y
los bosones por funciones de onda simétricas. Curiosamente existe una relacién
entre la estadistica que obedecen las particulas y su espin, los fermiones tienen
espin semi-entero y los bosones entero.

No existen andlogos clasicos del espin, pero existen modelos clasicos que dan
lugar al espin, asi como, tras un proceso de discretizacion a la ecuacion de Dirac
para particulas de espin % La idea se centra en que el centro de masa y el centro
de carga de la particula no coinciden, aunque no es un tema conocido ni popular,
merece ser mencionado, porque de este tipo de modelos se suele aprender mucho.
Generalmente es bueno tener un modelo clagico de las teorias cuanticas para
ganar intuicion sobre el sistema, desgraciadamente, si bien en las clases y en los
libros de texto se suele hacer incapié en la ausencia de analogia clasica, el lector
puede encontrar un resumen de las caracteristicas del modelo en [18] y un libro

extenso donde se explica detalladamente este modelo en [19].



Capitulo 3

Generador de Rotaciones Sobre

un Espacio de Hilbert Discreto

En este capitulo encontraremos la representacion del momento angular J cuan-
do discretizamos el espacio de Hilbert de la Mecanica Cuatica. Resolveremos el
problema de valores propios para este operador y compararemos los resutados

obtenidos con los del problema de valores propios del caso continuo.

Sea U = {|¢1,19,),...,|tbn)} un conjunto completo de estados cianticos y sea

A un operador que produce permutaciones ciclicas' en ¥ de la siguiente manera

e i), §# N,
AT, = (3.1)
ei’\ﬂ W1> 3 ] = N.

y que graficamente podemos ver como

N

N
[0 ) ) e e [

Figura 3.1: Representacion grdfica de la accion del operador A sobre W

Ahora bien, observemos que la disposicion de estos estados puede ser arbitraria

ISalvo un factor de fase

25
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i) )
ba)

[¥1)

[¥w) .

Figura 3.2: Representacion grdfica de la accion del operador A sobre W cuando

las disposicion de los estados cudnticos |V;) j=1,...,N es arbitraria

Sin embargo, para simplificar ideas, podemos considerar que los estados se en-

cuentran dispuestos sobre un circulo y que son equidistantes entre si

W’N—1> B 4\‘1./}3>
gy P

Figura 3.3: Representacion grdfica de la accion del operador A sobre W cuando

los estados cudnticos |V;) j = 1,...,N estdn dispuestos en un circulo y son

equidistantes

Independientemente de la disposicién de los estados, la representacién de A en

la base ¥ esta dada por la matriz
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0 0 0 ... 0 em
ez 0 0 0 0
0 € 0 0 0
A =
0 ... 0 0
0 ... ew™w 0

Es facil ver? que det(A) = (=1)¥~1el en donde I' = Z;VZI 7, v que el polinomio
caracterfstico de A es P(\) = (=1)N"1H=\" + ¢). Por lo tanto, los valores
propios de A son las raices N-ésimas de e,

Ya que A es unitario, existe A tal que A puede ser escrita como

_ A
A = e,

En donde A es un operador que tiene los mismos vectores propios que A. Asi que
. . ) N\ laj .

si Alaj) = aja;) entonces A |a;) = €' |a;).

Para conocer la representacion de A en la base de W necesitamos conocer sus

vectores propios o de forma equivalente los vectores propios de A.

Para encontrar los vectores propios de A resolvemos el sistema

(A —e™1)la;) =10},

es decir
—e' 0 0 0 0 0 eim T 0
e el 0 0 0 0 0 Ty 0
0 e —elh () 0 0 0 T3 0
0 0 e el 0 0 0 Ty =1 0
0 c. N1 ety 0 TN_1 0
0 - 0 el el TN

que de forma mas compacta, podemos reescribir de la siguiente manera

2Ya que det(A) = ey 15 noy €72 N y PN =¢€15. v (N +enia vy €F
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—z1€% 4 e = 0
Tre” " — gae’¥ = ()

Tae D — ggelh = ()

In_ge N-1 gy el =
Tn_1e N —gpnelh = 0

Quitando la primera ecuacién® y resolviendo tenemos que

1o

T2

TN-2

TN-1

= x9e R

= xge B!

— $N71€_Z’YN’1€M-7‘

= gye N

Poniendo a todos los z en términos de xy, tenemos que

r, =

To =

TN—2 =
TN-1 =

rN =

xNe—iF1 ei(N—l)aj

rye i oi(N=2)a;

xNe—ZFN_Qel(N—(N—2))aj

xNe—iFN_lei(N—(N—l))aj

TN

en dondeI'; = Z 7y, Por tanto* la k-ésima entrada del vector propio normalizado

r>q
la;) esta dada por

3Podemos quitar cualquiera, ya que es combinacién lineal de las N — 1 restantes

4vy que ei(N—k)aj — e—ikaj
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e—iFk e—ika]'

VN

Ahora podemos encontrar la representacion de A

<1/)k’aj> =

(Aem = ZW’k\al)al (ar|thm)

l

_ eszk» (N ; alefz(kfm)al )esz )

Asi que podemos reescribir a A de la siguiente forma

A=QAQ™,
en donde
D = =3 ayeite-mlar
N l
(Q)km = 5km6_zr‘k7
y por tanto

(Qil)km - 6kmeirk .

Como mencionamos al principio del capitulo, queremos encontrar la representa-

cion del momento angular J cuando discretizamos el espacio de Hilbert. Para ello

necesitamos relacionar a A con una matriz de diferenciacion, esto lo podemos

hacer® si y sélo si

o, N =2n+1,

(2l4+ )7, N =2n.

Bajo esta condiciéon

5La suficiencia se expone a continuacion, la prueba de la necesidad se encuentra en la seccién

A.5 del apéndice
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, N =2n+1,

-1, N =2n,

es decir, cuando tomamos un estado cuantico [1);) y lo rotamos N veces como se
muestra en la figura 3.3, llegamos a [¢;) si N es impar 6 a — [1);) si N es par. Si
N es impar, es como si nos moviéramos sobre un circulo y si N es par, es como si
nos moviéramos sobre una banda de Méebius. Ademés, A genera un grupo ciclico

de orden N y 2N para N impar y para N par, respectivamente.
Veamos la forma explicita que toma a; para cada uno de los casos.
Caso impar

En este caso, €% es una rafz N-ésima de la unidad. Es ficil ver® que el des-

2
N
todas las raices a partir de una de ellas. Trivialmente 1 6 €°, es una raiz N-ésima

fasamiento entre dos raices contiguas es sabiendo esto, podemos encontrar

de la unidad, por tanto las demads raices estan dadas por

ezN(il)jezN(i-l)7 o 7elN(in).

Caso par
. ’ 7 . .« . F L T ’
En este caso, €% es una raiz N-ésima de —1.y trivialmente e*~ son dos raices,

pero para fines practicos las reescribimos de la siguiente forma

Utilizando e/ ¥ (+2) como nuestras raices triviales y sabiendo que el desfasamiento

entre dos raices contiguas es %’T, es facil ver que las raices N-ésimas de —1 son

eii(%)%’,6ii(§+1)%7€ii(§+2)2§7 76&(%)%.

6Si o es el desfasamiento ente dos raices contiguas, entonces Now = 27 ya que e'V(@ite) =

iNa; — 27
e y por tanto o = 5
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Resumiendo, los valores propios del operador A estdn dados por €%, en donde

2T .
aj = Wja .]El.nv

0,+1,42, ... 4n, N=2n+1,
I, =

+1, 43,2 N=2n

Por lo tanto

(Av>km = 277; le_i(k_m)%ﬂla
lel,

es facil ver que los elementos de la diagonal son iguales a cero ya que

~ 2m
(A = 373 1

lel,

encontremos ahora los elemetos fuera de la diagonal.

Para N =2n +1

wAr K, 2l — k)
(A)jr = —]\ﬂz;lsm —N

y para N = 2n

~ 4 & 1. 2r(l—YH(—k)
(A)jr = —5z (- 5) sin N .

=1

Ambas sumas pueden ser calculadas fécilmente [20] y para N impar y par se tiene

que

0, j=k
A)ip = (0:] (A =
( )]k <(,03’( )’(‘Ok> i(—l)j+k% )
i J #+ k.
sin =5

Maés aun, podemos ver que
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~ 2
A=i—D 3.2
27D, (32)

en donde D es la matriz de diferenciacién para polinomios trigonométricos obteni-
da en la ecuacién 1.5.

Como ya sabemos A = QEQ_l, por lo tanto

Sean Ay A = eid operadores en la base U = {e*"ZD”T ), e 2 ahy) |1/1N>},

al cambiar a la base ¥

Ay = QAQ™
= A,

Ay = QeQ!

= A,

analogamente, si |¢;) es vector propio de A en la base U, entonces

laj) = Qlej)
por lo tanto

<1Zk|§0j> = e_i\/;j,

los valores propios son invariantes bajo transformaciones de similitud.

Ambas bases son ortogonales, y podemos pasar de una a otra muy facilmente,

asi que, sin perdida de generalidad trabajaremos de ahora en adelante en la base

v,
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Por construccion, A es el generador de rotaciones en el espacio de estados, por lo

tanto A = e~#%7. Por otro lado”, A = ¢!’ P)  entonces

o100l _  Li(iFD)
— 6_%(_ih2ﬁp)’
de donde se obtiene que
J = —ihD (3.3)
2
op = — 3.4
@ N (3.4)

Observemos que las representaciones de L, y J obtenidas en las ecuaciones 2.2
y 3.3 son muy similares, pero la diferencia entre ellos es que, L, se obtiene a
partir de rotaciones en el espacio fisico y J se obtiene a partir de rotaciones en
una base del espacio de Hilbert discretizado, observemos también que, D y J son
multiplos de A, y A es una suma de potencias de A, por tanto, existe una base de
vectores ortonormales en donde los cuatro operadores son diagonales, dicha base
esta dada por {|p;) | j € I,,}. Para encontrar el espectro de Dy J utilizamos las

ecuaciones 3.2 y 3.3, Asi

Por tanto, los espectros de D y J estan dados por

es decir, los valores propios de J son multiplos enteros y semi-enteros de h, para

N impar y N par respectivamente. Esto es un poco andlogo al experimento de

"Sustituimos A y utilizando la ecuacién 3.2
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Otto Stern y Walther Gerlach, A se divide en dos casos independientes que cu-
riosamente estan asociados con los dos tipos de particulas cudnticas existentes, los
bosones y los fermiones, ya que para /N impar las funciones de onda son simétri-
cas, siguen la estadistica de Bose-Einstein y tienen espin entero y para N par
las funciones de onda son antisimétricas, siguen la estadistica de Fermi-Dirac y

tienen espin semi-entero.

Al igual que en el capitulo anterior, hemos obtenido que los valores propios de J

son multiplos enteros y semi-enteros de h.



Capitulo 4

Momento Angular Total sobre un

Toro

En este capitulo encontraremos la representacion del momento angular J cuando
el espacio de Hilbert se discretiza sobre un toro y mostraremos que existe una
base de la forma ¥ = ¥, ® Uy ,' en donde ¥, y ¥y son dos conjuntos de estados
cuanticos tales que podemos definir operadores que generen rotaciones ciclicas en
cada uno de ellos, esto nos llevara a encontrar la representacion de J,, y Jy sobre

el toro y por ultimo resolveremos el problema de valores propios para J,, Jy y J?

Primero construyamos un toro y veamos cuales son los pardmetros y las vari-
ables que lo determinan. Para construir un toro primero trazamos un circulo de

radio r

Figura 4.1: Esta primera construccion estd determinada por el pardmetro v y la
variable 0 € [0, 2m)

luego giramos 27 sobre un eje que se encuentra a una distancia R del circulo

'En donde ® es el producto de kronecker, para mas iformacion ver la seccion del Apéndice

35



Capitulo 4. Momento Angular Total sobre un Toro 36

Figura 4.2: FEsta seqgunda construccion estd determinada por el pardmetro R y la

variable p € [0, 27)

Asi obtenemos nuestro toro.

Figura 4.3: El toro estd determinado por los parametros r y R, y por las variables
0 y v, en donde r es el radio interno del toro, R el radio externo del toro y
0,p € |0,2m)

Ahora, discretizamos el toro mapeandolo a una malla ¥

Figura 4.4: Mapeo del toro a la malla ¥



Capitulo 4. Momento Angular Total sobre un Toro 37

en donde cada punto sobre la malla ¥ es un estado cuantico posible

. . . ° ° L4 . . .
[Yon,)® |W1> [Yon,)® |¢s02> |vbon, )® |w¢3> [Yo,)® llp‘pNﬂﬁ’J [von, )@ |wLpr>
. . . ° ° L4 . . .
U@l U ltee) |y )e|ts) U )8 W, ) [t )0,
( ] [ ) o . . . . [ ) o
[103) ® V1) |Y63) ®[Vp2) [Y62) @ |Yys3) [Vo3)@Ypn, 1) |Ve3)@|Wpn,)
. . . ° ° L4 . . .
[WedelPer)  p)elbe)  |yo)sliys) [o2)e g, 1) 12 o)
. . . . ° L4 o . .
|¢’91>®|%1> |¢91>®|¢¢2> |¢01>®|¢¢3> |¢91>®|¢¢N¢-1> |¢01>®ld)50N¢,>

Figura 4.5: Malla ¥ = ¥V, ® ¥y en donde ¥V, = {1@1,1@,2, e ,1/)¢N¢} y Wy =
{welv ¢92> co 7'¢9N9}

De esta forma, ¥ = ¥, ® ¥, forma nuestra base del espacio de Hilbert.

Sean Ay y A, operadores que generan rotaciones ciclicas * en ¥y y W, respectiva-
mente, entonces los operadores® Iy @ A, y Ay ® I, generan rotaciones ciclicas en
los conjuntos ¢p; @W, j=1,...,Ng y Yy® j=1,..., N, respectivamente.

Ademaés podemos ver facilmente que

[1‘9®A%A9®I¢] =0, (41)

Veamos esto con mas detalle, sin pérdida de generalidad comencemos con Iy ®

A,, para saber como actia sobre V¥, apliquemos este operador sobre un estado

2Como en 3.1
3En donde Iy Y I, son los operadores identidad en ¥y y ¥, respectivamente
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arbitrario

(lo @ Ay) |0) @ [Yor) = o |e;) @ Ay [Pr)
= [vo;) ® €7 [Ypia)

Esta accién puede verse de la siguiente forma

[one)® [o1)  [ong)® Wp2)  [any)©|tps) [on )@\ Yon,—1)  |tan,)e by No)

o—> o—> o—> .

v elver)  [e-elbee) |y _)e|ps) v, -)® g ) v,-)Blthpn, )
.—Ab/._y o——Pp- . . S —

ey lthpr)  [te3)€l¥p2) [1g2)©[V03) [Vg3) @ pn, 1) [Wos)®lpn,)

U

J

c—> *«———> o—>-
[Wo2)elVe1)  [pa)olven)  [vm)eltps) [o2) @l Wpn, 1) |We2)® W)
._> ._> .—o—}o . . ._>
W’91>®|w¢1> |w91>®‘¢¢2) |1/191>®|’¢)4p3> |7/)01>®W¢N¢—1> |w91>®|¢w¢>

N

Figura 4.6: Representacion grdfica de la accion de Iy @ A, sobre ¥

o de forma equivalente
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N
|

T
U NN

T A

~— 7

._/

Figura 4.7:  Representacion grafica de la accion de Iy @ A, sobre U en donde

podemos ver como Iy @ A, genera rotaciones ciclicas sobre 1y; @ U,

es decir, Iy ® A, actia sobre W generando roraciones ciclicas sobre los subcon-
juntos vy; ® ¥,. Andlogamente

(Ae ® I«p) W)@j> ® W’«pk> = Ay W’@j> ® Lp |¢s@k>

eeitt ’1/)9j+1> ® |¢wk> )

que puede verse de la siguiente forma
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v N5>®|¢¢3> [en, ®|T/1¢N;,1>

! !

1/’.V,~ |>®|%3) |7r/ 8

)8V, 1)

[V92) @[hy3)

"Uj93>@ |w\p;\;.71 >

’9>®|ww2>

!

Uy, -1)® |77/}Lp2>

!

|¢93)®W’¢2>

[Vgls)® |1/Jw¢>

!

Un, )8V n,)

I

"l//'93>® |1L'¢\>

lfons)@[Ppr) I

Uy, 1)@ Y1)

!

[Vo3)®]10p1)

|

Vo2) [ Uga) WVo2) ®[Ys) [Xo2) ® [V n, 1) 162) @ | Vo, )

‘w91>®‘7/)991> |1/J91>®|'¢1¢2> \¢91>®W’¢3> |¢01>®|wwm—1> |w91>®|wtph\7>

Figura 4.8: Representacion grdfica de la accion de Ag ® I, sobre ¥

[l

VO VRN

Figura 4.9: Representacion grdfica de la accion de Ay @ I, sobre ¥ en donde

o de forma equivalente

U

podemos ver como Ag ® I, genera rotaciones ciclicas sobre Wy @ 1)y

es decir, Ay ® I, actua sobre ¥ generando roraciones ciclicas sobre los subcon-
juntos Vo & 1.

Por lo tanto, Iy ® A, y Ay ® I, actiian sobre ¥ generando rotaciones ciclicas, es
decir, generan rotaciones cilcicas sobre un toro en dos direcciones independientes

que son ortogonales entre si, ademads estas rotaciones son conmutativas 4.1
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Figura 4.10: Representacion grdfica de la accion de y Iy @ A, y Ng @ I, sobre el

toro.

ya que [y ® A, genera rotaciones en la componente ¢ y Ay ® I, genera rotaciones

en la componente @, tenemos que

=15,
Iy ® AAO = R 7,
Ag ®]¢, = 6%69‘]9.

Ahora encontremos las representaciones de las componentes del momento angular

J. Sin pérdida de generalidad comencemos con J,

6%6%0‘]“’ = Ig@A

)
— _[9 ® eiAg,

_ - (14,)
= he 2_:0 m!

e@@i(i%m)

por lo tanto
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s
590 - Niwa (42)
J, = —ihD,, (4.3)

en donde D, representa la matriz de diferenciacién parcial respecto a ¢. Anédloga-

mente

2
g = ﬁe’ (4.4)
Joy = —ihDy, (4.5)

en donde Dy representa la matriz de diferenciacién parcial respecto a 6. Nétese
que a diferencia de lo que ocurre en el caso estandar y en otras geometrias, en
donde las componentes del momento angular no conmuntan, en el toro si conmu-

tan, es decir

L0 0
[JSW Jg] = |:_Zha@7 —Zhae:|
— [“ihly®D,,—ih Dy & I,]
= O’

en [12] obtienen este mismo resultado, este resultado puede explicarse en términos
de rotaciones, ya que en el toro una rotacion en ¢ seguida de otra en # si conmutan,

como se pueder en 4.1. Tabién se tiene que

[JQva] = 0
[72,.J,] = o.

Por lo tanto, por el segundo postulado de la mecanica cuantica, exite una base de

vectores ortonormales en donde J,,, Jy y J? son diagonales, dicha base esta dada
por {l1) ..., [on, )} ®{[61) ... |0w,)}, en donde
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(Verlpj)

jeImp

<w0k ‘ 9l>

Qg

leIng

ademas tenemos que

e_ika@j
)
V Ny
2

EJ,

0,41,+2,...,4n,, N, =2n,+1,

1 3 2n,—1 _
143,22 N, =2n,.

efikagl

VN
0,41,42, ..., £np, Ny=2ng+1,

+1, 43, .., 22l Ny = 2n,.

27

D, lp;) = —ijle;)
Dyl — —illoy).

Ahora resolvamos el problema de valores propios para J,

Jol0) @ ;) = —ihDy (|6) ® |¢;))

analogamente

= —ih(ly®D,) (16:) ® |g;))
= —ilily|6)) @ D, |pj)

= —ih |6) ® —ij |¢;)

= —jh|0) ®|e;),

Jo 101) @ |wj) = —Ih [0) @ [p;)
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y por lo tanto
Ploy@le) = (Jz+75)
= W2 (2 + 1) 10) @ ;) -

De todos estos resultados podemos concluir que la mecénica cudntica del momen-

to angular sobre el toro queda determinada por la paridad de Ny y N,,.

Los resultados obtenidos en este capitulo son validos incluso cuando defor-

mamos el toro como si se tratara de una figura de plastilina

Figura 4.11: Toro deformado.

ver figuras las figutas 3.1, 3.2 y 3.3

Figura 4.12: Representacion grdfica de la accion de y Iy @ Ay, y Ag @ 1, sobre el

toro deformado.



Capitulo 5

Momento Angular Total sobre

una Esfera

En este capitulo haremos colapsar el toro a una esfera haciendo el radio exterior
del toro igual a cero, veremos los distintos casos que podemos obtener y como

actian los generadores de rotaciones en las direcciones ¢ y 6

En el desarrollo de los capitulos anteriores no ha sido necesario fijar los parametros
r vy R del toro, por lo que los resultados obtenidos son validos' para cualquier

valor posible de r y R.

ILos resultados obtenidos son validos incluso cuando deformamos el toro

45
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rR=0

Figura 5.1: Distintos casos posibles del pardmetro R

Un caso particularmente interesante es cuando R = 0, es decir, cuando colapsamos
el toro a una esfera?, en este caso , la accién de los operadores [y @ A, y Ay ® I,
sobre los puntos de la esfera, asi como la discretizacion de estd, seran diferentes
segun la disposicién de los puntos utilizados para discretizar el toro, asi como de
la paridad de Npy N,,. Para ilustrar esto veamos algunos ejemplos sencillos.

Antes de eso diremos brevemente como se discretiza la esfera cuando el toro

2Est4 esfera serd diferente a una esfera ordinaria ya que podremos movernos sin restricciones
en la coordenada 6
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colapsa en esta. Para discretizar la esfera, primero trazamos un circulo y sobre

este Ny puntos equidistantes entre si

Figura 5.2: Ny puntos equidistantes sobre un circulo

. . om . .
luego giraremos Ny radianes IV, — 1 veces por un eje que pase por el centro del

circulo?, si el eje de rotacién pasa por el punto medio del arco entre dos nodos

consecutivos diremos que la rotacion es normal

— P

Figura 5.3: Giramos ]2\,—” radianes N,—1 veces, esto nos genrara N, puntos equidis-
@

tantes

de esta forma obtenemos la discretizacion de la esfera

3Si el eje de rotacién pasara fuera del circulo obtendriamos la discretizacion del toro del
capitulo anterior
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Figura 5.4: Discretizacion de la esfera

5.1. Ejemplo 1

Consideremos un circulo con dos puntos equidistantes entre si, luego giremos 7

radianes sobre un eje que pase por el centro del circulo.

0 v T

Figura 5.5: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso obtenemos una esfera con cuatro puntos que se encuentran sobre

una f-6rbita’ y sobre dos ¢-6rbitas®

Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una @-érbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

4 Con el fin de facilitar la redaccién, la comprensién y la lectura de este capitulo abusaremos
un poco de la definicién de ciertas palabras, en particular, cuando mencionemos una 6-érbita
nos estaremos refiriendo a los circulos sobre la esfera que podemos describir dejando fija la
coordenada ¢ y variando la coordenada 6 y que ademas contengan puntos de la esfera

5 Cuando mencionemos una -6érbita nos estaremos refiriendo a los circulos sobre la esfera
que podemos describir dejando fija la coordenada 6 y variando la coordenada ¢ y que ademés
contengan puntos de la esfera



Capitulo 5. Momento Angular Total sobre una Esfera 49

Ag@]w

Figura 5.6: Accion de los operadores Iy @ A, y Ag @ 1, cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso, no podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre la misma
g-orbita utilizando solamente el operador Ay ® I, , sin embargo, podemos llegar
de un punto a cualquier otro sobre una misma @-érbita utilizando solamente el

operador Iy ® A,

5.2. Ejemplo 2

Consideremos un circulo con dos puntos equidistantes entre si, luego giremos m

radianes sobre un eje que pase por el centro del circulo.

A

(@b X7

Figura 5.7: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso obtenemos una esfera con dos puntos que se encuentran sobre una

f-6rbita y sobre una -6rbita
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Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

Ay, Io® A,

Figura 5.8: Accion de los operadores Iy @ A, y Ag @ 1, cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre una misma 6-
érbita utilizando solamente el operador Ay ® I, y también podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma @-6rbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,

5.3. Ejemplo 3

Consideremos un circulo con dos puntos equidistantes entre si, luego giremos m

radianes sobre un eje que pase por el centro del circulo.

0

/‘\/_\

< 4P

Figura 5.9: Discretizacion de la esfera cuando el eje de rotacion pasa por uno o

mas puntos

En este caso obtenemos una esfera con dos puntos que se encuentran sobre una
f-orbita.
Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una -6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos
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Ap® 1, Iy ® Ay

Figura 5.10: Accidn de los operadores I @ A, y Ag @ 1, cuando el eje de rotacion

Pasa por umo o mas puntos

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre la 0-6rbita uti-
lizando solamente el operador Ay ® I,, por otro lado, el operador Iy ® A, no

realiza accion alguna ya que no existen @-érbitas.

5.4. Ejemplo 4

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con dos puntos equidis-

2m

tantes entre si, luego giremos < radianes tres veces sobre un eje que pasa por el

centro del circulo

7

Figura 5.11: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso obtenemos una esfera con ocho puntos que se encuentran sobre dos

f-6rbitas y sobre dos @-6rbitas

Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una -6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos
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S\
TN L
L\‘))

Ay I,

N
N

Figura 5.12: Accion de los operadores Ig @ A, y Ag® 1, cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso, no podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre una misma
0-6rbita utilizando solamente el operador Ay ® I, sin embargo, podemos llegar
de un punto a cualquier otro sobre una misma @-6érbita utilizando solamente el

operador Iy ® A,

5.5. Ejemplo 5

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con dos puntos equidis-
tantes entre si, luego giremos %Tﬂ radianes tres veces sobre un eje que pasa por el

centro del circulo

Figura 5.13: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso obtenemos una esfera con cuatro puntos que se encuentran sobre

dos #-6rbitas y sobre una @-érbita
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Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

A(}@Lp [{}®Anp

Figura 5.14: Accion de los operadores Ig @ Ay, y Ag® 1, cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre la misma 6-érbita
utilizando solamente el operador Ay ® [, , y también no podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma @-6rbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,

5.6. Ejemplo 6

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con dos puntos equidis-

P

- radianes dos veces sobre un eje que pasa por el

tantes entre si, luego giremos

centro del circulo

o

Figura 5.15: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso obtenemos una esfera con seis puntos que se encuentran sobre tres

f-6rbitas y sobre dos @-orbitas
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Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

Figura 5.16: Accion de los operadores Iy @ A, y Ag® I, cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre una misma 6-
érbita utilizando solamente el operador Ay ® I, y también podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma ¢-6rbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,

5.7. Ejemplo 7

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con dos puntos equidis-

27

5 radianes dos veces sobre un eje que pasa por el

tantes entre si, luego giremos

centro del circulo

B e

Figura 5.17: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso obtenemos una esfera con seis puntos que se encuentran sobre tres

f-6rbitas y sobre una @-6rbita
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Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

Ay,

Figura 5.18: Accidn de los operadores Iy @ A, y Ay @ 1, cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre la misma -érbita
utilizando solamente el operador Ay ® I, , sin embargo, no podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma @-6rbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,

5.8. Ejemplo 8

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con tres puntos
equidistantes entre si, luego giremos 7 radianes sobre un eje que pasa por el

centro del circulo

DS

Figura 5.19: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso obtenemos una esfera con seis puntos que se encuentran sobre una

f-6rbita y sobre tres ¢-6rbitas
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Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

g BN pon KT\

oo/ .

Figura 5.20: Accion de los operadores Ig @ A, y Ag® 1, cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso, no podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre una misma
0-6rbita utilizando solamente el operador Ay ® I, sin embargo, podemos llegar
de un punto a cualquier otro sobre una misma @-6érbita utilizando solamente el

operador Iy ® A,

5.9. Ejemplo 9

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con tres puntos
equidistantes entre si, luego giremos 7 radianes sobre un eje que pasa por el

centro del circulo
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Figura 5.21: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso obtenemos una esfera con tres puntos que se encuentran sobre una

f-6rbita y sobre una -6rbita

Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una @-érbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

A9®[¢ 19®Arp

Figura 5.22: Accion de los operadores Iy @ A, y Ay ® 1, cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre la misma 6-
érbita utilizando solamente el operador Ay ® I, , y también podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma @-6rbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,
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5.10. Ejemplo 10

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con tres puntos

equidistantes entre si, luego giremos %’r radianes dos veces radianes sobre un

eje que pasa por el centro del circulo

Figura 5.23: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso obtenemos una esfera con nueve puntos que se encuentran sobre tres

f-6rbitas y sobre tres ¢-Orbitas

Ahora veamos como actia Ay ® I, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

Figura 5.24: Accion de los operadores Iy @ A, y Ag® 1, cuando el eje de rotacion

no es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre una misma 6-
érbita utilizando solamente el operador Ay ® I, y también podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma ¢-6rbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,
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5.11. Ejemplo 11

Veamos ahora el siguiente ejemplo, consideremos un circulo con tres puntos

equidistantes entre si, luego giremos 2{ radianes dos veces radianes sobre un

eje que pasa por el centro del circulo

A

b X%
RN

9 CEN

Figura 5.25: Discretizacion de la esfera que obtenemos cuando el eje de rotacion

es normal
En este caso obtenemos una esfera con siete puntos que se encuentran sobre tres

f-6rbitas y sobre una -érbita

Ahora veamos como actia Ay ® [, sobre una una 6-6rbita cualquiera y Iy ® A,

sobre una -6rbita cualquiera, para la discretizacion de la esfera que obtubimos

Figura 5.26: Accidon de los operadores I @ A, y Ay ®@ 1, cuando el eje de rotacion

es normal

En este caso, podemos llegar de un punto a cualquier otro sobre la misma -érbita
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utilizando solamente el operador Ay ® I, , sin embargo, no podemos llegar de un
punto a cualquier otro sobre una misma ¢-orbita utilizando solamente el operador
Iy ® A,

Anélizando los ejemplos 1, 2, 3, 5, 7, 9 y 11 podemos observar que si la rotacion es
normal, dos p-érbitas se juntaran para formar una nueva @-orbita y si queda una
@-6rbita sola, estd ¢-6rbita colapsara y todos los puntos sobre esta coalesceran®

a un punto.

Si ademas N, es par, es decir, si el nimero de puntos sobre las (p-érbitas es
par, al juntarse dos -érbitas cada punto de una de las @-6rbitas coalescera sobre
otro de la segunda formando una nueva p-6rbita idéntica a cualquiera de las dos
-Orbitas iniciales y por lo tanto el operador Iy ® A, nos movera de punto en
punto sobre la nueva -érbita, al igual que lo hacia en las p-dérbitas iniciales. Sin
embargo, si IV, es impar al juntarse las dos (-6rbitas los puntos no coalesceran y
sobre la nueva ¢-6rbita tendremos el doble de puntos, pero el operador /@A, sélo
nos moverd sobre los puntos de una de las ¢-6rbitas iniciales de manera que no

podremos llegar de los puntos de una de p-6rbitas a los puntos de la otra @-6rbita.

Analizando los ejemplos 2, 4, 5, 9 y 11 podemos observar que si la rotacién es
normal entonces el operador Ay ® I, nos mueve de una ¢-6rbita a otra ¢-6rbita

contigua, es decir, sin saltarse @-orbitas.

Analizando los ejemplos 1,4 y 8 podemos observar que si la rotacién no es
normal y N, es par, dos #-6rbitas se juntaran para formar una nueva 6-6rbita
pero los puntos de estas f-6rbitas no coalesceran de modo que tendremos el doble
de puntos sobre la #-6rbita pero el operador Ay ® I, sélo nos movéra sobre los
puntos de una de las #-6rbitas iniciales y lo hara en el sentido contrario al de la
otra f-érbita inicial, de modo que no podremos llegar de los puntos de una de las
f-orbitas iniciales a los puntos de la otra #-6rbita inicial utilizando solamente el

operador Ay ® I,.

6Cuando mencionemos que dos o més puntos coalescen, nos estaremos refiriendo a que se
unen para formar un solo punto, recordemos que cada punto es un estado cudntico posible
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Anélizando el ejemplo 10 podemos observar que si la rotacién no es normal y
N, es impar, entonces el operador Ay ® I, no nos mueve de p-6érbita en p-érbita
si no que nos mueve de una -6rbita a la segunda -érbita contigua saltando la

primera -6rbita contigua.

En particular, si la rotacién es normal y NV, es par, obtenemos una esfera so-
bre la cual los operadores Iy @ A, y Ay ® I, nos mueven de punto en punto en
las direccidn ¢ y 6 respectivamente, ademas sobre esta esfera las componentes del
momento angular conmutan, los valores propios de .J, son multiplos semi-enteros
de N y los valores de Jy son multiplos enteros ¢ semi-enteros de h. No obstante

los demads casos también son interesantes



Conclusiones

Si las componentes de un operador O satisfacen la relacién de conmutacién
[Oj, OAk} =ih), sjknén, entonces los valores propios de sus componentes son
multiplos enteros y semi-enteros de h. En particular las componentes de L satis-
facen esta relacion de conmutacion como puede verse en la ecuacion 2.1 y por lo
tanto deben considerarce los miltiplos semi-enteros de i como valores propios de

cualquiera de sus componentes.

Cuando discretizamos el espacio de Hilbert y generamos rotaciones ciclicas
sobre este, A genera un grupo de orden N y 2N, para N impar y N par respec-

tivamente.

El operador A resulta ser unitario, y esta relacionado con la matriz de difer-

enciacién para funciones periédicas cuando los puntos son equidistantes.

Obtenemos de forma nautral que los valores propios de las componentes del
momento angular J son multiplos enteros y semi-enteros de h, para N impar y

N par respectivamente.

Un poco anélogo al experimento de Otto Stern y Walther Gerlach, en el que
el haz de plata se dividia en dos haces, A se divide en dos casos independientes
que curiosamente estdn asociados con los dos tipos de particulas cuanticas exis-
tentes, los bosones y los fermiones, ya que para N impar las funciones de onda son
simétricas, siguen la estadistica de Bose-Einstein y tienen espin entero y para N
par las funciones de onda son antisimétricas, siguen la estadistica de Fermi-Dirac

y tienen espin semi-entero.

62



Conclusiones 03

Las componentes del momento angular J conmutan sobre el toro.

La mecanica cuantica del momento angular sobre un toro queda determinada

por la paridad de Ny y N,,.

Todos los resultados obtenidos sobre el toro son validos incluso cuando lo de-

formamos.

Cuando colapsamos el toro a una esfera obtenemos distintos casos interesanes

que depende de la dispocién de los puntos y de la paridad de N,.

Podemos extender los resultados obtenidos en el toro a una esfera sobre la

cual las componentes del momento angular conmutan.



Apéndice

A.1. Producto de Kronecker

El Producto de Kronecker, denotado con ®, es una operacion sobre dos matrices

de tamano arbitrario que da como resultado una matriz "bloque”. Es un caso

especial del producto tensorial. El producto de Kronecker no deberia confundirse

con el producto de matrices habitual, que es una operacién totalmente diferente.

Debe su nombre al matematico aleman Leopold Kronecker.

DEFINICION. Sea A una matriz de n x m y B es una una matrizp X ¢, AQ B es

la matriz bloque mp x nq, dada por

A® B =

O mas explicitamente

a11b11
allbpl
AR B =
an1bi1
anlbpl
ProriepADES

allB

(InlB

allblq

allbpq

Qn1 blq

Qn1 bpq

almB

Apm B

a1mb1y
almbpl
Canbll

anmbpl

almblq

6lebpq

Canblq

anm bpq

04



Apéndice 05

1. Bilinealidad y asociatividad, el producto de Kronecker es un caso especial

del producto tensorial, asi que es bilineal y asociativo.
2. A(B+(C)=A®B+A®C (si B y C tienen la misma dimencion)
3. (A+B)®C =AC+B&C (si A y B tienen la misma dimencion)
4. (kA)@ B=A® (kB) =k(A® B)

5. (A®B)®C=A® (B®C)

en donde A, B y C son matrices y k es un escalar.

6. El producto de Kronecker no es conmutativo, en general A@ By B® A
son matrices diferentes. Sin embargo, A ® By B ® A son equivalentes en
permutacion, lo que quiere decir que existen matrices permutacion Py Q)
tales que

AR B=P(B® A)Q.

Si A y B son matrices cuadradas, entonces A ® B y B ® A son incluso de

permutacién similar, lo que quiere decir que podemos tomar P = Q7.

7. La propiedad del producto mixto

Si A, B, C'y D son matrices de manera que se puedan formar los productos
AC' y BD, entonces

(A® B)(C ® D) = AC ® BD.

A esto se llama la propiedad del producto mixto, porque mezcla el producto
ordinario de matrices y el de Kronecker. Se deduce que A ® B es inversible

si y solo si Ay B son invertibles, en cuyo caso

(AeB)'=A"'®B™"

8. Espectro
Supongamos que A y B son matrices cuadradas de tamanos respectivos n
y ¢. Sean Aq,..., A, los autovalores de A y fi,..., A\, los de B (listados de

acuerdo a la multiplicidad). Entonces los autovalores de A ® B son
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)\,-,uj, Z':l,...,n,jzl,...,q.

Se deduce que la traza y el determinante de un producto de Kronecker

vienen dados por

tr(A® B)=trAtrB y det(A® B) = (det A)!(det B)".
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A.2. Interpolacion

En numerosos fenémenos de la naturaleza observamos una cierta regularidad en
la forma de producirse, esto nos permite sacar conclusiones de la marcha de un

fenémeno en situaciones que no hemos medido directamente.

El problema general de la interpolaciéon se nos presenta cuando tenemos una
funcién f la cual solo conocemos en un numero finito de puntos, se desea, por
tanto encontrar una funcion cuya grafica pase por esos puntos y que nos sirva
para encontrar nuevos puntos de la funcion. Los resultados obtenidos son natu-

ralmente estimaciones aproximadas.

A.2.1. Interpolacion para una funciéon de una variable

Sea f una funcion conocida solamente en un nimero finito de puntos

f(xi), ’Lzl,n

Dado un conjunto de funciones 8 = {hy(x), ha(x), ..., h,(x)}, al que llamaremos
base de interpolacién, queremos saber cuando es posible una combinacién lineal

tal que

n

f(xl) = E CLjhj(.’L'i), 1= ]., Loon, (A].)

i=j
a dicha combinacion lineal le llamaremos funcién de interpolacién’ y la denotare-
mos por g(z). La ecuacion ??7 determina un sistema de ecuaciones lineales, en
donde las incégnitas son los coeficientes que determinan la funcién de interpo-

lacion

hi(x1)  ha(xq) . hy(xq) ay f(r1)
hi(xa)  ho(zs) : hn(.xQ) a2 f(x2) : (A.2)
hi(zn) ho(x,) ... hy(xy,) an f(zy,)

70O polinomio de interpolacién en el caso de que la base de interpolacién sean polinomios de
alguna clase
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o de forma equivalente

Ha = f,

en donde H es la matriz (H);; = hi(x;), @ un vector con i-ésima entrada a; y f
un vector con i-ésima entrada f(z;). Por lo tanto, la combinacion lineal existe y
es Unica si y solo si detH # 0.

Ahora bien, para encontrar la funcién de interpolacién necesitamos resolver el
sistema A.2, sin embargo, en casos particulares exiten férmulas de interpolacién,
con las cuales es mas facil encontrar la funcién de interpolacion, como por ejemplo,
cuando utilizamos {1,z,...,2" 1} como base de interpolacién, es facil ver que el

polinomio de interpolacion esta dado por

7) = al .. Hj;éi(x_xj>

otro ejemplo también muy conocido, es cuando utilizamos los polinomios trigono-
8

(A.3)

métricos® como base de interpolacién, en este caso, el polinomio de interpolacion

estd dado por

o) = 3 fag a5 )

i=1 Hj;éi sin( %517 )

La idea de este tipo de férmulas de interpolacién consiste en encontrar funciones

(A.4)

l;(x), tales que

li(z;) = by (A.5)
li(z) € Ah(x),hal@), ... ha(z)}) (A.6)

Una vez encontradas dichas funciones, es facil ver que la funcién de interpolacion

esta dada por

N

g(@) = > flx:)li(x).

i=1

8Solo podemos utilizar esta base cuando el nimero de nodos es impar, en la seccién ?? del
Apéndice veremos cémo se resuelve este caso cuando el nimero de nodos es par



Apéndice 69

En el primer ejemplo

Hj;éi(‘r - ;)
H#i(% — )’

y facilmente podemos ver que se satisface A.5 y A.6, en el segundo ejemplo

Hj;éi Sin(r_zxj )
. =Ty
Hj;éi sin (- 2%)
y facilmente podemos ver que se satisface A.5, sin embargo no es facil ver que se
satisfaga A.6"

A.2.2. Interpolacion para una funcién de dos variables

Sea f una funcién escalar de dos variables que es conocida sélo en un nimero

finito de puntos

fleiy), i=1,...n, j,...m.

Sea 8 = {hi(x),ha(x),..., hpo(2)} {1 (y), ¢2(y), - . ., ¢m(y)} una base de interpo-
lacién'®, queremos encontrar una combinacién lineal tal que

f(@isyy) = (arha(m) + .o+ anha(2:) @ (bigi(yi) + - - + b (¥i))

1=1,...n, 7,...m,

esta condicién determina un sistema de ecuaciones lineales en donde las incégnitas

son los coeficientes que determinan la funcién de interpolacion

9Se puede mostrar que esta condici 6n tambi én se cumple utilizando la formula sin(z +y) =
sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x), pero nos desviarfamos mucho del tema principal

OEn dode ® es el producto de Kronecker, para més informacion, ver la seccién A.1 del
Apéndice
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f(l'la yl) = (alhl(‘rl) +.. anhn(xl» ® (b1Q1(y1) +.. bmgm(yl))

f(@1ym) = (athi(z1) + ..+ aphn(21)) @ (0161 (Ym) + - - + b (Ym))
f(@2,y1) = (ahi(z2) + ..+ aphn(22)) @ (g1 (y1) + - + b (Y1)

f(o,ym) = (arhi(x2) + ... + anhn(22) @ (0161 (Ym) + - - + binGon (Ym))

f@nym) = (@hi(@n) + ..+ anhn(20)) @ (01G1(Ym) + - + binGn(Yim))

o de forma equivalente

(H®Q)(a®b)=f,

en donde
hi(z1) hao(xy) ... hy(zy)
H _ hl (1’2) hg(ﬁ[z) . hn(fL'Q)
a(y1) @) - an(y)
Q _ q1 (yQ) QQ(.ZJQ) : Qm(.yQ)
q1 (ym) q2 (ym) <o Gm (ym)
(@)' = (ay,..., a)
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por lo tanto la funcién de interpolacién existe y es tinica si y solo si det (H ® Q) #
0, y como'! det (H® Q) = (detH)" (det@Q)™, entonces det (H @ Q) # 0 si y solo
si detH # 0y det@ # 0.

Por lo tanto una vez resuelto el sistema de ecuaciones la funcién de interpolacién

estard dada por

9(z,y) = (arh1(z) + ... + aphn(2)) © (b1gi(y) + -+ - + bugm(y))

Sin embargo, en casos particulares existen férmulas de interpolacién con las cuales
es mas facil encontrar la funcién de interpolacion. Sean ¢;(z) y t;(y) funciones

tales que

li(xy) = Oy, i=1,...m,

t(x) € (@), ha(z), ... ha(2)})
tilur) = g, Jy...m,

tiy) € LaWw), e, . )}

entonces la funciéon de interpolacion esta dada por

n m

g(z.y) = Z Z [z, y)li(x)t;(y)

i=1 j=1

A.2.3. Interpolacion para una funcién de N variables

Podemos extender facilmente los resultados anteriores a una funcién de varias
variables, pero la notacién se vuelve muy compleja, asi que solo escribiremos los

resultados ya que las deducciones son analogas a los casos anteriores.

Sea f una funcién escalar de N variables conocida sélo en un numero finito

de puntos

f(.%'li,l'gj,...,l']vk), izl,...ml, j:l,...mg, ,k:l,...mN,

y sea

HVerlas propiedades del producto de Kronecker en la seccién A.1 del Apéndice
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B ={hu(z1), .., ham, (21)}@{ha1(2), - - -, ham, (22) }@{AN1(@N), - - -, hvmy (TN) }

una base de interpolacion, entonces existe una funcién que interpola a f y es

Unica si y solo si

deth#O, t:].jN,

en donde
hi (l'tl) ht2($t1) cen htmt ($t1)
hir(zi2)  hio(zi2) oo i, (242)
Ht = . . . . ’
hi (mtmt) hao (thmt) ce htmt (-rtmt)

en dicho caso la funcién de interpolacién estd dada por

g(l’l, Loy .. 7.’EN) = (anhll(xl) 4+ ...+ almlhlml (I‘l)) X ...
@ (anthyi(zn) + o 4 anmy hvmy (T8))

o
f([El,ZL'Q,..., ZZ Zf 1’11,1'2],...,SCNk)Eli(Z'l)fgj(iL'Q)...ENIC({L'N)
i=1 j=1

si podemos encontrar funciones ¢,s(x,) tales que

lrs(Trs) = Ops, r=1,...N, s=1,...m,,

7‘5 wr fﬂ{hrl xr r2 xr) ey hrmr (xr)})
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A.3. Desigualdad de Schwartz

Sean ), |¢) € H y (1], (| € HT los vectores duales respectivos, entonces

(Wlv) (lo) = | (W]o) [

Demostracién

Consideremos el vector |f) = |¢) + A|¢) . Como (f|f) > 0, entoces

0<I = (fIf)
= (ol + A" {]) (|o) + A )
(0l0) + A" (Plo) + A (DY) + N A (YY) .

En particular, si tomamos A = —%
(9l¥) _(¥lo) )\ [ (W)
o (-5 v (~ iy ) o (-55) (-5 o

Multiplicando por (1|¢)) ambos lados de la ecuacién, se tiene que

(816) (V1Y) = (1) [* 2 0,

es decir

(W) (dle) > [ (¥lo) *
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A.4. Principio de Incertidumbre de Heisenberg

Sean A y B dos operadores hermitianos cuyo, tales que [/1, B] = ihC , entonces

A~

AAAB > =(C)

N S

Demostracion

Consideremos los operadores a, b definidos por

S Q>
M
o
| |
—~ -~
5T
—_>

Como A y B son hermitianos, también lo son @ y b. Mas ain, tienen el mismo

conmutador,
[a,0] = [A—(A),B— (B)I]
= [A,B]—(B) [A,1] - (A) [1,B] + (4) (B) [1,1]
= [A,B]
= ihC

en donde |¢) = a|¢). Andlogamente

((AB)) = ().

con |y) = b|x). Usando la desigualdad de Schwartz
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((AA7) ((A4)?) = (lo) (xIx)
> |{olx) I*.
Evaluemos (¢|x),
(@lx) = (gla'd|x)
= (@lably)
ab—"ba ab+ ba
= (9] 3 5 \AX> A
= 00T 0+ 0 P

= il bl +T,

en donde 2I' = (¢| ab + ba |x), ademds

o = |
(

= (¢lab|x
(
(¢l ab|x

por tanto I' € R, entoces

(1347) (o7

)+
¢labx) +
)+

AVAR

v

o| ab+ ba|x)
@l ab|x) + (¥|ba|x)

| blal )
x| ab o)
(6 ablx))",

(o) (xIx)

[ {o1x) I
ih
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y aplicando raiz cuadrada a esta exprecion

(134) {(a) -

ho»
2

(0.
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A.5. Prueba de la necesidad para poder simpli-
ficar A

Observemos que una matriz de diferenciaciéon debe madar al verctor identidad a
cero, ya que es una funcién constante en todos los puntos y por tanto su derivada

es cero, por lo tanto

(Z)jj = Z ay

l

veamos bajo que condiciones (A);; = 0. Como el desfasamiento entre dos raices

contiguas de =AY + ¢ =0, es %T, entonces
Para N = 2n + 1, sea x tal que
2nm
“wmTTN
27
a, = I — ﬁ
ap+1 = T
27
Gpta = T+ N
2nm
azp = T+ N

por tanto, z = (A);; = 0y I' = 2Im, ya que e = e | =1,2,....,n+

1,....,2n+ 1.

Para N = 2n, sea y tal que
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2n — 1)m
ar = y_(N>
3T
ap—-1 = y_ﬁ
T
a, = y—N
T
Apy1 = y+ﬁ
3
Unty = YT 37
2n — 1)m
aop = Y ( N)

por tanto, x = (A);; =0y ' = (2l4+1)m, yaque e =N [ =12... . nn+
1

Y, 2N
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