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Introduccion

Como se puede ver en [4] y en [2], el operador de Dirac en variedades Riemannianas
es bien conocido desde hace tiempo. El principal objetivo de esta tesis es presentar de
manera explicita el operador de Dirac en la 2-esfera (S?), lo cual quiere decir que todas
las construcciones hechas enfocadas a esto, serdn en términos de un atlas para la esfera
tomado de manera apropiada. Este resultado, si bien se puede consultar en la bibliografia
antes citada, difiere del ahi presentado en el sentido de que, con nuestro operador de Dirac
es posible hacer célculos con secciones especificas del haz espinorial de S2.

Una de las motivaciones de estudiar el operador de Dirac es dar un significado a la
rafz cuadrada del Laplaciano. En R?, el Laplaciano es definido por

0? 02

A= _(8_x§+8_x§)’

proponiendo el operador

0 0
D=v— —
71 B + 72 Dy’
obtenemos
2 82 82
D? = (71)2— + (72)2— + (M2 + 2n)

03 03 0r101y
Entonces 71 y 72 tienen que satisfacer (71)? = (12)? = =1y 71272 + 7271 = 0. De donde

evidentemente y; y 2 no pueden ser niimeros complejos. Si definimos
(0 i (0 1
71 T 1 0 ) 72 L _1 O

0 0
P = 71(9_1‘1 +728—x27

y el operador

podemos observar que vi = —I =3, 7172 + 7271 = 0 y que

entonces P es una raiz cuadrada del operador de Laplace en R2.

Dado que S?, es una variedad diferenciable de dos dimensiones que no es difeomorfa
a R?, la definicién del operador de Dirac en S? debe ser compatible con el cambio entre
cartas, con lo cual definiremos de manera global al operador de Dirac en S?. El operador
de Dirac en S? actia en un haz lineal de fibra C2, al que llamaremos haz espinorial
denotado por S, el cual es la suma directa de dos haces lineales complejos no triviales
Sty S, construidos a partir del haz tangente de S2.



En el primer capitulo de esta tesis tratamos el material requerido para hacer la dis-
cusion acerca de haces vectoriales para una variedad, asi como las herramientas necesarias
para realizar construcciones posteriores, en las que daremos de manera explicita el haz
tangente de S? (capitulo 2) y los haces ST, S~ y S (capitulo 4). El capitulo 3 trata acerca
de la derivada covariante y del transporte paralelo, el cual es de suma importancia en el
capitulo final, en el que se define una derivada covariante para el haz espinorial y es con
esto que finalmente definimos el operador de Dirac para secciones del haz espinorial de
S? en coordenadas locales.

En esta tesis no revisamos las teorfas correspondiente a haces principales y Algebras
de Clifford, que es con lo cual se define usualmente al operador de Dirac en una variedad
de espin, esto con la finalidad de minimizar la cantidad de material tedrico incluido en
la presente tésis.
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Capitulo 1

Variedades diferenciables

1.1. Variedades

Definicién 1.1.1 Una variedad M es un espacio topologico Hausdorff conexo, tal que
para cada x € M existe una vecindad abierta de x homeomorfa a un abierto de R™.

Definicién 1.1.2 Para p € N y M wvariedad, un atlas de clase CP es una familia de
parejas { (U, ¢;) Yier tal que los U; forman una cubierta abierta para M, cada ¢; : U; — §;
es un homeomorfismo entre U; y §;, donde §; es subconjunto abierto de R™, y tal que
cada vez que U; NU; # 0, se tiene que

gio ¢ (Ui NU;) — ¢;(U; N U;)

es un difeomorfismo de clase CP.

A la pareja (Us, ¢;) se le llama carta para M y a las funciones ¢; o ¢;
funciones de cambio de carta.

Decimos que M tiene la estructura de una variedad diferenciable de clase CP si existe
un atlas tal que toda funcion de cambio de carta es de clase CP. Si las funciones de cambio
de carta son de clase C* diremos que M es suave o, simplemente, que M es diferenciable.
En lo sucesivo, todas las variedades que consideraremos serdn variedades diferenciables.

Definicién 1.1.3 Sean M, N wvariedades diferenciables, {(U;, ¢i) }ier, {(Vi, Vi) }jes atlas
para M y N respectivamente, decimos que la funcion f: N — M es diferenciable si

L se les llama

;0 fo ¢J_1 (cada vez que la composicion tenga sentido)

es diferenciable como funcion de R™ a R™ para todoi € I y j € J, donde n = dim(N) y
m = dim(M).

Denotamos por C*°(M) el conjunto de todas las funciones de clase C* definidas en
M con wvalores en R.

1.2. Haz tangente de una variedad.

Definicién 1.2.1 Una curva diferenciable ¢ en la variedad M es una funcion

c:(—€e€) =M
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que es diferenciable en el sentido de la definicion 1.1.35.

Definicién 1.2.2 Dada la carta (U, ¢) para M, un vector tangente a M en el punto
p € M es una clase de equivalencia de curvas diferenciables en M, con la propiedad
c(0) = p, definida por:

e~y = (900)(0)=(907)(0)
para alguna carta (U, ¢) con p € U.

Observaciéon 1.2.3 La definicion previa no depende de la eleccion de carta para p.

Demostracién Sean (Uy, ¢1) v (Us, ¢2) cartas de M que contienen a p. Sean ¢, v dos
curvas diferenciables equivalentes segin la definicién 1.2.2 en la carta (Uy, ¢1), entonces

(¢207)(0) = (¢20¢1 " 01 07)(0)
= (¢20¢1") (¢1(p))(d1 ©7)'(0)
= (d20 01 ") (¢1(p)) (1 0 ¢)'(0)
(¢2O¢110¢100) (0)
= (¢20¢)'(0).

Definiciéon 1.2.4 El espacio tangente a M en p, denotado por T,M, es el conjunto de
clases de equivalencia de curvas tangentes a M por p.

Observacién 1.2.5 Observemos que el espacio tangente T, M tiene estructura de espacio
vectorial real de dimension dim(M).

Demostracién Definamos = : R" — T,M por Z(v) = [¢,] := [¢(¢(p) + tv)], donde
t € (—¢,¢), dicho épsilon, que depende de v existe por la continuidad de ¢. Observemos
que = esta bien definida, falta mostrar que es biyectiva, para lo cual es suficiente dar la
inversa de =, la cual esta dada por:

=1([d]) = %rtzosb o c(t)

para [c] € T,M, lo cual no depende de la eleccién del representante por un argumento
similar al usado en la demostracién de 1.2.3, observemos que en efecto esta es la inversa
de =:

=7 o E(v) = E7 ¢ ((p) + tv)]

A GO
<l ew



() =2(

[1]
[1

)

t=0

vy [d = [p~ 1 (é(p) + t(¢ o ¢)'(0))] pues

S| 6067100 +(600/(0)) = (60) (0).

t=0

Resta definir la estructura de espacio vectorial en 7),M, esto lo hacemos usando =. Para
[co], [cw] € T,M y «, € R definimos alc,] + Blcw] = E(@Z27([e]) + BE([cw))) =
=(av + fw) = [Cav-i-ﬁw]' |

Definicién 1.2.6 Sea M una variedad de dimension n con atlas diferenciable {(U;, ¢;)},
definimos el haz tangente de M, denotado TM por TM = ([[U; x R")/ ~, donde ]

iel
denota la union disjunta y la relacion de equivalencia esta dada por:

(p,v) ~ (g, w)

si y sdlo si, para (p,v) € U; x R" y (q,w) € U; x R™ se tiene que:

p=aqyw=glo(e;od; (¢:(p) +tv)) = (¢;0 ;") (¢i(p)) - v-

Teorema 1.2.7 St M es una variedad n-dimensional de clase C™, entonces su haz tan-
gente T'M puede dotarse de una estructura de variedad 2n-dimensional de clase C.

Demostracion En la prueba del teorema 1.3.4, se demuestra un caso mas general de el
teorema antes enunciado. |

1.3. Haces vectoriales

En la definicion 1.2.6 se hablo de la equivalencia de dos vectores en espacios tangentes
correspondientes a diferentes cartas, la cual esta dada por la multiplicacion por la matriz
(¢ 0 ;1) (¢i(p)) € GL(n, R). Podemos generalizar esta idea de la siguiente forma: dado
un abierto de M, que pertenece a un atlas diferenciable para M, asignamos a cada punto
del abierto un espacio vectorial de dimension m, y cada vez que exista el traslape de
dos cartas para M identificamos los vectores que se han asignado en una carta con los
vectores asignados en la otra carta por una funcién lineal llamada funcion de transicion,
la cual puede ser distinta a la utilizada en la definicion de T'M.

Definicién 1.3.1 Sean M y E variedades diferenciables, y m una funcion diferenciable y

suprayectiva  : E — M. Diremos que la tercia ordenada (E, 7, M) es un Haz Vectorial
real de rango m y base M si las siguientes condiciones se cumplen:

1. 771 (x) es un espacio vectorial sobre R de dimensién m, para cada x € M.



2. Para cada x € M existen una vecindad abierta U C M de x y un difeomorfismo
U Y (U) — UxR™ con la propiedad de que V| -1,y : 7' (y) = {y} xR™(~ R™)
es un isomorfismo de espacios vectoriales para todo y € U.

La pareja (772 (U), V) y a 71 (p) X R™ se les llama carta del haz y fibra de p respecti-
vamente .

Observacion 1.3.2 Sea (E,m, M) un haz vectorial, M una variedad con atlas {(V;, ¢;)}
y podemos suponer sin pérdida de generalidad que {(7'(V;),1;)} son una familia de
abiertos que cubren a E con sus respectivas funciones de trivializacion, entonces para
V; NV, # 0 obtenemos las funciones que llamaremos “funciones de transicion del haz”:

dadas por:
b o biH (di(x),v) = (¢5(2), tji(z)v) (1.1)

para toda x € V;NV; y v € R™. Si G C GL(n,R) es un subgrupo y ¢;; € G para todo
1, 7, decimos que el haz vectorial tiene estructura de grupo G.
De la ecuacion (1.1) se sigue lo siguiente.

Proposicion 1.3.3 Para las funciones de transicion se cumple que:

tii(z) = idgm , zeV,
tkz(x)otw(a?)ot]k(g) :idRm’ :L,E‘/;m‘/]mvk

A continuacion veremos que basta conocer las funciones de transicién descritas en
la observacién 1.3.2, tales que cumplan con la proposicién 1.3.3 para obtener un haz

vectorial para la variedad M en cuestién, cuyo espacio total sea E = [[(V; x R™)/ ~,
i€l

donde la relacién de equivalencia estd dada precisamente por: (p,v) ~ (q,w) <= q=7p

y w = t;;(p)v, donde (p,v) € (Vi x R™) y (¢,w) € (V; x R™).

Teorema 1.3.4 Sea M una variedad diferenciable con atlas diferenciable {(U;, ¢;)}. Sea
{ti;} un conjunto de funciones t;; : U; N U; — GL(m, R) cada vez que U; NU; # 0, tales
que

ti(z) = idgm , reU;,
tji(z) otij(z) =idgm, € U;NUj,
tri(x) o tij(x) o tj(x) = idpm reUNU;NUy.



Entonces (E,m, M) es un haz vectorial real de rango m con base M, donde

E= [T x &)/ ~

el
con
Uimeg(nv)N(q,w)GUjXRm <~ q=p Yy w:tji(p>v

y conm: E — M dada por w([(p,v)]) = p.

Demostraciéon Necesitamos probar que la definicion anterior nos da como resultado un
haz vectorial con base M, espacio total E y proyeccién m que cumplan con la definicion
1.3.1: Comenzamos por dotar de la topologia cociente a E. Con esta topologia E es por
si mismo una variedad diferenciable de dimension n+m. Definimos el atlas diferenciable
para E, {[U; x R™],4,}, donde

Vi([(pg,v5)]) = (Dilpy), tijv;) € ¢i(U) xR™ CR™™, (pj,v;) € UyxR™ 'y p; € UNU;.

Observemos que 1; estd bien definida: suponiendo que [(gj, w;)] = [(rk, ux)], entonces
qj = Tk, Up = tjw; y

Vil[(re, wn)]) = (Di(re), tivur) = (9i(qy), tintrjw;)
= (¢i(g)), tijw;)
= Vi([(qi, wy)])-

Obsérvese que v; es un difeomorfismo entre [U; x R™] y ¢;(U;) x R™ :
» Y (z,v) = [(¢; H(x), v)], entonces 1); es biyectiva.

» Suponiendo que U y V son abiertos de ¢;(U;) y de R™, respectivamente, tenemos
;1 (U x V) = [¢;1(U) x V] es un abierto en E, entonces 1; es continua.

» Sean B C U; y W C R™ abiertos, luego ¢;([B x W]) = (¢:i(B) x W) C R™"™ es
abierto, por lo tanto 1; ! es continua.

= ;0 ¢j_1 es diferenciable:
i oy (w,0) = (¢ 0 ¢ (), i)
y ¢; 0 ¢;1 y ti; son diferenciables.
Ahora pasaremos a mostrar que E cumple con la definicién 1.3.1:
L 7= p) ={l(p,v)] : v ER™} = R™
2. Dado p € M, existe U; C M con p € U;, entonces 7~ (U;) es abierto, ademds
U N (Uy) = Uy x R™

dado por ¥;([(p,v)]) = (p,tijv) para (p,v) € U; x R™ y p € U; N Uj, estd bien
definido y es un difeomorfismo entre 7= (U;) y U; x R™,
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Definiendo en 7! (U;) la operacion af(p, v)] + B[(p, w)] = [(p, av + fw)], donde (p,v),
(p,w) € Uy x R™ vemos que 7 '({p}) tiene estructura de espacio vectorial, ademds

(¥), = \Ifi|,r-1(p) : ﬂfl(p) — {p} x R" = R™

resulta ser un isomorfismo entre espacios vectoriales: Sean (p,v;) € U; x R™, (p,wy,) €
Ui x R™, donde p € U; N U; N Uy, entonces

(Ua)p(e[(ps vy)] + Bl(p: wi)]) = (Wa)p(e(p, tiv;)] + B, tirwr)])
= (V3)p([(p, atijv; + Btirws)])
= (p, atijv; + Btiwy)

a(p, tijvy) + B(p, tiwwy)

(W), ([(ps v)]) + BV ([P, wi])-

[(p,v)] es el inverso de (¥;),. |}

Por 1ltimo, es facil ver que (¥;)!(p,v) :

Ejemplo 1.3.5 FEl haz tangente, TM, junto con la funcion que manda al espacio tangente
T,M ap, es un haz vectorial real de rango n y con base M:

Demostracién Observemos que la funcién 7 que manda a cada espacio tangente T,M a
p es una funcioén diferenciable y suprayectiva, pues si (|J 7,M, ) es una carta para 7'M
pelU

que contiene a p, donde U es la primer entrada del par (U, ¢), carta para M que contiene a
p, obsérvese que pomoh!: ¢p(U) x R® — R™ es diferenciable, pues ¢pomop=t(p(p),v) =
¢ o 7(p,[cs]) = &(p). Observemos que también se cumplen las condiciones para que
(T'M, ) sea un haz vectorial para M:

a) m1(p) = {p} x T,M ~ R" por construccién del espacio tangente.

b) Dado p € M tomamos un abierto U del atlas para M que tiene a p, para el cual

7 H(U) es un abierto de TM difeomorfo precisamente a |J {p} x T,M =~ U x R" y el
peU

difeomorfismo esta dado por (p,[c,]) = (p,v). |}

Definicién 1.3.6 Una seccion de un haz vectorial (E, 7, M) es una funcion diferenciable
s: M — FE tal que mo s = idy;. Al conjunto de todas la secciones del haz vectorial
(E, M, ) se denota por I'(E).

Definicion 1.3.7 Una seccion del haz tangente se llama Campo vectorial.

Definicién 1.3.8 Una métrica riemanniana para una variedad M es un conjunto de
funciones diferenciables

gp : T,M < T,M — R
tales que para cada p € M :
» g, es bilineal, simétrica y definida positiva.

» La funcion definida por M > p — ¢,(X(p),Y(p)) € R es diferenciable para todo
X,Y € I(TM).



Capitulo 2

La esfera

Definicién 2.0.9 Denotamos por S? el siguiente subespacio topolégico de R? :

S? = {(x1, 29, x3) € R? | xf +x§ +x§ =1}

y le llamamos la esfera. A los puntos (0,0,1), (0,0,—1) en la esfera les llamamos polo
norte y polo sur y los denotamos N y S respectivamente.

2.1. Proyeccién esterografica en S?

Definicién 2.1.1 Definimos las funciones

1
(bN : SZ\{S} — RQ, (Q?l,.’L’Q,QZ’g) — i s (l’l,xg),
1
b5 : SP\{N} = R? (21,29, 23) —> I (1, —x2),
— 43

a las cuales les llamaremos proyeccion estereogrdfica norte y proyeccion estereografica
sur. Denotaremos por Uy al dominio de ¢n y Us al dominio de ¢g.

Proposicién 2.1.2 S? junto con el atlas {(Un, ¢n), (Us, ¢s)} es una variedad diferen-
ciable de dimension 2.

Demostracién Es claro que todo punto en S? estd en al menos uno de los subconjun-
tos {S*\S} o {S?*\ N} los cuales son abiertos en S? y son tales que cada uno de ellos
es aplicado homeomorficamente en R? mediante la respectiva proyeccién estereogréfica.
Resta mostrar que el atlas que proponemos es de clase C°, para esto consideremos las
funciones inversas de las proyecciones estereograficas:

21‘1 QZEQ 2
i+ U+ a3+ 1 2t +ad+1

- 1> ,(2.1)

291 2y2 )
1 2 1 2
10} R — U s (b s = s s 1— . 2.2

oxl R Uy, o7 (z1,72) = (




Consideremos la funcién de cambio de carta ¢y o ¢g':

oy o b5 ds(ST\{S, N}) = R\{0} = on(S"\{S, N}) = R*\{0},

_ 2y, —2u 2
o g (y1,y2) = ’ 1= )
o © 05 (v 1) (¢N(<y?+y§+1 RS S ST
~ 1 ( 2y, —2Ys )
L+1— g \+ i+ Ui+ 43 +1
1
= 55— (Y1, —12).
yi+ 93

La cual es una funcion de clase C*° ya que todas sus derivadas parciales de cualquier
orden existen y son continuas. Lo mismo ocurre para:

¢S o gb]_vl : ¢N<SQ\{S’ N}) — ¢5(S2\{S’ N})a ¢S o gbj_\fl(xl?l?) =
i

Debido a la identificaciéon entre R? y C, podemos considerar las funciones de cambio
de carta como funciones complejas, escribiendo z = 1 +ize vy ( = y1 + iys:

——5\T1, —T92).
% % 1 2

onod3' () =7 sodii() =, (23)

2.2. El haz tangente de S?

Dado que {(Uy, ¢n), (Us, ¢s)} es un atlas diferenciable para S?, podemos, segiin la
definicién 1.2.6, construir el haz tangente de S? de manera explicita. Ademds, lo cons-
truiremos considerando cada espacio tangente como subespacio (vectorial) de R?. Dado
p € S?, un vector tangente a S? en p es una clase de equivalencia de curvas de la cual
es representante [c.,] = [¢~(on(p) + te;)], al que denotaremos por aii cuando no exista
riesgo de confusién, ya que se debe recordar la dependencia del punto en cuestion, por
lo que serd necesario en ocasiones escribir a%,-(p) 0 8%1_(351, T3), donde p = ¢y (p) (w1, x2).

o o ‘ 2 (s 2
{527 7.; | resultard ser una base para 7,S* ya que {e1, ea} (la base canénica de R*) son dos

vectores linealmente independientes. A continuacién definimos el isomorfismo de espacios

vectoriales que nos permitird tratar a cada espacio tangente de S? como subespacio de
R3.

Proposicién 2.2.1 Sean p € S* y [c] € T,S?, entonces
T:7,8° - R® definida por 7T([c]) = (0)

es un isomorfismo de espacios vectoriales entre T,S* y Y(T,S?).
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Demostracion Por la manera en la que hemos definido a T necesitamos mostrar que
no depende del representante que elijamos. Sea [y] ~ [c], lo cual ocurre si y sélo si

(¢507)'(0) = (¢;0¢)'(0),5 € {N,S}. Dado que ker(¢; ') = {0}, tenemos que [y] ~ [¢] si
y 5610 81 (671 (6, 07)(0) = (85) o (65 0 ¢)(0), entonces +/(0) = (35 o 6; 0)/(0) =
(65" 095 0¢)(0) = c/(0), por lo tanto L([y]) = T([c]).
Ademas T es lineal:
T([cav+pul) = |t 0¢ ( ( ) + tlav + fw))
= (¢j ) (¢5(p)) - (av + pw)
= Oé(cfl)'((bj( ) v+ 5(¢71)'(¢j( )) - w
’t 005 ' (d5(p )—i—tv)—i—ﬁ |t 005 ' (d5(p) + tw)
= OéT([ o)) + B ([ew))-

Dado que ker((¢;')') = {0} tenemos que Y([c,]) = (¢;") (¢;(p))-v = 0siy sélosi v =0,
es decir [c,] = 0. Entonces Y es un isomorfismo entre 7,S* y Y(7,S*) c R*. |

Definicién 2.2.2 Para cada p € S? definimos

() = T3 (0x(p) +1e0) = 2 p), i€ (1,2
3‘; (1) 1= (165" 0s(p) + te0)) = S95-(p). i€ 1,2}

y escribiremos 52~y 8— si no hay riesgo de confusion, ya que debemos recordar la depen-
dencia del punto ‘en cuestwn

Entonces, por ecuaciones (2.1) y (2.2),

0 1
= 2022 — 22+ 1), -4 —4
Oz, (27 + 22+)2 ( (25 — 21 + 1), —4x129, x1)7
0 1
= —4 2(xf — a5 + 1), —4
O, ($?+x%+1)2( T2, 2oy = @y + 1), —drz)
/A E— (2045 — v + 1), 40192, 4u1)
Oyr  (yi +yz+1)2 7 TR
1
Oyz = (—4y1yo, —2(y7 — v3 + 1), 495) .

(yi + 93 + 1)

Dado que {32, 5%} C R3 y {22 B 8y2} C R3 son linealmente mdependlentes y
que dim{-2- For 8362} =dim{;Z Jor” ay 21 =2=dim(7,S?), tenemos que T,Uy = gen{;2- For amz} y
T,Ug = >~ gen{-2- o0’ Bya 91 donde el isomorfismo esté dado por T antes definido.

La identificacion entre vectores tangentes en T,Uy con sus equivalentes en T,Ug se
hace, de acuerdo a la definicién 1.2.6, mediante la multiplicacién por la matriz (¢s o ¢3') (dn(p)),

donde ¢n(p) = (z1,22) y (y1(21,22),y2(x1,22)) = 5 0 O§' (21, 1) = (FHg, 72-):

2+$§ R
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22
To—Ty —2x1T9

9y: \’ Gita3P  @hed)?
oz, = ,con on(p) = (z1,22)

. 2_ .2
3,j=1 2x T2 Ty3—T]

(z34x3)?  (2+a3)?

(650 05') (w1, 22) = (

Si escribimos para cada (z1,x2) € ¢n(Un)

(x1,22) = 1(cosb, send)
~ re¥
entonces
2 .2 _ 2 2 6) — 2 2
x% x; — (cos™( )2 sen”(6)) = sen2(9) — 0082(8) = — cos(20),
T+ 75 T

2x120  12(2cos(0) sen(6))
3+ a3 r?

= 2cos(f) sen(f) = sen(26),

con lo cual podemos escribir la matriz anterior como:

s cos(20) —sen 20

(650 63')(r,0) = . (2.4)
sen(20)  — cos(20)

Definicién 2.2.3 Para cada p € S* definimos:

9p Tp82 X Tp82 — R,
por

gp(lel; 7)) := (T ([eD), T

donde (,) es el producto punto candnico de R3.

Proposicién 2.2.4 La definicion anterior nos da una métrica riemanniana para S? y
por lo tanto, S* es una variedad diferenciable Riemanniana. La métrica estd definida en
coordenadas locales por

4 10
. 2 =
(9ij (@1, 22));7 =1 (1+ 22 + 22)2 (0 1) '

(935 (1, 92)); S — (é (1)> :

W (T4 2+ 2B)?

donde g ;(x1,22) = 9o (1), 50 (1)) ¥ 9is (Wi ¥3) = 9p( 5 (0), 5,- (D).

10



Demostracién Obsérvese que g, es bilineal y simétrica porque (,) lo es, y es definida
positiva debido a que (,) es definida positiva y ker(T) = {0}.

Ahora:
. :< 2 — 223 + 223 —Axy 7 —4x,
P (L+af+a3)? (L+at+ad)? (L+af+a3)?)
(423 +23)?" (L+ a7 +23)*" (1 + af + 23)?
4
(L4 af +ad)?
(21, 72) :< —Axy 7 2 — 222 + 222 —Axy
PRI+ + )7 0+ + )7 U+ a3 +49)2)
(1423 +23)*" (1 + a7 +23)*" (1 + a7 + 23)?
=0
2 — 21’% —+ 21’% —433'1.1'2 —4171
251 2(]:1,1’2) = P} 2\’ 2 2\’ 2 2 )
7 (I+a2f +23)?" (L+ 2 +23)* (1+ 27 + 23)?
( —Ax T, 2 — 222 + 222 —Az, ) >
(142 +23)*" (1 + a7 +23)*" (1 + a7 + 23)?
=0
—41’1%2 2 — 2.%'2 + 233'2 —4.]72
922('1:17'172) :< B o\9 22 227 2 2 )
7 (I+a2f +23)?" (L+ 27 +23)* (1+ 27 + 23)?
( —Ax, 7, 2 — 222 + 222 —Az, ) >
(1423 +23)*" (1 + a3 +23)*" (1 + a7 + 23)?
4

(1+af + x3)?
Anélogamente calculamos

4 4

91,2(y17y2) =0, 92,1(91,342) =0, 92,2(?J1,3/2) = (

g1a(y1,92) = ———.
bl g) =7 v+ y3+ 1)

Dados X, Y, V,W € T'(T'S?), tenemos que en la carta (Uy, ¢y )
2 9 2. 5
gp(X (1,22), Y (21, 72)) = gp (Z Xl(l"l,xz)%> Zyj(xl,xz)a—x)

i=1 toj=1

2 2
= Z Z Xi(xh 362)Yj(36’1, 902)9z‘,j(1717 l’2)7

i=1 j=1

11



y en la carta (Ug, ¢s)

9p(V (Y1, 92), W (y1,42)) = 9p (Z Viy, y2>aiy¢ Z W (ys, y2)8iyj>

i=1 toj=1

2 2
= Z Z Vi(?/la QZ)Wj(?/la y2)gi,j<yl7 Ya).

i=1 j=1

Dado que X, Y, V,W y g;;(z1,22), gi;(y1,y2) son diferenciables, entonces g, es dife-
renciable. |}

Dado que la manera en que identificamos vectores equivalentes en distintas coorde-
nadas locales es mediante la multiplicacién por la derivada de ¢y o ¢§1 o de ¢s 0 Oy,
evaluadas en un punto (lo cual nos da una aplicacién lineal), basta conocer la manera
en que dichas aplicaciones identifican a una base en el espacio tangente, definido en una
carta, con los respectivos vectores en el espacio tangente definido en la otra carta. En la

discusién anterior hemos identificado la base { =) Fas 2.1 del haz tangente definido en la

carta norte con { Dyr ayQ} una de las propledades de estas bases es que sus elementos no
tienen norma uno, el considerar bases ortonormales para cada espacio tangente sera muy
importante en posteriores construcciones.

Definicién 2.2.5 Dada la base {8%1, aim}, definimos la base ortonormal {eV, e} por:

ei\[::H 0||_15 :1+x%+:p§ 0

0y 0y 2 O0xq
eN::|| 6||_18 :1+x%+m§ 0
2 81’2 8x2 2 (‘%2

donde || X (p)|| = +/9,(X (p), X (p)) para todo X (p) € T,S*. De manera andloga, definimos

{ev, €5}

o5 = | DL _Ltuitys 0

! 8y ayl 2 Oy
1 1+y1 +y; O

€5 = || || —
ay 2 0y2

Proposicién 2.2.6 Las funciones de transicion del haz tangente de S* con respecto a
las bases {e, el } y {ef,e5} estin dadas por

[ —cos(20) —sen(20)
tsn(p) = < sen(260)  — cos(26) )

donde p = ¢y (re?) y

. —cos(20)  sen(20)
tns(p) =tsn(p) ™ = (— sen(20)  — COS(29))

donde p = ¢ (re'?).

12



Demostracién Segin 1.3.5, podemos construir al haz tangente de S? como un haz vec-
torial real de dimensién 2, por lo cual debemos indicar las funciones de transicién de haz
que usaremos para identificar vectores equivalentes en los espacios tangentes, definidos
de manera local en cada una de las dos cartas dadas por la proyeccién estereografica
en S?; para esto, es suficiente definir la funcién de transicién de haz en una base del
espacio tangente que deseamos identificar con su respectivo espacio tangente equivalente,
definido en la otra carta. De la definicién de haz tangente de S?:

dy; 0
8% Z ox; ay]

donde % es la entrada (j,7) de la matriz

—1\/ ayi ?
(ps 0 N ) (21, 29) = (&U)
J 1, 7=1

la cual es la derivada de la funcién de cambio de carta

(o) o)) = (60 05" o) = 5y 02 ).

27 2
T+ x5 ry + g

Luego
” 9 = 0 i!l%!!ay] 1 0
dx;  Ox; < || 52| O ||a 19y,
de donde 9
eN—EQ: 151 0y, o
i o ||821H8331 J

de lo cual tenemos que la matriz que identifica {e, €)'} con {e},e5} es la misma matriz

que se habfa obtenido en la construccién previa del haz tangente de S? salvo por la
52

multiplicacion del factor ——

il
T H’ este factor que no depende de j ni de ¢ es igual a:
Jx;

e 1+ 22 4+ 22 1+x2+x2
1+yi+y3 1 2 1 2

— _ A2 2
—2 2 3 14 = X7 + 75
BERE: T aaE T @y T

Haciendo la sustitucién r* = 2%+ 3, obtenemos de la ecuacién (2.4) que la matriz que
identifica vectores de un espacio tangente definido localmente en la carta Uy con vectores
del respectivo espacio tangente definido localmente en la carta Ug, es de la forma:

—cos(20) —sen(20)
tsn(p) = < sen(26) —cos(29))

la cual es un elemento de SO(2). Ver [5].
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Podemos verificar que la inversa de tgx es la siguiente matriz

[ —cos(20) sen(20)
tns(p) = (_sen(29) —cos(29)) '

Comentario 2.2.7 Inicialmente sabiamos que las funciones de transicion de haz para
TS? eran elementos de GL(n,R), pero luego de la proposicion anterior, observamos que
eziste una base para cada T,S* de tal manera que t;; €S0(2). Al hecho de que hayamos
cambiado el grupo de estructura del haz tangente se le llama reduccion de grupo de es-
tructura. Véase observacion 1.3.2.

Lemma 2.2.8 TS? es un haz vectorial con fibra C con funciones de transicion tgy(p) =
—e2 y ts(p) = —€2, donde p = by (re?).

Demostraciéon De la proposicién anterior, tenemos que las funciones de transicion de
haz para el haz tangente se pueden escribir de la siguiente manera:

—cos(20) — sen(20)
tsn(p) = ( sen(20)  — cos(26) > 5

esta funcion de transicién, que es una matriz con coeficientes reales, se puede identificar
con la multiplicacién por el nimero complejo — cos(26) +1isen(26), para el cual se cumple
que, escribiendo z = re?,

— co0s(26) + isen(20) = —(cos(—260) + isen(—20))

— 2

Anélogamente podemos obtener una expresion similar para la otra funcién de transi-
cion:
vsp) = [ cos(20) sen(20)
NS\P —sen(20) —cos(20) )’
esta matriz la identificamos con la transformacion dada por multiplicacién con el ntimero
complejo — cos(20) — isen(20), para ( = % = re% se cumple lo siguiente:

—cos(20) —isen(20) = —(cos(20) + isen(26))

_ 20

CQ

€12
¢

_Z_
Comentario 2.2.9 De aqui en adelante nos referiremos a los haces vectoriales de fibra
C™ como haces vectoriales complejos.
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Capitulo 3

La derivada covariante

3.1. El Corchete de Lie

Definicién 3.1.1 Sea M una variedad diferenciable con atlas {(U;, ¢;) Yier, f € C(M)
y X e I'(T'M), definimos la derivada de Lie de f en la direccion de X por:

n I f ool
Xf — ZXZ (faxiba )
=1

para algin o, donde % = (02" (Pa(p) +te)] y X =370, Xiai'

Proposicion 3.1.2 La definicion anterior no depende de la carta que se escoja.

Demostracién Supongamos que (U, ¢4, (Us, ¢5) son dos cartas tales que U, NUg # 0.
Denotando por z; las coordenadas en ¢,(U,) y por y; las de ¢5(Us) podemos escribir

(W1.(2), - yn(2)) = P50 &5 ().

Sea X € T(T(U,NUs)), entonces X = 31| X =30 yi 0 =S (S0 X900 )

J=1""dy; — j=1* dx; By;
de donde Y7 =>"" X Z%. Por definicién de derivada de Lie en coordenadas de U,:

n O f oo
Xf:;Xz (fax(fa )’
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del hecho de que fog¢ ' = fo qﬁﬁ o g o ¢, tenemos

n O(fodzlodgopt
Xf:ZXZ (f §b/3 ax:bﬂ ¢a )

i A odsl) O(¢sodnY);
N ZX 2 ANdpoosl); O

Definicién 3.1.3 Dados X,Y € I(TM) y f € C°(M), definimos el Corchete de X y Y
aplicado a f por

(X, Y]f = XY f) = V.(X.f).
Proposicién 3.1.4 Dados X,Y € I'(T M), existe un inico Z € I'(T M) tal que
X,Y].f=Zf

Demostracién Sean X, Y € I'(T'M), en la carta (U,, ¢,) podemos escribir:

0 S0
X:;Xzaxi, Y:Z;YZ(%.

Entonces por definicién de Corchete de X y Y aplicado a f:
YJ YIi — X
Sty v (Yl

aw X0

[X,Y].f:ZXZ

=1 j=1
) . - Oy
tenemos que Z estd determinado de manera tinica en la carta (Us, ¢o) por: Z = >0 (377 (X! o _
K
i0X7\_ 0
Y ox; )sz

Suponiendo que exista (Ug, ¢3) con U, N Uz # () podemos escribir:
8:1:1 8y] — 8xk (9yl
donde y(x) = ¢g 0 ¢, ().
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De la definicién de Corchete de X y Y aplicado a f en la carta (Ug, ¢p) :

= Oy Ay, Of 9y, 9 dy; Of
(X,Y].f= ZX Z 8le 0y; (Z Z Oxy, 8yz> kZ: Z Jxy, ayl (; Z axi dy;

k
(e
11]1k1l1 Li Yj 0Tk OYi Yj0xk OY Tk OY;0Y
Oy 924 9 H2

B e (XD OT i O D1 it O

8azk 0y

dy, Ox; Oy, 0y,0x; y; Oz; 0y,0y;

klllzljl

Ms

& S0y OYF Oy Of L - — 83/1 0X' Oy, 8f
D - A A S V& J
; Ox; Oy; Oxy, Oy, ;gzz 8xk 8yl ox; 8yj

i=1 j=1 k=1

o) i) OXk 9
= X’ — = Y? —
- (; ox; Oxp, ; ox; 89@) /

u SN,) 4 O0XF 0
- Z <Z<X ox; -r ox; )&rk) /

Asi entonces en U, N Up las definiciones del Corchete de X y Y aplicado a f coinciden,
con lo cual, en coordenadas locales

N LYk OXEN 0
Z_[X,Y]_Z(k 1 (X 3o, Y 8%)8—%) (3.1)

i=1

estd bien definido. |

Las siguientes propiedades del Corchete de Lie se prueban directamente de la defini-
cién usando coordenadas locales:

Lemma 3.1.5 Dados V,W,Z € I'(TM) y f € C*(M) se tiene que
V+W.z] =V, Z] + W, Z].

VW] =-[W, V]
[V W] = fIV, W]+ (V.[)W.

3.2. La derivada covariante en haces vectoriales

Definicién 3.2.1 Una derivada covariante para el haz vectorial (E,m,M) de fibra R™ es
una funcion R-bilineal de T'(TM) x I'(E) en I'(E), que cumple las siguientes condiciones
para X, X1, X0, Y, Z € '(E) y f € C*(M) :

1 Vxax,Y =V, Y +Vy,Y, VY = fVyY.
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2. Vx(Y +2) = VyY +VxZ, Vx(fY)=X.fY + [VyY.
Sean X € I'(TM)yY € T'(E), en coordenadas locales, digamos para la carta (U, ¢a ),

podemos escribir
X:;X&%, Y:;YJSj,

donde las secciones locales {s1(p), ..., Siu(p) } forman una base de 7! (p), para todo p € U,,.

Si

V:I(TM) x I'(E) - I'(E)

es una derivada covariante, tenemos:

V' =V Z Ys)

_ZZXV o (Ysy)

i=1 j=1 ¢

:ZZXi(%};]3]+Y \Y 2 S])

_ZZXZ sj—i—YJZF (3.2)

=1 j=1
donde Vaisjzzzlzl vk, I € R

Definicién 3.2.2 Definimos los simbolos de Christoffel Ffj asociados a la conexion V,
relativos a la carta (Uy, ¢o), por la expresion

m
k
Voo s:= E I'’.s
8—%] ij°ok
k=1

En ocasiones sera conveniente considerar los simbolos de Christoffel como las entradas
de una matriz m x m para cada .

Definicién 3.2.3 Definimos la matriz de los simbolos de Christoffel asociados a la conexion
V, relativos a la carta (Uy, ¢o), por

Ai = (A= = (TH)= (3.3)

v

Observemos que segin (3.2) basta conocer los coeficientes I' fj para derterminar com-
pletamente, de manera local, a V.
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3.3. Transformacion de los simbolos de Christoffel
bajo cambio de coordenadas.

Sean {e¢,...,e?} y {€”. ..., e’} bases para el haz tangente definido localmente en las
cartas (Uy, ¢o) v (Up, ¢p), respectivamente, entonces podemos escribir:

e —Z (tog)Fel (3.4)

con tgq, tap funciones de transicién en U, N Ug.
Dado (E,w, M) haz vectorial de fibra R™, si U,,Us son dos abiertos en M con

U, NUs # 0, considerando las bases locales {S¥(p), ..., S%(p)}, {SV(q), ..., SE.(¢q)} para
todo p € U, v q € Up respectivamente, tenemos que

S5 (p) (Pas)t Sy (p),

M 1

Si(a) =) (®sa)iS¢ (a).

??‘

=1
Sea V una derivada covariante en el haz (E, 7, M) de fibra R™, sean {S¢(p), ..., S%(p)},
{57(q), ..., 5% (q)} bases en 771 (p) y 7' (q) para p € U, y q € Uy, podemos escribir en-
tonces:

m

Vea D YESE) =Y (5 YD)S+> > YHANLS? (3.6)
k=1

k=1 k=1 =1

3

m

vef(i YISy =) (el V§)S] + Ziyﬁk ADLS (3.7)
k=1

k=1 k=1 (=1

Las matrices (A%, y (A?)™, contienen los stmbolos de Christoffel en las cartas Uy y Ug
respectivamente, véase (3.3). Ahora determinaremos la manera en la que se transforman
los simbolos de Christoffel con respecto a tn,s ¥ ¢pa, para lo cual reescribimos (3.6)
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considerando (3.4):

Ver (Q_YaS0) = Vien (ramyiedy ZZYf 6a8)iS7 )
k=1

I
M:
NE
NE
-
st
=
'*<
=
£
S
-
S
28
N——

I
NE
NE

R
Fﬂ
’cz?

“i

i)t 5 G
v iiim VG (ADS?

SRR ) 9) SR CACM AT,

S Y S S A G A St

Ahora, dado que la ltima expresion obtenida y la ecuacién (3.6) son iguales:

Sl yRse + 303 VA ATESe = 3 (e v hse
k=1 k=1 r=1 k=1
DD YD (€ (Bas)i) (050 57
r=1 h=1 1=1

+ Xmi Emi i ij ' (tas) Y (Gap)i (A7) (Dpa)hSE

de donde:

(4505 = D (5 (B )i) (B50)] + D2 D D (tap)i (kA (G50)i  (38)

De lo anterior se sigue la siguiente proposicién:

Proposicién 3.3.1 Sea M una variedad diferenciable con atlas {(Uy, o) taer y (E, 7, M)
un haz vectorial de fibra R™. Dada una derivada covariante V los simbolos de Christoffel
se transforman de U, a Ug segin (3.8) y viceversa, si las matrices (A®)™,, (AP)", se
transforman segun (3.8) entonces la ecuacion (3.2) no depende de la carta y define una
derivada covariante para (E, 7, M).
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3.4. La derivada de Levi-Civita

En esta seccion trataremos con el problema de definir una derivada covariante en
el haz tangente de una variedad Riemanniana. Ademas requeriremos que esta derivada
cumpla con dos condiciones adicionales a la definicion de derivada covariante, en este
sentido hacemos las siguientes definiciones:

Definicién 3.4.1 Sea M una variedad Riemanniana, diremos que una derivada covari-
ante V es Riemanniana o compatible con la métrica, si para X,Y , Z € I'(T M) se cumple
que:

= X.g(Y,2) = g(VxY,Z) 4+ g(Y,VxZ).

Definicién 3.4.2 Si para X,Y € I'(T'M) se cumple la siguiente propiedad:
» (VxY —VyX)—-[X,Y] =0,

diremos que V es simétrica.

Teorema 3.4.3 Para el haz tangente de una variedad Riemanniana, eziste una unica
deriwada covariante compatible con la métrica y simétrica.

Demostracién Sean X, Y, Z € I'(T'M ), suponiendo la existencia de V tenemos que:

Xg(Y,Z)=g(VxY,2)+g(Y,VxZ), (3.9)
Y.9(Z,X) = g(VyZ,X) + g(Z,VyX), (3.10)
Z.9(X,Y) = g(V2X,Y) + g(X,V2Y). (3.11)

Sumando (3.9) y (3.10) y restando (3.11), tenemos que, haciendo uso de la simetria de
\Y

X9V, 2)+Y.9(Z, X)—Z.g(X,Y) = g([X, Z],Y)+g([Y, Z], X)+9([X, Y], Z)+29(Z, Vy X).

De donde
o2,V X) = 5 (X.g(Y, 2) + Y92, X) = Zg(X,Y) - 9((X, Z],Y)
— 5 00,20, X) = ¢([X, Y], 2)). (3.12)

La expresién (3.12) muestra que V queda determinada de manera tnica por g, asi que
de existir V ésta debe ser tnica.

Para probar la existencia, definamos V por (3.12). Como ¢ es no degenerada, tenemos
que V estd bien definida; por las propiedades del Corchete de Lie se prueba que la defini-
cién de V nos da una derivada covariante. Luego, es facil probar que V es Riemanniana
y simétrica.

Definicién 3.4.4 A la derivada covariante que el teorema anterior asegura que existe,
le llamamos la derivada covariante de Levi-Civita.

21



Proposicién 3.4.5 Sea V la derivada covariante de Levi-Civita. Si denotamos por g;;
a gp(%, %), entonces los simbolos de Christoffel asociados a ¥V se pueden calcular ex-
i J

plicitamente segin la expresion:

n

1 ga  Ogij  Ogji
Ik — = ki i 99 1

donde g¥ es la entrada i, j de la inversa de la matriz (gij)?,j:l-
Ademds V queda determinada de manera unica por la ecuacion 3.13.

Demostracion De la definicién 3.2.3,

) ) 0 D
g(a_:mﬂ’va%a_xj)_g%_m’m:l ij%)

n

_ § m

- gkmrija
m=1

entonces,

=22 ol

=1 m=1

" 0 0
- Z kl
N — g g(ﬁml’v%@xj)

1 (0 ) 9
- 2;9 (@xjgll—i_axigl] 8[)3[gw )

donde hemos usado (3.12) y el hecho de que [-2-,-2] =0. ||

Definicién 3.4.6 Dados una curva c(t) en M de clase C' y X € T(TM), decimos que
X se transporta de manera paralela a través de ¢ si:

Ve X (c(t)) = 0,
donde ¢(t) es el vector tangente en T,y M definido por c.

Proposicién 3.4.7 Dados curva c(t) en M de clase C* y v € Tyo)M, existe un tnico
Y(c(t)) € TepyM tal que Y (c(0)) =v y Ve Y(c(t)) = 0.

Demostraciéon Sea (U, ¢) una carta tal que UNc(t) # (), denotemos con (c*(t), ..., c"(t)) :
¢ oc(t) € R". Entonces

(t) = [e(to + )] = [ (8lelto)) + e (to), ., " (t0)))] = 3 & (“’)8%’
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donde ¢(ty) = % (t,). Por la definicién 3.1.1

ZCJ &L’]

De las propiedades de la de derivada covariante y de la condiciéon de transporte paralelo:

0= VY (c(t))

n

— Zy@

8:1:,

= S (0¥ et) 2t Yiel) T
: ox;

dY'i(ce(t) 0

= T dat s + Z Y (c(t))Véj(t)% 8xi>

B
Il
._.

obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

SR

=1 j=1

dY

solucién por el teorema de Picard—Llndelof. Véase [1].
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Capitulo 4

El haz espinorial de S?

4.1. Definiciones

Recordemos que un cubriente para un espacio topolégico X es un espacio topologico
Y, junto con una funcién continua p : Y — X, llamada proyeccién cubriente, tal que
para cada x € X existe un abierto U, tal que p restringida a cada componente conexa
de p~!(U,) es un homeomorfismo.

Como hemos visto, el espacio tangente de S? es un haz vectorial con estructura de
grupo SO(2), entonces, por analogia con la construcciéon del Operador de Dirac en di-
mensiones pares mayores a 2, definiremos el Haz Espinorial en S? — dos cubrientes 2 : 1
de SO(2) esto es, dos cubrientes de SO(2) tales que la imagen inversa de cada punto
tiene cardinalidad 2, de tal manera que las funciones de transicién de haz para el haz
espinorial seran levantamientos de las funciones de transicion de las respectivas funciones
de transicién del haz tangente de S%.

Considerando al grupo SO(2) representado por:

SO(2) = {e* : 6 € [0, 27]},

dos posibles cubrientes 2 : 1 para este espacio son:

1. Spin(2) = {€ : § € [0,27)} con la proyeccién p; dada por:
i () = 2.

2. Spin(2) = {e? : § € [0,27)} con la proyeccién p, dada por:
pa () = =20,

Definicién 4.1.1 Llamamos “haz de espin +” al haz vectorial:

St=(|] tixC)/~

1€{N,S}

con funciones de transicion
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tin(p) = —ie™, donde 6 estd dada por dn(p) = re? y ¢s(p) = re™,

fﬁs(p) = {;:N(p)*l = ieiaa

tv(p) = tis(p) = ide.

Definicién 4.1.2 Andlogamente definimos el “haz de espin — "por:

con funciones de transicion

i5x(p) = i€, donde 0 estd dada por ¢x(p) = re?

tvs(p) =tgy(p) ™" = —ie™,

EJ_VN(p) = 7;55(19) = idc.

Teorema 4.1.3 Las definiciones anteriores dan como resultado dos haces vectoriales con

fibra C.

Demostracion Para mostrar esto basta hacer notar que las definiciones del haz de
espin + y del haz de espin — satisfacen 1.3.4. Obviamente tanto #;(p) como #;;(p) satis-
facen (1.2) y (1.3), parai,j € {N,S}. Para demostrar que se cumple (1.4) basta observar
que sip € U;NU; NUy, al ser i,j,k € {N,S} siempre hay dos indices iguales. Entonces
a lo menos una funciéon de transicién en fijfjkfki es la identidad y las otras dos son
mutuamente inversas. [

Proposicién 4.1.4 Las funciones de transicién de haz para ST y S~ son levantamientos
de las fuciones de transicion del Haz Tangente a los cubrientes (Spin(2), p1) y (Spin(2), p2)
respectivamete. De donde los siquientes diagramas son conmutativos:

+ +

Ux NUs 5 Spin(2) Uy N Us > Spin(2)

R

Uy NUs —= S0(2),  UxNUs——= SO(2),

tNs

U N Us —% Spin(2) U 0 Us ~2~ Spin(2)
idl im idl lPZ
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Demostracion Por la proposicion 2.2.8, podemos escribir las funciones de transicién no
triviales del haz tangente T'S? de la siguiente manera

—2i0 2i0

tsn(p) = =2y tns(p) = =€’ con p =gy (re?),

Tenemos entonces que

—2i6

ity (p)) = pr(—ie™) = =™ = tsn(p),

pi(ths(p) = pr(ie”) = = = tys(p),

2Ty (p) = paie?) = pa(e?F3) = 2077 = —e7 =t (p),
pa(tns(p)) = pa(—ie™) = py(e77%) = 2077 = = = tx4(p),
de donde se sigue que los diagramas anteriores son conmutativos. |

Definicién 4.1.5 EI haz espinorial es un haz vectorial con fibra C? definido por:
S=8tes =( || UixC)/~
1€{N,S}

donde la relacion de equivalencia estd dada en la sequnda y tercera entrada siguiendo las
relaciones de equivalencia para ST y S~ respectivamente.

Hasta este momento, hemos construido haces vectoriales definiendo una relacion de
equivalencia en la unién disjunta de haces triviales sobre abiertos de la variedad en
cuestién, a continuacion utilizamos un enfoque un poco distinto.

Proposicién 4.1.6 Sea {(Uy, dn), (Us, ¢s)} el atlas para S* dado por la proyeccion es-
tereogrdfica. Entonces

s || &a@)xc /~

1€{N,S}

donde la relacion de equivalencia estd dada por:
(z,v,w) ~ (¢, v,w)
sty solo si:

— %, v = fjjv, W= f;jw si (z,v,w) € ¢;(U;) x C?, ((,v,w) € ¢;(U;) x C?,

LF# .
s 2=Cw=wyv=u,si(zv,w),((rw)e U)xC? i=j.
Demostracion Esto es claro del hecho de que
¢i Ui — ¢;(U;)

es un difeomorfismo, para i € {N,S}. |}
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En lo anterior, hemos considerado a cada punto de ¢;(U;) como un nimero complejo,
debido al isomorfismo obvio entre ¢;(U;) y C.

Observacién 4.1.7 Consideremos nuevamente a las funciones de transicion de T'S* co-
mo las funciones dadas por la multiplicacion por numeros complejos, dadas en la proposi-
cion 2.2.8. Tomando sus raices cuadradas podemos escribir para z = |z|el’

fin(2) = —ie™ = —iVe 20 = —i\/—tsn(py'(2)) = _i\/g,
o (2) = iel? = iV i\ [t (03 (2) = \[

donde localmente siempre es posible elegir la rama de ”\/'”tal que z —» f Yz — \/g

son diferenciables para z = 0. Ademds, usando el hecho de que t34(2) = (tSN( ))_1 y

(= %, tenemos
EJJ’\_[S(Z) =1 ; SN \/> = lf
tys(z) = _'\/? tsn(¢) = \/g tvs(C) = _i\/;

4.2. Secciones del haz espinorial

Ahora nos ocuparemos de definir secciones de S, pero dado que conocemos la manera
de identificar elementos de ¢n(Uy) x C? con elementos de ¢5(Us) x C?, basta hacer las
definiciones localmente y luego extender de manera diferenciable la seccién a toda S?, lo
cual se puede hacer aprovechando el hecho de que cualquiera de las cartas del atlas dado
por la proyeccién estereografica contiene a S? salvo por un punto.

Definicién 4.2.1 Una seccion local para S es una funcion diferenciable

Lol = (6n(U3) x C©7)
ot
tal que o o; = idgw,), donde m(z, <v_)) = 2.
Observemos que toda seccién local o; : ¢;(U;) — (¢:(U;) x C?) se puede escribir como:
_ o (2,2)\ .
0i(z,2) = (0;(2’2) ,ie{S,N}.

+
donde z € C, (a Ej 2) € 7 Y(z) y o/ (2), o; () son funciones complejas R-diferenciables.

Entonces, si una seccién local oy estd definida en Uy, podemos extenderla a todo S2,
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como mencionabamos antes, si el siguiente limite existe:

- 11, - 11
lim on(z,2) = lm (thyod(=, =), tonog(—, =
dim n(z,2) ”ZH%O( sv0s (52 tswos (5 2))
z 11 z 11
_ 1, . A . P .
||2H1goo< 1\/205(,2’2)’1 ZUS(Z’E))
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Capitulo 5
El Operador de Dirac en S°

5.1. La derivada covariante de Levi-Civita en S?

Recordemos que para S? en la carta (Uy, ¢) cada espacio tangente de S? tiene como
base a {8%1, 8%2}, donde

—2(x2+y%+1)

(@f+a3+1)°

a o ad)]_\/l —4xi10

G - (x2422+1)2

8x1 n (99[;1

Y

—4xq
(x2422+1)2

—4xi0
(a3 +1)°

0 _ Oy _ | 2@3-a3+1)
015 015 (x3+23+1)2

—4x9
(z7+a3+1)2

Tomando como métrica para cada 7,S? la métrica inducida de R?, podemos calcular
los simbolos de Christoffel asociados a la conexién de Levi-Civita segin la relacién (3.13):

2
Ll (0 ) )
2 De

_ 0 9y _ 08y 0oy N2 :
donde g;; = g(a—ziaTj) = (32, Z2) v la matriz (97)7;_; es la inversa de (gi;)7 ;-
nuestros calculos realizados en la seccion 2.2 tenemos

4 $2+Z‘2+12
G = (T 0 ) =t ).
o 0 (@2 +a3+1)2 7 0 —(””ﬁ‘zﬁ )
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Calculemos T, y T'}, :

1<(x%+x§+1)2<6 4 9, 4 0 4 ))

= +
2 4 Oy (23 + 23 +1)2  Oxy (2f+23+1)2 Oy (2 + 23+ 1)2

1 ((zi+ a3+ 1) —1624
2 4 (22 + 23 +1)3

- —21’1
La@f+a3+1? 9 0 4 _2,
2 4 dxy  Oxg (3 +23+1)2 Oy

1 ((af +ad + 1) —16x9
2 4 (3 + 22 +1)3

- —21’2
R

1
Pll_

1
PIQ_

Analogamente podemos calcular los demés simbolos de Christoffel y obtener:

1 —21‘1 1 —2$2 1 —2.1'2 1 2.CC1

11 — ) 12 — ) 21 — ’ 22 ’
3+ a3+ 1 3+ a5+ 1 2+ a3+ 1 2+ +1

2 21’2 2 —2I1 2 —21‘1 2 —21’2

r2o—__ =2 - opx_ 20 e T g AT
1 3+ a3+ 1’ 12 3+ a5+ 1’ = 243+ 1’ 2 |

Ahora Calcularemos los simbolos de Christoffel en la base ortonormal {eq, es}, donde
e = |5 8:1: , los cuales escribiremos en la matriz ((B;)¥)?,_; en el mismo sentido que

se hizo en la definicién 3.2.3 para los simbolos Christoffel en la base {8%1, aim}' Esto lo
hacemos considerando lo siguiente:

Z(Bj)fek =V,,ée;

2
k=1
v 1 0
”T“ 5 \ 2| || O

1 (o2 o Ll 0
= A 0
Izl \ 0w O Hiu 72; O

ox;
2 J ||—
2
:c1+x2+1 ri+a3+1_,\ 0
g (et
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Tenemos entonces:

c . (22 + 25+ 1) . 0 (22 + 23+ 1) —21 0 N 219 0
at 2 Yoxy 2 2423+ 10z; 22+ 13410z
2 2 1
:(901+:B2~|— ) $1a 0 —|—x28
2 0z, 6 0z
2+2i+1 0
=z
2 2 al‘g
= 262,
U e (22 + 25+ 1) . d (P +a3+1) —219 0 N —214 0
“ar 2 ? 0 2 2423+ 10z; 22+ 1341029
2, 2
_ (w45 +1) x28 —Igi—l’li
2 8!)31 (91171 81’2
2+2i+1 0
= —"L‘l
2 (91‘2
= —X1€2,
Y. el = (22 + 234+ 1) . o  (ei+a23+1) —2x9 9, N —2x; 3}
el 2 Oy 2 2?2+ 2i+10r; 23+ 23+ 102,
2, 2
_(:Jc1+x2+1) xla —xgi—xli
2 (9902 (91‘1 al’z
i4a3+1 0
= —T9
2 8901
= —XT2€q,
—_ _ (@l+a23+1) . o (et +a23+1) 21 %) N —2ry 0
e 2 * Oy 2 2?4+l +10r 22+ 22+ 102
2 | 2
_(x1+a:2+1) @8 +xli_x2i
2 01 0x; O0xo
+ai4+1 0
=z
! 2 (9x1
= Ii€q,

Tenemos entonces:
Velel = 061 + Toeg =
Ve,e1 =061 + (—x1)eg =

de donde B = ( Ox %2>
—T9

(Bi)ier + (By)sez,
(Bs)ier + (Ba)zes,

Vel [
V62 €9

o 0 —X
B-(0 )
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5.2. Derivada covariante espinorial

En este capitulo nos ocuparemos de definir una derivada covariante para el haz vec-
torial (S, m,S?), que en cierto sentido serd el “levantamiento”de la derivada covariante
de Levi-Civita para (T'S?,7,S?). Esto lo lograremos definiendo matrices que se transfor-
men segun la proposicion 3.3.1 con lo que garantizaremos que hemos definido en efecto
una derivada covariante. La manera en que motivamos la definicion de dichas matrices
serd usando el concepto de transporte paralelo que se introdujo en la seccion 3.4.6.

Lemma 5.2.1 Sea V la derivada de Levi-Civita en la variedad Riemanniana M, sea
{e;}, una base ortonormal para T,M, sea c: (a,b) — M una curva diferenciable en M

tal que ¢(0) = p, si {ey(c(t)) ", es la base obtenida por transporte paralelo de {e;}!_, a
lo largo de ¢, entonces {ey( (1))}, es ortonormal para toda t € (a,b).

Demostracién Consideremos V) g(e‘j| (c(t)), e',l(c(t))), por ser V compatible con la métri-
ca, tenemos por definicion 3.4.6

50 (e, ele®)) = a0 ), ehtet))

= g (Vee) (), el(c(t)) + g (e (et), Tewwele(t)))
g (0.elc®)) +g (e} (c(®)).0)
0

entonces g(el(c(t)),el,l(c(t))) es constante, luego, dado que g(e H( (0)) e”(c(O))) = Ok

\
J
entonces g(e”(c(t)), e,l(c(t))) = 0i; para todo t. [

Recordemos que e; = [¢;], de donde ¢; : (—€,€) — M es una curva diferenciable en M.
t

Tenemos entonces que {e1(¢;(t)), ..., en(ci(t))} y {elll( A(1)), ..., el (ci(t))} son bases ortonor-
males, por lo tanto, existe matriz E (t) = (Ei(ci(t) Jei=1 € O(n), con E;(0) = I tal que

3

Ei(ci(t ! eil ¢i(1)).
1=

Si X € I'(TM), en coordenadas locales podemos escribir X = »7" | X7e; y calcular
V¢, X como:

—_

Ve, X = zn: ei.(X7)e; + zn: zn:Xjijek

j=1 k=1

_Z< (XF) +ZXJB ) (5.1)

j=1

Por otro lado,
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vei i - el ZX] Cl e] Cl( ))
=V, (ZXj it ZE (ci(t ley (ci(t ))>
(Zzez (X7 () Brfelt) )el(q(t)))

+ (ZZXJ ci(t) (et ))lveley(cz(t))>
j=1 1=1 0
= Z ) (6 (X7 (ei(1))) Eilei(0)); + X (ei(0)es Bi(ei(1)))] ) ell(c(0))

n

=Y (ei.Xl ci(0 +ZXJ ¢i(0 —|t oEi(cilt ))l> ei(ci(0)). (5.2)

Dado que la expresion en (5.1) es igual a la obtenida en (5.2) en el punto ¢;(0),
entonces:

d
BE = 2| E.(e(t). -
1] dt =0 Z(Cl(t))] (5 3)
Tenemos que B; = %]tZOGi(t) con G; : (—¢,¢) — O(n) definida por
Gi = Ez 0 ¢,

la cual cumple que G;(0) =1 € SO(n) y es continua, por lo tanto G;(t) € SO(n) para
toda t € (—e,€).

De calculos previos tenemos que, para el caso particular de S?, las matrices de los
simbolos de Christoffel en la base ortonormal {e;, es} para la carta norte (Uy) son:

. 0 —XT2 - 0 T
(o o) (D)

las cuales, de acuerdo con (5.3), provienen de la derivada de una funcién con elementos
en SO(2), por ejemplo

o 0 —X9 _d
Bl_(lé 0 >__t0

_ 0 @) i cos(try) sen(tzy)) i
b= (_xl 0) ~ dtli=o (— Sen(t:vl) COS(txl) - =0G2<t)'

Dado que G;(0) = id, podemos levantar las matrices G;(t) de manera tinica a los
cubrientes Spin(2), tal que el levantamiento de G;(0) =id es también id en Spin(2). Para
p1 obtenemos

sen(tzy)  cos(txs)

(cos(m) —sen(mQ)) _d

~ tizg ~ —tizy

G1(t) =e 2 € Spin(2), Ga(t)=e2

€ Spin(2).
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Definimos:

d ~ iIQ SN+ d ~ —L’L‘l

AN+ . 4 _ 12 _ @ _
Bt = o t:OGl(t) 5 By T tZOGQ(t) 5 (5.4)

Andlogamente, considerando el cubriente py : Spin(2) — SO(2):

—iZL'Q

BN_ = BN_ = 1:1:_1 .

Ahora bien, aplicando la discusion anterior para las matrices de los simbolos de
Christoffel en la base ortonormal {ey, e2} la carta Ug, podemos tomar de manera analoga
los levantamientos de estas matrices para definir:

~ i - —i ~ —i ~ i
B+ = % BS* = % BS- = 2y27 BS = % (5.6)

Con las definiciones (5.4) a (5.6) se pretende definir una conexién de manera global
para secciones del haz espinorial de S?. En este sentido la derivada que definiremos para
el haz (S,7,S?) es un "levantamiento”’de la derivada de Levi-Civita para (T'S? 7, S?).
Valiéndonos de (3.8) mostraremos que en efecto podemos definir una conexién global de
esta manera.

+ —
Teorema 5.2.2 Dada (Zi_g? 2) € I'(S), las formulas siguientes definen una derivada

covariante para el haz (S, 7,S?).

Spint+ _+ — B N
S (amz,z)) Vo@D (e of)(z2) + ol (2, 2) BN .
ef\f — ~ = . = ~ I
WED) T\ G onnn)) \( @ o)(e2) + oy (e B
Spin+ _+ — _ N
VSpin 0';(27§> . vef Is (272) B (65'0;)<Z72> +U;'F(Z7Z)Bis+ - 3
e 05(272) B Spin— _— - B S _— _ - N\ DS— ' ( ' )
VE.S o5(z,2) (e7.05)(2,2) + 05(2,2)B;

Demostracion Para establecer este resultado, lo que haremos sera mostrar que las ma-
trices B! * gatisfacen la proposicién 3.3.1. Considerando que, por la definicién del angulo
0, cos(0(yr,y2)) = \/;’;Ty%’ de donde %Q(yl,yg) = 2. Observemos que se tiene lo

yitys®

siguiente:
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2
CE 1+ZtN5 (ihq) BN* (i)
k=1

2 2 . .

oy oy i +y5 2 y%+y%2

0 6 . ; y2 yl l[L’Q 2y1y2 i[L’l
= (I 70 2oy, g o) 4 LT T I

Oy Ay Vit 2 B +uE 2
Oty Ayd) oy iyt — - 29t
a 2 vitys 2 (yi+us)?

192 11T Y2

1ty iy, 1 iy

vitys 2 yitys 2
_

2
o
en lo anterior hemos usado que (1, x2) = (y%ﬁ:yg, —yif’Tng)

Anélogamente lo siguiente prueba que la definicién de Bf * es consistente:

2
(4T (Ths) ™+ (tns)s(Ths) B (Ths) ™
k=1

_ ” H 1 9 ( 19(y1,y2)>6719(y1,y2) - 2y1y2 11’2 y2 yl ixl
Ya Vtyl 2 y1+y2 2
_ __(1 tyi )y i ( 20192 Yo Y=Y )
2 ity 2\ B+ + B+Br+y
i+ gy i
T2 Bty v+ 32

Loy i L i
2yt +y3 2 2yi+ys

El célculo para mostrar que se han escogido correctamente los BZN * se hace de manera
analoga, sustituyendo x; por y; en el calculo anterior. Para mostrar que los B]S ~y los
BN~ también cumplen con la relacién (3.8), basta observar que en la primera parte de
la suma en (3.8) el signo al momento de derivar cambia, asi como en la segunda parte
de la suma, debido a que el signo de los B/~ es el contrario al de los B/", J € {N, S}.
Entonces por la proposicién 3.3.1, las ecuaciones 5.7 y 5.8 definen una derivada covariante
para el haz (S,m,S?). |}
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5.3. Algebra de Clifford

Como se comenté en la introduccién, necesitamos encontrar matrices para cada vector
tangente que cumplan con ciertas condiciones, en orden de definir satisfactoriamente el
operador de Dirac de manera global para secciones del haz de espin en S%. Lo cual
lograremos definiendo la funcién:

v TpS2 — End (771 (p)) = Mayo(C)

donde (S, 7, S?) es el haz espinorial para S?, que sea lineal, por lo cual basta definir a y en
una base de T,,S?, y por conveniencia escogemos a {ei, eg}{i: N,s}, dado que hemos fijado
anteriormente esta base para cuando tratamos con la derivada covariante espinorial y
para la definiciéon de las funciones de transicion en el haz Espinorial.

Recordemos que segiin se mencioné en la introduccion, las relaciones que dichas ma-
trices deben satisfacer son:

y(ef)v(es) +y(ef)v(er) = =281,
para k € {N,S}. El dlgebra generada multiplicativamente por las matrices v(e}) y v(ek)
es llamada el Algebra de Clifford asociada a la métrica inducida por la matriz (1) (1)
Ahora bien, las matrices que proponemos son:

eh=(5 o) =3 o)

Para mostrar que dicha asignacién se puede hacer de manera global a todo T'S?, bas-
tara definirla en Uy y Ug y mostrar que ambas definiciones son compatibles bajo trans-
formacion de coordenadas.

Definicién 5.3.1 Sean {el¥,el} y {e7,e5} las bases ortonormales dadas en la definicién
2.2.5, definimos una aplicacion lineal:

v TpUN — MQXQ(C)

vler) = (_01 (1))
e =(15)

v:1T,Us — M2><2(C>
v(ey) = <_01 é) :
e =({ 5)
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Andlogamente definimos:
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Proposicion 5.3.2 La definicion anterior de v no depende de la carta en la que se hace.

Demostracion Necesitamos mostrar que la definicion hecha en una carta es compatible
con la que hicimos en la otra, en esto, usaremos la transformacion de las bases ortonor-
males {el', el }, {ef,e5} que aparece en la proposicién 2.2.6 y la representacién de las
funciones de transicién del haz espinorial dada en términos del angulo 6, que se mencionan
en la observacion 4.1.7:

2(6) (T95 ) = 2= cont2et —seniznes) "U(( )

0 — cos(26) — isen(20) el
cos(260) — isen(20) 0 ) ( '

02‘9 _€2i9>< 161909;( ;) )
e 4 0 —ie o S(z7 )

Nlh—‘

Og (%7 %)

() (Uf\?(z,i)) = ~(sen(260)ef — cos(26)es) (_ﬁfgﬁ 3) >

sen(29)—icos(29)) ( 16%;@ ) )

— sen( 26 — icos(20) 0 —ie oy (1,1)

-

(L (D)
- (enid)
( ,Z
-

! )( 23)

Tenemos entonces que no importa si primero aplicamos la funcién v a {e¥} y después
tomamos el cambio de cartas o viceversa, de manera analoga podemos verificar que y
aplicada a {ef} se transforma correctamente, por lo cual, la definicién de ~ estd bien

hecha. |}

MIH

37



5.4. El operador de Dirac

Definicién 5.4.1 Definimos el operador de Dirac en la carta Uy por:

Dy = (e} )V + A(e) )V

2

i
De manera andloga, definimos el operador de Dirac en la carta Ug por:

donde v(e) = (_01 (1)) vy (€)= <(-) (1)>

Ds = 1(e§) V2" 4 ~(e5) V"

donde ~(e7) = (_01 é) vy (ed) = (? (1)) :

Para la definicién del Operador de Dirac hemos escogido la base {e, e} ya sea en
una carta o en otra, mostraremos a continuacién que la definicién del operador de Dirac
no depende de la base ortonormal que se haya escogido.

Proposicion 5.4.2 La definicion del Operador de Dirac no depende de la base ortonor-
mal que se escoja.

Demostracién Sea {b1, by} una base ortonormal para T,Un. Por ser {e1,es} v {b1,b2}
bases ortonormales, existe (O )7 j—1 tal que e; = S22 1(9le, con (O7)? =1 Matriz ortogo-

nal, es decir 32;_ OPO? = §,,, = Sr_, OF OF. De la definicién del operador de Dirac

para la carta norte:

Dy = 27 vspln
_Z"y ZO]b %%:1:1051’/9
33 ook v

kl]lzl

_ Z Z 5k37 spm

k= 1] 1
spm
—Z’V

Anélogamente se muestra que se cumple para Dg. |

Teorema 5.4.3 En coordenadas locales z = x1 + iz € ¢n(Uy) = C,

DN:< Loz ““@%—%z)

—(1+22)2 +1z 0
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y en las coordenadas locales ¢ = yy + iy2 € ¢ps(Us) = C,

Demostracién De la definicién anterior, de las definiciones de V" y de la definicién
[

5.3.1 obtenemos:

(0 v\ (VET 0 (0 VR0 o5 (2, %)
B -1 0 0 Vzlj,m_ i 0 0 szfvm_ on(z,2)

1

e{V —i22 tiel — &\ (o}(2,2)
+162 + 3 0 on(2,2)

e .oy(z,2) —i%0oy(z, 2) +ie .oy (z,2) — Loy(z, 2)

i) o4 (2,2) +1%04(2,2) — ef .oy (2,2) —1%oy(2, 2)

2

2 2
1—1”;”2 8220;5(2 Z) 4+ Lof(z,2) — —Hx;r% a‘zlaN(z z) —i1%oy(2, 2)

on(z,Z)

(MaglaN(z J2) — %oy (2,2) +1 1”;”2 oy(z,2) — Boy(z,2)

x2+ax2 . 1 z
: S i) b >> (79

1+:v%+ac2 — i) + L(ay — imy) 0

B (—(1+zz)8@+%z 0

donde z = z; + ixo.
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De manera andloga para el Operador de Dirac en la carta Ug C S? tenemos:

Dg = (e )V 4 y(e5)VE™

S S
€1 €3

B 0 1 Vz;%inﬂ- 0 0 i vzg@'nﬁ- 0
€1 €2

Ahora pasaremos a mostrar, a posteriori, que el operador de Dirac esta bien definido,
bastarda demostrar que se transforma correctamente bajo cambio de coordenadas, esto lo
hacemos en el siguiente teorema:

Teorema 5.4.4 Las formulas de los operadores Dy y Dg coinciden en la interseccion
de sus dominios.

Demostracién Sea oy = 0 0 ¢! la restriccién de la seccién o € T'(ST @ S7) definida
N

en ¢(Uy N Ug), a esta seccién le corresponde la seccién og = o o ¢§1 la cual obtenemos

por multiplicacion de oy con las funciones de transicion de haz:

ow(22) = (03(2,2), 05(2,2)) = (fa@ D, _i\/;;g, 1>>

que a su vez le podemos hacer corresponder una seccién definida localmente en el abier-
to norte, obteniendo la seccién original, mendiante la multiplicacién con la funcion de
transicion de haz inversa:

donde ¢ = % Observemos ademés que

ﬁill—%llgl %llﬁl—_i%ll
92" (5:3) = oC (Z’5>8z z i 7(2’2)6,2 22 0C (%:3)

y analogamente

0 4,11 1 8a§ 11
aZUS(zag) 22 aéi (sz)

Entonces

40



W=
IS LRSI T

Nt |

. 5 z 004
they/205 (1 1) —i(L+ 28) fros (L ) +i0 + 22 5 TR

o5 (3, 1) +i(1+ 22 \/_12655 (,1)

(37 — 3 + V) o5 (L ) +iL + 295, F25 (L )

i p i p . _ 00
(V- ik +vaD)) ot (L ) +i0+ 205 VE (4 )

i (égg(g,i)) +i(l+24) %%(%é)
1y (Vs (€0 i+ €052 (¢.0)
i /€ (~5VEoE(6. ) + i1+ €044 (¢, 0)

~3¢o5(6,Q) + (14 ¢OZE(C, o)

(; (o D) +il+ 2)y /25

con lo cual queda establecido que nuestro operador de Dirac esta bien definido. |
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