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Resumen

Se presenta la dinamica de un condensado de Bose rotarfienggecomo halos de mate-
ria oscura, hechos de un boson ultraligero sin espin. dkismgimos al caso de adicion de
rotacion rigida y diferencial con simetria axial a estanas que inicialmente presentan una
simetria esférica, y mostramos que existen tres reggmanmomento angular pequefio,
basicamente mantiene los inconvenientes de halos conrgrestérica relacionados con
la compacticidad y el fracaso para explicar las curvas deci@n galacticas, ii) un rango
intermedio de valores de momento angular que permite ldegxis de estructuras con
largos periodos de vida y con perfiles de curvas de rotacdéptables, y iii)) momento an-
gular grande, en el cual las estructuras son dispersadé&snotacion. También se presenta
en detalle un nuevo codigo usado para resolver el sistereaudeiones Gross-Pitaevskii
Poisson en tres dimensiones.

Palabras clave: curvas de rotacion, condensado de Bosmento angular, Gross-PitaevsKii
Poisson.



Abstract

We present the dynamics of rotating Bose Condensate gatintk matter halos, made of
an ultralight spinless boson. We restrict to the case ofragaxisymmetric rigid rotation to
initially spherically symmetric structures and show thare three regimes: i) small angu-
lar momentum, that basically retains the drawbacks of $pdlr symmetric halos related
to compactness and failure at explaining galactic rotatiowes, ii) an intermediate range
of values of angular momentum that allow the existence oflored structures with ac-
ceptable rotation curve profiles, and iii) high angular mataen, in which the structure is
dispersed away by rotation. We also present in detail theaoel® used to solve the Gross-
Pitaevskii Poisson system of equations in three dimensions

Keywords: rotation curves, Bose Condensate, angular mamenGross-Pitaevskii Pois-
son.



Capitulo 1

Introducci on

Los trabajos de las curvas de rotacion galacticas tieaems de 80 afios, y hablan
de la existencia de un tipo de materia no visible, la Mategsauta, que es necesaria para
explicar la dinamica de las galaxias. Uno de los primerakajos que sugieren la exis-
tencia de materia no visible es el trabajo del holandés QOdtt en 1932; él estudid los
movimientos verticales de las estrellas cerca del planactjab de la Via Lactea y en-
contrd que las estrellas se deberian estar moviendo WentBmente rapido para escapar
de la fuerza gravitacional generada por la masa luminosagi@xia. De esta forma Oort
postuld que debia haber mas masa presente para mantasesérellas en las trayectorias
observadas [1].

Un afo después, en 1933, F. Zwicky [2] estudi6 las gasadi& cUmulo de Coma, y
utilizando el teorema del virial encontro que la masa pmimée estas galaxias era unas
100 veces mas grande que la esperada utilizando solamdaoteisosidad. El teorema del
virial establece que en sistemas galacticos gravitakrimareie estacionarios se cumgle=
W/2 dondeX es la energia cinética total del sistem&Ya energia gravitacional. Utilizando
este resultado es posible tener una estimacion de la ntasdebcumuloM = % donde
r es el radio del cimuldy?) es la velocidad promediog/un factor numérico caracteristico
del tipo de cumulo. Una vez que estos parametros se conesgosible estimar la masa
total del cimulo de Coma, siendo ésta aproximadamemtd @°M,, . Por otro lado, la
masa del mismo cumulo, calculada a partir de la luminosiigdds estrellas esx310%M,,
de materia estelar y210'*M,, de gas interestelar, dando un total ¢&>210'*M,. De esto
se puede ver que menos del quince por ciento de la masa eatineatiante el teorema del
virial, es materia visible. Asi encontr6 pues que laseielades orbitales eran casi un factor
de diez veces mayor que las esperadas usando la masa dedéasydél cimulo, entonces,
concluyd que para mantener a las galaxias juntas en ellojeste debia contener una gran
cantidad de Materia Oscura.

Sin embargo, esto no tuvo mucha relevancia en ese tiempo yensirio hasta 1970
cuando Ford y Vera Rubin [3] midieron la luz visible de algsigalaxias, y pudieron cal-
cular la velocidad de rotacion (curvas de rotacion) desellas hasta distancias del orden



de hasta 50 kpc para el gas interestelar. Ellos encontramdighas curvas son aproxima-
damente “planas” para una muestra apropiada de galaxiasabe dsea, las velocidades de
los cuerpos celestes contintan incrementandose costindia respecto al centro galacti-
co hasta llegar a un limite del orden de 5 kpc y luego de esitella velocidad se mantiene
aproximadamente constante. Esto esta en contra de lo g@gpaeria cuando se considera
gue la Gnica materia que genera el campo gravitacionattied es la luminosa, porque en
tal caso, debido a que la materia luminosa se encuentrartioada en una region pequefia,
lo que se esperaria es que las velocidades de rotaci@rdanvel comportamiento Keple-
riano después de algunos kpc. Una explicacion simple aaportamiento observado en
las galaxias es que contengan mas masa de la que se puedeairigdal que en caso del
CUmulo de Coma descrito anteriormente.

La evidencia de la falta de masa en el universo obtenida paulwvas de rotacion tiene
sus limitaciones, pues solamente es posible observard@sta haya estrellas o hidrogeno
neutro que es a una distancia del orden de decenas de kpla (@al&tica). Otra manera
util de observar distribuciones de esta materia no visibkscalas de cimulos, es a través
de lentes gravitacionales. La idea se basa en una de lascaens&s de la teoria de la
Relatividad General: los rayos de luz se ven afectados mocdmpos gravitacionales,
curvandose cuando pasan cerca de masas suficientemerdesyrAsi pues, si la Materia
Oscura existe, la luz se vera afectada por su presenciartid goa las propiedades de la
lente gravitacional, se reconstruye el campo responsatbedistorsion gravitacional y se
infiere la distribucion de materia que lo genera. Los aisatie este tipo muestran que hay
grandes cantidades de materia oscura en los cimulos.

En otro contexto, en el cosmologico, las observacionesmtas del fondo cosmico de
radiacion han confirmado que el universo es espacialméain®,pes decir, que tiene la
densidad critica. Estas observaciones, combinadas satela expansion acelerada del
cosmos, basadas en el corrimiento al rojo de Supernovasigjevan a la cada vez mejor
confirmada hipotesis de que el universo tiene tres pritesgagredientes: 4 % de materia
barionica y radiacion, 23 % de materia oscura 'y 73 % de @eggura. Se entiende pues
gue el material que forma las estructuras visibles contalsolamente con el 27 % [4, 5, 6].
La diferencia mas importante entre los dos ingredientesros es que la materia oscura
interactla gravitacionalmente con el resto de la materi@ntras que la energia oscura se
comporta como una componente repulsiva que acelera la gopatel universo.

Debido a ésta distincion entre materia y energia oscoedsralmente entendemos que,
debido a que gravita, la materia oscura es la que debiersaes®con el fenbmeno que
se ha venido describiendo de las curvas de rotacion y elesidaal de galaxias y otras
estructuras. También es por ello que se entiende el praseaymacion de estructuras en
el universo, es decir, la materia oscura, casi diez vecesamasdante que la baribdnica,
eventualmente gener6 los pozos de potencial gravitaceméos que posteriormente se
acumul6 la materia luminosa que ha dado origen a las estrglliemas.

El problema mas atractivo es el de la naturaleza de la mabsdura. Tal naturaleza
debe estar restringida por las observaciones, y una dedsgnportantes es precisamente



la del fondo césmico de radiacion. La amplitud de las @nipdas observadas en el univer-
so indican que la materia oscura no puede ser barionica, cantrario tales anisotropias
serian dos 6rdenes de magnitud mayores a las observaiassHa restriccion mas im-
portante sobre la naturaleza de la materia oscura que haauotia aparicion de varias
propuestas.

En general, el modelo que engloba las propiedades de laianatamergia oscuras, y es
el modelo estandar de la actualidad y en el que se basaasgotres el conocidaCDM,
es decir, un modelo cosmolbgico que considera que la Bnesgura es una constante
cosmolbgica y la materia oscura es una particula desatmouayas propiedades son que
interactla débilmente con la radiaciobn y materia caafenci

Estas condiciones sobre la materia oscura han propiciadst@tiio de todo tipo de
particulas que cumplen estas propiedades. De entre |lasdedms mejor estudiados se
encuntran los WIMPs (weakly interacting massive part)clgse son particulas hipotéticas,
cuya existencia se propone en extensiones del modelodestéle particulas. Entre los
candidatos mas populares se encuentran los fotinos y &vgtigns. Otros candidatos son
los axiones, que son particulas bosbnicas que apareeewedarmas como propuestas en
extensiones al modelo estandar para explicar la presérvde la simetria CP.

Retomando la conexion que debe haber entre la materiazogogr contemplan las
observaciones cosmolbgicas con las observacionestigalay de cumulos de galaxias,
es importante mencionar que, con toda la riqueza que ofev@dtlo de materia oscura
fria [6], éste no esta excento de problemas. Los estudiogericos que se han llevado a
cabo, especialmente las simulaciones de formacion decasta presentan algunas incon-
sistencias interesantes: 1) el analisis de tales resgltmameéricos revela una inconsitencia
en el espectro de potencias de masas, especificamente nidaabia de estructuras pe-
guefas (que corresponden a potencias altas en el espegqietdrbaciones) es mayor a
la observada [7] y 2) también el analisis de dichos redakaaumeéricos indica que la den-
sidad central de las estructuras de tamafo galacticenas un perfil distinto del que se
oberva en las regiones centrales, es decir, las simulaciamaericas predicen un perfil de
densidad picudo (generalmente un perfil Navarro-Frenkt&ylein los centros galacticos,
mientras las observaciones de los centros galacticosefean a perfiles de densidad sua-
ves [9, 10], este problema es conocido cotusp-core Estos dos problemas de la CDM
dan lugar a la especulacion, por una parte de como sed@eossolver esos problemas, o
si es posible evitarlos.

Para resolver el primero de los problemas, en el 2001, Matdsefia propusieron un
candidato de materia oscura nuevo, un campo escalar qesegpa una particula de espin
cero. A partir del analisis de las fluctiuaciones llegarda eonclusion de que basta con
fijar la masa de dicho boson a una magnitud de?19 10-2%eV, para que el espectro de
potencias de masas fuera consistente con las observafldheBe esta manera, no sola-
mente se propone un candidato a materia oscura fria géaplente, sino que se resuelve
uno de los problemas de la CDM. Para una masa tan ligera desam Ise estima que la
temperatura critica de condensacion es del orden de FeMar a unos 10% después del



Big Bang. Esta propiedad es muy atractiva y permite elahoranodelo de materia oscura
gue formo fluctuaciones desde tales épocas.

Al igual que CDM, la conexion del modelo con las observaesma escala galacti-
ca presentan varios problemas. En la actualidad, comitenserasume que el bosén ul-
traligero condensado es descrito en la teoria de campoorpedila ecuacion de Gross-
Pitaevskii [12], que es una ecuacion de Schrodinger paaduncion de onda que describe
a todos los bosones del sistema en conjunto. Al tratarse dendensado con masas del
orden de masas galacticas, es necesario que tal desaripciulya el potencial gravita-
cional autogenerado por el condensado. El sistema quedacestdescrito por el sistema
acoplado de Gross-Pitaevskii-Poisson (GPP).

El sistema GPP ha sido resuelto numéricamente en sinesfiéeica para modelar ha-
los galacticos, esto se hizo bajo la suposicion de unandigmeia armonica en el tiempo
(configuraciones de equilibrio). El sistema GGP aceptaigos tle solucion, una con esta-
dos exitados que eventualmente decaen al estado baselastarsse debe descartar por
ser inestable, la segunda solucion se da con estados Btsesen soluciones atractoras
en el tiempo y conservan su forma aln con diferentes peddegensidad, es decir, en la
simulaciones numeéricas se pueden poner diferentes garfifeo dato inicial y la solucion
sigue siendo atractora en el tiempo [17, 18]. Por lo tantquiase interpreta como posible
solucion al problema de la materia oscura son las configures en el estado base. Dichas
soluciones presentan un perfil de densidad suave en el amnteogalaxia, lo cual es ha-
lagador y motiva a seguir por este camino en la busqueda déulcién al problema de la
materia oscura. Sin embargo, continuando con esta lineavestigacion sale a la luz un
problema. Debido a que son configuraciones demasiado ctaspaa perfil de densidad
decae exponencialmente, a distancias cortas, lo que englie presenta un decaimiento
Kepleraino y por tanto son incapaces de explicar la parta darlva de rotacion galactica
en las regiones externas.

Varios autores han tratado de rescatar este modelo propomsstintas ideas. Una de
las propuestas consiste en suponer que los halos gakstioda superposicion de tanto
estados base como de estados excitados. Los resultadeanimlie tales configuraciones
son estables y ademas presentan curvas de rotacion mgtiesque las de las configu-
raciones en estado base [19].

Otra propuesta fue presentada por Boehmer & Harko [12Erps usando una ver-
sion hidrodinamica del sistema GPP en simetria esfghbajo la hipotesis de equilibrio
hidrostatico y el limite de Tomas-Fermi, los autores ol#xon una ecuacion tipo Lane-

., ., . . . . . i R
Emden. La solucion a tal ecuacion es el siguiente perfietsidadpgec(r) = ngCs':(f/ré )

CONR = n,/% es el radio de la galaxia donde se cumglec(R) = 0, de esta manera
R define el tamafio de la galaxia. Por otra paflg. es la densidad central de la materia
oscura. Con estos dos parametri8s 4;..), Se ajustan una gran niUmero de curvas de ro-

tacion galacticas [12]. Uno de los defectos de éste nooetelque la masa de los bosones
es del orden de meV, y por ello, se pierde lo bueno del modeszaa cosmologica, es
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decir, la capacidad de explicar el espectro de potenciaasdestructuras [11]. Para resol-
ver tal contradiccion, Robles & Matos construyeron mosgele halos galacticos basados
en el modelo de Boehmer & Harko, pero suponiendo que la meldaodon es ultraligera.
Con ello, se mostrd que no solamente se puede explicar tegscde rotacion galacticas,
sino que ademas se mostrd que el modelo resuelve conipreaceptable el problema del
cusp-corecon el modelo del boson ultraligero.

Hasta este punto, el modelo de Boehmer & Harko, combinadd¢edaipotesis de boson
ultraligero parecia haber solucionado el problema de uagas de rotacion y del centro
galactico, sin embargo en este afio en [20] se mostro queridlde densidad que describe
este modelo es inestable. Se encontr6 que los halos pikerdeitad de la masa inicial en
una escala de tiempo de decenas de millones de afos. Tierigerde para considerar
gue estos halos son inestables y por ello parece ademagaptibte que se hayan formado.
Por tanto todos los que parecian ser buenos resultadoseemedelo ahora no lo son y
es necesaria otra propuesta si se desea rescatar el modbelsaoheultraligero que a escala
cosmologica es prometedor.

En este trabajo se propone estudiar la evolucion del Caadien que obedece al sis-
tema GPP, manteniendo la naturaleza ultraligera del h@sda agregando un ingrediente
capaz de redistribuir la densidad de materia oscura a egaidletica. Tal ingrediente es la
rotacion. Se agrega de ésta manera un parametro libnegralento angular, esto es fisi-
camente aceptable pues cada galaxia puede, sin pérdidmerlidad, tener una rotacion
diferente, ya sea rigida o diferencial y por ende tenentiiecurvas de rotacion.

Al igual que en los casos mas simples en simetria esférwae conocen soluciones
exactas al sistema GPP generales con rotacion. Por eltdisarumétodos numeéricos pa-
ra estudiar las soluciones del sistem GPP correspondiargissemas con rotacion. Para
lograrlo,como motivo principal de este trabajo de tesisgegarroll6 un cédigo en tres
dimensiones, capaz de resolver el sistema GPP en coordecendiasianas para sistemas
axialmente simétricos. Dicho cbdigo se desarrollo pasalver la ecuacion de Schrodin-
ger dependiente del tiempo, en general para potencialendigmtes del tiempo en 3D.
Debido a que tal ecuacion esta acoplada a la de Poissoecesamio resolver ésta, y se
implementd un resolvedor eliptico para configuracionealaente simétricas dentro del
dominio 3D general. Esta herramienta resulta suficienta estudiar el caso del sistema
GPP con simetria axial.

El resto de la tesis esta separado en cuatro partes. Enitllod) se describe el con-
densado de Bose rotante en 3D, es decir, se presentan lasoeesaque gobiernan al
sistema GPP; y luego se construye nuestra propuesta quiste@rsagregar momento an-
gular a configuraciones esféricas para analizar las caiastacion y tiempo de vida de
las configuraciones. En el capitulo 3 se resuelve nunragoge el sistema de ecuaciones
GPP, dichas ecuaciones se encuentran en coordenadagnageon simetria axial. Se
presentan los observables que pueden ser calculadosréaeettgal, la masa, el momento
angular y curvas de rotacion. En el capitulo 4 se pone aprueestro codigo al evolu-
cionar una configuracion de equilibrio. Se presentan Isslt@ados que se obtuvieron del
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modelo rotante. Finalmente se presentan las conclusi@éstajo.



Capitulo 2

Condensado de Bose-Einstein rotante

Este capitulo esta destinado describir el formalismadguegar al sistema GPP rotante.
En la primera seccion se explica bajo qué condiciones Bermbel sistema GPP, y en la
segunda seccion se presentan dos modelos de rotagiala, yidiferendial, con los cuales
se espera obtener curvas de rotacion que esten en conciardan las observadas a escala
galactica.

2.1. El sistema Gross-Pitaevskii-Poisson

El presente es un sistema cuanticoNiéosones condensados que interactian entre
ellos, donde todos se encuentra en el estado base. Pardaemmasigie consiste de un gran
numero de particulas, el calculo del estado base dehs#ston el uso directo del Hamil-
toniano es casi imposible, debido a su alto costo computati&in embargo, el uso de
métodos aproximados puede simplificar la tarea. Una amamidbn que ayuda a resolver
nuestro problema es la descripcion de campo medio del osade, formulada en 1947
por Bogoliubov, la cual se basa en la idea de separar la booidin del condesado del ope-
rador de campo bosonico. El Hamiltoniano que describebmsones interactuando entre
ellos y confinados por un potencial exteMig, es dado, en la segunda cuantizacion, por

_ R h R
H = f (A [——Vz + vext(n] J(F, tydr
2m
1 A A A A
o5 [ o €08 OV - .0, @)

dondem es la masa de los boson€g; i’ representan la posicion de dos diferentes boso-
nes,Vex €S el pozo de potencial externo usado para confinar los b®§oNng — ') es el
potencial de interaccion de dos cuerpos, en este casodarstiosones. En general, el ope-

rador de campo se escribe com, t) = 3, . (Pa.(t) y ¢ (P, 1) = 3, v.(Pai(t), donde

12



2.1. El sistema Gross-Pitaevskii-Poisson 13

¥, (F) son funciones de onda de las particulas (), a(t) son los operadores de creacion
y aniquilacion en la posiciorirespectivamente, y son definidos a través de las relaciones

allno,nl""na,"'> = Vna+1|n03n1"',na/+1,"'>,
a(l/(t)|n0’nl ’na,"' > = Vna/|n03 nl anaf_l"" >, (22)

donden, son los eigenvalores del operador nimio= a.a,, cuyos eigenvalores son el
numero de bosones en cada estadestos operadores de creacion y aniquilacion obedecen
las reglas de conmutacion
] _ o] = _
|au.a}| = 6up. [al.a}] =0, [anas|=0, (2.3)
coné, s una delta de Kronecker. En particular

60,517, 9] = (-, (2.4)

QOndeﬁ3(F— ") es la delta de Dirac. Ahora, se puede escribir la evolueroal tiempo para
¥ (7, t) usando la representacion de Heisenberg con el Hamiftan(2.1)

WED e, 5],

y usando la regla de conmutacion (2.4) se tiene

in (2.5)

aprt)y [ h

i V2 V(D) + f dr i (P, OV (P - mw,t)] I, (2.6)

ot 2m

Para seguir con el desarrollo de esta ecuacion se usa lgirapodon de campo medio,
la cual consiste en separar el operador de campo bosa(iict) en una contribucion de
estados coherentggr, t) mas estados excitad6g(r, t):

U(Pt) = w(r,t) + 6u(F, 1), (2.7)

dondey(F,t) = (J(F,t)) es la funcibn de onda del condensado. Este es una campmclas
y su mbdulo al cuadrado determina la distribucion de adltsde masa del condensado a
traves dep(,t) = |y(7,1)?, y la condicion de normalizacion coni = fp(?, t)d3r, donde

M es la masa total de las particulas en el condensado. Notestg@proximacion tiene
sentido pues la mayoria de los bosones deben estar endd éstse después de haberse
condensado por debajo de la temperatura critiéa

Ahora, se hace la supocision de que el gas de Bose en auestidiluido, es decir,

1En el caso de sistemas ideales todos los atomos debenresiastado base pafa< T, para sistemas
reales esto no ocurre.
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gue el radio de interaccion entre dos bosones es mucho radaatistancia entre ellos,
por tanto solo las colisiones binarias de baja energiaelemantes y esas colisiones son
caracterizadas por la longitud de dispersiofentonces reemplazandqr — r’) con una
interaccion efectiva que representa la interaccioreashs particulas puntuales

V(- P) = gs(F — P), (2.8)

dondeg es la constante de acoplamiento que esta relacionada kgleud de dispersion
aatravés dg = 4nh2a/m.
Sustituyendo (2.7) y (2.8) en (2.6) encontramos la Ec. des$Ritaevskii parg(r, t)

ou(ry) [

o2+ VeulD) + W OF | (F.). (2.9)

L 2m

esta ecuacion fue derivada independientemente por Giegagyskii en 1961 [13, 14, 15,
16].

La Ec.(2.9) da lugar al sistema GPP cuaMig(F) corresponde al potencial gravitacional
U(r) generado por la densidad del gas. De ésta manera, la ti@npa que se confina al
gas es el campo gravitacional generado por éste. Estaepieabse supone en los modelos
de formacion de estructura de materia oscura en el modeondss y es adecuada también
en el presente caso. Asi, el sistema GPP es

() R N 9 2| o
== = |=5m" +U(f)+2mlw(F)l y(F, 1),
VU = 4nGmy (D)%, (2.10)

dondeG es la constante de gravitacion. Este sistema de ecuagepesenta las propie-
dades macroscopicas de un sistema mecanico-cuanticaicleosibosones, en una des-
cripcibn semiclasica. Finalmente, con los resultadderios en [11], la masa del bosén
asociado al condensado debe ser ultraligera en un intet@dd < m < 10-%%eV, siendo
ésta y la logitud de dispersion los Gnicos parametta®é a fijar. Asi, una vez fijada la
masam debe ser posible explicar los fenbmenos astrofisicds @escalas galacticas co-
mo cosmologicas. Sin embargo no es asi, pues no ajustasabservaciones a escalas
galacticas, en particular, si se resuelve el problemaudgi-core, las curvas de rotacion no
estan en concondancia con lo observado; y aun cuandorsa laistar bien las curvas de
rotacion lo hacen con un perfil de densidad tipor3jf(el cual es inestable[20].
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2.2. GPP con rotacbn

La propuesta de este trabajo consiste en evolucionar eh®asEPP para configuracio-
nes esféricamente simétricas a las que se aplica unamiaialmente, con la finalidad
de saber si la rotacion redistribuye la densidad de boste@sodo tal que las curvas de
rotacion corresponden a las galacticas.

Se presentan dos modelos de rotacion, uno con rotagjfary otro con rotacion
diferencial (ver Fig. 2.2 y 2.3), pero antes vamos a intradeictema de las rotaciones,
considerando la generalizacion de la accion de las aasisobre la funcion de onda de
una distribucion sin rotacion.

Consideremos una rotacion Bi[citar]

F—-RF=r", (2.11)
aquié = ¢h, donde¢ = |4l indica la magnitud de la rotaciom, €s un vector unitario
que apunta a lo largo del eje de rotacion como se muestraféiguea 2.5, y R; es una
transformacion lineal asociada a la rotacion. Para utai@n infinitesimalbi¢ como en la
Figura 2.1b tenemos

PP =P+6F=r+dpx 7P =(l +5¢M) T, (2.12)

dondeM es una matriz asociada a algun eje de rotacion. De aquieseprer igualando
las Ecs. (2.11) y (2.12) que
Ry =1 + 0¢M. (2.13)

Figura 2.1: a) Rotacion del vector posicion b) Rotacion infinitesimal del vector posicidh

La accion del operador de rotaciones sobre una funcion da esta definida en la
siguiente forma

R; w(, 1) = W(R; ) ). (2.14)



2.2. GPP con rotacon 16

La variacion de la funcion de onda bajo rotaciones infaiiteles esta dada por

oy (r,1) = Ry y(F. 1) — (F. 1). (2.15)

En este momento es importante aclarar que la variagioes totalmente diferente a
la variacionsy(F, t) que se hizo en la aproximacion de campo medio (Ec. 2.7) ps&
Gltima es sobre el operador de campo bosobnico y no soboatidh de onda.

Al considerar una rotacion de angulo infinitesimal) en torno al eje, el operador de
rotaciones transforma a la funcion de ondeRgni(", t) = y(x + 0%,y + oY, Z t), entonces
la variacion de la funcion de onda queda como

Y(X+ XY+ Yy, 2t) —y(Xy, zt)
0 (Yox — X0y (X, Y, Z, ). (2.16)

oy(r, t)

X

En este punto es conveniente recordar la definicion de lrdpres de momento lineal
y momento angular en coordenadas cartesigmas, izV, L, = Xp, — ypx, con esto la
Ec.(2.16) se escribe como

i
oy(r,t) = %sz(x, Y. Z 1), (2.17)
de esta forma, el operador de rotaciones infinitesimalésiesto por

Al estudiar una rotacion infinitesimal general podemobzati un argumento analogo
al que acabamos de ver para exhibir que, el operador quesegpaca una rotacion infini-
tesimal arbitraria es simplemente

i6¢

R.~|+—7/n-L, 2.19

5 7 ( )

esto expresa que las rotaciones son generadas por el opdeanhmmento anguldr. Lo
que a su vez implica que una rotacion finita (rotacionesesebmismo eje, por ejemplo,

dos rotaciones se expresan coR)g - Ry = Ry+0)n) S€ €scribe como
T |¢ P N igh-L /n
R; = lim (l il L) _ g ionL/n, (2.20)

¢ N—oo
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Disco galactico
Visto desde arribg

Centro
de la galaxia

Figura 2.2: En éste, el esquema de rotacion rigida; los bosones CALB que se encuentran mas

cerca del centro galactico completan sus orbitas en igem@ipo que los que se encuentran mas
hacia fuera. Por lo tanto, los bosones cerca de la perifém@an una mayor velocidad que los que
se encuentran cerca del centro.

Disco galactico
Visto desde arribg

b

Centro
de la galaxia

ol
B

Figura 2.3: En éste, el esquema de rotacion diferencial, los bos@&sC,D) que se encuentran
mas cerca del centro galactico completan sus orbitasesmosntiempo que las que se encuentran

mas hacia fuera.
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2.2.1. Agregando rotacbn a configuraciones egfricas

La manera de agregar rotacion al sistema GPP consiste eel aggerador de rotacion
(2.20) y aplicarlo a una configuracion esfeériggr, t). Pudiendo elegir cualquier configu-
racion esférica (por ejemplo una gaussiana), en estajtrab elige considerar qug(r, t)
es la funcion de onda solucion correspondiente al estade bn simetria esférica [18].
Entonces la rotacion se aplica de la siguiente manera

W(F,t) — ey (P 1), (2.21)

El angulo¢ esta dado poarctany/x), y el eje de rotacion esta a lo largo deSupo-
niendo que el eje de rotacion del condensado esta en ebanta configuracion eférica,
la rotacion le producira una redistribucion de mateaasada por la fuerza centrifuga.
La consecuencia de este nuevo efecto trae consigo que ¢ldeedensidad inicialmente
exponencial, caracteristica de las configuraciones diiterguesféricas, se redistribuye.
Ante tal redistribucion se analiza la consecuencia enneacde rotacion, cuya forma debe
cambiar.

Se consideran dos modelos, la aplicacion de rotaciéderigla aplicacion de rotacion
diferencial. Como ya se mencion6 antes, las coordenadasejutilizaran para resolver
este problema son cartesianas. La manera de parametrizanfgonente del operador de
momento angulal , = xp, — ypx para las rotaciones rigida y diferencial es la siguiente:

= Rotacion rigida. La manera de asignar valores a los parametros para estddip
rotacion es tomapy = L,/X + ypx/X, conL, el parametro libre que dicta la mag-
nitud de la rotacion, un esquema de este madelo se presefrddey. 2.2. Se ex-
plorara numéricamente el valor para ese parametro, libfe€ue, con esos valores
las curvas de rotacion sean planas a distancias adecugdaentto galactico, y las
configuraciones resultantes tengan largo tiempo de vidaaRto el perfil inicial de
la funcion de onda del condensado queda como

l//(r), t) N e—i(xpy—ym)-arctanf//x)/hwo(r»’ t) — e—iLz-arctanf//x)hl//O(r», t). (2.22)

Este tipo de rotacion es muy bueno pues solo tiene un (pacametro libre, y si
con ese parametro libre se pueden ajustar las curvas @erotglacticas, se estaria
dando un paso enorme a la solucion del problema de la mataniaga. Por suspuesto
faltaria detectar un boson ultraligero de masz36V.

» Rotacion diferencial. Aqui la parametrizacion se se hace tomando los vajgres
L, f(r)/X+ypx/X, nuevamente coh, un parametro libre, un esquema de este madelo
se presenta en la Fig. 2.3. A diferencia de la rotacionlaigahord., es multiplicado
por una funcionf (r) que depende del radio axial; = /X2 + y2, esta funcion puede
tomarse como otro parametro libre. En este trabajo la fumioir) se tomara propor-
cional a+/rax. Entonces la funcion de onda del condensado es iniciament
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w(r»’ t) — e—i(xg,—ypx)-arctan(//x)f(r)/hlﬁo(r», t) — e—iLZ-arctan(//x)f(r)/hwo(r»’ t), (2.23)

dondef(r) = fax. De manera analoga a la rotacion rigida, en este casopse ex
rara los valores adecuados ldgpara mantener curvas de rotacion planas y estables
lejos del centro galactico. Sobra decir que la fundi¢n) es completamente arbitra-
riay que en este trabajo se manejo la fundi@n) = /rax porque tiene la morfologia

de las curvas de rotacion.

En este capitulo se ha sentado la base de nuestro trabepselha expuesto el for-
malismo matematico para describir la evolucion en el fierde un sistema de N bosones
condensados de espin cero, dicha evolucion esta diptadal sistema GPP. Aunado a la
descripcion del sistema GPP, se ha agregado momento aagudafiguraciones esféricas,
esperando asi obtener curvas de rotacion aceptabless&agr si nuestro modelo rotante
presenta (0 no) buenas curvas de rotacion, en el siguiepieuto se resolvera numeéri-
camente el sistema GPP en coordenadas cartesianas corissiamél, calculando con
esto observables como: momento angular, masa, energigjdeidad de rotacion. Antes
de resolver numéricamente el sistema GPP se dara unapdéstide todos los métodos
nuéricos que fueron necesarios para la resolucion de distema.



Capitulo 3

M etodos nunericos

Este capitulo esta enfocado a describir los métodosogspdra resolver el sistema
GPP en 3D. En la primera seccion de este capitulo se deaallsistema de ecuaciones
en unidades adimensionales, que gobierna la dinamicaed#roumodelo de materia oscura
galactica. En la segunda seccion se resolvera el sistereauaciones con la aproximacion
en diferencias finitas adoptando el método de lineas caopeena de evolucion. La ecua-
cion de Poisson se resolvera en cada instante con untatgade sobrerrelajacion sucesiva
(S.O.R).

3.1. Elsistema GPP en 3D: variables adimensionales

Para fines de calculo computacional, el sistema GPP deswitlas Ecs.(2.10), es
conveniente remover los coeficientes que contienen cdestanon 6rdenes de magnitud
muy grandes o muy pequeias. Esto se logra haciendo elrsigei@mbio de variables

me. . mé&. -~ U

f=—7F, t=—t, U=—

' h ' h m~c2

~  (4nG)V?h . 2 . o~ L
— =—3 L, == A
v g ¥ a=5h L=, (3.1)

donde las variables con tilde representan las variablesigilades fisicas. Otra propiedad
del sistema GPP es que es invariante ante un escalamiertijpadel

r=Aaf, t=4% U=2720, y =12, a=1%, (3.2)

con A una constante arbitraria. Lo que implica entonces es queyen encontrada una
solucion para el sistema GPP, se tiene una familia entesmldeiones, las cuales estan

20
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relacionadas por una transformacion de escala. AsitehsésGPP se escribe como

OU(X Y,z t 1
|% - _§V2 +UX Y, zt) +au(xy, z )| u(xy, 2 1),
VUMY, zt) = [w(xy, zt)> (3.3)

Es posible elegir el parametiode modo que las constantes y funciones involucradas en el
sistema de ecuaciones sean del orden de la unidad, y asilavétcumulacion de errores
de redondeo durante los calculos.

3.2. Metodos nunericos

El sistema de ecuaciones diferenciales a resolver nuaméeiote es (3.3). Dicho siste-
ma se resolvera en el volumen= {(X, Y, Z t)| X, Y, Z € [Xmin, Xmaxl X [Ymin, Ymax] X [Zmin, Zmax]}
con condiciones iniciales correspondientes a una configurale equilibrio con simetria
esférica cuya funcion de onda esta dadaypgr, t) = €“'¢(r), dondew es el valor de su ei-
genenergia [18]. Las soluciones de equilibrio esférerae simétricas son calculadas con
un codigo ajeno a este trabajo, de donde se extrae el valarfdacion de onda(r) en
coordenadas esféricas. Para evolucionar el sistema ssit@econocet(r, 0) en coorde-
nadas cartesianas, entonces se hace una interpolacioa datbs iniciale®(r) a todo el
dominio 3D, y es posible i) aplicar momento angulgrii) resolver la ecuacion de Poisson
e iii) iniciar la evolucion.

3.2.1. Implementacon del método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas es uno de los métodos mizales para la resolucion
aproximada de problemas de valores iniciales con condisidae frontera asociados a ecua-
ciones diferenciales parciales (EDP). La escencia de estiedm consiste en |o siguiente.
El dominio continuo de la EDP se sustituye por un conjuntaedi(discreto) de puntos que
definen una malla discreta; con esto, en lugar de funciones @geggumento continuo se
analizan funciones con un argumento discreto definidassgouitos del dominio discreto.
Las derivadas que forman parte de la ecuacion diferendallgis condiciones de frontera
se aproximan por combinaciones lineales de los valores fued¢®On aproximada en cier-
tos puntos de la malla; en tal caso el problema de la EDP sikusespor un sistema de
ecuaciones algebraicas.

En el problema de éste trabajo, se comienza por discrefizaumenV, en nuestro caso
se utilizara una discretizacion uniformenente espaciaer Fig. 3.1. Se asume que las va-
riables y la funcion de onda de las Ecs.(3.3) estan bienida en un conjunto de puntos
tanto en el espaci®& = Xmin + IAX, Yi = Ymin + JAY, Z = Zmin + KAZ cOMO en el tiempo
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t" = nAt, dondei, j,k,n son nUmeros enteros que corren desde 0 Hastdly, N, y N
respectivamente. Las cantidad®s = X1 — X, AY = Yj:1 — Y}, AZ = Yie1 — Yk Son la
resolucion espacial en cada direccion (en este trabajtosias iguales), %t = t,,; — t, es
la temporal. Asi la funcion de ondaqueda definida solamente en los puntgsy, z, t"),
donde se escribg]’; .

V

g
///

VI/l
71

‘Ty’

OISR

Figura 3.1: Dominio espacial fmin, Xmax X [Ymin» Ymaxl X [Zmin, Zmax] €N coordenadas cartesianas
y uniformemente discretizado, que define una malla ctlmbeeda cual que queda bien definida la

funcion de onda que entra en el sistema GPP.

Las aproximaciones en diferencias finitas que se usandparadyw, d.a/ [22] son,
respectivamente al tiempb

n n n
Uy ik = 20+ Uik

Ot (XY, 21) = % + O(AX),
N - 2g0 g
dyp(xy,zt) = —K A;gk I+ oY),
N 2yN 4yl
G(xy.zt) = —Ho— I 4 O(AD). (34)

3.2.2. Laevolucdbn segin el Método de Lineas

El Método de Lineas (MOL) consiste en un procedimientoegainpara la solucion
de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) dependidetégempo. La idea basica del
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MOL es reemplazar las derivadas espaciales en la EDP coriaga@ones en diferen-
cias finitas. Una vez hecho esto, la ecuacion tiene unablariadependiente, la variable
temporalt para cada punto en el dominio, y el resultado es la versigndsgcreta de la
EDP. Ahora, el problema original de la EDP se transforma eprahlema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) en cada punto donde esﬁhaldmL//” En este caso sblo
se necesita aproximar la parte derecha de la ecuacion deomwer (3 3) con diferencias
finitas, una vez hecho esto, podemos aplicar cualquierititgmde integracion para EDOs
y asi calcular una solucion numeérica aproximada de la &iempot™! en el puntd, j, k.
La version semidiscreta de la Ec.(3.3) es entonces

4 i_(‘/’in—l,jk 2 ik Wik~ 20k U
at 2 AXZ Ayz
irjj,k—l B Zl// ik T l//| jok+1

272 ) — (Ui i + @i jul )] + O(AXE, AY?, AZ), (3.5)

donde el potencial gravitacional satisface la versioaltognte discreta de la ecuacion de
Poisson:
Ui1jk — 2Uj jk + Ui+1,jk Ui j-1k — 2Ui jk + Ui je1k N

AX? Ay?

Ui josk — 2U;jp + Uy,
i,j-1k A;21,k i,j+L1k n O(AXZ, AyZ’ AZz) (3.6)

2
ikl =

Para ilustrar el método, en la Fig.3.2 se muestra el eleam@nttenido en la expresion
(3.5), llamado molécula del algoritmo de evolucion. Endiagrama aparece como un
circulo negro la posicion del dominio discretq, §/;, z, t") donde se puede calculaf*?

en términos de los valores @gé en las posiciones indicadas con circulos blancos. Asi, se
supone que para cadgaj, k, la funciony satisface un sistema de EDOs a lo largo de las
lineas en la direccion temporal del dominio.

Ahora, lo que queda por hacer es integrar (3.5) en el tiempo @atener la solucion
aproximada pari;'{/”+l Entonces basta con elegir un buen integrador de EDO, elesual
seleccionado de acuerdo a su precision y propiedades deiliestd que dependen del
factor At/Ax?. En este trabajo se uso el integrador iterativo Crank-dlggn (ICN), con
tres iteraciones y precision de segundo orden [21]. Elrdigo ICN se puede ilustrar
como sigue: se& una funcion arbitraria que depende del tiempo y de unablarespacial
discreta con etiqueta j, k tal qued;f = S, dondeS puede ser, por ahora, el lado derecho
en (3.5), yf = ¢« entonces el ICN esta dado por
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fO = "+ (At/3)S",
f@ = "+ (At/2)SY
fO0rD = M4 ALS?, (3.7)

donden etiqueta los pasos en el tiempo.

ijkn+1
ij-1,kn ’ ijk+1,n
i-1,j,k,n i+1,j,kn
i,j,k,n
i,jk-1,n ij+1,kn

Figura 3.2: Molécula correspondiente al algoritmo de evolucion gareonstruccion dﬂ/”Tl a
partir de los valores d¢” K €n puntos vecinos. El circulo negro indica el lugar donddesea
encontrar la funcién de onda y los circulos vacios iadiel lugar donde se conoce la funcion de
onda.

En la figura 3.2 se ilustra la necesidad de conocer el valomdearcion de onda
en todos los puntos del espacio p#tay en particular para los valores en las fronte-
ras (&o,y,zt"), (xn,. ¥, 2t"), (X Yo, Zt"), (X, ¥n,, Z17), (XY, Z0,t") Y (XY, 23 t")) se nece-
sita saber los valores de la funcion de onda en las posgigngy, z t"), (Xn,+1, Y, Z t"),

(X Y-1,Zt"), (X Yn+1. 21, (XY, Z1, 1) Y (XY, Zn,41, ") que no estan definidas en la re-
gion V. Afortunadamente los valores de la frontera pueden seulealos imponiendo
condiciones a la funcibn de onda en esta region. La camksi que se imponen en es-
te caso son: copiar en los puntos de la frontera los valoresudepuntos vecinos, es
decir, &o,Y,zt") = (XY, Z2t"), (XN, Y. 2t = (Xn-1, 1, 217, (X Y0, 2t") = (X 1,217,
(X% Yy Z )X Yny-1, Zt7), (XY, Z0, ") = (X Y, 22, 1) Y (X Y, 2 E7) = (XY 2,1, 1),

Con el fin de impedir que el exceso de materia sea reflejadasdelaeras y pudie-
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ra eventualmente contaminar los calculos, se ha usaddifici@matematico que simula
fronteras abierta en el dominio numérico. Esto consistegeagar una “esponja” en la re-
gibn mas lejana del dominio, con el proposito de que aobneo un sumidero de particulas

e impida la reflexion y propagacion del errores numéritasia el interior del dominio

de integracion. Esta técnica consiste en sumar un palentaginario al potencial gravi-
tacional, o sea, redefinir el potencial en la ecuacion ded8ahmger afladiendo una parte
imaginaria comadJ = U + iVj,,. El resultado de suponer un potencial imaginario hace que
la ecuacion de continuidad, se escriba cam@t + V- [i/2(PVY* -y VP)] = 2Vin|P3, la

cual se interpreta como fuente o sumidero de particulasndiéendo de sV, tiene signo
positivo o negativo respectivamente. El perfil elegido parees

Vim = —%VO{Z + tanh[{ — r¢)/6] — tanhf./6)}, (3.8)

qgue es una version suave de una funcion escalon dggnes la amplitud del potencial
imaginarior = /X2 + y2 + Z2 es la coordenada radia},es la distancia a la cual el potencial
es centrado ¥ es el ancho del potencial. Este perfil se ha usado satistatiente en
[17, 18, 23, 24] para los casos con simetrias esféricagl.a&n la Fig. 3.3 se muestra una
proyeccion en el plangy del potencial esponja.

im -0.4

Figura 3.3: Proyeccion en el planry de Vi, conVg = 1. La region dond&/, es difente de cero
es donde la esponja captura la densidad de materia que sa adarfrontera.

3.2.3. Laecuaddn de Poisson

Para integrar la ecuacion de Schrodinger en necesarareoel potencial gravitacio-
nalU, en todo tiempd" e incluso en los tiempos intermedios del integrador ICN. &a e
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seccion, aungue se trabaja en un dominio en 3D, sblo sedmnacuenta los casos axial-
mente simétricos. En este caso, no es necesario resodardaion (3.6) sin simetrias, sino
una version axialmente simétrica, que reduciria el jgrol a uno de 2D. Debido a que es
necesario integrar la ecuacion de Poisson en cada pasogmoty los tiempos intermedios
del integrador ICN, la reduccion a un problema de 2D ayudal@tar en menor tiempo
computacional el potencial gravitacional.

Debido a que se estudiaran problemas con simetria axiatuacion de Poisson s6lo
se resuelve en el plano diagonal del dominio 3D con normaaatiréccion K+ ). El
dominio de integracion de la ecuacion de Poisson se nauestta Fig. 3.4, en el plano

Faxi € [0, VX2 ax+ Yaad X Z € [Zmin, Zmax, CON resolucionear,y = AX? + Ay?y Az

Para resolverla sobrg,; x z, se escribe la Ec. de Poisson en coordenadas cilindricas

(92Uaxi + iauaxi " azuaxi

argm raxi araxi 622

= |waxi|2 = Paxi- (3.9)

El dominio discreto sobre el plano se define por la coordersdialr .y i) = - /xﬁLk + yfi,k

y la coordenada axiat heredada de la malla 3D. La fuente de la ecuacion dada por la
funcion de onda se hereda del dominio 3D al plano cém@y = ¥iik.

Faxi
m ’—_;7_‘\ axi
Nz e o~
\ - /// )
I A ’\/ [ Al
1 |
| | S~ —1--
L - — - [
| o
|
|
I I
] [
! I
. ] : Az[ !
|
I
R ] l
> I
i N | |
A, |z (0.0,0)p—=— Y
| ! Araxi |
k: — ‘\ / /
= S e X -7
\/ =0 .. Nx ~__ -

Figura 3.4: Izquierda: El cilindro uniformetente discretizado, cuyamio es el planaay €

[0, VX% ax+ Yaad X Z € [Zmin, Zmax] €S donde se define y resuelve la Ec. de Poisson axialmente
simétrica. Derecha: El cubo circunscrito en el cilindrpresenta el dominio numérico donde se
lleva a cabo la evolucion del sistema GPP.

Antes de discretizar la ecuacion de Poisson axial (3.95adauregla de la cadena para

sustituir - 222¢ por 22224 y asi evitar la singularidad en el ejg; = 0, por lo tanto la
axi
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Ec.(3.9) discretiza como

ngi(i+1,k) - 2U2xi(i,k) + ngi(i—l,k) 2U2xi(i+1,k) - 2U2xi(i—1,k)
Ar? r —r? "
axi axi(i+1,k) axi(i+1,k)
un —-2un 4+ yn
1k+1 K k-1
axi(i+1,k+1) A;;a(l ) axi(i,k-1) = Paxiil + O(Argxi,AZZ) (3.10)

Para resolver ésta ecuacion se usa el método SOR, udani&teativo basado en la discrti-
zacion en diferencias finitas como (3.10). Este métodsistaen utilizar tantas iteraciones
COMO sean necesarias para obtener una solucion con uraeotado. Este procedimiento
se dice convergente cuando las diferencias del calcula garte izquierda y derecha de
(3.10) tienden a cero cuando el nUmero de iteraciones aamen

El algoritmo SOR usa condiciones de frontera tipo Dirighdietdas por una expansion
monopolar del potencial gravitacional axial

Uaxii = —M/Tiiks (3.11)

donder = /X2 + y2 + Z2. La expresion 3.11 solo tiene sentido en la frontera extey,; =

[ VX o+ Ym0 Z Ul axis Zmax U[Faxi> Zmin)- Mientras tanto en el eje de simetria, el potencial
cumple con la condiciomaxin, ;2 = Uaxin, 2+1k- Finalmente, la ecuacion de Poisson
escrita de manera adecuada para iterar en los puntos regedel cilindro es

1+1 |
Ua+xi(i,k) = Ugii T @Rk (3.12)
donde
| | | | |
R: _ Ua><i(i+1,k) - 2Uaxi(i,k) + Uaxi(i—l,k) 2Ua><i(i+1,k) - 2Uaxi(i—l,k) 3.13
= A7 + 2 — + (3.13)
axi axi(i+1,k) axi(i+1,k)
| | |
Uaxi(i+1,k+1) - 2Uaxi(i,k) + Uaxi(i,k—l)
AZ — Paxi(i k)

es el residuo de la Ec.(3.10) enli&ésima iteracion y puede tomarse como una medida de
la cercania d&).,; a la solucior,,. Si el valor deR, es grande, se dice qug, no es una
buena aproximacion dé,y; y por lo tanto es necesario calcular mas iteraciones. Par ot
parteM = f o(X Y, 2 dxdydzes la masa total del sistemag\es una constante positiva que
acelera la convergencia de SOR, su valor esta acotado¥dtre1/2 y su valor 6ptimo
esta dado por ([29])

1/2

1xf1, 1

= — + —
2 2|[N2 N2
En resumen, este método comienza con una aproximacibialiparal,,;, y después,

(3.14)
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cada iteracion consiste en hacer un barrido de todo el plgnoz con la formula recursiva
(3.12). Luego de esto, el valor d&,,; se va actualizando, la idea es que cada vez que se
tenga un nuevo valor patdaix, S€ use para obtener un valor refinado de la siguiente
iteracion. Las iteraciones terminan hasta que se t®g|a< g, siendoe una tolerancia
prefijada.

Una vez encontradd,y; Se quiere estimar, el valor del potencial gravitacidh@d, y, 2) =
Ui jk en todo el dominio 3D, y de esta manera sea utilizado comadduanla ecuacion de
Schrodinger. Entonces, el primer paso para aproximar telnp@l gravitacional en todo

el dominio 3D es calcular los puntogqiy = /%, + Y7, Después, localizar los puntos
¢ = int(raxigr/Araxi) Y 1 = { +1 que estan antes y después gg ), dondeint(x) significa:

valor entero del argumente™ Con esta informacion se puede hacer una interpolacton d
regreso a la malla 3D, y asi encontrar el valor del potemgetitacional en algn punto
arbitrario {, j, k) de esta malla. Como el menor grado de un polinomio que pasdgso
puntos (en este casby n) es uno, la interpolacion se que utiliza para calcllay, es

lineal, asi que para hallar esta aproximacion se debérdagcuacion de la linea recta

Uaxilg — Uaxin
Ar

Uijk = (Mi.jx = Taxick) + Yaxick» (3.15)
donde se asume qU@&r < r;;x < nAr, este proceso es para cada plana decte. En la
Fig.3.5 se muestra el plarro= k del cubo, donde se puede ver la interpolacion lineal. La
diagonal, donde se localizan los puntog n, barre e interpola la solucion del potencial
gravitacional con simetria axial en todo el cubo.

0,0,k

4/;,,, M/c

Figura 3.5: Vista superior del plana = k. Se muestran los puntdsy 7, los cuales, en general
no corresponden a puntos definidos en la malla 3D. Por lo queda deU,y;j ) sobre los puntos
del dominio discreto (cuadritos verdes) necesita serpotado con los puntos localizados sobre la
diagonalray; y asi obtener el valor dég; jx en todo el volumen. El circulo rojo representa el barrido
de la interpolacion lineal en todo el cubo.
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En la Fig. 3.6 se muestra el diagrama de flujo de todos los kt®dns numéricos
gue fueron necesarios para resolver el sistema GPP. Dicbtoslos estan descritos en los
siguientes puntos:

= Datos iniciales y evoluadbn. Para comenzar a estudiar los efectos producidos por la
rotacion se puede elegir cualquier perfil inicial para llacion de onda y aplicarle
el operador de momento angular para ponerlo a rotar. Sinrgmban el presente
trabajo se eligio iniciar las simulaciones con una funa@ onda correspondiente a
una configuracion de equilibrio en el estado basg [L7, 18], y después agregarle
la rotacion ¢ = expg(—igL - A)yo). En el esquema de evolucion cada paso de tiempo
esta etiquetado paf, - - -, t" t™1, ...

= Primer paso de tiempa Se muestra el primer paso de tiempo y las tres iteraciones
del integrador ICN, la primera entt®y dt/3, la segunda entrdt/3 y dt/2 , al final
entredt/2 y dt, dondedt = t! — t°. En cada uno de estos pasos intermedios la Ec. de
Poisson se esta resolviendo en el plagox ze interpolando a la malla 3D.

= Ecuacion de PoissonEn esta etapa se muestran en accion el algoritmo SOR para
resolver la ecuacion de Poisson, esta ecuacion se resaalsda instante de cada
paso de tiempo comenzando ded®icha solucion solo es valida en el plangxz.
En la Fig. 3.6 se muestran las iteraciones arbitrdria$ + 1 del algoritmo SOR,
que son calculadas en el mismo instante de tienf)oEntre estas iteraciones se
mide un error que es igual al residuo de la Ec. (3.10), cuastibegror es menor a
una tolerancia prefijada (en este trabajo la tolerancia éug0f) se suspenden las
iteraciones, de manera que la calidad de la aproximacitenaa dependera de la
tolerancia que se haya definido.

= Interpolacion. En esta etapa se interpola linealmente el potencial g@eialU 4
a toda la malla 3D usando 3.15.

= Sistema GPP Una vez interpoladdJ,, en todo el domino 3D las ecuaciones de
Schrodinger y Poisson quedan totalmente acopladas y foetsistema GPP dfl.
Después viene el primer paso intermedio del |G $) donde se vuelve a integrar
la ecuacion de Poisson en simetia axial para despuéstegrdlada a toda la malla
3D. Ocurre lo mismo para los pasos intermedios restantes.

Estas etapas se repiten en cada paso de tiempo y sus itesatitermedias durante toda
la evolucion.

3.3. Observables

Para obtener la informacion fisica hay que relacigr{@rt) con las variables dinamicas
interesantes y medibles. A continuacion se describerelagantes en este trabajo.
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Figura 3.6:Diagrama de flujo del codigo. En la primera etapa se muektsgeema de evolucion
temporal, donde cada paso de tiempo esta etiquetads. fom la segunda etapa se presenta solo el
primer paso de tiempo donde se dejan ver las tres iteractmi@stegrador ICN. Dentro del primer
paso de tiempo (tercera etapa) se resuelve con el algori®f® |8 Ec. de Poisson (con simetria
axial) en cada una de las iteraciones intermedias, el &lgotermina cuando el residuo de la Ec. de
Poisson es menor que una tolerancia prefijada. En la cuaga s¢ lleva a cabo la interpolacion de
Uax aU cartesiano. En la Gltima etapa, el sistema GPP queda aooptacoordenadas cartesianas
y la funcion de onda resultante sirve como dato inicial pesaguiente iteracion, donde se vuelve a
integrar Poisson en simetria axial para después sepaiéela a todo el dominio 3D.
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Energia total La cual da cuenta de la estabilidad de un sistema, por &esipa energia
total es positiva el sistema no esta acotado. Entonces eitongar la evolucion de la
energia total del sistema es de crucial importancia. Eut@ esta dado en términos de
los valores de expectacion de las contribuciones a la Bnengética K), gravitacional
(W) y de autointeraccion (I). Los cuales se calculan como

K = —% f v (F, 1) V2 (F, t)dxdydz (3.16)
W = % f v (F, )Uy(F, t)dxdydz (3.17)
| = a f ly|*dxdydz (3.18)

estas integrales son calculadas numéricamente en todorehid numérico. La energia
total del sistema es entondés= K + W + .

Momento angularEl valor de expectacion del momento angulatambién ayuda a mo-
nitorear si su valor se ha estabilizado en torno a un valat@sto o no. El valor de expec-
tacion esta dado por

(e [LOUEDau( D)
L, = |f¢/(r,t)(x Y y I dxdydz (3.19)

esta cantidad también se calculd6 numéricamente.

Masa A pesar de que la integral de la densidad de probabilidadissecva durante la
evolucion en todo el espacio, se calcula la solucion d#esia de GPP en un dominio
finito que permite a las particulas ser absorbidas por yraggsuna vez que estan cerca de
las fronteras artificiales de nuestro dominio numéricoetiimacion de la masa resultante
sera la integral de la densidad de probabilidad en el denmimimérico

M :fla/rlzdxdydz (3.20)

de esta manera, se dice que la configuracion pierde masdaparte de la densidad de la
probabilidad ha salido del dominio numeérico.

Curva de rotacionEl calculo de esta cantidad se hizo sobre el plano ecaaos 0 asu-
miendo que las particulas de prueba siguen trayector@agaies, por la tanto, igualando
la fuerza centrifuga con la fuerza gravitacional, la vielad de rotacion de una particula



3.3. Observables 32

R J

PR IR
QU

®
...‘...-"

X

Figura 3.7:Orbitas circulares de las particulas de prueba en el plamaterial, los puntos negros
son los detectores de tales particulas.

v(r) = ,/G@, (3.21)

donder es la distancia del origen al dectob(r) es la masa contenida dentro de una esfera
de radior. Para calcular esta cantidad (numéricamente) se coloear®ms detectores que
miden la velocidad tangencialde las particulas de prueba. Los detectores estan colecad
en diferentes puntos del ejecomo se muestra en la Figura 3.7, y en cada uno de ellos
se estima la velocidad de tales particulas. Explicitaees un detector esta colocado en
(%Y, X) = (X4, 0,0), la velocidad de rotacion de una particula de prueba @osicion del
detector es

de prueba es

2G
Vi) = o f p(x.y. 2dxdydz (3.22)

donde la integral de volumen es calculada en una esfera idexgen la malla 3D.

Estas cantidades son muy importantes porque permiten eoabestado del sistema
en cualquier instante de tiempo durante la evolucion. Eticodar, el caculo de la curva de
rotacion permite saber si el halo es consistente o no carblservaciones.

Ahora ya se tienen las herramientas necesarias para edaglefectos que trae con-
sigo el sistema GPP al agregarle rotacion. Los efectostde@scion se veran reflejados
en los observables que se describieron en este capituld.diguiente capitulo se presen-
tan los resultados numéricos que se obtuvieron al impleanérs métodos numéricos ya
descritos, y donde la principal contribucion son las csidarotacion obtenidas.



Capitulo 4

Resultados

En esta tesis se propuso la hipbtesis que la materia ossuna @ndensado de Bose-
Einstein rotante, cuyo boson asociado tiene una mastéigdtram ~ 1072 eV. Para estudiar
el efecto de aplicar rotacion incialmente se hicieron kggeementos numéricos descritos
a continuacion.

4.1. Pruebas del 6digo

Para validar la normalizacion y precision del codigoyssfica que la evolucion de
una configuracion de equilibrio en el estado base sea lacatarres decir, que la densidad
de probabilidad permanezca constante en el tiempo. Eskacéwoincorpora la ecuacion
de Poisson y por lo tanto abarca la precision del resolveliptico que se implemento.
De acuerdo a la normalizacion que se us6 en [17, 18] el é&@bmaximo de la densidad
esp(r) = 1. En la Fig. 4.1 se muestra la evolucion del valor centraladéensidad de
probabilidad en el dominio 3D. Este valor equivale a la noimfiaito L., (o) de la densidad
de probabilidad, con el fin verificar que la convergencia ¢mgte continuo es de segundo
orden, se muestran dos distitas resoluciones, unggde- Ax = Ay = Az = 0,2 y otra
A& = Aé/2, se puede observar que conforme aumenta la resolucioméémo de la
densidad tiende a 1 con un factd; B cual es consistente con la discretizacion a segundo
orden que se us0. Para mostrar que el sistema es consaeesité dinamico, en esta
misma figura se muestra la parte real de la funcion de ondgtiatds valores del tiempo.

En la figura 4.2 se muestra qu& 2 W + 3| converge a cero para el casoale- 0,
el cual indica que el sistema permanece virializado durtaxiz la evolucion. Esta prueba
confirma que el resolvedor eliptico usado resolver la ednate Poisson y el algoritmo de
evolucion trabajan a la perfeccion.

33
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Figura 4.1:1zquierda: se muestra la norma infinitg (o) de la densidad de probabilidad correspon-
diente a una configuradn de equilibrio para dos resolusidigintasAé; = Ax = Ay = Az=0,1

y Aép, = Aéy1/2. Se observa que conforme se aumenta la resolucion, enoaep converge a 1
con un factor 2 que indica convergencia de segundo orden. Derecha: sermsespshots de la
parte real de la funcibn de onda y su considerable dingmi@ntras la densidad de probabilidad
se mantedra inmovil en el limite continuo.
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Figura 4.2: Se muestra la relaciork2+ W + 3| para una configuracion en el estado base esférica-
mente simétrica. El calculo esta hecho para0 con dos diferentes resoluciones, se observa que la
convergencia a cero se da segundo orden, lo cual indicamgoafiguracion permanece virializada
en el limite continuo.
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4.2. Estructura de las simulaciones

En el caso ideal se tendria un dominio numérico de tanmaiiotd, sin embargo en la
practica el dominio es finito y la resolucion usada en lasugciones también lo es. En
el problema de esta tesis, se desea que la frontera se arclegos para que el sistema
tenga espacio para relajarse sin que los errores de la faosgereflejen y contaminen
los resultados. El codigo no es paralelizado y por tantmedidio y la resolucion se ven
restringidos a valores modestos. Los experimentos neog®se hicieron en un dominio
NUMErICo deXmin = Ymin = Zmin = —40 V¥ Xmax = Ymax = Zmax = 40, con una resolucion
espacial de 180 puntos por cada direccion. Se trata de & nesplucion que se pudo usar,
capaz de resolver el perfil de densidad.

Respecto a las unidades fisicas que se deben elegir paeaasfar los observables, es
necesario fijar el valor d¢. Una forma de hacerlo consiste en resolver pauna de las
igualdades mostradas en las Ecs. (3.1) y (3.2), por ejemie,fija el radio de la galaxia ™
y el dominio numérica implica qued = mic%’ para este trabajo se tomo un radio d& B¢
y una masa den = 10722 eV/c?, para estos valores= 0,00031974. Una vez que se fijo
se pueden recuperar el valor de la masa fiica %AM enM,, la velocidad de rotacion

V = cav en Km/s, el momento anguIaEZ = %LZ en unidades dé, la energia total
E = 2 2E y el potencial gravitaciondl = m&22U en joules

A continuacion se mostrara la evolucion del sitema GB@tigne como datos iniciales una
configuracion de equilibrio esféricamente simétricaaesvolucion se presenta para varios
valores de., en unidades de codigo. También se exploran dos valoras-deya = 0,5y
se mostrara que el comportamiento es muy similar en losakissc

Si bien, estas configuraciones de equilibrio esfericaetieenergia total negativay son
estables [17, 18], la adicibn de momento angular cambiasttas propiedades del sistema
a partir el tiempo inicial, incluida la energia total, laatpuede ser negativa, positiva 6 que
tenga un comienzo en un valor positivo pero con el paso dabiiese estabilice en torno
a un valor negativo. Después de explorar con varios valbeasomento angular se en-
contraron tres escenarios posibles que resultan de agoegeidn (rigida o diferencial) al
sistema GPP. Estos caso son: 1) estable con curvas deorokaglerianas, 2) con tiempo
de vida largo y con curvas de rotacion planas y 3) inest@hle.tenga largo tiempo de vida
significa que el sistema se estaciona en una escala de tienpgahiios, que es la escala
gue se puede cubrir con precision.

4.2.1. Rotacdn sin autointeraccbn

Este es el caso @ge= 0, en el cual los bosones no interactan y por lo tanto syenee
autointeraccion es cero. En este apartado se muestran los resultados astahabplicar
rotacion rigida y diferencial a una configuracion de &quo esféricamente simétrica.
En el caso deotacion rigida se presentan resultados paya= 0,6,L, =09yL, =1, los
cuales son representativos de tres diferentes respuestsistdma. En el caso detacion



4.2. Estructura de las simulaciones 36

diferencial estas tres diferentes respuestas se danLgon 0,4+/ax, L, = 0,7+/axi Y

L, = 0,75+/rax. Todas las curvas de rotacion que se mostraran a conifmjadienen un
radio de 3k pcy sblo se muestran hasta un tiempo final del orden@grldespués de esto
vienen a contaminar las simulaciones los errores nungguae se reflejan en las fronteras.
Casos con rotadbn rigida:

» Resultados con un perfil iniciale%6actant/¥)y(x y. z t). En este caso la magnitud
de momento angular que se le aplica a la configuracioniesfi@o es suficiente para
redistribuir toda la densidad de bosones y por lo tanto laacde rotacion sigue
mostrando una morfologia Kepleriana, como ocurria eollacgn del sistema GPP
con simetria esférica en el estado base. En la Fig. 4.3 sstraLgue la energia total
cambia de signo, lo cual indica que se trata de un sistemadmdEn la grafica del
minimo del potencial se puede observar ademas, de qugitmrde confinamiento
es muy pequefia, que después deyt las oscilaciones tienen un comportamiento
erratico, esto se debe al problema de las fronteras quersgiané arriba. La masa
tiende a estabilizarse en torno @ & 10'°M, y de manera analoga el momento
angular se estabilizara.

» Resultados con un perfil inicial e %@y, (x y, 7 t). En este caso las propie-
dades del sistema se ven mas favorables que en el casmargeags el tener un
momento angular mas grande, implica la existencia de ueducentrifuga mas
grande, la cual redistribuye mejor la densidad de bosonesn8ecuencia de esto,
se trendra una mejor curva de rotacion, o sea, cada veplads cerca de la peri-
feria galactica. En la Fig. 4.4 se muestran los resultadasxglorar las propiedades
del sistema, nuevamente la energia pasa de positiva avaedaigue indica que el
sistema es acotado. Como era de esperarse la masa sezstabilbrno a un valor
menor que en el caso anterior, ahora lo hace en tornd@8M,, de la misma forma
el momento angular es mayor que en el caso anterior, y defyuad se estabiliza.
Nuevamente el minimo de potencial muestra el comportam@matico para tiempo
después de@yr. La curva de rotacion ahora esta en concordancia con |lasvauas
en las galaxias dominadas por materia oscura.

» Resultados con un perfil iniciale™ 2@/ Xy, (x y, z t). Resulta obvio que entre ma-
yor sea en momento angular mayor sera la dinamica dehsstes decir, crecen las
magnitudes de la energia total y del momento angular. Bsie esta ilustrado en la
Fig. 4.5, donde se puede ver que el sistema se volvio tamdao que el signo de
la energia total permanece positivo, lo cual implica utesis no acotado. Cualitati-
vamente se puede decir que: el tener un momento angulartteineed consigo una
fuerza centrifuga muy de grande, que eventualmente garigj@ensidad de bosones
hacia las froteras y sera absorbida por la esponja hastkgoada en el sistema. El
sistema se diluye tanto que la curva de rotacion para estedsga de tener sentido
fisico.
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Figura 4.3:Se muestran las propiedades de la configuracion @ata0 y rotacion rigida con

L, = 0,6. (a) La energia total indica que el sistema es acotadd.almyasa se estabiliza en torno
a un valor del orden de 1®M,. (c) El minimo del potencial gravitacional oscila, lo cirdica
gue los bosones estan confinados en una region pequgivédor del momento angular tiende a
estabilizarse. (e) La curva de rotacion mantiene su pegfil&iano después de unos pocos kpc. Es
precio notar que la curva de Rotacion, al igual que el miniel potencial, se mantiene oscilando
todo el tiempo (0- 1 Gyr). El comportamiento es muy similar al de una configuracibelestado
base perturbada.
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Figura 4.4:Se muestran las propiedades de la configuracion @ata0 y rotacion rigida con

L, = 0,9. (a) La energia total cambia de signo y se estabiliza edi@dde un valor negativo, lo cual
indica que se trata de un sistema acotado. (b) La masa sérapraxin valor estable, el cual puede

ser comparado con el valor de la masa de galaxias enanas.ni@itho del potencial deja ver los

errores numerico reflejados de las fronteras. (d) EI momangular tiende a estabilizarse. (e) La
curva de rotacion, inicialmente Kepleriana, tiende a urilpge planitud a distancias grandes del
centro galactico. Este perfil se estabiliza en un periodd,@le- 1 Gyr adoptando en este periodo

la forma tipica de una galaxia dominada por materia oscura.
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Figura 4.5:Se muestran las propiedades de la configuracion @ata0 y rotacion rigida con

L, = 1. (a) La energia total se mantiene positiva, lo cual inaptjae este sistema no esta acotado.
(b) La masa eventualmente sera obsorbida por la espohfal iftinimo de potencial tiende a cero.
(d) EI momento angular es tan grande que redistribuye laidkghsle bosones hasta que estos
eventualmente abandodan el dominio numeérico y la confajamade va diluyendo. (e) La curva de
rotacion tiende a cero, pues se esta tratando con una g@tign donde su masa tiende a cero.



4.2. Estructura de las simulaciones 40

Casos con rotaadn diferencial:

Recordando, este tipo de rotacion se obtiene multiplic@hdhomento anguldr, con una
funcion f(r) y en este trabajd (r) = +/faxi, donderay = /X2 +y? es el radio axial. Las
magnitudes de momento angular que son representativas ttedaespuestas del sistema
sonL, = 0,4+Faxi, L, = 0,7/laxi Y L, = 0,754/ y €stan descritas acontinuacion.

» Resultados con un perfil iniciale™%#Vradarctané/) y,(x 'y 7 t). En este caso gran parte
de la energia total es negativa, lo que implica un sisteratado. Sin embargo, el
momento angular que se le aplica a la configuracion esferices suficiente para
redistribuir la densidad de bosones, de modo que se obsaumzas de rotacion to-
talmente Keplerianas. En la Fig. 4.6 se muestran los remdtde esta simulacion,
nuevamente se puede observar que el potencial gravithcontna a la densidad
de bosones en una regibn muy pequefia.

» Resultados con un perfil iniciale07 Vradarctané/) y,(x y 7 t). En este caso la mag-
nitud del momento angular aplicado a la configuracionresfées adecuada para
obtener resultados favorables, es decir, con la redisithuwe la densidad de boso-
nes necesaria para tener: un sistema acotado, con una masas@x 10°M,, una
curva de rotacion con una planitud a distancias grandesedéio galactico con una
estabilidad del orden deT® — 1 Gyr. estos resultados nuevamente son comparables
con los datos observacionales de galaxias dominadas periaascura. En la Fig.

4.7 se muestan estos resultados.

» Resultados con un perfil iniciale '®75Vraiarctant/X)y,(x y 7 t). En este caso se mues-
tra una inestabilidad del sistema, debido a una magnitudaheento angular relati-
vamente alto. En la Fig. 4.8 se muestran los resultados desiestilacion, donde es
evidente que la energia total se mantiene positiva y queraidad de bosones even-
tualmente sera expulsada del sistema, lo cual implica gumedsa total y la curva
de rotacion gradualmente desaparezcan. Por lo tanto acedignes con magnitud
igual o mayor que en este caso quedan descartadas comceepasibbs favorables.

Como resumen de la rotacion sin autointeraccion se puedeqle: los tipos de rotacion
(rigida o diferencial) muestran comportamientos siregaron distintas magnitudes de mo-
mento angulat,, con valores relativamente bajos el sistema se mantieaklegtero con
curvas Keplerianas. Por el contrario, con magnitudek,delativamente altos el sistema
se vuelve inestable, y en un rango acotado por estos dosn@dige encuentra un sistema
gue es estable intervalo de tiempo, donde las curvas detotsen comparables con las
observadas en galaxias dominadas por materia oscura.
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Figura 4.6:Se muestran las propiedades de la configuracion@aré y L, = 0,4/Taxi. (2) La
energia total tiene claramente a un valor negativo, poartotse trata de un sistema acotado. (b)
La masa se estabiliza, lo cual indica que el sistema estfadel. (c) Las oscilaciones del minimo
de potencial son indicacion de que los bosones estan adofnen pequefias regiones, y como
consecuencia se tiene curvas de rotacion KeplerianaBl (dpmento angular se estabiliza en torno
a un valor relativamente chico, el cual no es suficiente pedsstribuir de manera adecuada la
densidad de bosones.(e) Las curvas de rotacion se mantisngando durante toda la evolucion.
El comportamiento es muy similar al de una configuracionel@stado base perturbado.
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Figura 4.7:Se muestran las propiedades de la configuracion Ipaea 0,7 \axi. () La energia

total presenta un cambio de signo, con lo cual se tiene wnsdsacotado. (b) La masa se estabiliza
en un valor que contrasta con una galaxia enana. (c) El mideghpotencial también tienden a un

valor estable cerca de@yr, después de este tiempo se presentan oscilaciones dabatasrrores

reflejados de las fronteras numeéricas. (d) El momento angelestabiliza. (e) La curva de rotacion
es inicialmente Kepleriana y al paso del tiempo se estabdizun perfil de planitud tipico de una

galaxia dominada por materia oscura, el periodo de tiempde&lse estabiliza es® — 1 Gyr.
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Figura 4.8:Se muestran las propiedades de la configuracionlpa#ad,75+/Taxi. () La energia to-
tal permanece positiva, sintoma de un sistema que noasgtida. Por otro lado, tanto el incremento
del potencial gravitacional (figura c), como el del momemntguar (figura d) y el decaimiento de
la masa dentro del dominio numeérico (figura b), indican quaateria esta siendo expulsada por la
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semejante rotacion y por ende la curva de rotacion daraldesaparecer (figura e).
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4.2.2. Rotacdbn con autointeraccon

En este caso solo se explord con un valor positivo el pangnde autointeraccion, dicho
valor esta dado en unidades de codigoger0,5. Este tipo de autointeraccion contribuye
con un término repulsivo entre bosones y cambia la intéya@ntre los terminos cinético
y gravitacional. Este efecto ya es conocido en configurasi@sfericamente simétricas en
el estado base, en el cual se puede permitir mas masa cuaadtointeraccibn es mas
fuerte [17]. En este apartado se muestran los mismos treeeags que en el caso de un
campo libre.

En el caso deotacion rigida los valores del momento angular son= 0,4,L, = 0,85y

L, = 0,95, los cuales son representativos de las tres diferergpseastas del sistema. En la
figura 4.9 se presentan las simulaciones para este tipoat@aot y ya que los resultados
son muy similares al caso del campo libre, sblo se muesasagriaficas para la energia
total y para la curva de rotacion en los tres casos. El prcaso es coh, = 0,4, con este
valor se obtiene un sistema acotado, con la energiaEdiactuando en torno a un valor
negativo. Sin embargo, este valor de momento angular eBdiesue para redistribuir la
densidad de bosones y por lo tanto curvas de rotacion seemanf con su forma Keple-
riana, oscilado durante toda la evolucion. En el caso para 0,85 se obtuvieron buenos
resultados, o sea, un sistema acotadoEoa 0 y con curvas de rotacion planas que se
mantienen estables en un intervalo ¢@-©01Gyr. En el caso dé, = 0,95 se muestra un
sistema que no esta acotado, dofde 0 y curvas de rotacion que tienden a desaparecer
conforme aumenta el tiempo de la evolucion, esto es unaecoracia de una rotacion
relativamente grande, la cual eventualmente expulsadodanio la densidad de bosones.

En el caso deotacion diferencial las tres diferentes respuestas del sistema se dan con
L, = 0,25+/Faxi, L; = 0,6 yFaxi, L, = 0,7 y/Faxi. Nuevamente solo se presentaran las graficas
para la energia total y para la curva de rotacion en loscaess, ya que los resultados
contintian siendo muy similares al caso del campo libreaHiglra 4.10 se muestran estos
resultados. El caso cdn = 0,254/ muestra un sistema acotado, la caracterestica prin-
cipal de pequeiias rotaciones es que la energia total deemenscilando alrededor de un
valor negativo, por otro lado que la curva de rotacion té@&mise mantiene oscilado durante
toda la evolucion pero sin perder su forma Klepleriana. Ecaso delL, = 0,6 /Ty S€
obtiene curvas de rotacion planas con un intervalo de iédtabdel orden de 87— 1Gyr,

en este caso la energia total tiende a estabilizarse edamegativo, lo que indica que se
trata de un sistema acotado. Por Gltimo, el casb,de0,7 4[4, €n este caso el sistema no
esta acotado y las curvas de rotacion tienden a cero jontéas otras observables, pues la
rotacion tan alta expulsara eventualmente toda la naateri
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Figura 4.9:Se muestran las propiedades de la configuracion paradotegida con un parametro
de autointeraccion dado par= 0,5. (a) y (b): muestran los resultados para= 0,4, en donde, la
energia tiende claramente a un valor negativo y la curvat@deibn se mantiene oscilando durante
toda la evolucion. (c) y (d): muestran los resultados para 0,85, este caso total puede ser com-
parable galaxias dominada por materia oscura, la curvatdeida se estabiliza en un periodo de
tiempo de ® — 1 Gyr. (e) y (f): los resultados para este caso se obtuvieron lpara 0,95, los
cuales corresponden a un configuracion que sera evert@rdestruida por la rotacion.
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Figura 4.10:Se muestran las propiedades de la configuracion para aotadferencial con un
parametro de auto interaccion dado pet 0,5. (a) y (b): muestran el caso can = 0,25+/Tax, con

el cual la curva de rotacion se mantendra oscilando. (d):ypfesentan el caso cdi = 0,6 y/axi,

el cual puede ser comparable con galaxias dominadas comianaseura, la curva de rotacion se
estabiliza en un periodo de tiempo d8D— 1 Gyr. (e) y (f): en este caso se utilizg = 0,7 \/ay;,
para este valor, la configuracibn muestra caracteristieas sistema arruinado por la rotacion.
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Las simulaciones posiblemente parecen pobres por la lb@iimizacion de los métodos
implementados, en especial la falta de paralelizaciorita @ refinamiento de la malla.
Sin embargo, es un primer paso que motiva aprender a imptamagoritmos de evolu-
cion con varios niveles de refinamiento como los utilizaglo$25], donde se resolvio este
mismo problema con cinco distintos niveles de refinamientignde las fronteras se co-
locaron enXmin = Ymin = Zmin = —160 Y Xmax = Ymax = Zmax = 160, es decir, un dominio
numerico cuatro veces mas grande y por lo tanto los refdtesultan ser mejores durante
mas tiempo que los obtenidos en esta tesis. Comparandesokados obtenidos en [25]
con los obtenidos en esta tesis, se puede decir que estoseditesultan ser muy confia-
bles para decir que el codigo que se implement6 en estagssidecuado y seguro para
evolucionar el sistema de ecuaciones GPP, en un dominiem@di aceptable y aportando
resultados consistentes con los de [25].

Con estos resultados se da por terminado el trabajo de si&a te



Capitulo 5

Conclusiones y comentarios finales

Este trabajo se centra en la solucion del sistema GPP depéndel tiempo, el cual
describe la dinamica de un condensado de Bose sometidaamaa del campo gravi-
tacional generado por €l mismo. El objetivo de resolvehalisistema ha sido estudiar la
conjetura de que un condensado de Bose Einstein hecho dedsosiiraligeros, puede
formar halos galacticos, en particular que cumpla conikinma propiedad de tener cur-
vas de rotacibn como las observadas en las galaxias. Pasagiorlo ha sido necesario
desarrollar un nuevo codigo que resuelve este sistemaudeienaes en 3D, restringido a
configuraciones con simetria axial. Con éste codigo pmearon los efectos de la rotacion
rigida y diferencial de estructuras formadas por dichaleosado.

En este trabajo, las configuraciones en escalas galastogsarametrizadas por: la masa
del boson, el tipo y magnitud del momento angular aplicaéwdlmente a una configura-
cion esférica, y por la autointeraccion del gas de Bosem8nitorean los observables del
sistema con el fin de interpretar las propiedades de esltadbjliendencia de la masa de un
halo y su momento angular.

Los resultados que se obtuvieron muestran el impacto qaepeda aplicacion de distintos
valores de momento anguliey. Explorando la evolucion del sistema con varios valores de
L,, se encontraron tres diferentes regimenes:

= UNo que corresponde a un momento angular insuficiente padtdicao la distribu-
cion de bosones significativamente, y sus propiedadesrseqgmaa una pequenia
perturbacion a la configuracion esférica, y por lo targie @gimen no proporciona
curvas de rotacion galacticas parecidas a las de unaigaarinada por materia
oscura, en unrango de5 20kpc

= un segundo régimen, en el que el momento angular es capadidéibuir la den-
sidad de bosones de tal forma que las curvas de rotaci@etgal$S obtenidas son
comparables con las observadas en galaxias dominadas peniar@scura en un
rango del orden de 1Kpc donde las configuraciones se estabilizan durante escalas
de tiempo largas y permanecen acotadas.
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= un tercer régimen, en el cual la rotacibn es tan fuerte gqeataalmente disper-
sara toda la densidad de bosones hacia fuera del dominierreanihasta destruir la
configuracion. El tiempo en que se muestra en todos estoaeags es del orden de
1 Gyr.

Existe mucha semejanza entre la rotacion de BEC con y soingetaccion, es decir, en
los dos casos se obtienen los tres regimenes, simplemantgacel valor del momento
angular aplicado. La difencia entre ellos es que en el casm @EC autointeractuante se
necesitan magnitudes mas pequeiads,gbara obtener curvas de rotacion comparables con
galaxias dominadas por materia oscura.

Sobra decir que diferentes valoresldemplican diferentes curvas de rotacion, esto impli-
caria que las diferentes curvas de rotacion galactibasrgadas corresponden a galaxias
con diferente momento angular, esto es posible pues no faraman fisica que lo impida.
Finalmente, se concluye que el modelo de BEC rotante esiplapsra respaldar al bosén
ultraligero como la materia oscura a escala galactices pr@porciona curvas de rotacion
adecuadas a distancias grandes del centro galactico g helsarden de galaxias enanas, y
en el caso de rotacion rigida de un BEC sin autointeracsidlo se necesita un parametro
libre, el momento anguldt,.

En un futuro trabajo se podria explorar la extension dedetma 3D sin simetrias, resol-
viendo la ecuacion de Poisson sin simetrias, utilizaratoepemplo, métodos espectrales.
De la misma manera se puede explorar la evolucion del sisg&P con condiciones dife-
rentes a las expuestas aqui.
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