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por las importantes y provechosas discusiones de fı́sica y métodos numéricos, particular-
mente sobre el modelo de materia oscura desarrollado en estatesis. El doctor Fabio merece
mención especial por las mejoras que le hizo a mi trabajo.

A mis sinodales, los doctores Jose Antonio González y Luis Arturo Ureña, por haber leı́do
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Al Instituto de Fı́sica y Matemáticas, a todo su cuerpo académico y administrativo por ha-
ber sido de gran importancia en mi formación.

A mi perro loky, por siempre recibirme alegre cuando llego a casa.

Nada de esto hubiera sida posible sin la ayuda económica, enmi maestrı́a, recibida de
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Resumen

Se presenta la dinámica de un condensado de Bose rotante quefunge como halos de mate-
ria oscura, hechos de un bosón ultraligero sin espı́n. Nos restringimos al caso de adición de
rotación rigı́da y diferencial con simetrı́a axial a estructuras que inicialmente presentan una
simetrı́a esférica, y mostramos que existen tres regı́menes: i) momento angular pequeño,
basicamente mantiene los inconvenientes de halos con simetrı́a esférica relacionados con
la compacticidad y el fracaso para explicar las curvas de rotación galácticas, ii) un rango
intermedio de valores de momento angular que permite la existencia de estructuras con
largos periodos de vida y con perfiles de curvas de rotación aceptables, y iii) momento an-
gular grande, en el cual las estructuras son dispersadas porla rotación. También se presenta
en detalle un nuevo código usado para resolver el sistema deecuaciones Gross-Pitaevskii
Poisson en tres dimensiones.
Palabras clave: curvas de rotación, condensado de Bose, momento angular, Gross-Pitaevskii
Poisson.
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Abstract

We present the dynamics of rotating Bose Condensate galactic dark matter halos, made of
an ultralight spinless boson. We restrict to the case of adding axisymmetric rigid rotation to
initially spherically symmetric structures and show thereare three regimes: i) small angu-
lar momentum, that basically retains the drawbacks of spherically symmetric halos related
to compactness and failure at explaining galactic rotationcurves, ii) an intermediate range
of values of angular momentum that allow the existence of long-lived structures with ac-
ceptable rotation curve profiles, and iii) high angular momentum, in which the structure is
dispersed away by rotation. We also present in detail the newcode used to solve the Gross-
Pitaevskii Poisson system of equations in three dimensions.
Keywords: rotation curves, Bose Condensate, angular momentum, Gross-Pitaevskii Pois-
son.
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

Los trabajos de las curvas de rotación galácticas tienen ya más de 80 años, y hablan
de la existencia de un tipo de materia no visible, la Materia Oscura, que es necesaria para
explicar la dinámica de las galaxias. Uno de los primeros trabajos que sugieren la exis-
tencia de materia no visible es el trabajo del holandés J.H.Oort en 1932; él estudió los
movimientos verticales de las estrellas cerca del plano galáctico de la Vı́a Láctea y en-
contró que las estrellas se deberı́an estar moviendo lo suficientemente rápido para escapar
de la fuerza gravitacional generada por la masa luminosa de la galaxia. De esta forma Oort
postuló que debı́a haber más masa presente para mantener alas estrellas en las trayectorias
observadas [1].

Un año después, en 1933, F. Zwicky [2] estudió las galaxias del cúmulo de Coma, y
utilizando el teorema del virial encontró que la masa promedio de estas galaxias era unas
100 veces más grande que la esperada utilizando solamente su luminosidad. El teorema del
virial establece que en sistemas galácticos gravitacionalmente estacionarios se cumpleK =
W/2 dondeK es la energı́a cinética total del sistema yW la energı́a gravitacional. Utilizando
este resultado es posible tener una estimación de la masa total del cúmuloM = 〈v

2〉r
αG , donde

r es el radio del cúmulo,〈v2〉 es la velocidad promedio yα un factor numérico caracterı́stico
del tipo de cúmulo. Una vez que estos parámetros se conocen, es posible estimar la masa
total del cúmulo de Coma, siendo ésta aproximadamente 2× 1015M⊙ . Por otro lado, la
masa del mismo cúmulo, calculada a partir de la luminosidadde las estrellas es 3×1013M⊙
de materia estelar y 2×1014M⊙ de gas interestelar, dando un total de 2,3×1014M⊙. De esto
se puede ver que menos del quince por ciento de la masa estimada mediante el teorema del
virial, es materia visible. Ası́ encontró pues que las velocidades orbitales eran casi un factor
de diez veces mayor que las esperadas usando la masa de las galaxias del cúmulo, entonces,
concluyó que para mantener a las galaxias juntas en el cúmulo, este debı́a contener una gran
cantidad de Materia Oscura.

Sin embargo, esto no tuvo mucha relevancia en ese tiempo y no fue sino hasta 1970
cuando Ford y Vera Rubin [3] midieron la luz visible de algunas galaxias, y pudieron cal-
cular la velocidad de rotación (curvas de rotación) de lasestrellas hasta distancias del orden
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de hasta 50 kpc para el gas interestelar. Ellos encontraron que dichas curvas son aproxima-
damente “planas” para una muestra apropiada de galaxias de disco, o sea, las velocidades de
los cuerpos celestes continúan incrementándose con la distancia respecto al centro galácti-
co hasta llegar a un lı́mite del orden de 5 kpc y luego de este l´ımite la velocidad se mantiene
aproximadamente constante. Esto está en contra de lo que seesperarı́a cuando se considera
que la única materia que genera el campo gravitacional gal´actico es la luminosa, porque en
tal caso, debido a que la materia luminosa se encuentra concentrada en una región pequeña,
lo que se esperarı́a es que las velocidades de rotación tuvieran el comportamiento Keple-
riano después de algunos kpc. Una explicación simple del comportamiento observado en
las galaxias es que contengan más masa de la que se puede medir, al igual que en caso del
Cúmulo de Coma descrito anteriormente.

La evidencia de la falta de masa en el universo obtenida por las curvas de rotación tiene
sus limitaciones, pues solamente es posible observar hastadonde haya estrellas o hidrógeno
neutro que es a una distancia del orden de decenas de kpc (escala galáctica). Otra manera
útil de observar distribuciones de esta materia no visible, a escalas de cúmulos, es a través
de lentes gravitacionales. La idea se basa en una de las consecuencias de la teorı́a de la
Relatividad General: los rayos de luz se ven afectados por los campos gravitacionales,
curvándose cuando pasan cerca de masas suficientemente grandes. Ası́ pues, si la Materia
Oscura existe, la luz se verá afectada por su presencia. A partir de las propiedades de la
lente gravitacional, se reconstruye el campo responsable de la distorsión gravitacional y se
infiere la distribución de materia que lo genera. Los análisis de este tipo muestran que hay
grandes cantidades de materia oscura en los cúmulos.

En otro contexto, en el cosmológico, las observaciones recientes del fondo cósmico de
radiación han confirmado que el universo es espacialmente plano, es decir, que tiene la
densidad crı́tica. Estas observaciones, combinadas con las de la expansión acelerada del
cosmos, basadas en el corrimiento al rojo de Supernovas lejanas, llevan a la cada vez mejor
confirmada hipótesis de que el universo tiene tres principales ingredientes: 4 % de materia
bariónica y radiación, 23 % de materia oscura y 73 % de energı́a oscura. Se entiende pues
que el material que forma las estructuras visibles contribuye solamente con el 27 % [4, 5, 6].
La diferencia más importante entre los dos ingredientes oscuros es que la materia oscura
interactúa gravitacionalmente con el resto de la materia,mientras que la energı́a oscura se
comporta como una componente repulsiva que acelera la expansión del universo.

Debido a ésta distinción entre materia y energı́a oscuras, naturalmente entendemos que,
debido a que gravita, la materia oscura es la que debiera asociarse con el fenómeno que
se ha venido describiendo de las curvas de rotación y el estado virial de galaxias y otras
estructuras. También es por ello que se entiende el procesode formación de estructuras en
el universo, es decir, la materia oscura, casi diez veces masabundante que la bariónica,
eventualmente generó los pozos de potencial gravitacional en los que posteriormente se
acumuló la materia luminosa que ha dado origen a las estrellas y demás.

El problema más atractivo es el de la naturaleza de la materia oscura. Tal naturaleza
debe estar restringida por las observaciones, y una de las m´as importantes es precisamente



8

la del fondo cósmico de radiación. La amplitud de las anisotropı́as observadas en el univer-
so indican que la materia oscura no puede ser bariónica, de lo contrario tales anisotropı́as
serı́an dos órdenes de magnitud mayores a las observadas. Esta es la restricción más im-
portante sobre la naturaleza de la materia oscura que ha motivado la aparición de varias
propuestas.

En general, el modelo que engloba las propiedades de la materia y energı́a oscuras, y es
el modelo estándar de la actualidad y en el que se basa este trabajo, es el conocidoΛCDM,
es decir, un modelo cosmológico que considera que la energ´ıa oscura es una constante
cosmológica y la materia oscura es una partı́cula desconocida cuyas propiedades son que
interactúa débilmente con la radiación y materia conocida.

Estas condiciones sobre la materia oscura han propiciado elestudio de todo tipo de
partı́culas que cumplen estas propiedades. De entre los candidatos mejor estudiados se
encuntran los WIMPs (weakly interacting massive particles), que son partı́culas hipotéticas,
cuya existencia se propone en extensiones del modelo estándar de partı́culas. Entre los
candidatos más populares se encuentran los fotinos y los gravitinos. Otros candidatos son
los axiones, que son partı́culas bosónicas que aparecen una vez más como propuestas en
extensiones al modelo estándar para explicar la preservación de la simetrı́a CP.

Retomando la conexión que debe haber entre la materia oscura que contemplan las
observaciones cosmológicas con las observaciones galácticas y de cúmulos de galaxias,
es importante mencionar que, con toda la riqueza que ofece elmodelo de materia oscura
frı́a [6], éste no está excento de problemas. Los estudiosnuméricos que se han llevado a
cabo, especialmente las simulaciones de formación de estructura presentan algunas incon-
sistencias interesantes: 1) el análisis de tales resultados numéricos revela una inconsitencia
en el espectro de potencias de masas, especificamente, la abundancia de estructuras pe-
queñas (que corresponden a potencias altas en el espectro de perturbaciones) es mayor a
la observada [7] y 2) también el análisis de dichos resultados numéricos indica que la den-
sidad central de las estructuras de tamaño galáctico presentan un perfil distinto del que se
oberva en las regiones centrales, es decir, las simulaciones númericas predicen un perfil de
densidad picudo (generalmente un perfil Navarro-Frenk-White) en los centros galácticos,
mientras las observaciones de los centros galácticos favorecen a perfiles de densidad sua-
ves [9, 10], este problema es conocido comocusp-core. Estos dos problemas de la CDM
dan lugar a la especulación, por una parte de cómo será posible resolver esos problemas, o
si es posible evitarlos.

Para resolver el primero de los problemas, en el 2001, Matos &Ureña propusieron un
candidato de materia oscura nuevo, un campo escalar que representa una partı́cula de espı́n
cero. A partir del análisis de las fluctiuaciones llegaron ala conclusión de que basta con
fijar la masa de dicho bosón a una magnitud de 10−23 − 10−22eV, para que el espectro de
potencias de masas fuera consistente con las observaciones[11]. De esta manera, no sola-
mente se propone un candidato a materia oscura frı́a explı́citamente, sino que se resuelve
uno de los problemas de la CDM. Para una masa tan ligera de un bosón se estima que la
temperatura crı́tica de condensación es del orden de TeV, es decir a unos 10−10s después del
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Big Bang. Esta propiedad es muy atractiva y permite elaborarun modelo de materia oscura
que formó fluctuaciones desde tales épocas.

Al igual que CDM, la conexión del modelo con las observaciones a escala galácti-
ca presentan varios problemas. En la actualidad, comúnmente se asume que el bosón ul-
traligero condensado es descrito en la teorı́a de campo medio por la ecuación de Gross-
Pitaevskii [12], que es una ecuación de Schrödinger para una función de onda que describe
a todos los bosones del sistema en conjunto. Al tratarse de uncondensado con masas del
orden de masas galácticas, es necesario que tal descripci´on incluya el potencial gravita-
cional autogenerado por el condensado. El sistema queda entonces descrito por el sistema
acoplado de Gross-Pitaevskii-Poisson (GPP).

El sistema GPP ha sido resuelto numéricamente en simetrı́aesférica para modelar ha-
los galácticos, esto se hizo bajo la suposición de una dependencia armónica en el tiempo
(configuraciones de equilibrio). El sistema GGP acepta dos tipos de solución, una con esta-
dos exitados que eventualmente decaen al estado base, esta solución se debe descartar por
ser inestable, la segunda solución se da con estados base, estas son soluciones atractoras
en el tiempo y conservan su forma aún con diferentes perfilesde densidad, es decir, en la
simulaciones numéricas se pueden poner diferentes perfiles como dato inicial y la solucion
sigue siendo atractora en el tiempo [17, 18]. Por lo tanto, laque se interpreta como posible
solución al problema de la materia oscura son las configuraciones en el estado base. Dichas
soluciones presentan un perfil de densidad suave en el centrode la galaxia, lo cual es ha-
lagador y motiva a seguir por este camino en la busqueda de la solución al problema de la
materia oscura. Sin embargo, continuando con esta lı́nea deinvestigación sale a la luz un
problema. Debido a que son configuraciones demasiado compactas, su perfil de densidad
decae exponencialmente, a distancias cortas, lo que implica que presenta un decaimiento
Kepleraino y por tanto son incapaces de explicar la parte de la curva de rotación galáctica
en las regiones externas.

Varios autores han tratado de rescatar este modelo proponiento distintas ideas. Una de
las propuestas consiste en suponer que los halos galácticos son la superposición de tanto
estados base como de estados excitados. Los resultados indican que tales configuraciones
son estables y además presentan curvas de rotación mucho mejores que las de las configu-
raciones en estado base [19].

Otra propuesta fue presentada por Böehmer & Harko [12], quienes usando una ver-
sión hidrodinámica del sistema GPP en simetrı́a esférica, bajo la hipótesis de equilibrio
hidrostático y el lı́mite de Tomas-Fermi, los autores obtuvieron una ecuación tipo Lane-
Emden. La solución a tal ecuación es el siguiente perfil de densidad:ρBEC(r) = ρc

BEC
sin(πr/R)
πr/R ,

con R = π

√
~2a
Gm3 es el radio de la galaxia donde se cumpleρBEC(R) = 0, de esta manera

R define el tamaño de la galaxia. Por otra parteρc
BEC es la densidad central de la materia

oscura. Con estos dos parámetros (R, ρc
BEC), se ajustan una gran número de curvas de ro-

tación galácticas [12]. Uno de los defectos de éste modelo es que la masa de los bosones
es del orden de meV, y por ello, se pierde lo bueno del modelo a escala cosmológica, es
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decir, la capacidad de explicar el espectro de potencias de las estructuras [11]. Para resol-
ver tal contradicción, Robles & Matos construyeron modelos de halos galácticos basados
en el modelo de Böehmer & Harko, pero suponiendo que la masa del bosón es ultraligera.
Con ello, se mostró que no solamente se puede explicar las curvas de rotación galácticas,
sino que además se mostró que el modelo resuelve con precisión aceptable el problema del
cusp-corecon el modelo del boson ultraligero.

Hasta este punto, el modelo de Böehmer & Harko, combinado con la hipótesis de bosón
ultraligero parecı́a haber solucionado el problema de las curvas de rotación y del centro
galáctico, sin embargo en este año en [20] se mostró que elperfil de densidad que describe
este modelo es inestable. Se encontró que los halos pierdenla mitad de la masa inicial en
una escala de tiempo de decenas de millones de años. Tiempo suficiente para considerar
que estos halos son inestables y por ello parece además pocofactible que se hayan formado.
Por tanto todos los que parecı́an ser buenos resultados en este modelo ahora no lo son y
es necesaria otra propuesta si se desea rescatar el modelo debosón ultraligero que a escala
cosmológica es prometedor.

En este trabajo se propone estudiar la evolución del Condensado, que obedece al sis-
tema GPP, manteniendo la naturaleza ultraligera del bosón, pero agregando un ingrediente
capaz de redistribuir la densidad de materia oscura a escalagaláctica. Tal ingrediente es la
rotación. Se agrega de ésta manera un parámetro libre, elmomento angular, esto es fı́si-
camente aceptable pues cada galaxia puede, sin pérdida de generalidad, tener una rotación
diferente, ya sea rı́gida o diferencial y por ende tener direntes curvas de rotación.

Al igual que en los casos más simples en simetrı́a esférica, no se conocen soluciones
exactas al sistema GPP generales con rotación. Por ello se utilizan métodos numéricos pa-
ra estudiar las soluciones del sistem GPP correspondientesa sistemas con rotación. Para
lograrlo,como motivo principal de este trabajo de tesis, sedesarrolló un código en tres
dimensiones, capaz de resolver el sistema GPP en coordenadas cartesianas para sistemas
axialmente simétricos. Dicho código se desarrolló pararesolver la ecuación de Schrödin-
ger dependiente del tiempo, en general para potenciales dependientes del tiempo en 3D.
Debido a que tal ecuación está acoplada a la de Poisson, es necesario resolver ésta, y se
implementó un resolvedor elı́ptico para configuraciones axialmente simétricas dentro del
dominio 3D general. Esta herramienta resulta suficiente para estudiar el caso del sistema
GPP con simetrı́a axial.

El resto de la tesis está separado en cuatro partes. En el capı́tulo 2, se describe el con-
densado de Bose rotante en 3D, es decir, se presentan las ecuaciones que gobiernan al
sistema GPP; y luego se construye nuestra propuesta que consiste en agregar momento an-
gular a configuraciones esféricas para analizar las curvasde rotación y tiempo de vida de
las configuraciones. En el capı́tulo 3 se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones
GPP, dichas ecuaciones se encuentran en coordenadas cartesianas con simetrı́a axial. Se
presentan los observables que pueden ser calculados: la energı́a total, la masa, el momento
angular y curvas de rotación. En el capı́tulo 4 se pone a prueba nuestro código al evolu-
cionar una configuración de equilibrio. Se presentan los resultados que se obtuvieron del
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modelo rotante. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo.



Caṕıtulo 2

Condensado de Bose-Einstein rotante

Este capı́tulo está destinado describir el formalismo queda lugar al sistema GPP rotante.
En la primera sección se explica bajo qué condiciones se obtiene el sistema GPP, y en la
segunda sección se presentan dos modelos de rotación, rı́gida y diferendial, con los cuales
se espera obtener curvas de rotación que esten en concordancia con las observadas a escala
galáctica.

2.1. El sistema Gross-Pitaevskii-Poisson

El presente es un sistema cuántico deN bosones condensados que interactúan entre
ellos, donde todos se encuentra en el estado base. Para un sistema que consiste de un gran
número de partı́culas, el cálculo del estado base del sistema con el uso directo del Hamil-
toniano es casi imposible, debido a su alto costo computacional. Sin embargo, el uso de
métodos aproximados puede simplificar la tarea. Una aproximación que ayuda a resolver
nuestro problema es la descripción de campo medio del condensado, formulada en 1947
por Bogoliubov, la cual se basa en la idea de separar la contribución del condesado del ope-
rador de campo bosónico. El Hamiltoniano que describe aN bosones interactuando entre
ellos y confinados por un potencial externoVext es dado, en la segunda cuantización, por

Ĥ =

∫
ψ̂†(~r , t)

[
− ~

2m
∇2
+ Vext(~r)

]
ψ̂(~r , t)d~r

+
1
2

∫
d~rd~r ′ψ̂†(~r , t)ψ̂†(~r ′, t)V(~r − ~r ′)ψ̂(~r ′, t)ψ̂(~r , t), (2.1)

dondem es la masa de los bosones,~r y ~r ′ representan la posición de dos diferentes boso-
nes,Vext es el pozo de potencial externo usado para confinar los bosones y V(~r − ~r ′) es el
potencial de interacción de dos cuerpos, en este caso entredos bosones. En general, el ope-
rador de campo se escribe comoψ̂(~r , t) =

∑
α ψα(~r)aα(t) y ψ̂†(~r , t) =

∑
α ψα(~r)a†α(t), donde
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2.1. El sistema Gross-Pitaevskii-Poisson 13

ψα(~r) son funciones de onda de las partı́culas yaα(t), a†α(t) son los operadores de creación
y aniquilación en la posición~r respectivamente, y son definidos a través de las relaciones

a†α|n0, n1 · · · , nα, · · · > =

√
nα + 1|n0, n1 · · · , nα + 1, · · · >,

aα(t)|n0, n1 · · · , nα, · · · > =
√

nα|n0, n1 · · · , nα − 1, · · · >, (2.2)

dondenα son los eigenvalores del operador númeroN̂α = a†αaα, cuyos eigenvalores son el
número de bosones en cada estadoα. Estos operadores de creación y aniquilación obedecen
las reglas de conmutación

[
aα, a

†
β

]
= δα β,

[
a†α, a

†
β

]
= 0,

[
aα, aβ

]
= 0, (2.3)

conδα β una delta de Kronecker. En particular

[
ψ̂(~r , t), ψ̂†(~r ′, t)

]
= δ3(~r − ~r ′), (2.4)

dondeδ3(~r −~r ′) es la delta de Dirac. Ahora, se puede escribir la evoluciónen el tiempo para
ψ̂(~r , t) usando la representación de Heisenberg con el Hamiltoniamo (2.1)

i~
∂ψ̂(~r , t)
∂t

=

[
ψ̂(~r , t), Ĥ

]
, (2.5)

y usando la regla de conmutación (2.4) se tiene

i~
∂ψ̂(~r , t)
∂t

=

[
−
~

2m
∇2
+ Vext(~r) +

∫
d~r ′ψ̂†(~r ′, t)V(~r − ~r ′)ψ̂(~r ′, t)

]
ψ̂(~r , t). (2.6)

Para seguir con el desarrollo de esta ecuación se usa la aproximación de campo medio,
la cual consiste en separar el operador de campo bosónicoψ̂(~r , t) en una contribución de
estados coherentesψ(~r , t) más estados excitadosδψ̂(~r , t):

ψ̂(~r , t) = ψ(~r , t) + δψ̂(~r , t), (2.7)

dondeψ(~r , t) = 〈ψ̂(~r , t)〉 es la función de onda del condensado. Este es una campo clásico
y su módulo al cuadrado determina la distribución de densidad de masa del condensado a
través deρ(~r , t) = |ψ(~r , t)|2, y la condición de normalización comoM =

∫
ρ(~r , t)d3~r, donde

M es la masa total de las partı́culas en el condensado. Note queésta aproximación tiene
sentido pues la mayorı́a de los bosones deben estar en el estado base después de haberse
condensado por debajo de la temperatura crı́ticaTc

1.

Ahora, se hace la supocisión de que el gas de Bose en cuestión es diluido, es decir,

1En el caso de sistemas ideales todos los átomos deben estar en el estado base paraT < Tc, para sistemas
reales esto no ocurre.
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que el radio de interacción entre dos bosones es mucho menora la distancia entre ellos,
por tanto sólo las colisiones binarias de baja energı́a sonrelevantes y esas colisiones son
caracterizadas por la longitud de dispersiona. Entonces reemplazandoV(~r − ~r ′) con una
interacción efectiva que representa la interacción entre dos partı́culas puntuales

V(~r − ~r ′) = gδ(~r − ~r ′), (2.8)

dondeg es la constante de acoplamiento que está relacionada con lalongitud de dispersion
a a través deg = 4π~2a/m.
Sustituyendo (2.7) y (2.8) en (2.6) encontramos la Ec. de Gross-Pitaevskii paraψ(~r , t)

i~
∂ψ(~r , t)
∂t

=

[
− ~

2m
∇2
+ Vext(~r) +

g
2m
|ψ(~r)|2

]
ψ(~r , t), (2.9)

esta ecuación fue derivada independientemente por Gross yPitaevskii en 1961 [13, 14, 15,
16].
La Ec.(2.9) da lugar al sistema GPP cuandoVext(~r) corresponde al potencial gravitacional
U(~r) generado por la densidad del gas. De ésta manera, la trampacon la que se confina al
gas es el campo gravitacional generado por éste. Esta propiedad se supone en los modelos
de formación de estructura de materia oscura en el modelo estándar y es adecuada también
en el presente caso. Ası́, el sistema GPP es

i~
∂ψ(~r , t)
∂t

=

[
− ~

2m
∇2
+ U(~r) +

g
2m
|ψ(~r)|2

]
ψ(~r , t),

∇2U = 4πGm|ψ(~r)|2, (2.10)

dondeG es la constante de gravitación. Este sistema de ecuacionesrepresenta las propie-
dades macroscopicas de un sistema mecánico-cuántico de muchos bosones, en una des-
cripción semiclásica. Finalmente, con los resultados obtenidos en [11], la masa del bosón
asociado al condensado debe ser ultraligera en un intervalo10−23 < m < 10−22eV, siendo
ésta y la logitud de dispersión los únicos parámetros libres a fijar. Ası́, una vez fijada la
masam debe ser posible explicar los fenómenos astrofı́sicos tanto a escalas galácticas co-
mo cosmológicas. Sin embargo no es ası́, pues no ajusta con las observaciones a escalas
galácticas, en particular, si se resuelve el problema del cusp-core, las curvas de rotación no
están en concondancia con lo observado; y aún cuando se logran ajustar bien las curvas de
rotación lo hacen con un perfil de densidad tipo sin(r)/r el cual es inestable[20].
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2.2. GPP con rotacíon

La propuesta de este trabajo consiste en evolucionar el sistema GPP para configuracio-
nes esféricamente simétricas a las que se aplica una rotación inicialmente, con la finalidad
de saber si la rotación redistribuye la densidad de bosonesde modo tal que las curvas de
rotación corresponden a las galácticas.

Se presentan dos modelos de rotación, uno con rotación rı́gida y otro con rotación
diferencial (ver Fig. 2.2 y 2.3), pero antes vamos a introducir el tema de las rotaciones,
considerando la generalización de la acción de las rotaciones sobre la función de onda de
una distribución sin rotación.

Consideremos una rotación enR3[citar]

~r → R~φ~r = ~r
′, (2.11)

aquı́ ~φ = φn̂, dondeφ = |~φ| indica la magnitud de la rotación, ˆn es un vector unitario
que apunta a lo largo del eje de rotación como se muestra en laFigura 2.1a, y R~φ es una
transformación lineal asociada a la rotación. Para una rotación infinitesimalδφ como en la
Figura 2.1b tenemos

~r → ~r ′ = ~r + δ~r = ~r + δφn̂× ~r = (I + δφM ) ~r , (2.12)

dondeM es una matriz asociada a algún eje de rotación. De aquı́ se puede ver igualando
las Ecs. (2.11) y (2.12) que

Rδ~φ = I + δφM . (2.13)

Figura 2.1:a) Rotación del vector posición~r . b) Rotación infinitesimal del vector posición~r .

La acción del operador de rotaciones sobre una funcion de onda está definida en la
siguiente forma

R~φ ψ(~r , t) = ψ(R~φ ~r , t). (2.14)
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La variación de la función de onda bajo rotaciones infinitesimales está dada por

δψ(~r , t) = R~φ ψ(~r , t) − ψ(~r , t). (2.15)

En este momento es importante aclarar que la variaciónδψ es totalmente diferente a
la variaciónδψ̂(~r , t) que se hizo en la aproximación de campo medio (Ec. 2.7), pues esta
última es sobre el operador de campo bosónico y no sobre la función de onda.

Al considerar una rotación de ángulo infinitesimal (δφ), en torno al ejez, el operador de
rotaciones transforma a la función de onda enR~φ ψ(~r , t) = ψ(x + δx, y + δy, z, t), entonces
la variación de la función de onda queda como

δψ(~r , t) = ψ(x+ δx, y+ δy, z, t) − ψ(x, y, z, t)

≈ δφ(y∂x − x∂y)ψ(x, y, z, t). (2.16)

En este punto es conveniente recordar la definición de los operadores de momento lineal
y momento angular en coordenadas cartesianas,p = i~∇, L z = xpy − ypx, con esto la
Ec.(2.16) se escribe como

δψ(~r , t) =
iδφ
~

L zψ(x, y, z, t), (2.17)

de esta forma, el operador de rotaciones infinitesimales está dado por

Rδφ ≈ I +
iδφ
~

L z. (2.18)

Al estudiar una rotación infinitesimal general podemos utilizar un argumento análogo
al que acabamos de ver para exhibir que, el operador que representa a una rotación infini-
tesimal arbitraria es simplemente

Rδ~φ ≈ I +
iδφ
~

n̂ · L , (2.19)

esto expresa que las rotaciones son generadas por el operador de momento angularL . Lo
que a su vez implica que una rotación finita (rotaciones sobre el mismo eje, por ejemplo,
dos rotaciones se expresan comoRφn̂ · Rθn̂ = R(φ+θ)n̂) se escribe como

R~φ = lı́m
N→∞

(
I +

iφ
~ N

n̂ · L
)N

= e−iφn̂·L/~. (2.20)
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Figura 2.2: En éste, el esquema de rotación rı́gida; los bosónes (A,B,C,D) que se encuentran más
cerca del centro galáctico completan sus órbitas en igualtiempo que los que se encuentran más
hacia fuera. Por lo tanto, los bosones cerca de la perifériatendran una mayor velocidad que los que
se encuentran cerca del centro.

Figura 2.3: En éste, el esquema de rotación diferencial, los bosónes(A,B,C,D) que se encuentran
más cerca del centro galáctico completan sus órbitas en menos tiempo que las que se encuentran
más hacia fuera.
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2.2.1. Agregando rotacíon a configuraciones esf́ericas

La manera de agregar rotación al sistema GPP consiste en usar el operador de rotación
(2.20) y aplicarlo a una configuración esféricaψ0(~r , t). Pudiendo elegir cualquier configu-
ración esférica (por ejemplo una gaussiana), en este trabajo se elige considerar queψ0(~r , t)
es la función de onda solución correspondiente al estado base en simetrı́a esférica [18].
Entonces la rotación se aplica de la siguiente manera

ψ(~r , t)→ e−iφn̂·L/~ψ0(~r , t). (2.21)

El ánguloφ está dado porarctan(y/x), y el eje de rotación está a lo largo dez. Supo-
niendo que el eje de rotación del condensado está en el centro de la configuración eférica,
la rotación le producirá una redistribución de materia causada por la fuerza centrı́fuga.
La consecuencia de este nuevo efecto trae consigo que el perfil de densidad inicialmente
exponencial, caracterı́stica de las configuraciones de equilibrio esféricas, se redistribuye.
Ante tal redistribución se analiza la consecuencia en la curva de rotación, cuya forma debe
cambiar.

Se consideran dos modelos, la aplicación de rotación rı́gida y la aplicación de rotación
diferencial. Como ya se mencionó antes, las coordenadas que se utilizarán para resolver
este problema son cartesianas. La manera de parametrizar lacomponentezdel operador de
momento angularL z = xpy − ypx para las rotaciones rı́gida y diferencial es la siguiente:

Rotación rı́gida. La manera de asignar valores a los parámetros para este tipo de
rotación es tomarpy = Lz/x + ypx/x, con Lz el parámetro libre que dicta la mag-
nitud de la rotación, un esquema de este madelo se presenta en la Fig. 2.2. Se ex-
plorará numéricamente el valor para ese parámetro libre, tal que, con esos valores
las curvas de rotación sean planas a distancias adecuadas del centro galáctico, y las
configuraciones resultantes tengan largo tiempo de vida. Por tanto el perfil inicial de
la función de onda del condensado queda como

ψ(~r , t)→ e−i(xpy−ypx)·arctan(y/x)/~ψ0(~r , t) = e−iLz·arctan(y/x)~ψ0(~r , t). (2.22)

Este tipo de rotación es muy bueno pues sólo tiene un únicoparámetro libre, y si
con ese parámetro libre se pueden ajustar las curvas de rotación galácticas, se estarı́a
dando un paso enorme a la solución del problema de la materiaoscura. Por suspuesto
faltarı́a detectar un bosón ultraligero de masa 10−23 eV.

Rotación diferencial. Aquı́ la parametrización se se hace tomando los valorespy =

Lz f (r)/x+ypx/x, nuevamente conLz un parámetro libre, un esquema de este madelo
se presenta en la Fig. 2.3. A diferencia de la rotación rigı́da, ahoraLz es multiplicado
por una funciónf (r) que depende del radio axialraxi =

√
x2 + y2, esta función puede

tomarse como otro parámetro libre. En este trabajo la función f (r) se tomará propor-
cional a

√
raxi. Entonces la función de onda del condensado es inicialmente
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ψ(~r , t)→ e−i(xpy−ypx)·arctan(y/x) f (r)/~ψ0(~r , t) = e−iLz·arctan(y/x) f (r)/~ψ0(~r , t), (2.23)

donde f (r) =
√

raxi. De manera análoga a la rotación rigı́da, en este caso se explo-
rará los valores adecuados deLz para mantener curvas de rotación planas y estables
lejos del centro galáctico. Sobra decir que la funciónf (r) es completamente arbitra-
ria y que en este trabajo se manejo la funciónf (r) =

√
raxi porque tiene la morfologı́a

de las curvas de rotación.

En este capı́tulo se ha sentado la base de nuestro trabajo, pues se ha expuesto el for-
malismo matemático para describir la evolución en el tiempo de un sistema de N bosones
condensados de espı́n cero, dicha evolución está dictadapor el sistema GPP. Aunado a la
descripción del sistema GPP, se ha agregado momento angular a configuraciones esféricas,
esperando ası́ obtener curvas de rotación aceptables. Para saber si nuestro modelo rotante
presenta (o no) buenas curvas de rotación, en el siguiente capı́tulo se resolverá numéri-
camente el sistema GPP en coordenadas cartesianas con simetrı́a axial, calculando con
esto observables como: momento angular, masa, energı́ y la velocidad de rotación. Antes
de resolver numéricamente el sistema GPP se dará una descripción de todos los métodos
nuéricos que fueron necesarios para la resolución de dicho sistema.



Caṕıtulo 3

Métodos nuḿericos

Este capı́tulo está enfocado a describir los métodos usados para resolver el sistema
GPP en 3D. En la primera sección de este capı́tulo se describirá el sistema de ecuaciones
en unidades adimensionales, que gobierna la dinámica de nuestro modelo de materia oscura
galáctica. En la segunda sección se resolverá el sistemade ecuaciones con la aproximación
en diferencias finitas adoptando el método de lı́neas como esquema de evolución. La ecua-
ción de Poisson se resolverá en cada instante con un algoritmo de sobrerrelajación sucesiva
(S.O.R).

3.1. El sistema GPP en 3D: variables adimensionales

Para fines de cálculo computacional, el sistema GPP descrito por las Ecs.(2.10), es
conveniente remover los coeficientes que contienen constantes con órdenes de magnitud
muy grandes o muy pequeñas. Esto se logra haciendo el siguiente cambio de variables

r̂ =
mc
~

r̃ , t̂ =
mc2

~
t̃, Û =

Ũ
mc2

ψ̂ =
(4πG)1/2

~

mc2
ψ̃, â =

c2

2mG
ã, L̂z =

L̃z

~
, (3.1)

donde las variables con tilde representan las variables en unidades fı́sicas. Otra propiedad
del sistema GPP es que es invariante ante un escalamiento deltipo

r = λr̂ , t = λ2t̂, U = λ−2Û, ψ = λ−2ψ̂, a = λ2â, (3.2)

con λ una constante arbitraria. Lo que implica entonces es que, una vez encontrada una
solución para el sistema GPP, se tiene una familia entera desoluciones, las cuales están

20
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relacionadas por una transformación de escala. Ası́ el sistema GPP se escribe como

i
∂ψ(x, y, z, t)

∂t
=

[
−

1
2
∇2
+ U(x, y, z, t) + a|ψ(x, y, z, t)|2

]
ψ(x, y, z, t),

∇2U(x, y, z, t) = |ψ(x, y, z, t)|2. (3.3)

Es posible elegir el parámetroλ de modo que las constantes y funciones involucradas en el
sistema de ecuaciones sean del orden de la unidad, y ası́ evitar la acumulación de errores
de redondeo durante los cálculos.

3.2. Métodos nuḿericos

El sistema de ecuaciones diferenciales a resolver numéricamente es (3.3). Dicho siste-
ma se resolverá en el volumenV = {(x, y, z, t)| x, y, z ∈ [xmin, xmax]×[ymin, ymax]×[zmin, zmax]}
con condiciones iniciales correspondientes a una configuración de equilibrio con simetrı́a
esférica cuya función de onda está dada porψ0(r, t) = eiωtφ(r), dondeω es el valor de su ei-
genenergı́a [18]. Las soluciones de equilibrio esféricamente simétricas son calculadas con
un código ajeno a este trabajo, de donde se extrae el valor dela función de ondaφ(r) en
coordenadas esféricas. Para evolucionar el sistema se necesita conocerψ(r, 0) en coorde-
nadas cartesianas, entonces se hace una interpolación de los datos inicialesφ(r) a todo el
dominio 3D, y es posible i) aplicar momento angularLz, ii) resolver la ecuación de Poisson
e iii) iniciar la evolución.

3.2.1. Implementacíon del método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas es uno de los métodos más usuales para la resolución
aproximada de problemas de valores iniciales con condiciones de frontera asociados a ecua-
ciones diferenciales parciales (EDP). La escencia de este método consiste en lo siguiente.
El dominio continuo de la EDP se sustituye por un conjunto finito (discreto) de puntos que
definen una malla discreta; con esto, en lugar de funciones deun argumento continuo se
analizan funciones con un argumento discreto definidas en los puntos del dominio discreto.
Las derivadas que forman parte de la ecuación diferencial yde las condiciones de frontera
se aproximan por combinaciones lineales de los valores de lafunción aproximada en cier-
tos puntos de la malla; en tal caso el problema de la EDP se sustituye por un sistema de
ecuaciones algebraicas.
En el problema de éste trabajo, se comienza por discretizarel volumenV, en nuestro caso
se utilizará una discretización uniformenente espaciada, ver Fig. 3.1. Se asume que las va-
riables y la función de onda de las Ecs.(3.3) están bien definidas en un conjunto de puntos
tanto en el espacioxi = xmin + i∆x, yi = ymin + j∆y, zk = zmin + k∆z como en el tiempo
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tn
= n∆t, dondei, j, k, n son números enteros que corren desde 0 hastaNx, Ny, Nz y Nt

respectivamente. Las cantidades∆x = xi+1 − xi, ∆y = yj+1 − yj, ∆z = yk+1 − yk son la
resolución espacial en cada dirección (en este trabajo son todas iguales), y∆t = tn+1 − tn es
la temporal. Ası́ la función de ondaψ queda definida solamente en los puntos (xi , yj , zk, tn),
donde se escribeψn

i, j,k.

Figura 3.1: Dominio espacial [xmin, xmax] × [ymin, ymax] × [zmin, zmax] en coordenadas cartesianas
y uniformemente discretizado, que define una malla cúbica sobre la cual que queda bien definida la
función de onda que entra en el sistema GPP.

Las aproximaciones en diferencias finitas que se usan para∂xxψ, ∂yyψ, ∂zzψ [22] son,
respectivamente al tiempotn

∂xxψ(x, y, z, t) =
ψn

i−1, j,k − 2ψn
i, j,k + ψ

n
i+1, j,k

∆x2
+O(∆x2),

∂yyψ(x, y, z, t) =
ψn

i, j−1,k − 2ψn
i, j,k + ψ

n
i, j+1,k

∆y2
+O(∆y2),

∂zzψ(x, y, z, t) =
ψn

i, j,k−1 − 2ψn
i, j,k + ψ

n
i, j,k+1

∆z2
+O(∆z2). (3.4)

3.2.2. La evolucíon seǵun el Método de Ĺıneas

El Método de Lı́neas (MOL) consiste en un procedimiento general para la solución
de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) dependientesdel tiempo. La idea básica del
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MOL es reemplazar las derivadas espaciales en la EDP con aproximaciones en diferen-
cias finitas. Una vez hecho esto, la ecuación tiene una variable independiente, la variable
temporalt para cada punto en el dominio, y el resultado es la versión semidiscreta de la
EDP. Ahora, el problema original de la EDP se transforma en unproblema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) en cada punto donde está definida ψn

i, j,k. En este caso sólo
se necesita aproximar la parte derecha de la ecuación de Schrödinger (3.3) con diferencias
finitas, una vez hecho esto, podemos aplicar cualquier algoritmo de integración para EDOs
y ası́ calcular una solución numérica aproximada de la EDPal tiempotn+1 en el puntoi, j, k.

La versión semidiscreta de la Ec.(3.3) es entonces

∂ψ

∂t
=

i
2

(
ψn

i−1, j,k − 2ψn
i, j,k + ψ

n
i+1, j,k

∆x2
+

ψn
i, j−1,k − 2ψn

i, j,k + ψ
n
i, j+1,k

∆y2
+

ψn
i, j,k−1 − 2ψn

i, j,k + ψ
n
i, j,k+1

∆z2
) − i(Ui, j,k + a|ψi, j,k|2)ψn

i, j,k +O(∆x2,∆y2,∆z2), (3.5)

donde el potencial gravitacional satisface la versión totalmente discreta de la ecuación de
Poisson:

|ψi, j,k|2 =
Ui−1, j,k − 2Ui, j,k + Ui+1, j,k

∆x2
+

Ui, j−1,k − 2Ui, j,k + Ui, j+1,k

∆y2
+

Ui, j−1,k − 2Ui, j,k + Ui, j+1,k

∆z2
+O(∆x2,∆y2,∆z2). (3.6)

Para ilustrar el método, en la Fig.3.2 se muestra el elemento contenido en la expresión
(3.5), llamado molécula del algoritmo de evolución. En tal diagrama aparece como un
cı́rculo negro la posición del dominio discreto (xi , yj, zk, tn+1) donde se puede calcularψn+1

en términos de los valores deψn en las posiciones indicadas con cı́rculos blancos. Ası́, se
supone que para cadai, j, k, la funciónψ satisface un sistema de EDOs a lo largo de las
lı́neas en la dirección temporal del dominio.

Ahora, lo que queda por hacer es integrar (3.5) en el tiempo para obtener la solución
aproximada paraψn+1

i, j,k. Entonces basta con elegir un buen integrador de EDO, el cuales
seleccionado de acuerdo a su precisión y propiedades de estabilidad que dependen del
factor∆t/∆x2. En este trabajo se usó el integrador iterativo Crank-Nicholson (ICN), con
tres iteraciones y precisión de segundo orden [21]. El algoritmo ICN se puede ilustrar
como sigue: seaf una función arbitraria que depende del tiempo y de una variable espacial
discreta con etiquetai, j, k tal que∂t f = S, dondeS puede ser, por ahora, el lado derecho
en (3.5), yf = ψi, j,k, entonces el ICN está dado por



3.2. Métodos nuḿericos 24

f (1)
= f n

+ (∆t/3)Sn,

f (2)
= f n

+ (∆t/2)S1,

f (n+1)
= f n

+ ∆tS2, (3.7)

donden etiqueta los pasos en el tiempo.

Figura 3.2: Molécula correspondiente al algoritmo de evolución parala construcción deψn+1
i, j,k a

partir de los valores deψn
i, j,k en puntos vecinos. El cı́rculo negro indica el lugar donde sedesea

encontrar la función de onda, y los cı́rculos vacı́os indican el lugar donde se conoce la función de
onda.

En la figura 3.2 se ilustra la necesidad de conocer el valor de la función de onda
en todos los puntos del espacio paratn, y en particular para los valores en las fronte-
ras ((x0, y, z, tn), (xNx, y, z, t

n), (x, y0, z, tn), (x, yNy, z, t
n), (x, y, z0, tn) y (x, y, zNzt

n)) se nece-
sita saber los valores de la función de onda en las posiciones (x−1, y, z, tn), (xNx+1, y, z, tn),
(x, y−1, z, tn), (x, yNy+1, z, tn), (x, y, z−1, tn) y (x, y, zNz+1, tn) que no están definidas en la re-
gión V. Afortunadamente los valores de la frontera pueden ser calculados imponiendo
condiciones a la función de onda en esta región. La condiciones que se imponen en es-
te caso son: copiar en los puntos de la frontera los valores desus puntos vecinos, es
decir, (x0, y, z, tn) = (x1, y, z, tn), (xNx, y, z, t

n) = (xNx−1, y, z, tn), (x, y0, z, tn) = (x, y1, z, tn),
(x, yNy, z, t

n)(x, yNy−1, z, tn), (x, y, z0, tn) = (x, y, z1, tn) y (x, y, zNzt
n) = (x, y, zNz−1, tn).

Con el fin de impedir que el exceso de materia sea reflejada de las fronteras y pudie-
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ra eventualmente contaminar los cálculos, se ha usado un artificio matemático que simula
fronteras abierta en el dominio numérico. Esto consiste enagragar una “esponja” en la re-
gión más lejana del dominio, con el propósito de que actuecomo un sumidero de partı́culas
e impida la reflexión y propagación del errores numéricoshacia el interior del dominio
de integración. Esta técnica consiste en sumar un potencial imaginario al potencial gravi-
tacional, o sea, redefinir el potencial en la ecuación de Schrödinger añadiendo una parte
imaginaria comoU = U + iVim. El resultado de suponer un potencial imaginario hace que
la ecuación de continuidad, se escriba como∂ρ/∂t+∇ · [i/2(Ψ∇Ψ∗−ψ∗∇Ψ)] = 2Vim|Ψ|2, la
cual se interpreta como fuente o sumidero de partı́culas dependiendo de siVim tiene signo
positivo o negativo respectivamente. El perfil elegido paraVim es

Vim = −
1
2

V0{2+ tanh[(r − rc)/δ] − tanh(rc/δ)}, (3.8)

que es una versión suave de una función escalón dondeV0 es la amplitud del potencial
imaginario,r =

√
x2 + y2 + z2 es la coordenada radial,rc es la distancia a la cual el potencial

es centrado yδ es el ancho del potencial. Este perfil se ha usado satisfactoriamente en
[17, 18, 23, 24] para los casos con simetrı́as esférica y axial. En la Fig. 3.3 se muestra una
proyección en el planoxydel potencial esponja.
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Figura 3.3: Proyección en el planoxy deVim conV0 = 1. La región dondeVim es difente de cero
es donde la esponja captura la densidad de materia que se acerca a la frontera.

3.2.3. La ecuacíon de Poisson

Para integrar la ecuación de Schrödinger en necesario conocer el potencial gravitacio-
nal U, en todo tiempotn e incluso en los tiempos intermedios del integrador ICN. En esta
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sección, aunque se trabaja en un dominio en 3D, sólo se tomará en cuenta los casos axial-
mente simétricos. En este caso, no es necesario resolver laecuacion (3.6) sin simetrı́as, sino
una versión axialmente simétrica, que reducirı́a el problema a uno de 2D. Debido a que es
necesario integrar la ecuación de Poisson en cada paso de tiempo y los tiempos intermedios
del integrador ICN, la reducción a un problema de 2D ayuda a calcular en menor tiempo
computacional el potencial gravitacional.

Debido a que se estudiarán problemas con simetrı́a axial, la ecuación de Poisson sólo
se resuelve en el plano diagonal del dominio 3D con normal en la dirección ( ˆx + ŷ). El
dominio de integración de la ecuación de Poisson se muestra en la Fig. 3.4, en el plano
raxi ∈ [0,

√
x2

max+ y2
max] × z ∈ [zmin, zmax], con resoluciones∆raxi =

√
∆x2 + ∆y2 y ∆z.

Para resolverla sobreraxi × z, se escribe la Ec. de Poisson en coordenadas cilı́ndricas

∂2Uaxi

∂r2
axi

+
1

raxi

∂Uaxi

∂raxi
+
∂2Uaxi

∂z2
= |ψaxi|2 = ρaxi. (3.9)

El dominio discreto sobre el plano se define por la coordenadaradialraxi(i,k) =

√
x2

i,i,k + y2
i,i,k

y la coordenada axialz heredada de la malla 3D. La fuente de la ecuación dada por la
función de onda se hereda del dominio 3D al plano comoψaxi(i,k) = ψi,i,k.

Figura 3.4: Izquierda: El cilindro uniformetente discretizado, cuyo radio es el planoraxi ∈
[0,

√
x2

max+ y2
max] × z ∈ [zmin, zmax] es donde se define y resuelve la Ec. de Poisson axialmente

simétrica. Derecha: El cubo circunscrito en el cilindro representa el dominio numérico donde se
lleva a cabo la evolución del sistema GPP.

Antes de discretizar la ecuación de Poisson axial (3.9) se usa la regla de la cadena para
sustituir 1

raxi

∂Uaxi

∂raxi
por 2∂Uaxi

∂r2
axi

y ası́ evitar la singularidad en el ejeraxi = 0, por lo tanto la
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Ec.(3.9) discretiza como

Un
axi(i+1,k) − 2Un

axi(i,k) + Un
axi(i−1,k)

∆r2
axi

+

2Un
axi(i+1,k) − 2Un

axi(i−1,k)

r2
axi(i+1,k) − r2

axi(i+1,k)

+

Un
axi(i+1,k+1) − 2Un

axi(i,k) + Un
axi(i,k−1)

∆z2
= ρaxi(i,k) +O(∆r2

axi,∆z2) (3.10)

Para resolver ésta ecuación se usa el método SOR, un método iterativo basado en la discrti-
zación en diferencias finitas como (3.10). Este método consiste en utilizar tantas iteraciones
como sean necesarias para obtener una solución con un erroracotado. Este procedimiento
se dice convergente cuando las diferencias del cálculo de la parte izquierda y derecha de
(3.10) tienden a cero cuando el número de iteraciones aumenta.

El algoritmo SOR usa condiciones de frontera tipo Dirichlet, dadas por una expansión
monopolar del potencial gravitacional axial

Uaxi(i,k) = −M/r i,i,k, (3.11)

donder =
√

x2 + y2 + z2. La expresión 3.11 sólo tiene sentido en la frontera exterior raxi =

[
√

x2
max+ y2

max, z]
⋃

[raxi, zmax]
⋃

[raxi, zmin]. Mientras tanto en el eje de simetrı́a, el potencial
cumple con la condiciónUaxi(Nx/2,k) = Uaxi(Nx/2+1,k). Finalmente, la ecuación de Poisson
escrita de manera adecuada para iterar en los puntos interiores del cilindro es

U l+1
axi(i,k) = U l

axi(i,k) + αRi,k, (3.12)

donde

Rl
i,k =

U l
axi(i+1,k) − 2U l

axi(i,k) + U l
axi(i−1,k)

∆r2
axi

+

2U l
axi(i+1,k) − 2U l

axi(i−1,k)

r2
axi(i+1,k) − r2

axi(i+1,k)

+ (3.13)

U l
axi(i+1,k+1) − 2U l

axi(i,k) + U l
axi(i,k−1)

∆z2
− ρaxi(i,k)

es el residuo de la Ec.(3.10) en lal−ésima iteración y puede tomarse como una medida de
la cercanı́a deU l

axi a la soluciónUaxi. Si el valor deRl
i,k es grande, se dice queU l

axi no es una
buena aproximación deUaxi y por lo tanto es necesario calcular más iteraciones. Por otra
parteM =

∫
ρ(x, y, z)dxdydzes la masa total del sistema, yα es una constante positiva que

acelera la convergencia de SOR, su valor está acotado entre1/4 y 1/2 y su valor óptimo
está dado por ([29])

α =
1
2
− π

2

[
1

N2
x

+
1

N2
z

]1/2

. (3.14)

En resumen, este método comienza con una aproximación inicial paraUaxi, y después,
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cada iteración consiste en hacer un barrido de todo el planoraxi×zcon la fórmula recursiva
(3.12). Luego de esto, el valor deUaxi se va actualizando, la idea es que cada vez que se
tenga un nuevo valor paraUaxi(i,k), se use para obtener un valor refinado de la siguiente
iteración. Las iteraciones terminan hasta que se tenga|Rl

i,k| < ε, siendoε una tolerancia
prefijada.

Una vez encontradoUaxi se quiere estimar, el valor del potencial gravitacionalU(x, y, z) =
Ui, j,k en todo el dominio 3D, y de esta manera sea utilizado como fuente en la ecuación de
Schrödinger. Entonces, el primer paso para aproximar el potencial gravitacional en todo

el dominio 3D es calcular los puntosraxi(i,k) =

√
x2

i,i,k + y2
i,i,k. Después, localizar los puntos

ζ = int(raxi(i,k)/∆raxi) y η = ζ +1 que están antes y después deraxi(i,k), dondeint(∗) significa:
valor entero del argumento “∗”. Con esta información se puede hacer una interpolación de
regreso a la malla 3D, y ası́ encontrar el valor del potencialgravitacional en algún punto
arbitrario (i, j, k) de esta malla. Como el menor grado de un polinomio que pasa por dos
puntos (en este casoζ y η) es uno, la interpolación se que utiliza para calcularUi, j,k es
lineal, ası́ que para hallar esta aproximación se debe seguir la ecuación de la lı́nea recta

Ui, j,k =
Uaxi(ζ,k) − Uaxi(η,k)

∆r
(r i, j,k − raxi(ζ,k)) + Uaxi(ζ,k), (3.15)

donde se asume queζ∆r < r i, j,k < η∆r, este proceso es para cada plano dez = cte. En la
Fig.3.5 se muestra el planoz = k del cubo, donde se puede ver la interpolación lineal. La
diagonal, donde se localizan los puntosζ y η, barre e interpola la solución del potencial
gravitacional con simetrı́a axial en todo el cubo.

Figura 3.5: Vista superior del planoz = k. Se muestran los puntosζ y η, los cuales, en general
no corresponden a puntos definidos en la malla 3D. Por lo que elvalor deUaxi(i,k) sobre los puntos
del dominio discreto (cuadritos verdes) necesita ser interpolado con los puntos localizados sobre la
diagonalraxi y ası́ obtener el valor deUi, j,k en todo el volumen. El cı́rculo rojo representa el barrido
de la interpolación lineal en todo el cubo.
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En la Fig. 3.6 se muestra el diagrama de flujo de todos los los m´etodos numéricos
que fueron necesarios para resolver el sistema GPP. Dichos métodos están descritos en los
siguientes puntos:

Datos iniciales y evolucíon. Para comenzar a estudiar los efectos producidos por la
rotación se puede elegir cualquier perfil inicial para la función de onda y aplicarle
el operador de momento angular para ponerlo a rotar. Sin embargo, en el presente
trabajo se eligió iniciar las simulaciones con una función de onda correspondiente a
una configuración de equilibrio en el estado base (ψ0) [17, 18], y después agregarle
la rotación (ψ = exp(−iφL · n̂)ψ0). En el esquema de evolución cada paso de tiempo
está etiquetado port0, · · · , tn, tn+1, · · · .

Primer paso de tiempo. Se muestra el primer paso de tiempo y las tres iteraciones
del integrador ICN, la primera entret0 y dt/3, la segunda entredt/3 y dt/2 , al final
entredt/2 y dt, dondedt = t1 − t0. En cada uno de estos pasos intermedios la Ec. de
Poisson se está resolviendo en el planoraxi × ze interpolando a la malla 3D.

Ecuación de Poisson. En esta etapa se muestran en acción el algoritmo SOR para
resolver la ecuación de Poisson, esta ecuación se resuelve a cada instante de cada
paso de tiempo comenzando desdet0. Dicha solución sólo es valida en el planoraxi×z.
En la Fig. 3.6 se muestran las iteraciones arbitrariasl y l + 1 del algoritmo SOR,
que son calculadas en el mismo instante de tiempo (t0). Entre estas iteraciones se
mide un error que es igual al residuo de la Ec. (3.10), cuando este error es menor a
una tolerancia prefijada (en este trabajo la tolerancia fue de 10−7) se suspenden las
iteraciones, de manera que la calidad de la aproximación obtenida dependerá de la
tolerancia que se haya definido.

Interpolaci ón. En esta etapa se interpola linealmente el potencial gravitacionalUaxi

a toda la malla 3D usando 3.15.

Sistema GPP. Una vez interpoladoUaxi en todo el domino 3D las ecuaciones de
Schrödinger y Poisson quedan totalmente acopladas y forman el sistema GPP ent0.
Después viene el primer paso intermedio del ICN (dt/3) donde se vuelve a integrar
la ecuación de Poisson en simetı́a axial para después ser interpolada a toda la malla
3D. Ocurre lo mismo para los pasos intermedios restantes.

Estas etapas se repiten en cada paso de tiempo y sus iteraciones intermedias durante toda
la evolución.

3.3. Observables

Para obtener la información fı́sica hay que relacionarψ(~r , t) con las variables dinámicas
interesantes y medibles. A continuación se describen las relevantes en este trabajo.
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Figura 3.6:Diagrama de flujo del código. En la primera etapa se muestra el esquema de evolución
temporal, donde cada paso de tiempo está etiquetado portn. En la segunda etapa se presenta sólo el
primer paso de tiempo donde se dejan ver las tres iteracionesdel integrador ICN. Dentro del primer
paso de tiempo (tercera etapa) se resuelve con el algoritmo SOR la Ec. de Poisson (con simetrı́a
axial) en cada una de las iteraciones intermedias, el algoritmo termina cuando el residuo de la Ec. de
Poisson es menor que una tolerancia prefijada. En la cuarta etapa se lleva a cabo la interpolación de
Uaxi aU cartesiano. En la última etapa, el sistema GPP queda acoplado en coordenadas cartesianas
y la función de onda resultante sirve como dato inicial parala siguiente iteración, donde se vuelve a
integrar Poisson en simetrı́a axial para después ser interpolada a todo el dominio 3D.
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Energı́a total. La cual dá cuenta de la estabilidad de un sistema, por ejemplo, si la energı́a
total es positiva el sistema no está acotado. Entonces el monitorear la evolución de la
energı́a total del sistema es de crucial importancia. El cálculo está dado en términos de
los valores de expectación de las contribuciones a la energı́a cinética (K), gravitacional
(W) y de autointeraccion (I). Los cuales se calculan como

K = −1
2

∫
ψ∗(~r , t)∇2ψ(~r , t)dxdydz, (3.16)

W =
1
2

∫
ψ∗(~r , t)Uψ(~r , t)dxdydz, (3.17)

I = a
∫
|ψ|4dxdydz (3.18)

estas integrales son calculadas numéricamente en todo el dominio numérico. La energı́a
total del sistema es entoncesE = K +W+ I .

Momento angular. El valor de expectación del momento angularLz también ayuda a mo-
nitorear si su valor se ha estabilizado en torno a un valor asintótico o no. El valor de expec-
tación está dado por

Lz = −i
∫

ψ∗(~r , t)

(
x
∂ψ(~r , t)
∂y

− y
∂ψ(~r , t)
∂x

)
dxdydz, (3.19)

esta cantidad también se calculó numéricamente.

Masa. A pesar de que la integral de la densidad de probabilidad se conserva durante la
evolución en todo el espacio, se calcula la solución del sistema de GPP en un dominio
finito que permite a las partı́culas ser absorbidas por una esponja una vez que están cerca de
las fronteras artificiales de nuestro dominio numérico. Laestimación de la masa resultante
será la integral de la densidad de probabilidad en el dominio numérico

M =
∫
|ψ|2dxdydz, (3.20)

de esta manera, se dice que la configuración pierde masa cuando parte de la densidad de la
probabilidad ha salido del dominio numérico.

Curva de rotación. El cálculo de esta cantidad se hizo sobre el plano ecuatorial z = 0 asu-
miendo que las partı́culas de prueba siguen trayectorias circulares, por la tanto, igualando
la fuerza centrı́fuga con la fuerza gravitacional, la velocidad de rotación de una partı́cula
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Figura 3.7:Órbitas circulares de las partı́culas de prueba en el plano ecuatorial, los puntos negros
son los detectores de tales partı́culas.

de prueba es

v(r) =

√
G

M(r)
r

, (3.21)

donder es la distancia del origen al dector yM(r) es la masa contenida dentro de una esfera
de radior. Para calcular esta cantidad (numéricamente) se colocaron varios detectores que
miden la velocidad tangencialv de las partı́culas de prueba. Los detectores están colocados
en diferentes puntos del ejex como se muestra en la Figura 3.7, y en cada uno de ellos
se estima la velocidad de tales partı́culas. Explı́citamente, si un detector está colocado en
(x, y, x) = (xd, 0, 0), la velocidad de rotación de una partı́cula de prueba en la posición del
detector es

v2(xd) =
2G
|xd|

∫
ρ(x, y, z)dxdydz, (3.22)

donde la integral de volumen es calculada en una esfera de radio xd en la malla 3D.

Estas cantidades son muy importantes porque permiten conocer el estado del sistema
en cualquier instante de tiempo durante la evolución. En particular, el cáculo de la curva de
rotación permite saber si el halo es consistente o no con lasobservaciones.

Ahora ya se tienen las herramientas necesarias para estudiar los efectos que trae con-
sigo el sistema GPP al agregarle rotación. Los efectos de esta rotación se verán reflejados
en los observables que se describieron en este capı́tulo. Enel siguiente capı́tulo se presen-
tan los resultados numéricos que se obtuvieron al implementar los métodos numéricos ya
descritos, y donde la principal contribución son las curvas de rotación obtenidas.



Caṕıtulo 4

Resultados

En esta tesis se propuso la hipótesis que la materia oscura es un condensado de Bose-
Einstein rotante, cuyo bosón asociado tiene una masa ultraligeram∼ 1023 eV. Para estudiar
el efecto de aplicar rotación incialmente se hicieron los experimentos numéricos descritos
a continuación.

4.1. Pruebas del ćodigo

Para validar la normalización y precisión del código, severifica que la evolución de
una configuración de equilibrio en el estado base sea la correcta, es decir, que la densidad
de probabilidad permanezca constante en el tiempo. Esta evolución incorpora la ecuación
de Poisson y por lo tanto abarca la precisión del resolvedorelı́ptico que se implementó.
De acuerdo a la normalización que se usó en [17, 18] el valordel máximo de la densidad
esρ(r) = 1. En la Fig. 4.1 se muestra la evolución del valor central dela densidad de
probabilidad en el dominio 3D. Este valor equivale a la normainfinito L∞(ρ) de la densidad
de probabilidad, con el fin verificar que la convergencia en ellı́mite continuo es de segundo
orden, se muestran dos distitas resoluciones, una de∆ξ1 = ∆x = ∆y = ∆z = 0,2 y otra
∆ξ2 = ∆ξ1/2, se puede observar que conforme aumenta la resolución, elmáximo de la
densidad tiende a 1 con un factor 22, lo cual es consistente con la discretización a segundo
orden que se usó. Para mostrar que el sistema es considerablemente dinámico, en esta
misma figura se muestra la parte real de la función de onda a distintos valores del tiempo.

En la figura 4.2 se muestra que 2K +W + 3I converge a cero para el caso dea = 0,
el cual indica que el sistema permanece virializado durantetoda la evolución. Esta prueba
confirma que el resolvedor elı́ptico usado resolver la ecuación de Poisson y el algoritmo de
evolución trabajan a la perfección.

33
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Figura 4.1:Izquierda: se muestra la norma infinitoL∞(ρ) de la densidad de probabilidad correspon-
diente a una configuraón de equilibrio para dos resoluciones distintas,∆ξ1 = ∆x = ∆y = ∆z = 0,1
y ∆ξ2 = ∆ξ1/2. Se observa que conforme se aumenta la resolución, el máximo deρ converge a 1
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4.2. Estructura de las simulaciones

En el caso ideal se tendrı́a un dominio numérico de tamaño infinito, sin embargo en la
práctica el dominio es finito y la resolución usada en las simulaciones también lo es. En
el problema de esta tesis, se desea que la frontera se encuentre lejos para que el sistema
tenga espacio para relajarse sin que los errores de la frontera se reflejen y contaminen
los resultados. El código no es paralelizado y por tanto el dominio y la resolución se ven
restringidos a valores modestos. Los experimentos numéricos se hicieron en un dominio
numérico dexmin = ymin = zmin = −40 y xmax = ymax = zmax = 40, con una resolución
espacial de 180 puntos por cada dirección. Se trata de la mejor resolución que se pudo usar,
capaz de resolver el perfil de densidad.

Respecto a las unidades fı́sicas que se deben elegir para representar los observables, es
necesario fijar el valor deλ. Una forma de hacerlo consiste en resolver paraλ una de las
igualdades mostradas en las Ecs. (3.1) y (3.2), por ejemplo,si se fija el radio de la galaxia ˜r
y el dominio numéricor implica queλ = ~

mc
r
r̃ , para este trabajo se tomó un radio de 80kpc,

y una masa dem = 10−23 eV/c2, para estos valoresλ = 0,00031974. Una vez que se fijóλ
se pueden recuperar el valor de la masa fı́sicaM̃ = ~c

mGλM enM⊙, la velocidad de rotación
ṽ = cλv en Km/s, el momento angular̃Lz =

~c
4πGm2 Lz en unidades de~, la energı́a total

Ẽ = ~c3

4πGmλ
3E y el potencial gravitacional̃U = mc2λ2U en joules.

A continuación se mostrará la evolución del sitema GPP, que tiene como datos iniciales una
configuración de equilibrio esféricamente simétrica, esta evolución se presenta para varios
valores deLz en unidades de código. También se exploran dos valores dea = 0 y a = 0,5 y
se mostrará que el comportamiento es muy similar en los dos casos.

Si bien, estas configuraciones de equilibrio esféricas tienen energı́a total negativa y son
estables [17, 18], la adición de momento angular cambia todas las propiedades del sistema
a partir el tiempo inicial, incluida la energı́a total, la cual puede ser negativa, positiva ó que
tenga un comienzo en un valor positivo pero con el paso del tiempo se estabilice en torno
a un valor negativo. Después de explorar con varios valoresde momento angular se en-
contraron tres escenarios posibles que resultan de agregarrotación (rı́gida o diferencial) al
sistema GPP. Estos caso son: 1) estable con curvas de rotaci´on keplerianas, 2) con tiempo
de vida largo y con curvas de rotación planas y 3) inestable.Que tenga largo tiempo de vida
significa que el sistema se estaciona en una escala de tiempo de gigaaños, que es la escala
que se puede cubrir con precisión.

4.2.1. Rotacíon sin autointeraccíon

Este es el caso dea = 0, en el cual los bosones no interactúan y por lo tanto su energı́a de
autointeracciónI es cero. En este apartado se muestran los resultados obtenidos al aplicar
rotación rı́gida y diferencial a una configuración de equilibrio esféricamente simétrica.
En el caso derotación rı́gida, se presentan resultados paraLz = 0,6, Lz = 0,9 y Lz = 1, los
cuales son representativos de tres diferentes respuestas del sistema. En el caso derotación
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diferencial, estas tres diferentes respuestas se dan conLz = 0,4
√

raxi, Lz = 0,7
√

raxi y
Lz = 0,75

√
raxi. Todas las curvas de rotación que se mostrarán a continuación, tienen un

radio de 30kpcy sólo se muestran hasta un tiempo final del orden de 1Gyr, después de esto
vienen a contaminar las simulaciones los errores numéricos que se reflejan en las fronteras.
Casos con rotacíon rı́gida:

Resultados con un perfil iniciale−i0,6 arctan(y/x)ψ(x, y, z, t). En este caso la magnitud
de momento angular que se le aplica a la configuración esférica no es suficiente para
redistribuir toda la densidad de bosones y por lo tanto la curva de rotación sigue
mostrando una morfologı́a Kepleriana, como ocurrı́a en la solución del sistema GPP
con simetrı́a esférica en el estado base. En la Fig. 4.3 se muestra que la energı́a total
cambia de signo, lo cual indica que se trata de un sistema acotado. En la gráfica del
mı́nimo del potencial se puede observar además, de que la región de confinamiento
es muy pequeña, que después de 1Gyr las oscilaciones tienen un comportamiento
errático, esto se debe al problema de las fronteras que se mencionó arriba. La masa
tiende a estabilizarse en torno a 8,4 × 1010M⊙ y de manera análoga el momento
angular se estabilizará.

Resultados con un perfil iniciale−i0,9 arctan(y/x)ψ(x, y, z, t). En este caso las propie-
dades del sistema se ven más favorables que en el caso anterior, pues el tener un
momento angular más grande, implica la existencia de una fuerza centrı́fuga más
grande, la cual redistribuye mejor la densidad de bosones. Aconsecuencia de esto,
se trendrá una mejor curva de rotación, o sea, cada vez másplana cerca de la peri-
feria galáctica. En la Fig. 4.4 se muestran los resultados de explorar las propiedades
del sistema, nuevamente la energı́a pasa de positiva a negativa, lo que indica que el
sistema es acotado. Como era de esperarse la masa se estabiliza en torno a un valor
menor que en el caso anterior, ahora lo hace en torno a 5×1010M⊙, de la misma forma
el momento angular es mayor que en el caso anterior, y de igualforma se estabiliza.
Nuevamente el mı́nimo de potencial muestra el comportamiento errático para tiempo
después de 1Gyr. La curva de rotación ahora esta en concordancia con las observadas
en las galaxias dominadas por materia oscura.

Resultados con un perfil iniciale−i arctan(y/x)ψ(x, y, z, t). Resulta obvio que entre ma-
yor sea en momento angular mayor será la dinámica del sistema, es decir, crecen las
magnitudes de la energı́a total y del momento angular. Este caso está ilustrado en la
Fig. 4.5, donde se puede ver que el sistema se volvió tan din´amico que el signo de
la energı́a total permanece positivo, lo cual implica un sistema no acotado. Cualitati-
vamente se puede decir que: el tener un momento angular tan alto trae consigo una
fuerza centrı́fuga muy de grande, que eventualmente arrojará la densidad de bosones
hacia las froteras y será absorbida por la esponja hasta quedar nada en el sistema. El
sistema se diluye tanto que la curva de rotación para este caso deja de tener sentido
fı́sico.
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Figura 4.3:Se muestran las propiedades de la configuración paraa = 0 y rotación rı́gida con
Lz = 0,6. (a) La energı́a total indica que el sistema es acotado. (b)La masa se estabiliza en torno
a un valor del orden de 1010M⊙. (c) El mı́nimo del potencial gravitacional oscila, lo cualindica
que los bosones están confinados en una región pequeña. (d) El valor del momento angular tiende a
estabilizarse. (e) La curva de rotación mantiene su perfil Kepleriano después de unos pocos kpc. Es
precio notar que la curva de Rotación, al igual que el mı́nimo del potencial, se mantiene oscilando
todo el tiempo (0− 1 Gyr). El comportamiento es muy similar al de una configuración en el estado
base perturbada.
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Figura 4.4:Se muestran las propiedades de la configuración paraa = 0 y rotación rı́gida con
Lz = 0,9. (a) La energı́a total cambia de signo y se estabiliza alrededor de un valor negativo, lo cual
indica que se trata de un sistema acotado. (b) La masa se aproxima a un valor estable, el cual puede
ser comparado con el valor de la masa de galaxias enanas. (c) El mı́nimo del potencial deja ver los
errores númerico reflejados de las fronteras. (d) El momento angular tiende a estabilizarse. (e) La
curva de rotación, inicialmente Kepleriana, tiende a un perfil de planitud a distancias grandes del
centro galáctico. Este perfil se estabiliza en un periodo de0,9 − 1 Gyr adoptando en este periodo
la forma tı́pica de una galaxia dominada por materia oscura.
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Figura 4.5:Se muestran las propiedades de la configuración paraa = 0 y rotación rı́gida con
Lz = 1. (a) La energı́a total se mantiene positiva, lo cual implica que este sistema no está acotado.
(b) La masa eventualmente será obsorbida por la esponja. (c) El mı́nimo de potencial tiende a cero.
(d) El momento angular es tan grande que redistribuye la densidad de bosones hasta que estos
eventualmente abandodan el dominio numérico y la configuración de va diluyendo. (e) La curva de
rotación tiende a cero, pues se está tratando con una configuración donde su masa tiende a cero.
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Casos con rotacíon diferencial:

Recordando, este tipo de rotación se obtiene multiplicando el momento angularLz con una
función f (r) y en este trabajof (r) =

√
raxi, donderaxi =

√
x2 + y2 es el radio axial. Las

magnitudes de momento angular que son representativas de las tres respuestas del sistema
sonLz = 0,4

√
raxi, Lz = 0,7

√
raxi y Lz = 0,75

√
raxi y están descritas acontinuación.

Resultados con un perfil iniciale−i0,4
√

raxi arctan(y/x)ψ(x, y, z, t). En este caso gran parte
de la energı́a total es negativa, lo que implica un sistema acotado. Sin embargo, el
momento angular que se le aplica a la configuración esférica no es suficiente para
redistribuir la densidad de bosones, de modo que se observancurvas de rotación to-
talmente Keplerianas. En la Fig. 4.6 se muestran los resultados de esta simulación,
nuevamente se puede observar que el potencial gravitacional confina a la densidad
de bosones en una región muy pequeña.

Resultados con un perfil iniciale−i0,7
√

raxi arctan(y/x)ψ(x, y, z, t). En este caso la mag-
nitud del momento angular aplicado a la configuración esférica es adecuada para
obtener resultados favorables, es decir, con la redistribución de la densidad de boso-
nes necesaria para tener: un sistema acotado, con una masa deunas 3,6×1010M⊙, una
curva de rotación con una planitud a distancias grandes delcentro galáctico con una
estabilidad del orden de 0,79 − 1 Gyr. estos resultados nuevamente son comparables
con los datos observacionales de galaxias dominadas por materia oscura. En la Fig.
4.7 se muestan estos resultados.

Resultados con un perfil iniciale−i0,75
√

raxi arctan(y/x)ψ(x, y, z, t). En este caso se mues-
tra una inestabilidad del sistema, debido a una magnitud de momento angular relati-
vamente alto. En la Fig. 4.8 se muestran los resultados de esta simulación, donde es
evidente que la energı́a total se mantiene positiva y que la densidad de bosones even-
tualmente será expulsada del sistema, lo cual implica que la masa total y la curva
de rotación gradualmente desaparezcan. Por lo tanto configuraciones con magnitud
igual o mayor que en este caso quedan descartadas como posibles casos favorables.

Como resumen de la rotación sin autointeracción se puede decir que: los tipos de rotación
(rı́gida o diferencial) muestran comportamientos similares con distintas magnitudes de mo-
mento angularLz, con valores relativamente bajos el sistema se mantiene estable pero con
curvas Keplerianas. Por el contrario, con magnitudes deLz relativamente altos el sistema
se vuelve inestable, y en un rango acotado por estos dos extremos se encuentra un sistema
que es estable intervalo de tiempo, donde las curvas de rotación son comparables con las
observadas en galaxias dominadas por materia oscura.
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Figura 4.6:Se muestran las propiedades de la configuración paraa = 0 y Lz = 0,4
√

raxi. (a) La
energı́a total tiene claramente a un valor negativo, por lo tanto se trata de un sistema acotado. (b)
La masa se estabiliza, lo cual indica que el sistema está relajado. (c) Las oscilaciones del mı́nimo
de potencial son indicación de que los bosones están confinados en pequeñas regiones, y como
consecuencia se tiene curvas de rotación Keplerianas. (d)El momento angular se estabiliza en torno
a un valor relativamente chico, el cual no es suficiente para redistribuir de manera adecuada la
densidad de bosones.(e) Las curvas de rotación se mantienen oscilando durante toda la evolución.
El comportamiento es muy similar al de una configuración conel estado base perturbado.



4.2. Estructura de las simulaciones 42

−2e+49

 0

 2e+49

 4e+49

 6e+49

 8e+49

 1e+50

 1.2e+50

 1.4e+50

 1.6e+50

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000

E
 (

Jo
u
le

s)

t (Myr)

−1e+48

−8e+47

−6e+47

−4e+47

−2e+47

 0

 1000  2000  3000  4000  5000  6000

(a)

 3e+10

 4e+10

 5e+10

 6e+10

 7e+10

 8e+10

 9e+10

 1e+11

 1.1e+11

 1.2e+11

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000

M
O·

t (Myr)

(b)

−2.5e−49

−2e−49

−1.5e−49

−1e−49

−5e−50

 0

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000

m
in

(U
) 

(J
o
u
le

s)

t (Myr)

(c)

−20000

−18000

−16000

−14000

−12000

−10000

−8000

−6000

−4000

−2000

 0

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000

L
z 

(− h
)

t (Myr)

(d)

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 500

 0  5  10  15  20  25  30

v 
(k

m
/s

)

r (kpc)

Tiempo inicial

Tiempo final (0.79−1 Gyr)

(e)

Figura 4.7:Se muestran las propiedades de la configuración paraLz = 0,7
√

raxi. (a) La energı́a
total presenta un cambio de signo, con lo cual se tiene un sistema acotado. (b) La masa se estabiliza
en un valor que contrasta con una galaxia enana. (c) El mı́nimo del potencial también tienden a un
valor estable cerca de 1Gyr, después de este tiempo se presentan oscilaciones debidasa los errores
reflejados de las fronteras numéricas. (d) El momento angular se estabiliza. (e) La curva de rotación
es inicialmente Kepleriana y al paso del tiempo se estabiliza en un perfil de planitud tı́pico de una
galaxia dominada por materia oscura, el periodo de tiempo donde se estabiliza es 0,79 − 1 Gyr.
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Figura 4.8:Se muestran las propiedades de la configuración paraLz = 0,75
√

raxi. (a) La energı́a to-
tal permanece positiva, sı́ntoma de un sistema que no está acotado. Por otro lado, tanto el incremento
del potencial gravitacional (figura c), como el del momento angular (figura d) y el decaimiento de
la masa dentro del dominio numérico (figura b), indican que la materia está siendo expulsada por la
semejante rotación y por ende la curva de rotación dender´a a desaparecer (figura e).
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4.2.2. Rotacíon con autointeraccíon

En este caso sólo se exploró con un valor positivo el parámetro de autointeracción, dicho
valor está dado en unidades de código pora = 0,5. Este tipo de autointeracción contribuye
con un término repulsivo entre bosones y cambia la interacción entre los términos cinético
y gravitacional. Este efecto ya es conocido en configuraciones esféricamente simétricas en
el estado base, en el cual se puede permitir más masa cuando la autointeracción es más
fuerte [17]. En este apartado se muestran los mismos tres regı́menes que en el caso de un
campo libre.

En el caso derotación rı́gida, los valores del momento angular sonLz = 0,4, Lz = 0,85 y
Lz = 0,95, los cuales son representativos de las tres diferentes respuestas del sistema. En la
figura 4.9 se presentan las simulaciones para este tipo de rotación, y ya que los resultados
son muy similares al caso del campo libre, sólo se muestran las gráficas para la energı́a
total y para la curva de rotación en los tres casos. El primercaso es conLz = 0,4, con este
valor se obtiene un sistema acotado, con la energı́a totalE fluctuando en torno a un valor
negativo. Sin embargo, este valor de momento angular es insuficiente para redistribuir la
densidad de bosones y por lo tanto curvas de rotación se mantienen, con su forma Keple-
riana, oscilado durante toda la evolución. En el caso paraLz = 0,85 se obtuvieron buenos
resultados, o sea, un sistema acotado conE < 0 y con curvas de rotación planas que se
mantienen estables en un intervalo de 0,9 − 1Gyr. En el caso deLz = 0,95 se muestra un
sistema que no está acotado, dondeE > 0 y curvas de rotación que tienden a desaparecer
conforme aumenta el tiempo de la evolución, esto es una concecuencia de una rotación
relativamente grande, la cual eventualmente expulsará del dominio la densidad de bosones.

En el caso derotación diferencial, las tres diferentes respuestas del sistema se dan con
Lz = 0,25

√
raxi, Lz = 0,6

√
raxi, Lz = 0,7

√
raxi. Nuevamente sólo se presentarán las gráficas

para la energı́a total y para la curva de rotación en los trescasos, ya que los resultados
continúan siendo muy similares al caso del campo libre. En la figura 4.10 se muestran estos
resultados. El caso conLz = 0,25

√
raxi muestra un sistema acotado, la caracterestica prin-

cipal de pequeñas rotaciones es que la energı́a total se mentiene oscilando alrededor de un
valor negativo, por otro lado que la curva de rotación también se mantiene oscilado durante
toda la evolución pero sin perder su forma Klepleriana. En el caso deLz = 0,6

√
raxi se

obtiene curvas de rotación planas con un intervalo de estabilidad del orden de 0,87− 1Gyr,
en este caso la energı́a total tiende a estabilizarse en un valor negativo, lo que indica que se
trata de un sistema acotado. Por último, el caso deLz = 0,7

√
raxi, en este caso el sistema no

está acotado y las curvas de rotación tienden a cero junto con las otras observables, pues la
rotación tan alta expulsará eventualmente toda la materia.
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Figura 4.9:Se muestran las propiedades de la configuración para rotación rı́gida con un parámetro
de autointeracción dado pora = 0,5. (a) y (b): muestran los resultados paraLz = 0,4, en donde, la
energı́a tiende claramente a un valor negativo y la curva de rotación se mantiene oscilando durante
toda la evolución. (c) y (d): muestran los resultados paraLz = 0,85, este caso total puede ser com-
parable galaxias dominada por materia oscura, la curva de rotación se estabiliza en un periodo de
tiempo de 0,9 − 1 Gyr. (e) y (f): los resultados para este caso se obtuvieron paraLz = 0,95, los
cuales corresponden a un configuración que será eventualmente destruida por la rotación.
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Figura 4.10:Se muestran las propiedades de la configuración para rotación diferencial con un
parámetro de auto interacción dado pora = 0,5. (a) y (b): muestran el caso conLz = 0,25

√
raxi, con

el cual la curva de rotación se mantendrá oscilando. (c) y (d): presentan el caso conLz = 0,6
√

raxi,
el cual puede ser comparable con galaxias dominadas con materia oscura, la curva de rotación se
estabiliza en un periodo de tiempo de 0,87 − 1 Gyr. (e) y (f): en este caso se utilizóLz = 0,7

√
raxi,

para este valor, la configuración muestra caracteristicasde un sistema arruinado por la rotación.
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Las simulaciones posiblemente parecen pobres por la falta de optimización de los métodos
implementados, en especial la falta de paralelización o falta de refinamiento de la malla.
Sin embargo, es un primer paso que motiva aprender a implementar algoritmos de evolu-
ción con varios niveles de refinamiento como los utilizadosen [25], donde se resolvió este
mismo problema con cinco distintos niveles de refinamiento,y donde las fronteras se co-
locaron enxmin = ymin = zmin = −160 y xmax = ymax = zmax = 160, es decir, un dominio
numérico cuatro veces más grande y por lo tanto los resultados resultan ser mejores durante
más tiempo que los obtenidos en esta tesis. Comparando los resultados obtenidos en [25]
con los obtenidos en esta tesis, se puede decir que estos últimos resultan ser muy confia-
bles para decir que el código que se implementó en esta tesis es adecuado y seguro para
evolucionar el sistema de ecuaciones GPP, en un dominio de tiempo aceptable y aportando
resultados consistentes con los de [25].
Con estos resultados se da por terminado el trabajo de esta tesis.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y comentarios finales

Este trabajo se centra en la solución del sistema GPP dependiente del tiempo, el cual
describe la dinámica de un condensado de Bose sometido a la trampa del campo gravi-
tacional generado por él mismo. El objetivo de resolver dicho sistema ha sido estudiar la
conjetura de que un condensado de Bose Einstein hecho de bosones ultraligeros, puede
formar halos galácticos, en particular que cumpla con la m´ınima propiedad de tener cur-
vas de rotación como las observadas en las galaxias. Para conseguirlo ha sido necesario
desarrollar un nuevo código que resuelve este sistema de ecuaciones en 3D, restringido a
configuraciones con simetrı́a axial. Con éste código se exploraron los efectos de la rotación
rı́gida y diferencial de estructuras formadas por dicho condensado.
En este trabajo, las configuraciones en escalas galácticasson parametrizadas por: la masa
del bosón, el tipo y magnitud del momento angular aplicado inicialmente a una configura-
ción esférica, y por la autointeracción del gas de Bose. Se monitorean los observables del
sistema con el fin de interpretar las propiedades de estabilidad, tendencia de la masa de un
halo y su momento angular.
Los resultados que se obtuvieron muestran el impacto que produce la aplicación de distintos
valores de momento angularLz. Explorando la evolución del sistema con varios valores de
Lz, se encontraron tres diferentes regı́menes:

uno que corresponde a un momento angular insuficiente para modificar la distribu-
ción de bosones significativamente, y sus propiedades se parecen a una pequenña
perturbación a la configuración esférica, y por lo tanto este régimen no proporciona
curvas de rotación galácticas parecidas a las de una galaxia dominada por materia
oscura, en un rango de 5− 20 kpc.

un segundo régimen, en el que el momento angular es capaz de redistribuir la den-
sidad de bosones de tal forma que las curvas de rotación gal´acticas obtenidas son
comparables con las observadas en galaxias dominadas por materia oscura en un
rango del orden de 10kpc, donde las configuraciones se estabilizan durante escalas
de tiempo largas y permanecen acotadas.
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un tercer régimen, en el cual la rotación es tan fuerte que eventualmente disper-
sará toda la densidad de bosones hacia fuera del dominio numérico hasta destruir la
configuración. El tiempo en que se muestra en todos estos regı́menes es del orden de
1 Gyr.

Existe mucha semejanza entre la rotación de BEC con y sin autointeracción, es decir, en
los dos casos se obtienen los tres regı́menes, simplemente cambia el valor del momento
angular aplicado. La difencia entre ellos es que en el caso deun BEC autointeractuante se
necesitan magnitudes más pequeñas deLz para obtener curvas de rotación comparables con
galaxias dominadas por materia oscura.
Sobra decir que diferentes valores deLz implican diferentes curvas de rotación, esto impli-
carı́a que las diferentes curvas de rotación galácticas observadas corresponden a galaxias
con diferente momento angular, esto es posible pues no hay una razón fı́sica que lo impida.
Finalmente, se concluye que el modelo de BEC rotante es plausible para respaldar al bosón
ultraligero como la materia oscura a escala galáctica, pues proporciona curvas de rotación
adecuadas a distancias grandes del centro galáctico y masas del orden de galaxias enanas, y
en el caso de rotación rı́gida de un BEC sin autointeracción, sólo se necesita un parámetro
libre, el momento angularLz.
En un futuro trabajo se podrı́a explorar la extensión del modelo a 3D sin simetrı́as, resol-
viendo la ecuación de Poisson sin simetrı́as, utilizando por ejemplo, métodos espectrales.
De la misma manera se puede explorar la evolución del sistema GPP con condiciones dife-
rentes a las expuestas aquı́.
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[18] F. S. Guzmán and L. A. Ureña-López, Phys. Rev. D 69 (2004) 124033.
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