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1. Introduccion

La geometria y la aritmética son las ramas mas antiguas de las matematicas. El origen de
ambas disciplinas se remonta a las antiguas civilizaciones de Egipto y Mesopotamia; surgieron
por la necesidad que tenian los habitantes de estas regiones por resolver problemas practicos.

Desde el principio y hasta alrededor del afio 800 a.C., los conocimientos adquiridos en
estas regiones se obtenian mediante la experiencia y se comprobaban por medio de la experi-
mentacion. Esto satisfacia las necesidades practicas de esa poblacion y, quizas, por este motivo
no se habia intentado dar un tratamiento mas formal a la matematica.

Los griegos fueron los primeros en intentar formalizar las matematicas. Siendo herederos
de gran parte del conocimiento que los egipcios y babilonios habian adquirido, y debido a su
aficion y capacidad por elaborar teorias para explicar el universo, en matematicas quisieron
llegar a un nivel de abstraccion mayor. Su estructura social les permitia lograr este proposito,
pues tenian gente dedicada solamente a ello.

En Grecia, hubo varios matematicos que descubrieron teoremas importantes usando un
tipo de razonamiento que permitiera introducir argumentos que justifiquen lo que se afirmaba.
Sin duda, para los propositos de este trabajo, el méas importante es Euclides de Alejandria,
quien vivi6 alrededor del afio 300 a.C.. Euclides compild todo el conocimiento matematico de
su tiempo, en trece libros conocidos como Los Elementos.

En Los Elementos, Euclides comienza dando definiciones de los términos mas elementales
y hace afirmaciones que relacionan estos términos, los cuales se llaman postulados. Ademas,
Euclides da algunas nociones comunes conocidas como axiomas. A partir de esto, desarrol-
la toda la matematica conocida demostrando las demas afirmaciones, llamadas teoremas. Para
hacerlo, cuida que en la demostracion de un teorema s6lo se usen definiciones, teoremas proba-
dos previamente, postulados y nociones comunes.

El tratamiento que Euclides da a las matematicas en Los Elementos se conoce como méto-
do axiomatico. El método axiomatico es muy importante ya que permite desarrollar teorias
matematicas siguiendo un orden definido; éste es el método que actualmente se utiliza.

Los Elementos de Euclides fueron criticados desde su publicacion, lo cual ocurrié porque
cometio algunos errores 16gicos, como dar por hecho afirmaciones que no habian sido estable-
cidas como axiomas o postulados y tampoco eran teoremas probados con anterioridad. Sin
embargo, la parte mas cuestionada fue la correspondiente al quinto postulado. A continuacién
explicamos brevemente en qué consistia el problema que se advertia sobre el quinto postulado.

Para los griegos, un postulado debia ser evidente por si mismo. Los primeros cuatro pos-
tulados cumplian evidentemente este ideal. A continuacion enunciamos los cuatro postulados:

1. Dados dos puntos Py () del plano, existe una tnica linea recta que pasa por Py Q).



2. Dado cualquier segmento AB, es posible prolongarlo en ambos sentidos tanto como sea
necesario.

3. Dados dos puntos C'y A, existe una circunferencia de centro C'y radio r = C'A.

4. Todos los angulos rectos son iguales.

Sin embargo, el quinto postulado no es tan evidente como los demas. El postulado es el
siguiente:

5. Si una recta al incidir sobre otras dos rectas, hace los dngulos internos del mismo lado
menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el
lado en el que estan los angulos menores que dos rectos.

La figura siguiente, donde o + 8 < 180°, muestra la interpretacion del postulado.

Figura 1. Quinto postulado de Euclides.

Los primeros cuatro postulados son facilmente comprobables por medio de la experi-
mentacion. Sin embargo, el quinto no lo es, pues no es posible determinar si dos rectas en toda
su extension se cortan, ya que solo se pueden trazar segmentos finitos de recta. Ademas, hay que
destacar que Euclides no usa el quinto postulado desde el principio, sino que trata de desarrollar
lo més posible sin él. Esto hizo pensar que Euclides tampoco estaba satisfecho clasificandolo
como postulado. Por lo que deberia ser un teorema y, como tal, se tenia que demostrar.

Durante aproximadamente dos milenios, muchos matematicos trataron de demostrar el
quinto postulado a partir de los otros cuatro. Se dieron varias supuestas demostraciones, pero en
todas ellas habia un error. El error siempre consistia en dar por hecho una afirmacion equivalente
al postulado. De esta manera, surgieron variadas proposiciones equivalentes al postulado, las
cuales dieron algunas ideas para solucionar el problema. Entre ellas esta el postulado de John
Playfair (1748-1819) que se muestra en la Figura 2.

5. Dada una recta [ y un punto P que no esté sobre la recta [, existe una Unica recta m que
pasa por Py que es paralela a [.

El postulado de Playfair fue sumamente importante para resolver el problema del quinto
postulado, pues su negacion dio origen a una nueva geometria, llamada Geometria hiperbolica.
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Figura 2. Postulado de Playfair.

El matematico ruso Nikolai Ivanovich Lobachevski (1793-1856) fue uno de los primeros
en darse cuenta de que la clasificacion del quinto postulado era correcta. Lo que hizo fue negar el
postulado de Playfair y mostrd que no habia ninguna contradiccion con los demas postulados.
También los matematicos Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Janos Bolyai (1802-1860) se
dieron cuenta de esto, pero Lobachevski fue el primero en hacer publicos sus resultados.

Lobachevski desarrollo la Geometria hiperbdlica aceptando los primeros cuatro postulados
de Euclides y las primeras 28 proposiciones de Los Elementos, que son independientes del
quinto postulado; en lugar del quinto postulado, Lobachevski usa la siguiente afirmacion (Figura
3), conocida como postulado de Lobachevski:

5. Si P es un punto que no estd en la recta AB y si () es el pie de la perpendicular desde
P hasta AB, hay desde P dos rayos, PX, PY, que no coinciden en la misma recta y no
cortan a AB, y tales que cualquier rayo PZ desde P y que quede dentro del /X PY que
contiene a P(), cortard a AB.

A Q B
Z

Figura 3. Postulado lobachevskiano de las paralelas.

Lamentablemente, este desarrollo de la Geometria hiperbdlica de Lobachevski implica
dificultades para entender su contenido, debido a que va en contra de la intuicion y la percepcion
sensorial. Por ello, Lobachevski recibio varias criticas e insultos por parte de algunos de sus
compaiieros rusos, que fueron los primeros en leer su trabajo. Esas criticas eran hirientes y
expresaban que el trabajo de Lobachevski solo contenia ideas absurdas e inutiles, escritas de
la manera mas incomprensible. Esto quiere decir que sus compafieros no entendieron lo que
Lobachevski queria expresar en su libro acerca de la nueva geometria.

Sin embargo, la realidad es que las primeras personas que leyeron el trabajo de Lobachevs-
ki no eran competentes para hacerlo, pues eran ideas completamente nuevas que no cualquiera
podia asimilar. Cuando Gauss se entero del trabajo de Lobachevski, lo leyo y fue el primero en
entenderlo. Finalmente, Gauss hizo que se reconociera el trabajo de Lobachevski.
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Aunque ya se habian obtenido una buena cantidad de resultados de la Geometria hiperbdli-
ca, a partir de los axiomas, aun quedaba pendiente verificar que en realidad se trataba de una
teoria consistente; es decir, asegurar que no se encontraria ninguna contradiccion al seguir desar-
rollandola. Para ello, varios matematicos buscaron una manera de ver la Geometria hiperbdlica
dentro de la Geometria euclidiana; es decir, estaban buscando un modelo de la Geometria de
Lobachevski. Asi, la Geometria hiperbdlica iba a ser tan consistente como la Geometria euclid-
iana e iba a ser mas facil de entender, aplicar y desarrollar, puesto que la Geometria euclidiana
se corresponde mas con nuestra intuicion.

Surgieron varios modelos, pero los dos mas importantes para nuestro propdsito son llama-
dos comunmente modelos de Henri Poincaré (1854-1912). El primero de ellos, consiste en ver
el plano como los puntos internos del circulo unitario centrado en el origen de R? y las rectas
como circunferencias ortogonales a la circunferencia unitaria y diametros de ésta (Figura 4).
En el segundo, el plano es el semiplano superior de R?, donde las rectas son circunferencias
ortogonales al eje = y las rectas perpendiculares a dicho eje (Figura 5). Estos dos modelos fa-
cilitan enormemente la asimilacion de la Geometria hiperbolica y proporcionan una buena guia

intuitiva de ella.

D

Figura 4. Modelo del disco unitario de Poincaré.

Figura 5. Modelo del semiplano superior de Poincaré.

El uso de los modelos fue muy importante ya que, ademds de adquirir una mejor idea intu-
itiva de la nueva geometria, permitié entender sus aplicaciones a otras ramas de las matematicas
o de la fisica. Desde entonces, las matematicas adquirieron mayor rigor y formalidad. Conocer
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estos modelos ayuda, significativamente, a la comprension de la Geometria hiperbolica; con-
viene estudiarlos con detenimiento y tener la mente abierta para aprender algo diferente a lo
que comunmente dice la intuicién.

El propdsito de este trabajo es dar a conocer, esperamos que en la forma mas entendible
posible, cdmo fue que se descubrid y desarrolld la Geometria hiperbolica; cual fue el primer
desarrollo de Lobachevski y qué beneficios trae el uso de los modelos. Describiremos en detalle
los modelos de Poincaré y probaremos los resultados referentes a la Trigonometria de Loba-
chevski; asi mismo, la contrastaremos con la Trigonometria euclidiana.

Asi, considerando nuestro problema de investigacion, las preguntas que guian el desarrollo
de este trabajo son las siguientes:

1. (Cuales fueron los factores que influyeron, principalmente, en el descubrimiento de la
Geometria hiperbdlica?

2. (Cdémo fue el primer desarrollo de la Geometria de Lobachevski y qué dificultades tuvo
para dar conocer su teoria?

3. (Esencialmente, en qué se diferencian la Geometria hiperbolica y la Geometria euclidi-
ana?

4. ;Coémo es el tratamiento de la Geometria hiperbolica a través de modelos y cémo con-
tribuye esto en el desarrollo de la intuicion?

5. (Qué ventajas ofrece el tratamiento con modelos respecto al tratamiento axiomatico de la
Geometria hiperbolica?

Los intentos por solucionar el problema del quinto postulado de Euclides seran abordados
en el Capitulo 2. También ahi veremos como se descubrio la Geometria hiperbdlica y cuales
fueron las primeras dificultades que trajo la aceptacion de la misma.

En el Capitulo 3 desarrollaremos la Geometria hiperbdlica de la manera axiomatica usan-
do, esencialmente, las ideas de Lobachevski, con el propdsito de mostrar en qué consiste este
desarrollo; esto puede ayudar a entender por qué va en contra de la intuicion.

Finalmente, en el Capitulo 4, mostraremos el desarrollo de la Geometria de Lobachevski
mediante diversos modelos para mostrar las ventajas de su uso. Ademas, haremos ver que tam-
bién se pueden usar herramientas de algebra y otras ramas de las matematicas para estudiar esta
geometria.



2. Breve historia de la Geometria hiperbolica

En esta secciéon vamos a explicar el proceso que llevo a la solucidon del problema de las
paralelas. Mostramos algunos trabajos que destacados matematicos hicieron para intentar de-
mostrar el quinto postulado, asi como las circunstancias que llevaron al descubrimiento de la
nueva geometria.

Al final de la seccion, vamos a mostrar algunas consecuencias importantes de dicho des-
cubrimiento, sin ahondar mucho en detalles, ya que no es el proposito del presente trabajo.

2.1. Algunos argumentos de Euclides sobre la Teoria de las paralelas

Primeramente, vamos a describir el desarrollo inicial de la teoria de las paralelas dado
en Los Elementos. Nos centraremos solamente en el primer libro, porque es donde Euclides
establece sus postulados y empieza a desarrollar la geometria; en particular, la teoria de las
paralelas.

Euclides empieza a desarrollar su teoria de las paralelas a partir de la proposicion 16 (Figu-
ra 6). Esta proposicion dice lo siguiente:

“En todo triangulo, si se prolonga uno de sus lados, el angulo externo es mayor que cada
uno de los angulos internos y opuestos”.

A

(07

v

B C D

Figura 6. Proposicion 16.

Si tenemos dos rectas en un mismo plano cortadas por una tercera recta, obtenemos ocho
angulos en los que pueden suceder los siguientes casos (Figura 7).

1. x = ¢ 00 = € (Los angulos alternos internos son iguales).
2. B =~ o0 a=n(Los angulos alternos externos son iguales).
3. B=0¢,a=c¢,06 =no0x = (Los angulos correspondientes son iguales).

4. ¢4+ x = 180° 0 ¢ + 6 = 180° (La suma de los angulos conjugados internos es igual a dos
rectos).



Figura 7. Angulos entre paralelas cortadas por una secante.

De cualquiera de estas situaciones se desprende que las rectas son paralelas haciendo uso
de la proposicidon 16. Haremos la deduccion en el caso 1, los demds son similares.

Si las rectas se cortaran, se formaria un triangulo ABC' (Figura 8) en el que el angulo
exterior seria igual a un angulo interior. Esto contradice la proposicion 16; por lo tanto, las
rectas son paralelas.

Figura 8. Demostracion en el caso 1.
De aqui se sigue a la siguiente proposicion:

“Si dos rectas en un mismo plano son cortadas formando dngulos iguales, entonces estas
dos rectas son paralelas”.

Es natural preguntarse si el reciproco es cierto. Parece evidente que si, por nuestra expe-
riencia con lineas paralelas. Ademads, por la manera en como ordend el material del libro, se
sabe que Euclides intent6 demostrar dicho reciproco porque parecia que traté de desarrollar lo
mas posible sin €l. Quizas pensaba que era un teorema pero no logré demostrarlo; y resolvié la
situacion afiadiéndolo como un postulado.

Por primera vez Euclides usa el quinto postulado en la proposiciéon 29. Podremos com-
prender la redaccidn final, si seguimos los siguientes razonamientos. Primero notemos que se
cumplen las siguientes dos afirmaciones:

1. Si la suma de angulos conjugados es 180° entonces las rectas son paralelas; de lo con-
trario, las rectas no lo son y deberan encontrarse en un punto.
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2. De la proposicion 16 se puede deducir que dos angulos internos de un tridngulo jamas
pueden exceder 180°; ésta es la proposicion 17.

La afirmacion 1 se deriva del caso 4 en el que los angulos conjugados internos suman 180°.
Enseguida demostramos la afirmacion 2:

Consideramos un triangulo ABC'y sean a y 3 los dngulos exteriores correspondientes a
/BAC'y ZABC (Figura 9). Entonces, « + ZBAC + g + ZABC = 360° y de la proposicion
16, tenemos que LBAC < fy ZABC < «. Sumando ambas desigualdades obtenemos que
/BAC + ZABC < a + [y esto nos implica que Z/BAC + ZABC < 180° < «a + f3, pues la
suma total es de 360°.

C

o B
/'A B\

Figura 9. Demostracion de la proposicion 17.

Combinando estas dos observaciones, Euclides enuncio6 su quinto postulado como sigue:

“Si una recta al incidir sobre dos rectas hace los angulos internos del mismo lado
menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran
en el lado en el que estan los &ngulos menores que dos rectos™.

De aqui vemos que el quinto postulado era, en cierta manera, el reciproco de la proposicion
17 y no se creia posible que la negacidon de una proposiciéon fuera un postulado. Esto fue un
argumento mas para la sospecha de que se trataba en realidad de un teorema. Fue entonces que
diversos gedmetras se dieron a la tarea de probarlo y resolver esta situacion. Veremos en las
siguientes paginas los intentos mas importantes que se hicieron para conseguir ese fin.

2.2. Algunos intentos de demostrar el quinto postulado

Analicemos algunos intentos realizados para resolver el problema de las paralelas, por
parte de los sucesores de Euclides. Es importante notar que si bien, estos intentos fueron infruc-
tuosos, sirvieron enormemente para la solucion del problema, pues dieron variadas proposi-
ciones equivalentes al quinto postulado. En el siguiente capitulo vamos a ver que la negacion
de tales proposiciones, no implican contradiccion con los demés postulados de Euclides.
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Primero revisaremos el intento de Proclo (410-485), también llamado “El sucesor” o “Dié-
doco”, quien fue uno de los ultimos grandes fildsofos griegos. Proclo se dio cuenta que el quinto
postulado quedaria demostrado si primero demostraba lo siguiente (Figura 10).

“Dadas dos rectas paralelas [ y m cualesquiera y r otra recta distinta a [ y que la corta,
entonces r también corta a m”.

r

\ |
\

Figura 10. Intento de Proclo.

Proclo demuestra esta afirmacion de la siguiente manera:

Sily r se cortan en A, al prolongar dichas rectas indefinidamente la distancia entre ellas
es mayor que cualquier longitud. Asi que en alguin momento sera mayor que la distancia entre
las paralelas y asi, necesariamente la recta r tiene que cortar a la recta m.

Esta demostracion es muy visual y puede parecer, a primera vista, muy convincente. Sin
embargo, hay dos detalles que se necesitan explicar:

1. Habla de una distancia entre rectas paralelas.

2. Comenta que la distancia entre dos rectas no paralelas, al prolongarse indefinidamente se
tiene una distancia mayor que cualquier magnitud.

Ambos detalles no son tratados por Euclides como postulados ni como teoremas y, por
esto, Proclo debié demostrarlos. Proclo atribuy6 la segunda afirmacion a Aristételes, mientras
que la primera es equivalente al quinto postulado, pero este es un hecho que Proclo desconocia.

Ahora veremos la demostracion de John Wallis (1616-1703), quien era profesor de la Uni-
versidad de Oxford; en 1663 la dio a conocer en una conferencia. La demostracion es la sigu-
iente:

Tenemos que demostrar que la perpendicular AB y la oblicua C'D a la recta AC se tienen
que cruzar del lado del angulo agudo ZAC D (Figura 11). Bajamos del punto F' en C'D, una
perpendicular a C'A y sea GG, el punto de interseccion con C'A. Construimos el triangulo C' A’ E’
semejante al triangulo CG'F' por la relacion de los lados homdlogos C'A : GC'. Asi que el lado
C'A es igual al CAy LA'C'E' = ZACD. Si ponemos el triangulo A’C'E’ de manera que
el segmento A’C” coincida con el segmento AC, entonces las rectas A’E’ y C'E' coincidiran

11
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Figura 11. Prueba de Wallis.

respectivamente con las rectas AB y C'D, donde el punto £’ estara sobre el punto F, que sera
necesariamente la interseccion de ABy C'D.

El argumento parece a simple vista irreprochable, pero en realidad supone que a cada
triangulo le corresponde un tridngulo semejante para cualquier razon entre los lados. Esto no
solo es equivalente al quinto postulado de Euclides sino que es superfluo; es decir, basta con
admitir la existencia de dos tridngulos semejantes cualesquiera para poder probar el quinto
postulado de Euclides.

Ahora revisaremos la “Prueba de rotacion” debida al matematico aleman Bernhard Friedrich
Thibaut (1775-1832). Esta prueba dice lo siguiente:

Consideremos una regla, donde su orilla coincide con el lado AC' de un tridngulo y es rota-
da sucesivamente a través de los tres vértices A, B, C, en la direccion ABC, tal que coincida en
su respectivo turno con los lados AB, BC'y C'A. Cuando la regla regrese a su posicion original,
¢sta debid haber rotado cuatro angulos rectos y debid hacerlo sobre los dngulos externos del
tridngulo. Como sabemos que la suma de los dngulos internos y externos de un tridngulo es seis
rectos, entonces la suma de los dngulos internos es dos rectos.

La falla en esta supuesta demostracion, es que las tres sucesivas rotaciones no son equiv-
alentes a una unica rotacidon de cuatro angulos rectos alrededor de un punto, sino que es equiv-
alente a una traslacion a una distancia igual al perimetro del tridngulo a lo largo de uno de sus
lados.

Este procedimiento también puede realizarse bien sobre una esfera tomando como regla
un circulo maximo y se tiene que la suma de los angulos externos de un triangulo es menor que
cuatro rectos.

También hubo falacias obtenidas por tratar con éareas infinitas, como la prueba de Louis
Bertrand (1731-1812), profesor de matematicas en Génova, que enunciamos a continuacion:

Sea AX una linea infinitamente alargada en la direccion de X que es dividida en partes
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iguales AB, BC, ... y sean las lineas AA’, BB, ... infinitas cuyos angulos con AX son iguales
(Figura 12). Asi que las infinitas tiras A’ABB’, B'BC(’, ... pueden ser superpuestas y tener
areas iguales. Pero se requieren infinitas tiras para cubrir el areca A’ AX, contenida entre las
lineas AA’y AX. También, podemos dividir el angulo A’ AX en partes iguales A’AP, PAQ, ....
Entonces estos sectores pueden ser superpuestos y tener areas iguales, pero se requiere sélo una
cantidad finita para cubrir el area A’AX.

A B C D
P

Q

A B C D X

Figura 12. Prueba de Bertrand.

Asi tenemos que por mas pequefio que el angulo A’ A P pueda ser, siempre su area es mayor
que A’ ABB’. Esto quiere decir que no esta contenido el angulo en la tira y, eventualmente, AP
debe cortar a BB'. Es evidente que este resultado es equivalente al quinto postulado.

El problema aqui consiste en aplicar el principio de superposicion para areas infinitas como
si fuesen magnitudes finitas. Mostraremos el error con un ejemplo.

Sean A’ABB’' y C'C' DD’ dos tiras infinitas con AB # C'D (Figura 13). Marcamos AA;,
A1 A,,...alolargo de AA’ cada unaigual a C'D, marcamos C'C4, C1,Cs, ... en C'C” todas iguales
a AB y dividimos las tiras en rectangulos por estos puntos. Asi, todos estos rectangulos son
iguales en drea y si los numeramos consecutivamente, entonces a cada rectangulo en una tira le
corresponde el rectangulo con el mismo nimero en la otra tira. Si admitimos los teoremas de
congruencia e igualdad de areas, tenemos que admitir que las dos tiras tienen la misma area y
asi, el area es independiente de la longitud de AB. Estas deducciones son tan validas como las
utilizadas anteriormente para deducir el quinto postulado de Euclides.

Veamos ahora el postulado del matematico escocés John Playfair, el cual es equivalente al
quinto postulado de Euclides; el cual, como ya mencionamos, considerando su negacién como
valida, Lobachevski desarrollé la nueva geometria.

El postulado de Playfair es el siguiente:
“Por un punto exterior a una recta dada pasa una unica recta paralela a ella”.

Veremos a continuacidon que es equivalente al quinto postulado.
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1 2 3
/
A Ay Ag As A
D D’
1 2 3
C/

C Ci Cy (s

Figura 13. Ejemplo de falacia.

Sin usar el quinto postulado se puede probar que existe una recta ' paralela a r que pasa
por M. Esto se consigue trazando la recta perpendicular M N a r que pasa por M y después de
esto, se traza la recta perpendicular " a M N que pasa por M (Figura 14). Las rectas r y 7’ son
paralelas pues de lo contrario, si P es su punto de interseccion, el triangulo M N P tendria dos
angulos que suman 180°. Esto, como ya vimos, es imposible.

Ahora, usando el quinto postulado veamos que la paralela es tnica.

Si existiera otra recta " paralela a r que pase por M, por ser diferente de r’ se tendria que
uno de los angulos con M N seria agudo. Por el quinto postulado 7 y r” se cortarian del lado
donde esta el angulo agudo, haciendo imposible la existencia de tal paralela.

M r!

,r//

N r

Figura 14. El postulado de Euclides implica el de Playfair.

Para concluir, expondremos como se obtiene el quinto postulado a partir del postulado de
Playfair.

Sean [ y m rectas cortadas por una recta secante r que forman a un mismo lado angulos
internos cuya suma es menor que 180° (Figura 15), y trazamos la recta m/' tal que los angulos «
y 0 sean iguales y alternos internos. De esta manera [ y m’ son paralelas.

Por el postulado de Playfair las rectas m y [ se tienen que cortar. Solo falta verificar que
lo hacen en las prolongaciones de los angulos que suman menos de 180°. Si x es el angulo
suplementario de /3, tenemos que x + 3 = 180° y o + 8 < 180°, y por tanto x > «. Para que
se cumpla la proposicion 16, la interseccion debe estar en el lado que queremos.

Por ultimo, revisaremos una supuesta demostracion del matematico francés Adrien-Marie
Legendre (1752-1833). Primeramente demostro, sin recurrir al quinto postulado, las siguientes
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Figura 15. El postulado de Playfair implica el de Euclides.

tres afirmaciones:

1. La suma de los angulos de un tridngulo no puede ser mayor que dos angulos rectos.

2. Si la suma de los angulos es igual a dos rectos en un tridangulo cualquiera, también es
igual a dos rectos en cualquier otro triangulo.

3. Silasuma de los &ngulos de un tridngulo es igual a dos rectos, el postulado de las paralelas
es valido.

A partir de estas proposiciones podemos afirmar que:

“El quinto postulado de Euclides equivale a admitir que la suma de los tres d&ngulos de un
triangulo es igual a dos rectos”.

Entonces Legendre se concentrd en probar que la suma de los angulos internos de un
triangulo es igual a dos rectos. Veamos la demostracion que propuso.

Primeramente realiza la siguiente construccion (Figura 16).

1. Se construye el triangulo ABC'.

2. A su lado se construye un triangulo igual al ABC' pero de vértices BCD (AB = CD,
BD = AC'y con el lado comun BC).

3. Se construye un triangulo AF I’ tal que sus lados AF'y AE contengan, respectivamente,
los segmentos AB y AC, y de tal manera que el punto D esté situado sobre el segmento
EF. Como es facil observar, los puntos £ y F' no estan univocamente determinados.

A continuacidn, supone que no se cumple que la suma de los tres angulos de un tridngulo
es igual a dos rectos, y por sus afirmaciones, la suma tiene que ser menor que dos rectos.

Entonces, la suma de los angulos del triangulo ABC' es 180° — o con o > 0, y la suma de
los angulos del A BC'D es también 180° — « por ser congruente con el triangulo ABC'. También
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A B F

Figura 16. Demostracion de Legendre.

tenemos que la suma de los angulos del ABDF es 180° — Sy ladel ACED es 180° — v donde
B>0y~y>0.

Sumando todos los angulos interiores de los cuatro triangulos obtenemos:
2 x (180° — «v) + (180° — ) 4 (180° — ) =4 x 180 — 2ac — B — vy

Pero al restar tres veces 180°, obtenemos la suma de los angulos internos del triangulo
EAF,queesigualad x 180 —2a — f —v — 3 x 180 = 180 — 2av — § — v < 180 — 2«v.

Asi, hemos dado un procedimiento para que a partir de un tridngulo, cuya suma de angu-
los es 180° — «, podamos construir tridangulos cuya suma de angulos sea menor que 180° —
2, 180° — 4av, ..., 180° — 2", .... Eventualmente, vamos a obtener un tridngulo cuya suma de
angulos internos sea menor que 0°, lo cual es absurdo. Por lo tanto no puede ocurrir que la suma
de los angulos internos de un tridngulo sea menor que 180°.

A pesar de que es muy ingeniosa, la demostracion de Legendre no es correcta, ya que
supone que por el punto D situado en el interior del angulo Z BAC, siempre se puede trazar
una recta ' que se encuentre con ambos lados del angulo. Esta aseveracion es equivalente al
quinto postulado de Euclides.

De los intentos que acabamos de mencionar obtenemos varias proposiciones equivalentes
al quinto postulado de Euclides. Estas proposiciones son las siguientes:
1. Dos rectas paralelas entre si estan a distancia finita (acotada).
2. Existen triangulos semejantes (pero no iguales).
3. Por un punto exterior a una recta dada pasa una Unica recta paralela a ella.

4. La suma de los angulos internos de un tridngulo es igual a dos rectos.
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5. Por un punto dentro de un dngulo siempre es posible trazar una recta que se corte con los
lados del angulo.

En el capitulo siguiente veremos porqué son equivalentes; y al final del trabajo, en la parte cor-
respondiente de los modelos, veremos porqué los intentos expuestos anteriormente son fallidos.

2.3. Trabajos de Saccheri y Lambert

Los intentos por resolver el problema de las paralelas se habian concentrado en demostrar
el quinto postulado a partir de los primeros cuatro. En todos estos intentos se habian dado
supuestas demostraciones, pero en cada una de ellas, se encontré que usaban una afirmacion
equivalente al quinto postulado.

Sin embargo, el monje jesuita de origen italiano Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733),
mientras era profesor de matematicas en la Universidad de Pavia, publicé la primera investi-
gacion realmente cientifica sobre el problema de las paralelas. Su trabajo lo titulé Euclides ab
omni neevo vindicatus (Euclides liberado de toda falla).

Saccheri también fue profesor de logica en Turin y estaba fascinado por el método de
reduccidn al absurdo; por ello, intentd aplicar este método al problema de las paralelas. Los
intentos anteriores de otros matematicos, habian consistido en probar directamente el postulado,
mientras que Saccheri intent6 una prueba negandolo.

Saccheri queria encontrar una contradiccidn resultante de negar el quinto postulado; es
decir, Saccheri intentaba encontrar un teorema que tanto €l como su negacion, se dedujeran de
los cuatro primeros postulados y la negacion del quinto.

Para su propdsito, Saccheri razona sobre su cuadrildtero birrectangulo (cuadrilatero de
Saccheri). El cuadrilatero de Saccheri se construye de la siguiente manera (Figura 17):
1. Se traza el segmento AB, que sera la base.
Se levantan perpendiculares al segmento AB, en los puntos Ay B.

Se dibujan los segmentos AD y BC' de la misma longitud.

S

Se unen los puntos ABC'D para formar el cuadrilatero, donde el segmento C'D sera la
cima.

Saccheri prueba que los dngulos interiores ZADC'y ZBC'D son iguales (una demostracion
de esto la damos en el Capitulo 3); una vez hecho esto, Saccheri considera tres hipotesis:

1. ZBCD = ZADC = 90°.
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] []
A B

Figura 17. Cuadrilatero de Saccheri.

2. LZBCD = LADC > 90°.
3. ZBCD = LADC < 90°.

Saccheri las llama, hipotesis del dngulo recto, hipotesis del dangulo obtuso e hipdtesis del
angulo agudo, respectivamente. De aqui, intenta probar que la unica hipotesis aceptable es la
del angulo recto; para ello tiene que desechar las del angulo obtuso y del angulo agudo.

Primeramente, Saccheri demuestra algunas proposiciones importantes como las siguientes:

“Si en un solo tridngulo, la suma de los dngulos es igual, mayor o menor que dos rectos, en
todos los demas triangulos esta suma sera respectivamente igual, mayor o menor que dos rectos
(Prop. 8, Euclides ab omni nceevo vindicatus)”.

“Segun que se verifique la hipdtesis del angulo recto, la hipotesis del angulo obtuso o la
hipoétesis del angulo agudo, la suma de los angulos de un tridngulo sera respectivamente igual,
mayor o menor que dos rectos (Prop. 9, Euclides ab omni neevo vindicatus)”.

Saccheri no desarrolla la hipdtesis del angulo recto, pues ésta da como resultado la ge-
ometria de Los Elementos.

También desecha rapidamente la hipdtesis del angulo obtuso; Saccheri demuestra de una
manera perfectamente rigurosa, que las rectas AB y C'D se acercan una a la otra de tal forma,
que deben cortarse a ambos lados del punto medio de AB, pero dos rectas no pueden cortarse
en dos puntos distintos.

Saccheri desarrolla la hipétesis del angulo agudo con una mayor profundidad, y obtiene
varios teoremas geométricos derivados de la hipdtesis del dngulo agudo con un rigor irre-
prochable. Sin embargo, interrumpe bruscamente este hilo de razonamientos en la proposicion
33, donde Saccheri obtiene el siguiente resultado:

“Existen dos rectas p y ¢ pasando por P, asintoticas a r y que dividen la familia de rectas
que pasan por P en dos clases: la primera clase es la formada por aquellas rectas por P que
cortan a r, y la segunda por aquellas que tienen una perpendicular comun con .
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Esta afirmacion lo hace decir:

Si la hipétesis del angulo agudo es verdadera, las lineas p y r tendrian una perpen-
dicular comun en su punto al infinito, lo cual es contrario a la naturaleza de la linea
recta (Bonola, p.43).

Y concluye:

La hipdtesis del angulo agudo es absolutamente falsa, porque repugna a la natu-
raleza de la linea recta (Bonola, p. 43).

Pero esto no es una contradiccion logica, sino que Saccheri volvid a su concepcion del
mundo, que le hizo decir esta afirmacion. A pesar de su error, el trabajo de Saccheri tiene mucho
valor, pues es el primer tratado de Geometria hiperbdlica. Sin embargo, no se le considera
su descubridor ya que su intencion no era desarrollar una nueva geometria, sino justificar a
Euclides.

El matematico y filésofo aleman de origen francés Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
eligio un camino parecido al de Saccheri para tratar el problema de las paralelas. Lambert utiliza
cuadrilateros trirrectangulos para este fin y de hecho, un cuadrilatero de Lambert es la mitad de
uno de Saccheri.

La construccion del cuadrilatero de Lambert es la siguiente (Figura 18):

1. Trazar larecta AB.
2. Dibujar la recta AD perpendicular a la recta AB en el vértice A.
3. Localizar un punto C' ajeno a las rectas ABy AD.

4. Trazar las perpendiculares desde C' a las rectas ABy AD.

D C
]

] []
A B

Figura 18. Cuadrilatero trirrectdngulo de Lambert.

De esta forma, obtenemos un cuadrilatero con tres angulos rectos. Lambert considera las
siguientes tres posibilidades:
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1. ZBCD = 90°.
2. ZBCD > 90°.
3. ZBCD < 90°.

Estas posibilidades se corresponden respectivamente con las hipdtesis del angulo recto, del
angulo obtuso y del d&ngulo agudo de Saccheri. Lambert, al igual que Saccheri, intenta rechazar
las hipdtesis del angulo agudo y del d&ngulo obtuso. Para rechazar la hipotesis del angulo obtuso
Lambert realiza lo siguiente:

Se trazan dos rectas perpendiculares a una tercera recta AB, y a partir de los puntos
By, Bs, ..., B, se bajan perpendiculares hasta intersecar la otra recta en los puntos homoélogos
Al, AQ, ceny An (Figura 19)

B By By B,

A Aq Ay An

Figura 19. Construccidn para desechar la hipotesis del angulo obtuso.

En esta construccion, Lambert demuestra que los segmentos AB, A, By,...,A,, B, van de-
creciendo progresivamente. Asi se puede demostrar que AB — A, B,, > (AB — Ay B;)n. De
aqui, vemos que el segundo miembro puede ser tan grande como se quiera (postulado de Ar-
quimedes), mientras que el primero no es mayor que la medida de AB.

La contradiccion anterior permite a Lambert declarar falsa la hipdtesis del angulo obtuso;
sin embargo, Lambert indica que la hipdtesis es valida en la esfera si tomamos por rectas los
grandes circulos.

La hipotesis del angulo agudo la trata con mucha mayor profundidad que Saccheri. En sus
intentos por encontrar contradicciones, Lambert encuentra varios hechos notables. Por ejemplo,
encuentra el siguiente resultado:

“Dado un tridngulo cualquiera ABC, el drea de dicho tridngulo se obtiene mediante la
formula S = K(m — A — B — (), donde K es una constante del plano”.

Esta formula indica que el area de un tridngulo es proporcional a la diferencia de 7 y la
suma de sus angulos interiores. En este tiempo también se conocia la férmula para la geometria
esférica muy parecida a la anterior, que era S = R?*(A + B + C — 7).

Si en la formula anterior ponemos como radio R - i, donde i?> = —1, obtenemos la férmula
del area del triangulo en la geometria del &ngulo agudo. Lambert se dio cuenta de esto y conje-
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turé que “la hipdtesis del angulo agudo se verifica en una esfera de radio imaginario” (Bonola,
p. 50).

El mayor mérito de Lambert fue que no se dejo inducir a el error, y no reconocié como
satisfactoria ninguna de las demostraciones que refutaban la hipdtesis del &ngulo agudo. Incluso,
llegd a considerar seriamente que, al menos desde el punto de vista logico, la geometria del
angulo agudo era la verdadera geometria en nuestro mundo. Ejemplo de esto es su siguiente
declaracion:

Las demostraciones del postulado de Euclides pueden llevarse tan lejos, que parez-
ca que no queda mas que una minucia. Pero un anélisis atento revela que es precisa-
mente esa “minucia” la que constituye el problema; generalmente es la proposicion
que se pretende demostrar, o un postulado equivalente (Kagan, p. 305).

2.4. Descubrimiento de la Geometria no euclidiana

Desde el afio de 1792 el matematico aleman Carl Friedrich Gauss estaba atraido por el
problema de las paralelas (Kagan, p. 285). Seguramente sus primeros contactos con el problema,
provienen de su maestro A. G. Kastner (1719-1800) quien, como Lambert, estaba convencido
de que el quinto postulado no podia ser probado a partir de los otros cuatro (Sommerville, pp.
21-22).

A pesar de que no publicd nada al respecto, salvo algunas referencias, es claro de su corre-
spondencia y fragmentos de sus notas que estaba muy interesado en ello. Se dice que Gauss no
publico esto, entre otras cosas, por temor a la critica, esto ultimo debido a lo que declara en una
carta a su amigo Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846): “Es probable que no pueda preparar
enseguida mis investigaciones extendidas a ese sujeto en forma que se puedan publicar. Pero
hasta es posible que yo no me decida jamas, porque temo a los gritos que daran los beatos
cuando yo enuncie mis puntos de vista por completo”. Sin embargo, Gauss fue probablemente

el primero en tener una idea clara de la posibilidad de una geometria diferente a la de Euclides
(Kagéan, p.288).

En 1818 Ferdinand Karl Schweikart (1780-1859), quien era profesor de leyes en Marburg,
envio a Gauss un escrito acerca de sus hallazgos de una geometria que €l llamaba “Geometria
astral”, para que éste le diera su opinion. Un afio mas tarde Gauss contestd la carta de una
manera muy elogiosa, diciéndole que €l también habia desarrollado una geometria astral muy
similar (Kagén, pp. 288-291).

En su obra, Schweikart admite que hay dos tipos de geometria, la euclidiana y la astral. En
la Geometria astral la suma de los angulos de cualquier tridngulo es menor que dos rectos. La
altura de un tridngulo rectangulo isdsceles, cuando crecen los lados, no puede superar un deter-
minado segmento, que llama la constante. S6lo cuando esa constante es infinitamente grande,
la suma de los angulos de cualquier tridngulo es igual a dos rectos.
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Schweikart indujo a su sobrino Franz Adolph Taurinus (1794-1874), a abordar el problema
de las paralelas. Taurinus, después de conseguir la aprobacion de Gauss, publicé dos libros, uno
en 1825 titulado Theorie der Parallellinien,y el otro en 1826 con el titulo Geometricae prima
elementa. En el primero sigue las tesis de Saccheri y Lambert, y dice que la Geometria no
euclidiana “repugna a toda intuicién” (Bonola, p. 78). En el segundo, habla de una geometria
logaritmica-esférica. La llama asi porque la obtiene de la Trigonometria esférica y las funciones
pertinentes que utiliza son logaritmos (Bonola, pp. 81-82). Taurinus fue capaz de transformar las
formulas trigonométricas esféricas en otras, que le sirven para obtener importantes resultados,
considerando para esto una esfera con radio imaginario. Un resultado notable que obtuvo es que
si el radio K tiende a infinito, se verifica que la suma de los d&ngulos de un triangulo tiende a 180°
y ademads, encontr6 el angulo de paralelismo. El trabajo de Taurinus es importante porque es
puramente algebraico; ademads, era la primera vez que se abordaba de esta manera el problema.

Farkas Bolyai (1802-1860) fue alumno y amigo de Gauss en Gotingen. Farkas estaba tam-
bién muy interesado en la teoria de las paralelas desde joven; le mand6 a Gauss un escrito en
el que le informaba de sus hallazgos y lo cerca que estaba de la solucion. Gauss le revelo las
falacias que habia cometido; también le explico que €l ya habia obtenido resultados que algunos
considerarian demostraciones, pero que no prueban nada. En particular, le comento que a partir
de la existencia de un tridngulo cuya area superara cualquier cota dada, se puede probar toda
la Geometria euclidiana. Después de esto, Farkas insistio y le mandé nuevos desarrollos de sus
pruebas, pero esta vez, Gauss no contesto (Kagan, p. 292).

Farkas se dio cuenta que su hijo, Janos Bolyai, estaba intentando resolver el problema de
las paralelas y le aconsejé no abordarlo, pues €l habia dedicado gran parte de su vida a ello y no
consiguié ningun resultado favorable. Sin embargo, Janos no desistid y siguio trabajando en el
problema. En 1826 presentd su trabajo a un profesor y tres aflos mas tarde lo envio a su padre
que, aunque no lo entendid por completo, lo afiadi6 como apéndice de su 7estamen. En 1832,
Farkas mandé el apéndice de su hijo a Gauss para que le diera su opinion. Gauss le contestd que
no podia elogiarlo demasiado porque los descubrimientos de su hjo ya los habia hecho ¢l con
anterioridad; también le coment6 que no los quiso publicar, pero estaba feliz por adelantarse a
publicar ese trabajo y que fuera el hijo de su querido amigo. A Janos no le gusto esta respuesta
pues sentia que Gauss minusvalidaba su trabajo (Kagan, pp. 292-295).

Mientras tanto, Nikolai Ivanovich Lobachevski, profesor de matematicas de la Universidad
de Kazan, también estaba interesado en la teoria de las paralelas desde hacia tiempo. Algunas
notas de sus estudiantes nos indican que Lobachevski intentd de diversas maneras establecer la
teoria de Euclides. Probo las proposiciones de Legendre y empled las ideas de direccidon y areas
infinitas (Kagan, p. 57). En 1823 prepard un manual de geometria para usarlo en su universidad,
pero le negaron su publicacidn, debido a que el secretario de la Academia de Ciencias de San
Petesburgo, N. Fuss (1755-1826), consideraba que no podia servir de manual y contesto con una
severa critica a Lobachevski (Kagan, pp. 82-84). Entre otras cosas, en ese libro Lobachevski
establece que “una prueba rigurosa del postulado de Euclides no ha sido todavia descubierta;
todas las que han sido dadas se podrian llamar explicaciones, y no merecen ser consideradas
pruebas matematicas en sentido estricto” (Kagén, p. 130).
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Tres afios después, exactamente el 11 de Febrero de 1826, envio a la seccion de fisica y
matematicas de la Universidad de Kazan un trabajo titulado “Exposition succinte des princip-
ies de la géométrie avec une demonstration rigoreuse du théoréme des paralleles” (Esposicion
sucinta de los principios de la geometria con una demostracidn rigurosa del teorema de las par-
alelas) en el que exponia los principios de su “Geometria imaginaria”. Lobachevski solicité que
se evaluara este trabajo y, de ser posible, se publicara. Los profesores encargados de revisar el
trabajo eran Simonov, Kupfer y Braschmann, quienes no estaban actualizados de las cuestiones
relativas a la geometria, por lo que no entendieron el trabajo de Lobachevski y desaprobaron su
publicacion (Kagén, pp. 131-132).

El 3 de Mayo de 1827 fue nombrado rector de la Universidad de Kazan (Kagan, p. 156).
A pesar de que Lobachevski tenia una vida muy ocupada por su cargo de rector, siguid escri-
biendo mas documentos para exponer la nueva geometria. En Febrero de 1829, aparecid en el
Mensajero de Kazan su libro Acerca de los principios de geometria, donde expone su Exposi-
cion sucinta, en la que dedica muchas paginas a estudiar y obtener su funcion de paralelismo
II(z) (Kagan, p. 133). Después de esta publicacion recibi6 criticas hirientes por parte de un
personaje anénimo de iniciales S. S., donde se burla de ella diciendo que contiene so6lo ideas
absurdas escritas de una manera incomprensible (Kagan, pp. 187-192).

Sin embargo, Lobachevski no desistid y en 1840 tratdé de aumentar la divulgacion de sus
ideas con su pequefio libro en aleman titulado Geometrische Untersuchungen zur Theorie der
Parallellinien (Investigaciones geométricas sobre la teoria de las paralelas) (Kagan, p. 230).
El orden seguido en este libro es el orden que seguiremos en el siguiente capitulo para desar-
rollar la Geometria hiperbolica, por lo que no comentaremos su contenido. S6lo diremos que
este libro permitié que la comunidad matematica tuviera contacto con las ideas de Lobachevs-
ki. Gauss ley6 este trabajo y debid impresionarlo, ya que en Noviembre de 1842 propuso la
candidatura de Lobachevski como “uno de los excelentes matematicos del Estado ruso”, para
que fuera miembro de la sociedad Cientifica de Gotingen (Kagén, p. 231). Este libro también
llegd a manos de Janos Bolyai en 1841, quien se sorprendi6 al ver en la introduccidn, que un
tal Lobachevski habia publicado una geometria similar a la suya, tres afios antes que él; esta
situacion debid causarle una gran decepcion (Kagan, p. 297).

Finalmente, antes de morir, Lobachevski escribid en 1855 un sumario de sus descubrimien-
tos titulado Pangeometry, escrito en francés, contribuyendo asi al memorial de su universidad.
Lo escribid por motivo del cincuentenario de la fundacion de la Universidad de Kazan. Esta
obra, que también escribid en ruso, no contiene nada nuevo que no se hubiera publicado antes y
no contenia ningun dibujo, tal vez porque Lobachevski ya estaba practicamente ciego (Kagan,
pp. 272-274).

2.5. Modelos geométricos

Después de 75 afios del nacimiento de Lobachevski sus ideas fueron, al fin, aceptadas. Sin
embargo, la cuestion que ocupo6 a Lobachevski gran parte de su vida ain quedaba sin resolver;
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es decir, demostrar que la nueva geometria no tenia contradiccion alguna. Lobachevski pensaba
haberlo logrado, pues las deducciones y conclusiones concordaban siempre. No obstante, en
un sentido estricto, seguia siendo una teoria logicamente injustificada; es decir, no se habia
demostrado con el mayor rigor que ningtn desarrollo de la teoria podia conducir a contradiccion
(Kagan, p. 307).

Para solucionar la cuestion, se buscaba una superficie en la que, con la forma usual de
medir, se cumplieran los axiomas de la Geometria hiperbdlica. En 1868, el matematico italiano
Eugenio Beltrami (1835-1900) fue el primero en encontrar una superficie en la que se pudiera
interpretar la Geometria de Lobachevski (Kagén, p. 311).

Beltrami propuso entonces su Modelo de la pseudoesfera. La pseudoesfera se genera a
partir de la rotacidn de una curva llamada tractriz. En ella, un segmento que une dos puntos es
la linea con distancia minima que une los puntos y que esté sobre la superficie. Dos figuras son
iguales si se puede establecer una correspondencia entre sus puntos, de manera que la distancia
entre puntos correspondientes sea la misma. Las longitudes, areas y angulos, se miden sobre la
superficie.

Beltrami demostré que a cada proposicion en la Geometria de Lobachevski, corresponde
una situacién en la pseudoesfera. Por lo que la Geometria de Lobachevski es s6lo una exposi-
cion abstracta de la geometria de la pseudoesfera. Lamentablemente, este primer modelo no es
completo, pues no siempre se puede alargar indefinidamente una recta (Kagan, p. 313).

Después de esto, el matematico aleman Felix Klein (1849-1925) termin6 un modelo, que
ya habia sido concebido por Beltrami, para la Geometria de Lobachevski que resultaba ser
completo (Kagan, p. 321). En este modelo, los puntos del plano de Lobachevski son los puntos
interiores de un circulo y las rectas son cuerdas euclidianas de dicho circulo. Pero la manera de
medir y calcular angulos es diferente de la euclidiana.

Al modelo de Klein siguieron los dos modelos del matematico francés Henri Poincaré que
ya hemos descrito en la introduccion. Aqui solo afiadiremos que los dngulos en ambos modelos
se miden euclidianamente pero en las longitudes y areas se hace de manera diferente.

Todos estos modelos se explican mas en detalle en el Capitulo 4. Se hace especial énfasis
en los modelos de Poincaré, ya que tienen la ventaja de que son completos y los angulos entre
lineas hiperbolicas, son los correspondientes angulos euclidianos, caracteristicas que los hacen
mas intuitivos.

2.6. Fundamentacion de la geometria

El desarrollo de la Geometria de Lobachevski impulso el trabajo de construir los pos-
tulados de Euclides de una forma exacta y completa. La Geometria de Lobachevski también
provoco una tendencia general a hacer més rigurosos los fundamentos de las matematicas
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(Kagan, pp. 334-335).

En 1899, el matematico aleman David Hilbert (1862-1943) public6 sus Fundamentos de
la geometria, que es considerada como una réplica moderna de Los Elementos de Euclides. En

esta obra, Hilbert sistematiza, con rigor logico formal, el saber geométrico anterior (Kagan, pp.
336-337).
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3. Geometria de Lobachevski

Una vez que hemos esbozado la historia de la teoria de las paralelas en los capitulos an-
teriores y mencionado cudles fueron las circunstancias del descubrimiento de la Geometria
hiperbolica, vamos a describir el desarrollo axiomatico de dicha geometria.

Para esto, se aceptan como validos los primero cuatro postulados de Euclides y las primeras
28 proposiciones del libro I de Los Elementos, asi como las primeras 5 proposiciones del libro
X1, en las que Euclides tampoco utiliza el quinto postulado. También se aceptan como validos
los axiomas de incidencia, orden, congruencia y continuidad de Hilbert. Ademads, en lugar del
quinto postulado de Euclides o el axioma de paralelismo de Hilbert, usaremos el postulado de
Lobachevski. Vamos a seguir principalmente el orden que siguid Lobachevski para desarrollar
su geometria en su libro Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Se acep-
tard que podemos medir segmentos y angulos tal como lo hacemos en la Geometria euclidiana
y usaremos indistintamente las palabras segmento y dngulo, tanto para los conjuntos de puntos
como para sus medidas, pues va a ser claro del contexto a qué nos referimos. Cabe mencionar
que aqui usaremos indistintamente grados y radianes para medir angulos.

3.1. Geometria absoluta

Empezaremos por recordar algunos resultados de la geometria absoluta; es decir, en la que
no se utiliza el quinto postulado, ni su negacion. Algunos de estos resultados los enunciamos
sin demostracion, pero argumentaremos por qué son independientes del quinto postulado, dando
referencias a Los Elementos de Euclides y a Los Fundamentos de la geometria de Hilbert. Los
teoremas aqui presentados que no son probados en esos libros o utilizan el quinto postulado para
ello, los probaremos aqui sin hacer uso de dicho postulado. Todos ellos serdn fundamentales
para desarrollar la Geometria de Lobachevski, por lo que deberan tenerse siempre en mente.

En la Geometria de Lobachevski, los conceptos euclidianos tienen el mismo significado,
salvo la idea de paralelismo; la cual, discutiremos en la siguiente seccion.

El primer teorema es inmediato del Postulado 1 de Euclides, y es el Teorema 1 de Hilbert.

Teorema 1. Dos rectas no pueden intersecarse en dos puntos distintos.

El segundo teorema es consecuencia directa del llamado Axioma de Pasch, que es el ax-
ioma II,5 de Hilbert y dice lo siguiente: “Una recta que corte a un lado del tridngulo pero no
pase por ninguno de sus vértices debera cortar también al otro lado del tridngulo”.

Teorema 2. Una recta suficientemente alargada en ambas direcciones supera cualquier cota, y
corta cualquier plano acotado en dos partes.
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El siguiente, es el Teorema 5 de Hilbert y lo deduce solamente de sus axiomas de incidencia
y de orden.

Teorema 3. En un plano, una recta siempre corta a cualquier otra que va desde un punto en un
lado de ella a otro punto en el otro lado.

La primera parte del teorema que sigue es debida a las proposiciones 11, 12 y 13 del libro
I de Los Elementos. En la segunda parte, las construcciones dadas por las Proposiciones 11 y
12 del Libro XI de Los Elementos sirven y se pueden argumentar por los Teoremas 12y 13 que
enunciamos mas adelante, la unicidad es inmediata.

Teorema 4. En un plano, desde un punto dado, hay una y sélo una recta perpendicular a una
recta dada. En el espacio, desde un punto dado, exite una y s6lo una recta perpendicular a un
plano dado.

El quinto teorema resulta de las proposiciones 27 y 28 del libro I de Los Elementos.

Teorema 5. Dos rectas no se pueden intersecar, si una tercera las corta en el mismo angulo.

El sexto teorema es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Teorema 6. Dos rectas perpendiculares a una tercera recta nunca se intersecan, por mas que se
alarguen en ambas direcciones.

El teorema que sigue es combinacion de las proposiciones 5 y 6 del libro 1.

Teorema 7. En un tridngulo rectilineo lados iguales son opuestos a angulos iguales, e inversa-
mente.

La primera parte del Teorema 8 es por las proposiciones 18 y 19 del libro 1. Los angulos
adyacentes a los catetos en el tridngulo rectangulo son agudos por la proposicion 17 del libro I
y de estas dos observaciones se obtiene que la hipotenusa es mayor que los catetos.

Teorema 8. En un tridngulo rectilineo, el lado de mayor magnitud es opuesto al dngulo de
mayor magnitud. En un tridngulo rectangulo la hipotenusa es mas grande que cualquiera de los
otros dos lados, y los dos angulos adyacentes son agudos.

El siguiente teorema establece los criterios de congruencia entre dos tridngulos rectilineos.
Los criterios ALA y LAA los establece la proposicion 26, el criterio LAL es por la proposicion
4y el criterio LLL lo establece la proposicion 8. Todas estas del libro I de Los Elementos. En
el libro de Hilbert, el criterio ALA es el Teorema 11, el criterio LAL es por el Teorema 10 y el
criterio LLL es establecido por el Teorema 16.
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Teorema 9. Tridngulos rectilineos son congruentes si tienen un lado y los dos angulos adya-
centes iguales (ALA), o un lado, un dngulo adyacente y el angulo opuesto iguales (LAA), o dos
lados y el angulo contenido entre ellos igual (LAL), o los tres lados iguales (LLL).

En el siguiente teorema, el caso para dngulos rectilineos es la proposicion 15 del libro I de
Los Elementos. En el caso de angulos diedros, éstos se miden con angulos formados por rayos
perpendiculares a la recta de interseccion, lo cual quedara justificado en el teorema 11. De esta
manera, tales rayos se pueden poner de tal forma que todas estén en el mismo plano y esto es el
caso anterior.

Teorema 10. Angulos opuestos por el vértice son iguales. Esto pasa tanto para angulos rectili-
neos como para angulos diedros.

Los angulos diedros entre dos planos que se cortan se miden en la manera usual por la
magnitud de los d&ngulos con vértice en la linea de interseccion y dos rayos, uno en cada plano,
de tal manera que sean perpendiculares a la linea de interseccion. El siguiente teorema justifica
que se puede hacer esto. La demostracion usual requiere del postulado de las paralelas, asi que
lo vamos a demostrar aqui sin utilizarlo.

Teorema 11. El angulo diedro es independiente del punto elegido como vértice en la linea de
interseccion.

Figura 20. Angulo diedro medido en Py P’.

Demostracion. Tomamos dos puntos P, P’, cualesquiera en la linea de interseccion de los
planos o y (3 (Figura 20). Trazamos PA = P’A’ 1| PP’ enel planoay PB = P'B’ | PP’
en el plano 5. Unimos PA’y P'A que se intersecan en U y PB’ y P’'B que se intersecan en
V. Los triangulos PAP’y P’ A’ P son congruentes por el criterio LAL (Teorema 9), por lo que
PA" = PPAy L/PAU = ZP'A'U. Como LPUA = ZP'UA’ por el Teorema 10 para angu-
los rectilineos, tenemos que APAU = AP'A'U por LAA (Teorema 9), asi que PU = P'U.
Similarmente PB’ = P'By PV = P'V. De esta manera, comparando los triangulos PUV,
P'UV, encontramos que son congruentes por LLL (Teorema 9) y por esto ZUPV = ZUP'V.
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Entonces APA'B’ = A P’'AB por LAL (Teorema 9) y por esto AB = A’B’. Finalmente, de la
congruencia de los triangulos APB y A’ P'B’ que se cumple por LLL (Teorema 9), obtenemos
LAPB = /A'P'B'. |

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de la definicion 4 del libro XI de Los Ele-
mentos. Esta es la definicion de planos perpendiculares.

Teorema 12. Una recta que forma angulos rectos con la interseccion de dos planos perpendic-
ulares y estd en uno de ellos, es perpendicular con el otro.

El siguiente teorema se obtiene directamente de la proposicion 4 del Libro XI de Los
Elementos.

Teorema 13. Si una recta es perpendicular a dos que se cortan en su punto de interseccion y
no son coplanares con ella, es perpendicular a todas las rectas trazadas a través del punto de
interseccion y en el plano de las dos.

Los ultimos teoremas no tienen una prueba en Los Elementos ni en Los Fundamentos de
la geometria; aqui daremos su demostracion.

No existe un criterio de congruencia LLA que sirva para cualquier tridngulo; sin embargo,
si el angulo es recto si se cumple dicho criterio. Eso es lo que establece el siguiente teorema.

Teorema 14. Si la hipotenusa y un cateto de un tridngulo rectangulo son congruentes con las
partes correspondientes de un segundo triangulo rectangulo, entonces los tridngulos son con-
gruentes.

C A F D G

Figura 21. Triangulos rectangulos con la hipotenusa y un cateto congruentes.

Demostracion. Sean ABC'y DEF dos triangulos talesque AB = DE, BC'= EFy ZBAC =
ZEDF = 90° (Figura 21). Prolongamos el rayo F'D hasta el punto G tal que DG = AC, asi
que ADEG = AABC por LAL (Teorema 9). De aqui obtenemos que G = BC = EF
por lo que el triangulo F'EG es isosceles y consecuentemente /EF' D = /EGD (Teorema 7).
Entonces los triangulos DEF'y D EG son congruentes por LAA (Teorema 9). Finalmente, por
transitividad llegamos a que ADEF = ANABC. |

Teorema 15. La interseccidon de una esfera con un plano es un circulo.
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Figura 22. Interseccion de una esfera con un plano.

Demostracion. Sean S una esfera de radio r y F un plano que se intersecan (Figura 22). Sean F'
el pie de la perpendicular desde el centro de la esfera P a £ (Teorema 4), X un punto cualquiera
de la interseccion entre 'y Syt = F'X. Si tomamos otro punto X' en la interseccion, tenemos
que PX = PX' = r, asi que los triangulos rectangulos PXF y PX'F tienen un cateto
y la hipotenusa iguales, por lo que son congruentes (Teorema 14). De esta manera F X' =
FX = t; esta distancia es la misma sin importar el punto de la interseccion del que se trate y
consecuentemente, los puntos de la interseccion pertenecen a los de la circunferencia de centro
F yradio t.

Ahora, sean X’ un punto en la circunferencia en el plano £ de centro /'y radio ¢t y X un
punto en la interseccion de S'y E. Entonces F'X = F' X' =ty por LAL se tiene que APF X =
APFX' (Teorema 9), por lo que PX’ = PX = r y consecuentemente, X' pertenece a la
esfera. |

En la prueba del siguiente teorema, vamos a hacer uso de los angulos triedros. Los angulos
triedros estan formados por tres rayos no coplanares que salen de un mismo punto llamado
vértice. Un angulo triedro determina tres angulos planos, uno en cada plano determinado por
dos de sus rayos y tres dngulos diedros; cada uno determinado por los dos planos adyacentes
a cada rayo (Ver Figura 23). La interseccion del angulo triedro con la superficie de una esfera
con centro en el vértice, serd un tridngulo esférico, donde los lados de dicho tridngulo seran
las correspondientes intersecciones de los angulos planos con la superficie y sus angulos las
correspondientes intersecciones de la superficie con los dngulos diedros . Asi, vamos a medir
los lados del tridngulo esférico por las magnitudes de los angulos planos que los determinan y a
los angulos del triangulo esférico por las magnitudes de los angulos diedros que los determinan.

Teorema 16. Triangulos esféricos son congruentes (o simétricos) si tienen los tres lados iguales,
o dos lados y el angulo incluido iguales, o un lado y los dngulos adyacentes iguales.

Demostracion. Para probar las primeras dos partes del teorema nos vamos a auxiliar de la
Figura 23, donde tenemos dos angulos triedros PABC'y QD FEF con vértices Py (); ademas,

30



Figura 23. Angulos triedros.

suponemos que PA = QD, L/PAB = ZPAC = 90°y ZQDFE = ZQDF = 90°. En esta
demostracioén usaremos los criterios de congruencia del Teorema 9.

Para la primera parte supongamos que ZAPB = Z/DQFE, ZAPC = ZDQF, /BPC =
ZEQF. De esta manera, tenemos que APAB = AQDE por ALA, por lo que PB = QF
y AB = DE; APAC = AQDF por ALA y asi, PC = QF y AC = DF'. Entonces,
de las deducciones anteriores tenemos que ABPC = AFEQF por LAL y consecuentemente
BC = EF. Por lo tanto, AABC = ADEF por LLL y asi, ZBAC = ZEDF'. De la misma
manera se demuestra que los demas angulos diedros son iguales y se obtiene la congruencia de
los triangulos esféricos.

En la segunda parte supondremos que ZAPB = /DQFE, ZAPC = /DQFy /BAC =
ZEDF. Asi tenemos que APAB = AQDE por ALA, porlo que PB = QF y AB = DFE,
APAC = AQDF por ALA y asi, PC = QF y AC = DF'. Entonces, por LAL ABAC =
AEDF y consecuentemente BC' = FEF. Por lo tanto, APBC = AQFEF por LLL y asi
/BPC = ZFEQF. Asi, ya estamos en el caso anterior y se cumple la congruencia de los
triangulos esféricos.

B’
B E

A C D F

Figura 24. ITlustracion de la prueba del criterio ALA para triangulos esféricos.

Para la tercera parte supongamos que tenemos dos triangulos esféricos ABC'y DEF tales
que AC = DF, /BAC = ZEDF y /BCA = ZEFD (Figura 24). Sea el punto B’ en el
rayo AB tal que AB’ = DEF, asi que por la segunda parte los triangulos AB'C'y DEF son
congruentes. De esta manera tenemos que /B'CA = /ZEFD = ZBCA, porlo que BC'y B'C
pertenecen a la misma recta esférica y consecuentemente B = 5. |

Teorema 17. En un tridngulo esférico lados iguales se oponen a dngulos iguales, e inversa-
mente.
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B D C

Figura 25. Triangulo esférico.

Demostracion. Sea un triangulo esférico ABC' tal que AB = AC (Figura 25). Unimos el
punto A con el punto medio D del arco BC'. Entonces los triangulos esféricos ABD y ACD
son congruentes por tener sus tres lados iguales (Teorema 16). De aqui se sigue que ZABC =
LACB.

Sea un triangulo ABC' tal que ZABC = ZACB (Figura 25). Sea P el polo de BC;
es decir, el punto tal que ZPBC = ZPCB = 90°. Alargamos los arcos BA y C'A hasta
que intersequen a los arcos PB 'y PC en los puntos ' y F, respectivamente. De esta manera,
tenemos que /PBF = 90° — ZABC = 90° — LZACB = ZPCF y ademas PB = PC =
90°; asi que APBF = APCE por tener también el angulo en P comun (Teorema 16). De
la congruencia anterior obtenemos que /PFB = /PEC y PE = PF, que implica que
LAFC = ZAEBy FC = EB. Entonces, como también ZACF = ZABE, tenemos que
NAEB = ANAFC (Teorema 16). Por lo tanto AB = AC. [ |

3.2. Propiedades de las rectas paralelas

A continuacion describiremos la teoria de las paralelas de Lobachevski. Aqui la nocion de
una recta paralela a otra, serd un poco diferente a la definicion usual de la Geometria euclidiana,
podremos dar esta nocion después del siguiente teorema.

Teorema 18. Por un punto pasan dos rectas que dividen al conjunto de rectas que pasan por é€l,
en dos clases respecto a una recta en el mismo plano que no pasa por el punto. La primera esta
formada por aquellas que intersecan dicha recta y la segunda, es la formada por aquellas que no
la intersecan.

Demostracion. Del punto A bajamos la perpendicular AD a la recta BC' (Teorema 4) y a su
vez, trazamos la perpendicular AE a AD (Figura 26). Dentro del ZEAD habra rectas que
intersecan a DC', como lo hace AF'y rectas que no, como AFE (Teorema 6). Podria pasar que
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Figura 26. Rectas paralelas.

la recta AF fuera la Unica que no corta a DC' pero, podemos suponer que existen otras rectas
como AG que tampoco cortan a DC'.

Si una recta corta a DC, los rayos que estan entre ésta y la recta AD también lo haran
(Teorema 2). Si alguna recta no corta a D), las rectas que estan entre ésta y AE tampoco la
cortaran (Teorema 1). Asi que para pasar de las rectas que cortan a DC' a las rectas que no la
cortan debe haber, por continuidad de las magnitudes de los angulos, una unica recta A H tal que
todas las rectas dentro del angulo H AD cortan a DC' y todas las que estan dentro del angulo
E AH no la cortan.

Del otro lado de larecta AD trazamos el angulo ZDAK = ZDAH enlarecta AK. Si esta
recta interseca a la recta D B por el cirterio ALA (Teorema 9) resultaria que AH intersecaria a
DC'. Cualquier recta AF” dentro del angulo D AK interseca a D B, lo cual se cumple porque al
trazar AF' del otro lado de AD haciendo ZDAF = ZDAF’, ésta interseca a DC' y al aplicar
el criterio ALA obtenemos el resultado (Teorema 9).

Todas las rectas pertenecen a aquellas que intersecan a BC' si estan dentro de /HAK,
o0 a aquellas que no intersecan si estan dentro de los angulos /FAH o /E'AK. En el otro
lado de la perpendicular £'E’, trazamos las prolongaciones AH' y AK' a los rayos AH y AK,
respectivamente. Asi las rectas pertenecen a las que intersecan si estan dentro del /K'AH',y a
las que no intersecan si estan dentro de /K'AE o ZH'AFE'. [ |

Entonces damos la definicion de paralelismo para rayos.

Definicion 19. Decimos que el rayo AH es paralelo al rayo DC' cuando estan en el mismo
plano, no se intersecan por mas que se alarguen y cada rayo dibujado a partir de A dentro del
angulo H AD interseca al rayo DC.

Asi tenemos que en la Figura 26 el rayo AH es paralelo al DC'y el rayo AK es paralelo
al rayo DB. El rayo AG no es paralelo al DC porque cualquier rayo dentro de ZGAH no
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interseca a DC.

Entonces, a partir de un punto A existen dos rayos AH y AK a una recta dada BC tal
que AH es paralelo a DC'y AK es paralelo a DB, donde D es un punto de BC' tal que
ZADC es un angulo recto (Figura 26). Los angulos DAH y D AK son iguales como vimos en
la demostracion del Teorema 18 y dependen tinicamente del segmento AD = p ya que en D
existe una Unica recta perpendicular al segmento. A partir de esta consideracion podemos hacer
la siguiente definicion.

Definicion 20. El dngulo de paralelismo 11(p) de un segmento p = AD es la magnitud del
angulo H AD tal que el rayo AH es paralelo al rayo DC perpendicular al segmento AD en el
punto D y que esta en el mismo lado que AD en el rayo AH (Ver Figura 26).

Finalmente, vamos a definir el paralelismo para rectas, en esta definicién es importante el
orden en como se cite la recta, pues se requiere indicar la direccidn en la que es considerado el
paralelismo.

Definicion 21. Si A es un punto de la recta H'H, decimos que la recta H'H es paralela a la
BC' en el punto A, siel rayo AH es paralelo al DC', donde D es el punto de BC tal que ZADC'
es un angulo recto (Ver Figura 26).

De esta manera, en la Figura 26, si II(p) es un angulo recto, tendremos que el rayo AE
es paralelo al rayo DC'y que el rayo AE" es paralelo al DB, los cuales pertenecen a la misma
recta. Asi tendremos que cualquier otra recta por A, estara dentro de alguno de los angulos
DAH o DAK, por lo que debera cortar a la recta BC. De aqui tenemos que las rectas por A
solo pueden intersecar a BC' o ser paralelas a ella en A.

SiTI(p) < i, tendremos que el rayo A es paralelo al DC'y el AK es paralelo al DB,
donde ambos no pertenecen a la misma recta, asi que la recta H'H es paralelaala BC'en Ay
la K'K es paralela a la C'B en A. Asi tendremos que distinguir las rectas restantes que pasan
por A entre aquellas que intersecan a BC'y aquellas que no.

Cabe destacar que para ambas suposiciones las rectas seran de las que intersecan la recta,
por muy pequefio que sea el angulo de desviacidn respecto de las rectas paralelas.

Notese que s6lo hemos definido paralelismo de una recta respecto a otra en un punto de la
primera, asi que deberia poder obtenerse esta definicion en cualquier otro punto de ella, esto es
lo que afirma el teorema siguiente. Esta propiedad se llama transmisibilidad del paralelismo.

Teorema 22. Si una recta AB es paralela a otra C'D en un punto A, la recta AB es paralela a
la C'D en cualquiera de sus puntos.

Demostracion. Dadas la recta AB paralela a C'D en A, y la recta AC' perpendicular a C'D,
consideremos el punto £ del lado de AC donde estan los rayos AB'y C'D (Figura 27). Tracemos
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Figura 27. AB paralela a C'D en cualquier punto.

desde E una perpendicular FK a C'D, y dibujemos un rayo E'F' dentro del angulo BEK. El
rayo AF debe intersecar a C'D (Teorema 18) en algun punto GG. Asi tenemos el triangulo ACG
en el que el rayo E'F' entra. Por la construccion E'F' no puede intersecar a AC', y no corta a AG
o F K por segunda vez (Teorema 1), asi que debe cortar a C'D en algtin punto H (Teorema 2).
Como EF' tampoco puede cortar a £ K (Teorema 1) tenemos que H debe estar en el rayo K D,
asi que el rayo E B es paralelo al K D.

Ahora, sean E’ en la prolongacion del rayo AB y E'K’ perpendicular a la recta C'D.
Trazamos la recta E'F’. Si ZAE'F" es lo suficentemente pequefio para que corte a AC' en
un punto F”, haciendo el mismo angulo con AB, trazamos también desde A el rayo AF' que
cortard a C'D en GG (Teorema 18). Asi tenemos un tridngulo AGC, en el que entra la recta
E'F’, como no puede cortar a AC' por segunda vez y tampoco puede cortar a AG por ser
/BAG = ZBFE'G" (Teorema 5), tenemos que debe cortar a C'D en alglin punto G’ (Teorema
2).Si ZAE'C < LZAE'F' < ZAFE'K', tenemos que E'F’ debe cortar a K'C' en un punto G’
(Teorema 2). De esta manera el rayo £’ B es paralelo al K'D.

Asi que la recta AB es paralela a la C'D en cualquier punto, no importa en qué lado
respecto del punto A se ubique en la recta. [ |

A partir del teorema anterior podemos simplemente decir que la recta AB es paralela a la
recta C'D sin especificar un punto en especial.

En el siguiente teorema probaremos lo que se conoce como propiedad de simetria del
paralelismo y con la cual, podemos simplemente decir que las dos rectas son paralelas entre si.

Teorema 23. Siuna recta AB es paralela a otra C'D entonces C'D es paralelaa AB.

Demostracion. Sean AB una recta paralela a la recta C'D y AC perpendicular a C'D (Figura
28). Trazamos una recta C'E que hace que el angulo £C' D sea agudo y bajamos la perpendicular
AF a C'E desde A formando el triangulo rectangulo AC'F', donde AC' que es la hipotenusa, es
mayor que el lado AF' (Teoremas 4y 8).

Hacemos AG = AF,y giramos la figura EF'AB hasta que AF' coincida con AG, cuando
AB'y F'FE toman las posiciones AK y GH se tiene que ZBAK = /F AC'y consecuentemente,
AK debe cortar a C'D en algun punto K formando un tridngulo AKC' que es cortado por la
recta GH en L (Teorema 2). El punto L determina la distancia de interseccion de AB'y F'E en
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C e D

Figura 28. AB y C'D son mutuamente paralelas.

larecta AB desde el punto A. De aqui se sigue que C'E siempre cortara a AB por muy pequeiio
que sea el angulo EC'D. Y asi, C'D es paralela a AB (Teoremas 18 y 22). |

3.3. Suma de angulos en un triangulo

En esta seccidon, vamos a probar uno de los primeros resultados de la Geometria hiper-
bolica, que establece que la suma de los angulos internos de un tridngulo es menor que 7. Més
aun, vamos a probar que el quinto postulado es equivalente a que la suma de los angulos de un
triangulo sea 7. Para esto, necesitamos varios resultados previos y seguiremos el camino que
sigui6 Legendre.

Teorema 24. En un tridngulo, la suma de los angulos internos no puede ser mayor que dos
angulos rectos.

A C
Figura 29. Prueba del Teorema 24.

Demostracion. Supongamos que en AABC' la suma de los angulos interiores es 7 + «, donde
a > 0 (Figura 29). Entonces, elijamos el menor lado BC'y sea D su punto medio. Dibujemos
desde A larecta AD a través de D de tal manera que la prolongacién de ésta, DE sea igual a
AD y tracemos el segmento £C. Como AADB = ACDE por LAL, tenemos que ZABD =
LDCE,y Z/ZBAD = ZDEC (Teoremas 10 y 9). De aqui se sigue que también en AACFE la
suma de sus angulos internos debe ser igual a 7 + « y asi mismo, que el menor angulo BAC de
A ABC ha sido dividido en dos partes /EFAC'y ZAEC en AACFE (Teorema 8).
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Continuando este proceso, dividiendo a la mitad el lado opuesto al &ngulo menor, llegare-
mos a un tridngulo cuya suma de angulos internos sea m + « pero donde dos de sus angulos es
cada uno menor que %oz; como el otro d&ngulo no puede ser mayor que 7 se sigue que « debe ser
nulo o negativo. |

Teorema 25. Si en un tridngulo la suma de los dngulos internos es igual a dos angulos rectos,
entonces este debe ser el caso para cualquier otro triangulo.

Demostracion. Sea ABC un triangulo tal que la suma de sus angulos internos es 7, entonces al
menos dos de sus angulos A y C' son agudos. Trazamos la perpendicular a AC' desde el vértice
B correspondiente al angulo restante. Esta recta divide al A ABC' en dos triangulos rectangulos
cuya suma de angulos internos es 7 (Figura 30), esto sucede porque la suma de los angulos
internos de cada uno de estos tridngulos no puede superar 7 y su suma en conjunto no puede ser
menor que 27. Asi obtenemos un triangulo rectangulo con lados perpendiculares py ¢, y de esto
se puede construir un cuadrildtero cuyos lados opuestos son iguales y cuyos lados adyacentes p
y ¢ estan en angulo recto.

As «C

Figura 30. Triangulo dividido en dos tridngulos rectangulos.

P S
q q q q
pq p
p
p
p
Q R

Figura 31. Cuadrilatero de lados np y mgq.

Repitiendo el cuadrilatero podemos hacer otro con lados np y mgq, y finalmente un cuadri-
latero PQQ RS con lados en angulo recto, tal que PQ) = np, PS = mq, SR = np, QR = mq
donde m y n son nimeros enteros (Figura 31). Tal cuadrilatero es dividido por la diagonal Q.S
en dos triangulos rectangulos congruentes, QP Sy QQ RS, y en cada uno de ellos la suma de los
angulos internos es 7.

Los numeros n y m pueden ser lo suficientemente grandes para que el tridangulo PQ R con
lados perpendiculares PQ) = np y QR = mq contenga a cualquier tridngulo rectangulo dado
QT'U haciendo encajar el angulo recto de ambos tridngulos (Figura 32).
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Trazamos la recta TR y asi el APQR es obtenido por la union de los triangulos PRT'y
T RQ; como en ninguno de ellos la suma de los angulos internos es mayor que 7, en ambos la
suma tiene que ser igual a 7 pues en el tridngulo compuesto los dngulos tienen que sumar 7.

R

P T Q

Figura 32. Tridangulo rectangulo que contiene al triangulo rectangulo dado.

De la misma manera, el triangulo Q7T R esta compuesto por ATUR y ATQU, conse-
cuentemente la suma de los angulos internos del AT'QU debe ser igual a 7, y en general para
cualquier otro tridngulo, ya que se puede dividir en dos tridngulos rectangulos como hicimos al
principio de la demostracion. |

De los dos teoremas anteriores se sigue que solo dos hipdtesis son posibles. La suma de
los angulos internos de todos los triangulos es igual a 7, o esta suma es en todos los tridngulos
menor que 7.

Teorema 26. Por un punto dado siempre podemos trazar una recta que forme con una recta
dada angulos arbitrariamente pequefios.

A

B D E C

Figura 33. Cémo hacer un angulo pequefio.

Demostracion. Trazamos la perpendicular AB desde A hasta larecta BC (Teorema 4). Tomamos
un punto D al azar de BC' distinto de B y trazamos la recta AD (Figura 33). Hacemos DF =
AD y trazamos AF. En el triangulo rectangulo ABD sea ZADB = «; entonces en el trian-
gulo isosceles ADFE el angulo AED sera %a o menos (Teoremas 7 y 24). Continuando este
procedimiento llegamos a un angulo AE B tan pequefio como cualquier angulo dado. |

Teorema 27. Dos perpendiculares a la misma recta son paralelas si y solo si la suma de los
angulos internos de un triangulo es igual a dos rectos.
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C E a D

Figura 34. Ilustracion de la demostracion del Teorema 27.

Demostracion. Sean AB 'y C'D dos rectas paralelas y perpendiculares a la recta AC' (Figura
34). Trazamos las rectas AF y AF a los puntos F'y F, que estan en la recta C'D a distancias
FC > EC del punto C.

Supongamos que en el triangulo rectangulo AC'E' la suma de los angulos internos es igual
am—ayenel AAFEF igual a ™ — [3, entonces la suma en AACF debe serigualam™ —a — f3,
donde a y  no pueden ser negativos.

Sean los angulos / BAF = a, /AFC =b,yasia+ =a—bpuesmt—a— [ =n1—a+b;
ahora moviendo la recta AF lejos de la perpendicular AC, podemos hacer el angulo a tan
pequefio como queramos; asi también se reduce el angulo b y consecuentemente los dngulos o
y [ no podran tener otra magnitud que &« = 0y 8 = 0. Por lo que concluimos que la suma de
los angulos internos del AAC'E es igual a dos rectos.

Ahora consideremos AB y C'D dos rectas perpendiculares a la recta AC' y supongamos
que la suma de los dngulos internos de cualquier tridngulo es 7 (Figura 34). Sea a tal que 7 — a
es el angulo de paralelismo del segmento AC'. Trazamos la recta AE al punto £ en la recta
CD, es facil ver que ZBAE = LZAEC pues /BAE + Z/FEAC = %7? = /AEC + LFAC ya
que la suma de los angulos internos de AAFEC' es 7 (Teorema 25). Alejando £ de C' podemos
hacer el angulo AEC tan pequefio como queramos (Teorema 26). Por otro lado tenemos que
/ZBAFE > a, asi que a tiene que ser 0 pues es menor que cualquier cantidad positiva. Por lo
tanto AB y C'D son paralelas. |

A partir del teorema anterior podemos decir lo siguiente.

Observacion 28. La suma de los dngulos internos de todos los triangulos es igual a 7 y al
mismo tiempo el angulo de paralelismo II(p) = %w para todo segmento p, o para todos los
triangulos esta suma es menor que 7 y al mismo tiempo II(p) < 7.

La primera suposicion sirve como base de la Geometria euclidiana y la Trigonometria
plana euclidiana.

La segunda suposicion puede ser admitida sin llegar a alguna contradiccion en los re-
sultados y encontrar una nueva geometria; a la que Lobachevski da el nombre de Geometria
imaginaria, y que también se denomina Geometria hiperbdlica. Mas adelante la exponemos,
con el desarrollo de las ecuaciones entre los lados y angulos del tridngulo rectilineo y esférico.
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3.4. Mas propiedades de las rectas paralelas

A partir de aqui vamos a aceptar la segunda suposicion de la Observacion 28. En el sigu-
iente teorema la distancia de un punto a una recta tiene el significado usual de la Geometria
euclidiana; es decir, es la medida del segmento perpendicular del punto a la recta.

Teorema 29. Si la recta C'G es paralela a la AB y C' es un punto de C'G, la distancia de
cualquier punto GG en el rayo C'G a la recta AB es menor que la distancia del punto C' a dicha
recta.

C F D
AR \é‘
N Tl T G
N S~ -7 s
DR N
7 N I T
A E B

Figura 35. Acercamiento de las paralelas AB y C'G.

Demostracion. Si trazamos las rectas C A y G B perpendiculares a AB y localizamos el pun-
to D en el rayo BG tal que AC = BD (Figura 35), entonces el cuadrilatero CABD es un
cuadrilatero de Saccheri con base AB y cima C'D.

Primeramente vamos a probar, como hizo Saccheri, que los d&ngulos en C'y D son iguales.
Para esto, trazamos las diagonales AD y BC. Tenemos que AABC = ABAD por LAL
(Teorema 9), y de aqui se deduce que BC' = AD. Entonces, ABDC = AACD por LLL
(Teorema 9). De esta ultima congruencia tenemos que ZBDC = LACD.

Vamos a probar que estos angulos son agudos, con lo que tenemos que en la Geometria
de Lobachevski se cumple la hipotesis del angulo agudo. Si éstos angulos no fueran agudos,
tendriamos que en AC' D B los angulos internos sumarian 360° o mas, pero no es posible, pues
al dividirlo en dos triangulos habria uno de ellos que sumaria m o mas. Esto no es posible
(Teorema 27).

Sean E y F' los puntos medios de AB y CD, respectivamente. La recta £'F' debe ser
perpendicular a AB y C'D. Para probar esto, trazamos las diagonales £C'y ED. Entonces
AFEAC = AEBD por LALYy AEFC = AEFD por LLL (Teorema 9). De aqui tenemos que
/EFC =/FFDy /AEF = ZAEC + LZCEF = /BED + Z/DEF = ZBFEF, por lo que
EF es perpendicular a estas dos rectas.

Las rectas C'D y AB son perpendiculares a la recta E'F'y no se intersecan (Teorema 6),
pero no son paralelas (Teorema 27). Asi que la paralela a AB por el punto C, llamada C'G' se

debe inclinar hacia AB (Teorema 18) y como corta a la perpendicular BD en el punto G, se
tiene que BG < BD = AC. |
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Ahora vamos a probar la transitividad de las rectas paralelas, que se cumple tanto para el
caso en el que las tres rectas estan en el mismo plano, como para el caso en que no.

Teorema 30. Si las rectas AB y C'D son paralelas a E'F, entonces AB y C'D son paralelas
entre si.

Figura 36. Dos paralelas a una tercera en un plano.

Demostracion. Primero asumiremos que las tres rectas AB, C'D, EF estan en el mismo plano
(Figura 36). Si AB y C'D son paralelas a F'F'y ambas estan del mismo lado que E'F,y C'D esta
entre las otras dos, AB y C'D son paralelas entre si. Para probar esto bajamos la perpendicular
AFE a EF, desde un punto A en la recta AB, asi la perpendicular debera cortar en un punto C'
a la recta C'D porque esté entre las dos (Teorema 2) y formara un angulo agudo Z/DC'E < %7‘(.
Ahora bajamos una perpendicular AG a C'D desde A, que quedara dentro del angulo agudo
ACG (Teorema 8). Cualquier recta desde A dentro de ZBAC debera cortar a FF' en algun
punto H (Teorema 18). Consecuentemente C'D en AAFEH cortara la recta AH en algun punto
K, ya que es imposible que ésta corte a £'F' (Teorema 18). Asi, tenemos que cualquier recta
AH desde el punto A en ZC AB debe cortar a C'D. Ahora, si la recta AH va desde el punto
A dentro de ZC AG, ésta debera cortar a la prolongacion de C'D entre los puntos C'y G en
ACAG. De aqui se sigue que AB y C'D son paralelas (Teoremas 18 y 23).

Ahora, en la misma figura, suponiendo que las dos rectas AB y E' I son paralelas a la recta
de en medio C'D, cada recta AK trazada desde A dentro del Z/BAF cortara a la recta C'D en
algin punto K (Teorema 18). En la prolongacion de AK tomamos un punto L y lo unimos con
C por la recta C'L, que debera cortar a E'F' en algun punto M formando un triangulo M CE
(Teorema 18). La prolongacion de la recta AL dentro de AMCFE no puede cortar a AC ni a
C'M por segunda vez, asi que debe cortar a E'F' en algiin punto H (Teorema 2). Asi tenemos
que ABy E'F son paralelas entre si.

Ahora consideremos que las rectas paralelas AB y C'D estan en dos planos cuya intersec-
cion es la recta F'F' (Figura 37). De un punto £ de la recta F'F' trazamos la perpendicular a
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Figura 37. Dos paralelas a una tercera en planos distintos.

alguna de las paralelas, por ejemplo a AB (Teorema 4). Entonces de A, el pie de la perpendic-
ular F'A, trazamos la perpendicular a la otra paralela C'D y juntamos los puntos finales £y C'
de las perpendiculares a modo de tener la recta £C'. El angulo BAC' debe ser agudo (Teorema
27); consecuentemente, la perpendicular C'G de C' a la recta AB la interseca en el punto GG en
el rayo AB. Cada recta EH (en el plano FFEAB y dentro de Z/F E A), pertenece con la recta
EC aun plano que debe cortar al plano de las dos paralelas AB y C'D en alguna recta C'H, esta
recta corta a AB en el punto H (Teorema 18), que es comun a los tres planos (FEAB, ECH
y BAC D). Consecuentemente F F’ es paralela a AB. De la misma manera podemos demostrar
el paralelismo de EF' 'y C'D.

Si suponemos que E'F' es paralela a alguna de AB 'y C'D, por ejemplo a AB, tendremos
que E'F esta en el mismo plano que la otra recta, en este caso C'D. Para probar esto, supongamos
que el plano CDFE corta al FEADB en una recta £ H diferente de EF. Si /ZHEA < ZFFEA,
EH cortaa AB en un punto H que, como AB es paralela a C'D, no pertenece a C'D, lo cual no
puede suceder. Si ZHFEA > ZFFEA, consideramos el plano C'E'F' que corta al plano DC'AB
en una recta C'H'. Supongamos que CH' # CD, entonces LZH'CG < ZDCG pues de lo
contrario, un punto F' en E'F'y H' estarian en diferentes lados de EC' D, pero los planos F'EC
y DCE sélo se cortan en la recta EC'. Asi, como lo hicimos con H, podemos demostrar que H’
pertenece a AB. Como AB y E'F son paralelas, tenemos una contradiccion. Por lo tanto, £ F
y C'D estan en el mismo plano.

Asi, la hipdtesis de que una recta F'F es paralela a una de otras dos paralelas, ABy C'D,
equivale a considerar a E'F' como la interseccion de dos planos en el que las dos paralelas AB
y C'D estan.

Ahora, sean EF'y CD paralelas a AB, donde las tres rectas no estan en el mismo plano.
Por lo anterior, tenemos que E F' es coplanar con C'D y con AB. De aqui, usando lo que vimos

al principio de la demostracidn para el caso no coplanar, podemos demostrar que £ F' es paralela
aCD. |

El teorema anterior también se puede expresar, para el caso en que las tres rectas no son
coplanares, de la siguiente manera:

Tres planos se cortan en rectas que son paralelas todas entre si, si el paralelismo de dos
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de ellas es presupuesto.

Ya vimos que por el Teorema 18 el angulo de paralelismo es una funciéon de un segmento.
Ahora vamos a probar que a cada angulo le corresponde un segmento p tal que ese angulo es su
angulo de paralelismo.

Teorema 31. Para cada ngulo dado 0 < a < $m existe un tnico segmento p tal que II(p) = a.

B
M G D
H
B
B
A A/ /i// K F O

Figura 38. Existencia del segmento p tal que I1(p) = «.

Demostracion. Sean AB 'y AC dos rectas tales que en su punto de intersecciéon A forman un
angulo agudo « (Figura 38). Tomamos un punto aleatorio B’ en AB. Desde este punto trazamos
B’ A’ perpendicular con AC. Hacemos A’A” = AA’y trazamos la recta A” B” perpendicular a
AC'. Continuamos este proceso hasta llegar a una perpendicular a AC' que no se corte con AB.
Esto tiene que pasar necesariamente, porque si en el triangulo AA’B’ la suma de los angulos
internos es ™ — «, entonces en el triangulo AB’A” es igual a m — 2q, en el triangulo AA” B” es
menor que ™ — 2« (Teorema 24); esto continua asi hasta llegar a ser la suma de angulos negativa
y es evidente la imposibilidad de construir el triangulo.

Pasando desde la perpendicular C'D que no corta a AB a aquellas perpendiculares que si
la cortan debe haber, por continuidad en las magnitudes de los segmentos, una tnica recta limite
F @, tal que las perpendiculares que estan a un lado de ella corten a AB y las que estan en el otro
lado no la corten. Ahora trazamos la recta F'H que forma con F'G el angulo agudo H F'G, en el
lado donde esta A. Desde algun punto H de F'H bajamos la recta H K perpendicular a C'D en
K, cuya prolongacion debera cortar AB en algun punto B y haciendo un triangulo AK B en el
que entra la prolongacion de la recta F'H, ésta debe cortar a la hipotenusa AB en algun punto
M. Como el angulo GF H es arbitrario y puede ser tomado tan pequefio como queramos, F'G
es paralelaa ABy AF = p (Teoremas 18 y 23).

Ahora vamos a probar que p = AF es el unico que cumple que II(p) = . Sip = AK
donde AK < AF,larecta perpendicular K B interseca a la AB en un punto B asi que I1(p) > «
(Teorema 18). Si p = AC donde AC > AF, larecta C'D perpendicular AC no interseca a F'GG
(Teorema 6) y no es paralela a ella (Teorema 27), asi que no interseca a la recta AB (Teorema

43



3) y no es paralela a ella pues seria paralela también a F'G (Teorema 30), asi que I1(p) < «
(Teorema 18). |

Observacion 32. De aqui podemos ver facilmente que para p = 0, el limite de II(p) toma el
valor de %71’; con el incremento de p el angulo I1(p) decrece, mientras que el limite es cero para
p = 0.

Como estamos en la libertad de elegir el angulo que estara bajo el simbolo de I1(p) cuando
la recta p es expresada por un nimero negativo, podemos definir lo siguiente.

Definicion 33. Si p es un nimero mayor o igual que cero, entonces II(—p) sera el valor que
cumple que
I(p) +1I(=p) = 7.

Esta es una ecuacién que sirve para valores de p tanto positivos como negativos y para
p=0.

3.5. Triangulos esféricos

En esta seccion demostraremos dos propiedades de los tridngulos esféricos, relativas al
area de éstos y su relacion con la suma de sus angulos. Estas propiedades seran de utilidad para
desarrollar la Trigonometria hiperbdlica.

Recordemos que aqui a un tridngulo esférico lo definimos como la interseccion de la esfera
con un angulo triedro con vértice en el centro de ésta y sus lados los medimos como los angulos
planos del angulo triedro y sus angulos como los angulos diedros de €ste. Asi que en el siguiente
teorema, por tridngulos opuestos entenderemos que son aquellos que son formados por dos
angulos triedros con vértice en el centro de la esfera tal que los rayos de uno son los rayos
opuestos a los rayos del otro; en tales triangulos, los lados y angulos estdn en orden opuesto.
También admitiremos que dos tridngulos esféricos congruentes son equivalentes en superficie.

Teorema 34. Dos tridngulos opuestos en una esfera son equivalentes en superficie.

B B’

Figura 39. Triangulos opuestos.
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Demostracion. En los triangulos opuestos ABC' y A’B'C’ (Figura 39) tenemos que para los
lados se cumple que AB = A’B’, BC = B'C’, CA = C'A’, y los correspondientes angulos
en los puntos A, B, C' son también iguales a los angulos en los puntos A’, B’, C’. Supongamos
que un plano pasa a través de los puntos A, B, C'y desde el centro O de la esfera bajamos la
perpendicular a dicho plano cortando, ambos tridngulos esféricos opuestos en los puntos D y
D', respectivamente. Entonces se cumple que ZDOA = ZDOB = ZDOC pues el plano por
ABC corta a la esfera en un circulo y la recta O D corta a este plano en el centro de dicho circulo
(Teorema 15), asi también se cumple que ZDOA = Z/D'OA', Z/ZDOB = /D'OB'y ZDOC =
ZD'OC" (Teorema 10), consecuentemente los pares de triangulos esféricos isosceles ADB 'y
A'D'B', BDCy B'D'C', ADC'y A'D’C" son congruentes (Teorema 17) y, por tanto, tienen la
misma superficie. De aqui tenemos que los triangulos esféricos opuestos ABC' 'y A’B’'C’ son
equivalentes en superficie por ser suma de superficies iguales. |

En el siguiente teorema la superficie de un dngulo esférico sera la superficie esférica que es
cortada por el angulo diedro que lo determina. Si la medida de un angulo esférico es o y el area
total de la esfera es S, admitiremos que ¢l area de a serd -5, que nos da que la magnitud de la
superficie es proporcional a la del &ngulo. Para denotar el area del dangulo esférico de medida «,
lo haremos por area(c).

Teorema 35. La superficie de un tridngulo esférico es igual a la mitad de la suma de las super-
ficies de los tres angulos menos la de un dngulo recto.

Demostracion. En el triangulo esférico ABC', donde cada lado es menor que 7, designamos
los angulos por A, B, C' (Figura 40); prolongamos el lado AB hasta que un circulo completo
ABA'B'A es formado y divide a la esfera en dos partes iguales. En la mitad en la que esta el
ANABC, prolongamos los otros dos lados a través de su punto de interseccion C' hasta encontrar
el circuloen A"y B'.

Figura 40. Superficie de un triangulo esférico.
De esta manera el hemisferio es dividido en cuatro triangulos, NAABC, NACB', AB'C A,

AA'C B, cuyas areas son designadas por P, X, Y, Z, respectivamente. Es evidente que P+X =
area(B)y P+ Z = area(A). El tamaiio del triangulo esférico Y es igual al del triangulo
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opuesto ABC’, teniendo el lado AB en comun con el triangulo P y cuyo tercer angulo C” esta
en el punto final del didmetro de la esfera que empieza en C'y pasa a través del centro D de la
esfera (Teorema 34). De aqui se sigue que P+Y = area(C'),y como P+ X+Y +7 = area(r),
también tenemos que

2P+area(r) = 2P+ (P+X+Y+Z) = (P+X)+(P+Y)+(P+Z) = area(B)+area(A)+area(C)

y asi obtenemos que

P= %(area(A) + area(B) + area(C) — area(r))

3.6. Propiedades de los triangulos rectilineos

Aunque la suma de los angulos internos de un triangulo es menor que 7, la suma de los
angulos entre tres planos que se intersecan en rectas paralelas, si es igual a dos rectos. Este
hecho serd muy importante en lo que sigue, ya que nos dard una superficie en la que se cumple
la Geometria euclidiana.

Teorema 36. Si tres planos se cortan en rectas paralelas, entonces la suma de los tres angulos
diedros es igual a dos angulos rectos.

4 P
p
l
B - n D B/
W
. P /
b C

Figura 41. Suma de angulos entre tres planos que se intersecan en rectas paralelas.

Demostracion. Sean AA’, BB', CC' tres rectas paralelas hechas por la interseccion de tres
planos (Teorema 30). Tomamos en ellas tres puntos A, B, C, y supongamos que un plano pasa
por estos tres puntos (Figura 41). Este plano también cortard a los planos de las paralelas en las
rectas AB, AC, y BC'. Pasamos un plano por la recta AC'y un punto D en la recta BB’, la
interseccion de éste con los otros dos planos de las paralelas AA'y BB', CC"y BB’ produce
las dos rectas AD y DC. La inclinacion de dicho plano con el de las paralelas AA" y CC’, lo
designaremos por w.

Los angulos entre los tres planos donde estan las paralelas, los designaremos por X, Y,
7, respectivamente en las rectas AA’, BB', C'C’; finalmente 1lamamos a los angulos lineales
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/BDC = a, ZADC = b, ZADB = c. Tomando a A como centro construimos una esfera,
en la que las intersecciones con las rectas AC, AD, AA’ determinan un triangulo esférico, con
lados p, ¢ y . A su area la llamamos «. El angulo opuesto a ¢ es el angulo w, el opuesto a
r es X, y consecuentemente el angulo opuesto a p es 7 + 2a(2§“) —w — X, donde S es el
area total de la esfera (Teorema 35). En la misma manera C'A, C'D, C'C’ cortan a una esfera
alrededor del centro C' del mismo radio que la que consideramos con centro en A, y determinan
un tridngulo esférico de area 3, con los lados p’, ¢/, 7, y angulos, w opuesto a 1/, Z opuesto a ¢’
y consecuentemente 7 + 23(%) — w — Z opuesto a p'.

Finalmente, una esfera alrededor de D que tiene radio igual a las anteriores forma, con
sus intersecciones con las rectas DA, DB, DC, un triangulo esférico cuyos lados son [, m, n
y los angulos opuestos a ellos son w + Z — 273 (%“) (pues es suplementario del opuesto a p’),
w4+ X — 2a(%’r) (es suplementario del opuesto a p), y Y, respectivamente. Consecuentemente
sudrea es 0 = 3(area(X) + area(Y) + area(Z) — area(rm)) — o — B + area(w).

Si disminuimos w, en el tridngulo pgr, p sigue siendo igual, ¢ se mantiene en su lugar
pero se reduce en magnitud, pues ZA’AD se hace mas pequefio. Asi, el nuevo triangulo pgr
esta metido en el anterior y por tanto su area es menor. Similarmente el triangulo p’q’r’ también
disminuye su magnitud. Entonces tenemos que disminuyendo w también se reducen los valores
a'y f3,asi que o + 8 — area(w) puede hacerse tan pequefio como cualquier numero dado. En
el tridngulo 0 también los lados [ y m pueden ser reducidos hasta desaparecer (Teorema 26).
Si reducimos w, D se aleja de B y entonces los lados [ y m se reducen. Como el angulo entre
[ 'y m se mantiene igual, el nuevo triangulo se podria ver como dentro del anterior, asi que el
triangulo 0 disminuye su area. Entonces o desaparece junto con w; de aqui se sigue que cuando

0 se hace 0
area(X) + area(Y) + area(Z) = area(n) = X +Y + Z = 7.
|

En la Geometria euclidiana, las mediatrices de un triangulo siempre concurren. Sin embar-
go, en la Geometria de Lobachevski no siempre es asi. En caso de que dos de ellas se corten,
las tres concurren. En otro caso no se intersecan; pero si dos de ellas son paralelas, las tres
mediatrices lo son entre si. Esto es lo que establecen los siguientes dos teoremas.

Teorema 37. En un tridngulo, las mediatrices de los lados no se intersecan o las tres se cortan
en el mismo punto.

Demostracion. Suponiendo que en el triangulo ABC' las dos perpendiculares £FD y DF que
son levantadas en los segmentos AB y BC' en sus puntos medios £ y F), se intersecan en D
(Figura 42); trazamos las rectas DA, DB, DC, dentro de los dngulos del tridngulo. En los
triangulos congruentes ADE y BDE por LAL (Teorema 9), tenemos que AD = BD. Asi
también se sigue que BD = C'D. Entonces el AADC es isosceles y entonces la perpendicular
desde el punto D al lado AC' corta a éste en el punto medio G (Teoremas 7 y 9). La prueba no
cambia en el caso en el que el punto D esté en la recta AC' o fuera del triangulo.
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A G C

Figura 42. Mediatrices de un tridngulo que concurren.

En el caso en el que dos de las mediatrices no se intersequen, entonces la tercera no podra
intersecarse con ellas, pues de lo contrario, se intersecarian las tres por lo que acabamos de
ver. |

Teorema 38. Las mediatrices de los lados de un triangulo deben ser las tres paralelas, suponien-
do el paralelismo de dos de ellas.

A EECT gy

Figura 43. Mediatrices de un tridngulo que son paralelas.

Demostracion. En el tridzngulo ABC' sean las rectas DFE, F'G, H K, perpendiculares a los lados
AC, CB, BA, en sus puntos medios D, F, H, respectivamente (Figura 43). Primeramente
asumiremos que las rectas DFE y F'G son paralelas, cortando a AB en L 'y en M, y que la
perpendicular H K esta entre ellas. Dentro del ZBLFE trazamos desde el punto L una recta LG,
que debe cortar a F'G' en algun punto G' por muy pequefio que sea /G LE. Como en ALGM
la perpendicular H K no puede intersecar a M G (Teorema 37), ésta debe cortar a LG en algun
punto P. De aqui se sigue que H K es paralela a DE (Teorema 18) y a MG (Teoremas 23 y
30).

Ponemos los lados BC' = 2a, AC = 2b, AB = 2¢, y designamos los angulos opuestos a
ellos por A, B, C, entonces en el caso que acabamos de considerar tenemos

A = TI(b) — TI(c)

B =Tl(a) — II(c)

48



O = I(a) + I1(b)

que lo podemos comprobar facilmente con ayuda de las rectas AA’, BB’, CC’, que son trazadas
desde los puntos A, B, C, paralelas a la perpendicular H K y consecuentemente a las dos
perpendiculares DE'y F'G (Teoremas 31y 30).

Sean ahora las dos perpendiculares H Ky F'G paralelas, por lo que la tercera DE no
puede cortar a las otras dos (Teorema 37); es decir, es paralela a ellas o cortaa AA’. La Gltima
suposicion dice que el angulo

C > 1l(a) + T1(b).

Sea () el punto tal que ZBC'Q) = I1(a)+11(b) y AC' = CQ, y designamos la magnitud del tercer
lado BQ por 2¢' (Figura 44), entonces el ZC'BQ es mayor que el ZC'BA y en concordancia
con lo que hemos probado,

/CBQ =1l(a) — (') > I(a) — I(c)
de donde se sigue que ¢ > ¢ pues II(c) > II(c) (Teorema 31).

A
C

Q
B

Figura 44. C'A movido a su nueva posicion C'Q).

En AACQ los angulos en A y () son iguales (Teorema 7), de aqui que en AABQ el
angulo en () debe ser mas grande que el del punto A, consecuentemente AB > B() (Teorema
8); esto es ¢ > . Lo cual es una contradiccion. |

3.7. Lineas limite y equidistante

Algo mas que nos serd de utilidad en este trabajo son los conceptos de linea limite y
superficie limite. Su importancia reside en que en la superficie limite se cumple la Trigonometria
euclidiana y servira de referencia al momento de desarrollar la de Lobachevski.

Definicion 39. Linea limite (horociclo) es la curva que esta en un plano para la que todas las
mediatrices de sus cuerdas son paralelas entre si.

Teorema 40. Dada una recta y un punto en ella, existe una tnica linea limite que pasa por ese
punto tal que las mediatrices de las cuerdas son paralelas a esa recta.

Demostracion. De conformidad con la definicion, vamos a generar una linea de la siguiente
manera: desde un punto A de una recta dada AB (Figura 45), a diferentes angulos ZCAB =
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Figura 45. Linea limite.

II(a), trazamos cuerdas AC' = 2a. El punto final C' de dicha cuerda estara en nuestra linea,
cuyos puntos iremos determinando gradualmente de esta forma. La perpendicular D F levantada
sobre la cuerda AC, en su punto medio D, sera paralela a la recta AB.

De la misma manera que D F, la perpendicular F'G levantada en el punto medio de cualquier
cuerda AH, sera paralela a AB; consecuentemente, esta peculiaridad pertenece a toda perpen-
dicular K L en general, que es levantada en el punto medio K de cualquier cuerda C'H dibujada
entre cualesquiera puntos C'y H (Teorema 38), por lo que esta linea, univocamente determina-
da, cumple con la definicion de linea limite. |

A partir del teorema anterior podemos dar la siguiente definicion.

Definicion 41. La recta que determina en un punto de ella una unica linea limite se conoce
como ¢je de la linea limite.

Observacion 42. Por la tltima parte de la demostracion anterior se concluye que las mediatrices
de las cuerdas de una linea limite deben llamarse, sin distincion, ejes de la linea limite.

Teorema 43. Un circulo cuyo radio es arbitrariamente grande pasa a ser una linea limite.

A E

Figura 46. Circulo que crece continuamente.

Demostracion. Dada una cuerda AB de la linea limite (Figura 46), trazamos desde los puntos
finales A y B de la cuerda dos ejes AC'y BF', que consecuentemente formaran con la cuerda
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dos angulos iguales /BAC = ZABF = « ya que son ambas paralelas a la perpendicular por
el punto medio de AB. Sobre uno de estos ejes AC, tomamos un punto £ como centro de un
circulo y trazamos el arco AF desde el punto inicial A, del eje AC, a su punto de interseccion
F con el otro eje BF'. El radio del circulo, F'F, correspondiente al punto F', formara en un lado
con la cuerda AF un angulo ZAF E = [ yenelotrolado con el eje BF', el angulo ZEF D = ~.
De aqui se sigue que el angulo entre las dos cuerdas /BAF = /BAE — /FAE =a — (3 <
B 4+ v — a (Teorema 27); de donde o — 5 < %7 que se obtiene al sumar o — [ a ambos lados
de la desigualdad.

Cuando el angulo v se aproxima al limite cero, se tiene que es en consecuencia de un
movimiento del punto F en la direccion AC, cuando F' se mantiene fijo, (Teorema 26); asi
también, si se mantiene al centro £ en su posicion y se aproxima F' a B en el eje BF, de tal
manera que £'F = F'A, disminuye todavia mas el angulo v (Teorema 27). De aqui se sigue que
con una disminucién del angulo ~ también el angulo oo — 8 disminuye, que representa la mutua
inclinacion de las dos cuerdas AB y AF'; y asi, la distancia del punto B de la linea limite al
punto ' en el circulo, tiende a desaparecer. |

A partir de este resultado podemos llamar a la linea limite también como un circulo con
radio infinito.

Teorema 44. Sean sy s’ dos arcos de lineas limite acotados por las rectas paralelas AA'y BB,
donde s = ABy s’ = A'B’ (Figura 48). Entonces los segmentos AA’ y BB’ son iguales y los
denotamos por z, y el cociente 5;/ solo depende de la distancia x que separa a las lineas limite y
esta dado por la férmula

s’ =sq",
donde g es un nimero real positivo.
B
!
C B
C/
A A

Figura 47. Los segmentos AA" y BB’ son iguales.

Demostracion. Probemos primero que los segmentos AA’ y BB’ miden lo mismo. Para es-
to, trazamos la mediatriz C'C” del segmento AB (Figura 47). Asi, los triangulos ACC" y
BCC" son congruentes por LAL (Teorema 9), asi que los lados AC” y BC” son iguales. Como
LABB = ZBAA' (Teorema 40) y ZCBC" = ZC'AC' tenemos que £/B'BC" = LZC"AA'.
También tenemos que los angulos BB'C" y AA’C" son iguales porque sus suplementarios son
iguales (Teorema 40). Asi, por LAA ABC'B' = NAC'A'y de aqui AA’ = BB’ = x. También
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A A

Figura 48. Ejes de arcos de lineas limite.

obtenemos que C'C’ es mediatriz de A’B’ y por lo tanto podemos considerar que divide a los
dos arcos de linea limite en dos partes iguales.

Enseguida vamos a probar que la razon entre los arcos limite s y s’ depende tinicamente de
la distancia x. Entre los arcos AA’, BB’ trazamos un tercer arco C'C", que marcara en el arco
AB una parte AC' =ty en el arco A’B’ en el mismo lado una parte A'C’" = t' (Figura 48).
Asumamos que la razén entre ¢ y s es igual a la de los nimeros enteros p y ¢, asi que

t:Z—js

q

Ahora dividamos s por arcos en ¢ partes iguales, entonces habra p partes en ¢. Asi, al trazar
los ejes que dividan al arco AB en las g partes tenemos que, por ser todos estos ejes paralelos
y dividir también al arco A’ B’ en partes iguales, habra la misma razén entre las partes de s y ¢
que entre s’ y t’; consecuentemente, tenemos

¢

t s

Como cualquier numero real puede ser aproximado por numeros racionales, tenemos que
dondequiera que sean tomados los arcos ¢ y ¢’ entre los ejes AA’ y BB’, la razon entre t y ¢/
permanecera siempre igual.

B,
By
Bs

Al T A2 Y AS x A4
Figura 49. Razones de los arcos limite.
Ahora consideremos que tenemos dos rectas paralelas AA’, BB’ y en ellas los arcos limite
A1 By, Ay Bs, A3Bs, AyB, de tal manera que A; A; = A3A, y definidos respectivamente en la

direccion del paralelismo (Figura 49). La linea limite definida por A3 coincide al trasladarla a
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Aj con la definida por A; (Teorema 40). Entonces, el arco limite A3 B3 lo podemos ver como
parte del A, B; y el A4B4 como parte del A, Bs al hacer la traslacion ya que A; Ay = A3 Ay, por

A1B1 __ A3Bs
lo que tenemos que 725+ = 252

e J4 ! 4 . . 3
De aqui tenemos que la razon 2 depende tnicamente de la distancia que separa a los arcos
de lineas limite. Llamaremos f(x) a la funcién que asocia a esta separacion = de los arcos de
s r . . 4 ! .
lineas limite su correspondiente razon °- entre las longitudes de los arcos.

Sean AA’ y BB’ dos rectas paralelas y A;B;, AyBs, A3Bj3 tres arcos de lineas limite
definidos respectivamente en la direccion del paralelismo y sean Ay Ay = x, Ay A3 = y (Figura
49). Entonces tenemos que % = f(x), ﬁzgg = f(y) y % = f(x + y). De aqui es fégil
ver que f(z +y) = f(x)f(y). Esta funcion es continua y el matematico francés Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) probd que la tinica funcioén continua que satisface esta ecuacion es

f(z) = ¢~*, donde ¢ es un numero real positivo. |

En la demostracion del teorema anterior, f(x) es una razon, por lo que es independiente de
la unidad de longitud seleccionada. Entonces, calculando logaritmo natural a ambos lados de la
ecuacion f(x) = ¢~*, obtenemos que también In f(z) y —z In ¢ deben ser independientes de la
unidad de longitud. Si despejamos In ¢, obtenemos que debe ser el inverso de una longitud; es
decir, Ing = % Entonces la ecuacion quedaria como

flx)=e5.

Podemos remarcar que el limite de la funcidon cuando z tiende a oo es cero, y asi no sélo la
distancia entre las dos paralelas decrece (Teorema 29), ademas tenemos que con la prolongacion
de las paralelas en la direccion del paralelismo ésta debe desaparecer completamente. Las rectas
paralelas tienen asi el caracter de asintotas.

Mencionamos también que & es una constante conocida como la constante del espacio. Su
valor numérico depende de la unidad de medida seleccionada, pero k£ puede ser una unidad de
medida por si misma; a veces es conveniente considerar k£ = 1. Por eso cuando desarrollemos
la trigonometria tomaremos ese valor para simplificar los célculos, sin que por ello dejen de ser
validos los resultados obtenidos para otros valores de k.

Definicion 45. Superficie limite (horoesfera) es la superficie que resulta de la revolucion de la
linea limite alrededor de uno de sus ejes.

Definicion 46. Las mediatrices de las cuerdas de la superficien limite se llaman ejes de la
superficie limite.

Definicion 47. El eje de la Definicion 45 se llama eje de revolucion de la superficie limite.

Definicion 48. Plano principal es un plano que pasa a través del eje de revolucion de una
superficie limite.
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Definicion 49. Tridngulo limite es la interseccion de una linea limite con los tres planos deter-
minados por tres de sus ejes.

Teorema 50. En la superficie limite se cumple la Geometria euclidiana.

A o G,B/
KEI/ FCI

C

Figura 50. Tres puntos en la superficie limite.

Demostracion. Sean A, B, C, tres puntos en la superficie limite (Figura 50), donde AA’ es el
eje de revolucion, BB’y C'C’ son otros dos ejes, AB y AC son cuerdas a las que los ejes estan
inclinados a iguales angulos ZA'AB = /B'BA, LZA'AC = ZC'C' A (Teorema 40). Los dos
ejes BB’ y C'C’ estan dibujados a través de los puntos finales de la tercera cuerda BC, son
también paralelos entre ellos y estan en el mismo plano (Teorema 30).

Una perpendicular DD’ es levantada en el punto medio D de la cuerda AB en el plano de
las dos paralelas AA’, BB’ y debe ser paralela a los tres ejes AA’, BB', CC’, (Teoremas 31
y 30); igualmente la perpendicular £E’ a la cuerda AC en el plano de las paralelas AA’, C'C’
sera paralela a los tres ejes AA’, BB', CC’, y a la perpendicular DD’. Ahora designemos al
angulo entre el plano que contiene a las paralelas AA’ y BB’ y el plano de AABC por I1(a),
donde a puede ser positivo, negativo o nulo. Si a es positivo, entonces levantemos F'D = a
dentro del AABC, en este plano, y perpendicular a la cuerda AB en su punto medio D. Si a
fuera negativo, entonces F'D = a debe ser dibujada fuera del tridngulo en el otro lado de la
cuerda AB; cuando a = 0, el punto F' coincide con D. En todos los casos seran congruentes
los triangulos AF'D y BF D por LAL; consecuentemente, tendremos que FA = F'B.

Levantemos en F' la recta perpendicular F'F” al plano del AABC. Como £D'DF = Il(a),
y DF = a, tenemos que F'F’ es paralelaa DD’y alarecta EE’, con la que también estd en un
plano perpendicular al plano de AABC.

Supongamos ahora que en ¢l plano de las paralelas EE’, F'F’ sobre E'F' la perpendicular
E K es levantada, entonces ésta estara en angulo recto con el plano del AABC, (Teorema 12),
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y alarecta AF en este plano, (Teorema 13); consecuentemente AFE, que es perpendiculara £ K
y EE’, debera ser también al mismo tiempo perpendicular a F'E, (Teorema 13). Los triangulos
AEF 'y FEC son congruentes por LAL, ya que son tridngulos rectangulos y tienen los lados
adyacentes al angulo recto, iguales; entonces tenemos AF = FC = F'B.

Una perpendicular desde el vértice F' del triangulo isésceles BF'C' a la base BC, va a
través de su punto medio G; un plano que pasa a través de esta perpendicular F'GG y la recta
F'F’, debera ser perpendicular al plano del AABC'y cortar el plano de las paralelas BB, CC’,
en la recta GG’, que es también paralela a BB’ y C'C’ (Teorema 30). Como ahora C'G esta
en angulo recto con F'G y al mismo tiempo con GG, consecuentemente Z/C'CG = ZB'BG
(Teorema 31). De aqui se sigue que para la superficie limite cada eje puede ser considerado eje
de revolucion.

En concordancia con esto cada plano principal corta a la superficie limite en una linea
limite. Tres planos principales que se cortan mutuamente, forman angulos entre ellos cuya suma
es m (Teorema 36). Estos angulos pueden ser considerados como angulos de tridngulos limite.
Consecuentemente, la misma interdependencia de los angulos y lados, probada en la Geometria

euclidiana para los tridngulos rectilineos, pertenece a los tridngulos limite. [
p Q
!/
A VN A

Figura 51. Linea equidistante.

Teorema 51. Dada una recta AA’, existe una Unica linea dividida en dos brazos, uno a cada
lado de la recta AA” que equidista de ella y corta a las rectas perpendiculares de AA’ en angulo
recto.

Demostracion. Sea AA' unarecta y trazamos rectas perpendiculares a AA’. Cortamos a iguales
distancias M P, N(),... a lo largo de estas perpendiculares (Figura 51). Asi formamos una linea
uniforme que no es, como en la Geometria euclidiana, una linea recta; y por simetria, esta curva
corta a todas estas perpendiculares a AA’ en angulos rectos. Sin embargo, la linea completa
consiste de dos brazos simétricos respecto de la recta. [ |

Definicion 52. La curva del Teorema 51 se llama linea equidistante de AA’.

3.8. Trigonometria hiperbodlica

En lo que sigue, desarrollaremos las formulas de la Trigonometria hiperbolica. Para el-
lo, utilizaremos gran parte de los teoremas probados anteriormente. Aclaramos que aqui las
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funciones trigonométricas estaran definidas como sigue:

3 . a°
sent =T — — + — — ...
3! 5l ’
oL
cosr=1——+— —
20 4! ’
y de ahi definimos las demas funciones trigonométricas de la siguiente manera
sen x 1 1 1
tanxr = , cotr = —, secx = , CSCT = .
cos T tanx cos T sen x

En el siguiente teorema encontraremos las férmulas trigonométricas para triangulos rectilineos
y esféricos, y veremos que estas ltimas son independientes del postulado de las paralelas.

Teorema 53. La Trigonometria esférica es independiente del quinto postulado de Euclides.

Demostracion. En lo que sigue, si x es el tamafio de un segmento de recta, designaremos por
2’ el tamafio de otro segmento de recta que cumple que

M(z) + TI(2') = ;7?.

Sea ahora ABC' un triangulo rectangulo, donde la hipotenusa es AB = ¢y los otros dos lados
son AC = by BC = a; los angulos opuestos a ellos los denotamos por ZABC = TI(5)
y ZBAC = TI(«), respectivamente (Teorema 31). En el punto A levantamos la recta AA’
perpendicular al plano del AABC, y de los puntos By C trazamos BB’y C'C" paralelas a AA’
(Figura 52).

B/

Figura 52. Triangulo limite AB"C".
Los planos que determinan estas tres paralelas forman los angulos: II(a)) en AA’; como
el plano de las rectas AA’ y C'C’ es perpendicular al de AABC (Teorema 12) y BC' es per-

pendicular a AC, tenemos que también lo es al plano de las rectas AA” y CC’ (Teorema 12),
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de aqui se concluye que es también perpendicular a una perpendicular a C'C” en el plano de
las rectas AA" y C'C’ (Teorema 13) y entonces los planos determinan un angulo recto en C'C’;
consecuentemente se tiene I1(«’) en BB’ (Teorema 36).

Las intersecciones de las rectas BA, BC, BB’ con una esfera alrededor del punto B como
centro, determina un triangulo esférico mnk, en el cual sus lados son mn = I1(c), kn = I1(3),
mk = Il(a) y los dngulos opuestos son II(b), II(a), 7. Asi, debemos admitir la existencia
de un triangulo esférico con lados II(c), I1(3), II(a) y 4ngulos opuestos I1(b), I1(/), 17, si
admitimos la existencia de un tridngulo rectilineo de lados a, b, ¢ y angulos opuestos I1(«),

I1(3), 37 (Figura 53).
11(a)
all c H(C)'
‘ I1(8)
b

Figura 53. Triangulo rectilineo y tridngulo esférico.

Como la existencia de un tridngulo esférico implica la existencia de un tridangulo simétrico
a él, entonces el tridngulo esférico de la Figura 53 necesita también la de otro tridngulo rec-
tilineo, que debe tener los lados a, o/, 3, y los angulos opuestos II(V), II(c), 57 (Figura 54).
También, como a es independiente de b y o de 3, podemos pasar de a, b, ¢, o, B a b, a, ¢, B, @

y tambiéna a, o/, 5, V, c.
(a)
a kﬂw)
I(c)
al

Figura 54. Triangulo rectilineo y tridngulo esférico simétrico.

Supongamos que por A, con AA’ como eje pasa una superficie limite y corta a los otros
dos ejes BB'y CC" en B” y C" (Figura 52), y en las intersecciones con los planos las paralelas
forman un triangulo limite, cuyos lados son B"C"” = p, C"A = ¢, B"A = r, y los angulos
opuestos a ellos son II(«), II(), 37, como ya habiamos obtenido y donde, consecuentemente
(Teoremas 36 y 50):

p=rsenll(a), ¢ =rcosll(a).

Ahora cortemos por la recta BB’ los tres planos principales de la Figura 52 y doblémoslos hasta
que estén en el mismo plano, donde los arcos p, ¢, r, se uniran a un unico arco de la linea limite,
que va a través del punto A y tiene a AA’ como eje (Figura 55). De esta manera en el mismo
lado estan, los arcos py ¢, el lado b del triangulo, que es perpendiculara AA’ en A, el eje CC’ va
del final de b paralelo a AA’ y a través de C”, el punto de unidon de p y ¢, el lado a perpendicular
a C'C" en el punto C, y el eje BB’ paralelo a AA’ que comienza en el punto final de a y pasa
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a través del punto final B” del arco p. En el otro lado de AA’ estaran, el lado ¢ perpendicular a
AA’ en el punto A, y el eje BB’ paraleloa AA’, y que va a través del punto final del arco r.

B DB//
a
C p
C B
bllq ¢
A A
B
CI\T
B
B

Figura 55. Desdoble de los tres planos.

El tamafio del segmento C'C" depende de b, cuya dependencia la expresaremos por CC” =
f(b). De la misma manera tenemos BB” = f(c). Si describimos, tomando a C'C" como eje
una nueva linea limite del punto C' a su interseccion D con el eje BB’ y designamos el arco
CD por t, entonces BD = f(a). BB” = BD + DB" = BD + CC", consecuentemente
f(c) = f(a) + f(b). Ademas, tomando k& = 1 para simplificar calculos, vemos que (Teorema
44)

t = pe!® = rsenl(a)e’®.

Si la perpendicular al plano de AABC fuera levantada en B en lugar de A, entonces
las lineas ¢ y r permanecerian igual, los arcos ¢ y ¢ cambiarian a ¢ y ¢, las rectas a y b en
by a,y el angulo II(«) en II(3), todo esto sucede por que sdlo intercambiamos los catetos.
Consecuentemente tendriamos

q=rsenIl(B)e!@,

de donde se sigue, sustituyendo el valor de ¢ por r cos I1(«),
cosII(a) = senII(B3)e! @,
y si cambiamos « y (3 por b’ y ¢, como anteriormente hicimos ver,
sen I1(b) = senII(c)e/@;
ademds, multiplicando por e/, ya que probamos que f(c) = f(a) + f(b),
sen I1(b)e!® = senTI(c)ef @,
Al intercambiar los catetos obtenemos

senIl(a)e’ @ = senTI(c)e! .
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Y de las dos ultimas ecuaciones se sigue que
senTl(a)e! @ = sen TI(b)e/®.

Como las rectas a y b son independientes una de la otra y, ain mas, podemos poner b = 0, en la
que se cumple que f(b) = 0, II(b) = 7, tenemos que en cada segmento a, sustituyendo en la
ecuacion anterior estos resultados, que

e 1@ = senTl(a).

Aplicando la ecuacion anterior para los segmentos a, b, ¢ y recordando que f(c) = f(a)+ f(b),
obtenemos
senIl(c) = senIl(a) senII(b), (1)

Permutando las letras a, b, ¢, por a, o/, [3 se tiene
senIl(3) = senII(a’) sen I1(a).

pero, como II(a') = 3

7 — II(c) y por la identidad cos x = sen(3m — z), llegamos a
senII(f3) = cosII(«) senIl(a). (2)
Intercambiando las letras a con by « con (3 la formula anterior se convierte en
senIl(a) = cosII(3) senI1(b), (3)
Cambiando « por ¥/, 3 por cy b por & y con la ayuda de la identidad
cos I1(b) = cosIl(c) cosII(a), 4)
Intercambiando a con by « con 3 de nuevo, obtenemos

cosII(a) = cosII(c) cos TI(f3). Q)

Si designamos en el triangulo rectangulo esférico los lados II(c), I1(3), I1(a), y los angulos
opuestos I1(b), TI(a/) (Figura 53), por las letras a, b, ¢, A, B, entonces obtenemos que las
ecuaciones (1-5) toman la forma de aquellas que conocemos como probadas en la Trigonometria
esférica para los tridngulos rectangulos,

sena = sencsen A,

senb = sen csen B,
cos A = cosasen B,
cos B = cosbsen A,
cos C' = cos a cos b;

de estas ecuaciones podemos pasar a aquellas para todos los tridngulos esféricos en general. De
aqui se sigue que la Trigonometria esférica no depende de si en un triangulo rectilineo la suma
de sus angulos internos sea igual a dos rectos o no. [
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En el siguiente teorema encontraremos una férmula explicita para el angulo de paralelis-
mo. Esto nos permitira hacer calculos explicitos con ella para, posteriormente, encontrar las
férmulas de la Trigonometria de Lobachevski en general.

Teorema 54. La funcidn angulo de paralelismo esta determinada por la férmula

1 o
tan iﬂ(x) =e k.

Demostracion. Consideremos el tridngulo rectangulo ABC), cuyos lados son a, b, ¢, y sus an-
gulos opuestos I1(w), I1(8), 5.

Prolongamos la hipotenusa c a través del punto B, y hacemos BD = 3 (Figura 56), en
el punto D trazamos la perpendicular a BD y la llamamos D D', que sera paralela a BB, la
prolongacion del lado @ mas alla del punto B. Trazamos AA’ paralela a DD’ por A, que es al
mismo tiempo paralela a C'B’ (Teorema 30), asi tenemos ZA’AD = Il(c+ ), LA AC = 11(b),
y consecuentemente

I1(b) = () + (c + B). (6)
A’ B/ D/
8 D
ﬂ\OX 5
A b 0

Figura 56. D al otro lado de A en el tridngulo rectangulo ABC.

Ahora, consideremos el caso en el que 5 es construido en el otro lado de B y, como
veremos enseguida, vamos a obtener una ecuacion similar.

Si marcamos la distancia J respecto a B en la hipotenusa ¢ (Figura 57), entonces en
el punto D, dentro del triangulo levantamos la perpendicular DD’ en AB, y del punto A
trazamos AA’ paralela a DD’, asi BC' con su prolongacion C'C” sera la tercera paralela; en-
tonces LZCAA" = 11(b), ZLDAA" = II(c — B), consecuentemente [I(c — §) = II(a) + I1(b).
Este fue el caso para ¢ > f3.

Si ¢ = B (Figura 58), la perpendicular AA’ trazada sobre AB en el punto A es paralela
al lado BC' = a, con su prolongacion C'C’; consecuentemente, tenemos () + I1(b) = 37y
también II(c — 3) = J7 (Teorema 31).

Sic < 3, el final de (5 esta mas alla del punto A en D sobre la prolongacion de la hipotenusa
AB (Figura 59). Aqui la perpendicular DD’ levantada sobre AD vy la recta AA’ paralela a
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A,

A

Figura 58. D coincide con A en el tridngulo rectangulo ABC'.

ella desde A, seran paralelas al lado BC' = a, con su prolongaciéon C'C’. Aqui tenemos que
£ZDAA =1I(B — ¢); consecuentemente, [1(«v) + 11(b) = 7 — II( — ¢) = l(c — /3), (Teorema
31).
Asi, de estos tres casos obtuvimos la ecuacion:
I(er) +11(0) = H(c — ). (7)
Sumando y restando las ecuaciones (6) y (7) obtenemos respectivamente,
211(b) = Il(c = B) + II(c + B),
2l(«) = 1l(c — B) — (e + B),
de donde, si despejamos, calculamos su coseno y efectuamos la razon, obtenemos
cosII(b) 08 <%H(c — B) + il(c+ ﬁ))
cosIl(a) ¢ (%H(c —B) — 31I(c + 5))

Vamos a sustituir el valor ssssg((i)) = cos I1(c¢) dado por la ecuacion (4). También vamos a llamar
A = JI(c— )y B = {II(c + 3). Asi tenemos que cosII(c) = zzzgﬁfgg Por una conocida
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DA c’

Figura 59. D en el exterior de la hipotenusa del tridngulo rectangulo ABC'.

identidad trigonométrica tenemos la primera igualdad siguiente, y de ahi las demas:

ton? EH(C) _ l—cosIl(c) 1- Ezzgitg ~ cos(A = B) —cos(A+ B)
2 © 1+cosIl(c) 14 @B cos(A — B) + cos(A + B)

cos(A—B)

De aqui, usando la identidad trigonométrica para suma y resta de cosenos, obtenemos que

cos(A — B) —cos(A+B) cosAcos B +sen Asen B — cos Acos B +sen Asen B
cos(A — B) + cos(A+ B)  cos Acos B +sen Asen B + cos Acos B —sen Asen B

B 2sen Asen B
"~ 2cos Acos B

= tan Atan B.

Entonces tenemos que se cumple la ecuacion
,1 1 1
tan 51‘[(0) = tan §H(c — [3) tan §H(c + 7).

Si consideramos el caso 8 = ¢ tenemos que tan? 111(c) = tan £I1(0) tan 3I1(2¢), como I1(0) =
7 el primer factor vale 1 y por tanto, tan® JII(c) = tan ;II(2c). Ahora, si consideramos dos
segmentos arbitrarios x e y, y sustituyéndolos por % -5ty "%y + 5%, respectivamente,
obtenemos lo siguiente, donde la ultima igualdad es por lo que acabamos de probar:

1 1 1 — 1 _
tan T1(z) tan S I1(y) = tan §H<x;y Y . x) o §H(£L’—2Fy LY : x) _
1 1
= tan? 51(*52) = tan 511G +9)

De aqui tenemos que tan $11(x) es una funcién que cumple la ley de la exponenciacion y,
como es continua por ser composicion de continuas, tenemos que podemos representarla como
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tan 111(z) = ¢~*. Como II(z) = 0 para 2 = oo, tenemos que ¢ debe ser un nimero mayor que
1, y como es la unica restriccion que tenemos al respecto podemos considerar a esta constante
como q = er, donde e es la base de los logaritmos naturales y k es la constante del plano. Asi
tenemos la expresion

1 o
tan §H(x) =e k.

Vamos a simplificar los célculos en la siguiente proposicion considerando k£ = 1. Para
obtener las formulas generales, bastara con dividir entre k& todas las letras que expresen una
longitud.

Teorema 55. Las formulas para la Trigonometria de Lobachevski son las siguientes:

sen AtanIl(a) = sen B tanII(b),

senII(b) senIl(c)
cos A cosTI(b) cosII(c) + sen T1(a) =1,
IT
cot Asen C'senlIl(b) + cos C' = %,
cos A+ cos BeosC = sen Bsen ©
senIl(a)

Demostracion. De las ecuaciones encontradas en la prueba del Teorema 53 es suficiente recor-
dar las siguientes, que son respectivamente la (1), la (3) y la (5),

senll(c) = senIl(a) sen I1(b),
senII(a) = senI1(b) cos I1(5),
cosIl(a) = cosII(c) cos IL(3).

Si a la ecuacion (1) la dividimos por cos I1(c) en ambos lados, obtenemos las siguientes igual-
dades; la segunda es por (3) y la tercera por (5):

senIl(c) _sen [I(a) sen I1(b) _sen [I(a) sen T1(«) _sen [I(a) sen I1(«) _sen II(a)
cosTI(c) cos I(c) cosII(c) cosII(B)  cosIl(c) cosllla) cosIl(a)

cosII(c)

sen ().

Asi tenemos la siguiente ecuacion:

tanII(c) = sen I1(a) tan T1(a) (8)

Ahora consideramos un tridngulo rectilineo cuyos lados son a, b, ¢ y sus dngulos opuestos
A, B, C.Si Ay B son angulos agudos (Figura 60), entonces la perpendicular p desde el vértice
del angulo C' esta dentro del triangulo y corta el lado ¢ en dos partes, x en el lado del angulo A
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A T D c-x B

Figura 60. Triangulo ABC' con los angulos A y B agudos.

y ¢ — z en el lado del dngulo B. Asi surgen dos tridngulos rectangulos para los que obtenemos,
aplicando la ecuacion (8) a cada uno de ellos,

tanIl(a) = sen B tanII(p),

tan I1(b) = sen A tanIl(p).

Estas ecuaciones se mantienen igual también cuando uno de los angulos, por ejemplo B, es un
angulo recto u obtuso (Figura 61).

a

AF—(——B A —% D

Figura 61. Triangulo ABC' con angulo B recto y obtuso.

En consecuencia, tenemos que para todo tridngulo, mediante un simple despeje, se cumple
la siguiente ecuacion
sen AtanIl(a) = sen B tanII(b). )

Para un triangulo con angulos agudos A, B (Figura 60), tenemos también aplicando la ecuacién

),
cosII(z) = cos A cos I1(b),

cosII(c — z) = cos B cosIlI(a),

estas ecuaciones también relacionan triangulos, en el que uno de los angulos A o B es recto u
obtuso.

Por ejemplo, para B = %7? debemos tomar x = ¢ (Figura 61), la primera ecuacion entonces
se convierte en la que encontramos en la ecuacidn (5), la otra, sin embargo, es autosuficiente.

Para B > %w (Figura 61), la primera ecuacién se mantiene sin cambios, en lugar de la
segunda debemos escribir, correspondientemente cosII(x — ¢) = cos(m — B) cosIl(a); pero
tenemos cos I1(x — ¢) = — cosIl(¢c — z) (Teorema 31), y también cos(m — B) = — cos B, por

lo que se mantiene sin cambios.

Si A es un angulo recto u obtuso, entonces deberan ser c—x y x reemplazadas por x y c—,
para llevarlas al caso anterior. Para eliminar = de ambas ecuaciones, hacemos lo siguiente, donde
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la primera igualdad es por una conocidad identidad trigonométrica, la segunda y la tercera por

la expresion encontrada para tan $II(x) y la cuarta por la identidad trigonométrica tan® A =
l—cos A.

14+cos A

cosTT(e — z) = L (tansllle—2)?  1—et 1 (tan,l1(c))*(cot 511(x))*
1+ (tanill(c —x))? 14e2*2 1+ (tan iII(c))?(cot sII(z))?

1 — 1—cosII(c) 1+cosII(x)
o 14cosTI(c) 1—cosII(z)
- 1—cosTI(c) 14cosT(z)
L+ 1+cosII(c) 1—cos II(x)

1+ cosII(c) — cosII(x) — cosII(z) cosII(c) — 1 — cosII(x) + cosII(c) + cos II(x) cos II(c)
1+ cosTl(c) — cosTI(z) — cosTI(z) cos I(¢) + 1 + cos I(x) — cos II(c) — cos () cos T(c)
~ 2cosll(c) = 2cosll(z)  cosll(c) — cosIl(x)
~ 2—2cosII(c)cosIl(x) 1 —cosII(c)cosIl(x)
Si sustituimos en el ultimo resultado las expresiones encontradas anteriormente: cosII(z) =
cos A cosTI(b), cosII(c — x) = cos B cosI(a), obtenemos

cosII(c) — cos A cosTI(b)
Bcosll(a) =
cos B cos I1{a) 1 — cosII(c) cos A cosTI(b) -
= cos BcosII(a)(1 — cosII(c) cos AcosIl(b)) = cosII(c) — cos A cosII(b) =
= cos II(c)(1 + cos A cos I1(b) cos B cosIl(a)) = cos A cosII(b) — cos B cosIl(a) =

= cosTI(c) = cosII(a) cos B + cosII(b) cos A
“ = 1T+ cos II(a) cosII(b) cos A cos B

De donde se sigue

cos I1(c)(1 + cosIl(a) cosII(b) cos A cos B) = cosIl(a) cos B + cosII(b) cos A =

= cos II(a) cos B(cosII(c) cosII(b) cos A — 1) = cosII(b) cos A — cos II(c) =
cosII(c) — cos A cosTI(b)
1 — cos A cosTI(b) cosTI(c)

Si la ecuacion anterior la multiplicamos por cos I1(c) obtenemos

cosIl(a)cos B =

cos? I1(c) — cos A cos TI(b) cos I1(c)

11 II B =
cos II(c) cos I1(a) cos 1 — cos A cosTI(b) cosII(c)

1 — cos A cos I1(b) cos TI(c) — cos? TI(c) + cos A cos T1(b) cos IT(c)
1 — cos A cosTI(b) cos TI(c)

= (1 — cos B cosII(c) cosII(a))(1 — cos A cos II(b) cos II(c)) = 1 — cos* I(c).
Asi que

= 1—cosII(c) cosII(a) cos B =

(senTI(c))* = (1 — cos B cosII(c) cosII(a))(1 — cos A cos IT(b) cos II(c)). (10)
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Todo este desarrollo podemos hacerlo para los otros lados del tridngulo de forma anéloga, por
lo tanto tenemos las siguientes ecuaciones:

(senl(a))* = (1 — cos C cosI1(a) cos TI(b))(1 — cos B cos I1(c) cos I1(a)) (11)
(senTI())* = (1 — cos A cosI1(b) cos II(c))(1 — cos C cos I1(a) cos T1(D)). (12)
De estas tres ecuaciones encontramos por una simple sustitucion:

(senII(b))?(senIl(c))?
(senIl(a))?

= (1 — cos A cosII(b) cos II(c))>.

De donde se sigue, a partir de un despeje sin ambigiiuedad en el signo,

senI1(b) senII(c)
sen I1(a)

cos A cosTI(b) cosII(c) + =1 (13)
Si sustituimos aqui el valor de senIl(c) = 224 tanIl(a) cosII(c) dado por la ecuacién (9),
entonces obtenemos

senI1(b) sen A tanTI(a) cosII(c)

AcosTl II
cos A cosII(b) cosII(c) + senIl(a)sen C'

= 1=

cos I1(c) ( cos A cosII(b) senIl(a) sen C' + sen I1(b) sen A tan H(a)>
senll(a)sen C'

cosIl(a)sen C ‘
sen AsenI1(b) + cos Asen C cosIl(a) cosTI(b)’

pero sustituyendo esta expresion para cos I1(c) en la ecuacion (12), se sigue

= =1=

= cosll(c) =

cos A cosII(b) cosIl(a) sen C
sen AsenII(b) + cos Asen C cosIl(a) cosII(b)

sen” II(b) = (1— )(1—COSCCOS II(a) cos H(b)) =

B < sen A sen I1(b)
~ \sen AsenII(b) + cos Asen C cos Il(a) cos I1(b)

= sen” I1(b) sen A+sen I1(b) cos A sen C cos I1(a) cos IT(b) = sen A—sen A cos C cos I1(a) cos I1(b)

) (1 — cos C' cosTl(a) cos H(b)) =

= cos I1(b) cosII(a) ( sen I1(b) cos Asen C' + sen A cos C’) = sen A cos” I1(b)

I1(b
= sen I1(b) cos Asen C' + sen A cos C' = sen A7 (®)
cosII(a)
De donde obtenemos que
IT
cot Asen C'senIl(b) + cos C' = 8 (b) (14)
cosIl(a)
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Sustituyendo senII(h) = 524 tanIl(a)cosII(b) por la ecuacion (9) tenemos lo siguiente,

sen B

donde la implicacion resulta de multiplicar la ecuacidon por cos Il(a)

cosTI(b)

y despejar:

A IT
YA fan II(a) cosII(b) + cos C' = cos I1(b) =

t AsenC
AR sen cosII(a)

cosIl(a) cos A
R\ —1—
~ cos I1(b) cos ¢ sen B

Si intercambiamos las letras a con by A con B, la ecuacion (14) también da

sen C'sen I1(a).

cosII(a)

cosTI(b) cot Bsen C'sen Il(a) + cos C

De las dos tltimas ecuaciones se sigue,

cos A

(cot Bsen Csenll(a) + cos C’) cosC =1-— sen C'senl(a) =

sen

cos A

= cot Bsen C'senll(a) cos C = sen® C' — 7 Sen Csenll(a) =

sen

SenC(cosBcosC—i—cosA) =sen(C

= senll(a)

sen B
De donde obtenemos que

sen Bsen C

cos A + cos BcosC = sen T1{a)

(15)

Por lo tanto, las ecuaciones para la interdependencia de los lados a, b, ¢, y los angulos opuestos

A, B, C, en el triangulo rectilineo, seran las ecuaciones (9), (13), (14), (15).

Teorema 56. Los limites de las ecuaciones (9), (13), (14), (15) cuando los lados del triangulo

tienden a cero son respectivamente las ecuaciones
bsen A = asen B,

a’ = b+ ¢* — 2bccos A,
asen(A+ C) =bsen A,
cos A + cos(B + C) = 0.

Demostracion. En esta demostracion veremos lo que sucede cuando los lados a, by ¢ del tridn-
gulo, son muy pequefios. En este caso tenemos los siguientes desarrollos, donde hemos usado

la regla de L’0pital para calcular los limites:

1 — tan? {11(a) _1- e

tT(a) =
cot Ii{a) 2 tan 211(a) 2¢-a
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cotl(a) , 1—e2@ 220

1111—I>I(1) a - 1111—I>I(1) 2e~aq - tlzl—r>r(l) —2e~%q + 2e@ =1
1 —tan? Ll(a 1—e 20
cosIl(a) = — ( ): ‘
1 +tan®5Il(a) 1+4e 2
H 1 _ ,—2a 2 —2a
i SO o L= ) ¢ —1
a—0 a a=0a+ae 2 a=014 e 20 — 2qe2
1
senll(a) = /1 —cos?Il(a) =~ 1 — §a2
cosII(a) b= 220
—2a
senll(a) = = iz,m = 0
cot I1(a) s 1+e
11 2e" —2e7%
i @) o ¢ — lim ¢ — 1.

a0 1 —32a? =0 (1+e2)(1 —1a?) a0 —a(l+ e 22) — 2e=2(1 — 3a?)

Asi tenemos que para valores pequefios se cumplen las siguientes igualdades
1
cotIl(a) = a, senll(a) =1 — 5(12, cosIl(a) = a,
y también de la misma manera para los lados b y c.

Por una simple sustitucion y un despeje obtenemos que la ecuacion (9) se convierte en

bsen A = asen B, (16)
Sustituyendo y desarrollando la ecuacion (13) obtenemos:
1 1
(1—§a >bccosA—i—1—§c 2b2 4b2c2:1—§a2

Si restamos 1 a ambos lados, multiplicamos por —2 y consideramos 1 — a ~ly 1b2 2
obtenemos

a’ =b* +c* —2bccos A, (17)
Sustituyendo en la ecuacion (14) y multiplicando a ambos lados por sen A tenemos:
1 bsen A
<1 — §b2> cos AsenC' +sen AcosC' = e
a

si consideramos 1 — %bz ~ 1 y usamos la identidad para el seno de una suma obtenemos
asen(A+ C) =bsen A, (18)
Haciendo un simple despeje en la ecuacion (15) obtenemos

1 1
(1 — §a2> cos A + (1 — §a2> cosBcosC —senBsenC =0

considerando 1 — a ~ 1 y usando la identidad para suma de cosenos obtenemos

cos A+ cos(B+ C) = 0. (19)
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En la prueba anterior, las ecuaciones (16) y (17) son asumidas en la Geometria euclidiana
y se conocen respectivamente como ley de senos 'y ley de cosenos. El siguiente teorema nos dice
que cuando los lados del tridangulo son muy pequefios, la Geometria de Lobachevski pasa a ser
la Geometria de Euclides.

Teorema 57. Las ecuaciones (16), (18) y (19) implican que la suma de los dngulos de un
triangulo es igual a dos rectos.

Demostracion. Sean A, B, C, los tres angulos internos de un triangulo, entonces:
sen(A+ B+ C) = sen Acos(B + C) + cos Asen(B + C')

dividamos entre a para obtener lo siguiente, donde la primera igualdad es por (16), la segunda
por (18) y la tercera por (19)

A+ B A B
sen(d + B +C) _ cos(B + C) + cos AM =
a a a
_ seI;B cos(B + C) + cosASen(B +C) = SeI;B (cos(B +C)+ cosA> =0
a

Como 0 < A+ B+ C' < m, el tnico valor para esta suma sera
A+B+C=m.
[ |

Lobachevski expresa que “las ecuaciones (9), (13), (14) y (15) llegan, por si mismas, a
ser suficiente fundamentacidon para considerar la suposicion de la Geometria imaginaria co-
mo posible” (Lobachevski, Geometrische Untersuchungen, Cap. 37). Sin embargo, esto so6lo es
subjetivo porque, en el sentido estricto del término, se trataba mas de una conviccioén que de un
hecho cientificamente establecido. La prueba de la consistencia logica de la Geometria hiper-
bolica se consiguio solo hasta que se encontraron modelos euclidianos de la nueva geometria,
lo cual es tema del siguiente capitulo.

En la demostracion del siguiente teorema, hacemos un desarrollo parecido al de Tauri-
nus, en la que prueba que la Trigonometria de Lobachevski es vélida en una esfera de radio
imaginario.

Teorema 58. Las ecuaciones (9), (13), (14) y (15) de la geometria plana pasan a ser las respec-
tivas ecuaciones para triangulos esféricos

sen Asenb = sen Bsen a,

cosa = cosbcos c+ senbsen ccos A,
cot Asen C' + cos C' cosb = sen bcot a,
cos A = cosasen Bsen C' — cos B cos C,

si ponemos ai, bi, ci, en lugar de los lados a, b, ¢, donde i? = —1.
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Demostracion. Al hacer la sustitucion obtenemos lo siguiente

sen 2 11(ai) cos 111(az)

sen? 111(ai) + cos? S11(ai) -

1 1
senIl(ai) = 2sen §H(ai) cos §H(ai) =2

2 2 1

2
sen pM(ai) | cos ;TN(ai) ~ cot MI(ai) +tan $(ai)  e¥ +e % cosa’
31 in

1 1 1 1 cos t11(ai) sen +1I(ai
cosI1(ai) = cos? EH(az’)—sem2 iﬂ(ai) = sen iﬂ(ai) oS iﬂ(ai) (sen znizg T os gﬂgazb =
)

1. . 1, . cot 211(ai) — tan L11(ai)
) (cot §H((M) — tan §H(az)) = T e lm@)

2
cos %H(ai) + sen %H(ai)

sen 111(ai) cos 11(az)

" sen? $11(ai) + cos? L11(ai

eai _ e—ai
= W = tana.

II(az 1 1
tanIl(ai) = sen (i) = =

cosIl(ai)  itanill(ai)cosill(ai)  isena’

Por lo que debemos poner:

11 =
sen I1(a) p——
cosIl(a) = itana,
1
tanII(a) = - ,
isena

y similarmente para los lados b y c.

De esta manera pasamos de las ecuaciones (9), (13), (14), (15) a las siguientes:

A B
sen Atanll(a) = sen B tanll(b) = enao_ X
tsena  isenb

sen Asenb = sen Bsen a, (20)
senI1(b) sen II(c)
senIl(a)

cos a

cos A cosII(b) cosIl(c) + =1=

=1=

i?cos Atanbtanc + ————— =
cosbcosc

| + cos Atanbtan c =
cosbcosc
cosa = cosbcosc+ senbsen ccos A, (21)
cos I1(b)
cosIl(a)

cot Asen C tanb
————— +cosC =
cos b tan a

cot Asen C'senll(b) + cosC' =
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cot Asen C' + cos C cosb = sen bcot a, (22)

B
cos A+ cos BeosC = sen Bsen ©
senll(a)
cos A = cosasen Bsen C' — cos B cos C. (23)

En el Teorema 54 encontramos la féormula tan %H(x) = e~ k. Vamos a ver la equivalen-
cia entre las funciones trigonométricas hiperbdlicas y la funcion II(x). Para esto hacemos los
siguientes desarrollos:

x — 2z
ek —ek 1—ex 1—tan2%H(%) x
= = = tl'I(f)
co i

h' = = — = 24
S 2 2er | 2taniII(2) @4)

cosh ¥ — ek + ek _ oot STI(%) 4 tan 211(%) _ cos? JT1(%) + sen? 1T1(%) _ 1

k 2 2 2(sen 3II(%) cos 311(%))  senTI(%)
(25)
. cos I1()
x sen 7 senII(%) X

tanh% = cosg = —F = COSH<%> (26)

k senTI(7)

En lo que sigue, para simplificar la notacion tomaremos k£ = 1.

Si tenemos el triangulo rectangulo rectilineo de la Figura 57 y sustituimos los angulos
II(«) y II(5) por A y B, respectivamente, tenemos que al efectuar las respectivas sustituciones
dadas por las ecuaciones (24-26), las ecuaciones (1), (2), (3), (4), (5) y (8) se transforman
respectivamente en:

cosh ¢ = cosh a cosh b (27)
sen B — 24 (28)
cosha
cos B
A= 29
wen cosh b 29
tanh b = tanh ccos A (30)
tanh a = tanh ccos B 31
senh a = sen A senh c. (32)

Asi también, para cualquier triangulo general, las ecuaciones (9), (13), (14), (15), se trans-
forman respectivamente en las siguientes:

sen A sen B

senha  senhb (33)

cos A senh bsenh ¢ 4 cosh a = cosh b cosh ¢ (34)
cot Asen C'tanh a + cos C'tanh a cosh b = senh b (35)
cos A + cos B cos C' = sen B sen C cosh a. (36)
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3.9. Area en la Geometria de Lobachevski

Por ultimo, nos disponemos a exponer como se relacionan la longitud y el area en la Ge-
ometria de Lobachevski. En esta seccidon seguiremos el libro de Sommerville The elements of
non-euclidean geometry, pues esto ya no lo desarrollé Lobachevski en su Geometrische Untur-
sechungen.

Primeramente, encontraremos el perimetro y area de un circulo. Estos resultados los us-
aremos posteriormente para encontrar el area de un triangulo.

Teorema 59. La longitud de una circunferencia de radio r es

r
2mk senh —.
mhsenh -

Demostracion. Sea As la longitud de la cuerda P() de un circulo de radio r, que subtiende un
angulo A# en el centro (Figura 62). Entonces, tomando el triangulo rectangulo formado por el
centro, un extremo del segmento P() y el punto medio de ese segmento, aplicando la formula
(32) obtenemos:

1A 1
senh 5?5 = senh % sen §A9,
Como senh 1 9% ~ 125 y sen LA ~ L A9, al considerar Af y As muy pequefios, tenemos que
la longitud de la cuerda es
As ~ ksenh %A@. (37)
Por lo tanto, la longitud de toda la circunferencia es fo% ksenh ;df = 2mk senh . |

, , . . 2
Teorema 60. El area de un circulo de radio r es igual a 47k? senh? o

o ¢

P P
Figura 62. Diferencial de area PP'Q'Q).

Demostracion. Primeramente vamos a calcular el area de un sector de circulo PO(), donde
ZPOQ = 6 es muy pequeio. Para esto, vamos a considerar que la Geometria euclidiana es
vélida para dimensiones muy pequefias (Teorema 57) y, en particular, la nocidn de area.

Pongamos P’y )’ en OP y OQ) respectivamente y muy cercanos de P y @) (Figura
62. Sean OP = OQ = r, PP’ = QQ" = Ar. Entonces areade PQQ'P' ~ Ar - PQ =
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kOArsenh ;- (Ecuacion (37)). Asi que el area del sector es

' T g T e T
/0k@senhkdr—kQcoshk‘o—k‘Q(coshk 1>

y por la identidad senh? 5= COShT"”‘l tenemos que el area del sector es

2k20 senh? i (38)
Por lo tanto, el area de todo el circulo es 47k? senh? o [ |

Definicion 61. Si los angulos de un triangulo son A, B, C, a la diferenciam — (A + B+ C) se
denomina defecto angular del triangulo.

En el siguiente teorema se muestra la relacion existente entre el drea de un tridngulo y su
defecto angular.

Teorema 62. El 4rea de cualquier tridngulo es proporcional a su defecto angular.

Demostracion. Sea ABC un triangulo y unimos por una recta a M y N, los puntos medios de
ABy AC, respectivamente (Figura 63). Trazamos las perpendiculares AA’, BB, CC"a M N.
Tenemos que AAA'M = ABB'M y ANAA'N = ACC'N por LAA (Teorema 9), por lo que
BB = AA" = C(C'. Por este motivo, podemos trazar la linea equidistante de M N que pasa
por A, By C (Teorema 51). También de las congruencias, tenemos que ZB'BM = /MAA'y
LC'CN = LNAA'.

B C
Figura 63. Linea equidistante por los vértices del triangulo.

Denotamos por ZABE el angulo que AB forma con la tangente a la equidistante en B.
El angulo B'BE es un angulo recto (Teorema 51). Entonces / BAC + ZABE + ZACE =
/B'BM + /MBE + ZC'CN + ZNCFE = . Asi que la suma de los angulos del triangulo
ABC es m —2CBE. El area del trianguloes BMNC + MAA'+ NAA" = B’BC(C’. Entonces,
todos los tridngulos con base BC'y vértice en la otra rama de la equidistante que pasa por B, C'
y A tienen la misma area y el mismo defecto.

Si tenemos dos tridngulos, podemos transformar uno de ellos en otro tridngulo que tenga
la misma area y defecto, y ademas tenga uno de sus lados igual a uno de los lados del otro
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triangulo. Para probar esto, sean ABC'y DEF dos tridngulos y D F' el mayor de los seis lados.
Construimos la equidistante a través de B, C'y A. Con centro C'y radio D F' cortamos la rama
de la equidistante donde esta A en un punto A’. Entonces el triangulo A’ BC' tiene la misma area
que el AABC y sulado A'C es igual al lado DF' del otro triangulo.

Si la madiatriz de la base BC' del triangulo ABC' corta a la otra rama de la equidistante
en A’, el triangulo isosceles A’ BC tiene la misma area y defecto del triangulo ABC. Asi, si
dos triangulos tienen la misma area pueden ser transformados en el mismo triangulo isdsceles
y tener el mismo defecto, y viceversa. Esto se realiza transformando uno de los triangulos para
que tenga un lado igual al del otro. Ya teniendo esto, los transformamos en el triangulo isdsceles
trazando la mediatriz de su lado igual y el punto de cruce con la equidistante es el tercer vértice.
Es facil ver que la equidistante debe estar a la misma distancia en ambos tridngulos. Por lo tanto,
los tridngulos son congruentes.

Sea ABC' un triangulo con area A y defecto o que se divide en dos triangulos ABD,
ADC con areas Ay y A, y defectos d; y do. Entonces 6y = 7 — /BAD — B — /ADB,
0o =m—£LDAC—-C—ZADC. Entonces 61+ =2n—A—B—-C—n=1—A-B-C =,
y A1+ Ay = A.Si Ay = Ay, por lo visto en el parrafo anterior, podemos ver al triangulo ABC
como isosceles donde AB = AC'y D es el punto medio de BC, entonces 6; = do y A = 24,
0 = 20y; asi, siguiendo este procedimiento llegamos a que las areas de los triangulos que son
iguales a 27" A son proporcionales a sus defectos, pues éstos son 27"J. De aqui se deduce que
por ser el area una funcion continua y como cualquier numero real se puede expresar como
convergencia de una serie de potencias de dos, el defecto de cualquier tridngulo es proporcional
a su area, o

A=XNr—-—A-B-0).
[ |

El teorema siguiente nos dice que el valor de A es k2. Para probarlo vamos a necesitar las
férmulas encontradas en los Teoremas 59 y 60.

Teorema 63. El area de un triangulo de angulos A, B, C, es k*(m — A — B — O)

Demostracion. Primero calcularemos el area de un triangulo rectangulo ABC'y angulo recto
en C'. Dividimos el tridngulo en pequefios sectores de circulo por lineas dibujadas a través de
A. Entonces, usando la formula (38) para sectores de circunferencia, el area del triangulo estara

dada por
A c A c A
/ k:2<cosh— _ 1>dA - / 12 cosh SdA — / 12d A
0 k 0 k 0

Es facil ver que fOA k?dA = k*A. Asi que nos concentraremos en calcular la otra integral. Para
tanh & b
— % = cos A, y llamamos ¢ = tanh 7

obtenemos el siguiente desarrollo

/Ak‘zcoshch:/Ak,z cos A SenthA:/AkQ —2cos Asen AdA _
0 k 0 : 0 —2sen A tanh % csch £

esto usamos la ecuacion (30): y y = cos? A con lo que

tanh P k
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/A 2 —dy _ /A 2 —dy
0 2\/1—ytanh% coth2§ —1 0 2\/1—y\/coszA—tanh2%

_/AkQ _dy _/Akg —dy
o 2Vl-yyy—tt Jo 2\/i(1—t2)2—(y—%(1+t2))2

La ultima igualdad se comprueba facilmente realizando las operaciones. Asi tenemos

A cos? A 2 2
—d 1 2y — (1 4 t#) |cos” A
/ k? cosh %dA = k2/ 4 = = §k2 arc cos yl(z:;)
- 0
0 1 2\/i(1—t2)2—(y—%(1+t2))

2cos? A — (1 + tanh® 2)

25
1 — tanh z

1
= —k? arc cos
2
También tenemos que

27 2 I 27N 2 27 27 27
cosh i (2 cos® A 1 tanh k‘> = 2cos” A cosh 2 cosh 2 senh 2

b b b
= 1-2 cosh? E+2 cos® A cosh? e 1—2 cosh?(1—cos® A) = 1—2 cosh? - sen? A = 1-2cos” B.

= —cos 2B = cos(m — 2B)

Por lo que

4 b 1 1
/0 k? cosh %dA = 5]{:2 arc cos (COS(T( - 23)) = 5(# —2B)k%.

Por lo tanto, el area del triangulo rectangulo es

1
“(r — 2B)k? — AK? = k:Q(w— T_A- B).

2 2

El caso general se deduce facilmente de aqui, pues dividimos el tridngulo en dos triangulos
rectangulos en los que se cumple la férmula. El area total sera la suma del area de los triangulos
rectangulos y al sumar de esa manera, la suma de los defectos sera igual al defecto del triangulo

mayor. Asi que la formula para calcular el area del tridngulo es
A=k (r—A-B-C).
|
El 4rea de un triangulo se incrementa conforme la suma de sus dngulos disminuye, por lo

que no puede exceder 7k2. El 4rea llega a ese valor cuando los tres vértices estan en el infinito,
siendo los tres lados paralelos entre si.

Finalmente, el ultimo resultado que mostraremos sera una férmula para encontrar el area
de cualquier poligono.
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Teorema 64. Si S’ es la suma de los angulos exteriores de un poligono cualquiera, el area del
poligono serd igual a k%(S" — 2m).

Demostracion. Consideremos un poligono de n lados, el area de este poligono puede encon-
trarse partiéndolo en tridngulos. Unimos un vértice con cada uno de los demas, dividiendo el
n-agono en n — 2 tridngulos. La suma de los dngulos del n-dgono es igual a la suma de los n — 2
triangulos. Sean Aq, Ay, ... las areas, y 01, 0s, ... los defectos de estos triangulos. Si S es la suma
de los angulos y A el area del poligono,

A=A =Y K6=k(n-2)-7-25)
=1 =1
Si S’ es la suma de los angulos exteriores, S’ + S = n, asi que

A= IS - 2n),

que es independiente de n. [ |
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4. Modelos de la Geometria hiperbolica

Una vez que hemos introducido y desarrollado la Geometria de Lobachevski a través de
sus axiomas, ahora vamos a trabajarla dentro de modelos euclidianos, lo cual permite tener una
mejor idea intuitiva de ella y, a su vez, propicia en otros sentidos el desarrollo de la misma.

4.1. Primeros modelos
4.1.1. Modelo de la pseudoesfera

El Modelo de la pseudoesfera fue establecido por Eugenio Beltrami. En este, el plano
de Lobachevski es una superficie donde las rectas son geodeésicas; es decir, lineas de minima
longitud que unen dos puntos que estan sobre la superficie. Aqui la longitud se mide con los
procesos usuales del célculo.

La pseudoesfera se genera por la revolucion de una tractriz. Intuitivamente, una tractriz
es la curva que dibuja en la arena el carrito arrastrado por un nifio, después que éste ha girado
90° respecto de su direccion inicial (Figura 64). Para obtener las geodésicas podemos emplear
una liga tirante, s6lo que habra casos en los que deba colocarse por dentro de la pseudoesfera
(Figura 65).

B/

A B

Figura 64. Tractriz.

La distancia entre dos puntos es la longitud de la geodésica que los une. Dos figuras son
iguales si existe una correspondencia entre ellas que conserve las distancias. Estas correspon-
dencias se conocen como movimientos hiperbolicos. Las longitudes, areas y angulos se miden
sobre la superficie y corresponden a los del plano de Lobachevski.

El gran defecto de este modelo es que no es completo; es decir, no se puede avanzar tanto
como se quiera sobre una geodésica cuando se dirige a la boca de la trompeta. Esto contradice el
postulado 2 de Euclides. Por eso se dice que la geometria de la pseudoesfera coincide localmente
con la de Lobachevski.
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" B

Figura 65. Pseudoesfera.
4.1.2. Modelo de Klein

El Modelo de Klein consiste del disco sin frontera {(z,y) € R? : 22 +1? < 1}. Los puntos
del interior seran los puntos del plano hiperbdlico y los de la frontera se llamaran puntos al
infinito. Las cuerdas en el disco serdn las rectas hiperbolicas. Claramente se cumple el Axioma
de Lobachevski, pues hay muchas rectas que contienen a un punto P y no cortan a una recta /
que no contiene a P (Figura 66).

Figura 66. Modelo de Klein.

La forma de medir aqui es diferente de la euclidiana y, en consecuencia, todas las rectas
hiperbolicas tienen longitud infinita, por lo que este modelo es completo. Si dos rectas se inter-
secan en un punto al infinito; es decir, si son paralelas, tenemos que el angulo entre ellas tiene
que ser cero por el Teorema 26, por lo que claramente la medida del d&ngulo hiperbdlico difiere
de la del euclidiano, por lo que se dice que este modelo no es conforme.
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4.1.3. Modelo del hiperboloide

Si ponemos al Modelo de Klein en el plano z = 1 en R? y proyectamos, desde el origen,
los puntos de dicho modelo a la hoja del hiperboloide de dos hojas 22 — y?> — 22 = 1 donde 2
es positivo, obtenemos el Modelo del hiperboloide (Figura 67). Si esta hoja del hiperboloide es
cortada por un plano por el origen, este plano la corta en una rama de hipérbola; el plano consid-
erado también corta al Modelo de Klein en una recta, por lo que esta rama de hipérbola es una
recta en el Modelo del hiperboloide. Esta proyeccidon que hicimos de las rectas al hiperboloide,
con ayuda del plano por el origen, es claramente biyectiva y asi, es evidente que el Modelo del
hiperboloide también cumple el Axioma de Lobachevski.

Y
Figura 67. Modelo del hiperboloide.

4.2. Modelo del semiplano superior

En el desarrollo de este modelo nos basaremos en el libro de A. S. Smogorzhevski titulado
Acerca de la Geometria de Lobachevski.

Los puntos del semiplano superior son los puntos (z,y) de R? tales que y > 0. Este
conjunto de puntos corresponde al semiplano superior del plano R? y lo denotaremos por H.
Los puntos del eje x serdn puntos al infinito. La longitud s de la linea en el espacio H sera
diferente a la longitud o de la imagen de esta linea en la interpretacion; a las magnitudes sy o
las llamaremos longitudes hiperbdlica 'y euclidiana, respectivamente.
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4.2.1. Medicion de longitudes

Aqui veremos el procedimiento para medir longitudes hiperbdlicas en este modelo. Para
ello nos basaremos en los siguientes principios.

"

< > T

Figura 68. Longitudes hiperbdlicas.

1. La longitud hipérbolica de un segmento M NN paralelo al eje  con ordenada y, tendra una
longitud igual a @

2. Si o es la longitud euclidiana de una curva, s la longitud hiperbdlica de ésta, y ¢ v/
las ordenadas minima y méaxima de la curva respectivamente, se cumple la desigualdad
(Figura 68):

o o
- <s < —.
) Y

Asi que lo primero que haremos es hallar la longitud de un arco AB que es suave, estrictamente

creciente y en ningin momento es cero. Marquemos en el arco AB, desde A hasta B los puntos
A, P17 PQ, ey Pn—h B (Figura 69)

P,_1 B
P'Q/_"k/—“
P
Yn—1 |Yn
n Y2
Yo

< > T

Figura 69. Arco AB dividido en n partes.

Supongamos que las magnitudes yo, Y1, Y2, ---, Yn—1, Yni 1,02, .., Opn; (1, Coy -ovy ¢y desig-
nan respectivamente, las ordenadas de los puntos; las longitudes euclidianas de los arcos AP,
PP, ..., P,_1B, que son partes del arco AB; las longitudes euclidianas de las cuerdas que
comprenden estos arcos. Asi formamos las sumas:

oy 0o O
D=4 24+
o Y2 Yn
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o o On
Y=t 2

Yo Y1 Yn—-1
Z:é—i—g—l—...—l—&.
Y1 Yo Yn

Por el segundo principio tenemos que X < s < X yaque 0 < yp < y1 < ... < y,. Ahora
analicemos la diferencia
01

a:
¥ —Y=—(y1— )+ 72(1/2 — Y1)+ F
YoY1 Y1Y2 Yn—1Yn

On

(Yn = Yn-1)-
El segundo miembro aumentara si sustituimos cada una de o1, 0, ..., 0, por ¢’, definida como
la mayor de ellas y cada denominador por y3. Asi tenemos que

o’ o’

Y=Y < 5 —votve—yit o+ Y — Y1) = —5 U — W0)-
Yo Yo

Entonces, si ¢’ tiende a cero, también Y’ — ¥ tiende a cero.

Ahora, transformamos Z para que tenga la siguiente forma:

gz=NS G | Ol
Y101 Y202 Yn On
Si designamos por « a la menor y 3 a la mayor de las razones %, z%’ e g—”, obtenemos
aX < Z < B3

Si n tiende a infinito y oy, ..., 0, tienden a cero, tendremos que >’ — ¥ tendera a cero. Esto
sucede porque ¥’ — ¥ = %(yn — 1o) y recordando que ¢’ tiende a cero mientras ¥, € yp son
constantes. También tenemos que « y 3 se aproximaran a la unidad, pues el arco AB es suave.
De esta manera tenemos que X, >’ y Z se aproximaran al mismo limite, y éste sera la longitud
hiperbdlica s del arco AB.

Entonces, para calcular la longitud hiperbolica podemos utilizar el limite de cualquiera de
las tres sumas, pero es mas facil usar la suma Z, pues sélo intervienen segmentos euclidianos y
no arcos. Asi obtenemos

s:hﬂhﬂm(3+§+m+jﬁ. (39)
1 2 n

Si el arco de alguna linea se puede dividir en un nimero finito de partes en las que se cumplen
las condiciones anteriores, resulta que la longitud hiperbdlica de esa linea es la suma de las
longitudes hiperbdlicas de dichas partes.

81



4.2.2. Movimientos hiperbélicos

Aqui analizaremos los movimientos hiperbdlicos de este modelo, los cuales como hemos
visto anteriormente, deben cumplir que la longitud hiperbolica de cualquier arco AB en H es
igual a su longitud en su nueva posicion.

Veamos los tipos mas simples de movimientos hiperbolicos.

1. Si se traslada cada punto de H en una misma distancia y una misma direccion paralela al
eje x, cada figura se transforma en una figura hiperbdlicamente igual a ella, pues no cam-
bian las magnitudes euclidianas ni sus ordenadas. Entonces, e/ desplazamiento euclidiano
de H, a lo largo del eje x, es un movimiento hiperbdlico.

2. Supongamos que la transformacion de similitud con centro en un punto O del eje x y
con coeficiente positivo de similitud, transforma el segmento M N en el segmento M; Ny
(Figura 70). Llamemos y ¢ y; a las ordenadas de los puntos N y Nj, respectivamente.
Por la semejanza de los triangulos OM N y OM,; N; (LAL), tendremos que My N = M
Entonces, por la igualdad (39) tenemos que la transformacion no varia la longitud hiper-
boélica de un arco determinado por cualquier linea. Asi que /a transformacion de similitud
con centro de similitud en el eje x y con coeficiente positivo de similitud, es un movimien-
to hiperbolico. Recalcamos que el coeficiente de similitud debe ser positivo para que el
segmento M, N, esté dentro de H y no en el semiplano negativo.

» N1
M
N
M
n
e m
O

Figura 70. Transformacion de similitud.

3. Supongamos que en la inversion respecto a la circunferencia k, de radio R con centro
O en el eje z, M y N son puntos suficientemente cercanos entre si, y M’y N’ son sus
puntos inversos, respectivamente (Figura 71). Sean y ¢ 3’ las ordenadas de los puntos de
interseccion de la bisectrizde ZMON con los segmentos M N y M’ N’, respectivamente.
Como AOMN = AON'M’ (LAL), entonces % = M;,N ', Con ayuda de la ecuacion
(39) sabemos que durante la transformacion dada, no varia la longitud hiperbdlica de
cualquier arco.

Por consiguiente, la inversion respecto a una circunferencia de cualquier radio con centro
en el eje x, es un movimiento hiperbdlico.
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Figura 71. Inversion respecto a una circunferencia con centro en .

4. No es dificil convencerse de que la transformacion de simetria respecto a una recta per-
pendicular al eje x es un movimiento hiperbdlico.

Una transformaciéon que se obtiene de la secuencia de varios movimientos hiperbolicos, tam-
bién pasa cualquier figura a otra hiperbdlicamente igual y, por tanto es, a su vez, un movimiento
hiperbolico. También es cierto que cuaquier movimiento hiperbolico puede ser presentado en
forma de secuencia de un niimero finito de los movimientos hiperbdlicos mencionados anteri-
ormente; sin embargo, no lo demostraremos.

4.2.3. Rectasy circunferencias hiperbdlicas

Nuestro principal objetivo aqui es probar que H cumple los postulados de la Geometria de

Lobachevski. Asi que primero tenemos que encontrar cuales son las rectas y circunferencias en
H.

Aqui definimos recta hiperbdlica como la linea por la cual se mide la distancia hiperbdlica
mas corta entre cualesquiera dos puntos de ella. Asi mismo denominamos circunferencia hiper-
bolica al lugar geométrico de puntos que se encuentran a una misma distancia hiperbolica del
punto dado como centro.

Primero que nada, probaremos que las semirrectas euclidianas perpendiculares al eje x
seran rectas hiperbdlicas.

Sean Ay B dos puntos en una perpendicular al eje x. Unimos estos puntos con el segmento
de la recta m y con cualquier otra curva o quebrada n (Figura 72). Sean a y b dos rectas arbi-
trarias paralelas al eje x, bastante cercanas, y que cortan al segmento m en los puntos C'y D;y
la linea n, en los puntos £y F'. Como la longitud euclidiana del segmento C'D es menor que la
longitud euclidiana del arco E'F'y sus longitudes hiperbolicas pueden considerarse iguales a %
y E—yF, donde y es la ordenada del punto D, la longitud hiperbdlica del segmento C'D es menor
que la longitud hiperbdlica del arco E'F'. Con esto obtenemos que la longitud hiperbdlica del

segmento m es menor que la longitud hiperbdlica del arco n, que es lo que se queria demostrar.

Ahora demostraremos que la semicircunferencia de la circunferencia euclidiana £, con
centro en el eje z, es también una recta hiperbolica.
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Figura 72. Semirrecta perpendicular al eje x.

Sean A y B los puntos donde k corta al eje x. Sea ¢ la circunferencia con centro en A y
la vamos a considerar como circunferencia de inversion (Figura 73). Sean M y N los puntos de
interseccion entre £ y ¢. En la inversion £ se transforma en la recta M /N. Como la inversion es un
movimiento hiperbolicoy M N es perpendicular al eje z, la semicircunferencia k se transforma
en una recta hiperbdlica. Asi que esta semicircunferencia es también una recta hiperbdlica.

q
T

\ A\ /, B/
\ \ ; /
» \ / /
\\ \ 7 7

S~ /\‘K/ //

N~ s
~ ~

Figura 73. Semicircunferencia con centro en el eje x.

Ahora veremos que las rectas hiperbdlicas tienen longitud hiperbdlica infinita. Para esto
levantemos una perpendicular al eje x por un punto arbitrario M de ésta (Figura 74), elijamos
en dicha perpendicular un punto A y construyamos los puntos Ay, A,, ... de tal manera que se
cumplan las igualdades euclidianas:

AAl - AlM, A1A2 - AQM, A2A3 - AgM,

Examinando la transformacion de similitud con centro M y coeficiente %, observamos que trans-
forma los puntos A, A, As, ... alos puntos Ay, Ay, As, ... y como es un movimiento hiperbolico,
tenemos que las longitudes hiperbdlicas de los segmentos AA;, Ay Ay, Ay Az, ... son iguales en-
tre si. De esta manera, nuestra construccion se reduce a trazar en la recta hiperbolica AM,
desde el punto A, los segmentos AA;, A; Ay, A As, ... hiperbdlicamente iguales entre si y asi,
nunca alcanzaremos el punto M. Por lo tanto, todo punto del eje = es un punto del semiplano
infinitamente alejado.

Este procedimiento se puede realizar en la direccidn opuesta y también serd infinito. En-
tonces, el punto infinitamente alejado de la recta AM también sera un punto de la recta hiper-
bolica infinitamente alejado. Por lo tanto, la recta hiperbolica AM solo tendra dos puntos ale-
jados infinitamente y son los mencionados anteriormente.
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Figura 74. Las rectas tienen longitud infinita.

Si la recta se ve como una semicircunferencia con centro en el eje x, los puntos de inter-
seccion con el eje seran sus puntos infinitamente alejados.

También tenemos que el plano H es conforme; es decir, la magnitud euclidiana de un
angulo en H es igual a su magnitud real.

Primero veremos el caso del angulo recto. Tracemos la semicircunferencia k con centro en
el punto M del eje z, tracemos en M la perpendicular p al eje x (Figura 75). Examinemos los
angulos 1, 2, 3, 4 formados por las rectas hiperbdlicas k y p. Haciendo una simetria respecto a p
podemos transformar 1 en 2 y 3 en 4, y haciendo inversion respecto a £ podemos transformar 1
en 3y 2 en 4. Asi tenemos que en el plano de Lobachevski /1 = /2 = /3 = /4 y por tanto,
cada uno de ellos es recto.

12

x
M

Figura 75. Angulos rectos.

En esta misma configuracion sean A el punto de interseccion de k£ y p; y N uno de los
puntos de interseccidon de k y el eje = (Figura 76). Tomando N como centro, trazamos la semi-
circunferencia euclidiana n de radio N A que dividira al angulo 1 en dos angulos 5y 6, iguales
entre si. La inversion respecto a n transformard a k en p y p en k y por tanto, los angulos 5y 6
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se intercambiaran. De aqui obtenemos que son iguales entre si como magnitudes hiperboélicas y
ademas, ambos son iguales a la mitad de un recto.

Sean L el punto de interseccion de n y el eje x, que se encuentra al mismo lado de M que
N, y [ la semicircunferencia con centro L y radio L A. Esta circunferencia dividira el angulo 6
en los angulos 7 y 8. No es dificil convencerse de que /8 = /NAL = %d donde d = 90° y,
como £6 = 1dy /7 = %d, las magnitudes de los angulos 7 y 8 son iguales entre si. Como en la
inversion respecto a [ se permutan estos angulos, tenemos que sus magnitudes hiperbolicas son
iguales. De esta misma manera demostramos que los angulos que tienen la magnitud euclidiana

de £d, t=d, ..., tienen también esta misma magnitud en el plano de Lobachevski.

Figura 76. Angulos potencia de dos.

Como todo angulo se puede expresar en forma de suma de un niimero finito o también en
forma de serie de sumandos tipo d, %d, id, ..., la conformidad queda demostrada.

Ahora veremos cdmo se expresa una circunferencia en H. Tracemos a través del punto
M, que esta en el eje x, la recta euclidiana p perpendicular a él, y elijamos en ella dos puntos
arbitrarios By C' (M B > MC) (Figura 77). Construyamos en p el punto A de tal manera que
se cumpla la igualdad entre magnitudes euclidianas

CM  AM
AM — BM’
De esta igualdad obtenemos que las longitudes hiperbolicas de los segmentos CA y AB son

iguales. Con la transformacion de similitud con centro en M y coeficiente %, el segmento AB
pasa al C'A. Esto se sigue de las siguientes cuentas:

(40)

BMSM = BpMAM — AM vy, por lo tanto, B pasa a A; AMSM = C'M v, por tanto, A
pasaa C'.

Sea O el centro euclidiano del segmento BC, tracemos la circunferencia euclidiana ¢ con
centro O y radio OB, y sea A; el punto simétrico a A respecto al eje x. Como OA = OM—AM,
OA; =0OM+ MA;, = OM + AM, tenemos que

OA-OA, = OM? — AM?>, (41)

Luego, OM = %(BM—l—CM) y, por la igualdad (40), AM? = BM -C'M. Entonces la igualdad
(41) puede adquirir la forma OA - OA; = 1(BM +CM)? — BM - CM = 3(BM?* + 2BM -
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Figura 77. Las circunferencias hiperbodlicas son circunferencias euclidianas.

CM +CM? —4BM -CM) o

OA-0OA, = i(BM — CM)% (42)

Como £(BM — CM) = OB, de la igualdad (42) obtenemos
OA-OA, = OB (43)
Con esto, tenemos que los puntos A y A; son simétricos respecto a la circunferencia q.

Ahora, demostraremos que los puntos de ¢ son equidistantes del punto A. Tracemos a
través de A y A; una circunferencia euclidiana arbitraria n. Su centro esta en el eje = y asi, su
parte dentro de H es una recta hiperbolica. Sean D y E los puntos donde se cortan n'y ¢q; y
F'y G donde se cortan n y el eje x , respectivamente. Sea f la circunferencia con centro F'y
radio F'A. Las circunferencias ¢ y f son ortogonales pues f pasa por los puntos A y A;, que
son simétricos respecto a ¢, por lo que la inversion respecto a f transforma la circunferencia q
en si misma. Esta inversion transforma la recta p en una circunferencia que pasa por F', Ay Ay;
es decir, en la circunferencia n, e inversamente.

Asi tenemos que los arcos AD y AE de n se transforman, respectivamente, en los segmen-
tos AB y AC de p. Por lo tanto, las longitudes hiperbdlicas de los segmentos AD y AFE son
iguales a las longitudes hiperbolicas de los segmentos AB y AC; es decir, las distancias hiper-
bolicas entre los puntos B, C, D, E'y el punto A, son iguales. Con esto demostramos que las
circunferencias hiperbodlicas se exponen en forma de circunferencias euclidianas que no tienen
puntos en el eje x. Es bueno advertir que, el centro hiperbdlico no coincide con el euclidiano.
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4.2.4. Cumplimiento de los axiomas de la Geometria de Lobachevski
Axioma 1. Por dos puntos diferentes puede ser trazada una, y so6lo una, recta hiperbdlica.

Si los puntos dados A y B se encuentran en una perpendicular euclidiana al eje x, esta per-
pendicular sera la recta hiperbolica buscada. Si no, hallamos en el eje x el punto NV, equidistante
de Ay B,y describimos desde N una semicircunferencia de radio N A (Figura 78); ésta sera la
recta hiperbdlica buscada.

N

Figura 78. Recta hiperbdlica que pasa por Ay B.

Demostraremos que a través de dos puntos diferentes A y B no pueden pasar dos rectas
hiperbolicas diferentes [ y [’. Basta con suponer que A y B estan en una perpendicular euclid-
iana [ al eje z, pues cualquier otro caso puede facilmente pasarse a éste por un movimiento
hiperbdlico. Para esta disposicion de los puntos A y B, la distancia hiperbdlica se mide sélo
por la recta euclidiana [, asi que en el segmento AB coinciden [ y [’ (Figura 79). Supongamos
que existe un punto C' que pertenece a I’, pero no a [, y que B se encuentra en [’ entre C'y A.
Entonces el arco AC' de la semicircunferencia k con centro en el eje = pertenecera a la recta
hiperbdlica, pero en el segmento AC' no coincide con /.

> T

A

Figura 79. La tinica recta hiperbdlica que pasa por Ay B.

Axioma 2. Una recta puede alargarse en ambas direcciones tanto como se quiera.

Esto es facil de ver por el hecho de que una recta hiperbolica, en este modelo, tiene longitud
infinita.

Axioma 3. Dados un centro y un radio, se puede trazar una circunferencia.

Si el radio se da como un segmento que se muestra como arco de una semicircunferencia,
¢éste se puede llevar mediante un movimiento hiperbdlico a uno expresado como segmento de
semirrecta haciendo que el centro sea el mismo. Supongamos que el segmento se expresa como
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segmento de semirrecta perpendicular al eje z. Sea A el centro, C' el otro extremo del segmento
que se usara como radio, y M la interseccion de dicha semirrecta con el eje x. Trazamos una
circunferencia euclidiana con centro en M y radio M A (Figura 77), sea B el inverso del punto
C respecto a esta circunferencia. Sea O el punto medio del segmento euclidiano BC'y trazamos
la circunferencia con centro O y radio OC), el cual estard en su totalidad dentro de H. Como
probamos anteriormente, esta circunferencia euclidiana serd una circunferencia hiperbdlica y
su radio hiperbolico sera AC'.

Axioma 4. Todos los angulos rectos son iguales.

Este se sigue de que el modelo es conforme y que en la Geometria euclidiana se cumple.

Axioma 5. Por el punto P que no pertenece a la recta hiperbolica p, pueden ser trazadas dos
rectas hiperbolicas paralelas a p.

Las rectas hiperbolicas que son perpendiculares euclidianas al eje =, son paralelas pues su
punto comun, alejado infinitamente, es el mismo en el semiplano H que en el plano R?. Sean A
y B los puntos de p infinitamente alejados. Tracemos a través de P y A la semicircunferencia
euclidiana m con centro M en el eje x, y a través de P y B la semicircunferencia euclidiana n
con centro N en el eje = (Figura 80). Las semicircunferencias euclidianas m y n seran las rectas
hiperbolicas que buscamos.

L M AK N B
Figura 80. Axioma de Lobachevski.
Por el punto P pasan tres tipos de rectas hiperbdlicas: las que cortan a p, las paralelas
a p y las que no cortan a p ni son paralelas a ésta. Para construir una recta hiperbodlica del
primer tipo es necesario desde cualquier punto K del segmento M N como centro, trazar una

semicircunferencia k de radio K P. Para trazar una recta [ del tercer tipo tenemos que tomar
como centro un punto L fuera del segmento M N.

Asi tenemos que en H se cumplen los axiomas de la Geometria de Lobachevski, y por lo
tanto sus teoremas. Por lo que H representa al plano de Lobachevski.

4.2.5. Lineas equidistantes y lineas limite

Sean p y ¢ la perpendicular y la inclinada al eje x en un cierto punto M (Figura 81).
Supongamos que P;Q); y P>()5 son dos arcos de dos circunferencias con centro comun M es
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decir, son segmentos de dos rectas hiperbdlicas m; y ms. Como m; y mo son perpendiculares a
la recta p, las longitudes hiperbodlicas de los arcos P; ()1 y P>()- son las distancias hiperbolicas
de los puntos )1 y ()2 a la recta hiperbdlica p. Estas distancias son iguales entre si, pues el arco
P11 puede ser convertido en el (), mediante la transformacién de similitud con centro en
M . Entonces q es el lugar geométrico de los puntos tales que su distancia hiperbdlica entre ellos
y la recta p son iguales. Esta es la linea equidistante y a la recta p, la denominamos base. Como
podemos ver facilmente la equidistante no es una recta.

p
Pye—m2 1
P, Q2
Q1
Vi x

Figura 81. Linea equidistante.

Es facil convencerse de que las rectas hiperbolicas perpendiculares a la base también lo
seran a la equidistante. La inversion respecto de un punto del eje x distinto de M, transforma ¢
en una circunferencia euclidiana; ésta corta al eje «x como lo hace la recta hiperbdlica, pero su
centro no pertenece al eje x.

Asi, tenemos que la equidistante se expresa como una semirrecta euclidiana oblicua re-
specto del eje x; o bien, como una circunferencia euclidiana que corta al eje x pero con centro
fuera del eje z. Es facil ver que no existen lineas equidistantes de otra forma.

Tracemos el diametro p de la circunferencia ¢, perpendicular al eje =, y sea C el punto de
su interseccion con ¢, mas cercano al eje « (Figura 82). Si se fija C'y se mueve el centro de g por
p en direccidn contraria a donde esta el eje x, en el limite ¢ se convertird en la recta euclidiana
h, paralela al eje x. h no es una recta hiperbolica y sera una linea limite.

Ny

< - > T
N L M
Figura 82. Lineas limite.

Veamos qué pasa con la inversion respecto a una circunferencia n con centro N en el eje z.

90



Este movimiento transforma a A en la circunferencia euclidiana h;, que pasa por IV, con centro
en la perpendicular comun N N; del eje x y h; de donde obtenemos que h; hace contacto con
el eje x. Asi pues, la linea limite se expone en H como una recta euclidiana paralela al eje x, o
como una circunferencia euclidiana que se toca con el eje z.

Si trazamos por N la circunferencia euclidiana [ con el centro L en el eje x, por ser los
radios de h; y [ perpendiculares entre si, la recta hiperbolica [ corta a la limite h; en un angulo
recto. De aqui obtenemos que todas las rectas hiperbolicas que pasan por un punto de la linea
limite infinitamente alejado son perpendiculares a ésta. Estas rectas seran los ejes de la linea
limite.

hy

A

M

Figura 83. Lineas limite invariables bajo movimientos hiperbdlicos.

Cualquier linea limite i es hiperbdlicamente igual a otra linea limite h,; es decir, existe
un movimiento hiperbolico que transforma h en hy. Si h y hy son ambas rectas euclidianas
paralelas al eje = o circunferencias euclidianas de diferentes radios tangentes al eje x (Figura
83), dicho movimiento serd una transformacion de similitud con el centro de similitud en el
eje x. Si son circunferencias euclidianas de un mismo radio tangentes al eje x (Figura 83), el
movimiento serd un desplazamiento de H a lo largo del eje z. Si una de las lineas es una recta
euclidiana y la otra una circunferencia euclidiana tangente al eje =, el movimiento hiperbdlico
serd una inversion con centro en el eje .

4.2.6. Algunos teoremas de la Geometria de Lobachevski

Ahora veremos cdmo se visualizan algunos teoremas de la Geometria hiperbdlica usando
el modelo del semiplano.

Teorema 65. La suma de los angulos de cualquier tridangulo es menor que dos rectos.

Demostracion. Sea ABC' un triangulo rectangulo en el que sus lados se exponen como un
segmento en la perpendicular euclidiana al eje z, un arco de la circunferencia euclidiana con
centro en M que estd en el eje x y un arco de la circunferencia euclidiana con centro N que
estd en el eje = (Figura 84). El dngulo en C' es recto. Llamamos « al angulo en A y es igual al
de las tangentes a las circunferencias b y ¢ en el punto A o, equivalentemente, al angulo entre
los radios N Ay M A de estas circunferencias. Llamamos /3 al angulo en B y entonces también
tenemos que f = /BN M.
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Figura 84. Suma de los angulos de un tridngulo rectangulo.

Construyamos en el segmento BN, como diametro, la circunferencia euclidiana ¢ que
tiene s6lo un punto comun B con la circunferencia c. Por esto el punto A se encuentra fuera del
circulo limitado por ¢ y, por consiguiente, « = LM AN < ZM BN. De aqui, como se cumple
que ZM BN + 3 = 90°, tenemos:

a+ B < 90°%

por eso a + 3 4 90° < 180° como se queria demostrar.

Mediante un movimiento hiperbolico podemos situar cualquier tridngulo rectangulo de tal
manera que uno de sus catetos pertenezca a una recta perpendicular al eje x.

Si se trata de un tridngulo oblicuangulo, lo dividimos en dos tridngulos rectangulos por
una de sus alturas. La suma de los angulos agudos de estos tridngulos rectangulos es igual a la
suma de los angulos del triangulo oblicuangulo dado. Asi, por la desigualdad que acabamos de
obtener se deduce facilmente el teorema para cualquier triangulo dado. |

Teorema 66. Dos rectas divergentes tienen una y solamente una, perpendicular comun.

m

]

-« x

M

Figura 85. Dos rectas divergentes con una perpendicular comun.

Demostracion. Supongamos que una de las rectas divergentes dadas se expone como la perpen-
dicular euclidiana p al eje x en el punto M, la otra se expone en forma de la semicircunferencia
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euclidiana ¢ con el centro en el eje x y, ademas, p y ¢ no tienen puntos comunes (Figura 85).
Esta disposicion de las rectas divergentes siempre se puede realizar mediante un movimiento
hiperbolico.

Tracemos desde M la tangente euclidiana M N a q y, con el radio M N, describamos la
semicircunferencia m con centro M. Es obvio que m es una recta hiperbolica que corta tanto
a p como a g en angulo recto. Asi, m representa la recta que buscdbamos. No puede haber dos
rectas perpendiculares pues, en caso contrario, existiria un cuadrildtero con cuatro angulos e
implicaria que en algun triangulo sus angulos internos suman 180° o mas. |

Teorema 67. La proyeccidn rectangular del lado de un 4ngulo agudo sobre el otro lado, es un
segmento.

M B E

Figura 86. Proyeccion rectangular del lado de un angulo agudo sobre el otro.

Demostracion. La justeza del teorema es evidente de la Figura 86, donde el segmento AB; es
la proyeccion rectangular del lado AB del angulo agudo £ BAC sobre sulado AC'. En la misma
figura, el arco D FE de la circunferencia euclidiana con el centro M es perpendicular a la recta
hiperbdlica AC'. Esta perpendicular no se corta con la oblicua AB. |

4.2.7. Medicion de segmentos de rectas hiperbdlicas

Finalmente encontraremos una formula para calcular longitudes de segmentos de rectas
hipérbolicas en el modelo que estamos considerando.

Primero examinemos la semirrecta euclidiana perpendicular al eje x en su punto M, y

en ella los puntos A, B, C, D, dispuestos de tal manera que 472 = 225 o, que es lo mismo,
MB — M4 (Figura 87). Designando por 4 a cada una de las dos ultimas relaciones; vemos

que la transformac10n de similitud con centro M y coeficiente . traslada el segmento C'D al
segmento AB y entonces, las longitudes de estos segmentos son iguales. De aqui se sigue que
la longitud hiperbélica de AB denotada por AB), se caracteriza por la relacion £ i A, es decir, es
funcion de esta relacion. Demostraremos que esta funcidon puede ser logaritmica; es decir, que
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= W

x
M

Figura 87. Puntos en una semirrecta perpendicular al eje x.

se puede poner
MB

log —2 .
A
MB MF MB

Supongamos que /' es un punto del segmento AB. Entonces 35 = 371 - 170+ Calculando
logaritmos a esta igualdad y por la férmula anterior obtenemos AB;, = AF}, + F By, lo que
concuerda con la suma de segmentos.

AB, = (44)

En dicha formula se puede escoger el logaritmo con cualquier base positiva diferente de 1;
sin embargo, para la concordancia con las propiedades de la distancia que propusimos anterior-
mente, es necesario optar por el logaritmo natural y entonces la formula queda asi:

MB
ABp =In—. 45
=l (45)
Esto lo podemos ver de la siguiente manera, si el segmento AB es suficientemente pequefio en
comparacion con el M A, de las relaciones

MB nMA+AB:1n(1+zélB>

MA MA MA
obtenemos con ayuda de la formula (45) y haciendo la aproximaciéon In1 + = ~ x
AB
AB) ~ ——
" MA

lo que concuerda con el primer principio sobre la medicidon de segmentos en el Modelo H.

Las longitudes hiperbdlicas de los segmentos AB y B A, calculadas por la férmula (45),
son iguales por su magnitud absoluta, pero se diferencian por el signo. Si la direccion del seg-
mento es indiferente, en el segundo miembro de la férmula debera estar el valor absoluto del
logaritmo.

Examinemos ahora la semicircunferencia euclidiana ¢ con centro M en el eje x, que lo
corta en los puntos N’ y N, y la perpendicular euclidiana al eje x en ¢l punto M, que corta ¢
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N/

Figura 88. Puntos en una semicircunferencia con centro en el eje x.

en el punto A (Figura 88). Sea B un punto en el arco AN. Tracemos la recta euclidiana NB y
designemos por B’ su interseccion con M A. Es facil ver que son iguales los segmentos AB y
ADB’, pues la inversion respecto a la circuferencia ¢’ de radio N A con el centro N transforma ¢
en la recta euclidiana M A y, por consiguiente, A se transforma en si mismo y B en B’ ya que

estan en la recta euclidiana que pasa por el centro de inversion N. Asi, AB, = AB; = In %—lj.
Llamemos 6 al ZN M B; entonces ZM N B = 90° — g y
MB"  MDB’ . (900 9) B t&
MA ~ MN ~ 2) ~ 'y
De aqui
0
ABh = Incot 5 (46)
Si C' es un punto del arco BN y ZNMC' = ¢, entonces como podemos ver de (46)
_ ® _ _ @ 0
AC), = In cot 5 BC), = AC), — AB;, = Incot 5~ In cot 3
De aqui
% 0
BCj =1n <cot 5 tan 5) 47)

Asi, ya tenemos formulas para cualquier caso en como pudiese estar expuesto el segmento.

4.3. Modelo del disco unitario

En este modelo, los puntos del plano de Lobachevski sera el conjunto D = {(z,y) € R? :
2?2 + y* < 1}; es decir, los puntos que estan dentro del disco de radio 1 centrado en el origen.
La frontera de este circulo son los puntos (z, ) tales que 22 + y? = 1, y la llamaremos circulo
al infinito D.
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Notemos que si realizamos la inversion respecto a una circunferencia centrada en (—1,0)
y de radio v/2, los puntos de H se transforman en los de D y viceversa (Figura 89).

A

<!
<

Figura 89. Relacion entre H y .

4.3.1. Puntos, rectas y angulos

Ahora podemos establecer cuales son las rectas y circunferencias en el Modelo del disco
unitario. Las rectas euclidianas perpendiculares al eje x en H se transforman en circunferencias
ortogonales a D, que pasan por el punto (0,—1) o el didmetro que pasa por (0, —1). Las
circunferencias euclidianas con centro en el eje x, por ser perpendiculares a éste, se transforman
en circunferencias ortogonales a D, que no contienen a (0, —1) o en didmetros de D, que no
contienen a ese punto. De aqui se sigue que las rectas hiperbolicas serdn las porciones de
circunferencias ortogonales euclidianas a D, que se encuentran dentro de 1D o diametros
euclidianos a D, (Figura 90).

Figura 90. Rectas en DD.

Como el Modelo del semiplano es conforme y la inversion preserva dngulos, tenemos que
el Modelo del disco unitario también debe ser conforme.

Si tenemos una circunferencia euclidiana en el interior H, entonces mediante la inversion
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se transforma en otra circunferencia euclidiana en el interior de D y viceversa. Asi que /las
circunferencias hiperbolicas son circunferencias euclidianas en el interior de D.

Si tenemos una circunferencia tangente al eje x, entonces mediante la inversion, se trans-
formara en una circunferencia tangente a D,. Asi que las lineas limite en este modelo serdn las
circunferencias tangentes a D, pero dentro del disco unitario.

Si tenemos una circunferencia que interseca al eje  en H con centro fuera del eje =,
tenemos que esa interseccion no es en angulo recto. Al hacer la inversion, éstas circunferencias
se transforman en circunferencias no ortogonales a D .. Por lo tanto, /as lineas equidistantes
son circunferencias euclidianas no ortogonales a D ..

4.3.2. Movimientos hiperbélicos

Como hemos establecido una biyeccion entre H y D, debe haber los mismos movimientos
hiperbdlicos en ambos modelos, s6lo que se expresan de manera diferente.

La reflexion respecto a una semirrecta perpendicular al eje x o la inversion respecto a
una semicircunferencia, con centro en el eje x, se pueden considerar ambas como reflexiones
hiperbolicas respecto a una recta hiperbolica. Esto, en el Modelo del disco, se expresa como
una inversion respecto a una circunferencia ortogonal a D, o una reflexiéon euclidiana respecto
a un diametro del disco, dependiendo de como se exprese la recta hiperbdlica en el modelo.

Los movimientos hiperbolicos seran composicion de reflexiones hiperbolicas. Los que se
realizan por medio de dos reflexiones hiperbdlicas se pueden clasificar de la manera siguiente:

1. Si las dos rectas hiperbolicas se intersecan dentro de D, este movimiento se conoce como
rotacion hiperbdlica.

2. Si las dos rectas hiperbdlicas se intersecan en un punto en D, el movimiento se llama
rotacion al infinito y no tiene equivalente en la Geometria euclidiana.

3. Si las dos rectas hiperbdlicas no se intersecan, el movimiento se llama traslacion hiper-
bdlica.

En el semiplano superior, revisamos que la traslacion a lo largo del eje « es un movimiento
hiperbolico; en realidad, este se puede ver como dos reflexiones respecto a rectas euclidianas
perpendiculares al eje x. En este modelo, se ve como dos reflexiones respecto a rectas hiper-
bolicas que se intersecan en (0, —1); es decir, como una rotacion al infinito.

También revisamos el movimiento hiperbdlico dado por la razon de similitud respecto a un
punto en el eje x. Este se puede ver como dos inversiones respecto a circunferencias euclidianas
concéntricas cuyo centro se localiza en el eje x. Al pasarlo a D, esto se ve como la composicion
de dos reflexiones hiperbolicas respecto a rectas que no se intersecan.
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En este modelo, los movimientos hiperbdlicos cumplen los siguientes dos teoremas.

Teorema 68. Dados cualesquiera dos puntos en D, siempre existe un movimiento que manda
uno en el otro.

Figura 91. Reflexion que manda un punto en el origen.

Demostracion. Basta demostrar que, dado un punto A en D arbitrario, siempre existe un movimien-
to que lo manda en el centro O. Sea d la distancia euclidiana entre Ay O, [ el rayo en la direccion
OA (Figura 91). Del punto A levantamos la perpendicular a [ y en el punto de interseccién P
con D, trazamos la tangente a D, que cortara al rayo [ en un punto (). Trazamos la cir-
cunferencia p con centro en ) y radio QP. Esta sera ortogonal a D, y, por tanto, una recta
hiperbolica.

0oQ = 5 por ser () el inverso de A respecto a D, PQ = ,/d% — 1 por el teorema de

Pitagoras y QA = 1 — d. Entonces QA - QO = 5(1 —d) = 5 — 1, por lo que la reflexion
hiperbolica respecto a p, es el movimiento hiperbolico buscado. |

Teorema 69. Dadas cualesquiera dos rectas hiperbolicas en I, siempre existe un movimiento
que manda una en la otra.

Demostracion. Por el teorema anterior, es suficiente verificar que se cumple para cualesquiera
dos rectas que pasen por O. Esto es inmediato pues las rotaciones euclidianas por el origen son
movimientos hiperbolicos. u

Enseguida, daremos la formula para calcular la distancia hiperbdlica entre dos puntos sin
demostrarla porque es un proceso extenso y va mas alla de los propositos de este trabajo. Para
ello podemos ver a los puntos de D como niimeros complejos. Es decir, D = {z + yi € C :
2?2 + y? < 1}. Tomando esto en cuenta obtenemos la relacion general para cualesquiera puntos
z2'y w, que es la siguiente:

|1—zw|+|z—w|>
11— zw|— |z —w|/

dpip(z,w) = In <
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Los movimientos hiperbolicos conservan la distancia entre dos puntos; sin embargo, no lo de-
mostraremos.

4.3.3. Cumplimiento de los axiomas de la Geometria de Lobachevski

Ahora veremos como el Modelo del disco unitario cumple con los Axiomas de Lobachevs-
ki. En realidad, esto ya lo probamos con H y, al principio, dimos una relacion entre estos dos

modelos. La intencion aqui es mostrar como se visualizan los postulados de la Geometria de
Lobachevski en D.

Axioma 1. Por dos puntos diferentes puede ser trazada una y sélo una, recta hiperbdlica.

Figura 92. Recta hiperbdlica por los puntos Ay B.

Sean Py () dos puntos en D. Si P y () son colineales con el centro, la unica recta hiper-
bélica que los contiene es el diametro en el que estan contenidos. Si no, localizamos el punto /’,
inverso de P respecto a D, (Figura 92). Trazamos la circunferencia que pasa por los puntos P,
Q) y P’; ésta sera una circunferencia ortogonal a D, que contienc a Py a (), pues la potencia del
origen respecto de esta circunferencia es exactamente 1. La unicidad se da porque una circun-
ferencia con estas propiedades tiene forzosamente que contener a P’ y tres puntos determinan
una unica circunferencia. Todo esto es porque ya sabemos cudles son las rectas hiperbodlicas en
este modelo.

Axioma 2. Una recta puede alargarse en ambas direcciones tanto como se quiera.

Esto se cumple por las mismas razones que en el semiplano superior.

Axioma 3. Dados un centro y un radio, se puede trazar una circunferencia.

Si tenemos un punto A como centro y un segmento como radio, transformamos ese seg-
mento en otro que se exprese como parte de un diametro, manteniendo al punto A en el mismo
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Figura 93. Circunferencia hiperbolica con centro en A y radio AC.

lugar; al otro extremo del segmento lo llamamos B (Figura 93). Trazamos una recta hiperboli-
ca perpendicular a dicho didametro por A. Esto lo logramos localizando ¢l punto A’ inverso de
A respecto a D, y trazando la circunferencia de diametro AA’. Reflejamos hiperbolicamente,
respecto a esta recta, el punto B y le llamamos C' al inverso. Ahora localizamos el punto medio
euclidiano del segmento BC' que denotamos por M, y trazamos la circunferencia euclidiana
con centro M y radio M B que, como probamos anteriormente, es la circunferencia hiperbolica
buscada.

Axioma 4. Todos los angulos rectos son iguales.

Esto se cumple porque el modelo es conforme y en la Geometria euclidiana se cumple.

Axioma 5. Por el punto P que no pertenece a la recta hiperbolica p, pueden ser trazadas dos
rectas hiperbolicas paralelas a p.

Como vimos anteriormente, cualquier circunferencia ortogonal a D y que pase por P, debe
pasar por P’, el inverso de P respecto a D,. Trazamos la mediatriz de PP’, y este debe ser el
lugar geométrico de los centros de todas las circunferencias ortogonales a D, que pasen por
P (Figura 94). Las rectas hiperbodlicas que pasan por P son estas circunferencias y ademas el
diametro que pasa por P, pero éste se puede considerar como una circunferencia con centro en
el punto al infinito de la mediatriz.

Para hallar las paralelas, tenemos que trazar las mediatrices de los segmentos PAy PB,
donde A y B son los puntos al infinito de la recta p, y donde se corten con la mediatriz de
PP’ (que puede ser el punto al infinito) seran los centros de las circunferencias ortogonales
que representan a las rectas hiperbolicas paralelas con p que pasan por P. Estos centros los
representaremos por las letras M y N respectivamente.
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Figura 94. Axioma de Lobachevski.

Si el centro de una circunferencia K esta en la mediatriz de PP’ dentro del segmento M N
y pasa por P, ésta representara una recta hiperbolica £ que pasa por P e interseca a la recta p.
Si el centro L esta fuera del segmento M N, la circunferencia representa a una recta divergente
de p que pasa por P.

4.3.4. Algunos teoremas de la Geometria de Lobachevski

A continuacion mostraremos como se visualizan algunos teoremas de la Geometria hiper-
bolica usando el Modelo del disco unitario.

Teorema 70. La suma de los angulos internos de cualquier triangulo es menor que dos rectos.
Demostracion. Mediante un movimiento hiperbolico llevamos el vértice A al centro del disco
para que dos de los lados del tridngulo sean radios y los otros dos vértices determinen el lado

BC, perteneciente a un arco perpendicular a D, (Figura 95). Es fécil ver que los angulos
hiperbdlicos /3 y 7, son menores que los angulos euclidianos 5’ y 4/; entonces

180°=a+ 8 ++" >a+5+1.
[ |

Teorema 71. La altura de un tridngulo rectangulo e is6sceles crece al crecer los lados, pero sin
llegar a rebasar una cierta longitud.
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Figura 95. Suma de los angulos de un triangulo.

Figura 96. Méaxima altura de un triangulo rectdngulo isosceles.

Demostracion. Ubicamos el angulo recto del tridangulo en el centro del disco mediante un
movimiento hiperbdlico. De la Figura 96 resulta facil convencerse de que la altura de los trian-
gulos se incrementa pues los circulos ortogonales no se intersecan.

La altura méaxima se obtiene cuando los vértices B y C' son puntos al infinito, la cual es
finita, pues la circunferencia ortogonal por los puntos P, y P, corta a la altura en un punto a
distancia finita del vértice A. [

Teorema 72. El 4ngulo 2a formado por las dos paralelas a una recta [ por un punto P exterior a
ella, depende tinicamente de la distancia del punto a la recta (éste es el angulo de paralelismo).

Demostracion. Mediante un movimiento hiperbolico podemos mandar el punto P al centro del
disco. El angulo 2« resulta ser el angulo entre los radios determinados por los puntos al infinito
Ay B de larecta [ (Figura 97). Si la distancia p se incrementa, los puntos A y B estan mas
cerca y, por tanto, el angulo 2« disminuye. Si la distancia p disminuye, los puntos se alejan y
el angulo 2a- aumenta. Podemos ver que si p es cero, el angulo 2« es 180° y si es infinito, el
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Figura 97. Angulo de paralelismo.

angulo es de 0°. |

4.4. Algunas proposiciones equivalentes al quinto postulado vistas con los
modelos

En esta ultima seccion vamos a analizar, usando los modelos, las proposiciones equiva-
lentes al quinto postulado que estudiamos en la seccidn 2.2. Esto para hacer ver porqué estas
proposiciones no se cumplen en la Geometria de Lobachevski. Sin embargo, aqui no tocaremos
la prueba por rotacion de Thibaut pues se requiere conexidad riemanniana para ello y eso va
mas alla del nivel de este trabajo.

En el intento de Proclo se mencion6 que la falla era que se consideraba que la distancia
entre dos paralelas era acotada. Para refutar esto consideremos en el Modelo del semiplano una
recta [ expresada como semirrecta perpendicular al eje z, una recta expresada como semicir-
cunferencia con centro en el eje x paralela hiperbolicamente a /, y una linea equidistante n a [
(Figura 98). Como [ es tangente a m en el modelo y n es oblicua al eje x tenemos que n debe
intersecar a m en un punto dentro del semiplano, por lo que la distancia entre las paralelas [ y
m supera cualquier cota en la direccion contraria al paralelismo.

Analizamos enseguida la prueba de Wallis usando el Modelo del disco unitario. Aqui
supondremos que la recta C'D es oblicua a la C'A donde C' esta en el centro del disco. Wal-
lis en su prueba usa que hay un triangulo C’ A’ E” semejante al CG F por larelacion CA : CG'y
que hace coincidir el lado C” A’ con el segmento C'A, al hacer esto el triangulo coincidiria con
la figura formada por el segmento AB y las rectas C'D y AB por el criterio ALA, pero estas
rectas pueden no intersecarse como en la figura o, si lo hacen, el angulo en la interseccion no
puede ser igual al ZC'F'G pues tendriamos un cuadrilatero con suma de angulos igual a 360°,
lo cual ya vimos que es falso a menos que A = G.
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Figura 98. Distancia entre paralelas.

Figura 99. No existen tridngulos semejantes en el Modelo del disco unitario.

Consideremos el punto A en el centro del disco unitario, el rayo AX partiendo de él y
las rectas AA’, BB',... rectas a iguales angulos respecto a AX y separadas entre si la misma
distancia, también consideramos las rectas AP, AQ),... que dividen al angulo A’AX en angulos
iguales. En la prueba de Bertrand se asume que las tiras A’ABB’, B'BC(",... tienen la misma
area, asi también los angulos A’ AP, PAQ,.... Asumiendo esto se obtiene que el area del angulo
A’AP es mayor que la de la tira A’ABB’ y por tanto no esta contenido el angulo en la tira, por
lo que tiene que cortarla. Sin embargo, podemos hacer el angulo A’ AP menor que el angulo
A’AB’ donde B’ es el punto al infinito de la recta BB’'. De esta manera, el angulo A’ AP esta
contenido en la tira A’ABB’, por lo que no podemos comparar de esta manera las areas y por
tanto la prueba de Bertrand es incorrecta.

Por ultimo veremos porqué la prueba de Legendre es incorrecta; es decir veremos porqué
dentro de un 4ngulo pueden existir puntos en los cuales ninguna recta por ellos interseca a
ambos rayos del angulo.

Para esto consideremos un angulo BAC' con vértice en el origen del Modelo del disco, y
By C puntos en D, (Figura 101. Trazamos la recta hiperbolica que tiene por puntos al infinito
a By a(C, que sera la circunferencia ortogonal a D, pues en el caso en el que es una recta
euclidiana es evidente que existan tales puntos. Tomamos un punto D dentro de este circulo.
Localizamos el punto D’ inverso de D respecto a D.,. Trazamos la mediatriz de DD’ y como
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A B C D

Figura 100. Areas infinitas en el disco unitario.

ya vimos, todas las rectas hiperbdlicas que pasan por D se expresan como circunferencias que
tienen su centro en esta mediatriz. Localizamos los puntos de interseccidon de las mediatrices de
DC'y DB con lamediatrizde DD’y los llamamos M y N, respectivamente. Es evidente que las
circunferencias euclidianas con centro dentro del segmento M N que pasan por D no intersecan
ningun lado del 4ngulo, mientras las que tienen centro al otro lado de F" sdlo intersecan el lado
AC'y las que estan del otro lado de GG s6lo a AB.

X

Figura 101. Argumentacién de que la demostracion de Legendre es incorrecta.
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5. Conclusiones

En este trabajo esbozamos el desarrollo de la Geometria hiperbdlica, describimos su histo-
ria y la desarrollamos, tanto de la manera axiomatica, como usando los modelos. Vimos que esta
geometria es similar a la Geometria de Euclides en muchos aspectos, pero se diferencia en lo
concerniente al quinto postulado, lo cual tiene consecuencias importantes en la forma de medir,
entre otras cosas, que la alejan de la percepcidn intuitiva a la que estamos acostumbrados.

A partir de Euclides, el problema del quinto postulado fue motivo de preocupacion para
los matematicos y durante casi dos milenios, algunos de ellos intentaron probarlo a partir de
los otros cuatro e intentaron supuestas demostraciones que adolecian de alguna inconsistencia
logica; sin embargo, no era facil determinar cudl es el error cometido.

Otros matematicos abordaron el problema suponiendo que el quinto postulado de Euclides
era falso, trataron de llegar a alguna contradiccion pero no lo lograron. Fue asi que Lobachevski,
Gauss y Bolyai lograron resolver el problema, al establecer que el quinto postulado era, en
realidad, independiente de los demds. El momento en el que hicieron sus descubrimientos,
la gente no podia asimilar las nuevas ideas ya que parecia, por la experiencia cotidiana y el
sentido comun, que la Gnica geometria posible era la de Euclides. Este fue el motivo por el que
Lobachevski recibio criticas ofensivas y, posiblemente, fue el motivo por el que Gauss no se
atrevid a publicar sus resultados.

En el desarrollo de la Geometria de Lobachevski seguimos el orden establecido por ¢l,
pero dimos explicaciones mas detalladas que las originales, intentando hacer més accesibles
sus resultados. A pesar de esto, es muy dificil imaginar y concebir esos resultados porque no
es posible hacer una representacion concreta de ellos en la realidad, sin deformar las rectas o
hacer artificios similares.

Algunos de los resultados son muy similares en ambas geometrias, como: el paralelismo es
reflexivo y transitivo; o si dos mediatrices se intersecan entonces las tres mediatrices lo hacen.
Sin embargo, hay otros que son completamente diferentes, como: las rectas paralelas se acercan
asintdticamente; o una circunferencia que crece indefinidamente no es una recta, sino una curva
llamada horociclo o linea limite con propiedades muy distintas a las rectas.

Desarrollamos la Trigonometria de Lobachevski y probamos que cuando los lados del
triangulo se vuelven muy pequefios, la Trigonometria hiperbdlica se aproxima a la euclidiana;
algunos de esos resultados los comparamos con los respectivos resultados euclidianos y obtuvi-
mos los equivalentes a la Ley de senos y la Ley de cosenos. Con estos resultados Lobachevski
lleg6 a pensar que habia probado la consistencia ldgica de la nueva geometria; sin embargo, es-
trictamente hablando, esto no era prueba de ello y s6lo se logré mediante el uso de los modelos.
Ademas, vimos que en la superficie de una esfera se cumple la Trigonometria esférica, a pesar
de que el quinto postulado no se cumple; y que la Trigonometria de Lobachevski es equivalente
a la Trigonometria esférica en una esfera de radio imaginario.
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El concepto de drea cambia completamente en la Geometria hiperbdlica; por ello, no existe
el concepto de semejanza de tridngulos. Probamos que el area de un tridangulo esta dado por su
defecto angular y, por esto, no puede superar cierta cantidad finita, determinada por la constante
del espacio que depende de la unidad de longitud.

Ademas de exhibir la consistencia logica, el uso de los modelos euclidianos de la Ge-
ometria de Lobachevski, permite representarla en la realidad, lo cual ayuda a entender como se
comportan las rectas y circunferencias en esta nueva geometria, como usar diversas herramien-
tas matematicas para su estudio y como poder aplicarla a otras ramas del conocimiento.

En cuanto al uso de modelos en la Geometria de Lobachevski, vimos que: el de la pseu-
doesfera no es muy adecuado, pues no es completo, solo se cumple la Geometria de Lobachevski
localmente; el Modelo de Klein y el del hiperboloide tienen la desventaja que los angulos no
se miden por los angulos euclidianos. En los modelos de Poincaré, los angulos se miden con
angulos euclidianos; por esta razén, son mas intuitivos y resultan ser los mas convenientes a
nivel educativo.

El Modelo del semiplano resulta ser mas conveniente que el del disco, cuando se requiere
hacer rotaciones al infinito, pues el punto al infinito en consideracion se puede mandar, medi-
ante un movimiento hiperbdlico, al punto al infinito del eje x, resultando asi que las rectas por
este punto se exponen como semirrectas perpendiculares al eje x. El modelo del disco es mas
conveniente en ocasiones que el del semiplano, cuando se requiere hacer rotaciones hiperbodlicas
sobre puntos dentro del plano hiperbolico, pues el punto en cuestion se puede mandar, mediante
un movimiento hiperbolico, al centro del disco, resultando que las rectas que pasan por éste se
exponen como rectas euclidianas.

A partir de estas observaciones, concluimos que estudiar la Geometria de Lobachevski per-
mite entender mejor la necesidad de la formalizacion de las matematicas; en particular, porque
es indispensable establecer la independencia y consistencia de los axiomas de una teoria. El
desarrollo axiomatico de la Geometria de Lobachevski ejemplifica la forma en como se realiza
la negacion de un axioma y como, al seguir desarrollando la teoria, se obtienen teoremas que
no se contradicen entre si, pero que son las negaciones de los teoremas deducidos del axioma
original. Sin embargo, de esta manera no es posible determinar la consistencia e independencia
de los axiomas de la teoria, sino que esto solo se consigue con los modelos.

Usar los modelos es importante pues, gracias a ellos, aparte de que permite probar la con-
sistencia e independencia de los axiomas de una teoria, podemos dar diversas interpretaciones
a conceptos que posiblemente sea dificil imaginar o concebir. En el caso de la Geometria de
Lobachevski, el uso de los modelos euclidianos permite que podamos ver a la Geometria hiper-
bolica como parte de la Geometria euclidiana, la cual es una teoria perfectamente compatible
con nuestra intuicidn, que sabemos usar y aplicar a las distintas ramas de la ciencia.
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