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Introduccion

La Geometria analitica surge como un método geométrico para resolver problemas de
diferente indole, entorno a la cual los historiadores no han logrado ponerse de acuerdo
sobre a quien se debe atribuir su invencién; ya que si nos atenemos a los estudios con
mayor antigliedad, serian los arabes y los griegos quienes por las mismas épocas
desarrollaron el concepto de fijar la posicién de un punto por medio de coordenadas
adecuadas, pero si pensamos que la geometria analitica se debe al hecho de poder
interpretar relaciones geométricas entre las coordenadas, entonces debemos de pensar en
Apolonio (262-190 aC.) quien hace sus trabajos sobre las conicas siguiendo ideas que ya
habia utilizado Menecmo (380-320 aC.). Otro personaje que entra en la discusion es
Oresme (1323-1382) quien al trabajar con gréaficas representa a la variable dependiente en
funcion de la independiente mediante incrementos pequefios. Sin embargo, si pensamos en
el desarrollo de la geometria tal y como la conocemos en la actualidad, con el uso de un
simbolismo algebraico, entonces debemos de atribuirle la invencién de la Geometria
analitica a Fermat (1601-1665) o a Descartes (1596-1650).

La idea esencial de la Geometria analitica es establecer una correspondencia entre un par de
nameros reales y un punto en el plano, esto con el fin de poder establecer una relacion entre
las curvas del plano y las ecuaciones con dos variables; es decir, la correspondencia entre
propiedades algebraicas y analiticas de una funcion f(x,y)=0. Con base en lo anterior
podemos concluir que el hecho de demostrar un teorema de geometria se reduce a
demostrar un teorema correspondiente en algebra y analisis, esto nos lleva a una discusion
aun mas profunda ya que también cualquier estudio que se haga posterior a un resultado
algebraico o analitico puede dar origen a un descubrimiento en el campo de la geometria

gue puede que jamas haya sido imaginado dentro de la geometria.

De este modo, vemos que la geometria analitica no es solo una rama que propone métodos
para resolver problemas, sino que también un area que ayuda al descubrimiento de nuevos
resultados en geometria (que no seran abordados dentro de este trabajo). Sin embargo, en
un curso de Geometria analitica los conocimientos son muy basicos y no alcanzan para

apreciar la flexibilidad, diversidad y aplicabilidad que tienen los métodos de la geometria



analitica para resolver problemas; solo la ve como una simple forma de interpretar gréaficas

en ecuaciones y viceversa.

Aunque también tiene su contra parte, ya que durante la solucion de un problema con el
método analitico nos guie a cuestiones algebraicas complicadas. Este es uno de los
principales problemas de la Geometria analitica ya que si bien podemos establecer
procedimientos adecuados para la solucion de problemas, la ejecucion de éstos requiere de

un muy buen dominio algebraico.



Capitulo 1

Problema y objetivos.

La Geometria Analitica es una de las asignaturas basicas de la educacion preuniversitaria
para aquellas carreras con orientacion a Matematicas, fisica e ingenierias. Algunos de sus

beneficios curriculares podemos citar los siguientes:

1. Al estudiante de bachillerato, le proporciona la oportunidad de adquirir habilidad
con los procedimientos algebraicos en un contexto significativo, la geometria,
mostrando como en su momento lo hizo Descartes, la potencia del método
algebraico para resolver problemas complejos, no sélo de geometria euclideana sino
muchos mas, particularmente los relacionados con las cdnicas a través del estudio
de la ecuacion de segundo grado con dos incognitas.

2. También proporciona nociones y herramientas importantes para el estudio del
calculo y la fisica, al introducir los sistemas de coordenadas, los cuales por ejemplo,
facilitan el estudio de las funciones y el movimiento.

3. Junto con el calculo da origen a la Geometria Diferencial y es un antecedente
importante para el Célculo tensorial muy utilizado en Fisica.

En fin, podemos decir que la Geometria Analitica es una rama de las Matematicas de
fundamental importancia, sobre todo, porque proporciona un método y un conjunto de
herramientas valiosas en la solucién de numerosos problemas. Didacticamente lo anterior
hace que su contenido, si se selecciona y trabaja adecuadamente, contribuya de manera
importante a la adquisicion, no sélo de técnicas algoritmicas, sino también, de un modo de

representacion (graficas de funciones) y un método importante para resolver problemas.

Reflexiones como las expuestas en los parrafos anteriores han despertado mi interés por
conocer como es que la humanidad ha llegado a generar un sistema de conocimientos, al
qgue se le puede caracterizar como area o rama de las Matematicas, en este caso, la
Geometria Analitica. En este trabajo de tesis me planteo como problema, responder a la
pregunta:



¢Cuales son los origenes, trabajos y problemas que motivaron el surgimiento y
desarrollo de la Geometria Analitica, asi como los personajes que contribuyeron a este

proceso?
Siendo nuestro Objetivo General:

Identificar las etapas histéricas importantes en el surgimiento y desarrollo de la
Geometria Analitica, asi como identificar y analizar los problemas importantes que
dieron impulso a tal desarrollo, en el periodo comprendido del Siglo IV a.C. al Siglo
XVII d.C. tomando como punto de partida el trabajo de los matematicos griegos y

concluyendo con los trabajos de Descartes y Fermat.

Un objetivo particular tiene que ver con la valoracion del software como herramienta para

la solucion de algunos de los problemas que se analizaran.

Si bien, el trabajo que se plantea en esta tesis es de corte histérico, también hay un
componente matematico importante, pues el interés central es entender la evolucion del
conocimiento a través del analisis de los problemas, su contexto histérico, las herramientas
disponibles, dificultades y obstaculos para su solucion y, una vez resueltos, la contribucion

a futuros desarrollos de la matematica.

Se pretende ubicar los elementos que permitieron la aparicion y desarrollo de la Geometria
Analitica, por lo que se basa en la investigacion en varios documentos y articulos. Para
hacer una mejor presentacion del trabajo lo separamos en diferentes etapas en las cuales se
dieron avances o se introdujeron ideas que favorecieron la aparicion de la Geometria
Analitica, recalcando en cada una de ellas la importancia de la solucién de problemas,
algunos planteados desde la antigliedad y otros que iban surgiendo con el mismo desarrollo

y aparicion de nuevos conceptos.

Al analizar los problemas en cada una de las etapas nos referimos también a los personajes
que los estudiaron y lograron avances en la solucion de los mismos, tomando en cuenta las
nuevas herramientas que debieron crear para resolverlos, las cuales posteriormente no solo
sirvieron para resolver dichos problemas sino que dieron paso al desarrollo de nuevas ideas.

Simultaneamente, se incorporan algunos datos bibliograficos de cada uno de los personajes,



no solo para reconocimiento de sus méritos, sino también, para contextualizar sus trabajos
en las condiciones en las que se realizaron y las interacciones que habia en la comunidad

matematica de su época.

Para poder fundamentar y mostrar algunos resultados haremos uso de Geogebra un
software de geometria dinamica que posee no solo una pantalla geomeétrica, sino también
cuenta con herramientas algebraicas, lo cual es muy conveniente para facilitar el trabajo

gue nos propusimos.



Capitulo 2

EL ORIGEN: LOS GRIEGOS

2.1 Problema de la duplicacion del cubo y el descubrimiento de las

conicas

Como ocurrio en varios campos de la  Biiapa de Grecia

- WA

matematica, los griegos establecieron las
bases de lo que en el futuro daria origen a la

Geometria analitica.

Los griegos enfocaron sus esfuerzos
principalmente al estudio de la Geometria
euclidea, la cual so6lo emplea la regla (sin

graduacion) y el compas como herramientas

para resolver problemas en el plano,

obteniendo avances espectaculares contenidos en los elementos de Euclides (300 aC.). No
obstante, se enfrentaron a problemas que no pudieron resolver con estas herramientas, entre
los que destacan los tres problemas clasicos: la duplicacion del cubo, la triseccion del
angulo y la cuadratura del circulo. Los dos primeros, involucran ecuaciones de tercer
grado, las cuales no pueden ser resueltas con regla y compas. Estas circunstancias, asi como
el descubrimiento y estudio de nuevas curvas, las conicas y otras llamadas mecanicas,

arrojaron los primeros resultados que establecen el germen de la Geometria analitica.

La referencia méas antigua que se tiene de la aparicion de las secciones conicas se atribuye a
Menecmo (380-320 aC.) quien fue un matematico y gedmetra griego nacido en
Alopeconnesus®. La aparicion de las conicas esté relacionada con la solucién del problema
de ‘la duplicacion del cubo’ que, como se comentd en el parrafo anterior, no puede

resolverse con construcciones euclideas. Este problema, planteado en un contexto

! Actualmente Turquia.



mitolégico?; consiste en determinar el lado de un cubo cuyo volumen sea igual al doble del
volumen de un cubo dado. Menecmo pudo encontrar relaciones entre los elementos de las
conicas basadas en propiedades que tenian como lugares planos, traducibles en expresiones
geométricas sencillas, a las que posteriormente recurri6 Apolonio para deducir las

propiedades de las conicas.

Inicialmente, los nombres de las conicas no eran los que actualmente empleamos (elipse,
parabola e hipérbola); al parecer, fué Menecmo quién las ‘bautizd’ con términos asociados
con el angulo que formaba el plano de la conica con la generatriz de un cono recto: cénica

acutangula, rectangula y obtusangula.

Por ejemplo, para encontrar la relacion fundamental de la parabola, Menecmo utiliza un
cono circular recto de una sola hoja, observando que al cortarlo por un plano paralelo a una
de sus generatrices, la interseccién que se genera corresponde a la curva cuyos puntos
satisfacen cierta relacion con respecto a algunos elementos geométricos asociados a tal
corte. En notacion actual, dicha relacion se resume en la expresion y? = Ix, donde y es la
distancia al eje de la parabola, x es la distancia al vértice de la misma y, | depende de la
distancia del vértice del cono al plano de la seccion (lado recto, hacemos referencia a esto
ya que se seguira usando en posteriores capitulos), aunque no se especifica una relacién

entre estas magnitudes.

Se desconoce la forma en que Menecmo obtuvo esta ecuacion; sin embargo, se sabe que
dependen de algunos teoremas de geometria elemental para encontrar dicha propiedad. Una
manera de llegar a este resultado es: dado un cono ABC (recto en A) y la curva EDG
obtenida al cortarlo con un plano perpendicular al eje del cono (Figura 2.1). Después, se
considera el punto D sobre la generatriz del cono y sea P un punto cualquiera sobre la
curva; ahora, otro plano horizontal (paralelo al plano de la base del cono) que corta al cono
en la circunferencia PVQR, siendo Q el otro punto de interseccién de la curva con esta
circunferencia. Habra que observar también que, A, S, D, R, V, B 'y C estan en un mismo

plano y que, el AABC es rectangulo isésceles.

® Cerca del 429 a. C. una plaga ataco la ciudad de Atenas y para acabar con ella, el Oraculo les dijo que
debian elaborar un nuevo altar en forma de cubo cuyo volumen duplique el del altar que ya existia.
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Figura 2.1 Cortes a un cono para la obtencién de la parabola

Como 4RPV es rectangulo en P y OP es altura, OP es la media proporcional entre RO y
OV, es decir, OP? = RO - OV. Después, de la semejanza de AOVD y ABCA se tiene

ov _ BC
DO  AB'
y de la semejanza 44SD y AABC se tiene
SD BC
AS  AB’
Tomando las coordenadas del punto P como OP =y, OD = x, obtenemos
y%2 = RO - 0V.

Ahora, observando que RO = SD (por ser lados opuestos de un paralelogramo), AD = AS
(por ser lados iguales del 44SD) y sustituyendo, obtenemos
BC BC

ﬁ=R0%W=SD0V=A&C—)0D(_J=<

AB AB AB?

AS - BC*?

=7 ) g

Como para cualquier punto P sobre la curva, los segmentos AS, BC y AB permanecen
invariantes, podemos escribir la ecuacion de la seccion como

y2=1-x,



donde | es el lado recto (distancia del vértice del cono al plano de la parébola).
Actualmente este término se utiliza para designar a la cuerda de la pardbola que pasa por el
foco y que es perpendicular al eje.

Menecmo también obtuvo la relacién que caracteriza a una hipérbola equilatera, cuya
ecuacion es y-x = k (con k constante). Utilizando estas dos relaciones, aborda el
problema de la duplicacion del cubo mediante la construccion de dos medias

proporcionales entre 2 y 1. En nuestro lenguaje, si encontramos x ey, tales que
2:x = x:y = y:1,

entonces, de las tres proporciones que se forman se obtienen x? = 2y, y2 = x vy
x+y = 2 cuyas graficas se muestran en la Figura 2.2. Al multiplicar miembro a miembro
las dos primeras se obtiene x3 = 2y3; esto es, el cubo de lado x es de volumen doble que
el cubo de lado y. Geométricamente, la solucion se puede encontrar en la interseccion de
cualesquiera dos curvas; en particular con la interseccion de la hipérbola x-y = 2 y la

parabola y? = x.

Figura 2.2 Solucién gréfica del problema de la duplicacion del cubo.



En general, el problema de las dos medias proporcionales entre a y b consiste en hallar x e

y tales que
a:x = x:y = y:b.

Su resolucion se reduce a hallar la interseccion de la curva x? = ay con lacurva xy = ab,

una parébola y una hipérbola equilatera.

Menecmo pudo encontrar relaciones entre los elementos de las conicas basandose en las
propiedades que tenian como lugares planos®, las cuales se traducen en expresiones
geométricas basicas a las que posteriormente, a las cuales recurrio Apolonio para deducir
las propiedades de las conicas. Bajo este criterio y basados en el hecho de que Menecmo
establecié expresiones parecidas a las ecuaciones que planteamos en nuestros dias,

podemos considerarlo como uno de los precursores de la Geometria analitica.

Aristeo (siglo V), contemporaneo de Menecmo, escribid el Libro de los lugares sélidos,
aquellos en los que aparecen las conicas por interseccion de cilindros y conos con planos,
de lo cual se tiene conocimiento por algunos comentarios realizados por Euclides y los
cuales fueron expuestos por Pappus de Alejandria (290- 350) ‘el ultimo gedmetra griego’,
quien consigan informacién importante sobre los trabajos de matematicos griegos que le

precedieron, particularmente los relacionados con las conicas.

Con respecto al desarrollo de estudios sobre las cdnicas, Euclides escribi6 Las conicas que,
de acuerdo con Heath (1981), es una compilacion de los trabajos sobre las cénicas que se

habian realizado hasta su tiempo. EI mismo Pappus comenta:

... Euclides le dio crédito a Aristeo por sus descubrimientos en las conicas y que él
no intento anticiparse a Aristeo sino mas bien desea construir de nuevo el mismo
sistema (Heath, 1921, p. 116).

El libro de Las conicas de Euclides se perdid, pero de acuerdo con Pappus los primeros

cuatro libros de Apolonio estan basados en los primeros cuatro libros de esa obra.

3 . . .z
Por lugares planos, hacemos referencia a que la figura se puede presentar en un plano, ya que también
hay lugares solidos (los correspondientes a tres dimensiones).
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También Arquimides (287-212), basandose en Las cénicas de Eucides, realizo trabajos
sobre las conicas, aunque se centrO mas en establecer la cuadratura (de la pardbola) y
curvaturas (elipsoide de revolucion), mediante métodos infinitesimalistas problema que
pudieron ver resuelto mas de veinte siglos después, con la invencion del calculo
infinitesimal. Ademas introduce la conocida espiral, uno de sus libros se Illama De las
espirales, en el que establece varias propiedades de esta curva, y la utilizé para resolver el
problema de la cuadratura del circulo.

La espiral se define como el lugar geométrico generado por un punto que se mueve
uniformemente (velocidad constante) a lo largo de un rayo que gira uniformemente
alrededor de su punto inicial, en un mismo plano; su ecuacion en coordenadas polares es
r = k@ . Esta nueva curva es importante porque da lugar a la posibilidad de generar nuevas
curvas, mediante el movimiento de un punto en un plano. A estas curvas se les llama curvas

mecanicas.

—_—

f o) | !

/

Figura 2.3 Espiral de Arquimedes



2.2 Apolonio de Perga (262-190 aC.)

Apolonio continud los trabajos de sus antecesores sobre las
conicas; realiz6 un estudio mas profundo sobre ellas. Se tiene
muy poco conocimiento sobre su vida, algunos de los pocos
datos que se tienen fueron obtenidos de las introducciones de
los libros que contiene su obra maestra Las conicas. En El
Tesoro del Analisis,* escrito por Pappus, Se recogen varios
trabajos de Apolonio:

debemos a Apolonio la clasificacion clasica de los
problemas geométricos en planos, sélidos y lineales —segin sean resolubles,
respectivamente, con rectas y circunferencias, conicas u otras curvas superiores—
(Gonzalez, 2003, p. 36).

Apolonio realizé varios trabajos que tienen que ver con la geometria de lugares planos y

otros a problemas especificos. Entre sus obras conocidas encontramos:

- Dos Libros sobre Los Lugares Planos en los que estudia lugares geométricos rectilineos o
circulares, se habla de cémo las transformaciones geométricas (rotacion, traslacion,
homotecia, etc.) mandan lugares geométricos en lugares geométricos y presenta algunos

Casos.

- En el libro Secciones en una razén dada, Apolonio presenta la solucion de varios
problemas que al escribirlos en notacion algebraica llevan a ecuaciones del tipo ax +

x? = bc.

- El Libro Secciones determinadas contiene la solucién a un problema que también nos

lleva a la resolucion de ecuaciones cuadraticas.

- Otra de sus grandes obras es Sobre contactos, que fue reconstruida por Vieta, y sera
tratado maés delante. EI propio Apolonio hace alusion a esta obra en la dedicatoria de Las
conicas; ambos trabajos se consideran importantes por su gran relevancia historica sobre

cuestiones geométricas. El problema de Apolonio se enuncia: “Dados tres elementos

* Es una coleccion de libros de Matematicas conjuntada por Pappus.
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(punto, recta o circunferencia), tracese una circunferencia que sea tangente a cada uno
de los tres” (Gonzalez, 2003, p. 31).

Los casos mas sencillos para este problema es la circunferencia que pasa por tres puntos y
el de la circunferencia inscrita en un triangulo; el méas complicado de todos los casos es
trazar sobre la circunferencia tangente a tres circunferencias dadas. Incluso se llego a creer
incluso que ni siquiera Apolonio habia sido capaz de resolver este problema, por lo que
varios matematicos le dedicaron tiempo, obteniendo asi se soluciones algébricas y
geométricas. Un hecho interesante es que Descartes se pregunto cual sera la solucion mas
hermosa a este problema; creemos que Newton da dicha demostracién, ya que lo hace

Unicamente con de regla y compas.

Sin embargo, y sin lugar a dudas, la obra mas importante de Apolonio por la que se le ha
dado el reconocimiento de “el gran gedmetra” se llama Las cénicas, la cual supera con
mucho, los trabajos antes realizados por Menecmo y Euclides. A continuacién nos
centramos en esta obra en la que remarcamos la forma sistemética en la que Apolonio
establece todos los conocimientos que se tenian hasta su tiempo, y sus grandes aportaciones
dentro del estudio de las secciones cdnicas.

Las conicas esta formada por ocho libros, de cuales aln se conservan siete gracias a los
trabajos de Thabit ibn Qurra (836-901) y de Edmond Halley (1656-1742), en ellos Apolonio
muestra varios descubrimientos de suma importancia; entre ellos destaca que las tres
diferentes conicas pueden obtenerse variando el angulo de inclinacién del plano que corta
al cono: en la paradbola el plano de corte es paralelo a una sola generatriz; en la elipse el
plano de corte no es paralelo a ninguna generatriz; y en la hipérbola el plano de corte es
paralelo a dos de sus generatrices y que, no necesariamente el cono debe de ser recto.
Ademas trabajo el cono con sus dos hojas lo cual le permitié encontrar las dos ramas de la
hipérbola. En algunos desarrollos, Apolonio utiliza de forma sistematica un par de
diametros conjugados, o un diametro y una tangente como equivalentes de un sistema de
coordenadas oblicuas; trabaja la nocién de asintota y sus propiedades en el caso de la

hipérbola, asi mismo, exhibe un método para trazar tangentes a una conica.

11
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A continuacién presentamos una breve resefia del contenido de cada uno de los siete libros

que forman parte de las conicas:

Libro 1. Apolonio describe como generar el cono de dos hojas y la posicion en la que el
plano debe de cortar al cono para poder generar las diferentes conicas; ademas, considera el

centro, ejes, didmetros conjugados, etc. A continuacion se presentan algunos de los

5

Figura 2.4 Cortes por un plano a un cono para generar las conicas.

aspectos mas importantes de este libro.

Algunas de las propiedades importantes de las conicas las presenta en el libro 1, en las
proposiciones 1.11 y 1.21; la primera se refiere a la parabola y la segunda a la hipérbola y
elipse. En éstas, hace alusién a las propiedades geométricas que tienen y aparecen por
primera vez con el nombre que las conocemos. En seguida, presentamos algunas de las
proposiciones mas destacadas de este libro; debemos de hacer notar que los enunciados que
se presentan aqui no son exactamente los propuestos por Apolonio, ya que tanto éstos como
la forma de obtener las cénicas es muy engorrosa. Los siguientes enunciados son mas

legibles y facilitan su comprension.

La Parabola tiene la propiedad caracteristica de que para todo punto tomado sobre la
curva, el cuadrado construido sobre su ordenada y es exactamente igual al

rectangulo construido sobre la abscisa x y el latus rectum I. (Gonzélez, 2003, p. 27)
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Una comprobacion del enunciado anterior se presenta en la Figura 2.5 realizada con el
software Geogebra; el punto que se toma sobre la cénica es A y el segmento HM

corresponde al lado recto de la parabola.

Area= 4 51

Area= 4.51

Figura 2.5 Construccion de la parabola con Geogebra
Luego:

En la seccion conica considerada llamada hipérbola (respectivamente llamada
elipse), el cuadrado de la ordenada equivale a un area rectangular aplicada siguiendo
el latus rectum, es decir, teniendo el latus rectum como altura, y teniendo la abscisa
como base, aumentada (respectivamente disminuida) de otra area semejante a la que
tenga el eje transverso o didmetro como base, y la mitad del latus rectum como
altura. (Ibid, 2003, p. 26)

De los enunciados anteriores se puede establecer las siguientes relaciones algebraicas

tomando en cuenta que el lado recto es I:

Para la parabola y? = Ix.
2
Para la elipse y? =lx— z—z-xz.
2
Para la hipérbola y?=Ix+ Z_z'xz'

13



Ecuaciones referidas a uno de sus vértices como origen de coordenadas, donde concurren

como ejes de coordenadas un didmetro y la tangente a la conica en su extremo; y donde el
. 2b? . . . .
latus rectum o parametro es [ = —. Las letras a y b hacen alusion a la longitud del semieje

mayor y semieje menor, respectivamente. El lector podra observar que las ecuaciones de la
elipse y la hipérbola no coinciden con la descripcion hecha en la cita anterior del

coeficiente de x?, probablemente esto se deba a un error de traduccion.

A continuacion obtenemos la ecuacion de la elipse, siguiendo el procedimiento de

Apolonio con base en la Figura 2.6.

Figura 2.6. llustracion para obtener la ecuacion de la elipse.

Siendo OR el eje mayor, DC la mitad del semieje menor, C el punto medio de OR

Apolonio demuestra que se cumple la relacion siguiente

PQ? 0Q-QR
CD? OC-CR’

Al hacer QR=2a, DC=b,0Q=x y PQ =Yy, se obtiene

y? x-(Qa-x) 2b?  b? b?

2 = de donde y? = —x —;xz =Ix — —=x2

a2

Usando nuestra notacion actual tenemos que en la elipse y? < Ix, mientras que para la
hipérbola y? > Ix, lo cual muestra que los nombres no se pusieron al azar sino que
responden a la semantica de los enunciados. Pero no sélo corresponde al hecho de ponerles

nombre, sino que también conlleva a un cambio conceptual, ya que ahora:
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... las conicas ya no serian descritas constructivamente, sino a través de relaciones
de éareas y longitudes, que daban en cada caso la propiedad caracteristica de
definicion de la curva y expresaban sus propiedades intrinsecas. (Ibid, 2003, p. 27)

Ahora retomaremos la discusion sobre los libros de Apolonio.

Libro Il. Aqui se estudian las asintotas de la hipérbola; ademas se aborda el problema de
trazar una tangente que forme un angulo dado con el didmetro y que pase por un punto de
contacto.

Libro Ill. Este libro se dedica a estudiar las relaciones de triangulos y cuadrilateros

determinados por tangentes y diametros conjugados.

Libro IV. En él se estudian los puntos de interseccion de las conicas; un rasgo importante

de este libro es que varias de las demostraciones se hacen mediante reduccion al absurdo.

Libro V. Este libro, como varios autores concuerdan, es uno de los méas sorprendentes, ya
que Apolonio introduce métodos puramente geométricos. Aborda el tema relacionado con
las normales® a las cénicas, vistas como lineas rectas maximas y minimas obtenidas de
determinados puntos de la curva; ademas, contiene una serie de proposiciones que permiten
la determinar las ecuaciones de las evolutas®, de cada una de las tres conicas, la figura 2.7
muestra la evoluta de la elipse. Partiendo de los resultados de Apolonio, asi como de la
obtencidn del centro de curvatura’, se anticip veinte siglos a los trabajos de Huygens sobre
el péndulo simple, que lo llevaron a realizar estudios sobre las evolutas, quien fundo esta
teoria que le permitié obtener las evolutas de las cénicas; y demostré que las evolutas de
curvas geométricas® también son geométricas y que la evoluta de una cicloide también es

una cicloide, entre otros.

> La normal desde un punto a una curva, es el segmento de distancia minima desde el punto a la curva.

® Se llama evoluta de una curva C dada, al lugar geométrico de los centros de curvatura de C.

"'El centro de curvatura es el punto equidistante de todos los puntos de la curva C a la que se esté refiriendo.
® Se define a una linea como curva geométrica cuando se aparta constantemente de la direccion recta sin
formar angulos, y la trayectoria de los puntos que la forman es continua y, ademas, cumple una determinada
norma.
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Figura 2.7 Evoluta de una elipse.

Otro aspecto importante de este libro es que Apolonio considera varios puntos y clases de
puntos con referencia a las normales a una curva, tales como los pies de las normales.

Comienza analizando los puntos sobre los ejes, es decir, sea Ay A" los vértices de la conica
y localiza un punto E sobre el eje de modo que AE = %l, donde | es el lado recto, y dado O

otro punto sobre el eje localizado entre A y E, tenemos que la recta OA es la minima linea
recta de O a la curva ya que si tomamos otro punto P sobre la curva la longitud de OP se ira

incrementando conforme P se aleje de A.

En proposiciones siguientes, Apolonio toma un punto G a una distancia mayor que %l y

prueba que la linea recta minima de G a la curva es GP, donde P es un punto tal que:

1. En el caso de la pardbola NG = %l, donde N es el pie de la perpendicular a 44’ que

pasa por P.

2. Encel caso de la hipérbola y la elipse NG: CN = [: AA’, donde C es el centro.

Demuestra que si P” es otro punto sobre la conica, P’G aumenta a medida que P’ se aleja
de P. Para ilustrar el método anterior, a continuacién se presenta la demostracion para el

caso de la parabola.
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Sea G un punto en el didmetro de la parabola tal que
AG> %l y N un punto entre A y G tal que NG = %l,

luego PN serd la ordenada del punto P (sobre la curva).

Sea P’ cualquier otro punto sobre la curva, por demostrar

que P’G es mayor que PG y por tanto, este segmento A\N' NG

deberd ser la linea minima desde G a la curva (Figura

2.8). Figura 2.8

Demostracion
Sabemos que NG = %l, es decir, I = 2- NG, por estar P’ sobre la pardbola
P’'N'? = [-AN’ = 2:-NG - AN’

De la figura se tiene N'G2 = (NG + N'N)? = NG*+ N'N?+2:-NG-N'N, el signo en

la altima expresion depende de la posicion de N’, en este caso es positivo.
De lo anterior tenemos que
P’G? = PPN?> + N'G> = 2-NG -AN’ + NG? + N'N?+ 2-NG-N'N.

Pero por hipodtesis sabemos que / = 2-NG, por lo que de la expresion anterior obtenemos

que

P'G* = 2:NG - (AN’ + N'N) + NG* + N'N*> = [- AN + NG? + N'N?
= PN? + NG? + N'N?

ycomo PG? = NG? + PN?, sesigue que P’'G?> = PG?> + NN'? y P'G > PG.
Lo que demuestra que PG es la distancia minima de G a la curva.

Mas adelante Apolonio prueba proposiciones referentes a puntos sobre el eje menor BB™ de
la elipse. Posteriormente contiene algunas proposiciones referentes al nimero de normales
que se pueden trazar por un punto y las propiedades que estas deben tener; por ejemplo, una

de ellas dice que: “dos normales a un mismo punto sobre el eje AA” deben de estar en lados
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opuestos al mismo”, la cual resulta ser una idea un poco intuitiva pero de suma atraccion

para la época en la que estas ideas tuvieron lugar.

Encontramos también proposiciones referentes a los angulos que deben formar las normales
con respecto al eje de la conica; ademas, hace la distincion para cada una de las conicas “si
la normal a P corta al eje de la misma o el eje AA’ de la elipse en G, el angulo PGA se

incrementa cuando P o G se alejan de A”.

La Gltima parte del libro V estd destinada a la construccion de las normales a través de
varios puntos de acuerdo con su posicion, ya sea que estén dentro o fuera de la cénica o
sobre los ejes. Encontramos proposiciones como: “si O es un punto debajo del eje AA” de
una conica y trazamos OM la perpendicular al segmento AA" que pasa por O, y si
AM > AC, siempre se puede trazar una y sélo una normal a través de O cortando al eje
entre A y C”. Ademas propone que los puntos en la curva por los que pasa la linea normal

de O, estan determinados por la interseccién de la cdnica con una hipérbola rectangular.

Para demostrar lo anterior, el procedimiento seguido por Apolonio es muy parecido al

siguiente método analitico:

Dado AM el eje de una conica, PGO una de las normales que pasa a través de un punto
dado O y siendo PN la ordenada a P, tracemos OM perpendicular al eje. Tomando los ejes
coordenados como los ejes que pasan por el centro de la conica, en el caso de la parabola el

eje y la tangente que pasan por el vértice son nuestro sistema coordenado.

Asi, sean (x,y) las coordenadas del punto P y (x;,y;) las

P coordenadas del punto O, tenemos que APNG~AOMG (Figura
2.9), de este modo tenemos que m_re , la que podemos
NG M oM MG
u N \J rescribir de la siguiente manera:
° y__ N
Figura 2.9 Y1 XxX1—x-NG

Donde para el caso de la pardbola tenemos que NG = %p; sustituyendo en la expresion

anterior y acomodando el resultado tenemos que
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1 1

Xy — (x1 —Ep)y+§py1 =0,

esta ecuacion corresponde a una hipérbola rotada cuya interseccion con la parabola nos
muestra los puntos por los que pasan las normales al punto O. La Figura 2.10 muestra las
normales (lineas punteadas) al punto O, generadas a partir de la interseccion de la hipérbola

(curva color rojo) y de la parabola (curva color azul).

Figura 2.10. Representacion del trazo de normales de Apolonio.

Aunque este método fuera posteriormente criticado por Pappus, pues considera que usar la
hipérbola rectangular para ello es complejo y, para este caso de la pardbola, basta con tomar

la interseccidn entre la parabola y un circulo.

La ultima parte de este libro, se dedica a trabajos sobre la comparacion de longitudes de las
normales y de tangentes de una curva. Hasta aqui terminamos la discusién sobre el libro V

de Apolonio y continuamos con la resefia de los libros faltantes.

Libro VI. Trata sobre la semejanza e igualdad de las conicas, en este se trata el problema
referente a dada una seccidn conica y un cono recto circular, encontrar una seccion conica

que sea igual a la cénica dada.
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Libro VII. Contiene relaciones métricas entre diametros conjugados, tangentes, areas,

etcétera.

Libro VIII. Se desconoce el contenido del libro VIII; tal vez contiene teoremas y/o

problemas sobre diametros conjugados.

Cabe mencionar que los términos elipse, parabola e hipérbola no eran nuevos ya que los
pitagoricos los habian utilizado en la solucidn de ecuaciones de segundo grado del método
de aplicacion de areas: elipse significa deficiencia; hiperbola significa exceso; y por altimo,
parabola significa equiparacion. Haciendo referencia a estas propiedades, Apolonio las

compara con las relaciones que tiene las cénicas y, por eso, las denomina asi.

Es interesante resaltar que aunque el lenguaje utilizado por Apolonio en la redaccién de sus
proposiciones es dificil de comprender, los enunciados pueden ser expresados en forma de

ecuaciones en nuestra notacion actual.

Ademas, su obra también tuvo gran importancia en el trabajo realizado por grandes
personajes como Huygens, Newton y Kepler. Esto lo hace ver Mandelbrot (1984) en el

siguiente comentario:

Los griegos descubrieron las cénicas en estado salvaje, en los conos o cilindros y
Apolonio las cultivd como un mero juego de ingenio. Cudl seria la sorpresa, quince
siglos después, cuando Kepler descubrié que la trayectoria del planeta Marte es

eliptica, y Galileo que la caida de las piedras es parabolica (p. 115-116).

La importancia del trabajo de Apolonio en el desarrollo de la Geometria analitica, es que
considera lineas que le sirven de referencia para la descripcion de las propiedades de las

conicas; esto lo menciona Gonzalez (2003) de la siguiente manera:

Apolonio considera ciertas lineas de referencia (didmetros conjugados o diametro-
tangente), que juegan un papel de coordenadas. En el segundo caso, al tomar un
diametro y una tangente en uno de sus extremos como rectas de referencia, las

distancias medidas a lo largo del diametro a partir del punto de tangencia son las
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abscisas y los segmentos paralelos a la tangente, interceptada por el didmetro y la

curva, son las ordenadas (p. 31).

Lo que él consideraba como diametro es lo que en la actualidad conocemos como eje, lo
cual permite que las relaciones entre areas y longitudes utilizadas por Apolonio en forma de
proporciones, podamos interpretarlas actualmente como relaciones entre abcisas y
ordenadas. A esta relacion Apolonio la nombra como el Symptoma de la curva, que no es
otra cosa que la representacion por medio de una ecuacion de una curva, lo anterior, como
veremos mas adelante pudo servirle a Descartes de motivacion para sus estudios sobre

curvas.

En los trabajos de Apolonio ya esta presente, con sus limitaciones y en forma un poco
brusca, la idea de sistema de referencia con coordenadas, que permitirian establecer una
relacién entre las propiedades de las curvas, aunque estos parecian ser colocadas después
del trazo de las curvas, sélo para establecer las ecuaciones en casos particulares. Es decir,
debido a que eran pocas las curvas que se habian estudiado a profundidad, los resultados
obtenidos por Apolonio correspondian a casos muy particulares; lo anterior nos lleva a un

comentario de Boyer (1985):

El hecho de que Apolonio, uno de los mas grandes gedmetras de la antiguiedad, no
consiguiese desarrollar de una manera efectiva la Geometria analitica se debe,
probablemente méas a una pobreza en el nimero de curvas que de pensamiento; los
métodos generales no son ni muy necesarios ni muy utiles cuando los problemas se
refieren siempre a un ndmero limitado de casos particulares. Por otra parte, es bien
cierto que los primeros inventores de la Geometria analitica tenian a su disposicién
todo el Algebra renacentista (el Algebra de los cosistas italianos y el Algebra
simbdlica de Vieta), mientras que Apolonio tuvo que trabajar con las herramientas
del Algebra geométrica, mucho mas rigurosa pero, a la vez, mucho mas incomoda

de manejar (p. 208).

Esto describe el mérito de los trabajos de Apolonio, los cuales resultan muy avanzados para
su época. Aclararemos que los elementos del Algebra geométrica eran los segmentos de
recta. A partir de ellos, se definieron las operaciones basicas: suma y diferencia de

21



segmentos, producto (areas de figuras), y el cociente de segmentos (dada un area y un

segmento determinar otro segmento cuyo producto con el anterior produzca el area dada).

Aunque debemos de pensar que el uso de este tipo del Algebra geométrica conduce al
rechazo de las ‘magnitudes negativas’ asociada, evidentemente, a una incomprension de los
numeros reales y, particularmente, de los negativos. Aun asi, los resultados alcanzados
mediante los métodos analiticos utilizados por Apolonio, con relacion a las conicas, es tal

que como lo sefiala Gonzélez (2003):

. su abundante produccion cientifica, entre la que sobresale el exhaustivo y
especializado trabajo sobre las conicas donde estudia las propiedades fundamentales
de todos los cléasicos elementos notables de estas curvas: ejes, centros, didmetros,
asintotas, focos, tangentes y normales; y lo hace con una maestria y amplitud que
solo en los ultimos siglos se pudo agregar algo nuevo a lo que el gran gedmetra
descubrid (p. 33).

Finalmente, el gran matematico Pappus (siglo IlI), en su principal obra Synagoge o
Coleccion matematica, escrita hacia el 340 d.C., reviste una particular importancia histérica

porque, ademas de ser una exposicion completa y sistematica de los conocimientos

matematicos de su época, recoge fragmentos, a veces

PAPPI

integros, de las obras que constituian los fundamentos de ALEXANDRINI

- - MATHEMATICAE

la ensefianza de las Mateméticas en la ciudad de Caolle@tiones.

A FEDERICO

Alejandria; la mayoria de ellos estan perdidos. La CoMMANDINDO
i6 H H n Latinum Conuerlz, & Commentarijs
Coleccion, compuesta por ocho libros, casi todos T Lionony G & i

conservados (excepto el primero y parte del segundo),

contiene una serie de problemas que introducen nociones

geomeétricas importantes, como el foco de una parabola o : :
VENETIIS

Apud Francifcom de Francifcis Senenfem.

la directriz de una conica; ademas de los enunciados de

muchos teoremas, entre ellos, el que expresa la superficie MBI

y el volumen de las figuras de revolucion.
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Pappus abordo varios problemas relevantes en el desarrollo histérico de la Geometria
analitica, pero hay uno al que se le presta mayor atencién en el desarrollo de este trabajo.

Se trata de un teorema sobre las conicas, enunciado de la manera siguiente:

Si tres lineas rectas dadas en posicion y desde un punto se trazan lineas rectas
(segmentos rectilineos) a las tres lineas rectas dadas formando angulos dados, y si la
razon del rectangulo que forman dos de las lineas rectas (el producto de las
longitudes de los segmentos rectilineos) al cuadrado de la recta restante (longitud
del segmento rectilineo al cuadrado) est4 dada, entonces el punto estara ubicado en
un lugar sélido, esto es en una de las tres secciones conicas. En el caso de cuatro
lineas rectas (considerando una construccion similar a la anterior) y la razon del
rectdngulo que forman dos de las lineas rectas a la razon del rectangulo que forman
las otras dos lineas rectas, entonces de la misma manera, el punto estara ubicado

sobre una seccidn conica. (Heath, p.118).

Figura 2.11. Representacion geométrica de un caso particular del problema de Pappus para cuatro rectas.

Para el caso de cuatro rectas, refiriéndonos a la Figura 2.11, el problema consiste en probar
que, si tenemos cuatro rectas AB, FS, DR y TH, el conjunto de puntos C tales que, al trazar
los segmentos rectilineos CB, CF, CD y CH, a las rectas dadas formando angulos dados y
la razén entre CB*CF: CD*CH es la misma, esto es CB*CF = k CD*CH, donde k es la

constante de proporcionalidad, entonces los puntos C estan sobre una conica.
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Ademas Pappus establecio el teorema, que en la actualidad se conoce como Principio

unificador de las cénicas y que, Heath (1981) lo enuncia de la manera siguiente:

El lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto dado, esta en una razon
dada, a su distancia a una recta dada, es una seccion conica y, es una elipse, una
parabola o una hipérbola, segun la razén dada sea menor, igual o mayor que la unidad
(p.119).

En este teorema, el punto dado es un foco (F), la recta dada es una directriz (D) y la razon

dada es la excentricidad; la relacion algebraica es

PF
pD ¢

en donde P es un punto cualesquiera de la conica, FP es la distancia desde P a F, PD es la
distancia desde P a la directriz D y, e es la razon dada (excentricidad). En el caso de la
parabola (e = 1) nos conduce a la definicion familiar: el lugar de los puntos que equidistan

de un punto fijo (foco) y una recta fija (directriz).
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2.3 Resumen

El trabajo que realizaron los griegos con relacion a las conicas desde Menecmo hasta

Pappus Yy, por supuesto, reconociendo en Apolonio como mayor exponente, produjo un

gran avance en el desarrollo de la Geometria analitica, el cual podemos resumir en los

siguientes puntos.

Se genera un nuevo campo en la Geometria, aln méas extenso que el de la Geometria
euclideana, a partir del descubrimiento de nuevas curvas, las conicas y las llamadas
mecanicas, mediante las cuales pueden resolverse problemas irresolubles con el
método euclideano.

Se crea un nuevo método para el estudio de los lugares geométricos y sus
propiedades, el método analitico. Este consiste en expresar y estudiar las
propiedades geométricas mediante relaciones entre variables (asociadas con los
puntos de un lugar geométrico) y parametros (por ejemplo el lado recto).

Como parte de este método, en el establecimiento de procedimientos y
demostraciones se recurre, necesariamente, al uso de herramientas algebraicas,
aunque estas son de naturaleza geométrica y en lenguaje retorico. El trabajo de

Diofanto sobre su algebra sincopada apareceria hasta el siglo I11 dC.

Con relacion a los puntos anteriores, es claro que la complejidad del método analitico se

debe, en gran parte, al incipiente desarrollo del Algebra simbélica. Habria que esperar atn

alrededor de catorce siglos para contar con una herramienta algebraica desarrollada, como

la que se prende que se aprenda actualmente en el bachillerato.
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Capitulo 3
LA EDAD MEDIA

3.1 Introduccion

Los historiadores denominan Edad media al periodo histérico de la civilizacién occidental
comprendido entre el siglo V y el XV. Su comienzo se sitla convencionalmente en el afio
476 con la caida del Imperio romano de Occidente y su fin en 1492 con el descubrimiento
de América, 0 en 1453 con la caida del Imperio bizantino. Para los fines del presente
trabajo s6lo haremos algunos breves comentarios sobre el desarrollo de la ciencia, las

Matematicas y su ensefianza.

Tal vez, la caracteristica mas relevante de este periodo historico sea el dominio de la iglesia
catolica en las actividades sociales, politicas y culturales. En general, se reconoce un gran
retroceso en cuanto al desarrollo cultural y, particularmente al conocimiento cientifico, al
que practicamente solo tenia acceso el clero, por las limitaciones que la propia religion les
imponia. La educacion practicamente queda en manos de la Iglesia y a ella, sélo tiene

acceso una reducida élite.

En el caso de las Matematicas, lo poco que se puede rescatar hasta el siglo XII son trabajos
de clérigos, algunos de ellos son traducciones de antiguos libros griegos. Durante los siglos
XIl'y X1l empiezan a manifestarse nuevos aires, principalmente en Italia, con la aparicion
de una escuela importante de matematicos, iniciada por Leonardo de Pisa (1180-1250)
conocido como Fibonacci, pero de esta etapa hablaremos mas adelante. Ademas surgen las
primeras universidades y las llamadas Escuelas de &baco, que podrian considerarse como
las primeras escuelas de formacidn profesional (para comerciantes y mercaderes). En ellas
no se ensefiaba el manejo del abaco, como lo sugiere su hombre, sino los algoritmos arabes

para las operaciones aritméticas.

Si bien, la Edad media en Europa se caracteriza por una época oscura dominada por la
iglesia catdlica, en medio oriente y en el norte de Africa, otra religion, la islamica, domina
la vida politica y cultural; sin embargo, esto no fue un obstaculo para que aqui se diera un

florecimiento cultural y cientifico. El siguiente apartado lo dedicamos al analisis de las
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aportaciones, que los arabes de esta época, en el campo de las Matematicas relacionadas

con el desarrollo de la Geometria analitica.

3.2 Los arabes y la solucidn de las ecuaciones de segundo y tercer grado

Con el surgimiento y expansion de la religion musulmana, iniciada por Mahoma en la
primera mitad del Siglo VII, las artes y las ciencias tuvieron un florecimiento en los
pueblos arabes que durd hasta finales del siglo XV. En la ciencia arabe confluyen tres
culturas Matematicas distintas: la babilonica, con su tradicion astrondmica y aritmética; la
griega, a través de los cientificos de Alejandria (Euclides y Apolonio); y la hindd, con la
aportacion del sistema de numeracion posicional. No sélo rescataron los conocimientos de
estas culturas, sino que también realizaron importantes aportaciones, principalmente en
Geometria y Algebra. Fueron ellos quienes llamaron Algebra a la rama de las Matematicas
orientada al estudio de la resolucién de ecuaciones, aunque su tratamiento siguid la

tradicion griega, del Algebra geométrica.

Durante su etapa de expansién, a los arabes les sucedid con los pueblos
conquistados lo que a los romanos con los griegos. Los invasores se interesaron por
la cultura de los pueblos invadidos, la asimilaron y la aprendieron, después la

transmitieron y la ensefiaron. (Moreno, 2002, p. 15)

Lo anterior se hace visible en las construcciones islamicas, ya que estan decoradas con
figuras y dibujos geométricos, lo cual nos habla de una cultura con arte geométrico;
ademas, construian las cénicas haciendo uso Unicamente de la regla y el compés. A
continuacion presentamos los pasos para la construccion de la parabola con base en la ver
Figura 3.11.

Construccién: Tracese una linea AB y constriyase una perpendicular CE que corta a AB en
D. Sobre el segmento lineal DB, marguense diversos puntos G, F,... enseguida, construimos
circulos con didmetros AB, AF, AG,... que cortan CE en Hy L, J y M, Ky N,
respectivamente. Por H y L, trazamos lineas paralelas a AB, y por B trazamos una linea

paralela a CE. Hacemos que estas lineas por H, L y B se encuentren en P y S. Lineas
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similares trazadas por J, My F, y por K, Ny G, se cortan en los puntos Qy T,y Ry U,

respectivamente.

Figura 2.1. Trazo de la parabola con regla y compas.

Demostracion: La prueba la haremos con herramientas actuales e introduciendo un sistema
de ejes coordenados. La recta que pasa por Ay B es el eje x, la recta que pasa por Hy L es

el eje y; el punto D es el origen de coordenadas y la longitud el segmento AD = a.

Para probar que los puntos R, Q, P, U, T y S pertenecen a una parabola, s6lo hay que notar
que GR, FQ, BP (diferentes valores de y) y sus simétricos, representan la media geométrica
de los segmentos AD y DF, AD y DB respectivamente (valores correspondientes de x); por

lo que tales puntos satisfacen la relacion y? = ax.

Aunque la construccion sélo permite ubicar un conjunto finito de puntos de la pardbola, la
relacion algebraica permite representar todo el conjunto de puntos y, mediante ella, obtener

el valor de y para cualquier valor x, o viceversa.

Las aportaciones mas importantes de los arabes son, sin duda, las referentes a la solucion de
ecuaciones principalmente de segundo Yy tercer grado. Si bien, se basan en representaciones

geométricas para resolver las ecuaciones, introducen procedimientos algebraicos en los
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procesos de solucion (equivalentes a los que ahora utilizamos para hacer despejes y
factorizaciones). A este tipo de Matematicas le llamaron Algebra (en vocablo castellano),
estos trabajos fueron transmitidos posteriormente a Europa, entre los siglos Xl y XV,

particularmente a los matematicos italianos del Renacimiento.

Dos matematicos arabes destacaron prominentemente en esta area, Al-Jwarismi (780-850)
y Omar Jayyam (1048-1131). El primero se ocup6 de dar solucion a la ecuacién de segundo
grado usando herramientas euclideanas. Para ello separé el problema en cinco casos:
x?=c, x2 =bx, x*+bx = ¢, x* +c = bx, x* = bx +c, esto debido a que solo se
permitia utilizar coeficientes positivos y, ademas, cada termino debia representar un area
(cuadrada o rectangular). Por ejemplo, para resolver la ecuacion x? + bx = c, procedia de

la manera siguiente.

Al-Jwarismi resuelve el siguiente problema (Van der Warden, 1985):

Un cuadrado y 10 raices de lo mismo ascienden a 39 dirhams®. Es decir, ¢cuél es el
cuadrado que, cuando se incrementa en 10 de sus raices da como resultado treinta y

nueve?
La solucion:

Dividimos por dos el nimero de las raices, lo que en el presente ejemplo da 5. Esto lo
multiplicamos por si mismo; el producto es 25. Sumamos esto a 39; la suma es 64. Ahora
tomando la raiz de esto, lo cual es 8, y le restamos a €l la mitad de las raices, lo cual es 5. El

resto es 3. Esto es la raiz del cuadrado que se buscaba; el mismo cuadrado es 9.
Ahora veamos en notacién actual, la ecuacion asociada a este problema es
x? + 10x = 39.

A continuacion, en la tabla 3.1, presentamos el conjunto de operaciones numeéricas y

simbolicas que se describen en la solucién de Al-Jwarismi:

9 . . , .
Es una unidad de la moneda en varios paises drabes y bereberes.
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Descripcion de AL-Jwarismi

Operaciones

Representacion

algebraica
divides por dos el numero de las raices,
lo que en el presente ejemplo da 5 10/2=5 b/2
Esto lo multiplicas por si mismo; el 5 )
producto es 25 (1072)" = 25 (b/2)
Sumas esto a 39; la suma es 64 (10/2)* + 39 = 64 (b/2)* + ¢

Ahora tomas la raiz de esto, lo cual es 8,
y le restas a él la mitad de las raices, lo
cual es 5. El resto es 3. Esto es la raiz
del cuadrado que tu buscabas; el mismo
cuadrado es 9.

J64-5=3

Tabla 3.1 Operaciones numéricas y simbdlicas de Al-Jwarismi:

Enseguida se presenta una demostracion geometrica: dibuja un cuadrado AB de lado igual a

la raiz buscada x. sobre los cuatro lados construye rectangulos, cada uno de anchura de %

de 10 (2 %2 ), como se muestra en la Figura 3.12.

H

4
2

A

y

x+b/2

Figura 3.12. Contruccién de un cuadrado del que se obtiene la solucion.

Ahora, el cuadrado junto sus cuatro rectangulos es igual a 39 (x? + 10x = 39). Enseguida,

para completar el cuadrado DH, debemos agregar cuatro veces el cuadrado de lado 2 %2, lo
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cual nos da 25 (4(5/2)* = 25). Asi, el area del cuadrado grande (DH) es 64 y su lado es 8,

por lo tanto, el lado del cuadrado original es 8 —5 = 3.

A continuacion Al-Jwarismi presenta otra prueba mas simple, en la que, s6lo construye
sobre dos lados del cuadrado AB, rectdngulos de anchura 5 (Figura 3.13), de la cual se

obtiene el mismo resultado.

Figura 3.13

Para los otros dos casos interesantes x> + ¢ = bx y x* = bx + c, se realizan contrucciones

similares construcciones pero mas complejas.

Por su parte, Omar Jayyam se enfocO a resolver la ecuacion cubica, combinando la
Geometria de Euclides y la de Apolonio; hace uso de las conicas de manera similar a como
Menecmo resolvié el problema de la duplicacion del cubo, pero con una maestria
extraordinaria. Al igual que Jwarismi, divide el problema de resolver la ecuacién cubica en
14 casos (Tabla 3.2). La separacion de estos casos, se debe, como en el caso de Jwarismi, a
que sblo se restringian a trabajar con coeficientes positivos, porque cada término en las

ecuaciones cubicas representaba un volumen.
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Cubo de la cosa™ igual a nimero

X*=cC
Cubo de la cosa mas cosa igual a niUmero 3 +bx=c¢
Cubo de la cosa mas numero igual a cosa X3 + ¢ = bx
Cubo de la cosa igual a cosa mas nimero X3 =bx+cC
Cubo de la cosa mas cuadrado de la cosa igual a numero x2+ax?=c
Cubo de la cosa mas nimero igual a cuadrado de la cosa X% +¢ = ax?
Cubo de la cosa igual a cuadrado de la cosa mas numero X2 =ax?+c¢

Cubo de la cosa mas cuadrado de la cosa més cosa igual a nimero

x3+ax® +bx=c

Cubo de la cosa méas cuadrado de la cosa mas nimero igual a cosa

X3 +ax® +c¢ =bhx

Cubo de la cosa méas cosa mas numero igual a cuadrado de la cosa

X +bx +c = ax?

Cubo de la cosa igual a cuadrado de la cosa mas cosa mas nimero

x3 =ax®+bx+c

Cubo de la cosa mas cuadrado de la cosa igual a cosa mas nimero

x*+ax? =bx+c

Cubo de la cosa mas cosa igual a cuadrado de la cosa mas numero

x3+bx=ax?+c

Cubo de la cosa mas nimero igual a cuadrado de la cosa mas cosa

X3 +¢ =ax® +bx

Tabla 3.2

Para resolver los diferentes casos de ecuaciones cubicas, ademas de Los elementos de

Euclides y Las conicas de Apolonio, Jayyam hace uso de los siguientes tres lemas:

e Lema 1: Tenemos dos nimeros a y b. encontrar otros dos x e y tales que:

a_x_y
X y b

e Lema 2. Sean dos paralelepipedos de bases cuadradas. El lado de la base del

primero es a y su altura h, el lado del segundo es b. Calcular la altura del segundo

de tal forma que ambos tengan la misma altura.

e Lema 3. Si se conoce la altura del segundo paralelepipedo, es posible conocer el

lado de su bhase.

10 + ~ . . . , . . ™ , . . .
Término que empleaban para designar a la incdgnita, mismo que utilizarian los algebristas italianos.
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Tomemos en cuenta que los lemas anteriores estan escritos en la forma en que Apolonio
tuvo acceso a ellos ya que respecto a las Matemaéticas modernas no tienen una estructura

I6gica en su redaccion para nombrarlos como lemas.
Apolonio prueba los limites anteriores usando intersecciones de conicas, por ejemplo, el
primero lo hace de la siguiente manera:

Se consideran dos rectas perpendiculares que se cortan en el punto O, sobre las rectas se

trazan los segmento de valor ay b con

0OA=ay OB = b.

Después se trazan dos parabolas con vértice comin O y de lados rectos OA y OB
respectivamente (Figura 3.4).

v P Las parabolas se cortan en P y dicho punto determina

las componentes

B 0X = x; 0Y = y.
o) —x ®
™.
Figura 3.4

Como P esta sobre las dos parabolas, entonces satisface sus ecuaciones
PY? = 0X% = 0A- 0y,
(x* = ay).

OA OX a X
Entonces = s T="
OX oy X 'y

y con la otra ecuacion PX? = 0Y?=0B-0X (y? = bx).

Entonces =—

OX y
= 7
OB OY b

X :
= —, por lo tanto de las dos proporciones tenemos:
y
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_X_
y

Detallan las fuentes historicas que fue Omar Jayyam el pionero en realizar trabajos en sobre
cualquiera de las presentaciones que pueden tener las ecuaciones cubicas que tuvieran raiz
positiva. A continuacion presentamos la forma de resolver algunos casos de la ecuacion

clbica.
Solucion de la ecuacion x3 + bx = c.

Utilizando la media proporcional entre b y la

unidad, se construye un cuadrado de lado /by,

v P sobre éste, un paralelepipedo de altura h vy

volumen c (los elementos Libro VI-13; y Lema

2). Tracemos la parabola con vértice en O y

h=bjc lado recto OA=-/b y una circunferencia de

didmetro OH=h tangente al eje de la parabola

en el punto O (Figura 3.5). Consideremos
0X =xyO0Y =y.

Figura 3.5

Ambas curvas se cortan necesariamente en O y en otro punto P. En esta ecuacion (y en
todas las que vendran después) en que los segmentos 0X = xy OY = y que el punto de
encuentro de las conicas proyecta sobre rectas relacionadas con ellas (en este caso, el eje de
la parabola y el didmetro de la circunferencia perpendicular a él). Por la Proposicion 33 del

Libro I11'y el Corolario de la Proposicién 8 del Libro VI de Los elementos, los tridngulos

0X oy , 0A  0X
AOXP~AHXP; por lo cual — = —. Ahora por ser P un punto de la pardbola, — = —.
oY  HX 0X oy

Combinamos las dos proporciones y tenemos lo siguiente

OA’> OX OY _OX

;= =""_dedonde se deduce: OX*> =OA’-HX .
OX® 0OY HX HX

El segmento OX = x, proporciona la solucién (y asi seréd en todos los casos)

x* +bx =0X°® +0A*.OX =0A? - HX +0A*-OX
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= OA?(HX +OX)=0A? -OH =bh =c.

Solucion de la ecuacion x3 + b%x + a® = cx?.

Donde a, b, ¢, x representan longitudes de segmentos rectilineos.
Jayyam enuncia la expresion anterior en forma retdrica, de la siguiente manera:
Un cubo, algunos lados y algunos nimeros son iguales a algunos cuadrados.

A continuacion presentaremos la solucion de Jayyam (considerando que tiene raiz positiva),

utilizando la notacidn actual.

Construccién geométrica

3
Trazamos el segmento AB = Z— y tdmese BC = c. Construya el segmento AC y con este

P
como didmetro trace la semicircunferencia. Después levante la perpendicular a AC que pase
por B, la cual corta en D a la semicircunferencia. Sobre el segmento BD tomemos BE= b, y
por el punto E tracese EF paralela a AC.

Hallese ahora G sobre BC tal que BG - ED = BE - AB 'y complete el rectingulo DBGH, en
seguida trace por H la hipérbola equilatera que tenga como asintotas a EF y ED, la cual
corta a la circunferencia en J, punto por el cual trazaremos una paralela a DE que corta al
segmento EF en el punto K y al segmento BC en L, de este modo el segmento BL sera la

solucion buscada, esto es BL = x. El resultado sera la figura 3.6.

N\

Figura 3.6
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Demostracion

Se trata de probar que el segmento BL = x, es solucion de la ecuacion
x3 + b%x + a® = cx?.

Si consideremos las rectas perpendiculares ED y EF como ejes de un sistema coordenado y
el punto E su origen, por la relacién fundamental de la hipérbola equilétera (xy = k) y dado
que EK = BGYyKH = ED, tenemos

EK -KH = EK -K] = BG - ED.
Por construccion tenemos que BG - ED = BE - AB; luego EK - K] = BE - AB.
Por otro lado también tenemos que:
EK = BL, K] =L]—KL y AB=AL-BL.
De las cuatro expresiones anteriores se obtiene
BL- (L] — KL) = BE - (AL — BL),
BL-L] —BL-KL =BE-AL— BE -BL.
Por otro lado tenemos que KL = BE, de este modo la expresion anterior se reduce a

BEZ _ LJ?
BL-L] = BE - AL y por tanto B2 Az’

De la construccion, L] es media proporcional entre AL y LC, luego:

X BE? _IC
Lj“=AL-LC vy B2 AL’

Entonces BE2-AL = BL?>-LC, y como AL = AB + BL y LC = BC — BL, se tiene que
BE? - (AB + BL) = BL?- (BC — BL),

BE?%-AB + BE?-BL = BL? - BC — BI3.
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Acomodando la expresion anterior llegamos a

BL3® + BE? - AB + BE? - BL. = BL? - BC.

Por ultimo cambiando los segmentos por las letras con las que los nombramos al inicio

tenemos

a3
x3 + b? St b%*x = cx?, esto es, x3 + b%x + a® = cx?.

Al analizar los ejemplos anteriores podemos observar:

El uso de poderosas intuiciones geométrico-algebraicas para elegir y ‘acomodar’ las
conicas convenientemente para cada caso de la ecuacion cubica.

Un uso muy avanzado (para su época) del Algebra, aun no simbdlica, para realizar
las comprobaciones de los resultados encontrados.

También usa los ejes y diametros como rectas de referencia, lo cual no s6lo muestra
la profunda influencia de Apolonio, sino la potencia de estas maneras de
representacion para resolver problemas algebraicos complejos como era, sin duda,
la resolucién de la ecuacion cubica.

A pesar de haber encontrado una solucién geométrica para los distintos casos de la
ecuacion cubica, sus procedimientos geométricos no conducian a procedimientos
algebraicos equivalentes para llegar a formulas, como era posible en el caso de los
métodos utilizados por al- Khawarizmi en la solucion de las ecuaciones de segundo

grado.

Concluiremos este apartado haciendo los siguientes comentarios.

El impulso dado por los arabes al desarrollo del Algebra no sélo por sistematizar la
solucion de ecuaciones de segundo y tercer grado, sino por introducir
transformaciones algebraicas fundamentales, produjo un gran avance en el
desarrollo de esta rama de las Matematicas, la cual es uno de los componentes
fundamentales de la Geometria analitica.

En cuanto al trabajo geométrico, destaca el uso admirable de las conicas por Omar

Jayyam para desarrollar las soluciones a las ecuaciones cubicas. La solucion de cada
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uno de los casos es una obra de ‘arte’, no solo por su gran intuicion para elegirlas y
acomodarlas de manera precisa para obtener el segmento solucion, sino también,
por aplicar con maestria el método analitico inventado por los griegos.

e Aunque el trabajo de Omar Jayyam es muy creativo, su trascendencia es menor
porque, a diferencia del trabajo de Jwarismi sus procedimientos no se pueden

reducir a un procedimiento algebraico simple.

3.3 De regreso a Occidente

Si bien ya hemos hablado de los trabajos de Apolonio y del uso ‘coordenadas’, basandose
en ciertas lineas auxiliares que eran ejes de la misma curva, aunque eran colocadas a
posteriori, esto es un primer acercamiento a la introduccién de coordenadas; aunque en ese
momento no se propone una relacion entre las coordenadas de los puntos de las curvas con

respecto al sistema de referencia que se haya tomado.

A finales de la Edad media, comienzan a realizarse en las Universidad de Paris y Oxford
estudios sobre situaciones de cambio relacionadas con magnitudes fisicas. Destaca entre
estos el trabajo de Nicolas Oresme (1323-1382), matematico, astronomo y teélogo francés.
Se sabe que estudié una Licenciatura en Artes de Paris a principios del 1340; en el afio
1348 estudi6 Teologia y en 1356 era magister™ en el Colegio de Navarra. Posteriormente,
obtuvo el grado de magister theologiae con lo que se convirtié en canénigo en Ruan'? y

Parfs; después, pocos afios antes de morir, a partir del afio 1377 fue obispo de Lisieux™.

Oresme, en su obra Tractatus de latitudinibus formarum, escrito hacia 1362, desarrolla la
teoria de la latitud de las formas, en donde escribe:

...Todo lo que varia, lo podemos imaginar como una cantidad continua representada

por un segmento rectilineo ... (Oresme, citado en Gonzalez, 2003, p. 43)

" Término latino que significa maestro y que usaba para designar a una persona que tenia poder o
autoridad sobre otras.

'2 Ciudad del noroeste de Francia, capital de la regién de Alta Normandia.

B Ciudad francesa, situada en el departamento de Calvados en la regién de la Baja Normandia.
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La frase anterior expresa una de las primeras ideas que se generan sobre la representacion
grafica de funciones en un sistema coordenado. Oresme introduce la nocion de gréafico
como elemento descriptivo de la variacion de una magnitud, a la que denomina cualidad,
en funcion de otra magnitud, asi considera lo que denomina representacion grafica de las

intensidades de las cualidades.

Oresme trabaja las cualidades fijando un punto como origen de una recta horizontal, a la
cual llama longitud (lo correspondiente a nuestra abscisa) en la cual representa al tiempo o
el espacio, enseguida traza una perpendicular a la recta anterior para determinar la recta
Ilamada latitud (la correspondiente a nuestra ordenada) en la cual se determina la intensidad
o amplitud de fenémenos tales como la velocidad, calor, etc. Sin embargo, para Oresme
esta variacion no se refleja como en la Geometria analitica por la curva descrita por los
puntos de longitud y latitud dadas, sino por la figura total; es decir, el area que determina
esa curva, el eje de las longitudes y las intensidades inicial y final, que Oresme llama
simplemente figura. En el resto del trabajo de Oresme, se presenta un estudio de las figuras
planas que producen las representaciones graficas de las cualidades, en los que considera

varios tipos de formas de representaciones geométricas.

Otro de los aportes de Nicolds Oresme es que introduce los términos ‘“‘uniforme” y
“uniformemente diforme” con los cuales hace alusion en el primer caso, a una cualidad
cuyas latitudes no cambian en el tiempo; es decir, son constantes y, en el segundo caso, el
término corresponde a una cualidad cuya latitud es variable, pero cuya razén de cambio es
constante, como la velocidad en un movimiento uniformemente acelerado. Estos estudios
sobre variacion fueron posteriormente centrales para los trabajados realizados por Galileo
Galilei (1564-1642).

Para comprender un poco mejor el trabajo de Nicolas Oresme veamos la forma en la que

resuelve el siguiente problema:

Pensemos en un cuerpo que se mueve durante la primera mitad de un intervalo de tiempo
con velocidad constante, después en la mitad del segundo intervalo se mueve con el doble

de la velocidad inicial, después en la mitad del intervalo restante se mueve al triple de la
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velocidad inicial y asi, sucesivamente, tenemos que la velocidad promedio durante todo el

intervalo sera la doble que la velocidad inicial.

Para resolver el problema, interpretemos mediante un area la distancia recorrida por el
movil que tiene velocidad constante, esto debido a que distancia = velocidad x tiempo,

consideremos que la velocidad inicial es igual a 1. Entonces la distancia recorrida en el

. . . 1 1 . . . . . , 1 2
primer intervalo sera 1 X 5= 5 la distancia en el siguiente intervalo sera 2 x S = 52 bara el

_2—2’

. 1 3 . . . , -
tercer intervalo tendremos 3 X 5= 5% de modo que la distancia recorrida en el k-ésimo

. .k . . .
intervalo sera e Oresme representa esto mediante la siguiente figura 3.7.

Figura 3.7.

El problema de Oresme recae en demostrar que la suma de todos esos rectangulos es igual a
. e e . k
2, es decir, demostrar que la suma infinita % + 232 + % ot gt =2, la forma en la que

procede para su solucion es reacomodando los rectangulos en forma diferente, como se
muestra en la Figura 3.8.

Figura 3.8.
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De donde concluye que, al ir colocando encimados los rectangulos pequefios sobre el

mayor cubren la misma 4rea (cuando k tiende a infinito)™*.

Con lo anterior tenemos que los trabajos de Oresme permiten traducir problemas fisicos a
problemas de areas. Esta introduccion del modelo geométrico posibilita el abandono de las
formulaciones puramente retoricas de los problemas fisicos y con ello se favorece la

aparicion de un lenguaje con rasgos grafico-funcional.

14 . . .. . .
Este resultado se puede probar usando un método algebraico similar al que se aplica a una serie
s . 2 3
geométrica en el caso de laserier+2r'+3r +..con r=%
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3.4 Resumen

Durante el periodo de la llamada Edad media en Occidente, muy poco se avanzo en el
desarrollo de las Matematicas en general. Sin embargo, los &rabes no s6lo rescataron gran
parte del conocimiento antiguo (Grecia, Babilonia y Egipto) sino que incorporaron también
al conocimiento matematico de los hindles y ademas, dieron un impulso notable al
Algebra, aun siguiendo la tradicion griega del Algebra geométrica. En este sentido,
destacan los trabajos de Al- Jwarismi y de Omar Jayyam, con relacion a la solucién de las
ecuaciones cuadraticas y cubicas. Este ultimo, retoma los métodos de la ‘Geometria

analitica’ griega en la solucion de los diferentes casos de la ecuacion cubica.

Bajo la influencia de la matematica &rabe, surgira en los siglos X1l y XIII, un renacimiento
de las Matematicas en Italia, alrededor de la solucion algebraica de las ecuaciones de
tercero y cuarto grado, lo cual se extendera rapidamente a otros paises de Occidente. A la
par, se trabajara intensamente en la elaboracion de un sistema simbolico para facilitar el

trabajo algebraico.

Por otro lado, el trabajo de Oresme sobre la representacion geométrica de relaciones
funcionales entre magnitudes fisicas, para lo cual introduce nociones cercanas a las de
coordenadas cartesianas, adquiere una importancia particular durante los siglos XV y XVI
principalmente en estudios de dindmica, el mismo Galileo se baso en este trabajo (Boyer,
2004):

En su ‘Dos Nuevas Ciencias’ de 1638 Galileo reprodujo con gran fidelidad el

diagrama y argumento de Oresme para el movimiento uniformemente acelerado
(p.50)

Sin embargo, de acuerdo con Boyer, la influencia de Oresme es incierta en los trabajos de

Descartes y Fermat, pues ninguno de los dos lo refieren.
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Capitulo 4
EL RENACIMIENTO

4.1 Introducciéon

Renacimiento es el nombre de un amplio movimiento cultural que se produjo en Europa
occidental, en los siglos XV y XVI. Sus principales exponentes se hallan en el campo de las
artes, aunque también se produjo una renovacién en las ciencias, tanto naturales como
humanas. Italia fue el lugar de nacimiento y desarrollo de este movimiento; sin embargo,

desde el siglo XII ya se habia iniciado en las Matematicas un movimiento de renovacion.

En la ultima etapa de la Edad media, surge una nueva preocupacion por el saber y por las
formas de transmitirlo, se quiere volver a la ciencia y la cultura griega. Este renacimiento
cientifico que trata de restaurar la ciencia griega, llega a Europa a través de la matematica
arabe. Los arabes no sélo habian traducido las obras de Aristoteles y las de gran parte de la
ciencia de los clasicos, sino gque realizaron comentarios y afiadieron en muchos casos sus

propios descubrimientos cientificos, especialmente en Aritmética y Algebra.

La ciencia arabe llega a Occidente por dos caminos distintos. Uno de ellos es el maritimo,
cruza el mediterraneo de sur a norte. La matematica arabe, como una mercancia mas, viaja
en los barcos comerciales de las llamadas Republicas marineras: Pisa, Génova, Amalfi y
Venecia, que en el ultimo periodo de la Edad media expanden sus redes comerciales por

toda la costa Mediterranea.

El otro camino, el terrestre, tiene su centro focal en Toledo, durante el reinado de Alfonso
X el sabio, en donde se constituye la llamada Escuela de traductores de Toledo; ahi, un
grupo de estudiosos cristianos, judios y musulmanes traducen obras fundamentales de las
antiguas culturas griega y arabe (Los elementos de Euclides, las Tablas astrondmicas y el

Algebra de Al-Khwarismi, entre otras).
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4.2 Leonardo de Pisa (1170-1250)

También conocido como Fibonacci, hijo de un mercader italiano con intereses en el norte

de Africa y quien fue educado para ejercer el mismo oficio.

Estudio bajo la direccion de un maestro arabe y recorrié Egipto, Siria, Grecia y
Sicilia. Tuvo ocasion de conocer el sistema de numeracién indo-arabe, del cual se

convirtio en un acérrimo defensor. (Moreno, 2004, p. 47)

Se considera a Fibonacci como el primer matematico del periodo prerrenacentista, siendo
su principal obra el Liber abaci (Libro de Abaco), publicado en 1202 y revisado en 1228.
Algunos contenidos de esta obra son:

- Una introduccion a los nimeros indoarabicos y los métodos de calculo con enteros y

fracciones.

- Serie de problemas: unos relativos a calculos comerciales y otros que se resuelven con

dos o tres incdgnitas. Entre estos, formula la famosa “Serie de Fobinacci”:
1,1,2,3,5,8,13,21 ...

En la que cada término, a partir del segundo, es la suma de los dos anteriores (a,= an2 +

an-1); con ellos es posible dar solucion al problema:

¢ Cuantos pares de conejos pueden ser producidos en un afio, si cada par engendra un
par de conejos cada mes, el cual es reproductivo desde el segundo mes y si ademas la

muerte no ocurre?

- Una seccion dedicada al calculo de raices cuadradas y cubicas, y a las operaciones con

radicales.

- Una extensa seccion sobre un tratamiento sistematico de ecuaciones lineales vy

cuadraticas, basandose en el trabajo de Al-Jwarismi.

El Liber abaci fue un auténtico éxito y fue utilizado durante mucho tiempo como texto,
principalmente en las escuelas de abaco. Con el tiempo, muchos maestros escribieron su
propio tratado, para uso de los alumnos de su escuela (se conservan alrededor de 300 de

estos textos escritos entre los siglos Xl 'y XVI). Los mas importantes, aparte del escrito
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por Fibonacci, son Trattato di Praticha d’arismetrica del Maestro Benedetto de Florencia
(1463); La Praticha d’arismetricha de un autor desconocido y la Summa de Aritmética

Geometria Proportioni et Proportionalita de Luca Pacioli (1445-1517).

Del examen de estos tratados se deduce que la formacion de un buen maestro de abaco
debia ser bastante completa: ademéas de la aritmética practica y comercial, debia tener

nociones de Aritmética tedrica, Teoria de nimeros, Algebra y Geometria tedrica y practica.

Los tratados de abaco solo utilizaban simbolos (especiales) para los nimeros. Todos los
razonamientos, las demostraciones y la resolucion de los problemas se dan exclusivamente
por medio de palabras. Los Unicos esquemas que a veces aparecen, corresponden a las
operaciones. Ademas, eran textos manuscritos y por tanto muy costosos de modo que sélo

podian adquirirlos mercaderes y comerciantes ricos.

Otras obras de Fibonacci son: Practica geometriae (1220), Floss (1225), Epistula ad
Magistrum Teodorum(?) y Liber quadtratorum (1225).

Los libros Flos, Liber quadratorum y la Epistula ad Magistrum Teodorum, contienen otros

problemas sobre ecuaciones.

4.3 Solucidn de las ecuaciones cubica y bicuadratica

Entre los siglos XI y XV se llegé al dominio completo de las ecuaciones lineales y
cuadraticas mediante procesos algebraicos; sin embargo, los intentos por resolver de
manera general la ecuacion cubica habian fracasado, sélo se habian encontrado soluciones a
casos particulares. EI mismo Luca Pacioli, desisti6 de sus intentos por resolver tal

problema.

La solucion de la ecuacidn cubica se convirtié en la gran meta a lograr por los algebristas
italianos. A continuacidon haremos una breve resefia de ese descubrimiento, el cual se da en

un contexto muy peculiar.

Un primer intento de solucion de la ecuacion cubica lo podriamos encontrar en el trabajo
del Maestro Dardi de Pisa (cerca 1300), quien escribié Aliabraa argibra (1344) en donde

contiene la solucion a una gran cantidad de problemas que conducen a ecuaciones (muchas

45



que involucran radicales) que se pueden reducir a cuadraticas y cubicas. En particular,
encuentra la solucion para la ecuacion

x3+ bx? + cx = n. (1)

3
. ; : ] C c
Mediante la formula (en nuestra actual simbologia): X = \ [bj +n- b
No se sabe como llegd Dardi a esta solucion, pero una hipdtesis de Van der Warden (1985)
es que siguié un método similar al utilizado por Al-Jwarismi, para resolver la ecuacion

cuadratica (ver pagina 30).

¢Qué cantidad L se debe sumar a ambos lados de la ecuacion (1), para que en el miembro

izquierdo se convierta en (x + L)3? ;Bajo qué condiciones este procedimiento funcionara?

El diagrama utilizado por Al-Jwarismi y Leonardo de Pisa para el cuadrado de lado
(x+Db/2), es el de la Figura 4.1. Ahora vamos a tratar de dibujar un diagrama similar para el
cubo de lado x+L.

b/2 X

b/2

X L
Figura 4.1. Figura 4.2.

En la Figura 4.2, el cubo de lado x+L puede descomponerse en ocho partes:

un cubo de volumen x® (il cubo)
tres bloques de volumen x°L
tres bloques de volumen xL?

un cubo de volumen L®
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Si suponemos que estas partes corresponden a los tres términos en lado izquierdo de la
ecuacion (1) mas una constante L*, la cual debe ser agregada a ambos lados, obtenemos lo

siguiente:

b=3L y c = 3% dedonde L=§

Luego: (x + 2)3 =n + (%)3

Aplicando la raiz cubica en ambos miembros de la igualdad y despejando x se obtiene la
solucién. Sin embargo Dardi, admite que las soluciones no tienen validez general, s6lo se

cumplen en casos particulares. Habra que notar que n puede tomar cualquier valor.

Scipione del Ferro (1465-1526)
Profesor de la Universidad de Bologna, fue el primero en encontrar la soluciéon de la

ecuacion x® + px = q dada por la formula que se sigue utilizando hoy en dia:

Xzig*\m‘i/‘gﬂm

Sin embargo no se tiene informacion del método que utilizd para llegar a este resultado,

pues nunca lo hizo publico. Se dice que, s6lo antes de morir, comunicé su descubrimiento a
su yerno y a su alumno Antonio Maria del Fiore. El primero no sabia mucho de
Matematicas y, el segundo era un estudiante mediocre, pero se aprovechd de ese
conocimiento para ganar algunas competencias en las que se planteaban problemas. Estas
eran publicas y se realizaban para obtener alguna plaza académica o lograr prestigio;

incluso algunas veces se apostaba dinero.

Niccolé Fontana (a)Tartaglia (1499-1557)

Se considera a Tartaglia, profesor de Matematicas en Venecia, como el redescubridor del
método de solucion de la ecuacion cubica en 1535, consecuencia de una apuesta que le hizo
Antonio Maria del Fiore. La apuesta consistia en que cada uno le planteara al otro 30
problemas para resolver. Los 30 problemas que del Fiore plante6 fueron sobre ecuaciones

clbicas, las cuales Tartaglia resolvio en su totalidad. Al parecer del Fiore no resolvio
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ninguno de los problemas planteados por su adversario. Sin embargo, durante mucho

tiempo Tartaglia no publico su método.

Gerolamo Cardano® (1501-1576)

En 1539, Cardano, un famoso médico, astrélogo, filésofo y matematico radicado en Milan,
estaba terminando de escribir su Practica Aritmética Generalis, que esperaba fuera el
sustituto del libro de Luca Pacioli, escrito 40 afios antes. Considerd importante incluir el
método de solucién de la ecuacion cubica de Tartaglia después de mucha insistencia, lo
convencid de que éste le revelara tal método bajo juramento de no publicarlo. Tartaglia le
comunicé la solucién de tres casos de la ecuacion'® mediante versos. A continuacion
presentamos la traduccion de los versos correspondientes a la solucién de la primera

ecuacion y una explicacién en nuestra simbologia actual:

Cuando esta el cubo con las cosas preso
y se iguala a algun numero discreto
busca otros dos que difieran en eso.

Después tu haras eso que te espeto
que su producto siempre sea igual
al tercio cubo de la cosa neto.
Después el resultado general

de sus lados cubicos bien restados
te daré a ti la cosa principal.

En los primeros dos versos plantea la ecuacion: x® + px = g, donde p y q son positivos y la

cosa es X.

En el tercer verso introduce dos nimeros (positivos no conocidos) cuya diferencia sea q:
t-s=q, (1)

3
En los tres siguientes versos establece la relacion: ts = (g) . (2

“la mayor parte de este apartado estd basado en el libro de Casalderrey (2000)
'® | os casos son: x* + px=gq, X = px+qy X+ g = px, al igual que los arabes, los coeficientes y las soluciones
s6lo podia ser positivos.
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En los dltimos tres versos establece que x (cosa principal) sera la diferencia de sus lados

clibicos (las raices cubicas detys): x = /t—3/s. (3)

Al resolver el sistema de ecuaciones (1) y (2) obtenemos los valores de s y t en funcion de p

y g, luego al sustituir en (3) llegamos a la férmula buscada.

Cardano no publicé la solucion de Tartaglia en su Practica Aritmetica (publicado en 1539)
pero, al parecer, consiguié que el yerno de Scipione del Ferro le permitiera revisar sus
trabajos, encontrando entre ellos la solucion de la ecuacion. Con esto, Cardano justifico
ante Tartaglia la publicacion del método de solucién de la ecuacién general x° + px = g, en

su Ars Magna de 1545. Por supuesto, Tartaglia no le creyo y lo acuso de plagio.

El desarrollo que presenta Cardano para encontrar la solucion es totalmente retérico y sélo
se basa en dos figuras planas, aqui expondremos una variante mas didactica pero que es

muy similar a la que anteriormente se le atribuy6 a Dardi. Consideremos la Figura 4.3.

(u-v)’

u-v v(u-v)’

u-v %
Figura 4.3.

Esta figura corresponde a un cubo de lado u separado en dos partes u-v y v, como se
muestra en la figura; de manera que, al separar todos los solidos que se forman a causa de

esa particion, se obtienen
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1 cubo de volumen (u-v)?
1 cubo de volumen v
3 prismas de volumen (u-v) v

3 prismas de volumen (u-v)?v

De lo anterior se tiene que
ud— v3 =w—-v)2+3u—-v)v?+3u-v)y,

De donde, se llega a ud —v3 = (u—v)3+3uw(u —v).

Luego, haciendo x = u — v Yy sustituyendo en la ecuacién anterior, obtenemos
x3 + 3uvx =u3 —v3,
Si comparamos esta ecuacion con la inicial x3 + px = q, obtenemos las relaciones
uv = p/3yud—v3i=gq.

Haciendo u3 =t y v3 = s, tendremos

t-s =gq, ts= (3)3 y x=3t—-3s.

La deduccion actual de la féormula es similar a esta, pero se prescinde de las

representaciones geomeétricas.

Cardano también presenta, en su Ars Magna, la manera de reducir la ecuacion general de

tercer grado ax® + bx? + cx = d al caso x3 + px = q. Esto lo hace mediante el cambio

. b
de variable x =y — ol

Ludovico Ferrari (1522-1565)

A la edad de 14 afios entr6 al servicio de Cardano, quien practicamente le proporcion6 su
primera instruccion. En poco tiempo aprendid latin, griego y Matematicas, convirtiéndose
pronto en una especie de secretario y después en su colega y amigo. A la edad de 18 afios,
fue contratado como profesor de Matematicas en Milan. A los 22 afios, descubrid que la
ecuacion general de cuarto grado puede ser reducida a una ecuacion cubica y por lo tanto,

resolverse usando raices cuadradas y cubicas. Este resultado fue incorporado en el Ars
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Magna de Cardano, en donde se presenta la solucion a un problema que conduce a la
ecuacion (con el simbolismo actual). A continuaciéon mostramos un ejemplo, de un caso
particular.

x* + 6x° + 36 = 60x.

El procedimiento seguido por Ferrari, inicia sumando 6x* a ambos miembros de la igualdad

para completar un trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro
x* + 12x% + 36 = 6x° + 60X,
(x*+6)? = 6x* + 60X .

Como el miembro derecho no es cuadrado perfecto, se busca otra cantidad de forma que, al

sumarla a ambos lados se formen cuadrados perfectos, esta cantidad es
26¢ + (2 + 12¢).
Al sumarla y organizar convenientemente las expresiones se llega a la igualdad
X'+ 2(t + 6)x° + (t + 6)° = (2t + 6)X° + 60x + (t°+121), [*]

en la que el primer miembro sigue siendo un cuadrado y, como el segundo también lo debe

ser, se ‘obliga’ a que el discriminante correspondiente sea igual a cero. Esto es
60% — 4(2t + 6)(t* + 12t) = 0,
de donde se llega a la ecuacion
t*+ 15t° + 36t = 450,

la cual puede resolverse por el método expuesto por Cardano en el mismo libro L algebra.
Esta ultima ecuacion recibe el nombre de resolvente de la ecuacion inicial de cuarto grado.
Una vez encontradas las soluciones de esta ultima ecuacion, al menos una de las cuales sera
real, y sustituidas en [*], los dos miembros de esta igualdad seran cuadrados perfectos.
Finalmente, la raiz cuadrada del primer miembro ser4 x* + (t + 6) y la del segundo, un
polinomio de primer grado. Igualando estas expresiones, directamente y haciendo un

cambio de signo de una de ellas, obtendremos dos ecuaciones cuadraticas en X, cuyas
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soluciones nos daran las cuatro raices de la ecuacion inicial. Si las tres soluciones de la
resolvente son reales, algunas raices se repetiran o se descartaran por no satisfacer a alguna

de las ecuaciones del desarrollo anterior.

Con relacion a la solucién de la ecuacion de cuarto grado, es pertinente hacer algunos
comentarios. Primero, a diferencia de la solucion de tercer grado, se puede asegurar que
aquella es una aportacion original de Ferrari; Segundo, en este caso no hay una justificacion
geométrica para el método; y no puede haberla porque aun no se podia dar un significado
geométrico a x*, de modo que, representa un paso importante en la independencia del
Algebra de la Geometria; Tercero, el nivel de manejo operatorio algebraico es

sorprendente, mas adn, si se toma en cuenta que practicamente era retérico.

Para cerrar este episodio agregaremos que, en 1547 Ferrari entablo un prolongado debate
con Tartaglia para defender a Cardano de las acusaciones por plagio del método de solucién
de la ecuacion cubica. El debate se hizo a través de carteles publicos que llegaron a doce
(seis de cada uno). En algunos de estos carteles se planteaban problemas para que el
contrincante los resolviera. El debate concluyd con un ‘duelo’ publico en agosto de 1548, el
cual tuvo lugar en Milan, en la iglesia de Santa Maria de Giardino. El duelo terminé con la

victoria de Ferrari.

Rafael Bombelli (1526-1572) fue un matematico e ingeniero

hidraulico italiano. Autor /’Algebra (tres libros) publicado en L'A&P%%%R A

Di Raranc Bouaesisds Bolgna

Venecia en 1572 y posteriormente en Bologna en 1579. Esta POl
, T . . . W‘“‘l# ddfdrimail.:. °
obra esta dividida en cinco libros. Los tres primeros fueron Copron Tumoe gl i o

rofakerabo dooed brwefcir eliHedi )
< drtca prafiians.

publicados en 1572, y en los cuales se anunciaba que los libros
IV y V, estarian dedicados a la geometria y que pronto se

publicarian. Desgraciadamente, Bombelli nunca publicé estos

volimenes porque muri0 ese mismo afio. En 1923, un

n
4

IN ECLCGNA,

manuscrito de Bombelli fue descubierto en una biblioteca de Pa G ki, MDLXxIx.

Bolonia. Ademas de una version manuscrita de los tres libros
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ya publicados y habia un manuscrito inconcluso de los otros dos libros. La geometria
incompleta de Bombelli fue publicada en 1929; en ella se aprecia una influencia de los
procedimientos geométricos de Omar Jayyam.

Bombelli admird el Ars Magna, pero consider6 que Cardano no era claro en su exposicion.
Un hecho de suma relevancia es que en la antigtiedad, toda regla algebraica deberia de ser

sometida a una demostracion geomeétrica:

...Por demostracion de una regla algebraica se entendia demostracion geométrica,
es decir, con un conjunto de razonamientos de caracter geométrico que dieran una
explicacion razonada de tal regla, basados en la interpretacion geométrica de los
elementos de la ecuacion, en términos de segmentos, areas y volimenes. Lo curioso
es que este tipo de interpretacion se daba incluso cuando el problema no tenia
ninguna relacién con la geometria. (Casalderrey, 2000, p. 134)

Aunque lo anterior daba paso a un problema epistemoldgico sobre el significado que se le
debe dar a las ecuaciones de cuarto grado; es decir, ;cdmo considerarlas si no pueden tener
una representacion geométrica o sélo son un artificio, mas alla de la naturaleza, que solo
tiene utilidad en el Algebra?, cuestion que muy probablemente se plantearon Cardano y

Bombelli.

De este modo, varios matematicos trataron de dar una demostracion geométrica. Aqui
presentaremos el trabajo realizado por Bombelli, quien presenta una demostracién con
bases geométricas y la cual permite la solucién de ecuaciones de la forma x3 + Ax = C, en
su obra Algebra, en el capitulo De cubo y tantos igual a un nimero; la regla funciona sélo
para términos en los que el coeficiente del término lineal y el termino constante son
positivos, esta restriccion se debe a que aln no consideraban cantidades negativas, pues no

tenian representacion geométrica.
Bombelli se basa en la Figura 4.4, en la que:

a) Los puntos e, c, d, h, my I estan sobre la misma recta,
b) los puntos n, b y o estan sobre otra recta paralela a la anterior,
c) los segmentos hi, ho, cb y en son perpendiculares a las rectas anteriores y por lo

tanto de igual longitud x, inicialmente indeterminada.
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d) hc=Ay cd=1,

e) hlji es un cuadrado de area C, luego hi*=C,

f) se traza la semicircunferencia mie de diametro em, de manera que el triangulo mie
es recto en i. De donde, hi 2 = mh - he (por ser media proporcional de mhy he).

g) De manera similar, se traza la semicircunferencia ebd, y el tridngulo inscrito ebd,
recto en b. De donde, bc? = ec-cd (por ser media proporcional de mh y he). Este
trazo se obtiene cuando se encuentra la solucion de la ecuacion, esto es, cuando el

segmento on corta a la semicircunferencia ebd.

Figura 4.4. llustracion usada por Bombelli.

Enseguida mostraremos que cuando se obtiene la construccion anterior, efectivamente la

longitud del segmento bc es la solucién de la ecuacion x3 + Ax = C.
De c), d) y g) tenemos que x? = bc? = cd - ce = 1-ce = ce, estoes x? = ce,
dec),e)yf) C = hi? =mh-he =oh-he ,

Este ultimo producto es el area del rectangulo ehon y por lo tanto es igual a la suma de las

areas de los rectangulos ecbn y chob, por esto y por d) se sigue
C=o0h-he=0h-hc+bc-ce=x-A+x-x*=Ax + x5,

es decir, C = Ax + x3, que corresponde a la ecuacién que inicialmente teniamos en
cuestion. Entonces para poder resolver una ecuacion basta con determinar la longitud del

segmento bo cuando el punto b se encuentre sobre el arco de circunferencia de.

54



Con el fin de ejemplificar el procedimiento anterior, desarrollaremos la construccion para
resolver la ecuacion x3 + 6x = 20, de la cual sabemos que tiene como raiz 2; luego A = 6
y C? = 20.

Tracemos una linea | (Figura 4.5) y sobre ella coloquemos un punto h y a partir de este

construyamos el cuadrado hijl de &rea 20, esto es, de lado V20 ~ 4.47.

Sobre la recta | localizamos el punto ¢ a una distancia 6 (coeficiente del término lineal) y
teniendo como base el segmento ch levantamos un rectangulo cboh con una altura arbitraria

cb = x que podremos modificar y que seré la solucidn a nuestra ecuacion.

ch=26

h = 447

Figura 4.5

Enseguida, localizamos el punto m sobre la recta | a la misma distancia x del punto h
(Figura 4.6), después se traza el segmento mi y posteriormente tracemos la perpendicular a
este segmento que pase por el punto i, la cual cortara a la recta | en el punto e; luego

trazamos la semicircunferencia de didmetro em y que pasa por i.
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Figura 4.6

A continuacion localicemos el punto d entre ¢ y h, de modo que cd = 1; con diametro ed
tracemos la semicircunferencia arriba de I. Asi, cuando el segmento cb sea media
proporcional de la semicircunferencia ed tendremos la solucién. Para obtenerla.
Utilizaremos el software dindmico Geogebra, que permite a través de un “deslizador” irnos
aproximando a la solucién y, a su vez, visualizar la variacién que van teniendo los
elementos de la figura. Para lograr esto s6lo debemos de ir modificando el valor de x hasta
hacer que coincidan. Lo més probable es que en la construccion inicial, b no esté sobre la
semicircunferencia ed, como en la figura anterior, por lo que habra que mover el deslizador

‘solucion’ hasta lograrlo o aproximarlo hasta donde lo permita el software.

En la figura 4.7 se muestra como se ubica b sobre la semicircunferencia ed, cuando el

deslizador ‘solucion’=2, es decir X =2.
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Figura 4.7

Algunas de las restricciones y observaciones que conviene mencionar respecto al software,
es que si se pone el deslizador en un nimero mayor (no inmediato) al de la verdadera
solucion los puntos e y d se invierten, esto puede servirnos para poder identificar al rango
en el que debe de estar la solucion. EI hecho de que en los deslizadores no contemplemos
cantidades negativas se debe, como ya mencionamos, a que carecen de una representacion
geométrica. Ademas, el coeficiente del término lineal debe de estar restringido a que debe

de ser menor que la mitad del valor del término constante.

A manera de conclusion, recordemos que en la demostracion se llegd a un resultado en el
que x2 = ce, el cual nos dice que podemos representar un area por medio de un segmento y
asi podriamos concluir que un término x3 representa un area, con esto Bombelli da una

interpretacion a x*.

Bombelli, aun manteniéndose dentro del campo de la demostracion geométrica,
rompe la interpretacion habitual de las ecuaciones, abriendo a la vez las puertas a lo
que la Naturaleza parecia impedir hasta aquel momento, la ecuacion de cuarto
grado. (Casalderrey, 2000)
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Francisco Vieta (1540 - 1603).

Abogado francés que sirvié en las cortes de Enrique 11l y
de Enrique IV. Altern6 su trabajo como abogado y
consejero de la realeza con su dedicacion a las
Matematicas; sobre todo en la uUltima etapa de su vida,

cuando ya habia logrado una considerable fortuna.

Vieta conocia los trabajos de Diofanto y Cardano; entre
sus aportes mas importantes son: establecié las reglas para
la extraccién de raices y dio a la trigonometria su forma
definitiva en obra llamada Canon mathematicus (1570),

ademaés dedic6 tiempo al estudio de los fundamentos del

algebra, con la publicacion, de In artem analyticam isagoge (1591), en la que introdujo un

sistema de notacion que hacia uso de letras del alfabeto para expresar de manera general

relaciones operatorias entre cantidades constantes e indeterminadas. En parte, por esto se le

considera como el inventor del Algebra simbolica.

De acuerdo con Boyer (2004) Vieta contrapone la logistica numerosa, referida al céalculo

numerico, a la logistica especiosa concerniente a ‘especies’ o ‘formas de cosas’, ‘cosas’

que podian ser magnitudes inconmensurables o nimeros enteros:

Vieta se acerca mucho a la idea de variable algebraica real, una de las mas

importantes en la evolucién de las Matematicas en general, y de la geometria

analitica en particular... El uso de vocales vs. consonantes en la construccion de

ecuaciones, no se hace tanto para distinguir entre magnitudes variables y fijas, como

para distinguir las constantes desconocidas (incégnitas) de las conocidas. La

transicion de este enfoque hacia el primero se debi6é al desarrollo natural de la

notacion literal de Vieta y fue ella la que marco el inicio de la geometria analitica en

el sentido estricto de la palabra. (Ibid. p. 60)

Como parte de su logistica speciosa, formula su ‘ley de homogeneidad’, seglin la cual sélo

pueden compararse magnitudes de igual dimension: lado, cuadrado, cubo, cuadrado-

cuadrado, cuadrado-cubo, etc.
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Vieta era plenamente consciente de que cuando estudiaba la ecuacion general de segundo
grado ax?+ bx +c =0 (en notaciéon actual), estaba estudiando toda una clase de

expresiones.

Utiliza los signos + y — para la adicion y sustraccion; para la igualdad al principio utiliza la

palabra aequalis, y posteriormente signo ~'". No emplea signo para la multiplicacion, pero

emplea la ‘raya’ para la division.

Como simbolos de agrupacion utiliza llaves y a veces barras. Por ejemplo, la identidad:
a®>+ 3a?b + 3ab? + b3 = (a+ b)3.

Vieta la escribia asi:

acubus +binacuad. 3+ ainbcuad. 3+ b cubo aequalis a+b cubo

Sin duda, el trabajo de Vieta fue muy relevante para dar paso a los trabajos posteriores de
Descartes y Fermat, para establecer una correspondencia entre una ecuacién algebraica y

una construccion geométrica.

Y El simbolo ~ fue introducido por Robert Recorde en 1557
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4.4 Resumen

En el periodo destacan los siguientes avances:

1)

2)

La solucién general de las ecuaciones de tercero y cuarto grado por métodos
algebraicos (retdricos), pero aun estrechamente ligados a la tradicion griega, es
decir, a la demostracion y la interpretacion geométrica (longitudes, areas,
volumenes). La solucion de la ecuacion de cuarto grado parecia no tener sentido y
ser simplemente un juego del intelecto. No pasaria mucho tiempo para que este
obstaculo epistemoldgico fuera superado y los matemaéticos se dieran a la tarea de
continuar la busqueda de la solucion algebraica de ecuaciones de grado mayor que

cuatro.

Las aportaciones en torno al establecimiento del algebra simbdlica fueron claves en
la consolidacion de las esta rama de las Matematicas y la futura creacion de otras
como la Geometria analitica y el Célculo durante los siglos XVII y XVIII. La
introduccion de simbolos no sélo fue Gtil para expresar relaciones operatorias entre
nameros y cantidades no determinadas, sino que también abrié el camino para
distinguir otro tipo de cantidades: variables, constantes y pardmetros. Esto
contribuyé mucho a independizar el algebra de la geometria y abrir mas

posibilidades de interaccion, lo cual se dara justamente en la Geometria analitica.
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Capitulo 5

EL NACIMIENTO DE LA GEOMETRIA ANALITICA:
FERMAT Y DESCARTES

Tanto Fermat (1601-1665) como Descartes (1596-1650) estaban interesados en hallar
métodos generales para el estudio de las curvas, la potencia del Algebra hizo que se
volcaran a la aplicacion de ésta en el estudio de la Geometria. La disciplina que crearon se
llama Geometria de coordenadas o Analitica. Su idea central es el establecimiento de un

nuevo método de plantear y resolver problemas tanto geométricos como algebraicos.

A continuacion describimos un poco del contexto en que vivieron y analizamos parte del
trabajo que desarrollaron y su contribucién a la nueva rama de las Matematicas ya que,
como veremos, el objetivo de cada uno era similar, pero sus enfoques tenian algunas

diferencias.

5.1 René Descartes

Nacid el 31 de Marzo de 1596 en Haye, en la region de
la Touraine®® francesa. Su madre, Jeanne Brochard,
muere 14 meses después de su nacimiento y fue
llevado a criado por su abuela. Su padre Joachin
Descartes, fue consejero en el Parlamento de Bretafia y
regularmente se encontraba alejado de sus hijos. Tuvo
dos hermanos, Pierre y Jeanne. La temprana pérdida de
su madre y la falta de relaciéon con su padre, que le

tenia muy baja estima, contribuyen a forjar un caracter

que el mismo describe como triste o melancélico.

A los 10 afos de edad, va al Colegio de La Fléche donde permanece 8 afios; al finalizar sus
estudios se independiza familiarmente. Este es uno de los colegios de élite que los jesuitas

dirigian para formar futuros dirigentes politicos y administradores de la corte. En 1614 se

'8 provincia de la regién Centro que comprende el departamento de Indre y Loira.
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va a Poitiers a estudiar derecho civil y canonico, graduandose 2 afios después. Aungue no
estd bien documentado, se dice que también estudi6 medicina. En 1618 se alista en el
ejército de Mauricio Nassau y un afio después se va al de Maximiliano Baviera.

Descartes tiene una vocacion universal del saber, le interesa cualquier tema de
conocimiento y hace aportaciones nuevas en campos muy diversos. Es innovador en el
enfoque de los problemas creando nuevos métodos y sistematizando. Su método esta

basado en la forma de razonar propia de la geometria.

Renato Descartes (1596-1650) es generalmente conocido mas como filésofo que
como matematico, aunque su filosofia es discutible mientras que sus Matematicas
no lo son. (Bell, 1985, p. 147)

Descartes realizé una variedad de estudios en diferentes areas del saber, una mente inquieta
como la de este personaje bastaba que dedicara tiempo a cierto tema para poder hacer
cuestiones o aportaciones novedosas, hizo trabajos en O&ptica, tales como la ley de

refraccion de la luz, donde comparte créditos con el Willebrord Snell.

Su obra principal es Discurso del Método para

NI COURS

conducir bien la propia razon y buscar la verdad en codlaaindas s
Pemar baen conduire fa mifon& cheneliee
. . . . , . Ia veoie disslesicnces
las ciencias, en la cual expone sus ideas filosoficas s
LA DIOPTRIQVE
sobre la ciencia y la manera de llegar a la verdad. KES HET RS

e
LAGEOMETRIE

Constituia, en realidad, el prélogo a tres ensayos: .

Qo fioi des i da vete Maznonn S

Dioptrica, Meteoros y Geometria; agrupados bajo el
titulo conjunto de Ensayos filosoficos.

—~
1

En esta obra, Descartes expone de forma muy breve D Hapriosse de (i Mk n

€lalo e xxxvin
Anse Trimiss,

los fundamentos de su nuevo método, los cuales ha
encontrado en la légica, en el analisis geométrico y
en el algebra. Estos fundamentos se resumen en tan sélo cuatro reglas (Frondizi, 1974, p.
81-83):

El primero, no admitir jamas como verdadera cosa alguna sin conocer con
evidencia que lo era.
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El segundo, dividir cada una de las dificultades que examinare, en tantas partes

fuese posible y en cuantas requiriese su mejor solucion.

El tercero, conducir ordenadamente mis pensamientos, empezando por los objetos
mas simples y mas faciles de conocer, para ir ascendiendo poco a poco,
gradualmente, hasta el conocimiento de los mas compuestos, y suponiendo un orden

entre los que no se preceden naturalmente unos a otros.

Y el Gltimo, hacer en todo enumeraciones tan completas y revisiones tan generales,

que estuviera seguro de no omitir nada.

Al ver sus obras, vemos que todas tienen un toque filoséfico; los temas que se abordan en

esta tesis son sobre la Geometria, tema que Descartes aborda dentro de su obra el discurso

del método. En este tema aborda ideas y nociones sobre la Geometria analitica y el Algebra;

este es el Unico libro de Matematicas de Descartes, aunque también comunicé en cartas

otras ideas Matematicas. Su formacion filoséfica tuvo una gran influencia en su obra

cientifica.

La Géometrie

En este ensayo, Descartes aplicd su método a la
Geometria y a la ‘nueva' Algebra; a la primera la
criticaba debido a que para realizar una demostracion
en Geometria euclidea, era necesario dar argumentos
nuevos e ingeniosos, problemas diferentes requieren
‘métodos’ diferentes de solucion, aunque su forma
organizada fue una virtud que siempre reconocié. Su
método pretendia aplicarse en general para cualquier
problema geométrico, sin que hubiera muchas
diferencias entre las soluciones de problemas

diferentes. Esto lo logra al introducir una manera de

GEOMETRIE

D-E
RENE DESCARTES:

D ;
A PARIS:
Chie Cuanews Axcer, 08 Mot fogumi,
aa bios &,
M BE IXIG
AFAC PRIVILIGE DYV ROT.

identificar variables cuyas relaciones cuantitativas seran expresadas algebraicamente,

facilitando la descripcion de los lugares geométricos y sus propiedades; las demostraciones

euclideas son sustituidas por el calculo algebraico.
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Un comentario no favorable a Descartes, por parte de los historiadores, es la forma poco
didactica de exponer sus nuevas ideas; era un mal expositor y no se preocup6 por ordenar y
sistematizar su trabajo como se esperaria cuando se introducen nuevos métodos; tampoco
entro en detalles para esclarecer sus argumentos. Se tiene la impresion de que Descartes
escribio La géometrie no para explicar sino para alardear la potencia de su método

aplicandola a problemas dificiles.

También se llegd a creer que Descartes no hizo una exposicion clara de sus ideas, para que
solo fueran comprendidas por los gedmetras mas destacados de su época. Posiblemente esto
influyé para que su trabajo no fuera bien acogido y por ello mismo no hubo muchas

ediciones de su Géométrie durante el siglo XVII.

A continuacién presentamos algunos de los problemas mas interesantes del libro citado; en

ellos se pueden apreciar los aportes de Descartes a la Geometria analitica.

Libro 1. Problemas que se pueden construir empleando sélo circunferencias y lineas

rectas

En el libro | de La Géometrie se presenta la forma de resolver algunos problemas
geométricos usando Algebra; entre estos, se encuentra la multiplicacion, division y
obtencion de raices cuadradas de nameros. En los dos primeros, la idea principal es usar el
Teorema de Tales al hacer una particion de un segmento que es la unidad; mientras que

para la raiz, hace uso de las propiedades de la circunferencia.

Descartes comenta que cualquier problema en Geometria puede reducirse, facilmente, a
términos tales que un conocimiento de las longitudes de ciertas lineas rectas es suficiente
para su construccion. Para encontrar las lineas requeridas, es necesario sumar 0 restar otras
lineas; o de otra forma, se toma una linea que llamamos unidad, y se relaciona tanto como

se pueda con nmeros.

Es conveniente sefialar que al plantear una ecuacién, Descartes remarca la importancia de
las dimensiones de los términos que aparecen en esta. Por ejemplo a3 tiene las mismas

dimensiones que ab? o b3; siempre y cuando la unidad provista no se determine por las
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condiciones de los problemas, lo cual no ocurre cuando la unidad se determina, pues en este

caso la unidad puede siempre entenderse, por ejemplo a?b? - b, aqui se sobre entiende que

el primer término esta dividido una vez por la unidad.

Aqui también resuelve problemas algebraicos que pueden resolverse con el uso de la
Geometria. Resuelve algunos problemas particulares, como z? = az + b?, y? = —ay +
b?; incluso problemas de grados mayores como x* = —ax? + b?. Para la construccion de
estos problemas, la idea esencial es relacionarlos con el Teorema de la potencia de un
punto, en su version para una recta secante y otra tangente, en el que se establece que si P
es un punto en el plano y se fija una circunferencia con centro O, entonces para cualquier
linea que pase por P y corte a la circunferencia en dos puntos A, B, se cumplird que
PA-PB = PT?,

Figura 5.1 llustracién del teorema de la potencia de un punto.

En una de las partes centrales de este libro, Descartes describe los pasos a seguir en la

resolucion de los problemas; dice:

Suponemos primero que la solucién se ha efectuado ya, y damos nombres a todas
las lineas que parezcan necesarias para su construccion,- tanto las conocidas como
las desconocidas. A continuacién sin distinguir entre lineas conocidas y
desconocidas, debemos desembrollar la dificultad de cualquier manera que muestre,
de forma maés natural, las relaciones entre las lineas, hasta que encontremos posible
expresar una sola cantidad de dos formas. Debemos de encontrar tantas ecuaciones

como se supone que hay lineas desconocidas, si hay varias ecuaciones debemos de
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usar cada una en orden ya sea considerandola sola o comprandola con otras.
(Descartes, 1997, p. 19)

Dando un poco de orden al método descrito por Descartes, podemos describirlo en la forma

siguiente:

Suponemos primero que el problema estd resuelto y damos nombre a todas las
lineas que parezcan necesarias para su construccion; tanto conocidas como

desconocidas.

Después, sin distinguir entre lineas conocidas y desconocidas. Se descompone el
problema de manera que las relaciones entre lineas aparezcan de forma mas natural,
de modo que logremos expresar una sola cantidad de dos formas, lo cual conduce a
la creacion de las ecuaciones y debiendo encontrar tantas ecuaciones como lineas
desconocidas haya. En caso de no poderse realizar esto, debemos considerar que el
problema no esta bien definido y asi, podemos replantear y crear nuevas lineas
conocidas, que nos sirvan para la determinacion de alguna ecuacion para la linea

desconocida.

A partir de las relaciones obtenidas, se deben de utilizar en orden para poder ir
reduciendo el nimero de lineas desconocidas, hasta quedar solo una de estas
igualdades o alguna potencia de esta; 0 como suma o diferencia de dos conocidas o

proporciones de las mismas.

De este modo todas las cantidades desconocidas pueden expresarse en términos de una sola,

siempre que el problema pueda construirse por medio de circunferencias y lineas rectas o

incluso secciones conicas, 0 curvas de grado no mayor a tercero o cuarto grado.

Este proceso lo usa en la solucion del problema de Pappus, con lo que, Descartes pretende

exponer la eficacia de su método; este es el contenido principal del libro I. En La

Géometrie no se presentan partes importantes del desarrollo de la solucion, las cuales

presentamos utilizando la notacion actual.
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Problema de Pappus

Este problema fue planteado entre el siglo 111 'y IV dC., los griegos no pudieron resolverlo y
continud sin solucion hasta que Descartes lo eligi6 como uno de los problemas principales

para mostrar la potencia de su nuevo metodo. Lo enuncia de la siguiente manera:

Teniendo tres, cuatro o un nimero mayor de rectas dadas en posicion, se intenta
hallar, en primer lugar, un punto desde el cual se pudiesen trazar tantas lineas rectas,
una sobre cada una de las dadas, formando angulos dados, de forma que el
rectangulo formado por dos de las trazadas desde el mismo punto guarde una
proporcién dada con el cuadrado de la tercera, en el caso de que no haya sino tres; o
bien con el rectangulo de las otras dos si no hay mas que cuatro. O bien, si hay
cinco, que el paralelepipedo rectangulo formado por tres guarde la proporcion dada
con el paralelepipedo construido sobre las dos restantes y otra linea dada... De este
modo tal cuestién puede hacerse extensiva a cualquier otro nimero de rectas. A
continuacion, y puesto que existe una infinidad de puntos que pueden cumplir lo
que se trata de hallar, es necesario conocer Yy trazar la curva en la que tres o cuatro
lineas rectas dadas, se encuentran en una de las secciones conicas, pero no intenta
determinarla o describirla, al igual que tampoco intenta explicar aquéllas en que
deben encontrarse todos estos puntos cuando la cuestion es planteada para un

numero mayor de rectas. (Chica, 2001, p. 75)

Descartes presenta una demostracion del teorema para el caso de cuatro rectas y, mas
adelante, abordara algunos casos para mas rectas. A continuacion presentamos el enunciado

y la demostracion de Descartes, pero con adiciones nuestras para hacerla mas accesible.
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Problema de Pappus para cuatro rectas
Enseguida presentamos una version mas ordenada y actualizada del teorema:

Sean AB, AD, EF, GH las lineas dadas en posicion; es decir, se conocen los angulos entre
ellas asi como los puntos de interseccion. Debe probarse que el lugar geométrico de los
puntos C, desde los cuales se trazan los segmentos CB, CD, CF y CH de manera que los
angulos CBG, CDA, CFS, CHT sean dados, y que la razén del producto de la multiplicacién
de un par de estos segmentos, guarde una proporcion dada con el producto de la

multiplicacién de los otros dos, es una conica (Figura 5.2.).

Hay seis maneras de establecer la dltima condicion, una de las cuales se puede expresar

algebraicamente de la siguiente manera

CF-CD
CB-CH

=A06 CF-CD=ACB-CH,

donde A es la razon dada.

Figura 5.2. Representacion del problema de Pappus para cuatro rectas.
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Solucion:

Denotaremos la longitud AB por x y BC por y, y tomemos A=1, como lo hace Descartes. A
continuacion se encuentran las longitudes de los segmentos requeridos en funcion de estas

dos.

Observemos primero que conocemos todos los angulos del AARB; de este modo, aplicando

la Ley de senos obtenemos

BR _ AB
sen < BAR sen < ARB’

los denominadores de la igualdad son valores constantes dados, por las condiciones
iniciales del problema, entonces hagamos b = sen < BAR,z=sen < ARB.
Despejando BR, obtenemos BR = bZ—x. Por otro lado sabemos que CR = CB + BR, de aqui

que CR =y + bz—x. Ahora veamos en el ADRC también conocemos todos los angulos, de

este se tiene

CD _ CR
sen < DRC sen < CDR’

[lamemos ¢ = sen < CDR, sen < DRC = sen < ARB. Despejando CD, que es una de las

rectas desconocidas, llegamos a

zxCR z bx
D = =—(y+—>,

C c VA
de ahi que CD = %+ bTx. (1)

De igual forma para el ABES obtenemos la siguiente relacion

BS _ BE
sen < BES sen < BSE"’

Sea e = sen < BES,d = sen < BSE y AE =k, de este modo tenemos que BE = k +x, y

uniendo esta relacion con la proporcion antes descrita y despejando BS, obtenemos que
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(k+x)e

BS = . Todo lo anterior con el fin de obtener la relacion para la recta CS, dado que

CS=BC+ BS, entonces tenemos que

dy+ex+ke
a

CS =
De manera similar tenemos para el ACFS obtenemos la proporcion siguiente

CF_  SC
sen < BSE =~ sen < CFS’

hagamos m = sen < CFS, y despejemos CF, aqui obtenemos

dy+ex+ke
- .

CF = )

Después para el ABGT obtenemos

BG _ BT
sen < BTG sen < BGT’

despejando BT, tomando an = sen < BTG, s = sen < BGT, y haciendo AG = |, tenemos
que BG = | — x, de aqui que
sl —sx

BT = ;
n

ny+sl—sx

ademas notemos que CT = BC+BT, es decir, CT = esto con el fin de poder

obtener la relacion correspondiente a la recta CH, la cual obtenemos de analizar el ACHT

del que obtenemos la siguiente relacion

cT  CH
sen < CHT sen < BTG’

En esta ultima hacemos p = sen < CHT, despejamos CH vy realizamos el cambio de CT

por la relacién antes encontrada y obtenemos

CH = Dytstzsx +‘;l_sx . 3)
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De esta forma hemos obtenido las ecuaciones correspondientes a cada una de las rectas que
se deben trazar desde el punto C, ahora solo nos queda usar la Gltima hipdtesis de las

proporciones entres estas rectas

CF xCD = CB *CH,
al realizar las sustituciones correspondientes, tenemos

[dy+ex+ke”zy+ bx]_ [ny+sl—sx]
m c cl=7 p '

Haciendo las operaciones algebraicas correspondientes y pasando todos los términos a un

solo miembro de la ecuacion llegamos a

eb dz nj] _, db ez s bek kze sl

—x? + [———]y + —+—+—]xy+ —x+|—- —|y=0,
mc mc p mc mc p mc mc p

la cual, al hacer las consideraciones correspondientes podemos reducir a la ecuacion
general de las conicas

Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey = 0.

En la que no esté el término constante, lo que indica que la cdnica pasa por el ‘origen de

coordenadas’, esto es por el punto A (Figura 5.2).

Cabe mencionar que se utilizé el software Geogebra para hacer visible lugar geométrico
que genera el punto C; sin embargo, no se tuvo éxito debido a que el punto C esta sujeto a
tres ¢ cuatro condiciones diferentes (dependiendo del problema que se tenga en cuestion) lo
cual no se puede hacer en Geogebra, aunque no descartamos la posibilidad de que exista

algun software que permita hacerlo.
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Libro 1. Sobre la naturaleza de las lineas curvas.

En este libro, Descartes comienza hablando sobre la clasificacion que hacian los antiguos
para la resolucién de problemas de geometria, que consistia en problemas planos, sélidos y
lineales. Esta clasificacién obedece a que algunos problemas se podian resolver usando
unicamente rectas y circunferencias; otros necesitaban alguna de las secciones cénicas; y
los Gltimos requerian curvas mas complejas, cuya construccion no se lograba con regla y
compads, se necesitaban otros instrumentos como el “mesolabio” u otros mecanismos para el
trazo de curvas como la cuadratriz y la espiral, utilizadas por los griegos para resolver
problemas como la triseccion del angulo y la cuadratura del circulo. Estas son generadas
por dos movimientos por separado, lo que hace que no se puedan describir con exactitud.

Por esta razon, Descartes no las incluye dentro de su obra de La Géométrie.
Bell (1985) explica la clasificacion que hace Descartes de la siguiente manera:

Descartes agrup0 las curvas en dos clases, las geométricas y las mecénicas... una
curva es geométrica 0 mecanica segin que (en nuestra terminologia) dy/dx sea

funcidn algebraica o trascendente. (p. 151)

Aunque esta definicién ya no se utiliza ahora, puede dejar mas clara la idea que tenia

Descartes su clasificacion.

Como se mostré en el problema de Pappus, Descartes era capaz de escribir la ecuacién de
los lugares geométricos mediante expresiones algebraicas, lo que le llevé a hacer la
observacién de que, para hacer una clasificacion de las lineas curvas no basta con solo
quedarnos en la forma de construccion de las mismas, sino que es importante obtener la
expresion algebraica correspondiente. Cabe mencionar que en el problema de Pappus, la
construccién del lugar geométrico no se hace con un instrumento particular, sino que se

genera a partir de las condiciones geomeétricas establecidas.

Descartes aborda el caso del mesolabio, inventado por Eratéstenes en el siglo Ill aC.,
instrumento que sirve para encontrar medias proporcionales y construir curvas complejas

pero que se pueden expresar algebraicamente y por tanto, son geométricas.
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De este modo, Descartes sugiere una nueva forma de agrupar todas esas curvas geometricas

y poder clasificarlas en orden:

Reconociendo el hecho de que todos los puntos de esas curvas deben de tener una
relacion definida con todos los puntos de una linea recta, y que esta relacién debe
expresarse por medio de una sola ecuacién. Si esta ecuacion no contiene término
alguno de grado superior que el rectdngulo de dos cantidades desconocidas, o el
cuadrado de una, la curva pertenece a la primera y mas sencilla de las clases; pero
cuando la ecuacién contiene uno o mas términos del tercer o cuarto grado en una o
ambas cantidades desconocidas la curva pertenece a la segunda clase; y si la
ecuacion contiene un término del quinto o sexto grado en cualquiera o ambas
cantidades desconocidas, la curva pertenece a la tercera clase, y asi indefinidamente.
(Descartes, 1997, p. 27)

Aqui podemos ver que implicitamente la linea recta de la que habla Descartes, es lo que en
nuestros dias conocemos como el eje de las “x” en un plano cartesiano, y la relacion que él
pretende describir es la que nos va a permitir generar nuestros puntos en el plano que

describen la curva.

Ademas, describe un método para determinar a qué clase pertenece una curva, mediante los

siguientes pasos:

19 L. . ; . . . .
Es un aparato mecanico inventado por Eratdstenes, el cual permite insertar dos medias proporcionales
entre dos valores dados.
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1. Escoger una linea recta a la que se haréa referencia para todos los puntos de la curva.
2. Fijamos un punto en la recta de referencia, en él que se centra la investigacion.
3. Tomamos un punto en la curva y comenzamos a trazar lineas que nos permitan

encontrar la relacion necesaria.

Esto permitird obtener la ecuacién de dicha curva. Descartes afirma que su método
funciona sin importar el punto que se tome, la ecuacion siempre serd del mismo grado y por

tanto perteneciente a la misma clase; aunque no da la demostracion.

Descartes propone el siguiente problema para ilustrar este método; se trata de encontrar a

qué clase pertenece esta curva:

Suponga que se va a describir la curva EC por la interseccion de la regla GL y la
figura plana rectilinea CNKL, cuyo lado KN se produce indefinidamente en la
direccion de C, y el cual, moviéndose en el mismo plano de forma tal que su lado
siempre coincida con alguna parte de la linea BA (producida en ambas direcciones),
da a la regla GL un movimiento rotatorio alrededor de G (estando la regla articulada
a la figura CNKL en L). (Descartes, 1997, p. 27)

El problema consiste en encontrar la ecuacion de la curva que se genera a partir de la
interseccion de dos semirectas, una es GL fija en G (que gira sobre este) y que se prolonga
hacia la recta AB, que la corta en L, la otra semirecta es la continuacion del lado KN del
triangulo rectangulo “fijo” NKL, el cual se desliza junto con L; de este modo, el punto C es

la interseccidn de ambas semirectas cuyo lugar geométrico es la curva CE.

En la Figura 5.4 se presenta un dibujo similar al obtenido por Descartes, elaborado con
Geogebra. Mas abajo damos una explicacion mas clara sobre la construccién que se deriva

de la cita anterior.
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Figura 5.4. Lugar geométrico generado por el punto C.

Construccion:

1) Sean PQy ST dos rectas perpendiculares que se intersecan en A;

2) Sobre PRy a laizquierda de A localizamos un punto G (fijo) tal que AG = a

3) Por G hacemos pasar una recta que corte a ST en L; en la prolongacién de AL
determinamos el punto K, tal que LK = b; luego trazando el segmento LN=c
perpendicular a ST completamos el triangulo rectangulo ALKN.

4) Prolongamos indefinidamente KN en la direccion de N, de manera que corte a GL en C.

Desde este punto trazamos el segmento CB, perpendicular a ST.

En esta construccion el giro de la semirecta GL (alrededor de G) ocasiona un deslizamiento
del punto L sobre ST, de modo que el triangulo ALKN también se desplaza (sin deformarse)

hacia arriba o hacia abajo; el punto C ira cambiando de lugar. Este cambio esta
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determinado por el cambio en los segmentos AB y BC, cuyas longitudes denotamos por y y

X, respectivamente.

Para determinar a que clase de ecuacion corresponde el lugar geométrico que genera el
punto C, debemos hallar relaciones entre las variables y los componentes que determinan

tales puntos.

De 3) y 4) los segmentos NL y CB son paralelos y, por tanto, los triangulos ACBK ~ ANLK,

c o . . . .
de donde B bE_ K , despejando BK de la primera igualdad y sustituyendo los
NL LK  NK

- . . b
valores de CB, NL y LK definidos anteriormente, se obtiene BK = - X

De la Figura 5.4, BL =BK — KL, entonces BL = —x — b

Por otro lado tenemos que el segmento AL = AB + BL, de este modo tenemos que
b
AL =y + X - b.

L LA GA

: : G .
Ahora analizando la semejanza entre AGLA y ACLB, prilieeil de donde se obtiene

que BC = AL = AG * BL; de este modo, al sustituir las igualdades antes encontradas y
despejando el valor de x2, obtenemos

c
x? = (a+c)x—ny—ac,

En este caso, el trazo de la curva se hace mediante la interseccion de dos rectas que se
mueven, una en rotacion y la otra en traslacion; es decir, se trata de una curva mecanica que

no es tan simple, pero que conduce a una ecuacion de segundo grado.

También es importante observar que, en la solucion del problema, Descartes elige dos
rectas perpendiculares para establecer las variables de las cuales van a depender los puntos
del lugar geométrico analizado, lo cual es muy parecido a lo que ahora se hace. Sin
embargo, Descartes no utiliza nimeros negativos ni escalas como aparecen en nuestro

dibujo (esto lo hace automaticamente el software).
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Descartes retoma el analisis del problema de Pappus, para el caso en el que se tienen mas

de cuatro rectas, en cuanto a la clase de curva que se genera, asi:

Cuando no hay mas de ocho lineas dadas, la ecuacion es a lo mucho bicuadrética, y
por lo tanto, la curva resultante pertenece a la clase 11 o0 a la clase I. cuando no hay
mas de doce lineas dadas, la ecuacion es de sexto grado o menor Yy, por lo tanto, la
curva requerida pertenece a la clase Ill, o ain mas baja, y asi sucesivamente.
(Descartes, 1997, p. 29)

Esta clasificacion es facil de deducirse de la relacion que existe entre los segmentos que
salen desde el punto C hacia las rectas dadas, ya que alli podemos ver que entre mas lineas
tengamos sucede que se va incrementando el grado de la ecuacion resultante; ademas,
debemos de notar que en ciertas posiciones de las rectas, pueden eliminarse términos

reduciendo el grado de la ecuacion.

Descartes continta con ejemplos para generar las diferentes conicas, a partir del problema
de Pappus para cuatro rectas, y también describe como deben ser los coeficientes y analiza
casos particulares, obteniendo relaciones que dan caracteristicas de las diferentes conicas,

tales como el lado recto, vértices, etc.
Descartes concluye el trabajo respecto al problema de Pappus de la siguiente manera:

He mostrado, ademas, que a lo que he llamado la primera clase de las curvas no
contiene mas que a la circunferencia, la pardbola, la hipérbola y la elipse. Fue esto

lo que quise demostrar (Descartes, 1997, p. 37)

Entre los mayores aportes del trabajo de Descartes, esta el uso y aplicacion que le dio al
Algebra; al utilizar variables para designar valores, posteriormente le ayudan a escribir la
ecuacion de los lugares geométricos en referencia a rectas elegidas convenientemente. Esto
es lo que hoy conocemos como sistema de referencia; el caso mas sencillo son los ejes x y
y. Sin embargo, Descartes no siempre tomaba sus rectas de referencia perpendiculares, por
lo que sus sistemas podran ser oblicuos y con la limitacion de que Unicamente consideraba

valores positivos.
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Ademas, la escritura algebraica utilizada por Descartes es muy parecida a la que usamos en
la actualidad. En la Figura 5.5, se ilustra una operacion de su libro original; para indicar

potencias de un término, repite varias veces el mismo.

{‘-i-za{'—f--}_aa{{-k‘ia'{—i—-%aa‘
~26%' ~3a637-34'3 --ge!
+2aa422-t28' +zat

-~ €C = acc --gaace

va2a? —~g¢
“+at
T = it} - Cat
z ¢ +%ea -8 2 58t 20
o N
- - cc "a{c “"“a“c

Figura 5.5. Operaciones algebraicas de Descartes.

Las normales y las tangentes

Descartes aborda el tema de las rectas normales y tangentes a una curva geométrica; para
ello, establece que s6lo es necesario encontrar la relacion de los puntos de la curva con las

lineas rectas, como se muestra en la Figura 5.6.

F A M P G
Figura 5.6.
El problema consiste en trazar la recta normal a la curva CE dada, que pasa por el punto C,
para ello, buscamos una relacion entre las lineas conocidas y desconocidas; denota a los
segmentos: MA=y, CM=x, PC=s, PA=v. Ahora se traza la circunferencia con centro en P

y radio s; el Unico punto de corte con la curva serd C, de este modo la ecuacién de la
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circunferencia serd x? + (y — v)? = s2. El problema se reduce a localizar el punto P, para
lo cual Unicamente debemos de conocer el valor de v, teniendo por conocida la posicion del

punto C y la ecuacién de la curva.

Esto representa un gran avance en la solucién ya que los puntos de la curva deben satisfacer
una ecuacion algebraica especifica de la forma f(x,y) = 0; de este modo, el sistema que se
obtiene de las expresiones anteriores, a saber x? + (y — v)? = s? y f(x,y) = 0, el cual debe
tener como Unica solucion las coordenadas del punto C, esto nos permitird efectuar el

calculo del valor de v.

> M QA

Figura 5.7.

Posteriormente, comienza el analisis y justificacion de las propiedades de las lineas
normales a una curva, Descartes lo hace trazando una circunferencia con centro en P y
radio PC, la cual corta a la curva en un solo punto. Ahora bien, si el punto P estuviera mas
cerca de A, y tomando el mismo radio tendriamos que corta a la curva en dos puntos
diferentes, a saber C y E; calcula los correspondientes valores de lo que denota como y, con
el método para calcular la raiz cuadrada, y a cada uno de estos valores le llama raiz,
conforme los puntos estén mas cerca, estas raices iran decreciendo hasta ser iguales.
También analiza los posibles casos para el signo que deben tener o como deben de
comportarse. Ademas, establece un método que consiste en comparar dos ecuaciones
siempre y cuando estas tengan raices iguales, con ello se podra encontrar el valor de v en el

problema inicialmente planteado:

. cuando una ecuacion tiene dos raices iguales, su miembro izquierdo debe ser

similar de forma a la expresion obtenida de multiplicar por si misma la diferencia
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entre la cantidad desconocida y una cantidad conocida igual a ella; y entonces si la
expresion resultante no es de grado tan alto como la ecuacion original,
multiplicandola por otra expresion que la hara del mismo grado. Este ultimo paso
hace que las dos expresiones correspondan término a término. (Descartes, René,
1997, p. 22)

Para ejemplificar este método de Descartes, analicemos el problema para la curva
yi=x+1
y determinemos la normal en el punto (1,+/2). Tenemos
x=v)’+y*=s y s*=01-v)P+(2)°
Igualando ambas ecuaciones
x—-v)?2+y?’=(1-v)2+2.
Desarrollando y realizando las operaciones llegamos a
x?—2vx +y%=-2v+3,
sustituyendo y? de la ecuacién de la curva
x2+(-2v+Dx+2v—-2=0. [*]

Descartes resuelve esta ecuacion con un meétodo propio; compara los coeficientes de
polinomios que comparten alguna raiz, es facil ver que el polinomio [*] tiene solucion
x = 1, de este modo se construye un nuevo polinomio que tenga esa raiz. Sea (x — 1)? el
nuevo polinomio, que comparte una raiz con el polinomio de interés, al desarrollarlo

obtenemos
x? —2x+1.
Ahora se comparan los coeficientes de ambos y se obtiene

—2v+1=-2,
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de donde
_ 3
V= 2.

De aqui se obtiene el punto (1.5,0) por donde debe de pasar la normal, que corresponde a

las coordenadas del punto B, como se muestra en la Figura 5.8.

0.5

% 25 2 15 A -05 o

Figura 5.8.

Libro I11. Para la construccion de problemas sélidos o supersolidos

Descartes dedica este libro a la solucion de ecuaciones y es méas bien un tratado sobre las
raices de polinomios (término que no usaba). Algunos aportes que presenta, aparentemente
son obtenidos mediante procedimientos puramente algebraicos y, como es caracteristico de

su obra, algunos de manera incompleta y/o confusa.

Dedica una parte importante de este libro a la solucién ecuaciones de tercer y cuarto grado,
mediante interseccion de curvas, para lo cual en un primer momento expondremos

brevemente del contenido basicamente algebraico.
Descartes da la siguiente definicion de ecuacion:

Una ecuacion consiste en varios terminos, algunos conocidos y otros desconocidos,
algunos de los cuales son juntos iguales a los demaés; o, méas bien, todos los cuales

tomados juntos son iguales a nada. (Descartes, 1997, p. 58)
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A continuacion presentamos las siguientes propiedades:

Toda ecuacion puede tener raices distintas como el nimero de dimensiones de la
cantidad desconocida en la ecuacion.

Descartes muestra que se pueden generar ecuaciones de grado n, multiplicando n
factores lineales, en donde las soluciones estan determinadas por cada uno de los
factores lineales:

Por ejemplo:  (x-a)(x-b)(x-c) = 0 da lugar a una ecuacién de grado 3:
x® — (a+b+c)x? + (ab+ac+bc)x —abc =0
que tienen tres raices a, by ¢ (en este caso positivas).

Sucede a menudo que algunas de las raices son falsas 0 menos que nada. Por ejemplo
como en el caso anterior, si a, b 0 ¢ son negativos. Descartes s6lo reconoce las raices
positivas.

Una ecuacion que tenga varias raices es divisible por un binomio formado por la
cantidad desconocida menos una de sus raices. Es decir, si a es raiz, entonces la

ecuacién es divisible por x — a.

Si una ecuacion no es divisible por un binomio de la forma x - ¢, entonces tal
ecuacion no tiene como raiz a c. Basicamente se trata de lo que ahora conocemos como
Teorema de la raiz

Una ecuacién puede tener tantas raices verdaderas como cambio de signo contenga; y
tantas raices falsas como el nimero de veces que se encuentren en sucesion dos
positivos o dos negativos. Teorema conocido como regla de los signos.

Por ejemplo, en la ecuacién x* - 4x® - 19x*+106x -120 = 0, hay tres raices verdaderas
(2,3 y4)yunafalsa (-5)

Si en una ecuacion, se cambian solo los signos de los términos en posicion par,
entonces las raices verdaderas se convierten en falsas y viceversa. Por ejemplo, de la
ecuacion anterior obtenemos x* + 4x* - 19x3-106x -120 = 0, cuyas raices son 5, -2, -3 y
-4,
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e Si una ecuacion tiene como raices a, b, c, ..., se puede construir otra ecuacion en la
que tenga las mismas raices aumentadas o disminuidas en la misma cantidad t, basta
hacer el cambio de variable x =y # t (se toma el — si se desea aumentar y el + si se
desea disminuir). Por ejemplo, si en la ecuacion anterior, se sustituye x =y — 3 se

obtiene la ecuacién y*- 8y*- y? + 8y = 0, cuyas raices son: 5, 1, 0, -1.

e Descartes no consideraba al 0 como raiz y por ello convertia la ecuacion anterior en
y3-8y? -y + 8 =0, la cual ahora sélo tenia tres raices.

e Descartes muestra que otros cambios de variable pueden transformar ecuaciones que,
originalmente tienen raices racionales o irracionales, en ecuaciones que tienen raices
enteras.

e Ni las raices verdaderas ni las falsas son siempre reales; algunas veces son imaginarias;
es decir, aungue siempre podemos concebir tantas raices para una ecuacién como yo lo
he asignado, no hay, sin embargo, una cantidad definida correspondiente a cada
ecuacion asi concebida. Asi, aunque podemos concebir que la ecuacion x>- 6 x* + 13x —
10 = 0 tenga tres raices, hay sélo una real, 2, mientras que las otras dos, no importa
cuanto las aumentemos, disminuyamos o multipliguemos de acuerdo a las reglas

recientemente expuestas, permanecen siempre imaginarias.

De los puntos anteriores se desprende una clasificacion de las raices de una ecuacion:
a) pueden ser reales o imaginarias, b) las reales abarcan todos los nimeros reales
diferentes de cero (racionales e irracionales), estas se dividen en falsas y verdaderas

(negativas y positivas)

Resolucién de ecuaciones de tercero y cuarto grado

Aunque estos problemas ya habian sido resueltos, como se ha expuesto en el Capitulo 3,

Descartes quiso probar su nuevo método para encontrar otros caminos.

Un aspecto que caracteriza el trabajo de Descartes sobre la resolucion de ecuaciones de
grados superiores es que logra una relacion de suma importancia para el desarrollo de la

geometria analitica:
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...se establece una correspondencia inequivoca entre las curvas planas y las
ecuaciones de dos variables x, y: para cada curva hay una ecuacion determinada
f(x,y)=0, y para cada ecuacion f(x,y)=0 hay una curva determinada. (Bell, 1985, p.
149)

De acuerdo con Bell, Descartes ya habia notado que su método se podia generalizar a tres o

mas dimensiones:

...vio Descartes que su método se aplicaba igualmente a las superficies, siendo en
este caso la correspondencia entre superficies definidas geométricamente vy

ecuaciones de tres variables. Pero no se ocup6 de desarrollar esto. (Ibid. p. 149)

Descartes propone un método con el que pretende establecer la resolubilidad de una

ecuacion de cualquier grado:

Primero, trate de poner la ecuacion dada en la forma de una ecuacion del mismo
grado, obtenida al multiplicar juntas otras dos, cada una de un grado mas bajo. Si,
después de que se hayan intentado todas las formas posibles ninguna tuviera éxito,
entonces es seguro que la ecuacién dada no puede reducirse a una mas simple.
(Descartes, 1997, p. 29)

Este método es una generalizaciéon ingenua de lo que él pudo hacer para el caso de las

ecuaciones de tercero y cuarto grado con ayuda de las conicas, y establece:

Ahora, cuando esta claro que el problema propuesto es solido, si la ecuacion de
cuya solucion tal problema depende es de cuarto grado o s6lo del tercero, sus
raices siempre pueden encontrarse mediante cualquiera de las secciones conicas, 0
incluso mediante alguna parte de ellas, no importa cuan pequefia, tan solo con
circunferencias y lineas rectas. Me contentaré con dar aqui una regla general para
encontrarlas todas mediante una parabola, pues es ésta en algunos aspectos, la mas

simple de estas curvas. (Descartes, 1997, p. 70)

El método que propone Descartes lo podemos reducir en las siguientes instrucciones:
primero debemos de quitar el segundo término de la ecuacion propuesta para llevarla a la

forma z3 = +apz + a?q, si es de tercer grado, 0 z* = +apz? + a?qz + a3s, si es de
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cuarto. Aqui debemos notar que Descartes mantiene la tendencia de que los términos de
una expresion estén en la misma dimension, asi como indicar las posibilidades de suma y
resta de los términos (pues atin no se concebia a los negativos como niimeros ‘verdaderos’
y que la resta puede representarse como una suma). Si hacemos a=1 y tomamos los
coeficientes como nimeros reales, las ecuaciones anteriores se reducen a z3 =pz+qy

z* =pz? +qz +s.

Para determinar las raices de estas ecuaciones, Descartes
hace uso de un proceso que, aunque involucra
procedimientos algebraicos, es mas geométrico y dificil.
Nosotros desarrollaremos un procedimiento méas apegado
a la Geometria analitica actual, pero siguiendo a la idea

principal de Descartes; utilizar las intersecciones de

curvas de menor grado.

Resolveremos la ecuacion de la forma z* = +pz? + gz + s, recurriendo a la ecuacion de
una parabola con vértice en el origen y a la de un circulo con centro fuera del origen,

entonces sean y = x% y (x — h)? + (y — k)? = r2, las ecuaciones correspondientes.
Desarrollando la ecuacion del circulo obtenemos
x% — 2hx + h? + y? — 2ky + k? = r?,
sustituyendo y = x2 en la ecuacion anterior, obtenemos
x% — 2hx + h? + (x%)? — 2k(x?) + k* = r2.
agrupando los términos llegamos a que
x*+ (1 —2k)x?> —2hx + h*> + k? —r? = 0;

el siguiente paso es que debemos de comparar los coeficientes de la ecuacion anterior con

los de la ecuacion que pretendemos resolver, esto es, ver que

p=1-2k,
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q = —2h,
s=h%*+k*—-r2

De las tres ecuaciones anteriores lo que tenemos que hacer es determinar los valores de h, k,
r, esto con el fin de poder graficar las ecuaciones y después de alli obtener las
intersecciones para determinar los valores de las raices, entonces las ecuaciones que

debemos de resolver son

r2=h?+k%-s;

analizando las ecuaciones anteriores, k y h siempre seran reales, sin embargo r s6lo podra

ser real (positivo) si h? + k? > s.
Para ejemplificar el método anterior, resolvemos la ecuacion
x* —12x3 — 159x2 + 1322x + 3168 = 0.

Primero debemos de eliminar el segundo término de la ecuacion anterior. Para lograr esto,

hacemos el cambio de variable x = y + 3, sustituyendo y desarrollando obtenemos
y* —213y2 + 152y + 5460 = 0,

de aqui tenemos que p = -213, q = 152, s = 5460. Entonces vamos a encontrar los valores
deh,kyr.

_1-(-213) 152

k 5 =107, h= - = —76 y r?=(=76)?+107? — 5460 = 11765;

de aqui deducimos que la ecuacion de la circunferencia sera
(x + 76)% + (y — 107)% = 11765.

Ahora debemos de calcular la interseccion de la circunferencia anterior y la parabola y = x?

esto nos permitira determinar las raices de la ecuacion y* —213y? + 152y + 5460. Esta
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parte la realizaremos usando el Geogebra, como vemos en la Figura 5.9, se tienen las

intersecciones de las curvas.

Objetos Libres
d c{x+T6Y+{ly-10TE=11765
J dy=x*

Objetos Dependientes 00 4
4 A=1(-14,198) A \
4 B=(-5,25) D
4 C = (6, 38)

2 D=(13,169)
50 4

Figura 5.9.

Aqui tenemos que las soluciones son y; = -14, y, = -5, y3 = 6, y4 = 13; sin embargo, estas

soluciones no son las de la ecuacion que queriamos resolver. Nuestra ecuacion original era
x* —12x3 — 159x% + 1322x + 3168.

Para obtener las soluciones de esta lo Unico que debemos de hacer es sustituir las
soluciones para y en el cambio de variable que se habia propuesto, a saber x =y + 3, de

este modo obtenemos que las raices son: x; = - 11, X, = -2, X3=9, X, = 16.

Habra que hacer notar que la solucion que se obtiene mediante este método es geométrica
(similar a la de Omar Jayyam) y en la mayoria de los casos solo se podrian encontrar
aproximaciones numéricas. Aun cuando este procedimiento no iguala la exactitud de los
métodos puramente algebraicos, expuestos en el Capitulo 3, nos muestra la versatilidad del

nuevo método para abordar problemas algebraicos.
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5.2 Pierre Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) nacié en Beaumont, Francia,
fue un jurista y matematico creador de un ingenioso
método de demostracion que denomind del descenso
infinito®®. Debido a que Fermat dedicaba su tiempo libre al
estudio de las Matematicas, fue apodado por Eric T. Bell
con el sobrenombre de ‘principe de los aficionados’ ya
que su profesion era otra. Fermat realizd estudios en
diferentes &reas de la matemaética, desarrollo la teoria de la

probabilidad junto con Blaise Pascal; sin embargo, sus

aportaciones mas conocidas recaen sobre el campo de la
teoria de ndmeros, especialmente por el conocido Gltimo teorema de Fermat®, el cual
durante casi 350 afios mantuvo ocupados a los matematicos interesados en esta rama de las
Matematicas, hasta que fue demostrado en 1995 por Andrew Wiles ayudado por Richard

Taylor.

Fermat escribio en 1636 s6lo un breve tratado sobre Geometria analitica, al que titul6 Ad
Locus Planos et Solidos Isagoge (Introduccion a los lugares planos y sélidos). Este trabajo
estd dedicado al estudio de la recta, el circulo y las secciones conicas, en el comenta que los
antiguos griegos estudiaron los lugares geométricos pero no fueron capaces de enunciar el
problema en forma general. Fermat propone someter la teoria de los lugares geométricos a
un analisis apropiado, que indique el camino hacia un estudio general de los problemas de
lugares geométricos, estableciendo en un lenguaje claro y preciso el principio fundamental

de la geometria analitica:

Cuando una ecuacion contiene dos cantidades desconocidas, hay un lugar
correspondiente, y el punto extremo de una de estas cantidades describe una linea,

recta o curva (Boyer, 2004, p.75).

0 Es una variante del método de reduccién al absurdo aplicable a problemas con enteros positivos.

21 Si n es un nGmero entero mayor que dos, entonces no existen nimeros enteros y no nulos a, b y c, tales que
se cumpla laigualdad a™ + b™ = c"
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Segun Boyer, esta proposicion constituye uno de los enunciados mas significativos de la
historia de las Matematicas. En efecto, introduce no sélo en la Geometria analitica, sino
también la muy Util idea de variable algebraica. En la terminologia de Vieta la cantidad
desconocida representaba una magnitud determinada, mientras que segun Fermat, el
extremo de una de las variables puede ocupar diversas posiciones consecutivas, de manera

que represente una linea.

Para realizar sus investigaciones, Fermat comenzd con el estudio de las obras de los
geOmetras griegos, con especial atencién en los trabajos de Apolonio. La forma en la que se
fueron desarrollando las ideas de Fermat no se conoce de forma exacta, se piensa que como
comprendia el sentido que daba Vieta al Algebra en la resolucion de problemas
geométricos, la cual consistia en representar con una letra toda una clase de nimeros; lo
que pudo haber pasado, es que Fermat haya traducido directamente los resultados de

Apolonio a una forma algebraica.

Fermat maneja la division de los lugares en tres tipos —plano, sélido y lineal— de la manera

J?? describe una linea recta o una circunferencia, tenemos un

siguiente: si el extremo de
lugar plano; si describe una parabola, una hipérbola o una elipse, es un lugar solido; para
todas las demas curvas, el lugar correspondiente es un lugar lineal. Una de las aportaciones
que realiz6 Fermat, es que utiliza las vocales A y B para denotar las cantidades
desconocidas al estudiar las ecuaciones. “Fermat introduce el estudio de la ecuacion lineal

utilizando las vocales (A y E) para representar, las cantidades desconocidas” (Collete,

1986).

Al igual que Descartes, Fermat también solo trabaja con magnitudes positivas, y algo que
es importante sefialar es que a ninguno de ellos utiliz6 el término sistema coordenado o la
idea de dos ejes. Fermat emplea coordenadas oblicuas aunque no aparece ningun eje en
forma visible, ademas de que no emplea coordenadas negativas, para comprender esto

veamos la figura 5.10.

22 .
Se refiere al extremo del segmento que representa a la ‘ordenada’
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Figura 5.10.

Considerando una curva cualquiera y un punto genérico J sobre la curva, J esta definido por
la longitud A, distancia desde un punto O sobre una linea de base a un punto Z, y la
longitud E de Z a K; se puede ver que las medidas A y E son nuestras x e y. Al respecto,
Klein (1992) se refiere a este principio general utilizado por Fermat, con relacion a las

ecuaciones que contienen dos cantidades desconocidas, de la siguiente manera:

Siempre que en una ecuacion se hallen dos cantidades incognita, tenemos un lugar
geométrico, cuyo extremo describe una linea recta o una curva. (Klein, 1992, p.
402)

Con este método, Fermat escribe algunas ecuaciones de curvas tales como “D in A aequetur
B in E”, que en nuestra notacion es Dx=By, y afirma que esta representa una linea recta.
Otras ecuaciones que establece, son: una mas general para la recta d(a-x)= by; para la
circunferencia B2 - x* =y para la elipse a® — x* = ky?; para la hipérbola (equilatera) xy=a; y

para la parabola x* = ay.

Como ya mencionamos, no manejaba cantidades negativas lo que le impedia representar las
curvas completas, pero era consciente de que se podia hacer una traslacion o girar los ejes.
Una conjetura importante de Fermat es que las ecuaciones de primer grado representaban
rectas y que las de segundo grado tienen secciones conicas como lugares geométricos. Hay
que hacer notar que, en ese momento se sabia que la recta y las conicas se representaban
por ecuaciones de primero y segundo grado (en dos variables) pero no lo inverso; es decir,

si toda ecuacion de primer grado o segundo grado, produce una recta o conica.
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Metodo para calcular maximos y minimos de Fermat

Por el afio de 1636, en un pequefio tratado titulado Methodus ad disquirendam maximam et
minimam, Fermat introduce un método para obtener los méximos 0 minimos de una curva
(funcidn algebraica) utilizando una la técnica de adigualdad que habia sido utilizada por
Diofanto en la Escuela de Alejandria (Collet y Jean-Paul, 1986). EI método se puede

enunciar de la manera siguiente:

...se trata de buscar el maximo o el minimo de la funcion f cuya variable es A;
remplacemos A por A+E (donde A desempefia el papel de nuestro x habitual) en f, y
hagamos f(4+E) = f{A4), dividamos cada término por E y, finalmente, eliminemos
todos los términos que contengan E. La ecuacién resultante se anula para uno o
varios valores de la variable A, y estos valores corresponden a maximos o minimos.
(Collete, 1986, p. 28)

Boyer (1985) entiende el término “adigualdad” como una pseudo-igualdad que se convierte
en igualdad cuando E se hace cero, aunque otros autores lo entienden como hacer dos

expresiones tan aproximadamente iguales como sea posible.

Haciendo una analogia con la notacién y los conceptos que actualmente se tienen, el

método de Fermat se puede enunciar asi:

Lo que hizo equivale a igualar la derivada f’(x) de f(x) a cero para encontrar los
valores de x que hagan maximo o minimo a f(x). Geométricamente esto equivale a
encontrar las abscisas de los puntos de la curva y = f(x) en los cuales la tangente es
paralela al eje x. (Bell, 1985, p. 153)

El trabajo de Fermat sobre maximos y minimos tomo importancia gracias a su principio del
tiempo minimo en Optica, siendo uno de los primeros principios en el calculo de

variaciones con aplicacion a la fisica.

Debemos de marcar que este método para calcular méximos y minimos de Fermat, es
totalmente algoritmico y que para algunos matematicos de su tiempo, como Descartes, les

parecian insuficientes las justificaciones de Fermat sobre su método.
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A continuacion se muestra un ejemplo de la aplicacion de este método: Dividir un segmento

en dos partes de forma que el producto sea maximo (Figura 5.11).

A

—
o %
N

N

Figura 5.11.

Sea N el nimero conocido (la magnitud del segmento) y A la cantidad desconocida, asi

tendremos
f(A) = AN — A) = AN — A%

para maximizar la funcion anterior, siguiendo el método descrito por Fermat, debemos de

remplazar A por A+E, esto es
f(A+E)=(A+E)N—-(A+E)>=AN + EN — A? — 2AE — E*.
Igualamos las expresiones anteriores
AN — A2 = AN + EN — A? — 2AE — E?,
a la expresién anterior la dividimos por E y simplificamos para llegar a
N—-2A—-E=0,

A N
2 '

Luego, el maximo de la funcién se obtiene cuando A toma el valor N/2.
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Tratando de comparar el método algoritmico de Fermat con nuestros conocimientos

actuales, equivale a determinar el valor de A tal que

. fA+E)-f(4)
im =0
E—0 E

La esencia del andlisis infinitesimal est& presente en el método de Fermat ya que el uso de
los valores préximos de las variables y el uso del cambio de variables; algo que se debe de

remarcar, es que este método no permite distinguir entre maximos y minimos.
Determinacion de tangentes

Una aplicacion novedosa que Fermat le dio a su método de maximos y minimos en 1632, es
sobre el trazo de tangentes, donde lo usa para el trazo de la tangente a una pardbola. A

continuacion mostraremos la forma en la que Fermat resuelve este problema.

Figura 5.12. Trazo de las tangentes de Fermat

La ecuacion de esta parabola horizontal es de la forma (Figura 5.12)

yi=px 6 y=,px.

En la que el punto D es el vértice de la parabola y ‘origen de las abscisas’, B es el punto de
tangencia, C es la base de la tangente, E es la interseccion de la tangente con ‘el eje X’ (eje
de la pardbola) tomemos B’ otro punto sobre la parabola y tracemos una perpendicular al

eje que pase por este punto, ésta cortara al eje en | y a la tangente en el punto O.
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De lo establecido anteriormente tenemos
B'I* = p(DD),
BC?* = p(DC),

dividiendo miembro a miembro, obtenemos

B'1?  p(bID) DI B'1?  Bc?
= = —, por lo cual = —.
BC? p(DC) DC DI DC
, . 01? _ BC? -
Como OI > B’I, se sigue que o > e ahora el problema se reduce a hacer minima la

. OrI? .
razon ——, esto sucedera cuando el punto O se vaya acercando al punto B; de este modo,

siguiendo el método descrito por Fermat, tenemos que igualar

0I* BC? 0I*? DI
== - = —_—
DI DC BC? DC’

ahora debemos de dejar todo en términos de cantidades conocidas, y como ABEC~AOEI,

ol EI : -
obtenemos que 2 = e realizando algunos arreglos podemos llegar a la siguiente

expresion

EI* DI EI*> EC?

—_——— — = —,
EC? DC DI DC
Nombremos DC = x, CE =s, Cl = e, sustituyendo en la ecuacion anterior obtenemos que

(s+e)? s°

X+e X

de donde
s?x + 2sex + e%x = s%x + s?e;
dividiendo todo entre e

2sx + ex = s?2.
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Haciendo e = 0, 2sx = s? y s = 2x; en este caso, la incdgnita CE es el doble de la abscisa
del punto de contacto. Para entender mejor este resultado, la pendiente de la tangente esta

dada por

_BC _\Jpx _\p

M= R 2x oy

que corresponde a la derivada de la funcion inicial. Con esto podemos verificar que el
método utilizado por Fermat, nos da un valor correcto de la distancia entre el punto donde

la tangente corta a la recta Cl y la base del punto de tangencia.
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5.3 Paralelismos y diferencias entre las geometrias de Descartes y Fermat

Fermat y Descartes tenian una diferencia muy notable ya que a este Gltimo no le importaba
la belleza y la armonia; ademéas, no les daba valor a las Matematicas puras, ya que
menciona que el método matematico aplicado Unicamente a las Matematicas no tiene valor

para el estudio de la naturaleza.

Su contribucion independiente reposa esencialmente en el reconocimiento de que
una ecuacion dada con dos incégnitas puede considerarse como la determinacion de

una curva plana, con respecto de un sistema de coordenadas. (Bell, 1985, p. 157)

Collete (1986) asegura que, si se agregan los métodos algoritmicos que realizaron cada uno,
para relacionar una ecuacion con su curva correspondiente, bastaria para atribuirles el

mérito de ser los fundadores de la Geometria analitica.

Descartes retoma la idea de Vieta, sobre la construccién geométrica de las raices de
ecuaciones algebraicas, pero introduce cambios importantes en su simbolismo. En cambio
Fermat conserva la notacion de Vieta pero la aplica a un campo nuevo, el estudio de los

lugares geometricos.

Otro aspecto de comparacion entre las ideas de estos dos grandes personajes es respecto a
las ideas que cada uno manejaba sobre como debia de hacerse la clasificacion de las curvas,

ya que tenian propuestas diferentes:

Mientras que Descartes sugiere clases de curvas generadas por movimientos simples,
Fermat introduce grupos de curvas dadas por ecuaciones algebraicas. (Collete, 1986, p.
27)

Lo anterior puede deberse a que los trabajos de cada uno, tienen una gran diferencia:

. se puede decir que Descartes comienza con un problema de lugar geométrico a
partir del cual obtiene una ecuacion del lugar, mientras que Fermat se preocupa mas de

partir de una ecuacion poder deducir las propiedades de su curva. (Collete, 1986, p. 27)

Sin duda, esto ayuda a entender la diferencia en las ideas de cada uno; ya que por un lado,

Descartes trata de pasar de lo geométrico a lo algebraico y, por otro lado, Fermat estaba
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mas motivado por poder descubrir las caracteristicas que tenia una ecuacion, en lo hacia

uso del aspecto geométrico; es decir, Fermat trata de pasar de lo algebraico a lo geométrico.

Sin embargo, no podemos quitarle méritos a ninguno de ellos; su colaboracion fue
fundamental para el establecimiento y desarrollo de la Geometria analitica, una nueva rama

de las Matematicas.
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5.4 Resumen

La introduccién del nuevo método de Descartes, que inicia con argumentos filoséficos, para
llegar a un conocimiento verdadero, en su trabajo sobre el discurso del método, muestra la
explicacion del método, y también la aplicacion del mismo en el apartado llamado La

géometrie, lo cual es fusion de dos areas de la matematica, la Geometria y el Algebra.

En el apartado de la La geometrie, Descartes hace gala de su dominio algebraico y hace
aportes sobre la determinacion de raices de una ecuacion. La mayoria de sus aportes los
realiza resolviendo problemas en los que aplica su nuevo método, siendo el problema de
Pappus uno de los principales, que no solo lo resuelve, sino también que comienza con la
introduccion de ‘sistemas de referencia’ (no necesariamente perpendiculares) para

encontrar la ecuacién de un determinado lugar geométrico.

Respecto a los trabajos de Fermat, destaca la importancia de su propdsito de encontrar el
lugar geomeétrico de una ecuacion; ademas del trazo de tangentes y la implementacion del
método para la determinacién de méximos y minimos, lo cual presenta un gran avance

hacia conceptos que se aproximan a los de infinitésimos.
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Capitulo 6

TRABAJOS POSTERIORES A DESCARTES Y FERMAT:

LA NOTACION ABREVIADA

Después de los trabajos realizados por Descartes y Fermat pensariamos que la Geometria
analitica creceria a pasos agigantados; sin embargo, esto no ocurrio, ya que el nuevo
método no fue aceptado como se esperaba. Howard (1969) menciona que en algunos

circulos fue friamente acogido o con indiferencia.

Posteriormente se comenzaron a realizar estudios un poco mas especializados y se
desarrollaron varias formulas de bastante utilidad. Pero no fue hasta comienzos de siglo
XIX que el nuevo método gand mas seguidores; sin embargo, muchos comenzaron a ver
que parecia que la geometria habia alcanzado su punto maximo, ya que observaban que
mientras los gedmetras que utilizaban el método sintético seguian obteniendo adelantos, los
que aplicaban el método analitico se quedaban detenidos por la complejidad algebraica para
llegar a la solucién de un problema. Ademas, se lleg6 a decir que la Geometria analitica

carecia de sencillez y de elegancia que caracterizaba a la Geometria sintética.

Como resultado de lo anterior, varios partidarios de la Geometria analitica comenzaron a
desarrollar nuevos y mejores procedimientos, principalmente en los métodos de
coordenadas, en las que el principal exponente fue Juliius Plicker (1801-1868), quien en
sus trabajos muestra que la Geometria analitica no tiene nada que envidiarle a la Geometria

sintética.

A continuacion hablaremos de uno de los métodos que se presentaron en defensa de la
Geometria analitica, aunque es uno de los mas sencillos, este es conocido con el nombre de
notacion abreviada, el cual fue tratado ampliamente en el primer libro de Plicker,
previamente estudiado por Gabriel Lama (1795-1870) y por Etienne Bobillier (1797-1832).
Esta notacion, ademas, equivale a que no sean unicamente los puntos los elementos basicos
de la geometria sino, también otras figuras como las rectas, circunferencias o cénicas, con
las que se pueden operar como aquellos y que sustituyen elementos de un espacio, lo cual

conduce a generalizar el nimero de dimensiones.
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La notacion abreviada tiene su base en poder representar expresiones largas mediante
expresiones reducidas, es decir, por ejemplo para escribir la ecuacion de una recta en su
forma general ax + by + ¢ = 0 lo Unico que escribimos es por ejemplo a(x,y) = 0. Esto
es, a(x,y) = ax + by + ¢ = 0; de igual manera, una recta B(x,y) =a'x +b'y + ¢’ = 0.
Si tomamos el punto de interseccion (x,, y,) de las rectas a(x,y) =0y B(x,y) = 0, éste

satisface simultaneamente ambas ecuaciones, es decir, que a(xy, V) =0 Yy que
B (xo,y0) = 0.

Ademas en la notacion abreviada se hace uso del siguiente principio fundamental:

Si a(x,y) =0y B(x,y) = 0 son dos curvas, entonces ma + nf = 0, donde m y n son

constantes, es una curva que pasa por los puntos de interseccion de las curvas a =0y

g =0.

Lo anterior es evidente ya que para que se cumpla que ma + nf = 0 en un punto (x,, ¥),
tendremos que ma(x,, yo) + nB(xq, yo) = 0, lo cual necesariamente se cumple siempre y
cuando el punto (x,,y,) Sea un punto que esté en ambas rectas; es decir, que sea punto de

interseccién de ambas.

A continuacion vamos a hablar un poco sobre los trabajos que se pueden realizar usando la
notacién abreviada, para lo cual se usan conceptos tales como ecuacion normal de una recta
y distancia dirigida de un punto a una recta, los cuales tendran el mismo significado con el
que se presenta a nivel medio superior. Ademas se usan teoremas que enunciamos

enseguida.

Teorema 1. Sia = 0y £ = 0 son rectas diferentes, entonces ma + nf = 0 es una
recta que pasa por el punto de interseccion (real o ideal®) de @ = 0y B = 0. Ademas,
una recta que pasa por el punto de interseccion de las rectasa = 0y 8 = 0 tiene la

formama + nf = 0.

El teorema anterior sale como resultado inmediato del principio fundamental de la notacion

abreviada que ya se presentd. Ahora haremos un ajuste de notacion, consideremos la

23 . . .y .

Al referirnos a un punto de interseccion real nos referimos al punto de cruce de dos rectas y en el caso de
un punto ideal nos referimos al caso en el que las dos rectas son paralelas y el punto de cruce es en el
infinito.
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ecuacion a,(x,y) =0 como la ecuacion normal de la recta a(x,y) =0; es decir,

consideraremos

ax+by+c

RN

y aprovechando la introduccion de esta nueva notacion, tomemos en cuenta la distancia
dirigida de una recta a un punto, considere el punto p (x;,y;) vy la recta a(x,y) =0,

entonces la distancia estara dada por

. ~ _laxy + by, + ¢
(p, a) = an(xl,h) - im

para determinar qué signo debe tomarse, se tienen los siguientes criterios, los cuales son

faciles de probar:

1. Siel punto py el origen estan de lados diferentes respecto la recta, el signo que se va a

tomar es positivo (Figura 6.1).

g

Figura 6.1.

2. Siel punto p y el origen estan del mismo lado respeto la recta, el signo que se toma es

el negativo (Figura 6.2).
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Figura 6.2.

Teorema 2. Si a, = 0y B, = 0 son las ecuaciones de dos rectas normales diferentes que
no pasan por el origen, y si ma + nf8 =0 es una recta que pasa por su punto de

interseccion, entonces —% es la razon de la distancia dirigida, de un punto de la recta

ma + nf =0alarectaf = 0, asu distancia con signo a larectaa = 0.

Demostracion: Sea (xg,y,) un punto sobre la recta si ma + nff = 0, y tomese la
distancia de ese punto a cada una de las rectas d; = a(x0,y0) y d, = L(x0,¥,), por otro

lado tenemos que como el punto esta sobre la recta, entonces

ma(xo,yo) + nB(xo,¥0) =0,

de donde se deduce lo que queriamos mostrar

_m _B&o¥o)
n aXe,yo)

Teorema 3. Si a, =0y B, =0 son las ecuaciones normales de dos rectas dadas no
paralelas, que no pasan por el origen, entonces a, — B, =0 y o, + B, =0 son las
bisectrices de los angulos formados por las dos rectas dadas, siendo la primera la bisectriz

del &ngulo que contiene al origen (Figura 6.3).
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Figura 6.3.

Demostracion: Sea P = (x,,y,) un punto sobre la bisectriz y al cual sacaremos la
distancia desde cada una de las rectas. En este caso tenemos que considerar los posibles

acomodos de las rectas:

1) Cuando el punto P y el origen del mismo lado de la recta o, =0 y el punto P y el
origen de lado contrario de la recta 5,, = 0. Como sabemos la distancia del punto de la

bisectrizalarectaa = 0y B = 0 es la misma, es decir
- an(XOf YO) = Bn(XO' YO)'
de donde obtenemos que a, + B, =0

2) Tomando el punto P y el origen del mismo lado de la recta 8,, = 0 y el punto P vy el
origen de lado contrario de la recta a,, = 0. Como sabemos la distancia del punto de la

bisectrizalarecta a,, = 0y 8, = 0 es la misma, es decir,

(X(X, Y) = - B(X' Y),
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de donde obtenemos que a, + B, =0

3) Considerando punto P y el origen del mismo lado de la recta a,, = 0 y de la recta
Bn = 0. Tenemos que — o, (%,y) = — B,(%,y), de donde obtenemos
a, — By =0.
4) El caso en el que el punto P y el origen de lado contrario de la recta a,, = 0 y de la

recta §,, = 0. De aqui obtenemos a,(x,¥) = Bn(x,y), lo cual nos llevaa
oan— Bn =0

Teorema 4. Si a =0y =0 son las ecuaciones normales de dos rectas dadas no
paralelas, que no pasan por el origen, entonces ma + nf8 = 0 y na + mfs = 0 son rectas

isogonales respecto a los angulos formados por las dos rectas originales. (Figura 6.4)

I |1+|3=D[;!EI'B=D '

Figura 6.4.

**Dos rectas r y s que pasan por un vértice A de un triangulo ABC son isogonales si r forma con AB el mismo
angulo que s con AC. Es decir, si son simétricas respecto la bisectriz del angulo A.
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Demostracion: Bastaria con hacer ver que las rectas ma + nf =0y na + mff =0
tienen la misma recta bisectriz que las rectas «a =0 y B = 0; es decir, solo debemos
demostrar que a — =0 y a4+ 3 =0 son rectas bisectrices de ma +nf =0y na +
mp = 0.

Tomando a’ = ma + nf y B’ = na + mp yhaciendo a' — ' = 0 obtenemos
ma + np — (na + mpB) =0,

de donde (m —n)a— (m—n)B =0, y de aqui obtenemos que o« — = 0, lo cual nos

demuestra que 8 = ¢, y de aqui se tiene que 6 = y; por ello las rectas son isogonales.

De igual manera haciendo o' =ma + nf y B’ =na + mf haciendo o' +p =0

obtenemos a + B = 0, llegando de igual manera a que las rectas son isogonales.

Ademas presentamos el siguiente teorema y sus corolarios que resultan de suma

importancia y utilidad para las cuestiones que se pretenden tratar aqui.

Teorema 5. Sean a =0, =0 y y =0 las ecuaciones de los lados de un triangulo.
Entonces las tres cevianas® mB —ny = 0, ry — sa = 0 y ua — vB = 0 son concurrentes

si y s6lo si mru = nsv.

Corolario 1. Sia =0, =0 yy =0 las ecuaciones de los lados de un triangulo, tres
cevianas concurrentes cualesquiera pueden expresarse en la forma mpf —ny =0,

ny—la=0yla—mp =0.

Corolario 2. Sea un tridngulo con tres cevianas concurrentes. Siempre podemos,
utilizando factores constantes apropiados, tomar «a =0, S =0 y y =0 como las

ecuaciones de los lados del triangulo de modo que las ecuaciones de las tres cevianas sean
B—y=0,y—a=0y a—p=0.

Para hacer notar la versatilidad que presenta este método y la forma en la que se utiliza

analizaremos el siguiente problema:

Las bisectrices de los angulos de un triangulo son concurrentes:

%* Ceviana es un segmento de recta que une un vértice de un tridngulo con el lado opuesto.
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Sean a =0, B=0 y y=0 las ecuaciones normales de los lados del tridngulo,
coloquemos el triangulo dentro de un sistema coordenado de modo que el origen quede en
su interior. De este modo usando el teorema 3, tenemos que las ecuaciones de las
directrices las podemos escribir de comoa — 3 =0, B—y =0,y —a = 0. Por otro lado

tenemos que el teorema 5, nos garantiza que estas tres rectas son concurrentes.

Como acabamos de mostrar, la demostracion de la concurrencia de las bisectrices se vuelve
sencilla una vez que se tiene como herramientas los teoremas anteriores son de suma
utilidad. Asi mismo, como se demostrd este teorema de concurrencia tiene la misma
sencillez demostrar la concurrencia de las alturas, de las medianas, y algunos otros un poco
mas elaborados, como el teorema de Desargues de los tridngulos y el teorema del
Hexagrama mistico de Pascal.

Una aplicacion de la notacion abreviada, es su utilidad para la demostracion de problema de

Pappus, en este caso analizaremos el problema para el caso de cuatro rectas:

Dadas las ecuaciones de las lineas rectas @« = 0, 8 =0, y = 0y § = 0 debe encontrarse
un punto, como C, del cual trazando otras lineas que vayan corten a las iniciales formando
angulos dados, y de modo que el producto a pares de estas rectas sea igual al producto de
la multiplicacion de las otras; o bien que ellas tengan otra proporcién dada nos da como

resultado una conica (Figura 6.5).

Az, v}=ax+bdy+=0

8(x, ¥} = a"x + b’y + ¢ _V}

anr?

alx,y}=axt+by+c=10

¥ryi=a"x+b"v+ =0

Figura 6.5.
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Demostracion: Sean «a =0, 8 =0,y =0y 6 = 0 las ecuaciones de las rectas que pasan
por el punto C(x,y) formando los angulos dados. De este modo para demostrar que se trata

de una conica, tomemos el producto de las ecuaciones de la siguiente manera
ay = kBé§,

donde k corresponde a una constante en la que pueden diferir los productos. teniendo en
cuenta que

a(x,y)=ax+by+c=0,
Blx,y)=adx+b'y+c =0,
y(x,y)=ad"'x+b"y+c" =0,

y
Sx,y)=a""x+b"y+ " =0,

al analizar los productos vemos que seran ecuaciones de segundo grado, de este modo
tenemos que la ecuacion ay = kB3 corresponde a la ecuacion de una conica, lo cual

querl'amos mostrar.

Como vemos la demostracion es muy breve y nos muestra el resultado en forma eficiente;
las soluciones sintéticas de algunos casos particulares de este problema no son féciles de
obtener y el problema, se ha resistido al procedimiento en general. EI método de la notacion
abreviada se puede aplicar para obtener el lugar geométrico para el problema con un
namero mayor de rectas hasta para poder llegar a la generalizacion, algo que se torna un
poco dificil y complejo tratando de seguir el método presentado por Descartes en capitulos
anteriores.

Con esto, queda demostrada la eficiencia y versatilidad que proporciona el método de la
notacion abreviada aunque uno de los problemas que puede presentarse al usarla es que la
notacién puede ser confusa ya que una misma expresion, por ejemplo a(x,y) puede

representar no solo una recta sino que también una conica o cualquier otra curva.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

En los seis capitulos anteriores hemos expuesto, con cierto detalle, los trabajos relevantes
que se realizaron en relacion al origen y desarrollo de las ideas que condujeron, después de
veintiun siglos, al nacimiento de la Geometria analitica. Nuestra revision bibliograficay su
andlisis, nos lleva a identificar tres etapas: La primera, correspondiente al periodo Griego
(S. IV ac., al S. Il a.c.), desde el descubrimiento de las conicas por Menecmo hasta el
trabajo de Apolonio; La segunda, corresponde al periodo Arabe-Italico (S. VIII. al S. XVI),
caracterizado por los avances importantes del algebra, y; La tercera, marcada por los
trabajos de Descartes y Fermat (S. XVII). Finalmente, agregamos algunas anotaciones

sobre una cuarta etapa, posterior al siglo XVII.

A continuaciéon expondremos, en lineas generales, las ideas, solucion a problemas

relevantes y otras aportaciones que se hicieron en cada una de estas etapas.
Primera etapa

Durante mucho tiempo, los gedbmetras griegos centraron sus esfuerzos en el estudio de la
Geometria, construida a partir del uso de la regla y el compas; es decir, de la recta y la
circunferencia. Para ello desarrollaron el llamado método sintético, expuesto claramente

por Euclides en Los elementos.

El surgimiento de la Geometria analitica tiene dos vertientes: 1) el descubrimiento y estudio
de curvas diferentes de la recta y la circunferencia y su aplicacion a la resolucion de
problemas; 2) el desarrollo del método analitico caracterizado por el establecimiento de
relaciones entre variables geométricas (expresadas en forma retdrica) y su tratamiento

mediante una incipiente Algebra geométrica (también retérica).

En cuanto a la primera vertiente, el descubrimiento y estudio de las conicas viene a ser la
principal fuente de problemas, tales como el Problema de Pappus y aquellos que surgieron
del estudio mismo de las nuevas curvas y sus componentes (ejes de simetria, vértices,

diametros, lado recto, normales, tangentes, etc.), un estudio exhaustivo similar al que
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habian realizado los griegos con relacién al triangulo y la circunferencia. Claramente,
Apolonio es el maximo exponente de su época en cuanto a la cantidad de problemas que

propone y resuelve sobre las conicas.

Por otro lado, las cdnicas mostraron su importancia en la resolucion de problemas cuya
solucion no podia obtenerse mediante la geometria euclideana, tal es el caso del problema
de la duplicacion del cubo, que junto con la triseccion del angulo y la cuadratura del
circulo, integran los Ilamados problemas clésicos de los griegos. Estos dos problemas

también estan relacionados con la generacion de otras dos curvas: la cuadratriz y la espiral.

Las limitaciones de los métodos para resolver problemas radica, en este caso, en el tipo de
curvas que se pueden utilizar. En el caso de la Geometria euclideana, las Gnicas curvas que
se utilizan son la recta y la circunferencia, con las cuales se pueden generar y resolver una
cantidad ‘infinita’ de problemas, con relacion a la solucion de ecuaciones so6lo pueden
resolverse las de primero y segundo grado; en cambio, con el auxilio de las conicas se
pueden resolver también ecuaciones de tercero y mayor grado. Si a estas agregamos las
curvas mecanicas, las cuales también se estudian y aplican con el método analitico, el

campo de resolucion de problemas se amplia considerablemente.

Con relacion al llamado método analitico, este se caracteriza por la basqueda de relaciones
simples entre variables y parametros, sin restricciones fijadas de antemano, que permitan
estudiar los lugares geométricos mediante transformaciones algebraicas. Evidentemente, su
desarrollo depende del desarrollo mismo del Algebra. En la época de los griegos v,
particularmente, cuando se realizaron los trabajos mas importantes de las conicas, el
Algebra estaba muy ligada a la Geometria euclideana y, por tanto, era retorica. Si uno
revisa algunas de las traducciones de Los elementos y de Las conicas, se da uno cuenta de
la dificultad de comprensién de esta Gltima obra sobre la primera, ain con explicaciones
apoyadas en el Algebra actual. No es coincidencia pues, que la Geometria analitica surgiera

hasta que el Algebra simbolica alcanzara un nivel importante de desarrollo.
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Segunda etapa

Las contribuciones importantes a la matematica de los antiguos griegos, llegan hasta el
Siglo IV de nuestra era y no volverd a darse un resurgimiento en Occidente, de la misma o
mayor magnitud hasta el siglo XVI. En el periodo intermedio, para el caso de la Geometria
analitica, las principales contribuciones se hicieron en el Algebra por los matematicos
arabes e italianos. Los primeros, rescatando los trabajos de Euclides y Apolonio,
desarrollan novedosos procedimientos de Algebra geométrica para determinar la solucion
de ecuaciones de segundo y tercer grado. Destaca el trabajo de Ommar Jayyam, por su
ingenioso uso de las cénicas para resolver estas Gltimas, aunque no parece haber tenido

influencia en trabajos posteriores.

Desde el siglo XIlI, algunas comunidades italianas establecen relaciones comerciales y
culturales con los érabes, lo cual favorecié un florecimiento del Algebra en la ltalia
renacentista que después se extenderia a toda Europa. Las aportaciones realizadas por los
algebristas italianos, no sélo con la solucion algebraica de las ecuaciones de tercer y cuarto
grado, sino también todo lo desarrollado en torno al planteamiento y resolucion de
problemas algebraicos, establecieron las bases de su independencia de la geometria y del

desarrollo del algebra simbdlica actual.

Sin duda, la solucién definitiva de las ecuaciones de tercer y cuarto grado, por métodos
algebraicos, representa un gran logro al establecer métodos de solucion generales para un
amplio conjunto de problemas; al mismo tiempo abre todo un nuevo campo de problemas
en torno al estudio de ecuaciones de grado n y que, posteriormente, se transformaria en el

estudio de los polinomios.

Al avance de las Matematicas en el periodo mencionado en los parrafos precedentes, se
agrega el surgimiento de una fisica ligada estrechamente a la matematica en desarrollo. En
particular, los trabajos de Oresme y posteriormente de Galileo sobre el movimiento
unifome y disforme, contribuyen al surgimiento de la nocion de funcion y su representacion

gréfica, las cuales pudieron influir en el surgimiento de la Geometria analitica.

Las aportaciones en torno al establecimiento del Algebra simbélica fueron claves en la

consolidacion de esta rama de las Matematicas y la futura creacion de otras como la
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Geometria analitica y el Calculo durante los siglos XVII y XVIII. La introduccion de
simbolos no solo fue atil para expresar relaciones operatorias entre nimeros y cantidades
no determinadas, sino que también abri6 el camino para distinguir otro tipo de cantidades:
variables, constantes y parametros. Esto contribuyé mucho a independizar el algebra de la
geometria y abrir mas posibilidades de interaccién, lo cual se di6 justamente en la

Geometria analitica.
Tercera etapa

Sin duda, el nacimiento de la geometria analitica se da en el siglo XVII en los trabajos,
independientes y complementarios, de Descartes y Fermat. El primero, partiendo de una
nueva concepcion cientifica y un método para resolver problemas, el cual estaba basado en
reglas ldgicas y, en el caso de la geometria, la aplicacion del algebra es trascendental dando
lugar a sus principales aportaciones en el establecimiento de la geometria analitica.
Descartes retoma problemas clasicos de la antigiiedad para mostrar el poder de los métodos
algebraicos en la solucién de problemas geométricos (problema de Pappus y trazo de
tangentes) el estudio de curvas mecéanicas estableciendo su expresion algebraica y, la
solucion de ecuaciones de tercer y cuarto grado, empleando las conicas y estableciendo una

conexion importante entre las ecuaciones y la interseccion de curvas.

En el trabajo de Descartes expuesto en La Geometrie, habrd que reconocer también, sus
aportaciones al dlgebra misma, sobre todo en la notacion y las raices de ecuaciones.

Por otro lado, el trabajo de Fermat se enfoca al estudio de los lugares geométricos
asociados a ecuaciones algebraicas, lo cual le permiti6 generar una gran cantidad de curvas
y estudiar sus propiedades. Particularmente, adquieren relevancia su trabajo sobre tangentes
y maximos. Aportando en este Ultimo, ideas y procedimientos que favorecieron el

desarrollo del célculo, en particular, al introducir una nocion cercana a infinitésimo.
Etapa posterior al Siglo XVII

Si bien, con los trabajos de Descartes y Fermat, se establecieron los fundamentos
definitorios de la Geometria analitica, faltando por realizar mucho trabajo para llevarla a un

nivel como el que se tiene en la actualidad.
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En el mismo siglo XVII se hicieron algunos aportes, como la incorporacion, por John
Wallis (1616-1703) de los nimeros negativos al sistema de coordenadas, el cual se empez6
a denominar cartesianas; también, Jacques Bernoulli (1654-1705) introduce las
coordenadas polares. En el siglo XVIII, se introducen otros sistemas de coordenadas
(cilindricas y esféricas) y, el desarrollo de la Geometria analitica, continda muy ligado al
desarrollo del Calculo, esta relacion llegara a su culminacion con el surgimiento de la

geometria diferencial en el siglo X1X.

Algunos partidarios de este método investigaron méas a detalle aspectos de esta materia y
plantearon varias formulas Utiles, aunque el avance se veia truncado por la complejidad de
algunos célculos algebraicos mientras que los avances que producian los gedmetras que
aplicaban el método sintético seguian en progreso. En el intento de favorecer el desarrollo
de la Geometria analitica se introducen varios procedimientos, tal como la notacion
abreviada estudiada por Julius Pliicker (1801-1868), con los que se intenta mostrar que el
nuevo método no tiene nada que envidiarle al método sintético. Asi como el anterior fueron

varios los procedimientos que se crearon para dar respaldo a la Geometria analitica.

El proceso de desarrollo del nuevo método continuaria para que este tomara la forma que
actualmente tiene. En la actualidad se han desarrollado software de geometria dindmica
tales como Geogebra que permiten el andlisis y estudio de funciones o graficas. Como se
mostré a lo largo del trabajo, este software se puede utilizar como una herramienta

didactica para facilitar la solucion y comprension de problemas.
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ANEXO

En este anexo describimos algunas de las construcciones que aparecen en el trabajo y que
se realizaron en el software Geogebra, presentando los protocolos de construccion

correspondientes que pueden ser de utilidad para reproducir las construcciones.
Normales de Apolonio

En esta parte presentamos la forma que describe Apolonio para el trazo de las normales
desde cualquier punto sobre el plano, para el ejemplo que se muestra en a figura se trabaja
sobre una parabola, la cual se define inicial mente en el software, la ecuacion de esta es:
y? =a-x donde el para definir el valor de “a” se colocd un deslizador para definir su

valor.

Después colocamos un punto en el plano en el lugar que se desee, siendo sus coordenadas
- .y 1
0 = (xq,y0) Y en base a este punto definimos la hipérbola x -y — (x — SOy — zy_(; =0,

después trazamos los puntos de interseccién entre la cénica que acabamos de definir y la

pardbola inicial, en el ejemplo que se muestra la interseccion es C.

Por Gltimo trazamos la recta que pasa por cada punto de interseccion y el punto O =
(x0,yo) de este modo tenemos las normales a la curva que pasan por ese punto. La ventaja
de esto es que podemos deslizar el punto sobre el plano ademas de que también podemos
cambiar la conica inicial que era una pardbola por alguna otra como la elipse o hipérbola
teniendo cuidado de cambiar los pardmetros correspondientes para cada una.

o " laecuacion de la recta norma es: 5.87x- Ty= 5553
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En la imagen anterior la pardbola es la que se presenta en color azul y la ecuacion de la
hipérbola es la curva de color rojo. El protocolo de construccion es el que se presenta en la
siguiente tabla, la cual presenta el orden en el que se fueron generando los objetos y los
nombres que se le iban dando a estos, asi como también la forma en la que se definieron y

el valor de estos.

{7 Protocolo de la Construccién

Archiva Vista Ayuda

N°  [Nombre | Definicin [valor
1 Ndmero a a=6
2 Parabolac Y¥oax C ¥y = 6x
3 |Punto A Focodec A={1.50)
4 |Punto O 0 =(7.6,-1.58)
5 Nomerox, ®(0) X, =76
6 |Ndmero ¥, (o)) y, =-156
7 |Hipérbolad Ry -, -112a) Y-, 12a=0 dixy-4.6y=-468
8 |PunioC Punto de interseccion de ¢, d C=(359 464)
8 |PuntoD Punto de interseccién de ¢, d D =(0.19, 1.06)
8 |PuntoE Punto de interseccidn de ¢, d E=(5.42 -5.7)
9 Rectab Tangente a c pasando por C b -3x+ 4 64y =1077
10 Rectae Recta gue pasa por C perpendiculara b e -4 Gdx - 3y =-3057
11 Rectaf Tangente a c pasando porD T -3+ 1.06y =056
12 Redag Tangente a c pasando porE g -3X-57y="16.26
13 Rectah Recta gue pasa por D perpendicular a f h:-1.06x-3y=-3.39
14 Redai Recta que pasa por E perpendiculara g iiBTx-3y=4801

Solucion de ecuaciones de tercer grado de Omar Jayyam

Al inicio de la construccion definimos primero tres deslizadores que iran tomando los
valores de los coeficientes de la ecuacion de la forma x3 + b%x + a3 = cx?, en nuestro
caso usaremos los ejes coordenados como referencia para la construccion aunque esto no
quiere decir que debe de ser asi necesariamente ya que pueden tomarse rectas cualesquiera
como referencia.

Colocamos un punto B sobre el eje y, después trazamos una recta | paralela al eje x que pase

3
por B y sobre esta localizamos el punto A, de tal modo que el segmento AB = Z— y de

2

igual modo localicemos el punto C sobre la recta | de modo que BC =c.
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Construya el segmento AC y con este como diametro trace la semicircunferencia. Después
levante la perpendicular a AC que pase por B, la cual corta en D a la semicircunferencia.
Sobre el segmento BD localicemos el punto E de modo que BE = b, y por el punto E

tracese EF paralela a AC.

Después hallese G sobre BC tal que BG - ED = BE - AB 'y complete el rectangulo DBGH,
en seguida trace por H la hipérbola equilatera que tenga como asintotas a EF y ED, la cual
cortara a la circunferencia en J, punto por el cual trazaremos una paralela a DE que cortara
al segmento EF en el punto K y al segmento BC en L, de este modo el segmento BL sera la

raiz cubica. La imagen resultante sera la siguiente:

i i [ a=18
_-—
Illnl b=
II'. c=4d .
,—F'""!ff -\-H-HH"'"::‘_';:. i
L
o
r'fj R"‘-\-_
/ ﬂ
/ E ' \
|| v
[ Il;
S e ——E.._ = .
— 1

La forma de obtener la imagen anterior es mediante el protocolo de construccion que aqui
presentamos:

“¥ Protocolo de la Construccién

Archivo Vista Ayuda

Ne | Mombre | Definicion [Valor
1 Nimero a a=18
2 Nimerob ' b=1
3 Numeroc =4
Punto B Punto en Ejey B=(0,-1
5 Rectad Recta que pasa por B perpendicular a EjeY .d:y:-1
fi 'Circunferencia g 'Circunferencia con centro B y radic a*/ b* 'e: E+{y+1F=3401
7 |Punto A Punto de interseccidn de e, d 'A =(-b.83,-1)
7 Punto C, PPunto de interseccion de e d C, =(2.83-1)
8 .Circunferenciaf 'Circunferencia con centro B y radio ¢ fE+y+1F=16
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——
; ; Protocolo de la Construccion “

Archivo Vista Ayuda

N*  |Mombre | Definicién [valor
9 |FuntoD, Punto de interseccidn de f, d D,=4-1)
9 |Punto C Punto de interseccion de f d C=(4,-1)
10 Segmento g Segmento [A C] g=923
11 Arcoh Semicircunferencia através de Ay C h=1544
12 Punto D Punto de interseccion de h, EjeY D=(0,3.83)
13 |Circunferencia k, Circunferencia con centro By radio b ko (y+ 1P =1
14 |Punto E Punto de interseccidn de k, EjeY E=(0,0)
14 |Punto F Punto de interseccion de k;_, EjeY F=(0,-2)
15 Redai Recta que pasa porE paralelaag iLy=0
16 Ndmero ED Distanciade EaD ED =3.83
17 |Texto TextoED Nombre[E] + (Mombre[D]) +™\ =\, "+ ED TextoED ="ED, =\, 3.83"
18 Circunferencia p Circunferencia con centro B y radio a/ (ED b) P+ y+1F=232
19 |Punio G1 Punto de interseccién de p, g G1 =(-152 -1)
19 |Punto G Punto de interseccion de p, g G={1.52 -1)
20 Reda] Recta que pasa por D perpendicular a EjeY jy=383
21 Rectal Recta que pasa por G perpendiculara g lx=152
22 |PuntoH Punto de interseccian de j, | H={1.52 3.83)
23 |Punto K Punto de interseccian de |, i K=(1520)
24 Segmentom Segmento [G, H] m=4283
25 Segmenton Segmento [D, H] n=152
26 |Cuadrilatero poligono Poligono D, H, K, E poligono1 =583
26 |[Segmento d, Segmento [D, H] de Cuadrilatero poligono d, =182
26 |Segmento h1 Segmento [H, K] de Cuadrilatero paligono hl =383
26 |Segmento k Segmento [K, E] de Cuadrilatero poligonot k=152
26 |Segmentoe, Segmento [E, D] de Cuadrilatero poligono g, =3.83
27 |Cuadrilatero poligono2 Poligono E, K, G, B poligono2 = 1.52
27 |Segmento &, Segmento [E, K] de Cuadrilatero poligono2 g, = 152
27 |Segmento k, Segmento [K, G] de Cuadrilitero poligono2 k, =1
27 |Segmento g, Segmento [G, B] de Cuadrilatero poligono2 g,=152
27 |Segmento b, Seamento [B, E] de Cuadriltero poligono2 b,=1
23 Hipérbolag %y = poligono? qxy=583
29 |Punto | Punto de interseccidn de h, g |=(1.95 3)
29 |PuntoJ Punto de interseccidn de h, g J={-5.83,-1)
29 |Punto L Punto de interseccidn de h, g L=(3.04, 192)
29 |Punto O Punto de interseccidn de h, g 0 indefinida
30 |Rectar Recta que pasa por L perpendiculara g rx=304
31 Rectas Recta que pasa por | perpendicularag 5 %=195
32 |Punto M Punto de interseccidn de s, g M=(195-1)
33 |Punto M Punto de interseccidn der, g MN=(3.04 -1)
34 \Nimero distanciaBM DistanciadeBaM distanciaBM = 1.95
35 Texo TextoBM Mombre[B] + (Nombre[M]) + ™1, =\ " + distanciaBM  TextoBM ="BM 1, =1, 1.85"
36 NUmero distanciaBN DistanciadeBaN distanciaBN = 3.04
37 Texo TextoBM Mombre[B] + (Nombre[M]) + ™1, =\ " + distanciaBMN  TextoBMN ="BMN 1, =, 3.04"

38 Texto texto? “La ecuacidn resuelta es: ™ + 5" 3" + ™+ + (07) + X" textol ="La ecuacidn resuelta es: x,
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Descartes y la obtencion de ecuaciones de una curva.

Para la construccion primero se traza una recta | que funcionara como el eje X, después
vamos a localizar un punto G sobre esta recta y después generamos un deslizador “a” para
localizar a esta distancia al punto A. Después trazamos una recta perpendicular a | que pase
por el punto A la nombraremos ly, sobre esta colocamos un punto L que puede desplazar

sobre toda la recta.

Después colocamos otro deslizador “b” para colocar un punto K a la distancia que marque
ese deslizador sobre la recta Iy respecto del punto L y después trazamos la segmento que

pasapor Gy L.

Después trazamos una paralela a | que pase por L y la nombraremos como |, y colocamos
un nuevo deslizador “c” para localizar el punto N a la distancia que indique el deslizador ¢
y después trazamos la semi-recta que pasa por los K y N, para enseguida localizar el punto
de interseccion C de la semi-recta KN y el segmento GL. Después trazamos otra recta
paralela a | que pase por C y localizamos la interseccion de esta con la recta lp. Por altimo
utilizamos la opcion de lugar geométrico para determinar como se comporta el punto C
conforme se mueve el punto L. A continuacién presentamos la figura final después de

seguir todos los pasos indicados anteriormente.

Para obtener la ecuacion de la curva generada colocamos cinco puntos en cualquier lugar
sobre la conica, esto con la finalidad de usa la opcidén ‘conica que pasa por cinco puntos’
que nos da el software, de este modo se presenta la ecuacién de la conica que corresponde a
una rama de la hipérbola, en la parte algebraica aunque podemos presentarlo en la parte

grafica mediante un cuadro de texto.
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La siguiente imagen muestra el protocolo de construccion para la obtencion de la ecuacion

de lugar geométrico que se acaba de mostrar.

"7 Protocolo de la Construccién

.

Archivo Vista Ayuda

N° [Nombre Definicidn [valor
1 Punto G Punto en EjeY G=(0,2.08)
2 |Recta a, Recta que pasa por G perpendicular a EjeXx a x= 0
3 |Recta b1 FRecta que pasa poererpendicuIaraa1 b1:y:2.05
4 Nimeroa a=145
5 | Circunferencia c, Circunferencia con centro G y radio a c, ¥+ (y-2.06F=210.25
6 |Punto A Punto de interseccidn de c,. by A=(14.5 2.06)
6 |Punto Cl Punto de interseccidn de tp bl Cl =(-14.5, 2.06)
7 |Rectad Recta que pasa por A perpendicular a b1 dx=145
8§ PuntoL Punto en d L={14.5,7.2)
9 Nimerob b=3
10 Circunferencia e Circunferencia con centro Ly radio b e (x-145F+({y-7T2F=9
11 Punto K Punto de interseccidn de e, d K=(145102)
11 |Punto D Punto de interseccién de e, d D={14542)
12 Segmento f Segmento [, L] f=15.238
13 Recta] Recta que pasa por L perpendicular a d fy=72
14 Rectac, Recta que pasa por L perpendicular a d Cyy=72
15 |NOmero ¢ c=27
16 Circunferenciag Circunferencia con centro L y radio c Q (x-145F+(y-72F=7.29
17 |Punto M Punto de interseccidn de g, = N=(11.87.2)
17 |Punto C;_ Punto de interseccidn de g, c, C;_ =(17.2,7.2)
18 Semirrecta h Semirrecta que pasa por K, N h:3x-27y=15197
19 Segmento i Segmento [N, L] i=27
20 Punto C Punto de interseccidn de h, f C=(1054, 579)
21 Rectak Recta que pasa por C perpendiculara d ky=579
22 Punto B Punto de interseccidn de k, d B=(145 579)
23 Segmento| Segmento [C, B] | =396
24 |Lugar Geométrico lugari LugarGeomeétrico[C, L] lugari
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Solucion de ecuaciones de cuarto grado de Descartes

La construccion que vamos a utilizar es la correspondiente para a solucion de ecuaciones de
la forma z* = +pz? + qz + s, donde para resolverla haremos uso de la interseccion de una
parabola con una circunferencia, haciendo la aclaracion que la primera tendra su vertice en

el origen y la segunda podré tener su centro fuera del origen (h, k) y suradioesr.

Para poder graficar las curvas anteriores necesitamos conocer los siguientes valores, donde
P, g, s los obtenemos de la ecuacion en cuestion. Una vez localizados esos valores los

sustituimos en las siguientes ecuaciones:

1-p
k= 2
__1
h = 2

r’=h%>+k*-s

Con los valores anteriores graficamos la parabola y la circunferencia introduciendo las
ecuaciones directamente en la barra de entrada del software. Después de realizar esto
Unicamente seleccionamos los puntos de interseccion entre ambas curvas y las coordenadas
en x de estos puntos serdn las soluciones a nuestra ecuacion de cuarto grado. A

continuacion presentamos una ilustracion de lo anterior.

Objetos Libres

d cii{x+ 76+ [y - 107y =11765
J diy=x"

Objetos Dependientes

J A=(-14,196) A
& B_=l-6._25] D
2 C={6,36)

4 D={13,169)
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El protocolo de construccion de la imagen anterior se presenta en la siguiente tabla:

7' Protocolo de fa Construccign

Archivo Vista Ayuda

N° | Nombre

| Definicion

| Valor

Circunferancia c
Parbola d
'F'unmﬁ.

'F'unm B

'F'unh:r C

'F'unm D

[£% IR SR L R % R e

'F'u nto de interseccion de ¢, d

Punto de interseccidn de ¢, d

Punto de interseccidn de ¢, d

Punto de interseccion de ¢, d
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C %+ 76F + (y- 107TF = 11765

dy=x

A=(-14, 196)

B=(525)

C=(6,36)

D= (13, 169)
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