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Introduccion

El presente trabajo se basa en el articulo Analytic topologies over countable sets [6],
escrito por Stevo Todorcevi¢ y Carlos Uzcategui, a lo largo de este trabajo se analizan
las primeras secciones del articulo y se explican mas a fondo los resultados de éste. El
objetivo del trabajo es presentar algunos resultados de manera mas explicita, agregando

varios detalles.

En este trabajo estudiaremos topologias sobre conjuntos numerables. Podemos iden-
tificar a cada subconjunto de N con su funcién caracteristica. Asi, el conjunto potencia
P(N) se identifica con el espacio de Cantor 2~. Por este hecho, podemos considerar a cada
topologia sobre N como un subconjunto de P(N) y de esta manera podremos decir que 7
es cerrado, abierto, Borel, etc. Analizaremos qué pasa con la complejidad de una topologia
como subconjunto de 2V si suponemos que cumple ciertas propiedades topolégicas. Y vi-

ceversa, si T tiene cierta complejidad como subconjunto de 2V, qué pasa topolégicamente.

En el primer capitulo enunciamos varios resultados y definiciones de topologia general
e interpretaremos éstas en el caso particular de 2. También estudiaremos la topologia

sobre 2V, Todos los resultados de este capitulo se utilizaran a lo largo de todo el trabajo.

En el segundo capitulo se analizan topologias cerradas y Gys. Se estudian resultados
importantes sobre topologias con la propiedad de Baire. Ademads, se analiza un ejemplo

de una topologia Gs-completa.

En el tercer capitulo se estudia la complejidad de bases y subbases para una topologia.
En particular, estudiaremos qué propiedad necesita una topologia para tener una base F,
y G(g.

v



En el cuarto capitulo estudiaremos la complejidad de las topologias Hausdorff. El
resultado méas importante del capitulo nos dice que las topologias analiticas Hausdorff,

tienen complejidad al menos TI3.

En el quinto capitulo se analizan dos ejemplos de espacios numerables y la complejidad
de su topologfa. El primer ejemplo es una topologia con complejidad II2 , | sobre el espacio
w<¥. La topologia definida depende de un filtro sobre w, asi que, dependiendo de la
complejidad del filtro se puede lograr que la topologia tenga cierta complejidad. El segundo

ejemplo analiza un grupo topolégico con complejidad X1-completo.

Aun quedan preguntas sin responder sobre el tema. Una de las preguntas mas significa-
tivas es si toda topologia analitica sobre un conjunto numerable tiene una base o subbase
Borel, y si la respuesta es afirmativa, seria natural preguntar la complejidad minima de

tal base o subbase.






Capitulo 1
Conceptos basicos

En la seccion 1 de este capitulo expondremos definiciones y resultados bésicos de
topologia general, los cuales pueden ser consultados en [5]. En la seccién 2 expondremos

resultados de teorfa descriptiva de conjuntos que pueden consultarse en [1].

1.1. Topologia general

Un espacio topoldgico es un par (X,7), donde X es un conjunto y 7 es una colec-
cién de subconjuntos de X tales que 0,X € 7 y 7 es cerrado bajo uniones arbitrarias
e intersecciones finitas. Tal coleccion es llamada una topologia sobre X y sus elementos
son llamados conjuntos abiertos. El complemento de un conjunto abierto es un conjunto
cerrado. Ambos, () y X son cerrados. La coleccién de conjuntos cerrados es cerrada bajo

intersecciones arbitrarias y uniones finitas.

Un subespacio de (X, 7) consiste de un subconjunto Y C X con la topologia relativa,
7Y ={UNY :U € 7}. En general, para un conjunto X, un subconjunto ¥ C X y una
coleccion A de subconjuntos de X, la restriccién de A a Y se define por A [ Y = {ANY :
Ae A}

Una base B para una topologia 7 es una coleccion B C 7 con la propiedad de que cada
conjunto abierto es la unién de elementos de B. Para que una colecciéon B de subconjuntos
de X sea una base para una topologia, es necesario y suficiente demostrar que la inter-

seccion de cualesquiera dos elementos de B se puede escribir como la unién de elementos

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

de By |J{B : B € B} = X. Una subbase para una topologia 7 es una coleccién S C 7 tal
que el conjunto de intersecciones finitas de conjuntos de § forma una base para 7. Si X es
un espacio topologico y z € X, una vecindad de z es un conjunto V' que contiene un con-
junto abierto U que contiene a x. Una vecindad abierta de x es un conjunto abierto que lo
contiene. La coleccién de vecindades que contienen a x es un sistema de vecindades para

x. Con respecto a un sistema de vecindades para z € X se tiene el siguiente resultado.

1.1.1 Teorema. Sea X un espacio topoldgico. Si para cada v € X, la coleccion B, de

subconjuntos de X satisface
i) SiV € B,, entonces x € V.
ii) Si Vi, Vy € By, entonces existe Vi € B, tal que V3 C Vi NVs.
i) Si'V € B, existe Vy € B, tal que sty € Vp, entonces existe W € B, con W C V.
Entonces B, es una base de vecindades de x.

1.1.2 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es segundo nume-

rable si tiene una base numerable.
Producto Topoldgico.

1.1.3 Definicién. Para cada a € A, sea X, un conjunto. El producto cartesiano de

los conjuntos X, es el conjunto

HXQ ={z: A— UXa : (Va € A)(z(a) € X,)}

acA
que se denota por [] X, si no hay confusién con el conjunto de indices. El valor de

x € [[ X4 en a se denota usualmente por x, y se refiere a la a-ésima coordenada de z.

Supdngase ahora que para cada o € A, X, es un espacio topolégico. Queremos definir

una topologia sobre el producto cartesiano.

1.1.4 Definicién. La topologia de Tychonoff (o topologia producto) en [ [ X, se obtiene

tomando como base para los abiertos, conjuntos de la forma [] U,, donde

i) U, es abierto en X,, para cada o € A
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ii) Para todas, excepto una cantidad finita de coordenadas, se tiene U, = X,.

Se verifica facilmente que i) se puede reemplazar por
i') Para todo o € A, U, € B, donde B, es una base fija para la topologia de X,.

Nétese que el conjunto [[U,, donde U, = X, excepto para una cantidad finita

Q1,Qa, ..., 0y, se puede escribir como

HUa = H;11<Ua1) M---n H(;i(UOén) = ﬂH;}(UaJ

donde
I, (Ua,) = {x € HXO‘ cx(ay) € U%}.

La funcién [ : [T Xo — Xj definida por []4(z) = x5 se llama la funcién proyeccién

del producto sobre Xg, o simplemente la $-ésima proyeccion.

Por tanto, la topologia producto es precisamente la topologia que tiene por subbase a

la coleccién
{Hal(Ua) ca € A, U, abierto de Xa}.
1.1.5 Definicién. Un espacio métrico es un par (X,p), con X un conjunto y p :
X x X — [0, co0) una funcién que satisface:
i) plz,y) = 0=z =y;

i) p(x,y) = ply, z);

iit) p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y).
Tal funciéon se llama métrica sobre X.

Definimos la bola abierta con centro en x € X y radio r por

B.(z) ={y € X : p(y,x)< 1}

con r>0. Las bolas abiertas forman una topologia sobre X, llamada la topologia del es-

pacio métrico. Un espacio topolégico (X, 7) es metrizable si existe una métrica p sobre



4 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

X tal que 7 es la topologia de (X, p). En este caso decimos que p es compatible con 7.

1.1.6  Definicién. Un subconjunto D C X de un espacio topoldgico X es denso si
intersecta a todos los conjunto abiertos no vacios. Un espacio que contiene un conjunto

denso numerable se llama separable.

Sea (X, p) un espacio métrico. Una sucesion de Cauchy es una sucesion {x,} de ele-
mentos de X tal que Ve > 0 AN Vm,n > N p(x,,x,,) < €. Decimos que (X, p) es completo

si toda sucesion de Cauchy tiene limite en X.

1.1.7 Definicion. Un espacio es completamente metrizable si existe una métrica p para
X compatible con su topologia y tal que (X, p) es completo. Un espacio se dice polaco

si es separable y completamente metrizable.
1.1.8 Ejemplo. i) R, C, C", RY y CN son espacios polacos.

ii) Cualquier conjunto A con la topologia discreta es completamente metrizable, y si

es numerable entonces es un espacio polaco.
iii) El espacio de Cantor 2 y el espacio de Baire N' = w®, son espacios polacos.

Otros conceptos importantes que necesitaremos a lo largo de este trabajo son los

axiomas de separacion y compacidad que explicamos brevemente a continuacion.
1.1.9 Definicion. Sea X espacio topoldgico.

i) Decimos que X es T si y sélo si para cualquiera dos elementos distintos de X, existe

un conjunto abierto que contiene a uno y no al otro.

ii) Decimos que X es Tj si y sélo si para x,y € X distintos, existe una vecindad de

cada uno que no contiene al otro.

iii) Decimos que X es T, (Hausdorff) si y sélo si para z, y € X distintos, existen

conjuntos abiertos ajenos U y V conx € U,y e V.

iv) Decimos que X es regular si y s6lo si para cada conjunto cerrado F de X y z ¢ F,

existen conjuntos abiertos disjuntos U y V talesque z € Vy V C F.
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Es claro que si un espacio es T es a su vez 11 y Tp, es decir, se dan las siguientes
implicaciones
=T, =1y

Ademas, un espacio regular T} es Hausdorff.

1.1.10 Definiciéon. Un espacio topolégico X es compacto si cada cubierta abierta de
X tiene una subcubierta finita, es decir, si {U;};c; es una familia de conjuntos abiertos y
X = U U;, entonces existe Iy C I finito tal que X = U Ui.

iel i€lo

La siguiente proposicion nos da mas informacién sobre espacios compactos.

1.1.11 Proposicién. i) Un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es ce-

rrado.
ii) Un subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
iii) (Teorema de Tychonoff) El producto de espacios compactos es compacto.
En espacios métricos se cumple la siguiente equivalencia para conjuntos compactos.

1.1.12  Proposicién. Sea X un espacio métrico. X es compacto si y solo si cada

sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

1.1.13 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Un punto p € X es punto limite si
toda vecindad de p contiene un punto g # p. Un punto p € X es un punto aislado si no

es punto limite. Denotamos al conjunto de puntos limite de X por XM,

1.1.14 Definicién. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y. Entonces f es
continua en zy € X siy sélo si para cada vecindad V' de f(zg), existe un vecindad U de

xo tal que f(U) C V. Decimos que f es continua si lo es para todo xy € X.

1.1.15 Definicién. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y. Entonces f es un

homeomorfismo si es biyectiva, continua y ademas su inversa también es continua.
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1.2. Conjuntos magros

1.2.1 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X se dice nunca
denso si su cerradura A tiene interior vacio, es decir, int(A) = @ (equivalentemente si
X \ A es denso). Equivalentemente, A C X es nunca denso si y s6lo si para todo abierto

no vacio U de X, existe un abierto no vacio V. C U tal que VN A = (.

1.2.2 Definicién. Un conjunto A C X es magro (o de la primer categoria) si A =
Unew Ans donde cada A, es nunca denso. Equivalentemente, A C X es magro si y sélo si
estd contenido en una unién numerable de conjuntos cerrados nunca densos. Un conjunto
que no es magro se dice de la segunda categoria. El complemento de un conjunto magro
es un conjunto comagro (o residual). Un conjunto comagro contiene la interseccién nu-

merable de una familia de conjuntos densos abiertos.

Se cumplen las siguientes propiedades de los conjuntos nunca densos y de los conjuntos

magros.
1.2.3 Proposicion. Sea X espacio topolégico

i) Si A C X es nunca denso entonces A es nunca denso.

ii) Si BC ACX, y A esnunca denso, entonces B es nunca denso.

iii) Si A,B C X son nunca densos entonces AU B es nunca denso.

Demostracion. Para demostrar los incisos i) y iii) usaremos la definicién equivalente de

los conjuntos nunca densos.
i) int(cl(A)) = int(A) = 0.

ii) Sea U abiertono vacio. Existe V abierto tal que VC Uy VN A = (). Se tiene

entonces que

VNB=40,

de aqui que B es nunca denso.
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iii) Sea U abierto no vacio de X. Existen dos abiertos V,.W = () de X tales que V.WW C U
yVNA=0,WnB =0. Ahora, también existen abiertos V',W’ tales que V' C V,
W CWyV' NnB=0, W NA={. Entonces

WUV N(AUB)=(WNnAUW NB) UV NnA)U(V'NnB) =10,

con V' UW' C U. Por tanto AU B es nunca denso.

1.2.4 Proposiciéon. Sea X espacio topologico
i) Si M C X es magroy N C M, entonces N es magro.

ii) Si{M, :n € w} es una familia numerable de conjuntos magros, entonces U M, es

new
magro.

Demostracion. Usaremos la definicion equivalente de los conjuntos magros para demostrar

la proposicion.

i) Si M es magro entonces existe una familia de conjuntos cerrados nunca densos
{F, :n € w} tales que M C U F,,. Entonces

new

NgMgUa.

ii) Para cada n existe una familia de conjuntos cerrados nunca densos {Fy,, : k € w}

tales que M,, C U F}, . Entonces
kEw

[]

1.2.5 Definicion. Un ideal Z en un conjunto X es una coleccién de subconjuntos no

vacia de X que contiene al vacio y cumple:

i) Si A, B € 7 entonces AUB € T.
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ii) Si AC By B €Z entonces A € 7.
Si ademas es cerrado bajo uniones numerables se llama o-ideal.

1.2.6 Ejemplo. La coleccion de los conjuntos nunca densos de un espacio topolégico

forman un ideal y la coleccién de los conjuntos magros forman un o-ideal.

1.2.7 Definicién. Sea X un espacio topolégico y U C X un abierto. Decimos que
A C X es magro en U si ANU es magro en X (esto es equivalente a decir que ANU
es magro en U con la topologia de subespacio). Ademds, A es comagro en U si U \ A es

magro.

1.2.8 Definicién. Sea 7 un o-ideal en un conjunto X. Si A, B C X, decimos que
A, B son congruentes mdédulo Z, en simbolos A =7 B, si la diferencia simétrica
AAB =(A\B)U(B\ A) e T.

En particular, si Z es el o-ideal de los conjuntos magros de un espacio topolégico,

escribimos

A=, B
y decimos que A y B son congruentes médulo los conjuntos magros.
1.2.9 Proposiciéon. La relacion =7 es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea Z un o-ideal en un conjunto X.

i) Reflexiva: Si A C X
ANA=0eT.

ii) Simétrica: Sean A,B C X tales que A =7 B, entonces
AAB = BANA € T.
iii) Transitiva: Sean AAB € Ty BAC € Z. Entonces
ANC C (AAB)U (BAC) € T.

Asi que AANC € 1. n
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1.2.10 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X tiene la Pro-
piedad de Baire (BP) si A =, U para algin conjunto abierto U C X.

En particular todos los conjuntos abiertos, cerrados, F, y Gy tienen la Propiedad de

Baire.

1.3. Topologia sobre el espacio de Cantor 2¢

En la definiciéon de producto topologico de la seccion anterior, consideramos el caso
particular en el que el conjunto X, = {0,1} para cada a € A dotado con la topologia
discreta, y el conjunto de indices A es el conjunto de los niimeros naturales. Llamamos a

dicho producto el espacio de Cantor y sera denotado por
20.)

Al espacio de Cantor también lo podemos pensar como homeomorfo al conjunto potencia
de los nimeros naturales w, al identificar cada subconjunto de naturales con su funcion

caracteristica.

Segun la topologia del producto topolégico, un abierto subbésico de 2¢ es el conjunto
de todas las funciones que en un subconjunto finito de w toman solamente un valor, 1 o
0. Entonces, V' C 2“ es un abierto basico si existen dos conjunto finitos F'y K, tales que
dado x € V, si @ € F entonces z(o) = 1 y si @ € K entonces z(a) = 0. Por lo dicho

anteriormente, podemos escribir a V' como

V={ACw:FCA&KNA=0}

Admitimos el caso en que alguno, F' o K, es vacio. Por ejemplo, una vecindad bésica
V para la funcion x € 2¥ que sélo toma el valor 1, K debe ser vacio pues de lo contrario
x no perteneceria a V. De igual manera, para cualquier vecindad basica de la funcién que

toma solo el valor 0, el conjunto finito F' deberd ser vacio.

El espacio de Cantor lo podemos visualizar de la siguiente manera:
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)

La raiz del arbol representa la sucesion vacia. Los niveles del arbol estdn enumerados
por los naturales. Cada rama representa una sucesién de ceros y unos, donde ir a la de-
recha significa que en ese nivel (natural) toma el valor uno e ir a la izquierda significa

tomar el valor cero.

La utilidad de visualizar al espacio de Cantor como lo hicimos en la figura anterior es
que podemos definir la misma topologia de manera distinta y muchas veces esta nueva
forma de definirla nos facilitara el trabajo. Tal topologia es la generada por las sucesiones

finitas que definimos a continuacion.

Para n € w, denotamos por 2" al conjunto de todas las sucesiones finitas s =
(s(0),s(1),...,s(n — 1)) = (so,...,Sn—1) de longitud n, donde s; toma el valor 1 6 0,
para toda j. Permitimos el caso en que n = 0, en este caso 2° = {0}, donde {) denota
la sucesién vacia. La longitud de una sucesion finita s la denotamos por |s|. Entonces
0] = 0. Si s € 2" y m<n entonces podemos restringir s a m, s [ m = (Sg,...,Sm_1)
(s | 0 =10). Si s,t son sucesiones finitas binarias, decimos que s es segmento incial de ¢ y
t es extension de s (en simbolos, s C t) si s = ¢ [ m, para alguna m<|t|. Entonces, () C s,

para cualquier sucesion s. Dos sucesiones son compatibles si una es segmento inicial de la
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otra y son incompatibles en caso contrario. Finalmente, denotamos por

9<w U2n

new
al conjunto de sucesiones binarias finitas. La concatenacion de s = (s;)i<n, t = (£;)j<m €s la

sucesion s™t = (S, ..., Sp—1,10s- - -, tm—1). Escribimos s70 0 s~1 en lugar de s~(0) o s™(1).

Siz €2?yn€w,seax [ n=(xg,...,0,-1) € 2". Decimos que s € 2" es segmento
inicial de = € 2¥ si s = x [ n. Escribimos s C z si s es segmento inicial de . Ademas,

ara s € 2<% v 1 € 2¥ la concatenacién de s v = es la sucesién infinita s~z = vy, donde
) )

y(i) = s() s i<|s| y y(ls| +i) = (i),

Con esto podemos definir la base deseada con la nueva definicién.

1.3.1 Definicién. Sea s € 2<¥. Definimos el cono de s por
Us={re2:sCu}

es decir, como el conjunto de sucesiones que tiene como segmento inicial a s.
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1.3.2  Proposicién. El conjunto de conos, B = {Us : s € 2<%}, forma una base para
2%,

Demostracion. Para demostrar esto veamos que la topologia de Tychonoff y la definida
por los conos es la misma. Sean F, K C w conjuntos finitos y V= {A C w : F C
A & KN A=} abierto bésico de la topologia producto. Sea M = max{n :n € FU K}

y
U= | J{U,: s € 2" & ¥n € F(s(n) =1) & Vn € K(s(n) = 0)}

2M+1 que ademds cumple Vn € F, s(n) =1y Vn € K,s(n) =0,

Si A € Uy, para algin s €
entonces A € V, asi U C V. Consideramos ahora U; el cono con t € 2. Sea x € U, tal

que x(i) = 0, para todo ¢« > n. Definimos a los conjuntos finitos F' y K por

K={m:m<n&az(m)=0}y F={m:m<n&z(m)=1}

Asi; si A € Uy entonces A e V={ACw:FCA&KNA =]} abierto basico de la
topologia producto.
]

Algunos otros resultados sobre los conos son los siguientes.
1.3.3 Proposicion. El complemento de un cono es abierto.

Demostracion. Sea s € 2<% y Uy el cono correspondiente. Supongamos que |s| = n. Si
y € 2\ Us, y no tiene como segmento inicial a s, entonces tendra como segmento inicial

a algin t € 2" distinto de s. Asi que

2 \U, = |t
tem
t#s
De éstos solo existen una cantidad finita, asi que el complemento de U, es la union

finita de abiertos bésicos. O

1.3.4 Proposicion. Todo subconjunto cerrado F' C 2% es interseccion de cerrado-

abiertos basicos.

Demostracion. Sea F' C 2¢ conjunto cerrado. Existe G C 2<“ y U = {U; : t € C} familia
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de abiertos bésicos tales que 2° \ F' = |J,c. Us. Entonces

F=2\[JU, = 2\ 0o

teC teC
por la Proposicién 1.3.3, los conjuntos 2¢ \ U, son cerrado-abiertos béasicos. O

Algunas veces usaremos la base dada por Tychonoff y algunas otras usaremos la de

los conos, pues en ocaciones, una definicion nos facilitara las cosas en lugar de la otra.

Ademas, podemos definir una métrica p sobre 2¥. Sean z,y € 2, y M,, = min{k :
x(k) # y(k)}. Definimos a p : 2 x 2* — [0, co) por

p(%y):{o ey

s T F Y.

Es claro que se cumple i) y ii) de la Definicién 1.1.5. Para verificar iii) supongamos
que z # y # z, pues el caso en que se da una igualdad es claro. Si M, ,> M, , entonces
M, . = M,., as{ que p(z,y) < 2p(x,z) . Si M,,< M, , entonces M,, = M,, con lo
que se da la desigualdad. De hecho, p es una ultramétrica, es decir, cumple que p(z,y) <

max{p(, 2), p(z,y)}.

1.3.5 Observacién. Un subconjunto D C 2 es denso si Vs € 2<%, existe d € D tal
que s C d.

1.3.6  Proposicion. La coleccion de subconjuntos finitos de w es un conjunto denso en
2w
Demostracion. Para cualquier abierto béasico Uy, con s € 2<%, la sucesiéon = € 2% tal que

x [ |s| =syx(i) =0 parai > |s|, es un elemento de Us y representa un conjunto finito
de w. O

En general, las definiciones anteriores para 2% funcionan también para 2%, con X un
conjunto numerable. Asi, si {z;}3°, es una enumeracién de X, un abierto basico para x;

es U, con s € 2.

La definicion de convergencia de una suscesion también es necesaria, pero la enuncia-

mos para la topologia de 2“.
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1.3.7 Definicién. Una sucesién {z,}nen C 2 es convergente a x € 2 si y sélo si,
VkEANVYn > N, x, [ k=x | k.

1.3.8 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es cero-dimensional

si es Hausdorff y tiene una base de conjuntos cerrado-abiertos.

En vista de la Proposicién 1.3.3, el espacio de Cantor 2* tiene una base de conjuntos
cerrado-abiertos numerable. Ademas, 2“ es un espacio Hausdorff. Para cualesquiera x #
y € 2% sean € w el primer elemento donde difieren. Entonces z € Uy, ¥y € Uy y

Uyin N Uy = 0. De aqui que el espacio de Cantor es cero-dimensional.

1.3.9 Teorema. FEl espacio de Cantor es el unico, salvo homeomorfismos, espacio

métrico compacto cero-dimensional y sin puntos aislados.

Demostracion. Ya hemos dicho que el espacio de Cantor es cero-dimensional. Es compac-
to por el Teorema de Tychonoff (Proposicién 1.1.11 (iii)). Ademds definimos una métrica
que resulta ser comptible con la topologia de los conos, pues las bolas abiertas coinciden
con los conos; BQ% (x) = Uy, para x € 2¢. No tiene puntos aislados pues para cualquier

punto, cualquier cono que lo contenga contendra ademas una infinidad de elementos.

Sea X un espacio que satisface las condiciones del Teorema. Consideremos una cubier-
ta de cerrado-abiertos basicos para X de didmetro <%. Por la compacidad de X, existe
una subcubierta finita, X7, ..., X,, de cerrado-abiertos con diam <% que ademas podemos
suponer ajenos. Sea Cp = X;U...UX, = X, C;~; = X1 para 0 <i<n—1, Cpn1 = X,
(donde 0" = 00...0, i veces). Cada X; cumple con las condiciones del teorema, es decir,
cada unos de ellos es métrico, compacto, cero-dimensional y sin puntos aislados. Repeti-
mos entonces el proceso para cada X;, usando ahora conjuntos de diametro menor a %, y

asi sucesivamente por induccion.
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Definimos f : 2¢ — X, por f(x) = ﬂ Cyn. Veamos que estd bien definida, supon-
new
gamos que existen y, z € Cyp, para todo n. Entonces la distancia de z a y es menor a %

para todo n, asi que x = y.

Sea C' = f(2¥). Veamos que f es un homeomorfismo sobre C. Sea s € 2<% entonces
f(U,) = f(2¥) N Cy, ast que f es abierta. También f~H(C' N Cy) = f~1(C,) = Uy, de
aqui que f es continua pues los conjuntos C' N Cy forman una base para C. Asi, 2% es
homeomorfo a f(2¥). Note que f es suprayectiva, pues para cada n, los cerrado-abiertos de
didmetro <% forman una particiéon de X. Con esto hemos terminado, 2* es homeomorfo
a X.

O

1.3.1. Arboles y conjuntos cerrados

1.3.10 Definicién. Un subconjunto 7' C 2<% es un arbol si no es vacio y es cerrado
bajo segmentos iniciales, es decir, sit € T'y s C t, entonces s € T. Ademas, T' C 2<% es

bien podado si todo s € T tiene una extension propia, es decir, t D s, t € T'.

1.3.11 Definicién. Sea T' C 2<% un arbol. Se definen las ramas de 7' como

[T)={ze€2*:Vn(x [neTl).}
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Dado un subconjunto F' C 2¥ podemos definir
Tpr={se2¥:JreF(sCux)}

el conjunto de segmentos iniciales de elementos de F'. T es siempre un arbol bien podado,

como lo dice la proposicion siguiente:
1.3.12 Proposicién. El conjunto Ty es drbol bien podado.

Demostracion. Si s € Tr y n € w es tal que n < |s|, entonces existe € F' tal que s C x.
Si consideramos s [ n, x es tal que si lo restringimos a |s | n| coinicide con s | n. De lo
anterior Tr es arbol. Ademéas Tk es bien podado pues, para cualquier s € T, restringir
al = que cumple que s C z a cualquier n > |s|, esta restriccién es una extensién propia de

sy es un elemento de 1.

0
1.3.13 Proposicion. i) Sean F, K C 2¥ conjuntos cerrados. Si T = T, entonces
K=F.
i) Sea T C 2 drbol bien podado, entonces T = Tip).
Demostracion. i) Sea z € K yn € w. Entonces z [ n € Tx = Tr, asi que existe

yn € F tal que x | n C y,. Esto se cumple para cada n € w, por tanto, la sucesién
{Yn}necw converge a x. Entonces z € F = F. De manera andloga, * € F implica
re K.

ii) Veamos que Tjy; € T. Sea s € Ty}, entonces existe x € [T] tal que s C . Por
definicién de las ramas de T, se tiene que x [ |s| = s € T. Para demostrar la otra
otra contencién, sea s € T. Como T es bien podado, existe x € [T] tal que z D s.
Por tanto s € Tj.

O

1.3.14 Proposicién. Sea T C 2<% un drbol. Entonces [T es cerrado.

Demostracion. Sea {xy}new C [T] una sucesién convergente a x. Entonces para todo n

existe N € w tal que para todom > N se tiene z [ n = x,, [ n € T. Por tanto x € [T]. O
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1.3.15 Ejemplo. Sea x € 2¥ la funcién constante 1 y sea A = 2¢ \ {z}. Note que A
no es subconjunto cerrado de 2* pues podemos definir una sucesién {z, },c, donde cada
x, toma el valor 1 en los primeros n naturales. Esta sucesién converge a x ¢ A. Ahora,

es claro que Ty = 2<% y que 2% = [T}], pero A # 2¥.
1.3.16 Proposicién. Un subconjunto F' C 2 es cerrado si y solo si [Tp] = F

Demostracion. Es inmediato que si se da la igualdad entonces F' es cerrado pues [Tr| lo
es. Notese que siempre se tiene que el conjunto F' estd contenido en el conjunto de ramas
de Tr, pues para todo x € F, x mismo cumple que = | n € Tr. Asi, para demostrar la
otra implicacién sélo falta demostrar la contencién [Tr| C F. Sea x € 2¥\ F, dado que F
es cerrado existe N € w tal que el cono U, y, es ajeno con F. Ademéds, x [ N ¢ Tr y por
tanto = ¢ [Tr]. O

1.3.2. Conjuntos magros

El siguiente teorema es una caracterizacion combinatoria de los conjuntos magros en

el espacio de Cantor.

1.3.17 Teorema (Bartoszynski, 1983). Para todo conjunto magro M C 2%, existen

Ty € 2% y una funcion estrictamente creciente fyr € w* tales que

M C{xe2?:vr3j € [fun), fau(n+1)(x() # vu(5))}

Demostracion. Notese primero que el conjunto
{ze2v:Vr3j € [fu(n), fuln+1)(x(j) # zm()))} =

={z€2?:(Fmew)(Vn=m)3j € [fu(n), fuln+1)(2() #2m(5)} =

= Uz e2e: (vn>m)Fj € [fun), fuln+ 1)) (=() # 2 (5))}

mew

si es un conjunto magro. Sea

Mo,y ene = {2 €272 (Vo 2 m) (35 € [fu(n), far(n +1)))(2(7) # 2a(5)}-

Para m € w fijo, demostremos que M,, f,, 2,, €8 nunca denso. Sea Us con s € 2<% y

sea k > m tal que fy(k) > |s|. Escojamos t € 2/(*) extensién de s. Consideramos
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r=t"xp(fu(k) xp(far(k)+1)" .. apm(fu(k+1)—1) y el cono U,. Supongamos que
r €U,y x € My, fy,.20,- Entonces existe j € [fa(k), far(k+ 1)) tal que z(j) # xam(j). Sin
embargo, si x € U,, z coincide con ), para todo j € [far(k), far(k+ 1)), lo cual no puede
ser. Por tanto,

Uy O My g1y = 0.

Ademas, U, C U, lo que nos dice que el conjunto M,,

U M, £0s 20 €5 MAGTO.

mew

Fazy €8 nunca denso. Asi que

Sea M cualquier conjunto magro. Entonces existe una sucesién de cerrados nunca den-
sos {M,, : n € w} tal que M C |, ., My. Definamos a continuacion la sucesion xy y la

funcién fyy.

Defininimos por induccién dos sucesiones; (k, : n € w) de numeros naturales y
(sn = n € w) de sucesiones finitas. Ahora, existe sy € 2<“ tal que el cono Uy, C 2%\ M, (M,
es nunca denso). Hacemos ky = 0 y k1 = |so|. Para determinar s;, enumeramos todas las
sucesiones de longitud ki, que son una cantidad finita. Sea t; la primera de ellas, entonces
existe t € 2<% tal que Uy C Uy, y Uy N (Mo U M) = (). Sea ty la siguiente sucesién de
longitud k;. Consideramos el abierto basico de la concatenacion de ¢5t]. Entonces existe
ty € 2% tal que Uy, C Uy y Uy, N (MoU M;) = (). Procedemos de la misma manera para
todas las sucesiones de longitud k;. Sea k = 2%1
que Uy, C Ut;%_1 y Uy N(MoUM,) = (). Hacemos s; = t), y definimos ko = ki + |s1]. Para

n > 2 definimos k,, = k,_1 + |s,_1| y para determinar la sucesién s,, procedemos como se

. Para la tltima sucesion tj, existe ¢} tal

hizo anteriormente, ahora con las sucesiones de longitud k,, y evadiendo al conjunto U M;.

<n

Se define fy(n) = k, paran € wy xy = (U, si- De la definicién anterior se sigue

que para x € 2%, si existe una infinidad de valores de n para los cuales

z | [fu(n), fu(n+1)) =z I fa(n), faur(n+1)) = sna [ [fa(n), fu(n+1));

entonces r ¢ U M, O M, pues por como construimos a s,.1, © estaria evadiendo a la

necw
union de los M,.
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1.3.18 Observacién. Podemos generalizar el resultado anterior para el espacio de
Baire w®. Si A C w", entonces A es magro si y sélo si, existen f € w“ estrictamente

creciente y g € w* tales que

AC{rew :VE3jef(n), fin+1))(=() # 9(7))}-

1.3.3. Funciones continuas

Enunciaremos la versién de continuidad considerando al espacio de Cantor 2 como

dominio.

1.3.19 Proposiciéon. Sea X un espacio topolégico. Una funcion f : X — 2¥ es
continua si y solo si para todo x € X y para todo n € w existe U abierto (basico) de X
tal que x € U y para todo v € U, f(v) [ n= f(x) | n.

1.3.20 Proposicién. Sean f,g:2¥ x 2¥ — 2¥ h : 2¥ — 2% las funciones definidas
por f(A,B)=ANB, g(A,B)=AUB y h(A) =w\ A. Entonces, f,g,h son continuas y

abiertas. Mas aun, h es homeomorfismo.
Demostracion. Es facil ver que para todo n € w,
f(A, B)(n) = min{A(n), B(n)} y g(A, B)(n) = max{A(n), B(n)},

que son funciones continuas. Para demostrar que son abiertas, veamos que g lo es y la

demostracion para f es analoga.

Sean s,t € 2<¥ y Uy x Uy C 2% x 2% un abierto basico del producto. Sea C' € g(Us x Uy),
entonces existe (A, B) € Uy x U, tal que g(A,B) = AU B = C. Sea k = max{|s|, |t|}.
Afirmamos que Ugy, € g(Us x Uy). Sea D € Ugyy, entonces

DIk=Clk=(AUB) [ k=A[kUB|k=mix{t,s}.

De aqui que existe A’ € Us y B’ € U, tal que D = A" U B’, es decir D € g(Us x Uy). Por

tanto g es abierta.
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Veamos ahora que h es homeomorfismo. Es claro que h es inyectiva y suprayectiva,
pues h™}(B) = w \ B = h(B), para todo B € 2*. Por lo anterior bastard demostrar que

h es continua. Sea s € 2", Uy abierto bésico de 2¥, entonces

h_l (Us) = Ul—sa

donde (1 — s)(n) =1 — s(n).
O]

El resultado anterior nos serda muy util pues nos dice que la coleccion de conjuntos
abiertos es homeomorfa a la coleccién de conjuntos cerrados en el espacio 2¢. Podremos
hacer uso de esto cuando trabajar con conjuntos cerrados sea més sencillo que hacerlo

con conjuntos abiertos, y viceversa.

1.3.21 Proposicién. La funcién f :2“ x 2¥ — 2¥ definida, para cada par A, B C w,
por f(A,B) = AN B es cerrada.

Demostracion. Sea K x F C 2¥ x 2¥ conjunto cerrado. Sea {2, }new C f(K X F') sucesién
convergente a x € 2*. Para cada n € w, existen z,,y, € K x F tales que f(z,,yn) =
Zn NYn = x,. Como el conjunto K x F' es un subconjunto cerrado de 2¥ x 2“, también es
compacto. De esto se obtiene subsucesién convergente en K x F', digamos { (2}, y.,) }new —
(2/,y') € K x F. Queremos demostrar que = = z' Ny’. Ahora, se cumple que z/, — 2’y

Y, — y', entonces

Vk3INF 2 1k=21k m

\%

N,

VkANY k=9 Tk, m>N,.
Dado k, sea N = max{N¥, Nf} Entonces, z,, [ k=2, Ny, [ k=2 Ny |k, para todo
m > N. Por tanto {z,,} converge a 2’ Ny’ y dado que 2¥ es Hausdorff, 2’ Ny’ = x. ]

1.3.22 Proposicién. Sea ¢ : 2¥ — 2“ continua y abierta. Si C' C 2% es comagro

entonces ¥(C') es comagro en ) (2%).

Demostracion. Primero veamos que la imagen bajo ¢ de un conjunto nunca denso F' es
nunca denso. Sea U; C 2¥ un abierto basico, entonces 1/1_1(Ut) es abierto. Existe U, C
=Y (Uy) tal que Uy N F = (). Entonces

W(U;) Sy~ (Uy) C Uy,
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es decir, ¢(Us) es un abierto contenido en U; que ademds cumple ¢(Us) N (F) = 0,
entonces 1(F') es nunca denso.

Si C es comagro entonces C' = 2¥\ M, con M =, o, I, F, conjunto nunca denso.

Se cumple que la imagen de M bajo v es magro pues (M) = U, ., ¥(F,) , con (F},)

conjunto nunca denso. Finalmente

P(C) = P (2) \ p(M) S (27 \ M).

1.4. La jerarquia de Borel

1.4.1 Definicién. Si X es cualquier conjunto, una o-algebra sobre X es una coleccién
de subconjuntos de X que es cerrado bajo complementos y uniones numerables. Si ademés
X es un espacio topoldgico, la clase de los conjuntos Borel es la minima o-algebra que

contiene a los conjuntos abiertos.

1.4.2 Definiciéon. Sea X un espacio polaco. Definimos por recursién
YY(X) ={U C X : U es abierto}, TIY(X)={F C X : F es cerrado}
Para 1 < a < wq, definimos recursivamente

SOX) ={{J4.: 4. e |J M0}

new 0<fB<a
MX)={X\A:A4e2(X)}.

Finalmente, para a>0 definimos
AQ(X) = Zo(X) NTIL(X).

Cuando no haya confusion sobre el espacio con el que trabajamos escribimos simplemente
0 30 0
ALYy 1T,

[0}



29 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

En particular tenemos que X9 = F, (uniones numerables de cerrados), 119 = G(intersecciones
numerables de abiertos), 39 = G, (uniones numerables de conjuntos Gs), IT3 = F,s(intersecciones

numerables de conjuntos F, ), etc.

1.4.3 Lema. Sea X espacio métrico y o € wy.

~

X0 MY, AY estdn cerradas bajo uniones e intersecciones finitas.
2. Y0 estd cerrado bajo uniones numerables.

8%
3. Y estd cerrada bajo intersecciones numerables.

4. A% estd cerrada bajo uniones e intersecciones numerables.

0 0 0
J. Za C Acz+1 g Ha—H'

S

0 0 0
Ha+1 g Aoe—i—l g Za—l—l‘

Por el lema anterior se tiene la siguiente jerarquia:

0 59 ) SN >
SN TN NN
A9 Al A AL
NS NN SN S

I 119 m ... 1o

1 2 3

La complejidad de Borel nos sirve como herramienta para explicar las topologias sobre
conjuntos numerables vistas como subconjuntos de 2. Decir que A € X0 significa una cota,
superior en complejidad. Los conceptos de completez y ser hard significan cotas inferiores
en complejidad. Mas adelante definiremos lo que significan estos conceptos.

Denotamos por B(X) a la clase de los conjuntos Borel del espacio X. Asi B(X) =

U= o= A

a<wi a<wi a<wi
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1.4.4 Definicién. Sean X,Y conjuntos y A C X, B C Y. Decimos que A es Wadge
reducible a B, en simbolos A <y B, si existe una funcién continua f : X — Y tal que
f71(B) = A, es decir, x € Asiysélosi f(z) € B.

La clase de Borel es interpretable en cada espacio polaco y como esta, otras clases
més lo son, por ejemplo XY, Hg, etc. Informalmente consideramos clases I' de este estilo

y denotamos por I'(X) la coleccién de subconjuntos de X que pertenecen a I'.

1.4.5 Definicion. Sea I" una clase de conjuntos en espacios polacos. Si Y es un espacio
polaco, decimos que A C Y es ['-hard si B <y A para cualquier B € I'(X), donde X
es cualquier espacio polaco cero-dimensional. Mas aun, si A € T'(Y), decimos que A es

I'-completo.

Note que si A es I'-hard (I-completo) y A <y B, entonces B es I'-hard (I'-completo,
si ademéas B € I'). Estd obsevacién nos da la base de un método para demostrar que un
conjunto B es I'-hard; escoger un conjunto A que sepamos es I'-hard y demostrar que
A<w B.

1.4.6 Teorema (Wadge). Sea X un espacio polaco cero-dimensional. Entonces A C X
es Eg—completo si y solo si A estd en Eg \ Hg. Ademds, un conjunto Borel A C X es

¥¢-hard si y solo si no es I y similarmente intercambiando ¢ por 1.

Con el propésito de dar un ejemplo de un conjunto IT3-completo, revisemos algo sobre
teoria de juegos.

Sea A conjunto no vacio y X C A¥. Asociamos con X el siguiente juego:

El jugador I juega ag € A. Il juega a; € A, I juega as € A, etc. I gana si, y soélo si
(an)new € X. Denotamos este juego por G(A, X). Una estrategia para I es un mapeo
¢ AV — A<¥ tal que |¢(s)| = |s| + 1y s C t implica ¢(s) C ¢(t).
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Una estrategia para I se puede visualizar como una funcién ¢ : A<“ — A con I jugando
ap = o), ay = ¢((a1)), as = ¢((a1,a3)), cuando II juega ai,as,.... Una estrategia
es ganadora para I en G(A, X), si para cada instancia del juego (ag,as,as,...), en la
cual I sigue esta estrategia, (a,)ne, € X. Similarmente podemos definir una estrategia
ganadora para el jugador II. Note que no puede pasar que ambos jugadores I y II tengan
estrategia ganadora en G(A, X). Decimos que el juego G(A, X) o sélo el conjunto X

estd determinado si uno de los dos jugadores tiene estrategia ganadora.

Un resultado importante sobre juegos es cuando tratamos con conjuntos Borel.

1.4.7 Teorema (Martin). Sea T un drbol bien podado no vacio sobre un conjunto A y
X C [T] conjunto Borel. Entonces G(T,X) estd determinado.

Sean S, T drboles bien podados no vacios de w y A C [S], B C [T] conjuntos Borel.
Definimos el juego de Wadge que denotamos por WG(A,B) por

donde z(7),y(i) € w; x [n € S,y [ n €T para todo i € w, n € w. El jugador II gana si
x € Asiysolosiy e B. Como A, B son conjuntos Borel, por el Teorema 1.4.7, el juego

estd determinado. Podemos enunciar una modificacién del Lema de Wadge [1].

1.4.8 Lema. FEn el juego de Wadge, si el jugador 11 tiene estrategia ganadora entonces
A<w B.

1.4.1. II3-completez y ) x FIN

1.4.9 Ejemplo. Un ejemplo de un conjunto que es I13-completo es el ideal sobre w x w
denotado por () x FIN dado por

D x FIN={ACwxw:Yn(|{i:(n,i) € A}|<o0)}
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) x FIN es II3-hard y ademés es F,s. Esto ttltimo lo podemos verificar a continuacion.

Escribimos a ) x FIN como

) x FIN ={ACwxw:YnIm¥i = m((n,i) ¢ A)}

:ﬂ U ﬂ{Agwxw:(n,i)gﬁA}.

new mew i>m

Paran,m fijosy i > m, el conjunto {A C wxw : (n,i) ¢ A} es cerrado en w xw. En efecto,
sea { Ay }rew sucesion convergente a A. Para todo k, existen By, Cy C w tales que Ay =
(By, Cy) y cumplen que n ¢ By ei ¢ Cy. Ademads, { By }rew forma una sucesiéon convergente
a B Cw conn ¢ B. De igual manera, {Cj}xe, forma una sucesién convergente a C' C w
con i ¢ C. De aqui que A = (B,C) € x FIN.

Con esto demostramos que () x FIN es II3, sélo falta demostrar que es I13-hard, es
decir, que para cualquier B € TI3(X), B <w 0 x FIN para X un espacio polaco cero-

dimensional. Para demostrar esto usaremos el juego de Wadge, WG(A, B).

Sea B € TI3(X), con X espacio polaco cero-dimensional. De hecho, podemos suponer

que B C 2¥, pues X es polaco. Ademas, B = mAi’ donde A; es F, y A; C Ay si i’ <.
i=0

oo

Podemos suponer también, A; = U F;;, con Fy; cerradoy Fi; C Fyjsij < 5. Sea {en }new
=0

una enumeracion de w X w. Consideramos el siguiente juego:

donde B es el jugador I, § x FIN es el jugador 11, y ¢,,b, € {0,1}. El jugador II gana
si pasa que (bg,by,...,) € B siy sdlosi (¢, c1,...) € 0 x FIN. Dadas las jugadas de 1,

consideramos los siguientes casos para definir las jugadas de II.

e Caso 1: Si Uy,) N B # 0, en particular UFkoj N Uy # 0, donde kg es tal que
j=0
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eo = (ko, lp). El jugador II guarda el valor (ko,j(ko)), donde j(ko) = min{j : Upy N
Foj # 0} v juega co = 1.

e Caso 2: Si Uy,) N B = 0, existe i tal que Upy) N A;, = 0. Por tanto, el jugador II

juega ¢y = 1 si y solo si 1g = k.
Para la jugada n:

o Caso 1: Si Uy py,..p,) N B # 0, en particular U Fioi N Uy r,.. ) N B # 0, donde
=0
ky es tal que e, = (ky,1,), para algin [,.

i) Si para todo m < n se tiene k,, # k,. Definimos j(k,) = min{j : Upyp,,..5,) N
Fy,; # 0} y el jugador II juega ¢, = 1.

ii) Siexiste m < n tal que k,, = k,. Suponemos definida j(k,,). Si j(k,,) = min{j :
Utbo by,.bm) N Frnj # 0} entonces definimos j(k,) = j(km) y II juega ¢, = 0.
Si j(km) > min{j : Upgp,... o) VFr,j 7 0}, entonces j(k,) = min{j : U py,...50)N
Fy,; # 0} y 1T juega ¢, =1

e Caso 2: Si Upgpy,...p,) N B =0, consideramos ig = min{z : Uy py,..5,) N A = 0}. El

jugador II juega ¢, =1 si y solo si ig = k,.

Veamos que esto es una estrategia ganadora para II. Si (by,b1,...,) € B entonces
Utbobr,...5,) N B # 0, para todo n. Por tanto, se cumplié el Caso 1 en todo el juego. Sea
k € wy n el minimo tal que k = k,. Ahora, ¢, = 1 y si para algin n’ < n, se tiene que
k! = ky, entonces, sélo existen tantos unos como elementos menores que j(k,). Por tanto,
si e = (kpy b)) vy Ly > j(ky) asi que ¢,y = 0.

Por otro lado, si (b, b1,...) ¢ B existe ng tal que Ugpyp,,..p,,) N B = 0. Por tanto,
para todo m > ng nos encontramos en el Caso 2, es decir, k, = ng. Para todo r > n, si

e, = (no,l,) entonces, ¢, = 1, es decir, ¢ ¢ ) x FIN.

Con esto demotramos que ) x FIN tiene estrategia ganadora, asi que B <y ) x FIN
(Lema 1.4.8).



1.4. LA JERARQUIA DE BOREL 27

1.4.2. (Gs-completez y NWD

Un resultado importante que necesitaremos mas adelante es el que nos dice que el
ideal de los conjuntos nunca densos K (2¢) (el espacio de conjuntos compactos de 2¢), es
G s-completo. Denotemos por NWD a este ideal. Pero primero estudiemos un poco acerca

del hiperespacio de subconjuntos compactos de un espacio topolégico.

1.4.10 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Denotamos por K (X) el espacio de
todos los subconjuntos compactos no vacios de X con la topologia de Vietoris, es decir,

la generada por los conjuntos de la forma
{Ke K(X): K CU}.
{K e K(X): KnU # 0}.
para U abierto de X. Una base para esta topologia consiste de los conjuntos

{(KeEK(X):KCUy & KNU1 #0 & ... & KNU, #0}

para Uy, Uy, ..., U, abiertos en X.

1.4.11 Proposicién. Sea X un espacio topolégico cero-dimensional. Entonces K(X)

es cero-dimensional

Demostracion. Sea B una base de cerrado-abiertos de X. Sean Uy, Uy, ... U, € B,y
U={KeKX):KCUy & KNnU; #0 & ... & KnU, # 0}

abierto basico de K (X). Entonces K(X) \ U es de la forma
K(X)\M:{KEK(X):KH(X\UO)%(Z)}UO{KEK(X):Kg(X\Ui)}.

para X \ Uy, X \ Uy,..., X \ U, cerrado-abiertos. Por tanto X \ U es abierto de K(X).
De aqui que K(X) tendrd una base de cerrado-abiertos.
[

1.4.12 Proposicion. Sea T, C 22°% o] conjunto de todos los drboles en 2<% y Pt, C
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22° el conjunto de drboles bien podados en 2<¥. Entonces T, y Pt, son conjuntos cerrados
de 2277,

Demostracién. Primero demostremos que T, es cerrado. Sea {1, }ne., C T, sucesién con-
vergente a T € 227, Deseamos demostrar que T es un arbol. Sea s € Ty V = {A C 2<¢ :
s € A}. Existe N tal que para todon > N, T, € V. Asi que, para todo t C s, t € T,, para
todo n > N. Por tanto

W={AC2:te A} D {T,, : n>N}

W es un conjunto cerrado asi que T' € m C W. Por tanto t € T.

Para demostrar que PT, es cerrado, sea {1}, },c, C PT, sucesién convergente a T €
22°“_ Por lo anterior T es 4rbol, sélo es necesario demostrar que es bien podado. Existe
N tal que paratodon > N, T, € V, = {A C2<¥ : s € A}, por tanto {T,, : n > N} C V,.
Note que

Vi=Viog UV y Vg N Vemy = 0.

Nos gustaria demostrar que s~0 € T" o s”1 € T. Supongamos que para todo m > N,
existe m’ > m tal que s~0 ¢ T,,,. Por tanto, para todo m > N, existe m’ > m tal que
s”1 € T,y. Si T, es subsucesién de T, tal que, para todo k, s”1 € T, . Como {7, }

converge a 1T', se tiene que s”1 € T'. O

1.4.13 Proposicién. La funcion i : K(2¥) — PT,, definida por (K) = Tk es un

homeomorfismo.

Demostracion. Por la proposicion 1.3.12, Tk es arbol bien podado, es decir que ¢ esta bien
definida y por la proposicién 1.3.13, es inyectiva. La inversa de 1) estd dada por v~ H(T) =
[T']. En efecto,

v (WY(K)) =4 Y (Tk) = [Tk] = K (Proposicién 1.3.16(i))

Y N(T)) =¢([T]) = Tiy =T (Proposicién 1.3.16(ii))

Por la Proposicién 1.3.14, [T] es subconjunto cerrado de 2¢ y por tanto es compacto,
asi [T] € K(2¥).
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Veamos que 1 es continua. Sean F, G C 2<“ conjuntos finitos y U = {A € Pt, : FF C
A& G NA=(} abierto basico de 2. Si F = {to,t1,...,tn} vy G = {50, 51, - -, Sm }, sea

U={KecK2):KC2\|JU, &KnU, #0 & KU, #0 & ... & KNU,, # 0}
i=0

Demostremos que U C )~ (U). Sea K € U y consideremos ¥(K) = Tx. Si x € K N U,
entonces t; C x. Por tanto t; € Tk, asi F' C Tx. Ademas, si suponemos que para algun ¢
se cumple que s; € Tk, entonces existe x € K tal que x O s;, lo cual no puede pasar pues
se cumple que, para todo z € K, x ¢ Us,. Por tanto, Ko N Tk = 0. De aqui que Tk € U.
Veamos ahora que U D (U). Sea K tal que (K) = Tx € U. Dado que s; ¢ Tk, para
todo x D s;, x ¢ [Tx] = K. Por tanto, K C 2*\ |-, Us,. Ademads, como t; € T y Tk es
drbol bien podado, existe z € [Tx] = K tal que t; C . Por tanto, U;, N K # (), para todo
7=1,...,n.

Para demostrar que es un homeomorfismo, demostremos que 1) es abierta. Sea U

abierto basico de K(2v). Si

U={KecK@2):KCU, & KnU, #0 & ... & KnU,, #0}

definimos F = {to,t1,...,t,} v G = {t € 20l 1 ¢ £ #,} = 2lol\ {#,}. Sea
U={AC2*:FCA &GnNA=0}

abierto bésico de 22°°. Queremos demostrar que U = 9(U). Sea T € U. Sabemos que
Y([T]) = T, asi que sélo falta demostrar que [I'] € U. Sea = € [T], y consideremos
t=u [ |t € T. Dado que T € U, pasa que t = ty, asi que x € Uy,. Para 1 < i < n,
t; € T, asi que existe x; € [T] tal que z; [ |t;| = t;, es decir, [T] N U, # 0. Con esto
queda demostrado que U C ¢ (U). Para demostrar la otra contencién sea T € 1h(U), es
decir,)([T]) = T. Dado que [T] € U, para todo j = 1,...,n, existe z D t;, asi que
x | |t;| =t; € T. Por tanto F' C T. También se cumple que, para todo = € [T], z € Uy,.
De aqui que, si t € 21!\ {¢,}, entonces t ¢ T. Por tanto G NT = ().

]

Recordemos que NWD denota el conjunto {A € K(2¥) : A es nunca denso en 2¥} y
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veamos ahora que es un conjunto Gs. Sea B = {U,, : n € w} una base de cerrado-abiertos

para 2, entonces podemos escribir a NWD como

NWD = {F € K(2¢) : ¥n Im(Uy,, CU, & FNU, =0)} =

= UFeK@): FNU,=0& U, CU,}.
necw m
Para n,m fijos, el conjunto {F € K(2*) : FNU, = 0)} es abierto en K(2*). De
aqui que NWD es una interseccién numerable de conjuntos abiertos, es decir, es un

conjunto Gy.

Para demostrar que es Gs-completo, en vista del Teorema 1.4.6, pues como K (2“) es
cero-dimensional, sélo falta demostrar que NWD no es F,. Para esto usaremos el siguiente

teorema que enunciamos sin demostracién [2].

1.4.14 Teorema. SiZ es un ideal que es AY (es decir, 11 y X9 ) de conjuntos compactos
en un espacio compacto metrizable entonces es de la forma K(A) para algin A € Do,

donde D es la clase de intersecciones de un compacto y un abierto.

Supongamos entonces que N WD es tanto X9 como I19, es decir, NWD € AY. Enton-
ces NWD = K(A), donde A= FNU, F cerrado y U abierto. Para cada x € 2¥, {z} es
un conjunto nunca denso. Si z ¢ A entonces {x} ¢ K(A). Por tanto, para todo = € 2

debe estar en A, pero eso querra decir que A = 2¥. Lo cual es una contradiccién pues

NWD # K(2¢).

1.4.3. Conjuntos analiticos

A continuacion algunas definiciones y resultados de los espacios polacos y conjuntos

analiticos que nos seran de utilidad y se pueden consultar en [1].

1.4.15 Definicion. Sea X un espacio polaco. Decimos que A C X es analitico si existen
un espacio polaco Y, f : Y — X continua y B € B(Y) tal que A = f(B). Denotamos

por ¥1(X) a la coleccién de todos los subconjuntos analiticos de X .

El siguiente lema nos da varias alternativas para caracterizar los conjunto analiticos.
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1.4.16 Lema. Sea X un espacio polaco. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) AeXHX).
ii) A=0 o existe f : w* — X continua tal que f(w*) = A.
iii) Existe un espacio polaco Y y B CY x X cerrado tal que A = mx(B), donde mx es
la proyeccion en la coordenada X .

1.4.17 Definicién. Sea X un espacio polaco. Decimos que A C X es IT}H(X) si X \ A

es analitico. IT}(X) es la coleccién de los subconjuntos coanaliticos.

Una funcién f : X — Y es Borel medible si para todo B € B(Y), f1(B) € X, es

decir, la preimagen de conjuntos Borel es Borel.
1.4.18 Lema. Sea X un espacio polaco.
i) 21(X) y I}(X) son cerrados bajo uniones e intersecciones numerables.
i) Si f: X — Y es Borel medible y A € ¥1(X) entonces f(A) € B1(Y).
i) Y1(X) y I} (X) son cerrados bajo imagenes inversas de funciones Borel medibles.
1.4.19 Teorema. Sea X un espacio polaco y B C X es un conjunto Borel.
i) Existe f : w* — X funcidn continua tal que f(w*) = B, es decir, todos los
conguntos Borel son analiticos.
ii) Existe una funcion ¢ : N — X continua y suprayectiva.

1.4.20 Definicién. Sea X un espacio polaco. Decimos que P C X es perfecto si es
cerrado y sin puntos aislados.

Note que ) es perfecto y cualquier conjunto perfecto no vacio tiene cardinalidad 2%,
Por ejemplo, R*, RN, C", CN, N y 2¥.
1.4.21 Teorema (Propiedad del Conjunto Perfecto). Sea X un conjunto polaco y A C

X un conjunto analitico y no numerable, entonces A contiene un conjunto perfecto.

1.4.22 Teorema. Si X es un espacio polaco, entonces Y C X es subespacio polaco si

y solo si Y es Gjy.

Con esto terminamos la introduccién al espacio de Cantor. En el siguiente capitulo

veremos algunos resultados sobre topologias de Alexandroff y Gj.



Capitulo 2
Topologias cerradas y G

A partir de este momento empezaremos a enunciar los resultados del articulo ([6]) en

el que se ha basado este trabajo.

2.1. Topologias Alexandroff

2.1.1 Definicién. Una topologia 7 sobre un espacio topolégico X se dice que es de
Alexandroff si es cerrada bajo intersecciones arbitrarias, equivalentemente, si N, =
({V :x €V &V es t-abierto} es T-abierto para todo x € X. N, se llama la vecindad

minimal de z.

Es posible caracterizar a las topologias Alexandroff a través de relaciones binarias

transitvas y reflexivas.

2.1.2 Definicién. Sea X un espacio topolégico y una relacién binaria < sobre X

reflexiva y transitiva. Para todo = € X se define
Vo={yeX:z<y}

2.1.3 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico Alexandroff y una relacion binaria
<, sobre X reflexiva y transitiva. Entonces B, = {V,} forma una base de vecindades para
cada v € X.

Demostracion. Debemos demostrar que se cumplen las propiedades del Teorema 1.1.1.

Las propiedades i) y i) son claras.

32
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iii) V, cumple que para todo y € V,,, V, C V..
m

2.1.4 Teorema. Si X es un espacio topologico Alexandroff entonces existe una relacion

binaria <, sobre X tal que
T={A:Vx e A(V, C A)}.
Demostracion. Sea <, definida por

T <, URSECAS CZT({I}>

Notemos primero que x € cl.({y}) si y sélo si y € N,. Es claro que <, es reflexiva
(x € cl.({z})). Para verificar la transitividad, si y € cl,({z}) y € cl.({z}) entonces

x € N,y 2 € Ny, pero N, también es vecindad de z, asi que z € N,, es decir que
y € cl;({z}).

Supongamos que A € 7. Sean © € Ay y tal que x <, y. Como A es abierto, existe V'
vecindad abierta de = tal que x € V C A, ademas y € V, pues y € N,. Esto quiere decir
que {y € X : z <, y} C A. Por otro lado, sea x € A entonces N, C A. De aqui A es
abierto.

O

2.1.5 Teorema. Sea 7 una topologia Alexandroff sobre un espacio X. Entonces la ve-
cindad minimal de x es {y € X : © <; y}. Ademds, T es Ty si y solo si <, es antisimétrica

(es decir, <, es un orden parcial).

Demostracion. La primera afirmacion es clara. Si ademas 7 es Tp vy v <, vy, ¥y <, &
entonces y € N,, x € N,. Pero 7 es T, lo que quiere decir que debe existir un abierto
que contiene a x y no a y, pero y es elemento de todos las vecindades de z, y viceversa,
es decir que = debe ser igual a y. Por tanto,<, es antisimétrica. Supongamos ahora que
<, es antisimétrica y sean x # y. Entonces x € N, o y € N,, pues si pasara que y <; @

y x <, y entonces x = y lo cual es una contradiccién. O

2.1.6 Proposicién. Sea X un conjunto numerable y S C 2% conjunto cerrado en la
topologia de 2%. Si S es cerrado bajo uniones (respectivamente intersecciones) finitas,

entonces S es cerrado bajo uniones (respectivamente intersecciones) arbitrarias.
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Demostracion. Sea S’ C S infinito y z = () S’. Sea U; una vecindad bésica de z, con
t € 2. Queremos demostrar que existe s € S tal que s € Uy. Sea sg € S’ y ng el primer
natural donde sy difiere de = (ng < n). Como x(ng) # so(no) lo que se sigue es que
x(ng) = 0y so(ng) = 1. Pero x(ng) = 0 implica que existe s; € S’ tal que s1(ng) = 0.
Si spN sy [ n =t entonces hemos terminado pues lo anterior implica que so N sy € U,.
Si soN sy [ n#t, seany = min{n; : so N si1(n;) # x(n;)} y procedemos con en el caso
anterior hasta alcanzar a n. ASi, conseguimos s € S N Uy, por tanto, z € S = S.

]

2.1.7 Teorema. Sea (X,T) un espacio topolégico con X numerable.
(i) 7 C 2% es cerrado si y sélo si T es Alexandroff.

(ii) Si T C 2% es abierto entonces ewiste un subconjunto T-cerrado-abierto, discreto y
co-finito de X.

(iii) La cerradura de T en 2, 7, es una topologia. De aqui que T es la topologia Alexan-

droff mds pequena que contiene a T.

(iv) T es denso en 2% si y sélo si T es Ty.

Demostracion. (1) Como 7 es cerrado bajo intersecciones finitas, se sigue de la Propo-
sicion 2.1.6 que 7 es cerrado bajo intersecciones arbitrarias y por tanto 7 es una
topologia Alexandroff. Por otro lado, sea {4, },cw una sucesién de T-abiertos con-
vergentes a A. Para todo n existe m tal que A [ n = A | n, para todo k > m.
Si z € A, entonces x es elemento de eventualmente todo A,. Como estos A, son
abiertos, la vecindad minimal N, es subconjunto de eventualmente todo A,, asi que

también es subconjunto de A y por la proposiciéon 2.1.6, A € 7.

(ii) Supongamos 7 abierto en 2%. Entonces () y X son puntos interiores de 7. Sean
F,K C X subconjuntos finitos y sean Vx = {A € 2% : K C A} C 7 vecindad
basica de X y Vp={A €2¥: ANF =0} C 7 vecindad bésica de (). Consideramos
al conjunto C' = F U K. C' es un subconjunto finito de X y C' € Vx C 7. El
complemento de C' también es abierto pues X \ C' € V) C 7. Ademéds, si © ¢ C,
entonces {x} N F = 0, as{ que {x} € V}. Con esto concluimos que X \ C' es discreto.
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(i)

2.1.8

Es claro que () y X son elementos de 7 pues 7 C 7. Veamos que T es cerrado bajo in-

tersecciones finitas. Sean x1, za, . .., x, € 7. Para toda k, se cumple que U, ;,N7 # 0,

n

paratodoi=1,2,...,n.Seax = ﬂ x;, entonces, Uy, N7 # 0, para todo k. Asi que
i=1

x estd en la cerradura de 7.

Para verificar que 7 es cerrado bajo uniones arbitrarias, veamos que los es para

uniones finitas y por la proposicion 2.1.6 podemos concluir que lo es bajo uniones

arbitarias. Sean x1,xs,...,x, € 7. Para toda k, se cumple que U,y N7 # (), para
n

todoi =1,2,...,n. Sea x = Uxi, entonces, Uy N7 # 0, para todo k. Asi que

=1
x estd en la cerradura de 7. Concluimos que 7 es una topologia. Ademas, es un

conjunto cerrado asi que es también una topologia Alexandroff.

Supongamos que 7 es denso. Sean x # y € X. Consideremos al abierto basico
V={ACX: {2z} CA&{y}NnA=0} de2¥. Por la densidad de 7, existe A
abierto de X tal que A € V, asi que y ¢ A. De igual manera, podemos definir un
abierto béasico U = {4 C X : {y} € A & {r} N A = ()} de 2%. Existe un abierto
A eV tal que z ¢ A.

Por otro lado, una equivalencia de ser T es que los singuletes de puntos de X son
cerrados. Asi, los conjuntos finitos son cerrados que por la Proposicién 1.3.6 son
densos en 2%. Por tanto, la coleccién de los conjuntos cerrados es denso en 2% y
bajo el homeomorfismo A — X ~\ A (Proposicién 1.3.20), 7 es denso en 2%.

[

Ejemplo. Considere 7 = {A Cw : 0 € A} U {0}. Entonces 7 es una topologia

Alexandroff pues es cerrada bajo uniones arbitrarias. Ademds, si n < m, entonces existe

AerTtalquen € Aym¢ A. 7 es una topologia Alexandroff Ty que no es T7.

2.2.

2.2.1

Filtros

Definicién. Un filtro F en un conjunto X es una coleccién no vacia de subcon-

juntos de X que no contiene al vacio y cumple:

i)

Si A,B € F entonces ANB € F
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ii) SiAC By A€ F entonces B € F

Un filtro F es principal si estd generado por sélo un elemento, es decir, existe A C X tal
que F = {F C X : A C F'}. Un filtro es no principal si no esta generado por un elemento,

o equivalentemente [ F = 0.

Sea F un filtro sobre w. Se define una topologia 7(F) sobre w + 1 = w U {w} por
T(F)={{w}UA: Aec F} UP(w)

2.2.2 Proposicién. i) Para cada filtro no principal F sobre w, la topologia T(F)
generada por el filtro es Hausdorff y F <w 7(F).

ii) Sea (X,T) un espacio topoldgico Hausdorff tal que XV = {xy, 29, ..., 2,}. Enton-
ces existe una particion { Xy, Xs, ..., X} de X en una cantidad finita de cerrado-
abiertos con x; € X; y existen filtros F; sobre X;\{z;} para 1 <i < n tal que (X, 1)
es homeomorfo a &1 (X;, 7(F;)).

Demostracion. i) Supongamos que 7(F) no es Hausdorff, existe un punto n € w que
no se puede separar de w, es decir, VA € F, n € A. Por tanto, n € (| F, lo cual no

puede ser pues F es filtro no principal.

Para demostrar que el filtro F es Wadge reducible a 7(F) definimos una funcién
f 29 — 2% por f(A) = AU {w}. Por la Proposicién 1.3.20, f es continua.
Ademids, A € F siy sélo si f(A) € 7(F), es decir, F <y 7(F).

i) Sean Uy, Us,...,U, abiertos tales que z; € U; para 1 < i < n y ajenos por pares

n

(esto lo podemos hacer pues X es Hausdorff). Sea S = X\ U U;. El conjunto S es
i=1

discreto pues los tnicos puntos limites de X son x1,xs,...,x,. Paral <i<n—1,

hacemos
X, =U,y X,=U,US8

Ahora, para 1 < ¢ < n, definimos

Fi={AC(Xi\{z:})  AU{z;} €1}
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F; es un filtro no principal pues los conjuntos X; son ajenos. Para cada 1 <i < n,
definimos una funcién f; : 2¥ — 2%, por f(A) = AU{z;}. La funcién f; es continua
y A€ Fsiysolosi fi(A) €T, es decir, F; <y 7.

Por ultimo, es claro que (X, 7) es homeomorfo a la unién disjunta de los conjuntos
X, que forman la particién de X bajo la funcion = +— x.
m

Antes de tratar con las topologias G estudiaremos un poco sobre la Propiedad de
Baire. Enunciaremos un Teorema sobre las topologias con la Propiedad de Baire y dos

Corolarios que se siguen de él.

2.2.3 Teorema. Sea G un conjunto comagro en 2*. St G es cerrado bajo intersecciones

y uniones finitas entonces G = 2%.

Demostracion. Empezamos definiendo el conjunto CL(G) = GN{¢° : g € G}, que es
el conjunto de los elementos de G cuyo complemento también estd en G. El conjunto
{g°: g € G} es comagro pues es la imagen de G bajo el homeomorfismo A — X \ A. El

conjunto C'L(G) es entonces comagro, por ser interseccion de comagros.

Veamos que del hecho de que G es cerrado bajo uniones e intersecciones finitas resulta
que C'L(G) es cerrado también bajo uniones e intersecciones finitas y ademés C'L(G) es
cerrado bajo complementos. Si g,h € CL(G), entones g,h € Gy g = ¢$, h = h{ con
g1,h1 € G. Entonces gUh € Gy gUh =g{Uh{ = (g1 Nhy)° € {¢g°: g € G}. De manera
analoga se demuestra el caso de las intersecciones. Ahora si ¢ € G y g = gf entonces,
F=qn€CGy(g)e{s:geG}

Si tomamos dos elementos g, h € CL(G) y escribimos la diferencia simétrica como
gAh = (gNh)°N(gUh)e CL(G)
lo cual muestra que gAh € CL(G).

Sea x € 2¥. Definimos v, : 2¥ — 2 por ¥,(g9) = x/g. Verifiquemos que v, es un

homeomorfismo. Debemos demostrar que 1, es inyectiva, suprayectiva, continua y que su
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inversa también lo es.

i) Inyectiva: Sean g # h € 2¥. Entonces existe n tal que g(n) # h(n). Sin perdida de

generalidad podemos suponer que h(n) =1y g(n) = 0. Tenemos dos casos:

1) Si z(n) =0, entonces xAg(n) =1y xAh(n) = 0.

2) Siz(n) =1, entonces zAg(n) =0y xAh(n) = 1.

Por tanto, ¢,(g9) = xAg # xAh = 1, (h)

ii) Suprayectiva: Sea h € 2¥  entonces h = z/A(xAh). Sea g = x/Ah € 2¥ entonces
Ya(g) = h.

iii) Continua: Sea U, C 2¥ abierto bésico con s € 2". Sea g € ¥ }(U,), entonces
zAg € Us es decir, (zAg) [ n = s. Sea h € Uy, el cono basico de g. Queremos
demostrar que ¢(h) = zAh € U,. Para todo k < n.

(@Ah) Tk=((xOh) Tk)N((zUR) [ k)=

=({(@ng)Tk)N((xUg) [ k) = (zAg) I k.

iv) Inversa continua: Sea Us C 2“ abierto basico con s € 2™. Sea g € 1,(Uy), entonces
existe h € Us tal que ¢, (h) = xAh = g. Sea y € Uy, el cono basico de g. Queremos
demostrar que existe z € Uy tal que ¢,(z) = Az = y. Definamos z = zAy. Asi que
. (2) = 2 A(xAy) = y. Ademas

z[n=(zly) [n=(zAg) [n=
= (zA(zAh)) [ n=h[n=s
es decir que z € Us,.

Ahora, dado que C'L(G) es comagro, 1,(CL(G)) también lo es y por tanto C'L(G) N
V. (CL(G)) # @. Existe h € CL(G) N ,(CL(G)), por tanto, existe g € CL(G) con

.(g9) = x/Ag = h. Podemos escribir a x como

x = (xAg)Ag =hlAg € CL(G)
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Esto para cualquier z € 2. Entones CL(G) = 2“, que es un subconjunto de G.

Concluimos entonces que G = 2“.

]

2.2.4 Corolario. Si T C 2“ es una topologia T que tiene la propiedad de Baire entonces
debe ser un subconjunto magro de 2 a menos que tenga una cantidad finita de puntos

no-aislados.

Demostracion. Supongamos que 7 no es magro. Dado que 7 tiene la propiedad de Baire
existe un abierto U tal que TAU = M, con M un conjunto magro. Como 7 no es magro
se cumple U # (), entonces U\ 7 C M, de aqui que U \ 7 es magro y entonces T es comagro
en U. Sin perder generalidad podemos suponer que U es abierto basico y 7 es comagro en
U.

Sean K ,F conjuntos finitos tales que U es de la forma U = {A C N: K C Ay
ANF = @}. Sea B=N~N(KUF)yp={WnB : W € 7} la restriccién de 7
a B. Definimos g : 2¢ — 2% dada por g(4A) = AN B, g es continua y abierta. Sea
g U :U — 28 note que g(U N7) es comagro en 25(1.3.22) y que g(U N 1) C p. Los
conjuntos comagros forman un filtro, asi que p es comagro en 28. Por el Teorema 2.2.3,
p =28 v B es el conjunto de todos los puntos aislados. Los puntos no-aislados pertenecen

a I'U K que es un conjunto finito. O]
2.2.5 Corolario. Si una topologia T C 2¥, es T y Gs entonces es la topologia discreta.

Demostracion. Por la Proposicién 1.3.6 7 es denso. Ademas, 7 = ﬂ A, donde cada A,

new
es denso y abierto. De aqui que 7 es comagro, satisfaciendo las hipétesis del Teorema

2.2.3. Se concluye entonces que 7 = 2%, ]

2.2.6 Ejemplo. El Ejemplo 2.1.8 es un ejemplo de una topologia con una cantidad
infinita de puntos no aislados que no es magro. En esta topologia el cero es el tinico punto
aislado, {0} es una vecindad que s6lo contiene al cero. Ademds, contiene un abierto bésico

de w. Claramente el conjunto 7 no puede ser magro, pues contiene un abierto no vacio.

2.2.7 Teorema. Sea F un filtro sobre w con la propiedad de Baire. Entonces F es

magro.

Demostracion. Supongamos que F no es magro. Por tener la propiedad de Baire cumple

que FAU = M, donde M es un conjunto magro y U es un abierto, de hecho, podemos
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suponer que U es un abierto basico. Asi que F es comagro en U. Dado que F es filtro

entonces es cerrado bajo la operacién A¢ definida por
A%y = (zNy) U (z°Ny°)

Si F' € F es finito, entonces xA°F° € F. Si s € 2", entonces F N U, es homeomorfo a
F N U, para todo t € 2" distinto de s. El homeomorfismo estd dado por, f : Us — Uy,
definido por f(z) = xA°F¢, donde F' = sA‘t. Note que si x € F entonces f(z) € F. Si
F es comagro en U, entonces es comagro en Uy, para todo t € 2", por tanto es comagro

en 2¥, por el Teorema 2.2.3, F = 2“ lo cual es una contradiccion. O

2.3. Ejemplo

A continuacion estudiaremos un ejemplo de una topologia T sobre un conjunto nu-
merable X que es Gg-completo en 2% . Para revisar este ejemplo serd necesario ayudarnos

del ideal NWD para compararlo con {F C X : F es 7-cerrado-nunca-denso}.

Sea X = 2<¥ y sea < el orden usual de extensiones, es decir, si t,s € 2<¥, t < ssiy
sOlo si s es extension de t. Sea 7 la topologia Alexandroff sobre X dada por <. Para cada

t € X, su vecindad minimal es
Ny={seX:t=<s}
Sea D(1)={A€71:Aes t-denso} y p= D(7) U {0} .

Note que 7 es una topologia Ty pues dados t,s € X, si son comparables entonces
alguna es extension de la otra. Sin perdida de generalidad podemos suponer que t < s,
de aqui que s € N; pero t ¢ Ny. Ademds, para cualquier ¢t € X, N; contiene a t~0y t"1,

por lo que 7 no tiene puntos aislados.

La siguiente proposicién nos dice que con las condiciones que hemos mencionado para
7 se cumple p = 7. Dado que 7 es Tj, si se da la igualdad anterior podemos concluir que
p también lo es pues si s,t € X son dos sucesiones finitas distintas, entonces existe A € p
tal que s € Ayt ¢ A. Definimos V ={B: {s} C B & {t} N B = 0} vecindad bésica de
A. Entonces existe B € pNV, asi que s € Byt ¢ B. Por tanto p también es Tj.
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2.3.1 Proposicion. Sea 7 una topologia Alexandroff sobre un conjunto numerable X
y sea p = D(1) U {0} definida como antes. Entonces p es una topologia Gs. Aun mds, si

T no tiene puntos aislados, T = p.
Demostracion. Notemos primero que
AesTdensosiysélosiVe e X dJye Ax <,y

Veamos que D(7) es Gs. Podemos escribir a D(7) como

D(T):ﬂ U{AGQX:yEA}ﬂT:ﬂ U{AGQX:yGA}ﬂT.

rzeX <y r€X YyEN,

donde N, es numerable y el conjunto {A € 2X : y € A} es abierto bdsico de 2% pues

{Ae2X:ye A= J{U: tly) =1}

te2y

es una union finita de abiertos basicos.

2.3.2 Afirmaciéon. Una topologia Alexandroff T sobre un conjunto numerable X no

tiene puntos aislados si y solo si, todo conjunto finito es nunca denso.

Demostracion. Supongamos que 7 no tiene puntos aislados. Sea F' C X conjunto finito
y U € 7. Para cada elemento z; de F', sea N, la vecindad minimal dada por el orden
correspondiente a la topologia. Si F'NU = (), no hay nada que hacer. Si F NU # ),
elijamos z; € F'N U tal que N, no contiene a N, para k # j. Como z; no es aislado
existe y € N, y # x; vy V = N, satisface V' C UyVNnFE=40.

Supongamos que 7 tiene un punto aislado x, entonces {z} es un conjunto finito abierto

que no es conjunto nunca denso. O

Supongamos ahora que 7 no tiene puntos aislados y queremos demostrar la igualdad
p = 7. 7 es cerrado en 2% pues es Alexandroff, entonces p C 7. Sea O € 7y F, K conjuntos
finitos tales que V={ACN: K C Ay ANF = @&} es vecindad bésica de O. Dado

que F' es finito, por la Afirmacién anterior, F' es nunca denso, F' también es nunca denso
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asi que X \ F es abierto y denso, por tanto X \ F' € p. Ademds X \ F € V. Con esto

demostramos que O € p y concluimos que p = 7. O

Para comparar p con N WD observemos que D(7) es la familia de los complementos de
la familia {F' : F' es 7-cerrado-nunca-denso}. Para hacer esta comparacién es 1til estudiar

los conjuntos 7-cerrados.
2.3.3 Proposicion. Sea T' C 2<¥. Entonces T es T-cerrado si y sélo si T es drbol.

Demostracion. Supongamos que T’ es cerrado. Sea t € T'y s =< t. Entonces t € N,
s € T = T. Para demostrar la otra implicacién demostremos que 7" contiene todos sus
puntos limites. Sea t punto limite de T'. Existe s # t tal que s € Ny y s € T, es decir,
t < s. Como T es arbol y t es segmento inicial de s, ¢t € T'. Por tanto, T' contiene todos

sus puntos limite. O

2.3.4 Proposicion. Sea T' C 2<% un arbol. Entonces T es T-cerrado-nunca-denso si y

sélo si, [T'] es nunca denso en 2%

Demostracion. Sea T C 2<“ un arbol. Supongamos que T es nunca denso. Sea s € 2<%
y U, abierto basico de 2. Consideremos la vecindad minimal de s, N,. Existe t € 2<%
tal que N; € Ny y N;yNT = (), ademds s < t. Entonces U; C U, y U;N[T]= 0, pues si
x € UyN[T] entonces

zlltl=te N,y x||t|eT

lo cual es una contradiccién.

Sea s € 2<¥ y N, su vecindad minimal. Consideramos U, abierto bdsico de 2, existe
t € 2<¥ tal que U; C Uy y UN[T)= 0. Ademds s < t, de aqui que N; C N,. También
N,NT =0, pues si r € N, N'T entonces

t=rel =tel;

lo cual es una contradiccién pues si x € 2¢ es extensién de ¢ entonces x € Uy y x €[T]. O

En vista de la Proposicién 1.4.13, la imagen bajo ¢ de un conjunto nunca denso es
también nunca denso, donde 1 es el homeomorfismo definido en 1.4.13 entre K (2¥) y PT,.

La imagen de los conjuntos nunca densos de K (2*) es el conjunto de nunca densos en 22
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YNWD) = {F C 2<“: F es T-cerrado nunca denso}.

De aqui que {F' C 2<% : F' es 7-cerrado nunca denso} es Ggs-completo. La funcién com-

plemento es un homeomorfismo, asi que D(7) es Gs-completo.



Capitulo 3
Complejidad de bases

En este capitulo estudiaremos qué propiedades se reflejan en una topologia sobre un

conjunto numerable dependiendo de la complejidad de sus bases.

Primero consideramos el problema de la complejidad de una topologia generada por

una base cerrada, F,, o analitica.

3.0.1 Teorema. Sea (X, 7) un espacio topoldgico numerable.
i) X admite un base F, si y solo si admite una subbase F.
i) Si X admite una subbase G5 entonces admite una base .

Demostracion. i) Es trivial que X admite una subbase F, si tiene una base Fs pues
la base misma forma una subbase. Sea S una subbase F, de X. Por la Propo-
sicion 1.3.21, la funcién que intersecta dos elementos es continua cerrada. Para
cada n podemos definir una funcién f, : S* — 2% como f,(x1,2s,...,7,) =
fa(fa(o oo (fazy, me), 23) . .. )xy), es decir, f, es una funcién que intersecta n elemen-
tos de la subbase, donde funcién f; es la funcién que intersecta dos elementos. Por

tanto, f, es cerrada y continua por ser composicién de funcion cerradas y continuas.

Dado que S es una subbase F, de X, existen cerrados Fj, tales que

S:UFn

new

44
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Para cualquier k € w, fi.(S*) = U{fr(F, X ... x F,.) : (n1,ng,...,n%) € w*}, es
decir, Im(fi) = fx(S*) es F,. La base generada por S es

B = U Im(fx)

kew

B es una unién numerable de conjuntos F, es decir que también es Fj.

Sea S una subbase G5 para X. Entonces S = ﬂ U,, con U, abierto. Usando la

new
funcion fj definida en el inciso anterior podemos escribir

Tu(8%) = () fulUD)
new
La funcién f; también es abierta asf que f3,(S*) es un conjunto Gj. La base generada

por S es

B = fi(s")

kEw

asi que la base es una unién numerable de conjuntos G, es decir, es 39.

Hasta este momento no sabemos si el reciproco de (iz) es verdadero.

3.0.2

Teorema. Sea (X, 7) un espacio topoldgico numerable. Si X admite una base

F, (o subbase) entonces T es I13. En particular, si T es una topologia sequndo numerable,

entonces T es 119.

Podemos hacer unos cambios sabiendo que la base es F, es decir, B =

Demostracion. Si B es una base entonces

AeteVe(re A—3IBeB(xe B & BCA))

F,, con F,

new

cerrado.

Aer<=Ve(r ¢ Ao dBeB(xeB & BCA))

< Ve(r¢ Ao IncwdBeF,(xeB & BCA))
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Asi que podemos escribir a 7 como

r={Ac2¥ Vo(z¢ Ao IncwlBeF,(reB & BCA))}

=(){A€2¥:2¢ A0 mcwIBEF,(reB & BCA)}

reX

:ﬂ[{AeQX:xgéA}U{AGQX:EInGwEIBGFn(xEB & BC A}

rzeX

=({Ae€2¥:a¢ Ayu| J{A€2¥ :IB€ F,(z € B & B C A)}]
zeX new

Demostremos que E,, = {A € 2¥ : 3B € F,(xt € B & B C A)} es cerrado para
r € X yn fijos. Sea A € 2% y {A}rew € E, sucesién convergente a A. Para cada k € w,
existe By € F, tal que x € By y By C Ag. Sin perdida de generalidad podemos suponer
que { By } ke, €8 una sucesion convergente a B € F,,. Veamos ahora que z € By B C A. Es
claro que = € B pues x € By, para todo k. Ahora, supongamos que B ¢ A, entonces existe
ye X talquey € Byy¢ A. Por la convergencia de las sucesiones { By} v {Ax} se tiene
que existen k', k” tales que Vk > k', y € B, y Vk > k"', y ¢ Ax. Sea m = max{k’ k"},
entonces y ¢ A, y y € B, pero B,, C A,,, lo cual es una contradiccién. Por tanto
A € E, lo cual prueba que E, es cerrado en 2%. Ademds el conjunto {A : x ¢ A} es
cerrado-abierto, pues union finita de conos. De aqui que 7 es interseccién numerable de

conjuntos F,, por tanto es II9.

Si 7 es una topologia segundo numerable, es decir, con una base numerable, entonces

la base es F, y 7 es IT3. O

3.0.3 Teorema. Sea (X,T) un espacio topoldgico numerable. Si X admite una base %}

entonces T es 21.

Demostracion. Sea B una base analitica. Escribimos a 7 como en el teorema anterior

T=({Ae2X:(z¢A}u|J{4e2¥:2eB & BC A}

zeX BeB
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El conjunto {A : x ¢ A}, por ser cerrado-abierto es analitico, por inciso i) del teorema

1.4.19. Veamos que
A, =J{Ae2¥ 2 eB & BC A}

BeB

también lo es. Definamos ¢ : B x 2% — 2% por

AUB z¢€B

¢(B’A):{X v ¢ B

Afirmamos que ¢(B x 2%) = A,. Sea C' € ¢(B x 2%), es decir, existen A, B tales que
BeB Ac2XyC=¢(A B)=C.Sixzec B, entonces C = AU B y por tanto C € A,.
Six ¢ B, entonces C' = X y es claro que X pertenece a A,. Sea C' € A,, entonces existe
beBtalquex € By BC (C.Sea A= C\ B, entonces ¢(B,A) = AU B = C, asi que
C € ¢(B x 2%).

Ademsés, ¢ es una funcién continua. Sélo falta verificar que B x 2% es analitico. Como
B es analitico existe f : w* — B suprayectiva y continua. Sea v : w* x 2%X — B x 2X,
la funcién suprayectiva dada por ¥ (z,y) = (f(x),y). Asf que poh : w* x 2% — A, es
suprayectiva y continua. Con esto concluimos que Jp.z{A4 € 2 : 2 € B & B C A}
es analitico pues w*” x 2% lo es. Los conjuntos analiticos son cerrados bajo intersecciones

numerables, asi que 7 es analitico. m

3.0.4 Teorema. Sea (X, T) un espacio topolégico numerable. Supdngase que X es Haus-

dorff con una base F,. Si XY (el conjunto de puntos limite) es finito, entonces T es F.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.2, existe una particion de X en una cantidad finita
de cerrado-abiertos X1, Xs,...,X,, con z; € XM y 2, € X;. Ademds, existen filtros
principales F; = {A C (X; \ {z;}) : AU{x;} € 7}. Paracada 1 <i < n,sear, =7(F;) =
{BN(X;\ {z;}) : BU{z;} € 7}.

Sea C = U F,, la base F, de 7, con F,, cerrado. Para cada i = 1,...,n, definimos

new

C={Cn X\ {z.}): Cu{z}ecy=J{ON(Xi\{z}): CU{x} € F)

new

Para n fijo, el conjunto F!! = {CN(X;\{x;}) : CU{x;} € F,} es cerrado pues si {Cy }rew C
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F' es una sucesién tal que Cy U {x;} € F,, para todo k, entonces {C) U {;}}re. €s una
sucesion convergente a C' € F),, asi que C'\ {z;} € C; y es el limite de la sucesion {Cy }rew-
Con esto concluimos que C; es F,,. Ademés, C; es base para 7;, pues si BN (X;\ {x;}) es tal
que B U {z;} es abierto, entonces existe C' € C tal que C C BU {x;}. Sea C' = C'\ {x;},
entonces C' N (X \ {z;}) C BN (X \ {x;}) y C"U{x;} = C € C. Ahora, podemos definir

una base F,, para el filtro F; como

B, ={AC X \{z;}: Au{x;} € C;} = U{AgXi\{xi}:AU{xi}EFﬁ;},

donde el conjunto B, = {A C X; \ {z;} : AU{z;} € F'} es cerrado. Veamos que B; es
base. Sea F' € F;, entonces existe A € C; tal que A C F U {x;}, entonces A\ {z;} € B,.

Con la base B; del filtro F;, podemos escribir al filtro como

Fo=|J{AC (Xi\{z:}) : 3B B,(BC A)}.

new

El conjunto {F C (X; \ {z;}) : 3B € B,(B C A)} es cerrado por un argumento similar
al utilizado en el Teorema 3.0.2. Asi que F; es F,. Ahora podemos concluir que 7(F;)

también es [, pues lo podemos escribir como

7(F) = J{An{z:} : A D}

new

donde F; = U D! y el conjunto {A N {z;} : A € D!} es cerrado. Finalmente, si 7; =
new
U E', podemos escribir a 7 como

new
n

T:ﬁ{AEQX:AﬂXieTi}:ﬂU{AE?(:AﬂXiEEZ}
i=1

i=1necw
Por tanto 7 es F,.

]

3.0.5 Teorema. Sea (X, 7) un espacio topolégico numerable. Si X es Ty y no discreto,

entonces T no tiene un base cerrada.

Demostracion. Enumeremos los elementos de X, sea {z;}:2, la enumeracién. Supongamos
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que F es una base cerrada para 7 y sea x, € X fijo. Definimos A; = {1}, y para
2<i<n—1A ={z,...,x}, A, = {x1,..., 01,0y 1} yparai > n+1, A, =
{z1,..., 201, Tps1, ..., Ti11}. Note que ninguno de estos conjuntos contienen a z,, y todos
son conjuntos cerrados. Para cada A;, existe una vecindad basica V,, € F tal que z,, €
Va, € X\ A. Lasucesién {Vy, }ie, converge a {z,,}. Como F es cerrado, entonces {x, } € T,

y 7 resultard ser la topologia discreta. O]

3.0.6 Teorema. Toda topologia Hausdorff sobre un conjunto numerable X generada

por una subbase F,, tiene una subbase cerrada.

Demostracion. Enumeremos los elementos de X, sea {x;}:2, la enumeraciéon. Dado que
la topologia es Hausdorff, para cada n € w podemos definir una vecindad abierta V,, para
7, de tal manera que z; ¢ V,, para todo i < n. Por la Proposicién 3.0.1(i), X admite una
base F,. Sea K = Uzo:l K, dicha base, con K, cerrado y K, C K, para todo n. Para

n > 1, definimos

= {AU(X\V)U UV 1<i<n, Ac K, , x; € A}.
l=i+1
Veamos que el conjunto K, es cerrado en 2% para todon. Sean € wyi € {1,2,...,n}

fijos. Sea {C}}rew una sucesién de K, convergente a C' € 2. Para cada k,

Cr=AU(X\V;)U U Vi

l=i+1

con 1 <1< n, Ay € K,, x; € Ai}. Entonces

C=lim G = lim A, U (X\ V) UUV AU(X\V,)U UV

k—o00
l=i+1 l=i+1

{Ag }rew €s una sucesion en K,,, que podemos suponer convergente a A € K,, y z; € A.

Entonces C' € K,,, por tanto IC,, es un conjunto cerrado de conjuntos abiertos de X.

Sea IC = U K,. Afirmamos que K U {X} es cerrado en 2. Veamos que X es punto

new
de acumulaciéon de K U {X}, es decir que cada sucesion By € K, (k € w) con {n;}

estrictamente creciente se acumula a X. Para ver esto, sea F' subconjunto finito de X y

sea ko tal que FF C {x; : 1 <1 < ny,}. Considere By para k > kq. Entonces By es de la
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forma

= AU (X\V,, U v,
I=ip+1
para algin i, € {1,2,...,n%}. Considere x € F. Si x = x; entonces z € Ay C By. Si
T = x; para i<iy, entonces € (X \ V;,) C By. Si = x; para i € igyq,...,ny, entonces
x € V; C By. Esto demuestra que F' C By. Con esto hemos demostrado que cualquier

vecindad bésica de { X} contiene una infinidad de elementos de la sucesion { By }rew. Sea

B,={AnVin [V (X\V):1<i<n, A€ K,, x; € A}.
l=i+1

U,—, B, forma una base para X pues, para cada z; € X existen n y A € K, tal que
;€A

n

e ANV, N ﬂ (X\VZ)QA

I=it+1
Veamos que
ANVin (V(X\V)=(AuX\V)u [ wnvin [ X\ V.
I=i+1 I=i+1 I=i+1

Siz €A xeViyxr e X\V, para todo | =i+ 1,...,n, entonces es claro que
re(AU(X\V,)U U V)nvin ﬂ X \ V. Para la otra contencién, si x € (AU (X \

I=i+1 I=i+1
Viu U V)nv;n ﬂ X\ V, entonces x € V;, es decir, z ¢ (X\V;). Siz € ﬂ X\V,,
l=i+1 l=i+1 I=i+1

n

entonces, r ¢ U V;. De todo lo anterior resulta que x € A, dandose la otra contencién.
I=i+1
Esto nos dice que los elementos de B,, son interseccion finita de elementos de IC, {V,,}7°,

y {X\ Va2

Ademas la sucesién {V,,}22; de vecindades abiertas converge a (). Para ver esto, sea
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kewy N=k+1. Paratodon > N,

la sucesion {V,}ne, converge y dado que V,, C V,, la sucesion {V,},c, también es

convergente a (). Es claro ademds que la sucesién {X \ V,, }neo converge a X.

Se sigue que
C={X. 0 URU{V. 122, U{X\ Vau}isy

es un conjunto cerrado de 2% y forma una subbase de X, pues cada B,, estd formado por

intersecciones finitas de elementos de C. O

Un problema relevante es saber si cuando X es un espacio cero-dimensional y tiene
una base F,, es posible encontrar una base F, formada por cerrado-abiertos. Nétese que

la coleccién de cerrado-abiertos es IT3 por el Teorema 3.0.2.

A partir de este momento pondremos atenciéon en espacios que admiten subbases Gj.

Veremos un resultado de Solecki, pero antes se necesitan algunos otros resultados.

3.0.7 Proposicién. Sea X un espacio Polaco. Sea U = {Gy,Gy...,} una familia
numerable de subconjuntos Gs de X . Si para todo x € X, el hecho de que para todo m € w

existe una infinidad de n tales que

Bi(x)NG, #10

1
m

implica que eziste k tal que x € Gy, entonces | JU es Gs.

o

Demostracion. Para cada n, G,, = ﬂ E), con E} abiertos y B!, C E}' para toda k.
k=0

Definimos

F' =By N By(Gy) y Un = |J F7
n=1

donde B%(Gn) es la bola de radio r = % alrededor de G, dada por la métrica de X.

Afirmamos que
o0 [o¢]

A vn=U6
m=0 n=0
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La contencién (),,c, Un 2 U,e, Gn es clara pues si € G, para algin n, z € E N
B%(Gn) = F}', para toda k.

Sea x € )

es decir , que se cumplen las condiciones del Teorema, entonces existe ng € w tal que

mew

Up,. Entonces para todo m, existe n tal que x € F! = E}' N B%(Gn),

x € Gy, Con esto demostramos que la unién de los conjuntos G5 también es Gj. O

3.0.8 Teorema (Solecki, 1997). Sea T es una topologia analitica sobre un conjunto
numerable X. Supongase que existe una sucesion {U,} de conjuntos abiertos tales que
MNhew U,=0y7 U, es no numerable para todo n. Entonces T tiene una subbase ¥9. Si

adicionalmente T es T, entonces T tiene una subbase Gs.

Demostracion. Para cada n, la restriccion de 7 al abierto U, es un conjunto analitico (es
la imagen continua de 7 bajo la funcién interseccién con U,) y no numerable. Ademas,
7 | U, C 2Y», que es un espacio polaco, asi que por la Propiedad del Conjunto Perfecto,
existe Z, C 7 | U,, homeomorfo a w*. Para cada n, el conjunto 7 | (X \ U,) es analitico,
por la Proposicién 1.4.16 existe &, : w* — 7 | (X \ U,,) continua tal que &,(w*) = 7 |
(X \U,). Para cada n, existe f, : Z, — 7 | (X \ U,), continua y suprayectiva dada por

fn =&, 0 ¢, donde ¢,, es el homeomorfismo entre Z,, y w*. Definimos

Z={X\U,: newjU{VUf.(V)incew, VeZ,}

Para cada n, el conjunto ZF = {V U f,,(V) : V € Z,} es homeomorfo a Z, bajo la
funcién g, : Z, x 7 [ (X \ U,) — Z definida por (V, f,(V)) =V U f,(V). Por como se
ha definido g,, ésta es una funcién continua y abierta. Para demostrar que es inyectiva,
supongamos VW € Z, C 7 [ U,y V # W. Existe x € U, tal que V(z) # W (z). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que V(z) =1y V(z) = 0. Dado que

U.N(X\U,) =0

si U,(y) = 1; entonces (X \ U,)(y) = 0. De aqui que f,(V)(z) = f,(W)(z) =0y

gn(V)(2) =V U fu(V)(2) = 1,
gn(W)(z) =V U fu(W)(z) = 0.

Lo anterior nos dice que g, es inyectiva y es claro que tambien es suprayectiva.
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Por el Teorema 1.4.22 el conjunto Z, es G5 pues es un subespacio polaco de 2% (Z, es

homeomorfo a w®), por tanto Z' también es G5. Ademas podemos escribir a Z como

Z={(X\U,):newtul]J 2z,

new

es decir, Z es X3, pues U Z* es unién numerable de conjuntos Gs y {(X \ U,) : n € w}
necw
es X9 C %9, Veamos ahora que Z es una subbase para X.

Veamos que Z es subbase. Sea x € X y V abierto de X conz € V. Como z ¢ ..., U,,
existen n € w y U abierto tal que z € U C V N (X \ U,). Dado que f, es suprayectiva
sobre 7 | U,, existe W € Z, tal que f,(W)=U. WUU =W U f,(W) € Z*. Dado que
W C U, entonces U = (X \ U,) N (W UU), U es interseccién de dos abiertos subbésicos

de Z.

Adicionalmente supongamos que X es T7. Enumeramos X por {z, },c. y reenumera-

mos los abiertos U,, de tal manera que z,, ¢ U, vz ¢ U, para i < n.

Podemos suponer que el rango de f, en este caso es la coleccion de subconjuntos
abiertos de X \ (U, U {x; : i < n})(como X es Ti, el conjunto {z; : i < n} es cerrado).

La definicién para Z se mantiene casi igual, haciendo sélo un pequenio cambio

Z={(X\(U,U{z;:i<n}):newrul )z u{0}.

new
Para cada n, el conjunto Z es G5 por el mismo argumento que se utilizé anteriormente.

Nos gustaria que la unién de los Z* sea también G;. Para ver esto, sea Wy € 2% distinto

de la funcién costante cero y n = min{i : z; € Wy}. Definimos
U, ={A:min{i:z; € A} > n}.

Note que U,, es una vecindad bésica (cono) de Wy. Sea W € Z*, entonces existe V € Z,,
tal que W =V U f,(V),con VC U,y f(V) C X\ (U,U{x; :i < n}). De esto podemos
concluir que
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es decir, que W =V U f,,(V) € U,. Por tanto, Z* C U, y adicionalmente, para todo j < n
se cumple Z* C U, C U;. Esto demuestra que si z € 2% es tal que toda vecindad V' de

x intersecta una infinidad de Z*, entonces intersecta una infinidad de U,,, por tanto x = .

Escribiendo Z = U Z¥con Z_y = {X\U,U{x; :i<n}} U{0}, tenemos que Z es una
-1

unién numerable de conjuntos G pues Z_; es cerrado pues { X \ U, U{z; : i<n}} converge
a (). Ademas el tinico & € 2% para el cual toda vecindad intersecta a una infinidad de los
Z* es (), el cual pertenece a Z*,. Entonces por la Proposicién 3.0.7, Z es una subbase Gs.

O

3.0.9 Corolario. Toda topologia analitica Ts tiene una subbase Gy.

Demostracion. Si cada x € X tiene una vecindad V,, tal que U, = X \ V; es infinito, la
sucesién de abiertos {U,} cumple las condiciones de 3.0.8. Es ficil darse cuenta que en

ese caso ﬂ U, = () pues para todoy € X,y ¢ Uy. Verifiquemos ahora que efectivamente

zeX
7 | U, es no numerable para un x fijo. Podemos construir una sucesién de abiertos ajenos

{V,,} dentro U, tal que si U y V son subfamilias ajenas de {V,, : n € w} entonces, | JU
y UV son distintos. Ahora probemos que existe tal sucesién. Sean z1,z9 € U, y V1, W
abiertos ajenos tales que x1 € Vi y 9 € W;. Sea x3 € W entonces existen abiertos ajenos
Vs, Wy contenidos en Wy tales que zo € V5 y y3 € Wy, Para el paso recursivo, supongamos
definidos V,,, W,, abiertos ajenos tales que z, € V,, y x,,.1 € W,. Sea x,,,1 € W, entonces
existen abiertos ajenos V11, W1 tales que x,41 € Vi1 v Tpao € Wi

Si no pasa lo anterior entonces X es finito o contiene s6lo un punto no-aisaldo tal que
cada vecindad de él tendra una vecindad cofinita. En este tltimo caso, X seria homeomorfo

a w + 1 con la topologia del orden, asi que por 3.0.6 tiene una base cerrada. O



Capitulo 4

Complejidad de Topologias
Hausdorft

4.1. Operacion de Souslin

4.1.1 Definicién. Sea X un conjunto. Un esquema de Souslin es una familia (A;)gep<w

de subconjuntos de X indexada por w<¥.

4.1.2 Definicién. Sea (P;)sc,<« un esquema de Souslin. La operaciéon de Souslin .4

aplicada a tal esquema de Souslin produce el conjunto

APs: U me[n

TEWY nEw

Necesitaremos primero algunos resultados sobre conjuntos con la propiedad de Baire

(BP). El siguiente par de resultados se pueden consultar en [7]

4.1.3 Lema. Para cualquier conjunto S de un espacio polaco X, existe un conjunto
A con la propiedad de Baire tal que S C A y para cualquier Z C A\ S, si Z tiene la

propiedad de Baire, entonces Z es magro.

Demostracion. Sea B una base numerable para X. Sea S C X. Definimos
D(S)={xre X :VBeB(x € B—~ BNS no es magro}.

Note que el complemento de D(S) es cerrado. Si x ¢ D(.S), entonces existe B € B tal que

95
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x € By BN S es magro. Siy € B, entonces y ¢ D(S). Por tanto B C X \ D(.S), es decir,
X \ D(S) es abierto. Ademds,

S\D(S):U{SQB:SHB es magro}

el cual es una uniéon numerable de conjuntos magros, por tanto, es magro. Sea A =
SUD(S) = (S\ D(S))uD(S). Entonces, A tiene la Propiedad de Baire, pues es la unién

de un conjunto magro y un conjunto cerrado.

Sea Z C A\ S con la propiedad de Baire, queremos demostrar que Z es magro.
Supongamos que Z no es magro. Existe B € B tal que B\ Z es magro; de aqui que
UNS C B\ Z es magro. Ademds, Z N B # ), asi que existe © € B tal que z € D(S) y

por tanto B NS no es magro, lo cual es una contradiccion. O
4.1.4 Teorema. Todo conjunto analitico tiene la Propiedad de Baire.

Demostracion. Sea X un espacio Polaco y A un conjunto analitico de X. Sea f :w“ — X
una funcién continua tal que f(w”) = A. Para cada s € w<¥, sea A, = f(U,), donde

Us={x €w” x| |s| =s}. Se tiene que
A= AA, = AA,.

Sea a € AA;, entonces existe x € w* tal que a € A,y = f(Uyn) para todo n.
Asi f(z) = a y por tanto a € f(w¥) = A. Para la otra contencidn, sea a € A, entonces
existe y € w* tal que f(y) = a. Para todo n, y € A,,. De esto se tiene la primera
igualdad. Veamos ahora que se da la segunda igualdad. Claramente AA, C AA,. Sea
a € AA,. Existe x tal que para todo n, a € f(U—x[n) Veamos que f(x) = a. Para todo n,
B%(a) N Az # 0, elijase y, € Uypy tal que f(y,) € B%(a). Claramente, {y, }ne. converge

a x. Como f es continua f(z) = limf(y,) = a.
También se cumple que, para todo s € w<¥

As = [.:JD As“n

Por el Lema 4.1.3, para cada s € w<Y, existe un conjunto B, con la Propiedad de Baire

tal que Ay C By , y todo conjunto con la Propiedad de Baire Z C B; \ Ay es magro. Los
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conjuntos A, tienen la BP por ser cerrados. De aqui podemos suponer que A, C By C A,

pues de no ser asi podemos tomar B’ = B, N A,.

Sea By = B. Dado que B tiene la BP y A = Ay C B, es suficiente probar que B\ A
es magro. Note que

A= AB,
pues se dan las contenciones A, C B, C A, v AA, = AA,. Entonces

B\A=B\ |J () Bum

TEWY NEw

Afirmamos que

B\ U mefnC U (BS\UBs’\k)'

TEWY nEw SEW<W

Sea b € B tal que b ¢ U (Bs \ U B,~1). Entonces, para cada s € w<*, si b € B,

SEWSW k=0
entonces b € B,~, para algun k. Entonces existe ky y so de longitud ko, tal que b € B,
(o ¢]

y entonces existe ki tal que b € Bsom,€17 etc. Sea a = sy ki ks ..., se tiene que b € ﬂ B,

n=0
y por tanto b ¢ B\ U ﬂ By in.

rewY new
Dado que el conjunto w<* es numerable, sélo falta demostrar que B, \ (i~ Bs-1 €8

o
magro. Sea s € w<¥ y sea Z = By \ U Bg~).. Se tiene que
k=0

Z =B\ GBM CBS\GASA,C:BS\AS.
k=0 k=0

Entonces, como la coleccién de conjuntos con la BP forman una o-algebra, Z C By \ As

tiene la BP, entonces Z es magro. Con esto concluimos que A tiene la BP. O

4.2. Topologias Hausdorff

En esta seccion estudiaremos la complejidad de topologias Hausdorff analiticas que

tienen una infinidad de puntos limite. El resultado més sobresaliente sobre estas topologias
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nos dice que son al menos I13.

4.2.1 Lema (Talagrand). Sea F un filtro sobre w. Entonces, F es magro si y solo s,
existe una particion de w en conjuntos finitos {I, : n € w} tal que, para todo F € F,

Fn1I,#0 para casi todo n € w.

Demostracion. Supongamos que JF es un conjunto magro. Entonces por el Teorema 1.3.17,

existe rx € 2“ y una funcién estrictamente creciente fr tal que

FC{ze2:Vyrdjelfr(n), frin+1))(z(j) #zx(j))}-

Sea I, = [fr(n), fr(n+1)) paran € w. Supongamos que existe F' € F tal que existe
una infinidad de n tal que F NI, =0. Sea M = {n: F NI, = (0}. Definimos

G=FU{j:iel,&neM&xr=1};

de aqui que F' C G, por tanto G € F. Pero G | [fr(n), fr(n+1)) = xx, para todon € M,
lo cual es una contradiccién.

Por otro lado, para cada n definamos

A, ={ACw:Ym=n(ANIL, #0)}

Afirmamos que A, es nunca denso para todo n. Sean I, K C w conjuntos finitos y
U={B:BNK=10& F C B} abierto bésico de 2. Sea N, tal que Iy N F =0

V={B:BnNn(KUIy)=0& F C B}

si BeV ,entonces (BNK)U(BNIy)=0.Deaquique VC Uy VNA, =0,es decir, 4,

es nunca denso. Por tanto, A = U A, es magroy F C A, asi que también es magro. [J

new

4.2.2 Proposicién. Sea 7 una topologia analitica Ty sobre un conjunto numerable X
con una familia celular infinita (una familia de conjuntos abiertos ajenos por pares) de

conjuntos no discretos. Entonces ) x FIN <y 7. En particular, T es 113-hard.

Demostracion. Sea {V;} una familia celular de 7-abiertos no discretos. Para cada i fijamos
un punto no aislado x; € V;. Sea F; el filtro de vecindades de x;, restringido al conjunto

Vi \ {z;}. Para cada i los filtros JF; son analiticos, por la Proposicién 2.2.2, F; <y 7.
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Asi que existe f continua tal que f~'(7) = F;. Por los Teoremas 2.2.7 y 4.1.4, F; es
magro, para todo 7. Por el Lema 4.2.1, para cada i, existe una particion de V; \ {z;} en
conjuntos finitos {F : n € w} tal que si A € F;;, ANF. # (), para casi todo n € w.

Definimos una funcién f : 29« — 2% por

A= N W\E).

i=0 (i,;n)€A

Veamos que f es continua. De hecho, f regresa abiertos subbésicos en abiertos subbasicos.
Sear € X, U ={A:x € A}. Entonces existe i tal que z € V;, ademds existe n tal que
x € F'. Sea cumple que

Ce fY(U) < (i,n) ¢ C.

Asi que fY(U) = {C : (i,n) ¢ C'} es un abierto subbésico de 2°*“. Sélo falta demostrar
que [ atestigua que ) x FIN <y 7. Demostremos que A € () x FIN siy sblo si f(A) es
T-abierto. Sea A € ) x FIN,y x € f(A), entonces existe i tal que z € V; \ F! para todo
n tal que (i,n) € A. Dado que A € ) x FIN, el conjunto {n : (i,n) € A} es finito. Para
cada k € {n : (i,n) € A}, sea U, un abierto tal que z € U, C V; \ F". Consideremos

U = (U

U® es un abierto que cumple que z € U* C f(A). Asf que f(A) es un abierto. Supongamos
ahora que A ¢ () x FIN, es decir, existe ¢ tal que {n : (i,n) € A} es infinito. Entonces
NimyeaVi\ F?) no es vecindad de z; pero z; € Niimyea Vi \ F*. Por tanto, no es abierto,

es decir, f(A) no es abierto.

Lo anterior demuestra que () x FIN <y 7, y sabemos por 1.4.9 que () x FIN es
I19-hard. Por tanto, 7 es II3-hard. O

4.2.3 Lema. Sea (X,7) un espacio Hausdorff tal que XV es infinito. Entonces cual-
quiera de las siguientes condiciones implica que existe una familia celular de conjuntos

T-abiertos no-discretos.
i) X® £ (conjunto de puntos limite de elementos de X*).

ii) (X,7) es regular.
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Demostracion. i) Supongamos que X® £ (. Sea € X® y y; # x con y;, es decir,

ii)

1 € XM Por la propiedad de Hausdorff existen W, y V; abiertos disjuntos tales
que contienen a z v y; respectivamente. Entonces W1 NX® £ (. Dado que z esté en
X @ podemos encontrar y, € W, punto limite de X. Existen Vi, W, abiertos ajenos
contenidos en W tal que yo € Vo y o € W,. Supongamos construidos V,, y W,, tal
que y, € V, y x € W,,. Sean W,,.1 y V,,41 abiertos ajenos contenidos en W, tales
que € Wyi1 Y Yns1 € Va1, donde y,11 es punto limite de X. De esta manera
podemos construir una sucesiéon de puntos limite {y,} y conjuntos abiertos disjuntos
{V,,} con y, € V,.

Una equivalencia de un espacio regular dice que para x € X, y cualquier abierto U
con x € U, entonces existe un conjunto abierto V' que contiene a x y V' C U. Con
esta propiedad podemos construir una susecién de abiertos para cada x € X1, Sea
L={z,:ncw}C XD SiL tuviese un punto limite estamos en el inciso anteior.
Supongamos que no lo tiene. Sea V;j vecindad de x; tal que L\ V; es infinito, y
sea U abierto tal que z1 € U; C U; C Vi, esto se puede porque x; no es punto
limite de L. Sea y; = x1. Supongamos definidos y, v V,. Sea y,,1 = x,, donde
n

m = min{k : x ¢ U V;} v sea V41 abierto contenido en
j=1

n
X\ JT;.
j=1
Sea U, abierto con y, 11 € U,y1 C Un+1 C V11, lo cual puede hacerse porque X

es regular. Asi {U,, : n € w} es una familia celular infinita de abiertos no discretos.
O

4.2.4 Ejemplo. Existe una topologia Hausdorff segundo numerable sobre un conjunto

numerable X tal que X es infinito pero (X, 7) no tiene una familia celular de abiertos

no discretos.

Una familia Ag con s € w X w de conjuntos infinitos de w se dice independiente si tiene

la propiedad de que

(M AN (1w A)

seE teF
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es infinito para cada par de conjuntos finitos ajenos E'y F' de w X w. Para nuestro ejemplo
considere X = w x 2 con los puntos de w x {0} puntos aislados. Las vecindades para algin

(n,1) son de la forma

Uy = {0, DY U () Ay 0 ([ @\ Aiy))] x {0},

<n jeF

donde F' es un subconjunto finito de w \ {0,1,...,n}. X es un espacio Hausdorff pues

Uty U,?M1 son dos vecindades disjuntas de (n, 1) y (m, 1) respectivamente.

(n,1)
Para ver esto suponga que (k,0) € U({;nl}) N U(@n 1)» entonces k € Agin), para todo i < n,

paran < m,

kecw\Apm vk € Aym para todo j<m. De esto tltimo, se cumple k € A, lo cual
es una contradiccién. Ademds, por la independencia de la familia A, ,,) se cumple que,

para todo m >n y todo G
F G _
m e F & U, UG, =0

Demostremos lo anterior. Sea m € F', por tanto U(I; 1y € w\ Agm) X {0} pero U(% y €
W\ A(n,m) % {0}, por tanto U(I;; 1)mU(€n,1) = (). Demostremos la otra implicacién, supongamos

U&’l) N U(fml) = (), entonces existen 7, k tales que pasa alguna de las siguientes
(a) UE,) © Apay x {0} ¥ UG,y S\ Agay x {0}.
(b) ULy Sw\ Agry x {0} y UG, 1) € Agry x {0}

(a) no es posible pues U[ 1) € Agry x {0} y UG, ) € w\ Agry x {0} implica k = n, y
U(fm) Cw\ Agr x {0} implica k € G, por tanto k >m >n. Asi que pasa (b), por tanto
k=my U(il) Cw\ Ajm) x {0} implica m € F.

Asi concluimos que no existe familia celular de conjuntos abiertos no-discretos.

4.2.5 Lema. Sea X un espacio topologico Hausdorff numerable y Y C X un subespacio
cerrado con YV infinito. SiY no tiene una familia celular de conjuntos abiertos (relativos)
entonces para cualquier y € YV existe una vecindad abierta U de y tal que el subespacio
Z =Y \ U tiene la propiedad de que ZW es infinito.

Demostracidn. Suponga lo contrario, entonces existe y € Y tal que el complemento

de todas sus vecindades abiertas contiene so6lo una cantidad finita de puntos limite. Sea
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y € YU distinto de y, existe una vecindad V; de y; tal que y ¢ V1. Ahora, X\ V; es una
vecindad abierta de y, asi que podemos elegir y, € X \ V; tal que 3, ¢ V1, y una vecindad
Vs, tal que y ¢ Vs y Vi N'Vy = (). Si consideramos ahora V1 UV,, ésta es el complemento
de una vecindad abierta de y, asi que podemos elegir y3 y una vecindad abierta tal que
y ¢ Vs y es ajena de V; UV, Si procedemos de esta manera podemos construir una

familia celular de abiertos no-discretos de Y, contradiciendo la suposicion. O

4.2.6 Teorema. Sea T una topologia analitica Ty sobre un conjunto numerable X tal
que X es infinito. Entonces ) x FIN <y 7.

Demostracion. Por la Proposicén 4.2.2 v el Lema 4.2.3, podemos suponer que X? = (),
X ™ es infinito y que no existe familia celular de conjuntos abiertos no-discretos de X.
Note que para cualquier subconjunto cerrado Y de X se tiene que 7 [ Y <y 7, al definir
la funcién continua f : 2 — 2% dada por f(A) = A\ (X—\Y) Podemos suponer, ademsés,
que tal subespacio Y no contiene una familia celular de abiertos relativos no-discretos,

mientras Y sea infinito.

Sea {z,} una enumeracién de X (). Definiremos por induccién una sucesién creciente
de enteros {n;}, una sucesién de abiertos {O;} y una sucesién de conjutnos finitos {F*}

tal que
(1) z,, € Oy para todo k.

(2) {F*} es una sucesién de conjuntos finitos de puntos aislado ajenos por pares en Oy
Y Zn, € U Ff para cualquier subconjunto infinito A C w.
neA

(3) Ox N F! = () para todo I>k y todo n.

k
4) Z, =X \(U O;) es un subespacio cerrado tal que Z,gl) es infinito y ng41 es el minimo
i=0
entero n tal que z, € Z,il).

Como X es un cerrado con X infinito, por 4.2.5 existe una vecindad abierta Oy de 2,
tal que Zy = X \ Oq es un subespacio cerrado tal que Zél) es infinito. Sea Fy el filtro de
vecindades de zj restringido a X N Oy (donde X© es el conjunto de puntos aislados de

X). Dado que Fj es analitico, por el Lema 4.2.1, existe una particién en conjuntos finitos
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{F%} de X N Oy que cumple (2). Sea ng = 0 y n; el minimo entero tal que z,, € Z(()l).
Es claro que se cumple (1),(2),(3), (4) para k = 0.

Para el paso inductivo, supongamos que hemos definido n; parai < k+1, {O;} y {F}°2,
para i < k tal que cumplen (1),...,(4). Por 4.2.5, existe una vecindad abierta Oy, de
Zny,, tal que Zp = X \ Ok41 es un subespacio cerrado con 215:21 infinito. Sea ny,o el
minimo entero tal que z,, ., € Z,EJF)I, asi que se cumplen (1) y (4). Por el Lema 4.2.1 apli-
cado al filtro de vecindades de z,,,, restringido a X Onz.n Og11, existe una particion

{Fk+1Y o, de X N Z, N Opyq en conjuntos finitos tales que se cumple (2) y (3).

Definimos f : 29*% — 2X_ por:

fAa= U m
(kn)eA

Veamos que f es continua. Sea U = {A : x € A} para x € X fijo. Sea C' € f~1(U), dado

que existen n, k tnicos tales que x € F*, tenemos que

Cef'U)« (k,n)cC

es decir, f71(U) es un subbdsico de 2**«.

Ahora veamos que ) x FIN = f~'({Z C X : Zescerrado}). Supongamos que A ¢

) x FIN, entonces existe k tal que la seccién vertical A, = {n : (k,n) € A} es infinito.

Asi que por (2) z,, € U v, es decir, z,, € f(A)\ f(A). Con esto demostramos que
neAy
si f(A) es cerrado entonces A € ) x FIN. Supongamos ahora que A € () x FIN y

zn ¢ f(A). Sea k el mimino entero tal que ny < n <ngyi. Por (4), ngy1 es el minimo
k

entero talque z,, ., € X \ (U O;), asi que z, deberd estar en O; para algun i > k. De
i=0
aqui que W = Og U ... U Oy es una vecindad abierta de z,. Por (3),

wnfa=|J Fu | Flu..u | F
(0,n)eA (1,n)eA (kn)eA

que es un conjunto finito pues A es un elemento de () x FIN. Entonces podemos

encontrar una vecindad abierta V' de z, tal que V.C Wy V N f(A). De aqui que z, ¢
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f(A) =0, asi que f(A) es cerrado. Con esto demostramos que ) x FIN es Wadge reducible

al conjunto de 7-cerrados, asi también lo es a los conjuntos de los T-abiertos.

]

4.2.7 Corolario. Toda topologia T, analitica sobre un conjunto numerable con una

base F, y una infinidad de puntos no-aislados es 113-completo.

Demostracién. Dado que T tiene una base F,, por 3.0.2, 7 es I13. Ademds, por el teorema

anterior, T es IT13-hard. Por tanto 7 es II3-completo. O

4.2.8 Corolario. La topologia sobre los racionales es 113-completo.



Capitulo 5

Al

5.1.

Se

gunos ejemplos

Una topologia con complejidad 119

a J un filtro sobre los naturales que contiene al filtro de los conjuntos cofinitos.

Definimos la topologia sobre X = w<“ como sigue:

Uecertre {necw:s ™n} e F paratodos e U

Veamos que 7 es Hausdorff, cero-dimensional y no tiene puntos aislados.

i)

ii)

77 es Hausdorff: Sean s, € X incomparables, entonces los conjuntos formados
por todas la extensiones de s y t respetivamente son 7r-abiertos ajenos. Si s C t,
entonces Uy = {re X :t Cr}yUs={re X :sCr&r(s|) #t(s])} son

Tr-abiertos ajenos.

77 es cero dimensional: Para demostrar esto veamos primero cémo son los abiertos
basicos. Sea s € w<“ fijo, entonces U C w<* es un abierto bésico para sy si
para toda extensiéon s de s, existe Fy € F tal que Vn € Fy, s"n € U. Ahora
consideramos U un abierto basico y sea Cy, = w \ Fs,. Consideramos el conjunto

Ty = {s € Wl s = s0m & m € Oy, }, entonces

we\U= |J wu | UulJV,

tew<lsol s€Ts, rCso
tLlsg

65
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donde t L s significa que t y sp no son comparables, V,. = {u 2 r : u(|r|) # so(|r]) }

y U, Us son los abiertos formados por todas las extensiones de ¢ y s respectivamente.

iii) 77 no tiene puntos aislados: Esto es claro pues para cualquier s € w<“ y para

cualquier abierto que lo contenga, éste contendra una infinidad de elementos.

: 0 0 0 :
Se cumple que si F es Il o X entonces 77 es Il ;. Para ver esto definimanos, para

cada s € W<, una funcién ¢, : 2°~° — 2 como sigue:
n:sneAl seA
w s¢ A
Nétese que 77 C ¢ (F), para toda s, pues ¢, (F) = {ACw:s¢ Ao{n:sne
A} € F}, asf que si A es abierto y contiene a s, entonces A € ¢, !(F). Ademds
r= ) ¢.'(F)
sEWSW

La contencién C es clara por lo dicho anteriormente. Para demostrar la otra contencion,
sea A € ¢;'(F) para toda s € w<“. Supongamos A # (). Como A € ¢;'(F) entonces
{new:s"ne A} € F para todo s € A.

Finalmente, si para todo s, ¢;!(F) es continua habremos terminado pues si F es
I |, entonces Vs ¢, ' (F) es II0. |, asf que 77 es II2, ;. De manera similar, si F es X2,
entonces Vs ¢, (F) es 30, asf que 77 es 119, ;. Veamos que ¢, es continua. Sea n € w, y
sea W ={A Cw:n € A}. Entonces

;W) ={ACw¥: neco(A)}y={A:s¢ AlU{A:s€c A& s"ne A}
el cual es cerrado-abierto en 29~

Un caso especial de 77 es cuando F es el filtro de los conjuntos cofinitos que denota-

remos por Tpyy. Mostraremos que Tp7y no contiene una base F,.
5.1.1 Proposicion. 7r;y no admite una base F,

Demostracion. Para demostrar esto haremos uso de algunas afirmaciones
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5.1.2  Afirmacién (1). Sea A, C w" un conjunto finito y A = U A,. Entonces A es

new
Trin-cerrado y discreto.
Demostracion. Para cadan > 1, definamos f(n) = max{t(n—1) : t € A, }. Para cualquier
kys e wk definimos U = {s}U{t € < : s <t & t(m—1)>f(m) para todo m>k}. Para
s' € Uy, el conjunto {n : s""n ¢ Ur} es finito pues el conjunto de extensiones ¢ de s" que
no estan contenidas en Uy es el mismo de aquellos que cumplen f(|s'|+k)> t(]s'|+k—1),

que es sélo una cantidad finita (Ajy 4 es finito). De aqui que U ¢ es abierto.

Veamos ahora que A es cerrado. Sea s € A y asi UinA# (). Seat € UsN A, entonces
existe [>k = |s| tal que t € Ayt = s o t(m — 1)> f(m) para todo m >k. Sit # s
entonces

F(1) 2 11— 1)> (1)

lo cual es una contradiccién. Por tanto Uy N A no contiene extensiones de s, asi que
UsN A= {s}. Por tanto s € A.
Ademas, para s € A, el abierto U 7 es tal que no contiene a ningtin otro elemento de

A, por tanto A es discreto. n

5.1.3 Afirmacién (2). Sea K C 7p;n un conjunto cerrado y s € w<*. Entonces eriste
n tal que para todo V € K, si s € V, entonces existe m<n tal que s"m € V. Mas aun,
para todo m>|s| existe un conjunto finito A,, C w™ tal que s < t para toda t € A, y si
VeKyseV, entonces VNA,#0.

Demostracion. Supongamos lo contrario, supongamos que para todo n, existe v, € K,
tal que s € V,, y s"m ¢ V,, para todo m<n. {V, },c, forman una sucesién en K que es
cerrado en 29~ asi que podemos suponer que {Vatnew — V € K. Entonces s € V' y
s~k ¢ V para todo k, lo que contradice el hecho de que V' es un abierto.

Para demostrar la segunda parte, sea my = |s| + 1 y ng € w dado por la primera
parte de la afirmacién. Sea A,,, = {s70,571,...,5"ng}. Todos los elementos de A,,, son
extensiones de s y si V€ K y s € V, entonces existe j < n, tal que s”j € VN A,,.
Supongamos definido A,,, C w* y sea my1 = my + k. Sea nyq1 € w dado por la primera

parte de la afirmacién aplicado a algin ¢t € A,,, , entonces

Amk+1 = {tﬁjk Sk < Mgy &te Amk}
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Asi, siV € Ky s eV entonces existe j <ngq talquet™j e VNA O

Mp+1

5.1.4 Afirmacioén (3). Sea K,, C 7pn un conjunto cerrado y s € w<*. Entonces eriste

una vecindad Trrn-abierta O de s tal que para todo n y todo V € K, si s € V' entonces

V¢o.

Demostracion. Sea s € w<“. Sin perdida de generalidad podemos suponer que para cada
n, K, contiene un abierto V con s € V. Elijimos un conjunto finito A, C wl*I™ que

estd dado por la afirmacién 2. Sea A = U A, que es cerrado por la afirmacion 1. Sea O

new

el complemento de A. Seann € wy V € K,,. Si s € V, por la afirmacién 2, V N A,, # (.
SiteVyte A, entoncest ¢ O, asi que V ¢ O. O

De la afirmacion 3 se concluye que 7p;y no tiene base F,. Cualquier unién numerable
de subconjuntos cerrados de 7 tiene un abierto no vacio que no contiene elementos de tal
unién numerable.

]

5.2. Una topologia Yl-completa sobre un grupo to-

polégico numerable
Primero recordemos la definicién de grupo topologico.

5.2.1 Definicién. Un grupo topoldgico es un grupo algebraico (G, -) con una topologia
sobre G tal que las operaciones de grupo (producto e inversién) continuas. Un grupo
Booleano es un grupo tal que todos sus elementos tienen orden dos, es decir, para todo
acd, a®=e.

5.2.2 Proposicién. Sea G = {A C 2 : A es cerrado-abierto}. Entonces G es grupo

con la diferencia simétrica como operacion de grupo.

Demostracion. La diferencia simétrica es asociativa. El vacio es neutro y cada elemento

es su propio inverso. ]

Para cada conjunto denso A C 2¢ definimos una topologia 74 sobre el grupo Booleano

G de los conjuntos cerrado-abiertos de 2*. La subbsase de 74 son los conjuntos de la forma
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rT={aeG:xe€a}, v ={aceG:x¢a}

donde z € A. Supongamos que A es analitico. La subbase de 74 la podemos escribir como

B:(U{ae?zw:an&aeG}>U(U{ae?zw:xgéa&aeG}).

TEA €A

Veamos que B es analitico. Definimos
C={(r,a)e2“x2¥ ;2 cA&krcalkacG)

. w w . 7’ . .
Note que el conjunto G = {U, C 22" : s € 2<%}, es decir, que los tinicos conjuntos
cerrado abiertos son los basicos. Para ver esto, sea H un cerrado-abierto de 2¥. Considere

una cubierta Uy, , U,

sys- -5 Us,, finita de cerrado-abiertos basicos de H, esto lo podemos

hacer pues H es cerrado. Ademas, por el hecho de que H es abierto, podemos construir la
cubierta de tal manera que cada Uy, C H. De aqui, podemos modificar la cubierta de tal
manera que H se puede escribir como una combinacién booleana de una cantidad finita

de cerrado-abiertos basicos. Por esto, nétese que

C= U{(x,a)€2w><22w:a:€14ﬂa}.

aeG

Como cada a N A es analitico, C es analitico por 1.4.18. Es claro que I1;(C) = U {a €
€A
2" . 2 € a & a € G}, por tanto es analitico. De manera aniloga se demuestra que el

conjunto U {a €2¥ : 2 ¢ a & a € G} también es analitico. Por tanto, B es analitico y
€A
por la Proposicién 3.0.3, 74 € X1, Considere la funcién f : 2 — 2 definida por

flx)={a€eG:x€a}=a"

Veamos que f es inyectiva y continua. Supongamos que x # y € A. Entonce existe
a €zt tal que a ¢ y*, es decir, x € ay y ¢ a. Dado que a es cerrado-abierto de 2¢; existe
U cerrado-abierto basico de 2 tal que z € U Cay y ¢ U. Asi que f(x) debe ser distinto
de f(y). Con esto demostramos que f es inyectiva sélo falta demostrar que es continua.
Para ver esto sea a € Gy U, = {A € 29 : a € A} abierto bésico de 2. Sea y € a asf que
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a € f(y). Por tanto f(y) € U, y con esto concluimos que f es continua.

Note que por definicién, para todo x € 2¢, f(x) # 0, pues z € 2¥ € G, es decir,
2¢ € f(x). Més atn, si € A entonces f(z) = 2 € 74. Finalmetne, si © ¢ A entonces
f(x) = z" tiene T4-interior vacio. Para ver esto, sea U € 74, es decir, U = 2 N...N
xr Ny N Ny, con x1,...,Tn,Y1,---,Ym € A. Dado que 2 es Hausdorff, existe un

cerrado-abierto b tal que

Tl Ty EOY Y1y oo Yy T E b,

por tanto, b € U y b ¢ f(x), asi que U C f(x). Esto prueba que si ¢ A entonces
f(z) ¢ Ta. Por tanto A <y 7a.

Para A = 2, denotemos 74 = 71. La subbase para 7; es un conjunto compacto de 2¢
asi que en este caso 7; es una topologia I19. Por otro lado, para una eleccién adecuada
de un conjunto analitico no-Borel A C 2%, 74 es Yi-completo. Note que la eleccién del
conjunto A cambia la subbase de 74 dando como resultado un cambio en la complejidad

de la topologia.

Aun quedan preguntas sin responder sobre el tema. En el capitulo 3 se estudiaron
los casos en lo que una topologia tiene base cerrada, F, o Gy. Sin embargo, aun falta
responder si toda topologia analitica tiene una base o subbase Borel y si la respuesta es
afirmativa, nos gustaria saber la complejidad Borel minima de dicha base o subbase. Otra
pregunta sin responder al respecto es si una topologia regular con una base F, tiene una

base F, de cerrado-abiertos.
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