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Introduccion

Completar y compactar espacios son problemas fundamentales del andlisis y
la topologia general. Las completaciones clasicas se dan en espacios métricos,
mientras que las compactaciones (como la de Stoneféech) se tienen para es-
pacios topologicos completamente regulares. En este trabajo presentamos
una completaciéon y una compactacién sobre grupos topoldgicos. La com-
pletacién que haremos esta inspirada en la completacién clasica para espacios
métricos, mediante clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy. La idea
de esto es pensar a las vecindades basicas de la identidad como las vecindades
de radio € en espacios métricos. Hacemos énfasis solo en la identidad ya que
los grupos topoldgicos son homogéneos. Un hecho importante de las vecin-
dades de un punto es que forman un filtro Cauchy. Dentro de este trabajo
diremos que un grupo topoldgico es Raikov completo si todo filtro Cauchy
converge.

Por otro lado la compactacion que daremos esta basada en la compactacién
de Stone Cech para espacios completamente regulares. Como el intervalo
[0, 1] no es grupo, la idea al basarnos en la compactacion de Stonef(vlech, es
tomar funciones continuas a uno de los grupos mas conocidos, el toro T. Con
esto en mente, daremos la construccion de la Compactacién de Bohr de un
grupo topoldgico, tomando la familia de todos los caracteres continuos de
el grupo al toro. Encajaremos al grupo en un subgrupo compacto de una
potencia del toro T, mediante el producto diagonal de todos los caracteres
continuos.

En el primer capitulo, desarrollaremos los conceptos basicos de grupos,
grupos topologicos y filtros. Se prueban resultados como que todo grupo
topoldgico de clase Tj es regular, se prueba el teorema de Peter-Weyl para
grupos localmente compactos, el cual asegura la existencia de caracteres no
triviales de un grupo localmente compacto. Se habla un poco del cociente

Vil



viii INTRODUCCION

de grupos y se define el concepto de filtro. Todas estas seran herramientas
necesarias para el trabajo realizado en los capitulos siguientes.

En espacios métricos tenemos sucesiones de Cauchy y el concepto de espa-
cio completo. Haremos una analogia a este concepto en grupos topoldgicos,
mediante el uso de filtros, veremos que todo grupo topoldgico admite una
completacién de Raikov y daremos la construccién de la completacion, in-
tentando siempre destacar la analogia con lo que ocurre en espacios métricos.
Se prueban propiedades como la unicidad de la completacién (salvo isomor-
fismo topoldgico), se prueba la extension de homomorfismos continuos de un
grupo a su completacion y otras como que el producto arbitrario de grupos
completos es completo, recordando que esta propiedad en espacios métricos
solo se da para producto numerable.

En el capitulo dos hablaremos de la compactacion de grupos topoldgicos
basados en la compactacion de Stone—Cech para espacios completamente
regulares (ver [5]). Se define la topologia de Bohr, la cual tiene propiedades
como ser maxima entre las mas gruesas que la topologia original que hacen
precompacto al grupo. La compactacion realizada recibe el nombre de com-
pactacién de Bohr, esta se hace a detalle pero considerando en lugar de [0,1]
al toro T. Hablaremos un poco de grupos maximales casi—périodicos, y el
functor “dotar a un grupo con la topologia de Bohr”. Veremos que esta ope-
racién forma un functor covariante de la categoria de los grupos localmente
compactos abelianos a los grupos abelianos, precompactos y Hausdorff.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupos

Definicién 1.1.1. Recordemos que (G, ) con G un conjunto y - una opera-

cién binaria sobre G es un grupo si

i) La operacion - es cerrada en G.

ii) La operacién - es asociativa,

iii) Existe un elemento neutro e € G tal que para cada z € G se tiene que

r-e=x=e-zx.

iv) Para cada o € G existe suinversoy =z ' € Gtalquez -y =y -z =e.
Si el producto - es conmutativo (i.e a -b = b - a) diremos que G es un

grupo abeliano.

Un ejemplo claro de un grupo que nos sera de gran utilidad durante el
transcurso de esta tesis es el toro.

Ejemplo 1.1.2. Sea T = {z € C | |2| < 1} este conjunto es llamado el toro
y es un grupo con la multiplicacién de niimeros complejos.

También recordemos lo que es un subgrupo:

Definicién 1.1.3. Un subconjunto H de un grupo G es subgrupo de G si:
i) el elemento identidad e de G estd en H.

ii) Para cualesquiera z,y € H se tiene que x -y € H.

iii) Para cada x € H su inverso ! también estd en H.

Lema 1.1.4. Sea H subconjunto no vacio de un grupo G. Si para cuales-
quiera x,y € H se tiene que xy~' € H, entonces H es un subgrupo de G.
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! se tiene que

Demostracion. Que el neutro estd en H es claro. Para z,y~

ry € H, y para los inversos tenemos que para e,z € H el producto 27! =
~1

ex” € H.

O

Definicién 1.1.5. Sea G grupo y A subconjunto de G, denotaremos por (A)
al menor subgrupo H de G que contiene a A. En tal caso, diremos que H
es el subgrupo generado por A. Si el conjunto A consta de un solo elemento
diremos que el grupo (A) es ciclico.

Definicién 1.1.6. Un grupo G se dice divisible si para todo n € N se tiene
que G" = G. Dicho de otro modo, G es divisible si dado z € G y algin
n € N existe y € G tal que y" = z.

En el siguiente lema daremos una condicién suficiente para que un homo-
morfismo definido en un subgrupo de un grupo abeliano se pueda extender.

Lema 1.1.7. Sea G un grupo abeliano con la operacion + y sea H subgrupo
de G, consideremos f : H — F' un homomorfismo con F' un grupo abeliano,
sean v € G yy € F. Entonces f admite una extension a un homomorfismo
h:(HU{zx}) — F tal que h(x) =y. siy sdlo si kx ¢ H para todo k € N, o
mx € H y f(mx) =my.

Demostracion. Supongamos que dicha extensién existe y cumple que h(x) =
y, como h|g = f, tenemos que my = h(mz) = mf(x). Ahora demostremos
la suficiencia. Llamemos Hy = (H U {z}), y definamos

h:Hy — F

c—krtb — ky+ f(b). (1.1)

Caso 1. Supongamos que kx ¢ H para todo k € N. Entonces cada z € H,
tiene la forma z = kx+0b, con b € H y k € Z, claramente h esta bien definida
y h extiende a f. También h es homeomorfismo pues dados z; = kx +a y
2y = lx + b entonces h(z +23) = h(k+ D)z +a+b) = (k+Dy+ f(a+Db) y
como f es homomorfismo se tiene que h(z; + z2) = h(z1) + h(22).

Caso 2. Supongamos ahora que existe m € N tal que max € H, consideremos
m minimo y definamos h(x) = y, donde my = f(mz) y en general como en
la ecuacién (1.1). Veamos que h esta bien definida. Sean kx +a = lz + b
entonces (k — l)r = b —a € H, entonces m divide a k — [ pues mx € H,
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digamos k — [ = mp para algin p € Z, por lo tanto

h(kx 4+ a) — h(le +b) = ky + f(a) — (ly + f(b)) =
(k=1Dy — f(b—a) =mpy — f(mpx) = mp(y — f(x)) = 0;

es decir, h(kz + a) = h(lx + b). También es facil ver que h extiende a f y
probar que h es homomorfismo es analogo al Caso 1.
O

Teorema 1.1.8. Sea H subgrupo de un grupo abeliano G, entonces todo
homomorfismo f : H — F, con F' un grupo divisible abeliano, se puede
extender a un homomorfismo g : G — F.

Demostracion. Sea % la familia de todas las parejas de la forma (K, g) con
K subgrupo de G que contiene a H y g : K — F homomorfismo que extiende
a f. Dados dos elementos (K,g) y (K1,¢91) definimos un orden en %4 como
sigue:
diremos (K, g) < (Ki,01) si y sélosi K C K; y g1 extiende a g. Claramente
este es un orden parcial en la familia #. Sea ¥ C % una cadena en %, con-
sideremos K* = | J{K | (K, g) € € para algun homomorfismo g : K — F'} y
definamos ¢g*(z) = g(z) siz € Ky (K,g) € €, como cada homomorfismo g
extiende al homomorfismo anterior en 4, se tiene que g* esta bien definida
y es homomorfismo, notese que K* es subgrupo de G, entonces para todo
(K, g) € € se cumple que (K,g) < (K*,g*) es decir la cadena € esta aco-
tada. Por el lema de Zorn, la familia £ tiene un elemento maximal, digamos
(K, 9)-
Afirmamos que K = G. Supongamos que no y sea a € G\ K, como F es
divisible por el Lema 1.1.7, existe un homomorfismo h : (KU{a}) — F tal que
h extiende a g, claramente K C (K U{a}), entonces (K, g) < ((KU{a}),h),
y esto es una contradiccién a la maximalidad de (K, g). Por lo tanto K es
igual a G y asi g es el homomorfismo buscado.

O

Proposicién 1.1.9. Sea G grupo y b € G con b distinto del elemento iden-
tidad e, entonces existe un subgrupo ciclico H de G tal que b € H y H es
isomorfo a un subgrupo K del toro T.

Demostracion. Caso 1. Si b es de orden finito sea p € N minimo tal que
pb =0y sea ¢ = 2?”. Definamos a = cosp + iseng, entonces a es de orden p.
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Sea H = (b) y K = (a) y definamos ¢g(b") = a" para cadan € N, claramente
b€ H y g es un isomorfismo.

Caso 2. Supongamos ahora que b es de orden finito, sabemos que existe
0 < ¢ < 7 tal que ny # 27k para todo n,k € N, sea a = cosp + iseny
y definamos H = (b), K = (a) y ¢g(b") = a™, nuevamente g es isomorfismo.

Esto termina la demostracion.
O

Como un resultado del Teorema 1.1.8 y de la Proposicién 1.1.9 tenemos:

Corolario 1.1.10. Sea G grupo abeliano y a € G distinto de la identidad,
entonces eziste un homomorfismo g : G — T tal que g(a) # 1.

Demostracion. Por la Proposicion 1.1.9 existe H subgrupo de G tal que
a € Hy H= K con K subgrupo de T, sea f : H — K el isomorfismo
obtenido en la prueba de la Proposicién 1.1.9, claramente f(a) # 1. Como
T es divisible, por el Teorema 1.1.8, existe g : G — T tal que g extiende a f

y g(a) # 1.

O

1.2 Propiedades de grupos topoldgicos

Nuestro objetos de estudio seran los grupos topoldgicos los cuales estan
definidos como:

Definicién 1.2.1. Un grupo topolégico es un par G = ((G,-), 7) donde

i) (G, ") es un grupo con la operacion -,
ii) 7 es una topologia para G que cumple que las operaciones

pw:GxG — G I1:G — G

(z,y) — z-v, x — b

son continuas, considerando a GG X GG dotado con la topologia producto.

Observacion 1.2.2. A los elementos U de 7 los llamaremos abiertos y si
x € U entonces U sera llamado vecindad de x o en caso de ser necesario
vecindad abierta de z.
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Notaciéon 1.2.3. A la familia formada por todas las vecindades abiertas
del elemento z la llamaremos sistema de vecindades del punto =z € Gy
la denotaremos N,. Cuando sea necesario denotaremos N, (G) para hacer
enfasis en que grupo topoldgico estamos considerando las vecindades.

Definicién 1.2.4. Sea GG un grupo topoldgico y sea g € G fijo. Definimos
las traslaciones izquierda y derecha bajo el elemento g como

Ag: G — G pg: G — G
r — gx T — xg.

Un hecho importante es que en cualquier grupo topoldgico las traslaciones
izquierda y derecha son homeomorfismos.

Lema 1.2.5. En todo grupo topologico las traslaciones son homeomorfismos.

Demostracion. Para la traslacién izquierda. Claramente ), es biyeccién para
cada g € G, ndtese que A\, es continua, por la continuidad del producto en
G. La continuidad de la inversa se tiene por el hecho de que A\jo A\j-1 ~ Idg
y que A1 0 \g = Idg, pues (Ay 0 Ay-1)(z) = N\g(97'2) = g(¢g'2) = 2. La
demostracion para la traslacién derecha es anédloga. O

Gracias a que las traslaciones son homeomorfismos podemos afirmar el
siguiente corolario.

Corolario 1.2.6. Para cada U vecindad de v en G se tiene que U es
vecindad de la identidad. Por otro lado st U es vecindad de la identidad,
entonces xU es vecindad de x.

Lema 1.2.7. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos topoldgicos, si f
es continua en la identidad e € G, entonces f es continua en todo G.

Demostracion. Sean e € G,ey € H los elementos identidad en G y H res-
pectivamente. Sean z un elemento arbitrario de G y V una vecindad de
y = f(xr) € H. Por el Lema 1.2.5 las traslaciones son homeomorfismos,
entonces 41V es una vecindad de ey. Como f es continua en eg, existe una
vecindad U de eg tal que f(U) C y~'V. Nuevamente como las traslaciones
son homeomorfismos, zU es una vecindad de x y asi, f(zU) = f(x)f(U) C
yy 'V =V, O
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Recordemos que un espacio topologico X es de clase Tj, si dados z,y € X
distintos, existe una vecindad abierta U de z tal que y ¢ U, o de otro modo
existe W vecindad abierta de y tal que = ¢ W.

Durante este capitulo, consideraremos grupos topologicos de clase Tj.

Definicién 1.2.8. Sea G un grupo topolégico Ty y A C G, diremos que A
es simétrico si se cumple que A = A™!, donde A~ = {a™! | a € A}.

Proposiciéon 1.2.9. Para cada U C G, vecindad de la identidad en G, y
todo x € U se tienen las siguientes propiedades.

i) Eziste V vecindad de e € G tal que zV C U.

ii) Existe V wvecidad de la identidad tal que V' es simétrica y V C U.

iii) Ezisten V, W wvecindades de la identidad tales que VW C U.

w) Existe V vecindad de la identidad, tal que V? C U.

v) Eziste V vecindad de la identidad, tal que VV ™1 C U.

vi) Se tiene que {e} =) Ne.

vii) Para cada x € G existe V vecindad de la identidad tal que xVx™t C U.
viii) Para cada x, y € G existe V vecindad de la identidad tal que (xV)(yV') C
xyU.

Demostracion. Para (i) consideremos V = z7'U N U, tenemos que V es
vecindad de la identidad y que V = z(z7'UNU) = UNzU C U. Para probar
(ii) consideremos V = U NU"!. Entonces V CU y V1= (UNU ! =
UNU™' = V. Para la prueba de (iii) recordemos por la Definicién 1.2.1
que la funcién p : G x G — G es continua, entonces para U existe un
abierto Uy = Wi x Wy de G x G con Wi, W5 vecindades de la identidad
tal que p(Uy) C U, es decir, WiW, C U. Para poder probar (iv), nétese
que para Wi y Wy de la prueba de (iii), tenemos que Wi N Wy # (), pues
e € Wi NW,. Entonces V = (W N Wy) x (Wy NW,) C Wy x Wy de donde
(W1 N Wy)2 = u(Wy N Wy, Wy NW,) C U. Para probar (v) tenemos por (iv)
que existe V vecindad de la identidad tal que V? C U, ahora para V por (ii),
existe V; vecindad de e simétrica tal que Vi C V, entonces V2 C V2 C U
por lo que ViV;' = V2 C U. La propiedad (vi) es clara pues los grupo
topolégicos que consideramos son espacios Ty. La prueba de (vii) se sigue del
Lema 1.2.5, pues las funciones y — zy v 2y — zyz !, son homeomorfismos.
La prueba de (viii) se tiene por que las traslaciones son homeomorfismos y
por que la multiplicacién pu en G es continua. O
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Lema 1.2.10. Sea G un grupo topolégico. Para cada vecindad U de la iden-
tidad, existe una vecindad V' de la identidad tal que V C U.

Demostracion. Sea U una vecindad de e y V una vecindad simétrica de e
tal que V2 C U. Lo cual es posible por la Proposicién 1.2.9. Asf, si z € V.
entonces 'V es una vecindad de x y por tanto, zV NV # (). Tenemos que
existen v,w € V de tal modo que xv = w, es decir, z = v-tw € V2 C U.
Por lo tanto V C U.

O

Una propiedad importante de los grupos topoldgicos es:

Proposiciéon 1.2.11. Todo grupo topologico G de clase Ty es un espacio
reqular.

Demostracion. Como las traslaciones son homeomorfismos basta considerar
e € (G, el elemento identidad, y F© C G cerrado tal que e ¢ F. Queremos
probar que existen U € N, vecindad abierta de la identidad y V' C G tal que
FCcV,conUNV =(. Como F es cerrado, G \ F es abierto. Sabemos por
la Proposicién 1.2.9 que existe U C G\ F' vecindad simétrica de la identidad
tal que U?> C G\ F es decir U2 N F = 0.

Afirmacion. U N F = (). Supongamos que no, entonces existe z € F' tal que
para cada W € N, se tiene que W NU # 0 y en particular para zU se tiene
2UNU # 0. Siw e 2UNU entonces w es de la forma w = zu = 4 con
u, % € U, por lo que z = @u~! € U? lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto U N F = y asi V = G\ U es un abierto que contiene a F'y U C U
es una vecindad de e, ademéas U NV = (. O

Definicién 1.2.12. Sean GG y H dos grupos topolégicos y f : G — H una
funcién que es un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo de espacios
topoldgicos, entonces diremos que f es un isomorfismo topologico entre G y
H. También diremos que G'y H son topologicamente isomorfos si existe un
isomorfismo topolégico entre ellos.

Mas adelante necesitaremos utilizar el hecho de que la cerradura de un
grupo es grupo. Para poder probar esto haremos uso del siguiente lema.

Lema 1.2.13. Sea G grupo topoldgico Ty y sean A, B subconjuntos de G,
entonces:
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Demostracion. Para (i) sea z € (A)(B), entonces z = 2y conx € Ay y € B,
sea U vecindad de la identidad por (viii) de la Proposicién 1.2.9 existe V
vecindad de la identidad tal que (xV)(yV) C ayU. Como = € A se tiene que
tV N A # 0y de igual manera como y € B se tiene que yV N B # () por
lo tanto AB NayU # () y como zyU es vecindad de zy y U es arbitrario se
tiene que z = xy € AB. Para la prueba de (ii) recordemos que la inversa
I: G — G es una funcién continua, entonces (A)~* ¢ A-L. Por otro lado
A=Y c (A)~! por lo que A~1 C (A)~! = (A)~!, pues (A)~! es cerrado. Con
esto concluimos la prueba del lema.

O

Lema 1.2.14. Sea H subgrupo de un grupo topolégico G, st H es abierto
entonces es cerrado.

Demostracion. Nétese que G\ H = |J{zH | © ¢ H}, como H es abierto
entonces G\ H lo es, por lo tanto H es cerrado.
O

Ahora daremos algunas caracterizaciones del cociente de grupos topolé-
gicos y algunas propiedades de grupos topoldgicos localmente compactos y
abelianos.

Definicién 1.2.15. Sea GG un grupo, la topologia formada por todos los
subconjuntos de G es llamada la topologia discreta de G. Cuando un grupo
G esté dotado con la topologia discreta diremos que G es un grupo topologico
discreto o sélo diremos que G es discreto. Notese que para que un grupo
topoldgico sea discreto basta que los singuletes (los subconjuntos con un solo
elemento) de G sean abiertos.

Lema 1.2.16. Un subgrupo H de un grupo topologico G es discreto si y solo
st H tiene un punto aislado.

Demostracion. Claramente si H es discreto, tenemos que todos sus puntos
son aislados. Por otra parte, sea x punto aislado de H, sabemos que para
alguna vecindad U de la identidad x2UNH = {z}. Tomemos y € H arbitrario.
Tenemos que

yUNH=yUN (yz 'H) =yz Y(2UNH) = yz~ {z} = {y}.

Tenemos que yU N H = {y}, por lo tanto H es discreto.
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Definicién 1.2.17. Sea GG grupo topoldgico abeliano y sea H subgrupo de
G, definimos el cociente de G bajo H como el conjunto {gH | g € G} y lo
denotamos por G/H. Ademads definimos el mapeo cociente p : G — G/H
dado por p(z) = xH.

Observaciéon 1.2.18. Si G es un grupo topolégico abeliano, entonces G/ H
es un grupo topolégico abeliano con la operacion t HyH = xyH y el elemento
neutro H. El cociente lo consideramos dotado con la topologia inducida por p,
es decir, U es abierto en G/H siy s6lo si p~!(U) es abierto en G. Notemos que
p es un homomorfismo pues p(zy) = xyH = xHyH = p(x)p(y). Claramente
G/H es abeliano pues G lo es.

Proposiciéon 1.2.19. Sea G grupo topolégico abeliano y H subgrupo de G,
entonces G/H con la topologia cociente es discreto si y solo si H es abierto.

Demostracion. Supongamos que G/H es discreto, recordemos que el neutro
del grupo G/H es H y asi H es abierto. Ahora recordemos que G/H esta
formado por las clases laterales G/H = {gH | g € G}, y gracias al Lema
1.2.5 las traslaciones son homeomorfismos es decir gH es abierto para todo
g € G, es decir, G/H es discreto.

O

Lema 1.2.20. Sea f : G — H un homomorfismo continuo con H un grupo
topolégico Hausdorff. Entonces el kernel de f definido como ker f = {x €
G | f(x) =en} es un subgrupo cerrado de G.

Demostracion. Como f es homomorfismo f(eq) = ey, porlo que e € ker f.
Sean x,y € ker f, tenemos que f(zy™') = f(z)f(y)~' y como f(z) = f(y) =
err, tenemos que f(zy~!) = eg, por lo tanto xy~! € ker f. Concluimos que
ker f es un subgrupo de G. Para ver que ker f es cerrado, tenemos que
ker f = f~'(ew), y al ser H Hausdorff, el punto {ey} es cerrado. Como f
es continua, concluimos que ker f es cerrado. O

A partir de la Definicién 1.2.17, tenemos:

Observacién 1.2.21. La proyeccién natural p : G — G/H es continua y
abierta.

Demostracion. Es claro por definicién que p : G — G/ H es continua. Veamos
que p es abierta. Sea U C G abierto, nos gustaria probar que p(U) C G/H es
abierto, pero por definicién p(U) es abierto si y sélo si p~!(p(U)) es abierto en
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G. Nétese que p~'(p(U)) = p " (UH) = U,y p ' (zH). Seay € p~!(p(U)),
entonces existe rg € U tal que y € p~'(xoH), es decir p(zy) = p(y). Nos
gustarfa probar que existe V vecindad de y tal que V' C p~1(p(U)). Afir-
mamos que V = yz;'U es la vecindad buscada, es decir yz, U C p~*(p(U)).
Queremos entonces ver que para todo u € U, yzy'u € p~'(zH) para algiin
z € U. Entonces p(yzyu) = p(y)p(zo) *p(u). Por la Observacién 1.2.18
y como p(y) = p(xg), se tiene p(yry'u) = ep(u) = p(u). Por lo tanto
yzo'U C p~H(p(U)) para algin zo € U. Concluimos que p : G — G/H es
abierta.

O

Proposicion 1.2.22. Sea G grupo topologico abeliano no necesariamente T
y sea N = {e}, entonces:

i) G/N es Hausdorff.

ii) Sea p : G — G/N lo proyeccion natural, entonces para cada F C G
cerrado se cumple que p~t(p(F)) = F.

Demostracion. Para probar (i) basta ver que G/N es Ty. Sea gN € G/N
distinto de N Claramente G/N \ N es abierto y contiene a g/N. Tenemos que
G/N es Ty y por la Proposicién 1.2.11 concluimos que G/N es Hausdorff.
Para probar (ii), claramente se tiene que F' C p~*(p(F')). Por otro lado
sea x € p~(p(F)) por lo tanto p(z) € p(F'), es decir, existe y € F tal que
p(y) = p(x) por lo que & = yz para algin z € N. Tenemos que zy~! = z con
lo que concluimos zy~! € N. Queremos probar que z estd en F'y como F
es cerrado basta ver que x esta en la cerradura de F. Sea V vecindad de z,
entonces 4y~ 'V es vecindad de zy~!, por lo tanto e € y~V, por lo que existe
w € V tal que y~'w = e, y como los inversos son tinicos, se tiene w = y y asf
y €V, esdecir VNE #0 vy porlotanto x € F = F.
O

El siguiente teorema sélo lo enunciaremos y no serda demostrado, sin em-
bargo lo utilizaremos para probar la generalizaciéon para grupos localmente
compactos. Puede consultarse este resultado en [1].

Teorema 1.2.23. Sea G grupo topologico compacto y sea b € G distinto de la
identidad, entonces existe un cardcter continuo f : G — T, tal que f(b) # 1.

Proposicién 1.2.24. Sea G un grupo topoldgico compacto, entonces la to-
pologia de G coincide con la topologia inducida por la familia de todos los
homomorfismos continuos de G al toro T.
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Demostracion. Sea G* la familia de todos los homomorfismos continuos de G
al toro T. Quisieramos probar que la topologia débil inducida por la familia
G* es mas fina que la topologia de G. Esto se traduce a probar que cualquier
x € G y cualquier U C G abierto, con x € U existen Vi,...,V,, abiertos
de T y caracteres continuos xi,...,xn € G*, tales que z € x;* (Vi) N...N
X2 (V) C U. Sea U abierto en G y consideremos G \ U el cual es cerrado.
Como G es compacto G \ U es compacto. Por el Teorema 1.2.23, para cada
x € G\ U sabemos que existe x, : G — T homomorfismo continuo tal
que xz(z) # 1. Como T es Hausdorff, existen U, y V, vecindades ajenas
de x.(x) y el 1 respectivamente. Las vecindades x,;'(U,) y x;' (V) son
ajenas pues U, y V, lo son. La familia {x;'(U,) | z € G\ U} forma una
cubierta abierta para G'\\U, por lo tanto existe una subcubierta finita digamos
Yo (U1), .., x2H (U,). Claramente x,; (Ve1)N...N x5 (Van) es una vecindad
abierta de el punto z. Mas atin x,; (Ve1) N ... N x5 (Van) € U. Con esto
concluimos que la base de la topologia inducida por G*, también es base para
la topologia de G.

O

Definicién 1.2.25. Diremos que V' es vecindad compacta de z, si x € int(V)
y V' es compacta.

Definicién 1.2.26. Un grupo topoldgico G es localmente compacto si para
cada U vecindad abierta de la identidad existe V' vecindad compacta de la
identidad tal que V C U.

Como las traslaciones son homeomorfismos, podemos decir que G es lo-
calmente compacto si para cada x € G y cada U vecindad de la identidad,
existe V vecindad compacta, de la identidad tal que zV C xU.

Observacién 1.2.27. Sea G grupo topoldgico localmente compacto y abe-
liano, entonces para cada H subgrupo de G, G/H es localmente compacto.

Demostracidn. Sea U vecindad abierta de e en G/H, entonces p~'(U) es
abierto en GGy vecindad de e, como G es localmente compacto existe K C
p~}(U) compacto, tal que e € int(K). Entonces p(e) € p(int(K)) C p(K)
y gracias a la Observacion 1.2.21, la proyeccién p es abierta y por lo tanto
p(int(K)) es abierto. M4s ain, como p es continua, p(K) es compacto y
p(K)CU.

O
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El objetivo de los siguientes resultados es probar la existencia de homo-
morfismos continuos no triviales de un grupo topolédgico localmente compacto
y abeliano G al toro T, es decir, vamos a probar que si b € G y b # e entonces
existe f : G — T homomorfismo continuo tal que f(b) # 1.

Para lograr esto asumiremos que este resultado se tiene para grupos
topoldgicos compactos (ver Teorema 1.2.23).

Teorema 1.2.28. Sea G grupo topoldgico Ty con elemento identidad 0, local-
mente compacto y no compacto tal que G contiene un subgrupo denso ciclico,
digamos (x) para algin x € G, entonces G es discreto e isomorfo al grupo
de los enteros 7.

Demostracion. Supongamos que G no es discreto.

Si (z) es finito, como (x) es denso en G entonces (x) = G y por lo tanto G
es discreto.

Si (z) hereda de G la topologia discreta, como (x) es denso en G entonces
(x) = G, pues de lo contrario existe g € G tal que g ¢ (), como (x) es
abierto, tenemos por el Lema 1.2.14 que (x) es cerrado. Asi G \ (z) es una
vecindad abierta de g que no intersecta a (x) lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto G es discreto.

Ahora supongamos que (x) no hereda bajo G la topologia discreta y que

(x) es infinito en G, por lo tanto (x) = Z, pues Z es el tnico grupo ciclico
infinito. Podemos pensar que Z es un subgrupo denso en . Definamos
N={neZ|n<0}yP={ne€Z]|n >0}, afirmamos que N y P son
densos en GG. Como Z es subgrupo denso en G'y N es la imagén de P bajo la
funcién de tomar inversos, basta probar que P es denso en Z. Sabemos por
(iii) de la Proposicién 1.2.9 que G tiene una base de vecindades simétricas de
la identidad y Z es denso en G se tiene que 0 € P, ahora como las traslaciones
son continuas n € n + P para cadan € Z y si n > 0 entonces n + P C P, es
decir n € P para n > 0.
Ahora si n < 0 definimos P, = {k € P | |n| < k}, entonces el conjunto
n+ (P\ P,) es finito, pues P\ P, es finitoy n ¢ n+ (P \ P,) pues P\ P, =
{1,2...,—n}, entonces tenemos que n € n + P, y nuevamente n + P, C P,
por lo tanto n € P. Concluimos entonces que P y N son densos en Z y por
lo tanto en GG. Con esto ya tenemos las herramientas para probar que G es
discreto, probaremos que si G no es discreto entonces es compacto y esto sera
una contradiccion.

Sea U vecindad simétrica de la identidad y consideremos 8 = {n+U | n €
N}. Afirmamos que § es una cubierta abierta para G. Sea g € G, entonces
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g+ U es una vecindad abierta de g y como N es denso en G existe j € N tal
que j € g+ U, es decir, existe u tal que j = g+u por lo que g = j —u y como
U es simétrica g € j + U. De igual manera el conjunto {n + U | n € P} es
cubierta abierta para G por la razén anterior. Sea U vecindad simétrica de
la identidad en G fija y tal que U es compacta, esto lo podemos hacer pues
por hipétesis G es localmente compacto, como {n+ U | n € N} es cubierta
para G, entonces es cubierta para U, por lo tanto existe X C N finito tal
que U C | J{n+U | n e K}. Seam =miax{|n| | n € K}, claramente m € P.
Sea Y = J{n+U | 1<n<m}, ficilmente se ve que

?:U{n+U|1§n§m}:U{n+U|1§n§m},

por lo tanto Y es compacto. Probaremos que Y = G. Sea g € G y sea
ny, = min{n € P | g € n+ U}, entonces g = ny, + a para algin a € U y
como U C U y U es compacto, existe j € K tal que a € j + U, es decir
g€ng+j+U, como K C N se tiene que ng+j ¢ P, pues si ng+j > 0
como j < 0 se tiene que ny, + j < ny lo cual es una contradiccién pues nyg
es el minimo que cumple que g € n, + U. Entonces n, < [j| < m (pues
j <0y ny <—j),porlo tanto g € Y, por lo que G =Y y por lo tanto G es
compacto, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto G es discreto.

O

Definicién 1.2.29. Sea GG grupo topoldgico, diremos que G es compacta-
mente generado si existe ' C G compacto tal que G es el subgrupo mas
pequeno que contiene a F', o dicho de otro modo F' genera a (G. Definimos
el grado de no compacidad de G como el cardinal mas pequeno k tal que
G = F + (K) para algin conjunto K de cardinalidad . Diremos que el
grado de no compacidad de un grupo topolégico G es finito, si existe F' C G
compacto y un subconjunto finito K C G tal que F' + (K) = G. El grado de
no compacidad de un grupo topolégico G lo denotaremos por dnc(G).

Observacién 1.2.30. Claramente dnc(G) = 0 si y s6lo si G es compacto.

Teorema 1.2.31. Para cualquier grupo topologico abeliano compactamente
generado y localmente compacto su grado de no compacidad es finito.

Demostracion. Sea F C G fijo y compacto tal que (F) = G, como G es
localmente compacto podemos pensar que F' es la cerradura de una vecindad
abierta U de la identidad. El conjunto F'+ F' es compacto pues la operacién
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pen G es continua, por lo tanto manda compactos a compactos y u(F, F') =
F + F, entonces existe K C G finito tal que podemos cubrir a F' + F' con
K+ U, esdecitr F+F C K+U C K+ F pues F = U. Definamos
Fy=Fy F,41 = F, + F para cada n € N, claramente G = J,_, F,, pues
F genera a G. Sea H = (K), entonces Fy = F+ F C K+ F C H+Fy
en general F,, C H + F lo cual demostraremos por inducciéon. Ya probamos
que Fy C H + F', supongamos que F,, C H + F, entonces F,, .1 = F, + F C
H+F+F CH+H+F ycomo H es subgrupo de GG, entonces H+ H = H,
por lo tanto F),.; C H + F. Concluimos que F,, C H + F' para cada n € N,
como G = |J,_, F), entonces G C F + H y se tiene que F'+ H C G, por lo
tanto G = F'+ H y recordemos que H = (K) y K es finito. Concluimos que
el grado de no compacidad de G es finito.

O

Proposicién 1.2.32. Sea G grupo topologico localmente compacto y abeliano
tal que su grado de no compacidad es finito y sea b € G distinto de la iden-
tidad. Entonces existe un grupo topologico localmente compacto y abeliano
Gy tal que su grado de mo compacidad es cero o menor que el grado de no
compacidad de G y existe un homomorfismo abierto y continuo p : G — G

tal que p(b) # e.

Demostracion. Sea m = dnc(G); por definicién de compactamente generado,
existe K C G finito y F' C G compacto tal que |K|=my G = F + (K). Si
m = 0 entonces |K| = 0 y por lo tanto G es compacto, asi considerando la
identidad en G, Ig : G — G se tiene Ig(b) = b # e.

Supongamos ahora que m > 0. Sea M = K \ {a} y sea H, = (a)
entonces |M| < |K|y H, es un subgrupo cerrado de G. Afirmamos que H,
no es compacto, pues si lo fuera entonces ¢ = F'+ H, es compacto (esto pues
la operacién en G es continua) y ¢ + Hy = G donde Hy = (K \ {a}), por
lo tanto dnc(G) < |M| < K < m, lo cual es una contradiccion.

Podemos afirmar entonces por el Teorema 1.2.28 que H, = (a) es un
subgrupo de G infinito, cerrado y discreto. Sea H subgrupo infinito de H,
tal que b ¢ H y consideremos p : G — G/H el homomorfismo cociente.
Claramente p(b) # e pues b ¢ H y por la Observacion 1.2.27, tenemos que
G/H es localmente compacto. Entonces p(H,) = H,/H es finito y por
lo tanto compacto, pues H, es ciclico y H es un subgrupo infinito de H,.
Entonces B = p(F') + p(H,) es compacto pues p es continua, por lo que

p(G) = G/H = p(F + (K)) = p(F + (a) + (M)) = p(F) + p((a)) + p((M))
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y como B = p(F) + p(H,) entonces p(G) = B + p((M)), por lo tanto como
p((M)) es generado por p(M) en G/H, entonces dnc(G/H) < |p(M)] <
|M| < m, por lo tanto dnc(G/H) < dnc(G).
En conclusién G, = G/H es el grupo buscado y p : G — G/H es el
homomorfismo abierto y continuo que se deseaba.
O

Proposicién 1.2.33. Sea G grupo topologico localmente compacto, abeliano
y de grado de no compacidad finito y sea b € G distinto de la identidad, en-
tonces existe un grupo topolégico compacto y abeliano Gy y un homomorfismo
continuo p : G — Gy, tal que p(b) # e.

Demostracion. Sea m = dne(G), podemos aplicar la Proposicién 1.2.32 m
veces, llamemos Gy; a el grupo obtenido en el i—€simo paso y p; : G — Gy,
a el homomorfismo correspondiente obtenido en la prueba de la Proposicién
1.2.32. En algin paso el grado dnc(Gy;) es cero, es decir Gy; es compacto, y
el homomorfismo buscado es la composicién de los homomorfismos continuos
p;j con 0 < g <1.

O

Teorema 1.2.34. Para cualquier grupo topoldgico localmente compacto y
abeliano y cualquier b € G distinto de la identidad, existe f : G — T homo-
morfismo continuo tal que f(b) # 1.

Demostracion. Sea GGy subgrupo de G abierto y cerrado tal que es compacta-
mente generado (el cual existe pues para cada subconjunto F' de G' compacto,
(F) es compactamente generado).

Caso 1. Si b € G;1. Consideremos G /Gy el cual es discreto gracias a la
Proposicién 1.2.19 y consideremos p : G — G /G4 el mapeo cociente, clara-
mente p(b) # e, pues b ¢ G; y como G/G; es discreto y abeliano, por el
Corolario 1.1.10, existe h : G/G; — T tal que h(p(b)) # 1 y h es continua,
por lo tanto f = hop: G — T es el homomorfismo continuo deseado.

Caso 2. Si b € GG1 por el Teorema 1.2.31 como G; es localmente compacto
su grado de no compacidad es finito, y por la Proposicién 1.2.33 existen
un grupo compacto G, y un homomorfismo continuo p : G — G, tal que
p(b) # 1. Por el Teorema 1.2.23, existe un homomorfismo p; : G, — T, con
pi(p(b)) # 1. Sea g = pop; : Gi — T, claramente g es continua. Sabemos
que el toro es divisible y por el Teorema 1.1.8, existe un homomorfismo f
que extiende a g. Como G es abierto y cerrado y ¢ es continua, entonces f
es continua.
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O

Observacion 1.2.35. A partir de el Teorema 1.2.34 podemos concluir que
para todo a,b € G con a # b, existe un homomorfismo continuo f :— T tal

que f(a) # f(b).

Demostracion. Consideremos ab™!, este punto es distinto de la identidad
pues de lo contrario tendriamos b=! = a=! y asi @ = b. Entonces ab™! # ey
por el Teorema 1.2.34 existe un homomorfismo continuo f : G — T tal que

F(ab™) # 1 por lo que f(ab~") = f(a) f(b)~ # 1y asi f(a) # F(b).

O

1.3 Grupos precompactos

Definicién 1.3.1. Un subconjunto B de un grupo topolégico G es llamado
precompacto si para cada vecindad de la identidad V existe /' C G finito
tal que B C FV y B C VF. De igual manera un grupo topolégico G
es precompacto si para cada vecindad V de la identidad existe Fi, F5 C G
finitos tal que G = 4V y G = V F.

En general en esta secciéon para probar que un subconjunto o un grupo es
precompacto sélo probaremos la primer contencién de la definicion, ya que
en general la segunda contencién es analoga. Soélo en caso de ser necesario
probaremos ambas contenciones.

Observaciéon 1.3.2. Todo subconjunto compacto B de un grupo topoldgico
G es precompacto.

Demostracion. Sea U vecindad de la identidad y consideremos la cubierta
abierta BU para B, entonces B C BU y como B es compacto, existe Fy C B
finito tal que B C FiU, es decir, B es precompacto. De igual manera B C
UF;, para Fy C B finito. Por lo tanto tomando F' = F; U F, tenemos que
BCcUFyBCFU.

O

Lema 1.3.3. Sea G grupo topologico y sea B C G precompacto y D denso
en B. FEntonces para cada U vecindad de la identidad en G existe K C D
finito tal que B C KU y B C UK.
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Demostracion. Sea U vecindad de la identidad. Sea V' vecindad simétrica de
la identidad tal que V2 C U esto lo podemos hacer gracias a la Proposicién
1.2.9. Como B es precompacto, para la vecindad V' existe F' C G finito tal
que BC FVy BCVF. Siz € F y se tiene que BNzV # (), entonces
DnNzV # ) (pues D es denso en B) y escojamos y, € D NzV. El conjunto

Ki={y. |z € FyBnzV #0} C D,

satisface que B C K U. Para esto sea b € B, entonces existe x € F' tal que
b € 2V, claramente b € BNV y asi y, € 2V, por lo tanto y, ' € V-1~
por lo que y; 'z € V™! y como V es simétrica y, 'z € V, tenemos

beaV =y, (y;'2)V CyV?CylUcC KU

Con esto concluimos que B C K U. Por otro lado probar que existe Ky C D
tal que B C UK, se hace de manera analoga, y por lo tanto tomando K =
K, U Ky C D tenemos lo deseado.

O

Lema 1.3.4. Si un conjunto B contiene un subconjunto denso y precompacto,
entonces B también es precompacto, es decir, la cerradura de un precompacto
es precompacto.

Demostracion. Sea D subconjunto denso precompacto de B y sea U vecindad
de la identidad, tomemos V vecindad de la identidad tal que V2 C U, como D
es precompacto existe F' C G finito tal que D C FV y D C VF. Afirmamos
que BCUFNFU. Sea b € B entonces DNbV # (). Escojamos y € DNbV,
noétese que y € D, por lo que y € 2V para algin x € F. Como y € bV
tenemos que b € yV =1 C (xV)V~1 = 2V? C zU, por lo tanto b € zU, es
decir B C F'U. Probar que B C UF se hace de manera andloga.

O

Lema 1.3.5. Todo subgrupo H de un grupo topolégico precompacto G, es
precompacto.

Demostracion. Sea U vecindad de la identidad en H y consideremos V' vecin-
dad de la identidad en G tal que U = VN H, claramente H es un subconjunto
precompacto de G, por lo tanto usando el Lema 1.3.3 existe F' C H finito
tal que H C FV NV F, afirmamos que H C FUNUF. Sea x € H, sabemos
que existen f € F'y v € V tales que z = fv, como x € Hy v € V se tiene
que v = flox € VN H = U lo cual implica z € fU, por lo que x € FU. La
otra parte de la demostracion es andloga. Entonces H es precompacto.

(Il
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1.4 Filtros y ultrafiltros

Definicién 1.4.1. Un filtro en un conjunto G es una familia no vacia F de
subconjuntos de GG que satisface:

)0 ¢F,

ii) si U,V € F entonces UNV € F,

iii)silU e FyU C W con W C G entonces W € F.

Definicién 1.4.2. Diremos que un filtro F es wultrafiltro si F es un filtro
maximal respecto a la contencion.

Proposicion 1.4.3. Sea G un conjunto y sea F un filtro en G. Entonces
existe F' ultrafiltro tal que F C F'.

Demostracion. Sea B la familia de todos los filtros G; que contienen a F.
Notese que esta familia esta parcialmente ordenada por la contencién. Sea
{Gi | i € I} una cadena de elementos de B, esta cadena esta acotada pues la
unién (J,.; G = G; es un filtro y es cota superior de la cadena {G; | i € I}.
Concluimos que cada cadena en la familia B esta acotado superiormente
por la unién de sus elementos y aplicando el Lema de Zorn, concluimos que
la familia B tiene elemento maximal, es decir existe F’ ultrafiltro tal que
FCF.

O

Lema 1.4.4. Sea F ultrafiltro en algun conjunto X y sea U C X tal que
UNF #0 para todo F € F, entonces U € F.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que U ¢ F y
consideremos la familia G ={W Cc X |[UNF C Wy F € F}.
Para la familia G se tienen las siguientes afirmaciones.
i) La familia G forma un filtro. Sea W3, W, € G entonces existen Fy, Fy € F
tal que UNF, C Wy y UNFE, C Wy por lo tanto UNFyNU N Fy, =
UN(F1NFy) €Gpues UN (Fy N Fy) se contiene a si mismo y por lo tanto
UN(FLNFy) CWyNWsyes decir Wi NW, €G.

Por otro ladosi A C X y W € G tal que W C A entonces existe F' € F
tal que UN F C W por lo tanto U N F C A y entonces A € G.
ii) Se tiene que F C Gy U € G. Esto se da por la definicién del filtro G pues
UNFE C F para todo F € F, es decir F' € G. De igual manera U N F C U,
es decir, U € G.
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En resumen encontramos un filtro G distinto de F tal que F C G esto
contradice la maximalidad de F, por lo tanto U € F.
O
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Capitulo 2

Completacion de Raikov

2.1 Motivacion

De ahora en adelante G denotara un grupo topoélogico y e serd su elemento
identidad y recordemos que los grupos topolégicos que utilizaremos en este
capitulo son Ty.
Sabemos que un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy con-
verge. Extenderemos esta nocién de completitud a grupos topoldgicos donde
diremos que un grupo topoldgico es completo (Raikov completo) si todo fil-
tro Cauchy converge. Ademas daremos la construcciéon de la completacién
de un grupo topoldgico GG, la cual llamaremos G* y algunas propiedades de
este grupo. También realizaremos una analogia entre esta completacion y la
realizada en espacios métricos.

Primero daremos algunas definiciones y propiedades de filtros en grupos
topoldgicos que seran necesarias para la construcciéon de G*.

Definicién 2.1.1. Un filtro F en G es una familia no vacia de subconjuntos
de G que satisface:

)0¢F,

ii) si U,V € F, entonces UNV € F,

ili)silU e FyUCW C G, entonces W € F.

Diremos que F es un filtro abierto si F es un filtro y esta formado por
subconjuntos abiertos de G.

Una propiedad importante del sistema de vecindades abiertas de un punto
es el hecho de que forman un filtro abierto.

21
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Lema 2.1.2. Para cada x € G la familia N, (de vecindades abiertas de x)
es un filtro abierto.

Demostracion. Claramente N, es una familia de abiertos.
Sean U,V € N, esdecirz € Uy x €V, porloque xz € UNYV, por lo tanto
UNV eN,. SealU € N, y W C G abierto tal que U C W, tenemos que
reUCWporloquez e W yasi WeN,.

(|

Definicién 2.1.3. Una familia A de subconjuntos de G es llamada base de
filtro si para cualesquiera U,V € A existe W € Atalque W CcUNV.

Una base de filtro abierto es una base de filtro formada por subconjuntos
abiertos de G.

Definicién 2.1.4. Sea A una familia de subconjuntos de G, definimos o(.A)
como la familia de todos los subconjuntos abiertos de G que contienen al
menos un elemento de A.

Proposicién 2.1.5. Si F es base de filtro abierto, entonces o(F) es un filtro
abierto que contiene a F.

Demostracion. Es claro que F C o(F) y que o(F) consta de conjuntos abier-
tos.
Veamos que o(F) es filtro:
Sean U,V € o(F), existen subconjuntos A, B € F talque ACUy BCV
entonces AN B C UNV. Por ser F base de filtro, existe un W € F tal que
WcCcANBporloque W CcUNV yasiUNV € o(F).
Sea U € o(F) y W C G abierto tal que U C W. Entonces existe A € F tal
que A C U C W por lo tanto A C Wy asi W € o(F).

O

La siguiente definicién nos da la analogia entre ser una sucesién de Cauchy
en un espacio métrico y ser un filtro Cauchy en un grupo topolégico. La clave
es la siguiente. Las bolas de radio € alrededor de un punto forman una base
para el filtro de vecindades de ese punto. Asi pues las vecindades de la
identidad pueden hacer el papel de los € > 0 en espacios métricos.

Definicién 2.1.6. Una familia A de subconjuntos de un grupo topoldgico G
es llamada familia Cauchy si para cada vecindad V de e € G, existen a,b € G
y conjuntos A, B € A tal que

AcaV 'y BcCVb.
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Notese que la propiedad de ser familia Cauchy la hacemos por la izquierda
y por la derecha ya que nuestro grupo topolégico G puede no ser abeliano.
Una propiedad clara de ser filtro Cauchy es:

Lema 2.1.7. Un filtro abierto F, es Cauchy si y solo si para cada vecindad
de la identidad V' existen a,b € G tal que aV,Vb € F.

Demostracion. =] Como F es filtro abierto y Cauchy, existen a,b € Gy
A, B € F tales que A C aV y B C Vb lo cual implica que aV, Vb € F.
<] El regreso es trivial pues aV se contiene a si mismo.

O

De alguna manera la Definicién 2.1.6 nos hace pensar que en A tenemos
subconjuntos de G “de todos los tamanos tan pequenos como queramos”.

El ser familia Cauchy es analogo a ser sucesiéon de Cauchy en el sentido
de que para cada vecindad del neutro tenemos subconjuntos de este “tamano
o menor” y si ademas es filtro, sus elementos siempre se intersectan, es decir,
de algiin modo se podria decir que sus elementos se van acercando entre si.

Proposicién 2.1.8. Si A es familia Cauchy, entonces o(A) es familia Ca-
uchy.

Demostracion. Sea V vecindad de la identidad e, por ser A familia Cauchy
existen a,b € Gy A, B € A tales que A C aV y B C Vb como aV y Vb son
abiertos que contienen a A y B respectivamente, entonces aV,Vb € o(A) y
por el Lema 2.1.7, o(A) es Cauchy.

(I

Definicion 2.1.9. Una familia 4 de subconjuntos de G es mallada si para
cada B € A existe A € Ay existen vecindades de la identidad U,V tales que

UAV C B.

Nuevamente la propiedad de ser familia mallada la realizamos por la
izquierda y por la derecha ya que el grupo topoldgico G podria no ser
abeliano.

La analogia de la definicion anterior en los espacios métricos es que
dado un abierto A, existe xp € A y nimeros ¢ > 0y d > 0 tales que
U.e B (z0) Bs(x) € A. Es decir, podemos pensar que una familia mallada es
aquella donde dado cualquier elemento, existe otro que al “engordarlo” no se
sale del elemento inicial.
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Proposicién 2.1.10. Si A es familia mallada de abiertos, entonces o(A)
también es familia mallada de abiertos.

Demostracion. Sea B € o(A), por la Definicién 2.1.4 existe A € A abierto
tal que A C B, como A es familia mallada de abiertos para A existen B; € A
y vecindades de la identidad U,V tales que UB;V C A. Como By C o(A)
(pues se contiene a si mismo) y A C B se tiene UB,V C A C B; por lo
tanto, o(A) es familia mallada de abiertos.

O

Proposicion 2.1.11. Para cualquier filtro F se tiene
o(o(F)) = o(F).

Demostracion. D) esta contencién es trivial pues o(F) esta contenido en si
mismo.
C] Sea U € o(o(F)) abierto, entonces por definicién existe W € o(F) abierto
tal que W C U pero nuevamente existe F' C F tal que FF C W por lo que
F Cc W C U, entonces U € o(F).

O

2.2 Filtros canonicos

En esta seccion estudiaremos la familia de todos los filtros abiertos de un
grupo topolégico G que son Cauchy y mallados los cuales conformaran a
nuestro conjunto G*.

Recordemos la definicién de espacio métrico completo.

Definicién 2.2.1. Una completacion de un espacio métrico X es un espacio
métrico completo X* y un encanje isométrico f : X — X* tal que f(X) es
denso en X*.

En nuestro caso nos gustaria tener el mismo tipo de identificacion entre
un grupo topoldgico y su completacion. Asi que definiremos una funcién 1 :
G — G* tal que i sea un isomorfismo topoldgico de grupos bajo la topologia
con la cual dotaremos a G* y cumpla que la imagen i(G) sea un subconjunto
denso en G*.

Pedimos que 7 sea un isomorfismo topoldgico ya que el ser homomorfismo
de grupos preserva la estructura de grupo del mismo modo que una isométria
preserva la estructura de espacio métrico.

La siguiente definicion es crucial en la construccion del espacio G*.
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Definicién 2.2.2. Diremos que un filtro abierto es filtro canonico si es una
familia de subconjuntos de G que es Cauchy y mallado.

Podemos resumir las Proposiciones 2.1.5, 2.1.8 y 2.1.10 en la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.2.3. Si F es base de filtro abierto que es Cauchy y mallado,
entonces o(F) es un filtro candnico que contiene a F.

Demostracion. Es claro por la Proposicion 2.1.5 que F C o(F). Que o(F)
es Cauchy se da por la Proposicién 2.1.8 y que o(F) es mallado por la
Proposicién 2.1.10 por lo que o(F) es filtro canénico.

O

Notacién 2.2.4. Llamaremos N, al sistema de vecindades abiertas del punto
x en (G, es decir

N, ={U €7 |xeU}, donde 7 es la topologia de G.

El interés por el sistema de vecindades de un punto es que forman un filtro
que es Cauchy y mallado y por ser familia de abiertos sera filtro canoénico.

Observacién 2.2.5. Para cada x € G con G un grupo topolégico, la familia
N, es un filtro canénico.

Demostracion. N es filtro abierto gracias al Lema 2.1.2. Veamos que es filtro
Cauchy. Sea V vecindad de e € G y consideremos U,,V, € N, vecindades
de x tales que

U, CV, Vet 'V,

Esto se puede hacer por la Proposicion 1.2.9, entonces
U, CcxV y V,CVux,

que es lo que se queria.
Ahora veamos que es filtro mallado. Sea U € N, y consideremos z U
vecindad de la identidad, como el producto en G es continuo existen V, W
vecindades de la identidad tales que VW C 2~ 'U ahora para V existen Vi, W,
vecindades de la identidad tales que ViW; C V, por lo tanto VW W C
VW C 7 'U, entonces Vi (zW,)W C U.

(Il
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2.3 Completacion de Raikov

Ahora retomamos el objetivo principal de este capitulo. construir un grupo
topolégico G* en el cual todo filtro Cauchy converge y ademds dar un iso-
morfismo topoldgico i : G — G* tal que G* contenga a i(G) como subgrupo
denso. Comenzaremos por definir la familia G* y la funciéon i : G — G*.

Definicién 2.3.1. Diremos que un filtro Cauchy F en G converge a un punto
x € G si para cada vecindad U de x se tiene que U € F, i.e. F converge a
x si F tiene al sistema de vecindades N, de x como subconjunto.

La definiciéon que viene a continuacién es una de las mas importantes de
este capitulo pues daremos la condicion para que un grupo topoldgico sea
completo.

Definicién 2.3.2. Diremos que un grupo topolégico G es Raikov completo
si todo filtro Cauchy converge.

Definicién 2.3.3. Para cada grupo topoldgico G llamaremos G* a la familia
formada por todos los filtros candnicos en G.

Definicién 2.3.4. Recordando que para cada z € G se tiene que N, es un
filtro canénico (Observacién 2.2.5) definimos

i:G6 — G*
x — N

Observacion 2.3.5. Notese que por la Proposicion 1.2.9 para cualesquiera
dos puntos distintos en G podemos hallar vecindades de alguno de ellos que
no sea vecindad del otro, es decir los grupos topolégicos que estamos con-
siderando son espacios Tj, con esto la funcién i : G — G* es inyectiva.

La familia G* serd la completacién de Raikov de el grupo topoldgico
G. Para esto necesitamos hacer a G* un grupo topoldgico y que ademas
sea Raikov completo. La construccién serd como sigue: definiremos en G*
una operacién que lo haga un grupo y le daremos una topologia 7* la cual
lo haga grupo topoldgico. Despues veremos que realmente G* cumple con
la propiedad de que todo filtro Cauchy converge, lo cual lo hace Raikov
completo. Més aun la topologia 7% debe cumplir que la funcién ¢ : G — G*
sea un isomorfismo topolégico.

Para definir el producto en G* daremos algunas definiciones preliminares.
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Definicién 2.3.6. Si A y B son familias de subconjuntos de un grupo
topoldgico G definimos

AB] = {AB | Ac A, BeB).

Enunciaremos algunas propiedades que se obtienen a partir de la definicion
anterior.

Proposicién 2.3.7. Si A y B son bases de filtro abiertas, entonces [AB] es
base de filtro abierto.

Demostracion. Claramente [AB] es una familia de abiertos. Para probar que
es base de filtro sean U,V € [AB] entonces U = AyBy y V = A1B; con
AQ,Al cA y By, B, € B, asi

U N V == AoBo N A1B1 2 (AO N Al)(BO N Bl)

y como A, B son base de filtro existen A, B tal que A C AgNA;y B C ByNBy,
por lo tanto AB C UNV.
(Il

Proposicion 2.3.8. Si A y B son familias malladas de abiertos, entonces
[AB] también lo es.

Demostracion. Sea W = AB € [AB], como A y B son familias malladas
existen Uy, V; y Us, V5 vecindades de la identidad y conjuntos A, By en A, B
respectivamente tal que

U1A1‘/1 CcCA U, B1Vo C B

entonces

Uy A1 B Vy C Uy A1 ViU BV,

y como A, By € [AB] y Uy, V, € N, concluimos que [AB] es mallado.
O

Proposicién 2.3.9. Si A y B son familias Cauchy, entonces [AB] también
es familia Cauchy.
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Demostracion. Sea U vecindad de la identidad y consideremos V' vecindad
de la identidad tal que V2 C U. Como B es Cauchy existen BC By be G
tales que B C bV, ahora para la vecindad de la identidad bVb~! existen
A€ Ay ae G tales que A C a(bVb™!), entonces

AB C a(bVb 1) (bV) C abV? C abU

y como AB € [AB] concluimos que [AB] es mallado. La prueba de que [AB]
es Cauchy por la derecha es analoga.
(]

Lema 2.3.10. Si A y B son filtros candnicos, entonces [AB] es un filtro
abierto que es Cauchy y mallado y ademds o([AB]) es un filtro candénico.

Demostracion. Este hecho se sigue de las Proposiciones 2.3.7, 2.3.8 y 2.3.9.
Que o([AB]) es candnico se da por la Proposicién 2.2.3.
O

Definicién 2.3.11. Dados F,G € G*, es decir dos filtros candnicos en G,
definiremos el producto en G* como

F -G =o([FG]).

Notemos que gracias al Lema 2.3.10 el producto o(|FG]) es un filtro
canonico, es decir la operacién - es cerrada en G*.

La operacién - definida anteriormente hace a G* un grupo lo cual provare-
mos a continuacion.
1. Elproducto F-G = o(|[FG]) en G* es asociativo. Esta afirmacion se sigue
del siguiente hecho:

Proposicién 2.3.12. Si F y G son bases de filtro abiertos, entonces o([FG]) =
o([o(F)o(9)))-

Demostracion. D] Sea U € o(o(F)o(G)) entonces existe A € o(F)y B € o(G)
tal que AB C U esto implica que existen P € Fy Q € Gtalque PC Ay
() C B por lo que PQ C AB C U de donde U € o(FG).
C] Nétese que [FG] C [o(F)o(G)] y por lo tanto o([FG]) C o([o(F)o(G)]).

O
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Entonces aplicado a nuestro caso (F - G) - H = o([(FG)H]) y por la
Proposicién 2.3.12 esto es igual a

o([o(FG)o(H)]) = o([o(o([FG]))o(H)]) = o([o([FG])o(H)])

y por la Observacion 2.1.11 esto es igual a

y a partir de esta ultima igualdad se sigue la asociatividad.
2. El filtro candnico N, es el elemento neutro en G*. Para probar esta
afirmacién necesitaremos de nuevas definiciones y propiedades.

Definicién 2.3.13. Dos bases de filtro F,G son sincronicas si para cada
A€ F ycada B € G se tiene que AN B # ().

Algunas propiedades que vamos a usar de los filtros sincrénicos son las
siguientes.

Lema 2.3.14. Si F es filtro canonico y G es un filtro Cauchy abierto sin-
cronico con F, entonces F C G.

Demostracion. Sea U € F, como F es mallado existen P € F y vecindades
de la identidad U’ y V' tales que U'PV’ C U. Fijando e € U’ se tiene
que PV’ C U. Por la Proposiciéon 1.2.9 podemos hallar W vecindad de
e tal que WW ™1 c V’'. Ahora como G es filtro Cauchy existen b € G y
A € @G tales que A C bW y entonces bW € G. Ademas los filtros F y G
son sincrénicos por lo que bW N P # 0, entonces b € PW~! y se tiene que
bW C PW=W c PV’ C U, entonces bW C U porloque U € G, asi F C G.

O

Claramente de este lema se concluye el siguiente corolario:

Corolario 2.3.15. Si dos filtros candnicos son sincronicos entonces coin-
ciden. Por otro lado si dos filtros canonicos F,G son distintos, entonces
existen A€ F y B € G tales que AN B = ().

Ahora si probaremos que el filtro canénico N, es el neutro de G*.

Proposicion 2.3.16. Para cada filtro canonico F € G* se tiene

F-N.=F=N,-F
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Demostracion. Como e € U para cada U € N,, se tiene que F C F - N, =
o([FN]) y por la Proposicion 2.2.3, o([FN,]) es filtro canénico. Asi Fy F-N,
son dos filtro canénicos que son sincrénicos y por lo tanto coinciden gracias
al Corolario 2.3.15. La demostracién de la segunda igualdad es analoga. O

3. Para cada F € G*, existe su inverso.
Definamos el inverso de cada filtro canénico F € G* como sigue

Definicién 2.3.17. Para cada filtro canénico F € G* definimos F~! como
Fl= {ff1 | A e F}.
Claramente F~! € G*. Mas aun tenemos:

Proposicién 2.3.18. 1. (N,)™' = N,-1 para cada z € G.
2. Ny - Ny = Ny para todo z,y € G.

Demostracion. La afirmacién (1) es clara pues si U es vecindad de z se
tiene por el Corolario 1.2.6 que U~! es vecindad de z~!, entonces solo de-
mostraremos (2).

C] Sea U € N, - N, = o(]N,N,]), entonces existen A € N, y B € N, tales
que AB C U, por la Proposicién 1.2.6 AB es vecindad de xy y como N, es
filtro se tiene que U € Np,.

D] Sea U € N, por la Proposicién 1.2.9 existen A € N, y B € N, tales que

AB C U, por lo tanto U € o([NzN,]) = No - N,
O

Para probar que realmente F~! es el inverso de F necesitaremos la sigui-
ente equivalencia de filtro Cauchy.

Lema 2.3.19. Una familia A de subconjuntos de G es Cauchy si y sdlo si
para cada vecindad de la identidad U, existe A € A tal que AA™t C U y
ATTACU.

Demostracién. =] Supongamos que la familia A es Cauchy y sea U € N;;
por la Proposicién 1.2.9 podemos hallar V' € N, tal que VV~! c U. Como
A es Cauchy existen A € Ay a € G tales que A C Va por lo que AA™! C
Vaa='V=1 = VV~t C U por lo tanto AA~! C U. Analogamente seprueba
que A7'ACU.

<] Supongamos que para cada U € N, existe A € A tal que AA™! C U.
Como A # () tomemos a € A fijo. Entonces Aa=* C U por lo que A C Ua.
Analogamente se prueba que existe a tal que A C alU. O
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Proposicion 2.3.20. Para cada F € G* se tiene
F-Fl=N=F"'1.F

Demostracion. SiU € F-F ! claramente U € N,. Por otro lado sea U € N,
como F es filtro canénico por el Lema 2.3.19 existe A € F tal que AA~ C U
por lo que U € o[FF!]) = F-F~!. La segunda igualdad es anéloga a ésta.

(Il

Gracias a la Definicion 2.3.11 y a las Proposiciones 2.3.12, 2.3.16 y 2.3.20
podemos concluir que la familia G* es un grupo dotado con la operacion
F -G =o(FG)).

Ahora definiremos en G* una topologia 7* que lo vuelva grupo topolégico,
es decir, que haga a la operacion de producto en G* continua y también a la
operacion de tomar inversos. Mas ain; nos gustaria que con esta topologia
la funcién ¢ de la Definicién 2.3.4 sea un isomorfismo topolégico.

Sea G' un grupo topoldgico con topologia 7 y sea G* la familia formada
por todos los filtros candnicos en GG. Definiremos una base para una topologia
7" en G* como sigue.

Definiciéon 2.3.21. Para cada U € 7, es decir abierto en G definimos
Ur={FeG"|UceF} (2.1)

Afirmamos que la familia 8 = {U* | U € 7} forma una base para la
topologia 7* que estamos buscando. Para probar esto primero demostraremos
algunos hechos.

Observacién 2.3.22. Notemos que para todo filtro candénico F € G* se
tiene que F € U* si y sélo si U € F.

Proposicion 2.3.23. Para cualesquiera U y V abiertos en G tenemos
i) U Ni(G) =i(U),
i) UsNV*=UnNV)~

Demostracion. Para (i) sea F € U* Ni(G) sabemos que U € F y también
tenemos que F = N, para algin z € G, por lo que F € i(U). Por otro lado
si N, € i(U) para algin z € U, se tiene que U € N, y por lo tanto N, € U*.
Claramente N, € i(G). Para probar (ii) tomemos F € U* N V* entonces
UeFyVeFporloqueUNVeFyasi Fe(UNV).

O
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Por la proposicién anterior se tiene que & = {U* | U € 7} forma una
base para una topologia 7% en G* pues si F € G* entonces para cualquier
U € F se tiene que F € U*, por otro lado para U* y V* basicos se tiene
U*NV* = (UNV)* Por la Observacién 2.3.22 tenemos que G* = J,,., U*.

Ahora probaremos que con la topologia generada por esta base las opera-
ciones de producto e inverso en G* son continuas.

Recordemos que el producto y la inversa en G* estan dados por

=p:Gx G — GF I:G" — GF
(F,G) — o[FG)), F — FL

Para ver que el producto es continuo sean F,G € G* filtros candénicos y sea
W* abierto basico que contiene al producto F - G en G*. Entonces W €
F - G. Por la definicién 2.3.11, existen U € F y V € G tales que UV C W
nuevamente se tiene que F € U* y G € V*. Afirmamos que U* - V* C W™,
Sean F e U*y G € V*esdecir U € FyV €@, entonces UV € [FG] por lo
que W € o([FG]) = F - G; es decir, F -G € W*. Por lo tanto U* - V* C W*.
Concluimos que la operacién - en G* es continua.

Probar que la inversa es continua es facil pues se tiene la siguiente igualdad

(U*)—l — (U—l)*'

Sélo falta demostrar que realmente la funcién ¢+ : G — G* es un isomor-
fismo topolégico sobre su imagen i(G). Recordemos que i es homomorfismo
en su imagen i(G), por la Proposicién 2.3.18 y es biyeccién sobre su imagen
pues los grupos topoldégicos que estamos considerando son Ty. Que ¢ y su
inversa 7! son continuas se sigue de la Proposicién 2.3.23, pues para cada
bésico de i(G) digamos U*Ni(G) se tiene que i(U) = U*Ni(G), la continuidad
de la inversa i~! es andloga.

En resumen con las cosas desarrolladas anteriormente se puede concluir
que G esta identificado con i(G) bajo el isomorfismo topoldgico i. Que G
estd encajado densamente en G* se tiene porque para cada basico no vacio
U* € B y para cada punto x € U el filtro candénico N, tiene a U como
elemento, es decir, por la Observacién 2.3.22 N, € U*.

Lo tnico que nos queda por probar es que realmente G* satisface que
todo filtro Cauchy converge. Para esto primero veamos otras propiedades
que cumple el espacio G* las cuales nos seran de gran ayuda para lograr
nuestro objetivo.
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Hasta este momento los filtros candénicos que conocemos son pocos: los
triviales y los sistemas de vecindades N,. Mostraremos cémo construir filtros
canénicos partiendo de un filtro Cauchy. Esto serd til cuando construyamos
el limite de un filtro Cauchy en el grupo topolégico G*.

Definicién 2.3.24. Sea A una familia de subconjuntos de G. Llamaremos
s(A) a la familia formada por todos los subconjuntos de G que tienen la
forma UAV, con U y V vecindades de la identidad y A € A y definimos
c(A) = o(s(A)).

Lo importante de la familia definida anteriormente es que si A es filtro
Cauchy, entonces ¢(.A) forma un filtro canénico.

Proposicién 2.3.25. Sea F un filtro Cauchy abierto en G, entonces c(F)
es un filtro candnico en G y ¢(F) C F.

Demostracion. Como F es un filtro Cauchy en G, es claro que la familia
s(F) es una base de filtro abierta y que s(F) C F. Veamos que la familia
s(F) es mallada. Sea A € S(F), sabemos que A se ve de la forma UPV con
UV e N,y P € F, sabemos por la Proposicién 1.2.9 que podemos hallar
U, Vi € N, tales que U} C U y V? C V, entonces B = U, PV; € s(F), por
lo que U BV, = U}PV? C UPV = A, por lo tanto s(F) es mallado.

Ahora veamos que s(F) es Cauchy. Sea V' una vecindad de la identidad.
Nuevamente por la Proposicién 1.2.9 podemos hallar W € N, tal que W?3 C
V. Como F es un filtro Cauchy para W existen b € Gy A € F tales
que A C Wb, es decir, Wb € F. Entonces b='Wb es una vecindad de la
identidad y W(Wb)b=*Wb C W3b es un elemento de s(F), pero W3b C Vb,
con esto s(F) es Cauchy. En conclusion por la Proposicién 2.2.3 afirmamos
que ¢(F) = o(s(F)) es un filtro canénico. Por otro lado, como F es un filtro
abierto y s(F) C F, tenemos c¢(F) = o(s(F)) C o(F), por la Proposicion
2.1.5 tenemos o(F) = F, por lo tanto ¢(F) C F. O

Proposicion 2.3.26. Sea G subgrupo denso de un grupo topolégico H y sea
F un filtro abierto en H. Definimos la restriccion de F a G como

Fo={WnG|WeF}

Tenemos las siguientes propiedades:

1. Fg es un filtro abierto en G el cual es sincronico con F.

2. 8i F es Cauchy en H, entonces Fg es Cauchy en G.

3. 8i Fg converge en G, entonces F converge en H al mismo punto que F¢.
4. Si F es canonico en H, entonces Fg es canonico en G.
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Demostracion. Para (1) claramente el filtro F¢ es abierto. Que son sincrénicos
se sigue del hecho de que G es denso en H.

Para probar (2) recordemos que otra forma de ser filtro Cauchy esta dada en
la Proposiciéon 2.3.19. Sea W vecindad de la identidad en G por definicién
sabemos que existe U vecindad de la identidad en H tal que W = U N G.
Por ser F filtro Cauchy, existe A € F tal que AA™ c Uy A*A c U,
consideremos P = AN G entonces P € Fgy PP™' = (ANG)(A™'NG) =
AA'NG cUNG =W, por lo tanto PP~ ¢ W. La demostracién de
P7'P C W es andloga. Por la tanto si F es filtro Cauchy en H entonces Fg
es filtro Cauchy en G.

Para la demostracion de (3) supongamos que el filtro Fg converge en G al
punto x y sea U vecindad de z en H, como Fg converge a x, sabemos que
para toda U € N (H), uN G € Fg. Supongamos que F no converge en
H a le punto z, por lo tanto existe W € N, (H), tal que W ¢ F, entonces
W NG ¢ Fg y esto es una contradiccion. Concluimos que el filtro F también
converge a .

Para la prueba de (4) solo nos falta ver que si el filtro F es mallado en H
entonces JFg es mallado en G.

Sea U € Fg, entonces existe W € F tal que U = W NG, como F si
es mallado sabemos que existen Uy, V) € N (H) y existe W' € F tales que
UW'Vy ¢ W. Afiramamos que Uy NG, ViNG y W NG sirven. Tenemos
que

(ULNGW' NG WViNG) c (UWVi)NGCWNG =U.

Un lema que nos hace falta para completar la proposicién anterior es:

Lema 2.3.27. Si F es un filtro Cauchy en G y el filtro o(F) converge en G,
entonces el filtro F converge en G.

Demostracion. Como o(F) converge digamos al punto z € GG, sabemos que
para cada vecindad U de x en G se tiene que U € o(F) esto implica que
existe V € F tal que V C U y como F es filtro, U € F. Por lo tanto F
converge y lo hace al mismo punto que o(F).

O

Con esto ya tenemos todas las herramientas para probar que el espacio
G* es Raikov completo, es decir, probaremos que todo filtro Cauchy en G*
converge.
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Proposicion 2.3.28. Todo filtro Cauchy F en G* converge.

Demostracion. Por la Proposicién 2.3.26 y por el Lema 2.3.27 basta conside-
rar F un filtro Cauchy abierto en G*. Sabemos que cualquier grupo G esta
identificado en G* por la imagen de i : G — G*. Entonces podemos pensar
que G es denso en G*. Sea Fg el filtro F restringido a G, tenemos por la
Proposicién 2.3.26 que Fg es un filtro abierto sincrénico con F y como F
es Cauchy en G*, entonces Fi también es Cauchy en G. Sea H = ¢(Fg),
sabemos por la Proposicion 2.3.25 que H es un filtro canénico en G y que
‘H C Fg. Afirmamos que el filtro Fg converge a H.

Sea U* un abierto basico de H en G*, tenemos por la Observacién 2.3.22
UeHycomoH C Fg, U€e Fg. Més ain i(U) C U*, entonces podemos
concluir que U* € Fg, es decir, el filtro Fg converge al punto H en G y
nuevamente por la Proposicion 2.3.26, como G es denso en G* el filtro F
converge en GG*, ademas converge al mismo punto H al que converge Fg.

O

Para concluir esta seccion resumiremos el trabajo realizado en el siguiente
Teorema el cual nos da la propiedad universal de la completacién de Raikov
de un grupo topologico G.

Teorema 2.3.29. Para todo grupo topoldgico G, existen un grupo topologico
G* que es Raikov completo y un isomorfismo topologico i : G — G* tales que

i(GQ) es denso en G*.

2.4 Teoremas afines

Nos gustaria que de alguna manera la completacién de Raikov de un grupo
topoldgico G sea tnica. Probaremos que esto es cierto salvo isomorfismos
topoldgicos Resumiremos esto en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Sea G grupo topologico y sea Hy, Hy dos grupos topoldogicos
que son Raikov completos y tales que G es subgrupo topoldgico denso de cada
uno de ellos. Entonces existe un isomorfismo topologico

w:H — Hy tal que ¢|g = Idg.

Para probar este teorema primero probaremos tres hechos no muy dificiles.
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Lema 2.4.2. Sea f : G — H un homomorfismo continuo y sea F un filtro
Cauchy en G, entonces f(F)={B C H | f~1(B) € F} es un filtro Cauchy
en H.

Demostracion. 1. f(F) es filtro. Sea B € f(F)y W C H tal que B C W.
Por definicién f~1(B) € F, nétese que f~1(B) C f~1(W) y como F es
filtro f~Y(W) € F, por lo tanto w € f(F). Sean A, B € f(F), sabemos
que f71(A) y f~Y(B) estan en F, por lo que f~'(A)N f~(B) € F. Como
YA N f7YB) = f~Y(AN B), concluimos que f~'(AN B) € F, entonces
ANB e f(F).
2. f(F) es Cauchy. Sea U € N_(H) entonces como f es continua f~1(U) €
N,(G), por lo tanto existen A € F y algtin a € G tales que A C af *(U)
por lo que f(A) C flaf " (U)) C f(a)U es decir f(A) C f(a)U. Afirmamos
que f(A) € f(F). Por definicién de f(F) basta ver que f~'(f(A)) € F.
Sabemos que A C f7!(f(A)) y también sabemos que A € F, por lo tanto
7Y f(A)) € F, es decir, f(A) € f(F). Con esto concluimos que el filtro
f(F) es filtro Cauchy.

O

Proposicién 2.4.3. Sea G un subgrupo denso de un grupo topolégico H y
sea f : G — R un homomorfismo continuo tal que R es Raikov completo,
entonces f admite una extension f*: H — R continua.

Demostracion. Para cada z € H consideremos el filtro formado por su sis-
tema de vecindades F = N, y consideremos Fg = {UNG | U € N_}.
Por la Proposicién 2.2.5 sabemos que N, es un filtro canénico, gracias a la
Proposicién 2.3.26 se tiene que F¢ es filtro Cauchy y por la Proposicion 2.4.2
el filtro f(Fg) es un filtro Cauchy en R. Al ser R Raikov completo el filtro
f(Fg) converge a algun punto y € R. Definiremos f*(z) = y donde y es
como se describio anteriormente. Claramente f* estd bien definida pues los
grupos topolégicos son T, mas ain f* restringida a GG coincide con f pues
para cada punto z € G la imagen de N,(G) converge a f(z).

1. f* es continua. Supongamos que f* no es continua entonces existe C' C H
tal que f*(C) no estd contenido en f*(C), es decir, existe € C tal que
f*(z) ¢ f*(C). Como todo grupo topolégico Ty es regular (por la Proposicién
1.2.11) existe U abierto tal que f*(C) C U y existe V vecindad abierta de
f(z) tal que UNV = 0. Sea W € N,(G), tal que f(W) C V tal W existe
pues [ es continua. Consideremos W’ € N (H) tal que W = W' NG. Como
W' € N (H), entonces W' N C # () pues z € C y asi W es vecindad de
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algin punto p € G (pues G es denso en H). Por lo tanto f*(p) € f(W)
y como U es vecindad de f*(p) (esto por que f*(C) C U) tenemos que
(W) = f(W)NU # 0, lo cual es una contradiccién pues f*(W) C V' y
unv =40.

2.f* es homomorfismo. Supongamos que f* no es homomorfismo, es decir
existen a,b € H tales que f*(ab) # f*(a)f*(b). Sean O, W vecindades de
f*(ab) y f*(a)f*(b) respectivamente, tales que ONW = (). Como el producto
en H es continuo, existen U vecindad de f*(a) y V vecindad de f*(b) tales
que UV C W Por (1) ya sabemos que f* es continua entonces existen U;
vecindad de a y Vi vecindad de b tales que f*(U;) c Uy f*(Vy) C V.
Mads ain podemos tomar Uy, V] de manera que f*(U;V;) C O, esto pues f*
también es continua en el punto ab. Sabemos que G es subgrupo denso de
H, entonces existen puntos a; € Uy NG y by € Vi NG y como f* coincide
con f en G tenemos

fH(a1by) = flaibr) = far) f(br) = f*(ar) f*(br) € fF(U) f* (V1) CUV C W,

entonces f*(a1by) € W. Por otro lado f*(aiby) € f*(U1V1) C O lo cual es
una contradiccién pues O N W = (). Por lo tanto f* es homomorfismo.

O

Gracias a este resultado podemos comenzar a obtener algunos de los teo-
remas de extension en grupos topoldgicos que son Raikov completos.

Proposicion 2.4.4. Sea f : G — H un isomorfismo topoldgico y suponga-
mos que G es subgrupo denso de un Ratkov completo G* y también suponga-
mos que H es subgrupo denso de un Ratkov completo H*, entonces f admite
una extension a un isomorfismo topologico f* : G* — H*.

Demostracion. Primero como H es subgrupo denso de H* pensemos a f con
codominio H*, es decir, f : G — H*. Como H* es Ralkov completo, entonces
por la Proposicién 2.4.3 f puede extenderse a ¢ : G* — H*. Ahora como
la inversa f~! es continua pensando a f~! con codominio G*, es decir f~!:
H — G* y como G* es Raikov completo, por la Proposicion 2.4.3, sabemos
que f~! admite una extensién ¢ : H* — G*. Entonces para po ¢ : G* — G*
se tiene que (¢ o ¢)|¢ = Idg. De igual manera para ¢ o ¢ : H* — H* se
tiene que (¢ o p)|g = Idy. Por lo tanto ¢ : G* — H* es un isomorfismo
topoldgico.

O
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Con esto tenemos todas las herramientas necesarias para probar el Teo-
rema 2.4.1, lo cual haremos a continuacién

Demostracion. Prueba del Teorema 2.4.1. Gracias a la Proposicion 2.4.4
y considerando la identidad Ids : G — G entonces podemos extenderla a
Id*: Hi — Hy y tal que Id*|¢ = Idg lo cual es claro.

(]

Finalmente podemos afirmar que la completacion de Raikov G* de cual-
quier grupo topolégico G existe, ademds es tnica salvo isomorfismo topo-
légico y también podemos dar el isomorfismo topolégico ¢ de un grupo G
a su completacion de Raikov. Asi que de ahora en adelante denotaremos
a la completacién de Raikov de un grupo topolégico G por pG. Algunos
resultados obtenidos gracias al Teorema 2.4.1 se enlistan a continuacion.

Corolario 2.4.5. Para todo grupo topologico G se tiene

i) ppG = pG,
ii) G es Raikov completo si y sdlo si pG = G.

Demostracion. Para probar (i) recordemos que cualquier grupo topolégico
G esta encajado densamente en su completaciéon pG bajo el isomorfismo
topoldgico ¢ de la Definicién 2.3.4. Podemos pensar entonces que G es denso
en pG, por otro lado pG esta encajado densamente en su completacion ppG,
por lo tanto G es denso en ppG. Entonces por el Teorema 2.4.1, se tiene que
pG vy ppG son isomorfos topoldgicamente isomorfos.

Para probar (ii) supongamos que G es Raikov completo, como G es denso
en si mismo y G es denso en su completacién pG, por el Teorema 2.4.1, se
tiene que G = pG. Por otro lado si G = pG, etntonces todo filtro Cauchy
en GG lo podemos pensar como un filtro en pG, como pG es Raitkov completo
dicho filtro converge en pG = G, por lo tanto GG es Raiikov completo.

O

Corolario 2.4.6. Sea H subgrupo denso de G, entonces existe un isomor-
fismo topolégico ic : G — pH a un subgrupo de pH tal que ig(h) = h para
cada h € H.

Demostracion. Como H es subgrupo denso de GG y de su completacion pH y
G es subgrupo denso de su completacion pG entonces por el Teorema 2.4.4
existe un isomorfismo topolégico ¢ : pG — pH tal que p(h) = h para cada
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h € H (esto pues H es denso en pG), y asi tomando la restriccion a G
tenemos que i¢ = @|¢ es la funcién deseada.
O

Corolario 2.4.7. Todo homomorfismo continuo f : G — H se puede exten-
der a f*: pG — pH, con f* un homomorfismo continua.

Demostracion. Pensemos a f con codominio pH, nétese que f sigue siendo
continua. Por la Proposicion 2.4.3 f se puede extender a un homomorfismo
continuo f*: pG — pH.

(Il

Lema 2.4.8. Sea G Raikov completo y sea K subgrupo cerrado de G, en-
tonces K es Raikov completo.

Demostracion. Supongamos que K no es Raikov completo, es decir existe un
filtro Cauchy F que no converge en K, consideremos la familia de conjuntos
W C G, tal que W contiene a algin elemento del filtro F y tomemos la
familia G = FU{W C G | W contiene a algin elemento de F}. Afirmamos
que G es un filtro Cauchy en GG. Claramente si A, B € G tenemos ANB € §
ysiU CW C G tal que U € G, entonces W € G por la construccién de G.
Veamos que G es filtro Cauchy. Sea U vecindad de la identidad en G,
sabemos que para U N K existe A € F ya € K tal que A C a(U N K),
entonces A € Gy A C a(UNK) C aU, por lo tanto G es Cauchy. Ahora
como G si es Ratkov completo, el filtro G converge digamos a un puntoy € G
tal que y ¢ K, por la Proposicién 1.2.11 como K es cerrado, existen U; y
V; abiertos ajenos tal que K C U; y V; es vecindad de y. El abierto V; lo
podemos tomar de manera que Vi ¢ F por lo que V; ¢ G lo cual es una
contradiccion pues el filtro G converge a y. O

Corolario 2.4.9. Sean f : G — H un homomorfismo continuo de grupos
topoldgicos y D subgrupo denso de G. Si f|p : D — f(D) es un isomorfismo
topoldgico de D en f(D), entonces f es un isomorfismo topoldgico de G a

F(G).

Demostracion. Por el Corolario 2.4.7 f se puede extender a un homomorfismo
continuo f* : pG — pH. Sea E = f(D) y consideremos K = f(D) con la
cerradura tomada en H, por ser K cerrado y pH Raikov completo aplicando
el Lema 2.4.8 tenemos que K es Raikov completo. Ahora como D es denso

en G, entonces D es denso en pG. Asi por la Proposicién 2.4.3 f|p admite
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una extension g* : pG — K tal que g* es un isomorfismo topoldgico, notemos
que g*|p = f*|p = f|p y como D es denso en pG, g* y f* coinciden, es decir,
f* es un isomorfismo topoldgico de pG a K y como f*|¢ = f tenemos que f
es un isomorfismo topoldgico de G en f(G).

([

La condicién de ser grupo topoldgico es necesaria para el corolario ante-
rior. Un ejemplo de esto es:

Ejemplo 2.4.10. Consideremos

f:I=[0,]]cR — T
T — 627rix’

(0,1) es denso en [0,1] y f|(0,1) es homeomorfismo de (0,1) a T \ {1}, pero
f:10,1] — T no es homeomorfismo.

Un resultado importante de la completacion de Ratkov es que si el grupo
G es metrizable entonces su completacion de Raikov también lo sera. Para
probar esto haremos uso de los siguientes resultados.

Lema 2.4.11. Sea G grupo topolégico y sea H subgrupo de G denso tal que
H es primero— numerable, entonces G también es primero—numerable.

Demostracion. Sea 98 base numerable de la identidad en H. Sea U, € A
entonces U, = V,, N H para algin V,, vecindad de e en X. Probaremos que
¢ ={V,: U, =V,N H} forma una base numerable para la identidad en G.
Sea O vecindad de e arbitraria. Escojamos W tal que W C O. esto es posible
por el Lema 1.2.10, para WNH, existe U,, € £ tal que U, C WNH, es decir,
existe V,, € ¢ tal que U,, = V,NH C WNH, tenemos que U,=V,CcW CO,
por lo tanto V,, C V,, C O.

(I

Proposicion 2.4.12. Sea H subgrupo metrizable de un grupo topoldgico G,
entonces H (la cerradura de H en G) es un subgrupo metrizable de G.

Demostracion. Como H es cerrado bajo productos se tiene que H>*CHy
por (i) del Lema 1.2.13 tenemos que (H)* C H?> C H, es decir, para toda
x,y € H se tiene que xy € H.
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Por otro lado. Como H es cerrado bajo inversos entonces H~! C H y
por (ii) del Lema 1.2.13 tenemos que H-! € (H)™' C H, es decir, si 2 € H
entonces ~! € H. Por lo tanto H es subgrupo de G.

Gracias al Lema 2.4.11 para todo subgrupo H de un grupo topolégico G
tal que H es primero-numerable se tiene que H es primero-numerable.

Como H es primero-numerable entonces gracias al Teorema de G. Birkhoff
y S. Kakutani [4] podemos concluir que el subgrupo H es metrizable. O

Entonces como la cerradura de un subgrupo metrizable es metrizable
tenemos:

Corolario 2.4.13. 5@ G es grupo topologico metrizable, entonces su com-
pletacion de Raikov pG también es metrizable.

Demostracién. Como G es denso en su completacion de Ratkov pG, entonces
por la Proposiciéon 2.4.12 pG = G es metrizable.
O

Es bien conocido que el producto numerable de espacios métricos com-
pletos es completo. En el caso de los grupos topolégicos Raikov completos,
se tiene una propiedad mas fuerte como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.14. El producto arbitrario de grupos topolégicos Raikov com-
pletos es Ratkov completo.

Demostracion. La prueba tiene un poco de semejanza a la realizada para
el Teorema de Tychonoff de espacios compactos. Sea G = Hl.e ; G; con G;
Ratkov completo para cada ¢ € I y G dotado con la topologia producto. Sea
F un filtro Cauchy en G nos gustaria probar que el filtro F converge en G.
Sabemos por la Proposicion 1.4.3 que existe G ultrafiltro tal que F C G
recordemos que el filtro G es filtro Cauchy. Consideremos la proyeccion

i€l
(Ta)acr +—

Sabemos que 7; es un homomorfismo continuo y por el Lema 2.4.2 G; = m;(G)
es un filtro Cauchy en G;. Como cada G; es Raikov completo, el filtro G;
converge a un punto b; € G;, consideremos b € G tal que m;(b) = b; para
cada i € I. Observemos que 7; '(V) N'W # () para toda V € N, y para
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todo W € G, pues m;(G) NV # () para toda V' € N,, debido a que m;(G) = G;
converge al punto b;.
Afirmacion. El filtro G converge al punto b en GG. Sea O vecindad de ben G =
[Lc; Gi, por la definicién de la topologia producto como O es abierto, existe
U vecindad de b tal que U C O y U tiene la forma U = 7, (U;)N. . .0, (Uy)
con Uy, vecindad de by, en Gy y con ik € I. Llamemos Oy = 7T;]€1(Uk) , es
decir U = O1N...NOy. Por la observacién hecha anteriormente se tiene que
O, NW ## ) para todo W € G. Como G es ultrafiltro se tiene por el Lemma
1.4.4 que O, € G para todan < k, por lo tanto U = O;N...NO, € G
es decir el filtro G converge al punto b. Ahora como F C G y para toda O
vecindad de b se tiene que O intersecta a todos los elementos de G es decir O
intersecta a todos los elementos de F, entonces b es un punto de acumulacién
del filtro F. Por lo tanto como el filtro F es un filtro Cauchy entonces F
converge a b. Es decir el producto G = [[,.; G; es Raikov completo.

O

Corolario 2.4.15. Sea G = [[,.; Gi el producto de grupos topoldgicos G;
con i € I, entonces hay un isomorfismo topoldgico entre pG vy el producto

Hz‘e[ sz

Demostracion. Sabemos por el Teorema 2.4.14 que H = [],.; pG; es Raikov
completo y que G = [],.; G; es denso en H, entonces G es denso en pG y
G es denso en H, asi por el Teorema 2.4.1 existe un isomorfismo topoldgico
entre pG'y H. O

Un resultado que también comparten los grupos topoldgicos con los es-
pacios métricos es que los espacios localmente compactos son completos.

Proposicion 2.4.16. Todo grupo topologico G localmente compacto es Raikov
completo.

Demostracion. El grupo G es un subgrupo abierto de su completacién de
Raikov pG, pues para cada r € G existe una vecindad compacta V de x
tal que x € int(V'), por lo tanto G es abierto en pG. Como todo subgrupo
abierto es cerrado en si mismo entonces G es un subgrupo denso cerrado de
pG es decir G = pG.

O
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2.5 Grupos precompactos y completacion de
Raikov

En esta seccién daremos algunas propiedades y caracterizaciones de grupos
topoldgicos precompactos las cuales estan ampliamente relacionados con la
completacién de Raikov y nos serdn de gran ayuda en el siguiente capitulo.
Los enunciaremos y demostraremos a continuacion.

Una caracterizaciéon de los grupos precompactos que son compactos se
obtiene gracias a la completacién de Raikov se enuncia a continuacion.

Proposicion 2.5.1. St B es un subconjunto cerrado y precompacto de un
grupo topolégico Raikov completo G, entonces B es compacto.

Demostracion. Sea F un ultrafiltro en B, queremos probar que JF converge
en B. Sea G ultrafiltro en G tal que F C G el cual sabemos que existe gracias
a la Proposicion 1.4.3. Sea U vecindad de la identidad en G. Como B es
precompacto existen {ai, ..., a,} tal que B C |J;_, ¢;U, sabemos que B € G
por lo que a;U € G para algiin 1 < i < n. Esto demuestra que G es Cauchy.
Como G es un filtro Cauchy en G el cual es Raikov completo, entonces G
converge a algin x € GG, como B es cerrado en Gy B € G entonces = € B,
pues si no como los grupos topoldgicos son espacios regulares podemos hallar
abiertos ajenos U y V tales que B C Uy x € V, lo cual implica que BNU = ()
y esto es una contradiccion. Por lo tanto x € B y asi el ultrafiltro F converge
en B. En conclusion B es compacto.

(I

El teorema que sigue se obtiene de los Lemas 1.3.3, 1.3.4 y de la Propo-
sicién 2.5.1 y nos da otra caracterizacion de los conjuntos precompactos la
cual necesitaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 2.5.2. Un subconjunto B de un grupo topologico G' es precompacto
sty solo si la cerradura de B tomada en la completacion de Raikov pG de G
es compacta.

Demostracion. <=| Supongamos que B (la cerradura de B en pG) es com-
pacta y por lo tanto precompacta. Sea U vecindad de la identidad en Gy
consideremos V' vecindad de la identidad en pG, tal que U = V N G, como
B es denso en B, por el Lema 1.3.3 podemos hallar F C B finito tal que
B Cc VFNFV, esto implica que B C UF N FU. Para probarlo sea b € B,
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entonces como B C BCVFNFV y F C B, existex € Fyv eV tal que
b= zv, por lo que v = 27 'b € B™'B C G, de donde se concluye que v € G,
es decirv € GNV = U, por lo tanto B C FU. Anélogamente se prueba que
B Cc UF. Concluimos que B es precompacto.
=] Por otro lado supongamos que B es precompacto en G, entonces B es
precompacto en pG. Por el Lemma 1.3.4 el conjunto B es cerrado en pG,
por lo tanto por la Proposicién 2.5.1, B es compacto en pG.

O

Ahora veremos dos formas de caracterizar a los grupos topoldgicos pre-
compactos.

Teorema 2.5.3. Un grupo topologico G' es compacto si y solo si G es pre-
compacto y Raikov completo.

Demostracion. Supongamos que G es compacto, por la Observacién 1.3.2, G
es precompacto y por ser G compacto, GG es cerrado en su completacién de
Raikov pG y por el Lema 2.4.8, G' es Raikov completo.

Por otro lado supongamos que G es precompacto y Raikov completo, por
lo tanto G es cerrado y aplicando la Proposicién 2.5.1, concluimos que G es
compacto.

O

Teorema 2.5.4. Un grupo topologico G es precompacto si y solo si su com-
pletacion de Ratkov pG es compacto.

Demostracion. Supongamos que G es precompacto, por el Lema 1.3.4 se tiene
que pG también es precompacto pues contiene a G' como sugrupo denso, por
el Teorema 2.5.3 pG es compacto.
Ahora supongamos que pG es compacto, entonces pG es precompacto y
por la Proposicion 1.3.5, tenemos que G es precompacto.
O



Capitulo 3

Compactacion de Bohr

3.1 Motivacion

En este capitulo estudiaremos una compactaciéon de un grupo topolégico, que
tiene gran parecido a la Compactacién de Stone-Cech realizada para espacios
topologicos completamente regulares. Introduciremos la topologia de Bohr
y veremos algunas de las caracteristicas que cumplen los grupos topologicos
al dotarlos con esta nueva topologia. Veremos también que esta topologia
de Bohr es la maxima que hace precompacto al grupo y veremos algunos
resultados de extension de homomorfismos continuos. En especial, haremos
un analisis de la Compactacién de Bohr de grupos topolédgicos discretos.

3.2 Topologia de Bohr

De ahora en adelante G denotara un grupo topoldgico y e serd su elemento
identidad. Durante este capitulo consideraremos grupos topoldgicos que
podrian no ser Ty. En general cuando digamos vecindad del punto z, nos
referimos a una vecindad abierta de x y solo en caso de ser necesario haremos
énfasis en esto.

Definicién 3.2.1. Llamaremos cardcter de G a un homomorfismo y de un
grupo topoldgico G al toro T. Denotaremos por G* a la familia formada por
todos los caracteres continuos del grupo G.

Una de las definiciones principales de este capitulo es la topologia de Bohr
la cual esta definida como sigue:

45
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Definicién 3.2.2. Diremos que la topologia 7 es la inducida por una familia
de funciones {f, : G — G, a € I}, siel conjunto { f;1(U) | U abierto de G,}
forma una subbase para 7, es decir, 7 es la topologia minima que hace con-
tinuas a todas las funciones {f, | @ € I'}. Sea G un grupo topolégico y sea
G* la familia de todos los caracteres continuos de GG. Llamaremos topologia
de Bohr a la topologia inducida por la familia G* y la denotaremos por 7,(G).
Al grupo G dotado con esta nueva topologia lo denotaremos por G™.

Algunas de las siguientes observaciones son inmediatas a partir de la
definicién anterior.

Observacién 3.2.3. La topologia de Bohr de G es la topologia de grupo
més gruesa que cumple con (GT)* = G*, es decir, la topologia de Bohr 7,(G)
hace que permanezcan continuos todos los caracteres continuos de G al dotar
a G con la topolgia 7,(G). Ademds es la més gruesa que cumple esto pues si
cambiamos o quitamos alguno de sus elementos esto hace discontinuo a algin
cardcter de G, es decir, otra topologia més gruesa que 7,(G) hace discontinuo
a algun caracter.

Observacion 3.2.4. La topologia de Bohr 7,(G) es mas gruesa que la topo-
logfa original y el grupo G* (el grupo G dotado con la topologia 7,(G)) es
precompacto.

Demostracion. Es claro que la topologia de Bohr es mas gruesa que la to-
pologia original. Veamos que GT es precompacto. Sea U vecindad de la
identidad en G*, sea xy : G — T un cardcter continuo y tomemos x(G)
el cual es compacto. Consideremos V' C T vecindad de la identidad tal
que x (V) € U. Como T es compacto, entonces es precompacto por la
Observacién 1.3.2, por lo tanto existe F' C T finito tal que x(G) C FV' y
tomando F' = {z; € x " (y;) | vi € F'}, claramente G C F'U. O

Definicién 3.2.5. Denotemos por r¢ : G — T al producto diagonal de la
familia G*, es decir rg = (Xi)y,eq+ Para toda z € G, rg(z) € T, es decir,
ra(z) : G* — Ty esta dado por rg(x) = x(x).

Observacién 3.2.6. Notese que gracias al Teorema de Tychonoff el conjunto
T es compacto, también observemos que rg : G — T es un homomor-
fismo continuo (pues lo es entrada a entrada) y que rg es monomorfismo si
y sélo si la familia G* separa puntos de GG, es decir, si para cualesquiera dos
puntos distintos z,y € G existe y € G* tal que x(x) # x(y).
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Definicién 3.2.7. Consideremos la cerradura de rg(G) en T y definimos

bG = rg(G). Llamamos a bG la compactacion de Bohr de el grupo topolégico
G.

Observacién 3.2.8. Claramente la compactacién bG de un grupo topologico
G es un espacio Hausdorff y también bG es compacto, pues bG es cerrado en
el compacto T .

En general el producto diagonal rg de la Definicion 3.2.5 podria no ser
monomorfismo, pero si el grupo G es localmente compacto entonces G* separa
puntos.

Proposicion 3.2.9. Para cualquier grupo topologico localmente compacto y
abeliano la funcion rq : G — bG es un monomorfismo continuo. Entonces
con la topologia de Bohr m,(G), el grupo G es precompacto y Hausdorff.

Demostracion. Por la Observacién 3.2.4 el grupo G es precompacto. Como
G es localmente compacto y abeliano, por el Teorema 1.2.34 existe un homo-
morfismo continuo f no trivial de G al toro, es decir, para todo g € G distinto
de la identidad, existe f : G — T homomorfismo continuo tal que f(g) # 1.
Entonces G* separa puntos y por lo tanto rg es un monomorfismo. Veamos
que G es Hausdorff. Sean z,y € G tales que x # y. Por el Teorema 1.2.34
existe un homomorfismo continuo f : G — T tal que f(z) # f(y). Como
T es Hausdorff, existen U y V vecindades de f(x) y f(y), respectivamente,
tales que U NV = . Claramente f~'(U) y f~'(V) son vecindades abiertas
de x y y, respectivamente, pues f es continua y f~H(U) N f~1(V) = 0. Por
lo tanto Gt es Hausdorff. 0

Observacién 3.2.10. Notese que si G es localmente compacto, entonces
rqg : G — bG es un isomorfismo que ademads es un encanje topoldgico, es
decir, r¢ es un homeomorfismo de G en su imagen rg(G).

Demostracion. Ya sabemos por la Proposicién 3.2.9 que rg es un homomor-
fismo continuo e inyectivo y claramente es sobreyectivo en su imagen, por
lo que solo falta probar que rg tiene inversa continua, o visto de otro modo
basta ver que rg es abierto. Denotemos por 7y : T — T la proyeccién que
a cada (2f)seq+ lo mapea a la coordenada f — —ésima € T. Notemos que
para f : G — T cardcter continuo de G, se tiene f = 7m; o rg. Basta probar
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que 7¢(U) es abierto para cada subbésico U = f~}(V), con V abierto en T.
Notemos que

U=f(V)=(rpore) (V) =rg"(m;}(V)),

aplicando rg en ambos lados de la igualdad, tenemos r¢(U) = 7TJI1(V) pues

r¢ es suprayectiva en su imagen. Como 7 es continua, tenemos que r¢(U)

es abierto. Por lo tanto r¢ es un isomorfismo topolégico entre Gy r¢(G).
O

Observacion 3.2.11. Si GG es un grupo topoldgico compacto, entonces G es
isomorfo a su compactacién de Bohr.

Demostracion. Notese que r¢(G) es compacto en T (pues r¢ es continua).
Como T¢" es Hausdorff, concluimos por lo tanto que 7¢(G) es cerrado, es de-
cir, bG = r¢(G) = r¢(G). El homomorfismo ¢ es inyectivo gracias a que un
compacto es localmente compacto y a la Proposicién 3.2.9. Es sobreyectivo
pues bG = r¢(G), por lo tanto rg es el isomorfismo buscado.

(]

Hemos descrito la topologia de Bohr 7,(G) para cualquier grupo topolégico
(G. Ahora comenzaremos a ver algunas de sus propiedades, comenzando con
la preservacién de homomorfismos continuos.

Proposicion 3.2.12. Sea G grupo topoldgico abeliano, entonces todo ho-
momorfismo continuo f : G — K, con K un grupo topologico Hausdorff
compacto, permanece continuo considerado del grupo Gt a K.

Demostracion. Nétese que la cerradura de f(G) en K es un subgrupo abeliano
y compacto, por lo que podemos suponer que K es abeliano. Para cada
caracter continuo y : K — T, obtenemos un caracter continuo yof : G — T,
por lo tanto por la Proposicion 1.2.24, la topologia en K es la inducida por
la familia de todos los caracteres continuos de K. Sea U abierto bésico
de K, es decir, existen x1,...,Xxn : K — T homomorfismos continuos y
existen Vi,...,V, C T abiertos, tales que U = (., x; (Vi). Entonces
71U = Nimy(xi o f)71(V;). Como cada x; o f es un cardcter continuo
de G, se tiene que (), (xi o f)~*(V;) es abierto en G*. Concluimos que
f7HU) es abierto y por lo tanto f es continua.

O

Ahora daremos una caracterizacién de la topologia de Bohr.
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Proposicién 3.2.13. La topologia de Bohr 1,(G) de un grupo topoldgico
abeliano G, es la mdzima topologia de grupo que hace precompacto a G y que
es mds gruesa que la topologia original de G.

Demostracion. Por la Observacion 3.2.4, 7,(G) es mds gruesa que la topologia
original y que 7,(G) hace precompacto a G*.

Veamos que es la maxima. Sea ¢ una topologia arbitraria de G mas gruesa
que la topologia original y que hace precompacto a G. Denotemos por G; al
grupo G dotado con la topologia t. Sea N = {e} la cerradura del elemento
identidad en Gy y consideremos el homomorfismo canénico p : Gy — G/N.
Por la Proposicién 1.2.22, tenemos que para todo F' subconjunto de GG cerrado
p Y (p(F)) = F. También gracias a la Proposicién 1.2.22 tenemos que el grupo
cociente G /N es Hausdorff. Veamos que G;/N es precompacto. La topologia
t cumple con ser precompacta para G, para ver que G;/N es precompacto
basta ver que para cada U vecindad de e € G/N, existe un subconjunto
finito F' de G/N tal que G/N C UF. Tenemos que p~*(U) es vecindad de la
identidad en Gy el cual si es precompacto, es decir, existe K C G finito tal
que G = UK. Tomando p(K) el cual es finito en G/N se tiene lo deseado.
Sea H = G/N, tenemos que H es Hausdorff y precompacto. Por el Teorema
2.5.4 la completacion de Raikov pH es un grupo Hausdorff compacto.

Sea Id : G — G; el homomorfismo identidad y consideremos f = po Id :
G — H, claramente Id es continua pues ¢ es una topologia mas gruesa que la
topologia original de G y por lo tanto f es continua de GG a el subgrupo denso
H de pH. Como pH es compacto, por la Proposicién 3.2.12, el homomorfismo
f: G* — pH permanece continuo y como f(G) C H, podemos decir que f
es continua considerada de Gt en H. Sea F' C G, cerrado como p: Gy — H
es continuo y se da la igualdad p~!(p(F)) = F, tenemos que p(F) es cerrado.
Para esto sabemos que p(F') es cerrado si y sélo si H \ p(F') es abierto y
H \ p(F) es abierto si y sélo si p~}(H \ p(F)) es abierto en G;. Claramente
pH(H\p(F))=p  (H)\p ' (p(F)) = G; \ F el cual es abierto pues F es
cerrado, por lo tanto p(F') es cerrado en H. Ahora como f : Gt — H es
continuo el conjunto Id=*(F) = f~*(p(F)) es cerrado pues p(F) lo es, por lo
tanto Id : Gt — G; es continua, es decir, ¢ es una topologia mds gruesa que
la topologia de Bohr 7,(G). Entonces 7,(G) es la maxima topologia de grupo
que es mas gruesa que la topologia original y hace precompacto al grupo G.

O

Corolario 3.2.14. Si GG es un grupo topolégico abeliano y precompacto en-
tonces Gt = G.
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Demostracion. Claramente la topologia de Bohr 7,(G) es més gruesa que
la topologia original de G. Como G es precompacto y 7,(G) es la maxima
topologia que hace a G precompacto se tiene que la topologia original es més
gruesa que 7,(G). Con esto concluimos que la topologia original de G y la
topologia de Bohr coinciden. O

Notacién 3.2.15. Dado un homomorfismo f : G — H definimos f™: GT —
H™, como el homomorfismo f pero desde el grupo G dotado con la topologia
de Bohr al grupo H dotado con la topologia de Bohr.

Proposicién 3.2.16. St f : G — H es un homomorfismo continuo de gru-
pos topoldgicos abelianos, entonces f* : Gt — HT es un homomorfismo
continuo.

Demostracion. Observemos que para cada caracter continuo y : H — T,
tenemos un caracter continuo en GG dado por y o f : G — T. Sea U abierto
basico de HT, es decir, existen x1, ..., Xn : H — T homomorfismos continuos
y existen Vi,...,V, C T abiertos, tales que U = [, x; (V;i), entonces
(fHHU) =Nt (xi o f)~1(V;). Como cada x; o f es un cardcter continuo
de G, se tiene que (i, (x; o f) "1 (V;) es abierto en GT, es decir (f+)"1(U) es
abierto en G y por lo tanto f* es continua.

([

Definicién 3.2.17. Si un grupo topolégico G esta dotado con la topologia
discreta (como en la Definicién 1.2.15) denotaremos por G# al grupo G
dotado con la topologia de Bohr, es decir, la topologia inducida por todos
los caracteres de G.

Corolario 3.2.18. G7 es un grupo topoldgico precompacto y Hausdorff para
todo grupo topoldgico G discreto. Mds ain rg : G — bG es un isomorfismo
topoldgico y ra(G#) es denso en bG.

Demostracion. Este hecho es claro pues todo grupo topologico discreto es lo-
calmente compacto y por la Proposicién 3.2.9 concluimos que G# es precom-
pacto y Hausdorff. Més atin r¢ es continua y r(G) es denso en bG. Para ver
que la inversa de rg es continua, basta ver que rg es abierta. Sea U subbésico
de G#, entonces U tiene la forma U = (_, x; ' (V;), para algunos y; € G* y
algunos abiertos V; del toro. Claramente rq(U) = i, 7¢ o x;  (Vi), lo cual
es abierto por la definicién de rg. Por lo tanto rg es un encaje topolégico en
su imagen que ademas es un isomorfismo.

O
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El siguiente corolario se obtiene a partir de las propiedades que cumple
la completacion de Raikov.

Corolario 3.2.19. Sea G grupo topologico abeliano y discreto. Entonces
todo homomorfismo f : G — H, con H un grupo topolégico precompacto,
permanece continuo considerado de G* o H.

Demostracion. Como G es discreto, tenemos que f es continua. Considere-
mos pH la completacién de Raitkov de H. Pensemos a f con codominio pH,
como pH es compacto tenemos por la Proposicion 3.2.12 que el homomor-
fismo f : G* — pH es continuo. Concluimos que f : G#* — H es continuo.
(Il

Definicién 3.2.20. Dado un homomorfismo de grupos topoldgico abelianos

discretos f : G — H, denotaremos por f# a el homomorfismo f, pero con-
siderado de G* a H¥.

Proposicion 3.2.21. Para todo homomorfismo de grupos abelianos discretos
f: G — H, el homomorfismo f* : G* — H? es continuo. Mds ain si f es
sobreyectiva, entonces 7 es abierta.

Demostracion. Como el grupo H* es precompacto, tenemos por el Corolario
3.2.19 que f# es continua. Por otro lado supongamos que f(G) = H. Sea
K el niicleo de f y consideremos 7 : G# — G#/K# el homomorfismo co-
ciente. Por el Primer Teorema de Isomorfismo (ver [3]) existe un isomorfismo
i1 G*/K# — H7 tal que f# = iom. Afirmamamos que i es un isomor-
fismo topoldgico. Sea U C H abierto, tenemos que i 1(U) = 7((f#)~1(U)).
Como f# es continua y por la Observacién 1.2.21, 7 es abierta. Concluimos
que i 1(U) es abierto. Por lo tanto i es continua. Ahora como el cociente
G#/K# es precompacto, tenemos que i ' : H#* — G#/K# es continua por
el Corolario 3.2.19. Entonces i es un isomorfismo topolégico y por lo tanto ¢
es abierta. Concluimos por la igualdad f# =io7 que f# es abierta.

O

Podemos pensar en general que al tomar un grupo topolégico abeliano G
en el cual la familia G* separa puntos de G, el dotarlo con la topologia de
Bohr nos da un grupo topoldgico abeliano, hausdorff y precompacto.

Definicién 3.2.22. Una asignacién F' de una categoria .o/ a otra categoria
A es llamado functor covariante si:
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i) A cada objeto A de la categoria <7, le asocia un objeto F'(A) en la categoria
B.

ii) Asocia a cada morfismo f : A — B en &/, un morfismo F(f) : F(A) —
F(B) en A.

iii) Se cumple que F(go f) = F(g) o F(f) para todos los homomorfismos
f:G—-Hyg:H—K.

Definicién 3.2.23. Un grupo topolégico G es llamado maximal casi—perio-
dico si el correspondiente grupo G* es Hausdorff, o equivalentemente, si la
familia G* separa puntos de G.

Por lo que sabemos hasta ahora, los grupos topolégicos localmente com-
pactos son un ejemplo de grupos maximales casi—peridédicos. Mas aun, todo
grupo topoldgico abeliano discreto es maximal casi—periédico.

Proposicién 3.2.24. Los functores © y # son functores covariantes de las
categorias de los grupos mazimal casi—periodicos y grupos abelianos discretos,

respectivamente, a la categoria de grupos topologicos abelianos, discretos y
Hausdorff.

Demostracion. Recordemos por la Proposicion 3.2.16 y por la Proposicién
3.2.20 que si f : G — H es un homomorfismo continuo, entonces f7* :
Gt — H™" es un homomorfismo continuo. Esto nos dice que el functor T es
covariante. De igual manera si f : G — H es un homomorfismo continuo,
entonces f7 : G* — H7 es un homomorfismo continuo.

También hay que notar por definicién del functor * que para homomor-
fismos continuos f : G — H y g : H — K de grupos abelianos, tenemos
que (go f)© = fT ogt es un homomorfismo continuo de G* a K*. En
particular si los grupos G, H, K son discretos, entonces (g o f)# = g% o f#
es un homomorfismo continuo de G# a K7,

(]

A continuacién veremos tres propiedades de grupos abelianos relacionados
con la topologia de Bohr.

Proposicion 3.2.25. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano y discreto G.
Se cumplen las siguientes propiedades.

i) H es un subgrupo cerrado de G¥.

i) H? es un subgrupo topoldgico de G .

i) (G/H)* = G# |H*.
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Demostracion. Sea m : G — G/H el homomorfismo canénico. Para pro-
bar (i), sabemos por el Corolario 3.2.18 que (G/H)# es Hausdorff, por lo
que gracias a el Corolario 3.2.19 el homomorfismo 7 es continuo. Entonces
ker m = H y por el Lema 1.2.20 el grupo H es cerrado en G*.

Para tener la prueba de (ii) nos gustaria ver que la topologia de Bohr en
H# y la topologia que H hereda como subespacio de G* coinciden. Notese
que cada caracter en (G, al restringirlo a H, es un caracter en H. Entonces
la topologfa de Bohr 7,( H) de H# es mas fina que la topologia que H hereda
de G*#. Por otro lado como el grupo T es divisible, tenemos por el Teorema
1.1.8 que cada caracter en H, puede ser extendido a un caracter en GG. Esto
nos dice que la topologia de Bohr 7,(G), es més gruesa que la topologia que
H hereda de G#. Por lo tanto ambas topologfas coinciden.

Ahora vamos a probar (iii). Notese que los grupos (G/H)# y G# /H# son
isomorfos bajo la identidad, pues la topologia de Bohr altera la estructura
topoldgica, no la de grupo. Por (i) H# es un subgrupo cerrado de G#, tene-
mos que G# /H# es Hausdorff y precompacto. Que es precompacto se da por
que G lo es. Para ver que es Hausdorff como H7 es cerrado, cualesquiera dos
elementos distintos gH* y ¢’H* se pueden separar por vecindades abiertas
de G#/H#. Entonces por el Corolario 3.2.19, el homomorfismo identidad
i: (G/H)* — G#/H* es continuo pues como H es cerrado, G/ H es discreto.
Falta probar que la inversa de i es continua. Sea p : G# — G#/H* el
homomorfismo canénico a G# /H# y n# : G# — (G/H)* el homomorfismo
canénico a (G/H)# . Claramente se tiene que p = ion# Si U es un abierto de
(G/H)#, tenemos que i(U) = p((z#)~1(U)), més atin como 7% es continua
y p es abierta, concluimos que i(U) es abierto en G#/H#. Por lo tanto i es
un isomorfismo topolégico. O

A partir de esta proposicién podemos decir entonces que el functor #
“respeta” subgrupos y cocientes de grupos abelianos discretos.

Corolario 3.2.26. Si H es un subgrupo de un grupo abeliano discreto G,
entonces la compactacion de Bohr de H es topolégicamente isomorfa a la
cerradura de H tomada en la compactacion de Bohr bG de G.

Demostracion. Gracias al Corolario 3.2.18, podemos pensar que el grupo

H es un subgrupo topolégico denso de bH. Sea K = (H )y, entonces K
es compacto. Sabemos que H es un subgrupo denso de (H)yg = K. Del
Teorema 2.5.3 los grupos compactos son precompactos y Raikov completos,

en nuesto caso K y bH son Raikov completos. Por ser H subgrupo denso en
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K y en bH, por le Teorema 2.4.1, existe un isomorfismo topoldgico entre K
y bH. O

Ahora veremos que el functor # preserva productos finitos.

Proposicion 3.2.27. Sea G = Hy x...x H, un producto de grupos abelianos
discretos. Entonces la identidad i : G#* — Hfé X ...x H¥ es un isomorfismo
topoldgico.

Demostracién. Claramente i es un isomorfismo. El producto Hf x ... x H#
es precompacto pues cada HZ-# lo es. Por el Corolario 3.2.19 el isomorfismo
¢ es continuo. Por otro lado, para cada 1 < k < n, consideremos j : Hy —
H, x ...x H, la proyeccién al producto. Si ¢ es un carcter continuo en G*#,
definimos ¢ = p o jp : Hy — T. Tenemos que ¢ es un caracter continuo
en Hj pues j, es un homomorfismo continuo. Por lo tanto ¢, es un caracter
continuo en H,fé, gracias al Corolario 3.2.19. Definimos ¢ : H x...x H#* — T

como ¢(x) = >p_;r(zg), con x = (x1,...,2,). Como cada @5 es un
caracter continuo, tenemos que ¢ es un caracter continuo. Ademds ¢ = ¢,
pues por definicién ¢ hace a © = (z1,...,z,) lo mismo ¢ solo que viéndolo

entrada por entrada. En conclusién todo cardcter continuo en G# es un
cardcter continuo en Hf x ... x H#. Por lo tanto 7 tiene inversa continua,
es decir, i' . HY x ... x H¥ — G# es continua. O

Corolario 3.2.28. Sea G = Gy x G5, un producto de grupos topolégicos
abelianos discretos. Entonces los grupos bG y bG1 X bGy son topologicamente
1somorfos.

Demostracion. Sabemos por el Corolario 3.2.18 que G* es topoldgicamente
isomorfo a un subgrupo denso de la compactacién bG de G. De igual manera
G es un subgrupo denso de bG; x bGy. Como los grupos compactos son
Raikov completos. Por el Teorema 2.4.1, los grupos bG y bGy X bGs son
topologicamente isomorfos.

O

Comenzaremos ahora a dar algunas caracterizaciones de la cardinalidad
de un grupo G relacionada con la compactacién de Bohr.

Denotaremos por tor(G) a el subgrupo de torsion de G' que consta de todos
los elementos de orden finito. Claramente el grupo cociente G /tor(G) es libre
de torsion, es decir, todos sus elementos no nulos son de orden infinito.
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Definicién 3.2.29. Sea G grupo abeliano y sea n € ZT. Definimos G[n] =
{z € G | nx = 0}. Claramente G[n] es un subgrupo de G y el orden de cada
elemento = € G[n] divide a n.

Definicién 3.2.30. Supongamos que A es un subconjunto no vacio de un

grupo abeliano G. Si para cualesquiera elementos distintos aq,...,a, € Ay
cualesquiera my, ..., m, enteros, la igualdad mya; + ...+ my,a, = e, implica
que m;a; = e para cada 1 < i < n, decimos que A es un subconjunto

independiente de G.

Facilmente por el Lema de Zorn, podemos concluir que todo subconjunto
independiente, estd contenido en un subconjunto maximal independiente.

Definicién 3.2.31. Sea G un grupo, definimos el rango de torsion libre ro(G)
como la cardinalidad de un subconjunto maximal independiente formado
por elementos de orden infinito. De igual manera definimos el p—rango de
G, rp(G), como la cardinalidad de un subconjunto maximal independiente,
formado por elementos de orden alguna potencia de p, con p primo.

Para ver que el rango libre de torsién esta bien definido, tenemos que
ver que la cardinalidad de dos subconjuntos independientes de un grupo G
coincide. Esto lo probaremos en el siguiente Lema.

Lema 3.2.32. . Sea G grupo abeliano, dos subconjuntos mazximales indepen-
dientes consistentes de elementos de orden alguna potencia de p (p primo)
tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sea A subconjunto maximal independiente de elementos de
orden potencia de p. Si reemplazamos cada elemento de A que tenga orden
mayor que p por un miltiplo conveniente, lo que obtenemos es un subconjunto
independiente Ay que tiene elementos de orden py |A| = |Ag|. Sig € G[p]\ A4,
entonces AU{g} es dependiente y tenemos que la relacién mg+> " m;a; =
e, con a; € A, my m; € Z, cumple que mg # e. Como pg = e, tenemos
que Y. pm;a; = e implica que pm;a; = e para toda i = 1,...,n. Tenemos
que m;a; € (Ap), por lo que mg € (Ap), de donde g € (Ap). Por lo tanto
Glp] = (Ao), por lo tanto [{A)| = |Gp]].

O

Lema 3.2.33. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos abelianos. Si f
es sobreyectiva, entonces ro(H) < ro(G).
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Demostracion. Sea B un subconjunto de H maximal independiente, con e-
lementos de orden infinito. Sea A C G tal que f(A) = By f restringida a A
es inyectiva. Dicha conjunto A existe pues de lo contrario para todo A C G,
existen a, b € A tales que a # b pero que f(a) = f(b), por lo que f(a)—f(b) =
e, esto es una contradiccién a la independencia de B. Como f|4 es biyectiva,

tenemos que |A| = |B|. Mds atn A es independiente en G, para esto, sean
ai,...anp € Ay my,...,m, € Z, supongamos que miai + ...+ mpa, = €
pero que algin m;a; # e. Consideremos f(ay),..., f(a,) € B, tenemos que

myf(ar)+...+m,f(a,) = e, implica m; f(a;) = e, para toda ¢ < n, es decir
f(m;a;) = e y esto es una contradiccién a la inyectividad de f. Por lo tanto
A es independiente en G. También cada elemento de A tiene orden infinito,
pues si no, existe a € A tal que ma = e, para algin m € 7Z, esto implica que
f(ma) =mf(a) = e, lo que contradice que todos los elementos de B sean de
orden infinito. Entonces ro(H) < ro(G).

(]

Definicién 3.2.34. Sea G grupo abeliano. Dado un primo p denotamos
por G,, a todos los elementos de G que tienen orden una potencia de p.
Llamaremos G, la p—componente primaria de G' o la componente primaria
cuando no sea necesario especificar p. Si G = G), para algin primo p,
llamaremos a G' un p-grupo de torsion.

Un grupo abeliano de torsiéon G (i.e todos sus elementos son de orden
finito), es de torsion acotada si existe n € N, tal que nz = e, para todo
€ G.

Claramente a partir de esta definicién tenemos que r,(G) = 1,(G,).

Teorema 3.2.35. Todo grupo abeliano de torsion G, con elemento neutro 0,
es la suma directa de sus componentes primarias.

Demostracion. Llamaremos P al conjunto de todos los ntimeros primos.

Primero veamos que G = »_ G, Sea x € Gy sea n el orden de z.

Entonces n se puede expresar como n = p’fl <. pkmcon p; primos distintos

y ki > 0. Para cada i < m, llamemos N; = -, tenemos que Ny,..., N,
p,

son primos relativos entre si y por lo tanto pz)demos expresar al 1 como
combinacion lineal de ellos, s; Ny + -+ + s, IN,, = 1. Sea y; = s;N;x, se
cumple que p;y; = s;nx = 0, pues n es el orden de z, entonces y; € G, para
cada 0 < i <m. Porlo tanto x = ssNix + -+ 8 Npx =y1 + -+ Ym €
Gp, + -+ G,,,. Concluimos que x € G, + --- + Gp,,. Veamos ahora que
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G,N(Gy+---+G,) ={0}. Seax =y1+-- 4y, conz € G, yy; € G, para
1 < k. Entonces el orden de x es una potencia de p, mientras que el orden
dey1 + -+ yp es ¢i" - - - ¢p*. Entonces z = 0. Por lo tanto G = @,epG,.

(I

Lema 3.2.36. Sea G un p—grupo de torsion abeliano no numerable. Entonces
G| = |Gp]|-

Demostracion. Sea ¢ : G — G dada por ¢(g) = pg. Claramente ker ¢ =
G[p]. Cosideremos la secuencia de subgrupos Hy = G[p| y Hpi1 = ¢ ' (H,).
Notese que H; C Hy C -- -, pues por ejemplo

p (H) ={z € G |p(x) e Hy=Glpl} ={r € G | p’z=0}.

En general por induccién podemos concluir que H, = G[p"]. Observemos
que si g,h € Gy p(h) = ph = g, entonces ¢ '(g) = h + G[p|, por lo que
o' (g)| < |G[p]|- Sea 7 = |Hy| < 7-w. Supongamos que |H,| < 7 - w.
Probaremos por induccién que |H,| < 7 - w, para todo n € N. Entonces por
la observacion hecha anteriormente

|Hn+1| = |90_1(Hn)| < ’G[p”|Hn| <7-w.

Concluimos que |H,| < 7 -w para toda n. Por ser G un p-grupo tenemos
que G = J,2, H,. Al ser G no numerable, ocurre que |G| > w. Por otro
lado |G| =|U 2, Hy| =7 w-w =7 -w, por lo tanto |G| = 7 = |G[p]|.

O

Corolario 3.2.37. Todo p—grupo de torsion G, no numerable satisface que

(@) = 1G]

Demostracién. Por el Lema 3.2.36, tenemos que |G| = |G[p]|. Sea A C G|[p]
un subconjunto maximal independiente del grupo G[p]. Afirmamos que A
es también un subconjunto maximal independiente en G. Claramente A es
independiente en GG. Para ver que es maximal sea b € G \ A, entonces el
orden de b es de la forma p", es decir, b*" = e, lo cual se ve como (b”ril)p =e,
entonces b € G[p| y por ser A maximal en G[p|, tenemos que A U {b} es
dependiente. En conclusién queremos probar que |A| = |G[p]|. Tenemos
que para cada x € GJp| \ A4, el conjunto AU {z} es dependiente, es decir,
nx € (A), con n un entero no multiplo de p. Como (n,p) = 1, tenemos que
existen a y b enteros tales que an + bp = 1, por lo que xan + bpr = =, como
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z € G[p|, z = anx € (A), entonces G[p] C (A). Por otro lado como A es un
subconjunto de G[p], tenemos que (A) C G|p|. Por lo tanto, G[p] = (A).

Por hipotesis G es no numerable y como |G[p]| = |G|, concluimos que
(A) es no numerable, de donde A es no numerable, pues si lo fuera (A)
serfa numerable. Entoneces |A| = [(4)] = |G[p]| = |G|. En conclusién
(@) = |G,

(]

Definicién 3.2.38. Para cualquier grupo abeliano G, definimos el rango de
G (a veces llamado rango total) como:

r(G) =710(G) + > _1(G),

peP
donde PP es el conjunto de los niimeros primos.

Claramente r(G) = 19(G) si G es un grupo de libre de torsién, también
r(G) =1,(G) si G es un p-grupo.

Al igual que el rango libre de torsién y el p-rango de un grupo abeliano
G, nos gustaria que el rango total de G sea la cardinalidad de un subconjunto
maximal independiente, ademés nos gustaria que este rango no dependa de
subconjuntos maximales independientes A, o Ay.

Lema 3.2.39. Sea Ay un subconjunto mazimal independiente de un grupo
abeliano G, con elementos de orden infinito y para cada p € P, sea A, un
subconjunto maximal independiente del subgrupo G, de G. Entonces A =
Ao UlU,ep 4p es mazimal independiente en G.

Demostracion. Claramente A es independiente pues para cada coleccion de
elementos de A, a;...,a, € A, tenemos:

Si a; € Ay 0 a; € A, para toda i, entonces se tiene que Y .  m;a; = e,
implica m;a; = e.

Por otro lado, si A no fuera independiente y tenemos que a; € A,,, como
cada A, es ajeno con A, , i # j, concluimos que A es independiente. Sea
reG\A

Caso 1. Supongamos que z € tor(G). Por el Teorema 3.2.35, tenemos que
x se ve de la forma x = y; + ... + yp, con y; € G),, para cada i < n. Sea
p;" el orden de cada y;. Por ser A, independiente, se tiene que y; € A,, o
que el conjunto A,, U{y;} es dependiente, en el primer caso tomando m = 1,
tenemos que my = y € (A,,), en el segundo caso como el orden de y; es
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p;, tenemos que existe m; < p;*, tal que m;y; € (A,,). Sea M = my ---m,,.

Como m;y; € (A,,), tenemos que My, € (A,,), para cada i < n, Asf tenemos
que

Mz =My, + ...+ My, € (A4,, +...+4,,) C(A).

Como el orden de z es ord(x) = pi* - - - pir, entonces M = my - --m,, < ord(x),
concluimos que Mz # 0, es decir, para la combinacion Mx — My, — ... —
My, = 0, tenemos que Mz # 0, por lo tanto AU {x} es dependiente y asi A
es maximal.
Caso 2. Si z ¢ torG. Entonces Ag U {z} es dependiente y asi AU {x} es
dependiente. Por lo tanto A es un subconjunto maximal independiente en
G.

(Il

En el siguiente resultado veremos que el grado de un grupo abeliano G,
coincide con la cardinalidad de un subconjunto maximal independiente B de

G.

Proposiciéon 3.2.40. Sea B subconjunto mazimal independiente en un grupo
abeliano G. Entonces r(G) = |B|.

Demostracion. Sea Ay, A, y A como el el Lema 3.2.39. Por definicién sabe-
mos que ro(G) = |Ao| y que 7,(G) = |4,|. Como AgNA, =0y A,NA, =0
para p, q € P distintos, tenemos que

r(G) =10(G) + ) rp(G) = [Aol + Y 4],

peP peP

Concluimos que r(G) = |A|, y Por 3.2.32, r(G) no depende de el subconjunto
independiente que escojamos, tenemos que |A| = |B| = r(G).
O

Al igual que el rango libre de torsién, nos gustaria que el rango de un
subgrupo es mas pequeno que le del grupo, veamos este echo en el siguiente
corolario.

Corolario 3.2.41. St H es un subgrupo de un grupo abeliano G, entonces
r(H) <r(G).
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Demostracion. Sea B un subconjunto de H maximal independiente, pen-
sando a B como subconjunto de G, por el Lema de Zorn, existe A subcon-
junto de G maximal independiente, tal que B C A. Por la Proposicion 3.2.40
tenemos que r(H) = |B| < |A] = r(G).

O

Proposicion 3.2.42. Sea G grupo no numerable, entonces G contiene un
subcongunto independiente A, tal que |A| = |G|. Por lo tanto r(G) = |G].

Demostracion. Nuevamente sean Ay, A, y A como el el Lema 3.2.39. Sabe-
mos que A = Ay U Upep A, es maximal independiente en (. Ya tenemos que
|A] < |G|. Nos gustaria probar que |A| > |G|. Supongamos lo contrario,
es decir, supongamos que |A| < |G|. Como A es independiente, para cada
x # 0 existe n € Z, tal que 0 # nz € (A). Notese que [(A)| < |A] - w < |G|,
la primer desigualdad es clara pues el grupo (A) es combinaciones lineales
de maultiplos enteros de elementos de A, la segunda desigualdad se tiene por
que G es no numerable. Por el Lema del Palomar (o principio de casillas),
podemos hallar un elemento no nulo g € (A) y un entero m # 0 y un con-
junto D C G, tales que |D| > |A|-w y mx = g, para cada x € D. Para cada
zo € D se tiene que m(z — x¢) = 0, por lo tanto |D| < |G[m]|. Por el Teo-
rema 3.2.35 el grupo H = G[m] es la suma de sus componentes primarias H,,
notese que p corre sobre todos los divisores primos de m. Entonces tenemos
que |H| = |H,| para algin primo p. Como H, es un p-grupo de torsion y
|H| > D > |A] - w, concluimos que H es no numerable y gracias al Corolario
3.2.37, tenemos
ro(Hy) = |H,| = |H| > |D],

entonces |A4,| = r,(H,) > |D| > |A| > |A,]|, es una contradiccién. Por lo
tanto |A| = |G| y por la Proposicién 3.2.40, concluimos que r(G) = |G].
a

Nuevamente hablemos de la topologia de Bohr de un grupo discreto.

Proposicion 3.2.43. Sea G grupo topoldgico abeliano, entonces todo sub-
conjunto independiente de G es cerrado y discreto en G¥.

Demostracion. Sea A subconjunto independiente de G, y sea x € A. Por (i)
de la Proposicién 3.2.25 tenemos que el grupo H, = (A \ {z}) es cerrado en
G?, ademds AN (G \ H,) = {z}, es decir el punto x es aislado y por el Lema
1.2.16 tenemos que A es discreto en G7. Para probar que A es cerrado, sea
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y € A, entonces y € A C (A) = (A), pues en G¥ el grupo (A) es cerrado por
la Proposicion 3.2.25. Entonces podemos hallar un subconjunto finito B de
A, tal que y € (B), por lo que U = G\ (A \ B) es abierto pues (A \ B) es
cerrado en G#, mas atin y € U y UN A C B, es decir, [U N A| < w, por lo
tanto A es cerrado en G7.

(Il

Corolario 3.2.44. Sea G grupo abeliano discreto. Entonces G* continene
un subcongunto cerrado y discreto de tamano |G|.

Demostracion. Si G es no numerable, tenemos por la Proposicion 3.2.42 que
existe subconjunto independiente de tamano G' y por la Proposicién 3.2.43,
tenemos que A es cerrado y discreto. El caso en el que G es finito es tri-
vial. Supongamos ahora que G es numerable. Como todo grupo topoldgico
compacto es finito o no numerable. Gracias a [1](5.2.7) concluimos que G#
no puede ser compacto. Por lo tanto G# es numerable y asi Lindeléf. Con-
cluimos que G no es numerablemente compacto. Entonces para una cubierta
numerable de GG, no podemos hallar subcubierta finita, por cada abierto de
la cubierta U, tomemos un punto (cuando sea posible) de ese abierto pero
que no sea parte de los elementos de la cubierta que contiene U. Esto nos da
un subconjuntos infinito, discreto y cerrado.

O
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