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Introduccion

En los 1ltimos siglos se han desarrollado profundamente dos ramas fun-
damentales de las matematicas: Topologia y Algebra. La topologia estudia
los conceptos de cercania, comparacion y clasificacion de objetos, incluso la
nocién de limite e infinitud. Por otro lado, el algebra analiza las operaciones
naturales y las interacciones entre las mismas. También busca generalizar la
aritmética a objetos con estructuras maés abstractas. Estas nociones se han
formalizado con el paso del tiempo por medio de propiedades con las que
puede ser atribuido un cuerpo u objeto.

Aunque estas areas conforman gran parte de las matemaéticas, tienden
a desarrollarse muy bien de manera independiente. Sin embargo, en domi-
nios més avanzados de las matematicas como el analisis funcional, sistemas
dindmicos, teoria de representacién, entre otras, el algebra y la topologia
comienzan a hacer contacto de manera natural. Muchos de los objetos méas
importantes en las matematicas conllevan una mezcla de estructuras al-
gebraicas y topoldgicas. Espacios topoldgicos de funciones, espacios vecto-
riales topoldgicos, campos topolégicos, grupos de tranformaciones y grupos
topoldgicos son objetos de este estilo. Como su nombre lo indica, un grupo
topoldgico es un grupo dotado de una topologia de tal manera que se rela-
cione con las operaciones presentes en el grupo: se pide que las funciones
tomar inverso y la multiplicacién del grupo sean continuas.

Mucha de la investigacién realizada en la segunda mitad del siglo XX
se enfoca a varios temas del algebra topoldgica. En particular, la teoria de
grupos topolégicos tuvo una especial atencién en su progreso alcanzando los
limites de la clase de los grupos localmente compactos. Algunos participantes
de este desarrollo son A. D. Alexandroff, M. Markov, S. Kakutani, A. N.
Kolmogorov, E. van Kampen , W. W. Comfort, L. S. Pontryagin, entre
otros.



viii Introduccién

L. S. Pontryagin (1908-1988) ademas de establecer las bases de la teoria
de los grupos topoldgicos, contribuyé a desarrollar la teoria de dualidad en
sus trabajos matemadticos tempranos en 1934. Su tratamiento se basé en
los grupos que son segundo numerables y compactos o discretos. Esto fue
mejorado para cubrir a los grupos localmente compactos por E. van Kampen
(1908-1942) en 1935 y por A. Weyl (1906-1998) en 1953.

El principal resultado (la dualidad) derivado de los trabajos de Lev Pon-
tryagin cita que todo grupo topoldgico abeliano localmente compacto es
topolégicamente isomorfo a su grupo doble dual. La teoria de dualidad de
Pontryagin tiene gran cantidad de aplicaciones en el andlisis arménico y en
el desarrollo de la teoria misma.

Cabe mencionar que la teoria de dualidad reluce como uno de los prin-
cipales resultados en la mayoria de articulos o textos de investigacién que
respectan a la teorfa de los grupos topoldgicos. Sin embargo, no hay un
camino facil para desarrollar dicha teoria. En el excelente libro de E. Hewitt
y K. Ross [EH79], se presenta la teoria, pero con un camino que recurre a la
nocién de la integral definida en un grupo topolégico: la medida de Haar. El
desarrollo de esta integral que presenta el libro es muy elaborado por lo que
requiere de mucha paciencia comprender la lectura. A diferencia de [EHT79|,
el libro de A. Aranhel’skii y M. Tkachenko [AA08] también hace un intento
en el desarrollo de la dualidad pero éste es incompleto. Un tercer gran libro
es de D. Dikranjan [DD89] en el cual se presenta una idea de su procedi-
miento, aunque muchos resultados son presentados como ejercicios; ademas
de que la idea misma requiere de conociemientos relativamente avanzados
como la teoria de categorias.

No obstante, la teoria no detiene su efectividad y constantemente se
esta tratando de pulir y mejorar su desarrollo. Hoy en dia ya existen herra-
mientas potentes que se pueden utilizar para acortar resultados mas débiles.
Es asi como nace la motivacién de este trabajo. Se elabord una evaluacién
entre diversos textos procurando recopilar los resultados més relevantes, y
en ocasiones mas elementales, que nos pudieran llevar de manera directa
hacia los puntos clave de la teoria de dualidad.

En esta tesis se presenta entonces un desarrollo completo para la de-
mostracién del teorema de dualidad de Pontryagin, tratando de equilibrar
que la lectura sea fluida, comprensible y considerablemente limpia. La ma-
nera en que se procedié fue plantear en principio todos lo resultados bésicos
de la teoria de grupos topoldgicos. De forma en que se avanza dentro del



contexto el lector observard nuevos conceptos que ayudarédn a comprender
de manera ordenada lo que se requiere. En seguida se establece la existen-
cia de caracteres no triviales lo que significa la inyectividad del isomorfismo
topoldgico que deseamos. También se decidié recurrir a la teoria de estruc-
tura en grupos topoldgicos localmente compactos para comprenderlos de
mejor manera. Finalmente se realiza la prueba completa recopilando los
pasos previos concluyendo que el isomorfismo topolégico mencionado sea
suprayectivo.
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Capitulo

Preliminares

Con el propésito de realizar una demostracion legible del Teorema de
Dualidad de Pontryagin, que dice que todo grupo topolégico localmente
compacto es topolégicamente isomorfo a su grupo doble dual, presentaremos
una serie de proposiciones y/o lemas que nos permitirdn avanzar de manera
directa hacia los puntos clave de dicha demostracién. Para esto, en la primera
seccién recordamos algunas observaciones y propiedades béasicas en la teoria
de grupos topoldgicos. En la Seccién introducimos el concepto de grupo
dual de un grupo topoldgico y los primeros resultados derivados de este
concepto.

1.1 ¢ Propiedades de los grupos topoloégicos

Comenzando a adquirir las nociones con las que trabajaremos recomen-
damos como base de lectura [Mun02|] y [Eng89]. Supondremos que los con-
ceptos de Topologia tales como continuidad, compacidad, convergencia, ya
son sabidos y los utilizaremos de manera fluida. También utilizaremos el
lenguaje de redes que se observa en aunque si el lector desea puede
consultar [Eng89, p. 49]. En el drea de Teoria de Grupos trataremos los con-
ceptos de subgrupos normales, grupos cociente, proyecciones, grupos cicli-
cos, grupos finitamente generados, etc. Estos recursos se pueden adquirir
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en |[Rot02].

1.1 Definicién. Sea G un conjunto que es un grupo y un espacio topolégico
con topologia 7. Supdéngase que:

(a) La funcién multiplicacion o : G x G — G dada por a(a,b) = ab, con
a,b € G, es continua.

(b) La funcién inversion  : G — G dada por (a) = a™!

continua.

,con a € G, es

Entonces (G, T) serd un grupo topoldgico.

En términos de conjuntos abiertos, la condicién (a) afirma que para cada
vecindad U de x *y, existen vecindades V, W de x,y, respectivamente, tales
que V « W C U, donde x es la operacién del grupo G. La condicién (b)
afirma que para cada vecindad U de z~!, existe una vecindad V de z tal
que V! C U. Note que un grupo G dotado con la topologia discreta siempre
es un grupo topoldgico y nos vamos a referir a éste como grupo discreto.
Supondremos que siempre que escribimos “grupo compacto”, “grupo Tp”,

.., nos referimos a un grupo topoldgico que como espacio topolégico es
“compacto”, “Ip”,...

En la mayoria de los casos G denotard un grupo topoldgico, e serd su
elemento identidad y U(g) denotara un sistema de vecindades para el ele-
mento g € GG. También diremos que H es un subgrupo de G con H < G y
que H es un subgrupo normal de G con H <1 G. Para un grupo arbitrario,
no se usara notacion para el signo de operaciéon y la manera de operar sus
elementos serd regularmente por la izquierda. Si el grupo es abeliano, la ma-
nera de operar sus elementos sera indistinta, usualmente se usara el signo
de operacién + y su elemento identidad sera 0.

Es facil darse cuenta de que si H es un subgrupo de un grupo topolégico
G, entonces H es un grupo topoldgico con la topologia relativa como sub-
espacio de G, debido a que las funciones multiplicacién e inversiéon siguen
siendo continuas cuando se restringen a H. También, de la Definicién
uno puede verificar que las traslaciones tanto izquierda como derecha por
un elemento g € G, son homeomorfismos de GG. También la inversion es un
homeomorfismo. De este hecho se desprende la siguiente propiedad para un
grupo topoldgico G y un elemento arbitrario g de GG. Para cualquier sistema
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de vecindades U(e) del espacio G en e, la familia U(e) = {gU : U € U(e)}
es un sistema de vecindades de G en g. Por lo tanto, la familia

U={gU:UclU(e),g € G},
forma un sistema de vecindades para cada elemento del espacio G.

Recordemos también que un espacio X es homogéneo si para cua-
lesquiera dos puntos z,y € X, existe un homeomorfismo f de X tal que
f(z) = y. Note que todo grupo topoldgico es homogéneo, lo que nos lleva a
comenzar con los hechos mas basicos pero no menos importantes de la teoria
de grupos topoloégicos.

1.2 Proposicién. Sean G un grupo topoldgico y A y B subconjuntos no
vacios de G. Entonces:

(a) Si A es abierto y B es arbitrario, entonces AB es abierto.
(b) Si A y B son compactos, entonces AB es compacto.

(c) Si A es cerrado y B es compacto, entonces AB es cerrado.

Demostracion. Note que el orden en la forma de operar A con B es indistinto
para los resultados, es decir, se cumple lo mismo para BA.

(a) Como A es abierto, asi lo es Ab, donde b € B, pues las traslaciones son
homeomorfismos. Asi, AB = J{Ab: b € B} es abierto.

(b) Si Ay B son compactos, A X B es compacto. Como la funcién multipli-
cacién es continua, entonces AB es compacto.

(c) Tomemos una red {z, : @ € D} de elementos de AB tal que z, con-
verge a xg € (. Para ver que AB es cerrado basta ver que zg € AB.
Para cada o € D se tiene que x, = aqgb, donde a, € Ay by, € B.
Como B es compacto, existe by € B y una subred {bg : B € E} de
b, tal que bg converge a by. En particular, g converge a xy. También
es claro que {(z3,bg) : B € E} es una red de elementos de G x G
que converge a (zg,bp). Ahora la red ag = xﬁbgl converge a xobal
pues es la composiciéon de la funcién continua (u,v) + uv~! aplica-
da a los elementos (xg,bg). Como A es cerrado, :ﬁobal € A Y asi,
zo = (2oby )by € AB. |
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1.3 Proposicién. Sea f: G — H un homomorfismo entre grupos topologi-
cos. Si f es continua en el elemento e € G, entonces f es continua.

Demostracion. Sean eq € G,eyg € H los elementos identidad en G y H,
respectivamente. Sea x un elemento arbitrario de G y O una vecindad de
y = f(xr) € H. Como las traslaciones son homeomorfismos, y~'O es una
vecindad de eg. Como f es continua en eg, existe una vecindad V de eq tal
que f(V) C y~tO. Nuevamente como las traslaciones son homeomorfismos,
2V es una vecindad de z y asi, f(zV) = f(x)f(V) Cyy~ 'O = O. [

1.4 Teorema. Sea G un grupo topoldgico. Entonces:

(a) Para cada U € U(e), existe V € U(e) tal que V2 C U.

(€)

(b) Para cada U € U(e), existe V € U(e) tal que V1 C U.

(¢) Para cada U € U(e) y cada x € U, eziste V € U(e) tal que xV C U.
(e)

(d) Para cada U € U(e) y cada x € G, existe V € U(e) tal que Va1 CU.

Inversamente, sea G un grupo y U una familia de subconjuntos de G
con la propiedad de la interseccion finita que cumplen con (a), (b), (c),(d).
Entonces la familia de conjuntos {zU : U € U,x € G} forma una subbase
para una topologia para G. Bajo esta topologia, G se convierte en grupo
topoldgico.

Demostracion. Si G es un grupo topoldgico, los incisos (a) y (b) son in-
mediatos por el hecho de que las funciones multiplicacién e inversién son
continuas. El inciso (c) afirma que U es abierto para cada U € U(e). El
inciso (d) se verifica del hecho de que la funcién conjugaciéon z + ara™! es

un homeomorfismo sobre G.

Sea U una familia de subconjuntos de G con la propiedad de la inter-
seccién finita que cumplen con (a),(b),(c) y (d). Entonces para cada U € U
existen V,W € U tales que V2 C U y W-1 CV. Como VNW # 0 se
sigue que e € VW~ C V2 C U. Es decir, todo elemento de I contiene al
elemento e.

Consideremos a U = {(\f_, Uy : Uy € U}. Ahora para Uy, ...,U, € U
existen V1,...,V, € U tales que V,f C Uy para cada k =1,2,...,n. Asi, se
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obtiene que

n 2 n n

(ﬂ Vk) - ﬂV,fg ﬂUm
k=1 k=1 k=1
y por tanto la propiedad (a) la cumple la familia U. Como
n -1 n
0]W> =V
k=1 k=1

la propiedad (b) también la cumple U. También se tiene que

(ﬂ Vk) = ﬂ aVi oy w (;ﬁ Vk> a ! = ]ﬁka$17

k=1

por lo que las propiedades (c) y (d) las satisface u.

Se afirma entonces por definicién de subbase, que los conjuntos no vacios
Nr—1(zxUg), donde z, € G y Uy, € U, forman una base para una topologia
para G. En efecto, sean y € (j_(zxUx) y Vi € U tales que x;lka C Uy
para k =1,2,...,n. Esto es posible por (c). Entonces

(ﬂ Vk) = ﬂ (yVe) € ﬁ(kak)-

k=1 k=1

Asi, los conjuntos de la forma y(j' ,donde y € Gy Uel , forman una base
abierta en y, para cada y € G.

Para ver que G es un grupo topoldgico bajo esta topologia, sean a,b € G
yU €U. Por (a) y (d) para U, existen V, W € U tales que (b~ 1Wb)V cU.
Asi, (aW)(bV) C abU, es decir, la funcién multiplicacién es continua. Ahora
sea z € G. Por (b) y (d) para U existe V € U tal que zVz ™t C U y
V-1 C U. Por lo tanto, (zV)™! = 2 1(aVz1)"1 C 27U, es decir, la
funcién inversién es continua. |

1.5 Proposicién. Todo grupo topolégico G cuenta con una base abierta en
e que consiste de vecindades U tales que U = U~' (vecindades con esta
propiedad se llaman simétricas).

Demostracion. Sea U una vecindad arbitraria de e. Consideremos al con-
junto no vacio V.=UNU"!. Es claro que V es una vecindad de e, V = V!
yVCUu. [ |
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1.6 Corolario. Sea G es un grupo topoldgico. Para cada vecindad U de e,
existe una vecindad V de e tal que V C U.

Demostracion. Sea U una vecindad de e y V' una vecindad simétrica de e tal
que V2 C U. Esto es posible por el Teorema Asi, si z € V entonces 2V
es una vecindad de z y por tanto, (zV) NV # (). Esto implica que existen
v1,v9 € V tales que xv; = ve y por tanto x = ’U2’Ul_1 ceV2CU. [ |

1.7 Corolario. Un grupo topolégico G es localmente compacto si y sélo si
para todo x € G existe una vecindad U de x tal que U es compacto.

Demostracion. Se sigue directamente del Corolario y la homogeneidad
de G. |

1.8 Teorema. Si G un grupo Ty, entonces G es regular y por tanto Haus-

dorff.

Demostracion. Por el Corolario se cumple la regularidad en el elemento
identidad e € G. Dado que las traslaciones son homeomorfismos junto con
la hipétesis de que G es Ty, se tiene entonces la regularidad en todo G.
Ademads, un espacio regular siempre es Hausdorff. |

1.9 Proposicion. Sean G un grupo topoldgico, U una vecindad de e y F
un subconjunto compacto de G. Entonces existe una vecindad V de e tal que
2Va~t C U para cada x € F.

Demostracion. Sea W una vecindad simétrica de e tal que W3 C U. Como
F CU,ep Wz y F es compacto, entonces existen x1,...,2, € F tales que
FCUl, Wa;. Sea V =, z; 'Wax;. Es claro que V es una vecindad de
ey que J?Z'VZL‘i_l C W paracadai=1,2,...,n. Siz € F, entonces x € Wx;
para algin i € {1,2,...,n}. Asi, x = wa;, donde w € W y por lo tanto,

Va1 = wxi‘/x;lw*l CwWwrCcWw3CU.
[ ]

1.10 Proposicion. Sean G un grupo topoldgico, F un subconjunto compacto
de G y U un subconjunto abierto de G tales que ' C U. Entonces existe una
vecindad V de e tal que (VF)U (FV) C U. Ademds, si G es localmente
compacto, entonces V puede ser elegida de tal manera que (VE)U (FV) es
compacto.
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Demostracion. Para cada x € F, por Teorema existen vecindades V,, W,
de e tales que W, C U y VJ? C W,. Por la compacidad de F', existen
elementos x1,x2,...,x, € F tales que F' C U?Zl x;Vy,. Consideremos al
abierto no vacio V] = ﬂ?zl V;. Entonces,

n n n
Vi (JaiVe Vi € JaiV € (JaiWa, CU.
=1 i=1 =1

Andlogamente, existe una vecindad V5 de e tal que Vo C U. Tomemos

ahora la vecindad V =V NVy de ey asi, (VF)U(FV)CU.

Si G es localmente compacto, el Corolario nos permite tomar V de
tal manera que V sea compacto. Por la Proposicién FV y VF son
cerrados y compactos. Note ahora que F'V es un subconjunto de F'V, que es
cerrado. Asi, F'V es compacto y andlogamente V F también lo es. Por tanto,
(VF)U (FV) es compacto. [

1.11 Proposiciéon. Sean A y B subconjuntos de un grupo topoldgico G.
Entonces:

(a) (A)(B) C 4B.
(b) (A1) = (@)L,

(c) vAy = xAy para cada z,y € G.

Demostracion. (a) Sean x € A, y € B y U una vecindad de e. Por la
continuidad de la funcién multiplicacién, existe una vecindad V de e
tal que (2V)(yV) C zyU. Como zV y yV son vecindades de x y v,
respectivamente, existen a € AN (zV) y b€ BN (yV). Asi, ab € (AB)N
(xyU) y finalmente, zy € AB.

(b) Como la funcién g — ¢g~! es un homeomorfismo, se sigue que A~! C

(A)~1 y por tanto (A1) C (A)~! = (A)~!. Por otro lado, si g € (A)71,
es decir, si g7! € (A), entonces cada vecindad U de g~! intersecta a A.
Esto implica que U~! intersecta a A~!'. Ahora como U es vecindad de
g siy sélosi U™l es vecindad de g1, se tiene que g € A~1.

(c) Es andlogo al inciso (a) por el hecho de que la funcién g — zgy es un
homeomorfismo de G. |
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1.12 Corolario. Si H es un subgrupo o subgrupo normal de un grupo
topologico G, entonces H es un subgrupo o subgrupo mormal, respectiva-
mente, de G.

Demostracion. Se H es un subgrupo de G. Entonces H? C H y por el inciso
(a) de la Proposicién (H)? C H? C H. También se tiene que H~' C H
y por el inciso (b) de la misma proposiciéon, H—1 = " C H. La prueba
para el subgrupo normal se usa el inciso (c) de la misma proposicién. |

1.13 Proposicion. Sea H < G. Entonces:

(a) H es abierto si y sdlo si el interior de H, denotado con int(H), es no
vacio.

(b) Si H es abierto entonces también es cerrado.

Demostracion. (a) La condicién suficiente es trivial. Supongamos ahora que
existe € int(H). Entonces existe una vecindad U € U(e) tal que
xU C H. Ahora para cada y € H, tenemos que

yU = yz~'aU Cyaz™'H = H.

(b) Si H es abierto, entonces zH es abierto para cada x € G. Por tanto
H' =\J{zH : z ¢ H} es abierto. Note que H' coincide con G \ H. Asi,
H es cerrado. |

1.14 Proposicion. Un subgrupo H de un grupo topoldgico G es discreto si
y solo si H contiene un punto aislado.

Demostracion. Si H es discreto, por definicion todos sus puntos son aislados.
Supongamos ahora que x es un punto aislado de H respecto a la topologia
relativa a H. Entonces existe una vecindad U de e, en la topologia de G, tal
que (zU) N H = {x}. Ademas, para cada y € H se tiene que

(yU)NH = (yU) N (ya~ " H) =y~ ((2U) N H) = {y}.
Por tanto, cada punto de H es aislado y asi, H es discreto. ]

1.15 Proposicion. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo de G tal
que U N H es cerrado en G para alguna vecindad U de e. Entonces H es
cerrado.



1.1 Propiedades de los grupos topologicos 9

Demostracién. Sea U una vecindad de e tal que U N H es cerrado en G.
Sea V una vecindad simétrica de e en G tal que V? C U. Ahora sea © € H
y {a : @ € D} una red de elementos de H, donde D es un conjunto
dirigido, tal que x,, converge a z. Como xV es vecindad de z, existe ag € D
tal que z, € zV para toda « = «p. Ahora, 2=! € H por el Corolario
y por tanto, existe y € (Va~1) N H. Asi, para a = ag se tiene que
yro € (V=) (zV) = V2 C U, lo que implica que yz, € U N H. Como
U N H es cerrado y la red yz, converge a yz, entonces yr € U N H C H.
Por lo tanto, x = y~'yx € H, es decir, H C H. [ |

1.16 Proposicién. Sea G un grupo Ty y H un subgrupo discreto de G en
su topologia relativa. Entonces H es cerrado.

Demostracion. Sea U una vecindad de e € G tal que U N H = {e}. Por el
Corolario existe una vecindad V de e tal que V.C U. Asf, VN H =
{e} que es cerrado pues G es Hausdorff (Teorema [L.8). Entonces por la
Proposicion [1.15] H es cerrado. [ |

1.17 Teorema. Sea G un grupo Ty y H un subgrupo de G que es localmente
compacto en su topologia relativa. Entonces H es cerrado.

Demostracion. Sea U una vecindad de e en G tal que U N H es compacto en
H, y por tanto en G. Como G es Hausdorff (Teorema|1.8)), U N H es cerrado
en G. Por la Proposicién [1.15, H es cerrado. |

Una observacién que se puede verificar rapidamente es que si U € U(e),
entonces J22 (U UU1)™ es un subgrupo abierto de G y por la Proposicién
también es cerrado. Aprovechando la notacién, diremos que un grupo
topolégico G es compactamente generado si existe un subconjunto com-
pacto F de G que lo genera, es decir, si G = {e} |Joo;(F UF~1)". Se tienen
entonces las siguientes proposiciones.

1.18 Proposicion. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces son
equivalentes:

(a) G es compactamente generado.

(b) Eziste U C G tal que U es compacto y genera a G.

(c) Emiste U € U(e) tal que U es compacto y genera a G.
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Demostracion. Claramente (c¢) = (b) = (a).

(a) = (c) Supongamos que G es compactamente generado. Existe un
subconjunto compacto F' de G que genera a G. Note que F'U{e} también es
compacto. Por la Proposicién se pueden escoger a los abiertos V' € U(e)
yU = (V(FU{e}))U((FU{e})V) tales que U es compacto. Ahora es claro
que e € U y U genera a G. [ |

1.19 Proposicion. Sea G un grupo localmente compacto y F un subconjunto
compacto de G. Entonces hay un subgrupo H de G que es abierto, cerrado y
compactamente generado tal que FF C H.

Demostracion. Al igual que en la demostracion de la Proposicién [1.18] con-
sideremos a los abiertos V € U(e) y U = (V(F U {e})) U ((F U {z})V)
tales que U es compacto. Considere ahora al subgrupo abierto, y por tanto
cerrado por la Proposicion [1.13

o
H=|JwuuH
n=1
Note que por el hecho de que H es cerrado junto con el resultado de la
Proposicién se tiene que H = |Joo (U U Uﬁl)”. Por lo tanto, H es
compactamente generado y F' C H. ]

A continuacién trabajaremos con el espacio cociente de G por un sub-
grupo H y enunciaremos algunos resultados consecuencia de la teoria de
grupos. Consideremos la proyeccién canénican : G — G/H, que a cada
elemento z € G lo manda a la clase {xH}. Se introduce al espacio cociente
la topologia ©(G/H) que es tal que

{uH :u e U} € ©(G/H) siy sblo si UH es abierto en G.

Es facil ver que bajo esta topologia, m es abierta y continua. También si
a € GG, nos apoyaremos en la funcién

Ve : G/H — G/H,
(zH) — (axH).

Dado el hecho que (,)~! = 1),-1, se deduce que 9, es un homeomorfismo
del espacio G/H. La funcién 7 no necesariamente es cerrada y en la préxima
proposicién veremos bajo qué condiciones lo es.



1.1 Propiedades de los grupos topologicos 11

1.20 Proposicion. Sea G un grupo topoldogico y H un subgrupo compacto
de G. Entonces la proyeccion canonica w es cerrada.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado de GG. Veremos que el com-
plemento de 7(A) es abierto en G/H. Considere un elemento = € G tal que
xH ¢ m(A); entonces x ¢ AH. Como AH es cerrado en G por la Proposi-
cién existe una vecindad abierta U de z tal que U N (AH) = (. Asi,
7(U) = {uH : v € U} es una vecindad abierta de zH en G/H y es tal que
m(U) Nmw(A) = . Por lo tanto, m(A) es cerrado en G/H. |

1.21 Proposicion. Sean G un grupo topologico, H un subgrupo de G y
U,V €U(e) tales que V=1V C U. Entonces ©(V) C w(U).

Demostracion. Sea H € w(V) C G/H. Note que el abierto {vaH :v e V}
es vecindad de xH y por tanto su interseccién con 7(V') es no vacia, es decir,
existen v, w € V tales que va H = wH. Consecuentemente,

oH=v ' wHec{yH:yc V- V}C{uH :ucU}.
|

1.22 Proposicion. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo de G. En-
tonces:

(a) G/H es discreto si y sdlo si H es abierto en G.
(b) Si H es cerrado entonces G/H es regular.

(¢) Si G/H es espacio Ty entonces H es cerrado.

Demostracion. (a) Si G/H es discreto, es claro que H es abierto en G pues
7 es continua. Si suponemos que H es abierto en G entonces aH es
abierto en G para cada a € G. Entonces G/H es discreto por el hecho
de que 7 es abierta.

(b) Si H es cerrado, entonces aH es cerrado para cada a € G. Ahora fije
a € G y note que el conjunto (aH) = |J{zH : vH # aH} es abierto
en Gy por ser 7 abierta, se deduce que {aH } es cerrado en G/H. Asi,
G/H es un espacio T1. Ahora tomando vecindades U,V € U(e) tales
que V-1V C U, se obtiene n(V) C 7(U) (Proposicién, y por tanto
mw(aV) C w(al). Asi, por definicién de O(G/H), G/H es un espacio T5.
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(¢) Ahora supongamos que G/H es un espacio Ty. Veremos que G/H es de
hecho un espacio Hausdorff. Sean aH,bH € G/H tales que aH # bH.
Entonces existe U € U(e) tal que aH € w(aU) y bH ¢ w(alU). Por la
Proposicién existe V' € U(e) tal que w(aV) C w(al). Entonces
w(aV)y (G/H)\ m(aV) son dos abiertos ajenos en G/H y cumplen que
aH € w(aV) y bH € (G/H) \ w(aV). Asi, G/H es Ty que implica Tj.

Consecuentemente H = 71 ({H}) es cerrado en G. |

1.23 Lema. Sea X un espacio topoldgico que tiene la propiedad de que para
cada © € X y cada vecindad U de x, existe una vecindad V de x tal que
V C U. Entonces:

(a) La clausura de un subconjunto compacto de X es compacta.

(b) Sifesuna funcion continua de un espacio topolégico Y a X, se tiene que
st A CY tiene clausura compacta, entonces f(A) también tiene clausura
compacta.

Demostracion. (a) Sea A un subconjunto compacto de X. Para mostrar
que A es compacto, basta ver que toda cubierta abierta de A también
es cubierta para A. Témese una cubierta abierta V para A. Considere
al abierto W = |J{V : V € V}. Por hipéstesis, para cada x € A existe
una vecindad V;, de x tal que V, C W. Por compacidad de A, existen
xo, ..., T, tales que A C |, Vz,. Esto implica que

ZQOVZQW
=0

Asi, A es cubierto por V.

(b) Sea A C Y tal que A es compacto. Entonces f(A) es compacto y por

(a), f(A) también es compacto. Como f(A) C f(A), entonces f(A) es
compacto. ]

1.24 Proposicién. Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo
de G. Entonces G/H es localmente compacto.

Demostracion. Como consecuencia del Teorema y la Proposicién |1.4
para cada U € U(e) siempre es posible encontrar V € U(e) tal que VV 1 C
U. Sea z € G. Por la Proposicién m(2V) C w(2U). Asi, G/H cumple
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con las hipdtesis del Lema Sean W € U(e) con W compacta y aH €
G/H, entonces aH € w(aW) y m(aW) es compacto por inciso el (b) del
Lema Asi, G/H es localmente compacto. |

1.25 Proposicion. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. Sea

U € U(e) simétrica tal que (ﬁg) N H es compacto. Supongamos que {xH :
x € X} es cerrado y compacto con {zH : x € X} C{uH :u € U}. Entonces
UN(XH) es cerrado y compacto en G.

Demostracion. Considere la proyeccién canénica m : G — G/H. Entonces
XH =7'{xH : x € X}) es cerrado pues 7 es continua. Por tanto, U N
(X H) es cerrado en G. Ahora supongamos que U N (X H) no es compacto,
entonces existe una red {z, : « € D} de elementos de U N (X H), donde D
es un conjunto dirigido, tal que ninguna subred converge a algtin punto de
UN(XH). Ahora como U N (X H) es cerrado, se sigue que

(Va € G)(zg » a), (1.1)
donde {z3 : 8 € E} es cualquier subred de {z, : @ € D}.

Por otro lado, x,H € {xH : x € X}, y por su compacidad, existen
xzo € X y una subred {zg : § € E} tales que 23H converge a xoH en la
topologia de G/H.

Por hipétesis, zgH = ugH para algin ug € U. Hagdmos A = (Ug). Por
la féormula , es claro que zg no tiene subred que converja a algin punto
de ug(ANH), es decir, ningin punto de ug(ANH) es punto de acumulacion.
Asi que para cada x € ug(AN H) existen U, € U(e) y Bz € E tales que si
B = B, entonces

zg ¢ Up. (1.2)

También por el Teorema para cada = € ug(A N H) existe V,, € U(e) tal
que V2 C U,.. Como up(ANH) es compacto por hipdtesis, existen x1, ...z, €
uo(AN H) tales que

up(ANH) C | Ve, (1.3)
=1

Témese una vecindad simétrica V' de e tal que V' C (N, V;,) N U. Note
que {vupH : v € V'} es vecindad de upgH en el espacio G/H. Por lo tanto,
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existe By € E tal que si 8 = o, entonces xgH € {vugH :v € V}. Seay e E
tal que v = Bo v v = Bz, para toda ¢ = 1...n. Entonces existe v € V tal
que zH = vugH y asi,

h = ualv_lazv cUVUC U3 C A.
Esto implica que uph € ug(A N H). Dada la contencién de (|1.3)), existe
ke {1,2...n} tal que
2y = vugh € VV; 2, C ngxk C Uy, vk,
pero esto es imposible por la eleccién de v y la relacién ([1.2)). [ |
Observe que si en la Proposicién [1.25] suponemos que H es compacto y

tomamos U = G, entonces si {xH : v € X} es compacto en G/H, se tiene
que X H es compacto en G.

1.26 Proposicién. Si G es localmente compacto y el subconjunto {yH :
y €Y} de G/H es cerrado y compacto, entonces existe un subconjunto F de
G cerrado y compacto tal que {yH :y €Y} ={axH :x € F}.

Demostracion. Sea U € U(e) tal que U es compacto (Corolario . En-
tonces {m(gU) : g € G} es una cubierta abierta para G/H. Por compacidad
de {yH : y € Y}, existen go, ..., g, tales que {yH : y € Y} C U, m(q:U).
Tomando

F=(ULgU)nr'({yH :y € Y}),

entonces F' es cerrado, compacto y cumple con la igualdad requerida. ]

1.27 Proposicion. Sea G un grupo topoldogico y H un subgrupo de G. Si H
y G/H son compactos, entonces G es compacto. Si Hy G/H son localmente
compactos, entonces G es localmente compacto.

Demostracion. Suponer que H y G/H son compactos. TomandoU = X = G
y aplicando la Proposicién obtenemos que G = G N H es compacto.

Supongamos ahora que H y G/H son localmente compactos. Sea V'
una vecindad simétrica de e en G tal que V N H es compacto. Considere
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una vecindad simétrica U de e tal que T C V (vea los resultados de las
proposiciones |1 !, 1.5y (L .) Claramente (U )3 N H es compacto. Sea W una
vecindad de e tal que {xH : € W} es compacto en G/H. Por Proposicién
1.21} existe una vecindad Wy de e en G tal que w(Wp) C 7(U), es decir,

{zH : 2 e Wy} C{uH :ueU}.

Considere un subconjunto X de G para el cual

{zH:z € X} ={zH :x €¢ WNWy}.
Claramente {zH : x € X} es compacto en G/H y
{eH:zec X}YC{aH: 2 €Wy} C{zH:2 €U}
Por la Proposicién UN(XH) es compacto y cerrado en G. Ademés,
ecUN((WNWy)H)CUN(XH).

Asi, e tiene una vecindad con clausura compacta, es decir, GG es localmente
compacto. |

1.28 Observacion. Podemos considerar el hecho de que H sea un subgrupo
normal de G. Aplicando el Teorema a la familia de conjuntos O(G/H),
es posible ver que el espacio G/H es un grupo topoldgico con la topologia
©(G/H). Asi, la funcién continua y abierta m : G — G/H resulta ser
también un homomorfismo de grupos topolégicos.

También nos favorecera trabajar con funciones entre grupos topoldgicos
que por su estructura algebrdica, podemos utilizar resultados de la teoria de
grupos.

1.29 Definicién. Sean G, G dos grupos topoldgicos y f : G — G una
funcién que es un isomorfismo y un homeomorfismo. Entonces diremos que
f es un isomorfismo topoldgico entre G y G. También diremos que G, G
son topoldgicamente isomorfos si existe un isomorfismo topoldgico entre
ellos.

Si G, G son dos grupos topolégicos y f : G — G es un homomorfismo
continuo y abierto con H = f~1(€) = Ker(f), entonces es ficil darse cuenta
que H <Gy f~1(%) son exactamente las clases de H en G. Note que por
el Primer Teorema de Isomorfismo, la funciéon ® : G — G/H dada por
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T — f~1(Z) es un isomorfismo y més aun, como f es abierto y continuo, ®
es un isomorfismo topoldgico.

Ahora diremos que un espacio X es numerablemente compacto de
manera local (NCL), si para cada z € X existe U € U(x) tal que U es
numerablemente compacto (NC). También, un grupo D es divisible si
D™ = D para todo n € N con n > 1. Denotaremos por G° al grupo trivial.

1.30 Proposicién. Sea X un espacio T3 y NCL. Entonces X no es la union
numerable de subconjuntos cerrados con interior vacio.

Demostracidn. Supongamos que X si es de la forma X = (J7, A,, donde
A,, es cerrado y int(A,) = () para cada n € N. Si D,, = X \ A,,, entonces
D,, es denso y abierto en X para cada n € N. Tomemos ahora un abierto
Uy C Dy tal que Ug es NC. Por regularidad de X, existe un abierto no vacio
Uy C X tal que U; C Uy N Dy y recursivamente podemos tomar un abierto
no vacio U, C X tal que U,, C U,_1 N D,. Note que para cada n € N,
UnJrl - Un

1.30.1 Afirmacién. (02, U, # 0.

Si la interseccién fuera vacfa, entonces X = (J;2 o X \ U, y como Uj es
NC, existe k € N tal que

k
=0

contradiciendo la construccién de los U,,. Por tanto,

0 # ﬂzozoﬁn C ﬂff:o Dy, = ﬂZ‘LOX \ An,

lo cual implica que X # (J;2  An. [ |

1.31 Proposicion. Sea G un grupo localmente compacto y o-compacto, es
decir, G es de la forma G = U, An, con A, compacto para cada n € N,
Sean G un grupo Ty y NCL y f : G — G un homomorfismo continuo y
suprayectivo. Entonces f es abierto.

Demostracién. Supongamos en esta demostracién que U (e),U(e) denotan
un sistema de vecindades simétricas para las identidades e € G y € € G,
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respectivamente. Suponer también que para cada U € U(e) existe U € U(e)
tal que B
Uc fU). (14)

Lo que nos indica ([1.4]), es que f es abierta en vecindades de e. Pero por ho-
mogeneidad de G, f serd abierta en todo GG y con esto quedaria demostrada
la proposicién. Procedamos entonces a probar (|1.4)).

Sean U,V € U(e) tales que V es compacto y
W)WV cu. (1.5)

Esto es posible por el Teorema y el Corolario Entonces {gV : g €
G} es una cubierta abierta para G. Dado que G es o-compacto, existen
elementos g, € G con n € N, tales que

0 S
G= UgnV: Ugnv
n=0 n=0

Lo anterior es cierto pues los conjuntos compactos A,, son cubiertos por sélo
una cantidad finita de conjuntos de la forma ¢V, donde g € G. Ahora por
ser f homomorfismo suprayectivo, se sigue que

G = V) = U flga) F(V).
n=0 n=0

Como cada g,V es compacto, entonces f(g,)f(V) es compacto y es cerra-
do pues G es un espacio Ty y por tanto Hausdorff por la Proposicién
Ademés, int(f(V)) # () pues de lo contrario G serfa la unién de subconjuntos
cerrados con interior vacio pero por la Proposicién [1.30] esto es imposible.

Consideremos al abierto int(f V)=V CQG. Témese ahora = € Vy
z € f~Y4Z) NV. Por la relacién (1.5 se tiene que e € =1V C U y asi,

iV =5 (V) € ()T = (V) = f@V) € ).
u

1.32 Proposicion. Sean H un subgrupo normal de G y A cualquier sub-
grupo de G. Considere al isomorfismo inducido por el Seqgundo Teorema de
Isomorfismo
v:(AH)/H - A/(ANH),
aH — a(ANH).

Entonces ¢ es abierta.
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Demostracion. Un subconjunto abierto de (AH)/H es de la forma {zH : x €
X}, donde X C A, tal que X H es abierto en AH como subespacio de G. Note
que p({zH :x € X}) ={2z(ANH): 2z € X)} ycomo X(ANH) = AN(XH),
se sigue que X(A N H) es abierto en A como subespacio de G. Por tanto,
{z(ANH):z € X} es abierto en A/(ANH). |

1.33 Proposicién. En las hipdtesis de la Proposicion supdngase a-
demds que A es localmente compacto y o-compacto, H cerrado y AH local-
mente compacto. Entonces ¢ es un isomorfismo topoldgico.

Demostracion. Por la Proposicién [1.32] s6lo basta ver que ¢ es continua.
Consideremos la proyeccién natural restringida al subgrupo A de G,

wla:A— (AH)/H.

Como AH es localmente compacto y H es cerrado, entonces por las
proposiciones y AH/H es un grupo topoldgico regular localmente
compacto y junto con la Proposicién se tiene que 7 [4 es un homo-
morfismo continuo y abierto de A a AH/H.

Ahora sea {y(ANH):y € Y} abiertoen A/(ANH) conY C A, es decir,
Y(AN H) es abierto en A. Entonces m [4 (Y(ANH)) ={yH :y €Y} es
abierto en AH/H. Por otro lado, o *({y(ANH):y€Y})={yH:y €Y}
y asi, ( es continua y por tanto un isomorfismo topoldgico. ]

1.34 Proposicién. Sea f : G — G un homomorfismo abierto, conti-
nuo y suprayectivo entre grupos topoldgicos. Sean H < é, H = ffl(ff)
y N = f~Y(&). Entonces G/H, G/H y (G/N)/(H/N) son topoldgicamente
isomorfos.

Demostracion. Sabiendo que la proyeccién candnica 7 : G— G / H es un
homomorfismo continuo y abierto, se tiene que wo f : G — G / H también es
un homomorfismo continuo, suprayectivo y abierto con ker(mwo f) = H. Por
tanto, G/H y G / H son topolégicamente isomorfos. Por el Primer Teorema
de Isomorfismo, la funcién ® : G — G/N dada por Z — f1(F) es un
isomorfismo topoldgico y la imagen de H bajo ® es H/N. Por lo tanto,
G/H y (G/N)/(H/N) son isomorfos de manera topoldgica. |

1.35 Proposicién. Sea H un subgrupo compacto normal de G y G/H com-
pactamente generado, entonces G es compactamente generado.
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Demostracion. Sea {xrH : x € X} un subconjunto compacto que genera a
G/H. Por la observacién después de la Proposicién se tiene que X H es
compacto en G. Asi, (XH) U H también es compacto y genera a G pues la
proyeccién candnica 7 es un homomorfismo suprayectivo. |

1.36 Proposicion. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano G. Sihg : H —
D es un homomorfismo, donde D es un grupo abeliano divisible, entonces hg
se puede extender a un homomorfismo h sobre todo G. Ademds, sia € G\ H
y D contiene elementos con orden arbitrario, entonces la extension se puede
realizar de tal forma que h(a) # 0 € D.

Demostracion. Sea H; el subgrupo de G generado por HU{a}. Claramente,
Hy={g+mna:g¢€ H,necZ}. Dos casos son posibles:

(I) Existe un entero positivo n tal que na € H.

(IT) na ¢ H para todo n € Z, con n # 0.

En el caso (I), sea m = min{n € N : na € H}. Entonces para cada
entero n que cumple que na € H, m divide a n. Como a ¢ H, m > 1. Elfjase
un elemento d € D con md = ho(ma). Esto es posible pues D es divisible.
Ademas, si D contiene elementos de arbitrarios érdenes, entonces podemos
asumir que d # 0 € D. Ahora para g + na € Hy, definimos

hi(g + na) = ho(g) + nd.

Para ver que h; : Hi — D estd bien definida, consideremos dos repre-
sentaciones g1 + nia = g2 + nga de un elemento en H;. Por la elecciéon de
m, (ng —ni)a = g1 — g2 € H implica que m divide a na — n;. Entonces
ng —n1 = km para algun k € Z. Asi,

(ng —n1)d = kmd = kho(ma) = ho(n2a — nia),
pues hg es un homomorfismo. Asi, las igualdades

ho(g2) + nad = ho(g2) + ho(n2a — n1a) + nad
= ho(g92 + n2a — n1a) + nid = ho(g1) + mid
muestran que hq esta bien definida. También es claro ver que h; es un ho-

momorfismo. Si D contiene elementos de orden arbitrario, entonces hy(a) =
d#0¢eD.
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Para el caso (II), tomemos un elemento no trivial arbitrario d € D.
Definiendo h; como antes, sigue siendo un homomorfismo de Hy a D. En
este caso, hj estd bien definida por el hecho de que cada elemento de H;
tiene una uUnica representacién como una suma g+na, donde g € H y n € Z.

De esta manera, el homomorfismo hg se ha extendido al subgrupo mas
grande Hp. Ahora, si G es generado por H y un subconjunto numerable
de G, la prueba se puede realizar por induccién usando la construccién de
h1. O de cualquier manera, en un caso general, podemos aplicar el Lema de
Zorn. |

1.2 ¢ El grupo dual

De ahora en adelante supondremos que todo grupo es un espacio Ty,
y por lo tanto Hausdorff en virtud de la Proposicién También es de
nuestro interés trabajar con los espacios cociente de la forma G/H, y més
aln, queremos que estos espacios sean grupos topoldgicos. La Observacion
nos sugiere que estos grupos son topoldgicos cuando el subgrupo H es
normal en el grupo topolégico G. Note que si G es abeliano, el papel que
juega la normalidad de un subgrupo es indistinto al de cualquier otro. Es
por ello que asumiremos siempre, o en la mayoria de los casos, que todo
grupo es abeliano.

Por otro lado, en esta seccién nos vamos a familiarizar con la notaciéon que
se usara en los capitulos posteriores de esta tesis. Consideremos al conjunto
T que consiste de aquellos elementos en C cuyo médulo es 1, es decir, el
circulo unitario. Note que T es un grupo abeliano divisible con el producto
de los complejos. Si G es un grupo, denotamos por G* al grupo de todos los
homomorfismos de G a T. A un elemento de G* lo llamaremos caracter. El
caracter trivial, es decir, aquel caracter que a todo GG lo manda al 1 € C
serd denotado por ¢;.

Sea Y un espacio topolégico, X un conjunto y F una familia de sub-
conjuntos de X. Para F' € F y un subconjunto abierto U de Y, denotamos
por Wx y(F,U) el conjunto de todas las funciones f : X — Y tales que
f(F) CU. La familia

{Wxy(F,U): F e F,U abierto en Y'}

es una subbase para una topologia 77 del producto Y, la cual es llamada
topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos de F.



1.2 El grupo dual 21

Si F es la familia de todos los subconjuntos finitos de X, 7r es la llamada
topologia de la convergencia puntual. Si X € F, 7r es la topologia de
la convergencia uniforme. Si X es también un espacio topoldgico y F
es la familia de todos los subconjuntos compactos de X, entonces 7r es la
famosa topologia compacto-abierta.

Para un grupo topolédgico abeliano G, se denotara por G al grupo de
todos los homomorfismos continuos de G a T, con la composicion como
operacion y dotado con la topologia compacto-abierta. En el contexto de
grupos topoldgicos, a la topologia compacto-abierta también se le conoce
como topologia de Pontryagin o P-topologia. Bajo este mismo contexto,
a los conjuntos We (K, U) los denotaremos por W (K, U), e incluso si no
hay confusién como W (K,U), donde K es un subconjunto compacto de G
y U es un subconjunto abierto de T.

Es claro que G es un subgrupo del grupo G*, cuando G es un grupo
topolégico. En particular, G = G* cuando G es discreto. Ademads, el ttil
Teorema permite que la P-topologia sea una topologia de grupo para
G y por tanto, G es un grupo topoldgico. A G se le llama el grupo de
Pontryagin o grupo dual de G. Entonces siempre dotaremos a G con la
topologia compacto-abierta.

Dependiendo del contexto y la facilidad para manipular la notacion,
serd conveniente (en ocasiones) escribir a los conjuntos W (K, U), donde K
es un subconjunto compacto de G y U es una vecindad abierta de 1 € T,
como

Wa(K.e) = {x € G : [Arg(x(x))| < e,z € K},

para algiin real positivo €. Asi, Wg(K, §) es una vecindad de ¢; € G. Tam-
bién para fines practicos, para cada k € N con k > 1, definimos a

Ay = {t e T: |Arg(t)] < %}

Claramente, ningtin conjunto de este estilo contiene subgrupos propios
no triviales de T.

1.37 Proposicién. Si G es un grupo abeliano y x € G, con x # 0, entonces

existe x € G* tal que x(x) #1 € T.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicién y el hecho de
que T es un grupo divisible y contiene elementos con arbitrarios érdenes. WM
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1.38 Proposicién. (a) Seat € T y k € N. Entonces t € Ay siempre que
t 12, th e Ay

(b) Sea G un grupo abeliano. Entonces el caracter x € G* es continuo si y
s6lo si x 1 (A1) es una vecindad de 0 € G.

(¢) La familia de conjuntos {W (K, A1) : K subconjunto compacto de G} es
una base de vecindades de 0 € G.

Demostracion. (a) Seant € T y k € N. Note que [Arg(t))| = |Arg(t)| < 3
paracadal=1,2,...,k. Asi, [Arg(t)| < §; conl =1,2,..., k. Entonces,
te Ay

(b) La ida es trivial. Ahora, es claro que los conjuntos Ak, con k € N,
forman un sistema de vecindades abiertas de 1 € T. Tomemos entonces
una vecindad abierta U de 0 € G tal que U C x~(A1). Queremos ver
que para cada k € N, existe una vecindad abierta V de 0 € G tal que
V C x }(Ag). En efecto, por el Teorema existe una vecindad abierta
VdeOe Gtalque V4+V +...+4V CU. Es claro entonces que para

k—veces
cada j = 1,2,...,k y cualquier v € V, x(v)/ € Ay y por el inciso (a),
x(v) € Ag. Asi, V C x(Ag) lo cual muestra que x es continuo.

(c) Témese cualquier vecindad W (K, Ay) de € € @, donde K es una
vecindad compacta de 0 € G y k € N. Consideremos al subconjun-
to compacto L = K+ K+...+ K de G en virtud de la Proposi-

k—veces
ci(’)n Sean y € W(L,A1) y z € K. Para cada s = 1,2,...,k,
x(sx) = x°(z) € Ay pues sz € L. Nuevamente por el inciso (a),
x(x) € Ay, es decir, W(L, A1) C W(K, Ay). |

1.39 ProposiciA(')n. (a) Si G es un grupo abeliano discreto, entonces su
grupo dual G es compacto.

(b) Si G es un grupo abeliano compacto, entonces G es discreto.

(c) SiG es un grupo abeliano localmente compacto, entonces G es localmente
compacto. Mds precisamente, si U es una vecindad compacta de 0 € G,
entonces We(U, Ay) es una vecindad compacta de €; € G.

Demostracion. (a) Como G es discreto, entonces G = G*. Ahora note que
G* es un subgrupo cerrado del producto T¢. En efecto, sea x € G* y
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una red {xq : @ € A} de elementos de G* tal que x, converge a x. Es
facil ver que x es un homomorfismo, es decir, x € G*.

Ahora la topologia compacto-abierta de G coincide con la topologia de
la convergencia puntual. Asi; G es un subgrupo topolégico del grupo
compacto TC. Por tanto, G es compacto.

Si G es compacto, entonces Wg(G, A1) = {e1} pues el dnico subgrupo
de T contenido en Ay es {1} C T. Asi, G es discreto.

Supongamos ahora que G es localmente compacto. Sea U una vecindad
de 0 € G tal que U es compacto. Veremos que Wy = Wg (U, A4) es una
vecindad compacta de €; € G. Denotemoip\or G4 al grupo G equipado
con la topologia discreta. Entonces G* = (G) es compacto de acuerdo al
inciso (a). Ahora, W = W, (U, A4) es un subconjunto simétrico cerrado
de G*, asi que la topologia 7 inducida por G* sobre W es compacta.
Ademas se tiene la contencién trivial W C W,. Por otro lado, W C G
por el inciso (b) de la Proposicién m, y asi, W = Wj.

Ahora sélo basta mostrar que la topologia 7 inducida por G sobre W
coincide con 7. Claramente 7 C T pues la topologia compacto-abierta
es méas fina que la topologia de la convergencia puntual. Para establecer
la otra contencion, tomemos un subconjunto compacto arbitrario K de
G y k € N. Debemos mostrar que para cada a € W,

Wi =(a+Wa(K,Ap)) N W

es una vecindad abierta de o en (W, 7). Elijase una vecindad abierta V'
de 0 € G tal que 2kV C U. Entonces si & € G* satisface £(U) C As,
tambien satisface £(V') C Agy en virtud del inciso (a) de la Proposicién
Dado que K es compacto, existe un subconjunto finito F' de G tal
que K C I'4 V. Entonces

Wy = (Oé-f— WGd(F,AQk)) NWwW

es una 7-vecindad de « contenida en W7i. En efecto, sea xy € Wa, es decir,
X=a+&cone€G* {F)C Ay, ya+ & €W. Entonces, { € W+ W
y por tanto, £(U) C Ag. Por el comentario antes citado, (V) C Aok, y
asi,

f(K) C §(F+ V) C Agp + Ao = Ay
Como &(V) C Aq, € es continuo y finalmente, £ € Wg (K, Ag). [ |






Capitulo

FExistencia de suficientes
caracteres continuos no triviales

El propésito principal de este capitulo es establecer la existencia de ca-
racteres continuos de un grupo topolégico localmente compacto que separen
puntos de éste. Para ello, en la Seccién se plantea la existencia de sufi-
cientes caracteres de un grupo abeliano discreto. Posteriormente, se pretende
generalizar este resultado a grupos abelianos compactos y finalmente a gru-
pos abelianos localmente compactos, como se verd en la Seccién

2.1 4 Lema de Bogoliouboff y Lema de Fglner

En esta seccion presentaremos dos importantes resultados conocidos co-
mo Lema de Bogoliouboff y Lema de Fglner. El Lema de Bogoliouboff es-
tablece la existencia de suficientes caracteres para un grupo abeliano finito,
mientras que el Lema de Fglner la extiende a un grupo abeliano discreto
arbitrario. Se pretende que los detalles de las técnicas mostradas en las de-

mostraciones de los teoremas sean claros, con el mismo espiritu que en el
articulo [DD11].
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2.1 Proposicion. Sea G un grupo abeliano finito y ¢, x € G*. Entonces:

EONCCROES (2.)
zeG

Ademds, para x,y € G, se tiene que

D IRERO RS ey (2:2)

ST X .
= #Y

Demostracion. La primera igualdad en ([2.1)) es inmediata. Para la segunda,
existe z € G tal que ¢(z) # x(z). Entonces

Y el@)x(@) = (p()x(2) ™) Y wla — 2)x(x — )

el ze@G

= (e(2)x(2) ™) Y p(@)x(x),

zeG

lo cual implica que

[1= (e(2)x(2) ] Y p(@)x(z) = 0.

zeG
Asi, la segunda igualdad de ({2.1]) se verifica.

También la primera igualdad de (2.9 es inmediata. La prueba para la
segunda igualdad de (2.9) se hace igual que en ({2.1)) sabiendo que si z # y
son elementos de G, entonces por la Proposicién [1.37] existe xo € G* tal

que xo(r) # xo(y)- u

Para una funcién f definida en G con valores complejos y x € G*,

definimos )
= o 3 TG 3

zeG

Este nimero es llamado el coeficiente de Fourier de f correspondiente
al caracter y. La siguiente proposicién refleja una 1til relaciéon entre una
funcién y su coeficiente de Fourier.
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2.2 Proposicion. Sean G un grupo abeliano finito, f una funcion definida
en G y ¢, el coeficiente de Fourier de f respecto a un elemento fijo x € G*.
Entonces:

(a) Para cada x € G,
fla) =) ex(@). (2.4)

xXE€G*

(b) Para cada familia de numeros complejos {ay : x € G*} que satisfacen

fla) =) axx(x), (2.5)

x€G*

siempre que x € G, se tiene que a, = ¢y para cada x € G*.

(c) Si g es una funcion sobre G con valores complejos y con coeficiente de
Fourier d,,, entonces

yeG xeG*

para cada € G.
(d) Se cumple la igualdad

EONNCIED SN (27)

zeG xXEG*

Demostracion. (a) Tomemos un elemento fijo z € G. Entonces por (2.9) y
la definicién del coeficiente de Fourier (2.3)), se tiene que

> ex(@) =) |Zf

XEG* XEG* ye@ (2.8)
_ 167
|G,yech ZGj W) = 15 @)

La igualdad ([2.8) es vélida para toda funcién f : G — C, en particular,
cuando f = 1 es el homomorfismo trivial, podemos aplicar la igualdad
(2.1)) a su coeficiente de Fourier para obtener que

«={o 3377 29)

Por tanto, |G*| = |G/, lo cual prueba la igualdad de (2.4).



28 Existencia de suficientes caracteres continuos no triviales

(b) Por las igualdades (2.1)), y (2.5),
ey = ‘G’ Zf Z > app(@) | x(@)

xEG peG*

\Gr 2 a0 2 Pl(@) = ax,

peG* zeG
lo que prueba este inciso.

(¢) De acuerdo al inciso (a),

= Z dpp(z)

peG*

para cada = € GG. Es por ello que

D IWa+y) = | D ax®]| | D dep(a)e(y)

yeG yeG | xEG* PEGH
=2 D Gdepl(@) )Xo
XEG* peG* yeG
=G| Y exdx(x)
xEG*

(d) Laigualdad ({2.7]) se puede obtener por la igualdad (2.6)), poniendo g = f
y x =0. ]

Para un subconjunto F de un grupo abeliano G' usaremos las siguientes
abreviaciones :
E(Q) =F-F, E(4) =F-F+FE—-F, E(G) =F-F+F—-FE+FE—-F, etc

También si ¢ : G — H es un homomorfismo entre grupos y £ C G, se
cumple q(E(2,)) = ¢(E)(2n) para cada n € N.

Por otro lado, si x1, X2, ..., Xn son caracteres de un grupo abeliano y
es un real positivo, hacemos la notacién

Uc(x1,X2,---,xn;0) ={z € G: |[Arg(xy)| < d0,i=1,2...,n}.
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2.3 Proposicién (Lema de Bogoliouboff). Si G es un grupo abeliano finito
y E es un subconjunto no vacio de G, entonces existen X1,X2, ..., Xm € G¥,

donde m es la parte entera de (%)2, tales que Ug (X1, X25 -+ Xni 5) € Ey-

Demostracion. Denotemos por f la funcién caracteristica de E en G. De
acuerdo a la Proposicién la igualdad (2.4]) se cumple para los coeficientes
de Fourier de f. Consideremos la funciones

(=) |G\Zf

yeG

Zg glz +)

yEG

definidas sobre GG. Como los valores de f y g son reales, se sigue de la igualdad

que
r)= Y leyf’x(x), (z€@)

XEG*

)= leyl'x(@), (z€q). (2.10)

x€G*

Por la construccién de fy g, x € G es tal que g(z) > 0 si y sélo si existe
y € E de tal forma que z+y € F, es decir, ¢ € F— E. De la misma manera,
h(z) > 0 si y sélo si z € E(4. Por tanto, para probar esta proposicién
es suficiente encontrar caracteres xi, x2,--.,Xxm € G* tales que para cada

r € G, reUg(xt, X2, Xm; 5) implique que h(z) >0

Para esto, ordenemos los coeficientes de Fourier de f como:

exol > e o > ey | > .. (2.11)

Note que xo necesariamente es el caracter trivial y ¢,, = } o Como h tiene

valores reales, por (2.10]) y el orden de (2.11]),
k%
h(z) > <|G > el (2.12)

k>m+1

para toda m € N. Por otro lado, la igualdad (2.7) nos dice que

k
E]
§|CX1'|2 Z |CX‘2 ‘G’ Zc|f(x) ‘G’ Z @7

XEG*
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para cada k > 0, por lo que (2.11)) nos da

|E|
(E+ ey, > < =
Xk |G’

Obtenemos asi,

AW 1
> ICx;c4<<|G> >, (P

k>m—+1 k>m—+1
E\? 1 EN? 1
<<’G’> 2. i 1:<’G’> U
Gl) L R+ 1) |G| m+

Ahora en virtud de la desigualdad (2.12)),

!E!)2 (IE!>2 1
ha)> () [(2) - ——
(=) <|G\ |G| m+1
para todam =0,1,...
Ahora es claro que para tener h(z) > 0, es suficiente tomar m como la
parte entera de (%)2 |

2.4 Definicién. Un subconjunto X de un grupo topolédgico abeliano G es
grande si existe un subconjunto finito F' de G tal que G = F + X. Se dice
que X es k-grande si |F| < k.

2.5 Proposicién. Sean G un grupo abeliano y B un subconjunto grande
de G. Entonces el conjunto By N H es un conjunto grande respecto a H
para cualquier subgrupo H de G. Ademds, si g € G, entonces existe n € N
suficientemente grande tal que ng € B(y).

Demostracion. Sean F un subconjunto finito de G tal que G = B + F
y H un subgrupo de G. Para cada f € F, elijase un elemento arbitrario
af € (f+ B) N H, si es que esta interseccién es no vacia; de otra manera,
elijase un elemento arbitrario ay € H. Note que para cada x € H, existe
fo € F tal que = € fy + B pues B es grande. Asi que es posible elejir
afy, € fo+ B. Entonces, x — ay, € By N H, es decir, z € (B N H) + ay,.
Por lo tanto,
HC (B(2))HH+{af:f€F}.

Esto prueba la primera afirmacién de la proposicion.



2.1 Lema de Bogoliouboff y Lema de Fglner 31

Para la segunda afirmacion, se sigue del principio de las casillas que existe
f € F tal que f + B contiene una infinidad de elementos de la forma ng,
donde n € N. Si ng,mg € B + f, entonces (n —m)g = ng —mg € B(y), por
lo que By contiene elementos de la forma ng para n € N suficientemente
grande. [ ]

2.6 Proposicion. Sea G un grupo abeliano. Para caracteres X1, X2, - -+, Xn €

G*, conn € N, yd > 0, todo conjunto de la forma Ug(Xx1,X2s---,Xn;0) €S
grande en G.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo h : G — T", dado por h(x) =
(x1(x), x2(x), ..., xn(z)). Ahora, el conjunto

B={(z1,...,2n) €T" |z — 1| < 0/2, i =1,2,...,n}
es un producto cartesiano del conjunto grande {z € T : |z —1| < §/2} de T,
pues T es compacto. Es ahora claro que B es grande en T". La Proposicién
muestra que B2 Nh(G) es grande en h(G). Ademds, B(s) esta contenido
en el conjunto

C={(z1,...,2n) €T : |z; — 1| <6, i=1,2,...,n},
asi, C' N h(G) es grande en h(G). Por tanto,

UG(X17X27 <o Xns 5) = h*l(C’)

es grande en G. [ ]

2.7 Proposicion. Sean F un grupo abeliano y r,t € N. Consideremos al
grupo abeliano discreto A =7" X F. Para cada n € N\ {0}, sean

Ay, = (—n,n]" x F, N =2tnZ" x {0}

ym:A— A/N la proyeccion candnica. Si B C A,, entonces cada a € A,
tal que m(a) € m(B)4) satisface

By, st t>2;
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Demostracion. Por la hipdtesis 7(a) € 7(B)4) = 7(B(4)), se sigue que exis-
ten by, be, b3, by € By ¢ = (c1,¢2,...,¢,0) € N tales que a = by — by + b3 —
by + c. El hecho de que ¢ = a — by + by — b3 + by € (Ay)(4) + Ay implica que
|ci] < bn paracadai € {1,2,...,r}. Sit > 3 entonces ¢ = 0 pues 2tn|c; para
cada 7. Si t < 3, entonces ¢; € {0,+2n, t4n} para cada i. [ |

2.8 Proposicién (Lema de Bogoliouboft-Fglner). Sea A un grupo abeliano
finitamente generado y sea r el rango de A. Si k es un entero positivo y V es
un subconjunto k-grande de A, entonces existen caracteres 91, 09,...,0s €
A*, donde s = 3?2, tales que Ua(o1, 02, - - - , 0s; 7)< Vigy-

Demostracion. Fijemos € > 0 suficientemente pequeno para que la parte
entera de (1:)’?7;52 sea s. Como A es finitamente generado, podemos identificar
A con Z" x F', donde F es un grupo abeliano finito, véase en [Rot94, p. 319].
Hagamos nuevamente A, = (—n,n]” x F, para cada n € N\ {0}.

2.8.1 Afirmacién. Para cada a = (a1,a9,...,a,; f) € A, existe m € N tal
que [(An —a)NA,| =|F|-TI;_,(2n — |ai]), para toda n > m.

Para esto denotemos con Aj,. al intervalo (—n,n] de la i—ésima entrada
- . : _ / !/ /
de Apconn € Nyi=1,2,...,r;es decir, A, = A, x A}, X ... x A} X F.
Ahora procedamos por induccién sobre 7.

Sir =1 fijémos m > a1, donde podemos suponer que a; es positivo, y

asi, (A/ml —a1) = (—m — a1, m — a1]. Por tanto,

(A7, —a1) VAL, | = |(=m — a1, m — a1] N (=m, m]|

=m+(m—a1)=2m—ay).
Consecuentemente se tiene que
(A7, —a1) N A, x (F—f)]=|(-m—a,m—a]N(—m,m] x F|,

y asi,
1

(A — @) N Ap| = (2m — a1)|F| = |F|- [ [(2m — |aa)).
i=1
Supongamos ahora que la igualdad es valida para r = k — 1 € N y veamos
que se cumple para r = k. Por lo anterior, se sigue que existe mg € N tal
que |(Ap, —a)NA,| = |F|- Hi-:ll(Zn — |a;|), para toda n > mg. Tomemos
m = max{mo+1, |ag|}. Otra vez sin perdida de generalidad podemos asumir
que aj es un entero positivo. Por la elecciéon de m, tenemos que
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(A%, — ai) DAL | = [(=m — a;,m — a;] N (=m, m]| = (2m — |as]),
paratodai=1,2...,k, y por lo tanto, |(4, —a)NA,| = |F| 'Hle(Qn— lai])
para toda n > m. Se ha probado la Afirmacién [2.8.1

Observe que

[(An —a) N Ay _ [Ti=; (2n — [ail)

| An| = |F[(2n)" y <1,
| An| (2n)"
por tanto,
(A —a) AL
AL 21

para cada a € A.

2.8.2 Afirmacion. Veremos ahora que para n € N suficientemente grande,
se cumple que |V N A,| > (3 — €)[ A4y

Como V es un subconjunto k-grande, existen ai,as,...,ar € A tales
que A = U§:1(aj + V). También se tiene del limite 1' que existe M >
m, donde ahora m = max{la;| : | = 1,2,...,r;5 = 1,2,...,k}, tal que
|(Ay, —aj) N Ay > (1 —¢)|Ay| para toda n > M, y asi,

e[An| > |An| = [(An — a;) N An| = [(An — a;) \ Ay (2.15)
para toda j = 1,2,...,k. Por otro lado, A, = U?:l(aj + V)N A, implica

que |A,| < E?:l |(aj + V)N Ay| para cada n € N, por lo que existe jo €
{1,2,...,k} tal que

1
71 Anl <l(ajo +V) N An| = [V 0 (An — a5l

pues z € (aj, + V)N A, es de la forma z = aj, + v para algin v € V, y esto
sucede siy sélo si v =z —aj, € VN (A, —aj,). Asi es como se consigue que
(@ + V) N An| = [V 0 (An = ajo)|-

También, v € V N (A, — aj,) es de la forma v = x — aj, con € A,. Si
se da el caso en que x — aj, € A, entonces v € VN A,. Six—aj ¢ Ap,
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queda = — aj, € (An — aj,) \ Ap. De cualquier manera, V N (A4, — aj,) C
(VN A, U((An —ajy) \ Ap) y por la relacién (2.15)), se obtiene

1
2l S IV N (An = a5)| < IV N AR+ [(An = ajo) \ An]
<|(VNA,)|+elAnl.

Queda probada la Afirmacién 2.8.2

Ahora, paran > M sean G = A/(6nZ" x {0}) y E = n(V N A,,) donde
7 : A — G es la proyeccién canénica. Observe que (A, — A,) Nker(r) = {0}
pues si suponemos que existen z,y € A, con x # y, tales que z —y €
(A, — A,) Nker(m), entonces 6nZ" x {0} = w(x —y) == —y + 6nZ" x {0}
y esto ocurre si y s6lo si z —y € 6nZ', siy sélo si 6n|x; — y;, si y sélo si
x;—y; =0 parai=1,2,...,r. Consecuentemente 7 [ 4, es inyectiva. Por la
Afirmacién [2.8.2] resulta que

B = [V N Al > ( — &)l An| = (5 —e)(2n)"|F],

y asi,
@ < (6n)"|F| 3k
|E] ~ (1 —e)2n)|F|  1—ke
Por la eleccion de €, se cumple que la parte entera de (%)2 es menor o igual

a s. Apliquemos en seguida la Proposicion [2.3] para encontrar s caracteres
El,na 52,%7 e 7£S,n S G* tales que

UG(gl,m 52,n7 cee afs,n? %) C E(4)

Para j = 1,2,...,s, sea gj, = §jnom € A*. Si tomamos un elemento
a€ A, N UA(Ql,m 02,ny - -+ 0sn;s 3)7 entonces

7[-(0“) € UG(&LTL? 62,11’ s 7§S,n; g) g E(4) = ﬂ-(V N An)(4)
Asi, para B=V NA, C A, yt = 3 podemos aplicar la Proposicién y

obtener a € Viyy. Por lo tanto, A, N Ua(01,n, 020, -+, 0sni 5) € V(4) para
toda n > N que satisface (2.14]).
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Desde luego que A* es metrizable pues A* estd contenido en T4 que es
un espacio metrizable. Ya que A es discreto, por Proposicién A* es
compacto. Asi que para i = 1, existe una subsucesién de naturales mayores
que M, Sy = {n; : | € N} tal que p1(a) = lim;_, 01,n,(a) para cada a € A.
Ahora para i = 2 existe una subsucesién Sy = {n;, : @ € N} de S; tal
que g2(a) = limy ;00 02,0, (@) para cada a € A. Podemos hacer esto s pasos
para obtener finalmente una sucesién de naturales {ng : § € N} tal que
oi(a) = limg o 0ing(a) parai=1,2,...,s y cada a € A.

2.8.3 Afirmacion. Ua(o1,02,---,0s5) S Vi)

En efecto, témese a € Ua(o1,02,.-.,0s;5). Como A = Ug,ozj Apg, para
cada j € N\ {0} existe ng > M tal que a € A,,. Dado que g;(a) =
limg o0 0ing (@) parad = 1,2,...,s, podemos escoger 3 € N suficientemente
grande para que ng = ng y [Arg(0in,(a))| < 5 para cadai=1,2,...,s, es
decir, para que a € Ay, ﬂUA(QLnB, 02nps- -3 Os s 5)C V(4), lo cual prueba
la afirmacién. [ ]

Un caso mas general es en el que podemos eliminar la dependencia del
ntumero de caracteres s, aunque para esto debemos pagar el precio tomando
el conjunto “mds grande”V(g) en vez de Viy), lo cual se expresa en la siguiente
proposicién para grupos abelianos finitamente generados.

2.9 Proposicién. Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Si k es un
entero positivo y V es un subconjunto k-grande de A, entonces existen carac-
teres X1, X2, -+, Xm € A*, donde m = k2, tales que Us(X1, X2, - - - s Xm; 5)C
Vis):

Demostracion. Sean A un grupo abeliano finitamente generado, k£ un entero
positivo y m = k%. Sea r el rango de A y s = 3?"k?. Por la Proposicién
existen g1, 02, ..., 0s € A* tales que Ua(01, 02, -, 0s; 5) € V(4). Nueva-
mente como se ve en [Rot94) p. 319], podemos suponer que A es de la forma
Z" x F, donde F es un grupo abeliano finito.

Paracadat € {1,2,...,r} yn € N, definase el homomorfismo i; : Z — A
dado por
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Claramente i; es inyectiva para cada t € {1,2,...,r}. Entonces cada k;; =
ojois, dondet € {1,2,...,7} y j€{1,2,...,s}, es un caracter de Z. Por la
Proposicién [2.6] el subconjunto

L=Uz({kje:t€{1,2,...,r},5 €{1,2,...,5}}; g-)

de Z es grande, y por tanto infinito. Sea L' = Ui—; i(L), es decir, el conjunto

de elementos en A de la forma it(n) conn € Lyt € {1,2,...,r}. Por la
construccién de los caracteres s, L' C Ua(o1,02,---,0s; g)- Asi,
L/(4»,«) g UA<917Q27"')Q8;7T/2) g ‘/'(4) (216)

Otra vez tomando A,, = (—n,n]” x F, para cadan € N, y € > 0 tan pequeno
para que € < 6%, entonces la parte entera de (7 fke)Q es k? y como en la
prueba de la Afirmacién obtenemos [V NA,| > (3 —¢)|Ay| paran € N
suficientemente grande. De hecho, podemos tomar suficientemente grandes

n € L. Nuevamente sean

Gn=A/2nZ" x{0})=2Z,, xF 'y E=7n(VNA,) CG,,
donde 7 : A — G, es la proyeccién canénica. Probando como se hizo en la
Proposicién que (A, — A,) Nker(m) = {0}, obtenemos que 7 [ A, es

inyectiva. Asi que hay biyeccion entre A,, y G, por un lado, y por otro lado
7 induce una biyeccién entre F'y V N A,,. Por lo tanto,

[Anl = |Ga| = [FI(20)",  |El =V N An| > (5 = €)|An],

y asi,

() < ()

G|

Esto implica que la parte entera de (|T)2 es menor o igual que k2. Aplique-
mos la Proposicién [2.3] al grupo finito G,, para conseguir los caracteres
gl,na 52,713 s 7€m,n € G;kza con m = k27 tales que UGn (61,?’“ 52,77,7 s 7§m,n; g) g

Consideremos xjn = &jnom € A* para j € {1,2,...,m}. Por construc-
cién de los caracteres xjn, si a € Ap NUA(X1,m, X205 - - - > Xmyn g), entonces
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m(a) € Ug,(§1n:82ms -+ »&mni 5) © By = 7(V N Ap)y. De la Proposi-
cién 2.7/ con t = 1, deducimos que a € (V N Ay) 4y + {0, £2n, £4n}" x {0}.
Note ahora que por la eleccién de n € L y la relacién (2.16f), se tiene que

{0, 42n, +4n}" x {0} C L(4r) C Vi), es decir, a € (VN Ap)a) + Vigy € Vig)-
Entonces para cada n € N,

An N UA(Xl,?’Lv X255y Xm,ns %) - ‘/(8)

Por los mismos argumentos que en la prueba de la Afirmacién [2.8.3] existen
X15 X253y Xm c A* tales que

UA(XlaX2> <oy Xms g) - ‘/(8)
|

2.10 Proposicién (Lema de Fglner). Sea A un grupo abeliano discre-
to. Si k es un entero positivo y V es un subconjunto k-grande de A, en-
tonces existen caracteres Xi,X2,-.-,Xm € A*, donde m = k2, tales que

UA(X17X27 <y Xms g) - ‘/(8)

Demostracion. Dado que V' es un subconjunto k-grande de A, existen ele-
mentos g1, go, - .., gr € A tales que A = U,’f:l(gi + V). Supongamos que G es
un subgrupo abeliano finitamente generado de A que contiene a g1, go, - . ., g
que, al menos existe tal subgrupo generado por estos elementos. Note que
G = Ule(gi +V NG@G),y por lo tanto V N G es un subconjunto k-grande
de G. Podemos aplicar la Proposicién para obtener x1.a, ..., Xm,c € G¥,
donde m = k2, tales que

Uc(x1,G5- - Xm,G; 5) € (VNG) ) € V).

Recordando la Proposiciéon podemos extender x; ¢ a un caracter de A*
para cada i = 1,2,...,m. Asi, podemos asumir que x1,G,--.,Xmac € A%y
claramente se obtiene que

Y T
G N UA(XI,G7 o 7Xm,G; 7) = UG(Xl,G? DRI XTTL,G; 7) g ‘/(8) (217)

2 2
Denotemos por G a la familia de todos los subgrupos abelianos finitamente
generados de A que contienen a g1, go, ..., gx. Evidentemente G es no vacia
y es un conjunto C -dirigido. Asi, obtenemos m redes {x; ¢ : G € G} C A*
para cadai=1,2,...,m.
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Por la Proposicién A* es compacto. Para i = 1, existen un subcon-
junto G de G y una subred {x1,¢, : G1 € G1} de {x1,¢ : G € G} tales que
X1,c, converge a x1. Ahora para 7 = 2, existen un subconjunto Go de Gy y
una subred {x2.q, : G2 € G2} de {x1,¢, : G € G1} tales que x2,, converge
a 2. Podemos hacer esto m pasos para obtener finalmente un subconjunto
Gm de G y una subred {xiqa,, : Gm € Gn} de {xic : G € G} tales que

Xi,G,, converge a x;, para cada ¢ = 1,2...,m. Asi, por ser limites los carac-
teres x; y la relacién (2.17)), podemos concluir como lo hemos hecho en las
proposiciones previas que Ua(x1, X2, - - - Xm3 %) - V(g). [ |

2.2 ¢ Grupos Precompactos, Lema de Prodanov, Teorema de
Fglner y Teorema de Peter—Weyl

Hacemos una parada para introducir el concepto de topologias precom-
pactas para un grupo topoldgico. La precompacidad nos ayudard a carac-
terizar ciertas propiedades de los grupos topoldgicos y se usaran a lo largo
de esta seccion. El Lema de Prodanov es una herramienta 1til debido a las
numerosas consecuencias que desprende. El Teorema de Fglner generaliza
el resultado del Lema de Fglner a grupos abelianos con cualquier topologia
de grupo. Finalmente el Teorema de Peter-Weyl nos servird para llegar al
objetivo de este capitulo.

2.11 Definicién. Un grupo topoldgico G es totalmente acotado si cada
subconjunto abierto no vacio U de G es grande. Un grupo topoldgico que es
totalmente acotado y Hausdorff serd precompacto.

Observe que todo grupo compacto (Hausdorff) es precompacto. Ahora,
si H es una familia de caracteres de un grupo abeliano G, entonces por el
Teorema la familia

{Uc(x0s X1y +--sXn;0) :0>0,x; € Hi=0,1,2,...,n,n € N}

genera una topologia de grupo Ty para G. Es facil darse cuenta de que esta
topologia es la més gruesa que hace que cada caracter de H sea continuo.
Diremos que los caracteres de H separan los puntos de G si para cada
x € G con x # 0, existe un caracter x € H tal que x(z) # 1.

2.12 Proposicion. Sea H una familia de caracteres de un grupo abeliano

G. Entonces los caracteres de H separan puntos de G si y solo st Ty es
Hausdorff.
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Demostracion. Por la homogeneidad de G, basta ver la propiedad Hausdorff
en el elemento 0 € G. Supongamos que H separa los puntos de G. Slea a(c (e)();\w
. . _ |Arg(x(x
con z # 0. Existe x € H tal que x(z) # 1 € T. Consideremos § = “—F5==
y entonces los abiertos Ug(x;0) v © + Ug(x;0) son vecindades de 0 y =,
respectivamente, y son ajenas. Por tanto Tz es Hausdorff.

Si Tr es Hausdorff, entonces para cada x € GG, con x # 0, existen 6 > 0
Y X1,X2s---sXn € H tales que Ug(x1,X2,---,Xn;9) es vecindad de 0 con
x & Ug(X1,X2,- -+, Xn;0). Por tanto x;(x) # 1 € T paracadai=1,2,...,n.
Es decir, H separa los puntos de G. [ ]

2.13 Proposicién. Sea G un grupo abeliano. Entonces:

(a) Todas las topologias de la forma Ty, donde H es un subgrupo de G*,
son totalmente acotadas.

(b) Th es precompacto si y sélo si H separa puntos de G. En particular, Tg
es precompacto.

Demostracion. (a) Se sigue de la Proposicién

(b) Si Ty es precompacto, entonces es Hausdorff y por la proposicién an-
terior, H separa los puntos de G. Ademads, si H separa los puntos de
G, por la proposicién anterior Ty es precompacto pues es Hausdorff y
totalmente acotada. También observe que G* separa puntos de G por el
Corolario [

2.14 Proposicién (Lema de Prodanov). Sean G un grupo topoldgico abelia-
no, U un subconjunto abierto de G, f una funcion compleja sobre U y M un
subcongunto cerrado y convezro de C. Sean k € N\ {0} y x1,x2,---,xx € G*.
Supdngase que c1,ca,...c, € C son tales que Z?:l cixj(z)— f(xz) € M para
cada x € U. Si {x1,X2s---yXn} = {X1, X2+, Xt} N G conn < k, entonces
> i1 cixi(x) — f(x) € M para cada v € U.

Demostracion. Si todos los caracteres x1, X2, - .-, Xk son continuos no hay
nada qué probar. Vamos a asumir entonces que yx € G* es discontinuo. Asi,
existe una red {z, : @ € D} de elementos de G, donde D es un conjunto
dirigido, tal que x, converge a 0 € G y también existen yi,ys...,yx € T
tales que x;j(zo) converge a y; para cada j = 1,2,...,k, pero con y;, # 1.
Note que y; =1 € T cuando x; es continuo.
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Considere Z§:1 cixj(x + txy) — f(x + tz,) donde t € Z. Como U es
una vecindad de = y x, converge a 0, entonces x + x, converge a x y asi,
x + x4 € U para « suficientemente grande. Entonces por hipdtesis,

ZC]XJ x)xj(tre) — flx +txy) € M

para « suficientemente grande. Asi, sacando el limite sobre « se obtiene que
Z§:1 cjxj(x)y§ — f(z) € M, para todo z € U y t € Z, pues f es continua y
M es cerrado. Fijemos ahora cualquier n € N. Por la convexidad de M, se
cumple que

ZCJXJ )yé—f(x) e M.

tU 7j=1

1— yn+1

Note que > yh = b — pues yi # 1. Asf,

o . k _
) R et e CC ) RECEEY
- Z?:ocji’J; .
para todo = € U, donde ¢;, = = —5—*. Ahora para cada j = 1,2,...,k—1,
se tiene que
- leg,| < ley| =R = Jog| pues [y = 1, y

= siy; = 1, entonces c;, = ¢;.

Dado que la sucesién {cj, : n € N} es acotada por |¢;| para j =
1,2,...,k — 1, se puede encontrar, como antes se ha hecho, una subsuce-
sién de naturales {n,, : m € N} tal que todos los limites c; = limyy—o0 Cjn,,
existen para cada j =1,2,...,k — 1. Por otro lado, |yx| =1y

lim k. 1= yZH
n—oo n + 1 1— Yk

Por lo tanto tomando el limite m — oo en

chnij(:C) + (nmci_ 1 1 gkyk Xk(x)> — f(z) € M,

=1
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nos queda,
k—
Z cixj(x) — f(z) € M para cada z € U. (2.18)
Ademas, c;» =cjparaj=1,2,...,k—1tal que x; sea continuo. La condi-

cion ([2.18) se concluye desde las hipétesis y remueve el caracter discontinuo
xk- Podemos iterar este procedimiento una cantidad finita de veces para
remover todos los caracteres discontinuos, dejando la sumatoria con sélo los
coeficientes de los caracteres continuos que es lo que se queria probar. H

En lo siguiente enunciaremos el Teorema de Stone-Weierstrass que lo
necesitaremos para probar una forma local del mismo, aunque su demostra-
cién se puede ver en [Eng89, p. 144].

Si X es un conjunto, denotaremos con B(X) al conjunto de todas las
funciones f : X — C acotadas. Asi, para f € B(X) definimos la norma
del supremo

IfIl = sup{f(z) : x € X}.

Si X es un espacio topoldgico, C'(X) denotard al conjunto que consiste de
todas las funciones f : X — C continuas. Note que si X es un espacio
topoldgico compacto, || - || s{ es norma para C'(X).

Un dlgebra sobre un campo K o una K-dlgebra es un espacio vecto-
rial sobre el campo K dotado con una operaciéon binaria que es bilineal y
distributiva respecto a la suma. Un algebra también puede definirse mas
generalmente sobre un anillo unitario: se necesita de una norma || - || sobre
el 4lgebra y una operacion binaria como la del comentario previo.

Para nuestras siguientes proposiciones consideraremos a la C-algebra de
funciones, donde las funciones van de un espacio topologico compacto X al
campo de los complejos C, el neutro multiplicativo serd la funcién constante
1 y dotado con la norma del supremo || - || citada anteriormente.

2.15 Teorema (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea X un espacio topoldgi-
co compacto. Sea A una C-subdlgebra de C(X) tal que contiene todas las
funciones constantes y es cerrada bajo conjugacion. Entonces A es densa en
C(X) para la norma || - || si y sdlo si A separa los puntos de X .
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2.16 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico compacto y f € C(X).
Entonces f puede ser uniformemente aprorimada por elementos de una C-
subalgebra A de C(X) que contiene todas las constantes y es cerrada bajo
conjugacion si y solo si A separa los puntos de X separados por f.

Demostracion. Laida es inmediata a partir del Teorema de Stone-Weiestrass.
Ahora, denote por ¥ : X — CA la funcién proyeccién diagonal de la familia
A, es decir, ¥(z) = (fa(z),...) donde fq,... € A. Dado que cada g € A es
continua, entonces ¥ es continua y por tanto, ¥ = ¥(X) es un subespacio
compacto de CA. Por la compacidad de X, la topologia de subespacio de Y’
coincide con la topologia cociente de la funcién ¥ : X — Y. Asi, x ~ y con
x,y € X siy sélosi U(z) = ¥(y), es decir, si g(z) = g(y) para toda g € A.

2.16.1 Afirmacién. Si h: X — C es una funcién continua tal que h(z) =
h(y) para cada par z,y € X con x ~ y, entonces se puede factorizar como
h=hoW, donde h € C(Y).

En efecto, si ¢ € Y y 2,y € ¥!(p), entonces x ~ y. Por lo tanto h :
Y — C dada por h(¢) = h(z), donde z € U~1(¢), estd bien definida. Para
ver que h es continua, tomemos un subconjunto cerrado F' de C. Queremos
que E_l(F) sea cerrado en Y. Por la continuidad de h, h~Y(F) = (ho
) Y(F)=0"1o Eil(F) es cerrado en X. Como X es compacto, también
lo es 1 oﬁ_l(F). Dado que V¥ es continua, ¥(¥~! oﬁ_l(F)) es compacto
en Y. Note que Y es un subconjunto del espacio Hausdorff C* y por tanto,
Y es Hausdorff. Se tiene entonces que W(¥~! oﬁfl(F)) = Eil(F) es cerrado
enY.

En particular, la Afirmacién es cierta para cada g € Ay para f
por hipétesis. Sea A la C-subalgebra {h : h € A} de C(Y). Necesariamente
A es cerrada bajo conjugacién y contiene todas las funciones constantes pues
asi lo es A. Ademads, A separa los puntos de Y pues si y,4/ € Y con y # v/,
entonces existen x,2’ € X tales que y = ¥(x) # ¥(z') = ¢/, por lo que
x = 2. Asi, existe h € A tal que h(y) = h(z) # h(2') = h(y’). Por lo tanto
podemos aplicar el Teorema de Stone-Weierstrass a Y y A para deducir
que se puede aproximar uniformemente la funcién f por funciones de A.
Como consecuencia de la continuidad podemos aproximar uniformemente la
funcién f por funciones de A. [ |

2.17 Proposicion. Sea G un grupo abeliano, H un grupo de caracteres de
G, X es un subconjunto de G y f es una funcion compleja acotada sobre X.
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Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Se puede aproximar uniformemente a f por una combinacion lineal de
elementos de H con coeficientes complejos.

(b) Para cada € > 0, existen § >0 y x1,X2,---,Xn € H, para algin n € N,

tales que si © —y € Ug(Xx1,X2s---,Xn;0), entonces |f(x) — f(y)| < €
para cada x,y € X.

Demostracion. (a) = (b) Sea ¢ > 0. Por (a), existen c¢1,ca,...,¢, € Cy

X1, X2, -+ Xn € H tales que || Y7 cixi — f|| < , es decir, | Yo cixi(z) —
f(x)| < § para cada z € X. Si y € X, se tiene que

Yo eil@) =Y exay)] < Y leillxi(@) = xiy)l,
=1 =1 =1

y que

xi(@) = xi(®)] = [xi(@)xi(y) ™ = 1] = [xi(z —y) = 1],
para cada i = 1,2,...,n. Sea ¢ = max{|¢;| : i = 1,2,...,n}. Si conside-
ramos que § = ﬁ yr—y € Us(x1,X2,---,Xn;0), entonces Z?:l |leil|xi(x) —

Xi(y)| < 5.y en particular, |7, eixi(x) — i, cixi(y)| < 5. Ahora por
desigualdad triangular,

1) = F) < 1F@) = eoal@)] + 13 enxle) = 3 e+
=1 i=1 i=1
+1 exaly) - fy)l <e.
=1

(b) = (a) Sea BX la compactificacién de Stone-Cech de X cuando lo
dotamos con la topologia discreta. Si F': X — C es una funcién acotada,
existe una tnica extensién continua F# : BX — C de F. Sea

n
S={g€C(BX):g=> e/, xi € H, ¢; € C, n e N\ {0}}.
i=1
Por la unicidad de cada extensiéon se tiene que X?X? = (Xin)ﬁ para
cualesquiera x;, x; € H y asi, S es cerrada bajo sumas y producto, es decir,
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S es una subdlgebra de C'(8X). También es claro que S contiene todas las
funciones constantes pues la funcién constante 1 estd en H. Ademds, como
XX = 1, entonces (xx)? = x?(x)? = 1, es decir, (¥)? = (x 1)’ = xP y al
ser H un grupo, S es cerrado bajo conjugacion.

Ahora veremos que S separa los puntos de X separados por f? para
poder aplicar la forma local del Teorema de Stone-Weierstrass, la Proposi-
cio'n Sean z,y € BX tales que f2(x) # fP(y). Consideremos dos redes
{zq : @ € D}, {ya : @ € D} de elementos en X, donde D es un con-
junto dirigido, tales que xo converge a  y yo converge a y. Como f? es
continua, f(x,) converge a f2(x), f(ya) converge a f?(y) y existe £ > 0
tal que |f(za) — f(ya)| = € para « suficientemente grande. Por (b), ex-
isten 6 > 0y x1,Xx2,--.-,Xk € H tales que para cada par de elemen-
tos u,v € X, u—v € Ug(x1,Xx2---,Xk;0) implica que |f(u) — f(v)] <
€. Si suponemos que Xf(a:) = Xf(y) para toda j = 1,2,...,k, entonces
To — Yo € Ug(X1, X2 - - -, Xk; 0) para « suficientemente grande. Esto implica
que | f(zq)— f(ya)| < € que es una contradiccién. Asi que cada par de puntos
de BX que son separados por f? también son separados por S.

Dado que X es compacto, apliquemos la Proposicién aSy fP,
y asf, f? puede ser aproximado uniformemente por funciones de S. Para
concluir note que si g = ) cjxjg entonces g [x= ) ¢jX;, es decir, f puede
ser aproximada uniformemente por una combinacién lineal de caracteres en
H. [ |

2.18 Teorema (Teorema de Fglner). Sea G un grupo topoldgico abeliano.
Si k es un entero positivo y E es un subconjunto k-grande de G, entonces
para cada vecindad abierta U de 0 € G, existen X1,X2,---,Xm € é, donde
m=k2, y & >0 tales que

Uc(x1:X2,-- -, Xmi0) CU = U + Eg). (2.19)

Demostracidn. Por el Lema de Folner[2.10] existen ¢1, @o, . .., pm € G* tales
que Ug(p1, 92, - -+, ¥m; 5) € E(g), donde el caracter ¢; puede ser discontinuo
para i = 1,2,..., m. Nuestra intencién es usar el Lema de Prodanov para
reemplazar los caracteres discontinuos por continuos con la paga de cambiar

E(S) por U — U + E(g)

2.18.1 Afirmacién. El conjunto C:= Eg) +U C Eg) +U —U.
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En efecto, sea z € E(g) + U. Consideremos la vecindad abierta x + U de
xy entonces (z+U) N (Eg) +U) # 0. Un elemento en dicha interseccién es
de la forma 2 +u =e+u', donde e € Eg) y u,u’ € U. Asi, v =e+u—u' €
l%g)%—U'—lj.

Ahora considere al conjunto abierto X = UU(G\C) y la funcién continua
f X — C definida por

0 sizeU,
f(“’):{ 1 sizeG\C. (220)

Sea H el subgrupo de G* generado por @1, @2, ..., om. Tomemos z,y €
X tales que z —y € Ug(p1,92,...,9m:5). Asi que si y € U, entonces
v € Eg + U C Cy consecuentemente x ¢ G \ C, o en otras palabras,
x € U. Andlogamente, x € U implica y € U. Asi, f(z) = f(y) siem-
pre que * —y € Ug(p1,92,---,Pm;5) © Eg). Asi, la Proposicién m
nos dice que podemos aproximar uniformemente a la funcién f por una
combinacién lineal de caracteres de H con coeficientes complejos, es de-
cir, podemos encontrar productos de caracteres {, = ' - ... p%m, con
a = (ay,...,an) € A, para algin subconjunto A de Z™, y ¢, € C tales
que | Y oea Caa(®) — f(z)| < % para cada z € X. Si 2 = 0 € X, resulta
que &0 (2) =1 €Ty | Y peacal <3 Asf [ cacal =1 < =2, 0lo que es
equivalente,

2
§<1—|an]<|1—an|:\20a—l|. (2.21)
acA acA acA

Dado que X C G es abierto y f es continua, podemos aplicar la Proposicion
al conjunto convexo M = {z € C: |z| < £} y sin pérdida de generalidad

podemos asumir que &, es continuo para toda « € A.

Como H tiene m generadores, el subgrupo H' = H N G de H tiene a

lo més m generadores x1,X2,---,Xm € H'. Asi, &, = Xi‘n(a) . Xfﬁ”(a)
para apropiados s1(a),...,sm(@) € Z. Escoja e > 0 con €34 lca| < 3.

Entonces existe § > 0 suficientemente pequeno para que |§,, (z) — 1| < €
siempre que & € Ug(X1, X2y -+, Xm;0)-

2.18.2 Afirmacién. La relacién (2.19) se cumple para el § ya elegido.

Con esto ya habremos acabado. En efecto, supongamos que existe x €
Ua(X1,X25-++»Xm3;0) \ (U = U + E(g)). Entonces por la Afirmacion [2.18.1
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z € G\ Cypor (2.20), f(z) = 1. Asi,
‘ an -1 <] Z ca(l = &al2))| + | Z cabalz) — f(2)]

a€cA acA aEA

1 2
<€Z|Ca|+§<§,
a€A

que contradice (2.21)). |

2.19 Proposicién. Sea (G, T) un grupo topoldgico abeliano. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) T es precompacta.

(b) Existe un grupo H de caracteres continuos de G que separan los puntos
de G y tales que 7 = Ty.

Demostracién. (b) = (a) Se sigue inmediatamente de la Proposicién [2.13]

(a) = (b) Consideremos H = (G, ), entonces se tiene que Ty C 7. Aho-
ra sea U una vecindad abierta de 0 € G. Por el Teorema siempre es
posible encontrar una vecindad abierta V' de 0 tal que V(1q) € U. Como 7
es precompacta, V' es un conjunto grande y por el Teorema [2.18] existen m
caracteres continuos x1, X2, - - -, Xm de G, donde m € N\ {0}, tales que

Uca(X15X25 -+ -5 Xm3;0) SV =V + Vigy = Viip) CU

para algin § > 0. Por lo tanto, U € Ty y 7 C Ty. Con esto obtenemos la
igualdad 7 = Tz y como 7 es precompacta por hipétesis, la Proposiciéon [2.13
permite que H separe los puntos de G. ]

2.20 Proposicién LTeorema de Peter-Weyl). Si G es un grupo abeliano
compacto, entonces G separa los puntos de G.

Demostracion. Sea T la topologia de G. Dado que todo grupo compacto es
precompacto y por la Proposicién [2.19] existe un grupo H de caracteres
continuos de G que separa los puntos de G y tal que 7 = Tg. Como H C C?,
es claro que G también separa los puntos de G. |

2.21 Proposicion. Sea G un grupo abeliano localmente compacto tal que
el subgrupo (x) generado por x es denso en G para algin x € G. Entonces
G es discreto o compacto.
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Demostracion. Sea x € G tal que (x) es denso en G. Supongamos que la
topologfa inducida sobre (z) es discreta. Por la Proposicién [1.16, (z) es
cerrado y por lo tanto, G = () es discreto.

Supongamos ahora que la topologia inducida sobre (z) por G no es dis-
creta. Entonces (x) es infinito y por tanto algebraicamente isomorfo a Z. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que (z) =7 C G y asi, Z es denso
en G.

2.21.1 Afirmacién. Z es precompacto en la topologia inducida por G.

Primero, note que todo subconjunto no vacio abierto de Z contiene en-
teros arbitrariamente grandes. De otra manera, existiria un subconjunto
abierto U de Z que contiene un elemento maximal, entonces U N (—U) es un
abierto finito. Dado que G es localmente compacto y por tanto regular, en
particular, los puntos son cerrados y con esto se obtiene una contradiccién
a la suposicién de que la topologia inducida no era discreta.

Ahora, sea U una vecindad compacta de 0 € G. Queremos encontrar un
sunconjunto finito F' C Z tal que (U NZ) + F = Z, es decir, queremos ver
que U NZ es grande en Z.

Sea V una vecindad abierta de 0 € G con V —V C U. Como U es
compacta, existen g1, g, ..., gm € G tales que

U gi +V). (2.22)

Por la relacién , para cada j = 1,2,...,m el conjunto g; +V contiene
elementos arbitrariamente grandes de Z. En particular, existe n; € Z, con

> 0, tal que n; € gj +V, o lo que es lo mismo, g; € n; — V para cada
j=1,2,...,m. Asi,

m m m
cUw+vcm+v-v)cJm+0),
j=1 j=1 j=1
y por tanto,

U nj +UNZ). (2.23)

Tomemos N = max{ny,...,nnm}y F={1,2,...,N}. Dado t € Z, que-
remos ver que t € (UNZ)+ F. Como UNZ contiene enteros arbitrariamente
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grandes, s) = min{s € U : s > t} estd bien definido y sop > t. Entonces
implica que sp = n; + ug para algin j = 1,2,...,my up € U NZ.
Como ug = s9 — nj < Sp, se cumple que ug < ¢t < sg. Asi, t = k + ug para
algin k =1,2,...,n;, y por tanto, t e UNZ + {k} CUNZ+ F. Con esto
se concluye que Z=UNZ+ F.

Ahora, podemos asumir que U tiene cerradura compacta y asi,
Z=UNZ+FCU-+F.

Como U + F es un subconjunto denso cerrado y compacto (Proposicién|1.2),
entonces G = U + F' es compacto. |

2.22 Proposicién. Todo grupo abeliano localmente compacto y compacta-
mente generado G tiene un subgrupo H = Z" para algin n € N y es tal que
G/H es compacto.

Demostracion. (I) Supongamos primero que existen gi,g2,...,9m € G
tales que G = (g1, 92, ...,9m). Vamos a proceder por induccién sobre
m. Para m = 1 podemos aplicar la Proposicion [2.21| como sigue: si
G es infinito y discreto tomemos H = G} si G es compacto, tomemos
H = {0}. Supdngase ahora que la propiedad es validad param > 1y
veamos que se mantiene valida si G = (g1, 92, - -, Gm, Gm+1)- Si cada
Ji = (gi) es compacto, entonces G = J; + ... + Jy,41 también es
compacto y tomemos H = {0}. Si (gm+1) es discreto, consideremos
la proyeccién canénica 7 : G — G1 = G/(gm+1). Note que G tiene
un subgrupo denso con m generadores, a saber, el subgrupo generado
por g1 + (Gm+1)s---,9m + {(gm+1). Asi, por hipétesis de induccién,
existe un subgrupo discreto H; de G; tal que Hy = Z" para algin
n € Ny G1/H; es compacto. Note que por la Proposicién Hiyes
cerrado. Entonces H = 7~ 1(H1) es un subgrupo cerrado y también
es numerable pues la preimagen de un elemento de H; es numerable
y Hi es numerable.

Ahora si H no es discreto, existe un punto de acumulacién z € H.
Por la compacidad local de H existe una vecindad compacta U, de
z, entonces o bien U, contiene una cantidad finita de elementos de
H o bien U, contiene una cantidad no numerable de elementos de
H. De cualquier manera esto es imposible pues H es numerable y
supusimos que H no era discreto, asi que H debe ser discreto. Como
H/{gmy1) = Z", se sigue que H = Z"!. Por el Tercer Teorema de
Isomorfia, G/H = (G/{gm+1))/(H/{gm+1)) = G1/H es compacto.
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(IT) Consideremos ahora el caso general. Existe un subconjunto compacto
K de G que lo genera. Consideremos una vecindad compacta U de
0 € G. Note que K" = (K +U) — (K + U) es una vecindad simétri-
ca compacta de 0 (Proposicién . Entonces K’ + K’ es también
compacto y por tanto existe un subconjunto finito F' de G tal que
K'+K' CK'+F.Asi,nK' C K'+(n—1)F para cadan € N\ {0}. La
tltima propiedad indica que G = K’ + (F). Por tanto, para la proyec-

cién canénica m : G — G/(F) se tiene que 7(G) = 7(K) = G/(F),
es decir, G/(F) es compacto. Por (I), existe un subgrupo discreto H
de W isomorfo a Z", para algin n € N, tal que ﬁ/ H es compacto.
Por la Proposicién y el Tercer Teorema de Isomorfia, G/H es

compacto. [ ]

2.23 Teorema. Si G es un grupo abeliano localmente compacto, entonces
G separa los puntos de G.

Demostracion. Sean z € G \ {0} y V una vecindad compacta de 0 € G.
Entonces G1 = (V + {z}) = U,z n(V + {z}) es un subgrupo abierto (y
por tanto cerrado) compactamente generado de G. En particular, Gy es
localmente compacto. Por Proposicién [2.22] existe un subgrupo discreto H
de G; tal que H = Z'™ para algin m € N y G;/H compacto. Note que
Mnen, nd = {0}, y por tanto, existe n € N'\ {0} tal que 2 ¢ nH. Como
H/nH es finito, el cociente G2 = G1/nH es compacto. Considere ahora la
proyeccién canénica m : G; — Go y note que w(zr) = y # 0 € Go. Por
la Proposicién existe un caracter continuo £ € G tal que &(y) # 0.
Consecuentemente, y = £om € C/J\l y es tal que x(xz) # 0. Como T es
divisible, la Proposicion dice que existe ¥ € G tal que X [g,= x. Por
la Proposicién y dado que (G es abierto en G, se tiene que X es una
extension continua de x y por lo tanto X(z) # 0. [ |






Capitulo

Dualidad de Pontryagin

Hemos ya desarrollado teoria bastante importante y ningin resultado
de las secciones anteriores es despreciable para este capitulo. Sin embargo,
necesitaremos manipular un poco maés la teoria de dualidad. En la Seccién
establecemos el teorema de dualidad para grupos discretos y grupos
compactos. En la Seccién se calculan formalmente los grupos duales de
ciertos grupos importantes y familiares para el lector. Esto serd de utilidad
para dar estructura a ciertos grupos topolégicos. Finalmente se verifica la
dualidad para grupos localmente compactos en el 1iltimo apartado.

3.1 ¢ Teoria de dualidad en grupos discretos y grupos com-
pactos

La motivacién de esta pequena seccion es demostrar el teorema de Pon-
tryagin-Van Kampen que dice que todo grupo topoldgico compacto es topo-
légicamente isomorfo a su grupo doble dual. El teorema de Pontryagin-Van
Kampen es entonces un caso particular de nuestro principal objetivo que es
extender dicho teorema a la clase de los grupos localmente compactos. Cabe
mencionar que los enunciados que necesitaremos son consecuencia del Lema
de Prodanov 2.14] que nos permite dotar al grupo G, con el que trabajamos,
de cualquier topologia de grupo; por ejemplo, la topologia indiscreta.
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Ya que hemos definido al grupo dual de un grupo G € £, podemos definir
a £(G) como el conjunto que consiste de todas las combinaciones lineales de
caracteres continuos de G con coeficientes en C. También definimos a £o(G)
de manera similar a £(G) pero con las combinaciones lineales de caracteres
continuos no triviales.

3.1 Corolario. Sean (G,7) un grupo abeliano, g € £o(G) y M un subcon-
Junto convezxo cerrado de C. Si g(x)—c € M para alginc € M y cada z € G,
entonces —c € M.

Demostracion. Supéngase que g(x) = Zle cixi(x) paraalgunos ¢y, ..., cx €
C y caracteres no triviales x1, x2,..-, X% € G. Note que x; es continuo con
la topologia 7 para cada ¢ = 1,2, ..., k. Dotemos ahora a GG con la topologia

indiscreta. Asi, nigin caracter x; es continuo. Apliquemos el Lema de Pro-
danov [2.14] con G indiscreto, U = Gy f la funcién constante —c, por tanto
—ce M. [ ]

Tomando a M como el disco de radio € > 0 centrado en el origen obten-
emos el siguiente corolario:

3.2 Corolario. Sean (G,7) un grupo abeliano, g € £o(G) y e > 0. Si
llg(x) + ¢|| < & para algin ¢ € C y todo x € G, entonces |c| < ¢.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del corolario anterior. ]

3.3 Corolario. Sean (G,7) un grupo abeliano y xo,X1,X2s---» Xk € G
caracteres distintos, entonces ||xo — Yo, cixill = 1 para cada k-tupla de
numeros complejos ci,...,c, € C.

Demostracion. Sea ¢ = || Zle cixi — Xol|- Por hipétesis, & = Xixgl es un
caracter continuo no trivial para cada ¢ = 1,2,...,k. Asi que por la cons-
truccién de cada &; y la eleccién de ¢, se tiene que g = Zle ci& € £oy
llg(x) — 1| = | Zle cixiXo " — 1]| < e. Entonces |1| < ¢ por el Corolario
3.2 [ ]

3.4 Corolario. Sean (G, 7) un grupo abeliano y x € G tales que existen k €

N\ {0}, x1,x2,---,xx € G yci,...,ck € C de tal forma que HZlecixi —
x| < % Entonces x = x; para algini=1,2,... k.
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Demostracidn. La afirmacién es clara por el Corolario [3.3] pues si x # x;
para toda i = 1,2,...,k, entonces |y — Zle cixill| = 1 contradiciendo
nuestras hipdtesis. [ ]

3.5 Corolario. Sea (G,7) un grupo abeliano. Entonces H = (G/,?H) para
cada H < G*.

Demostracion. Claramente H C (G/,ﬁ[) Ahora sea x € ((T,-'ﬁq) Para
cada ¢ > 0 fijo, el conjunto O = {a € T : |a — 1| < €} es una vecin-
dad abierta de 1 € T. Por definicién de Ty y la continuidad de y, exis-
ten x1,Xx2s---sXm € H y 6 > 0 tales que x(Ug(x1,X2,---5Xm;0)) C O.
Ahora, si z —y € (Ug(x1,X2,---5Xm;0) entonces x(z —y) € O, es de-
cir, |x(x) — x(y)] = |x()x *(y) — 1| < e. En otras palabras, y satisface
la condicién (b) de la Proposicién aplicada para X = G. Asi, exis-

ten diferentes elementos x1,X2,---,Xm € H y c1,...,¢m € C tales que
137 eixi — x|l < % Nuestro Corolario sugiere que y = x; para algin
1=1,2,...,m, por tanto x € H. |

3.6 Proposicion. Sea G un grupo abeliano. Entonces la aplicacion H N T
es una biyeccion que preserva el orden entre subgrupos H < G* y topologias
de grupo totalmente acotadas sobre G.

Demostracién. La condicién (a) de la Proposicién [2.19)nos dice que todas las
topologias Ty son totalmente acotadas. Note que T' es suprayectiva pues si
T es una topologia totalmente acotada (y por tanto precompacta), entonces
por el inciso (b) de la Proposicién existe H < G tal que 7 = Tp.
También se tiene que T  es inyectiva pues si Ty, = Th, con Hyi, Hy < G*,
entonces por el Corolario[3.6] H; = Hs. Asi, T' es una biyeccién. Claramente
Tr, € T, siempre que H; C Hj por lo que T preserva el orden. |

3.7 Corolario. Si (G, T) es un grupo abeliano compacto y H es un subgrupo
de G que separa puntos de G, entonces H = G.

Demostracién. Por la Proposicién 7 = Tg. Como Ty C Tz y Tu es
Hausdorff, con la Proposicién obtenemos Ty = 7. Aplicando de nuevo

la Proposicién se concluye que H = G. |
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3.8 Definicion. Para un elemento fijo x € G, donde G € L, definimos la
funcién 7 : G — T dada por Z(y) = X(x). También podemos definir a la
funcién R
wg : G — CA}’;
T T.

3.9 Teorema. La funcion wg : G — we(G) C G es un isomorfismo conti-
nuo.

Demostracion. Para x,¢ € G y © € G, tenemos que Z(xy) = xp(r) =
x(@)p(x) = Z(x)Z(p). Es claro que T es continuo pues |Z(x) — Z(¢)| <
e siempre que xp ! € Wg({z},e). Asi, wg(r) = T es efectivamente un

elemento de G.

Note ahora que wg es un homomorfismo pues si z,y € Gy £ € é,
entonces

wa(zy)(§) = &(zy) = £(2)E(y) = (walz) () (wa(y)(E))-

Como ¢ es arbitraria, entonces wg(zy) = wa(x)wa(y). También se tiene que
wg es inyectiva pues si x,y € G son distintos, entonces el Teorema [2.23| nos
dice que existe yg € G tal que xo(z) # xo(y), es decir, T # y. Asi, wg es un
isomorfismo de G a wg(G).

Para ver que wg es continuo es suficiente probar que es continuo en
0 € G de acuerdo a la Proposicién Sea I' un subconjunto compacto de
G y € > 0. Elfjase una vecindad U de 0 € G tal que U es compacto, y
considere la vecindad Wa(U,2/2) de €1 € G. Como I es compacto, existen
X1, X2, -+, Xn € G tales que

reUnive (0:3)

Sea V una vecindad de 0 € G de tal forma que V' C U y |x;(z) — 1| < § para
todox € Vyi=1,2,...,n. Esto es posible porque cada y; es continuo.
Ahora siz € V'y x € I', entonces |x;(z) — 1| < § paratodai=1,2,...,ny
Ixi(z) — x(z)| < § par algin i. Asi, |[x(z) — 1] <€, es decir, |Z(x) — 1| < e
para todo x € I'. En otras palabra, wg(V) € Wg(T',¢). |

3.10 Teorema. Si G es un grupo abeliano discreto o compacto, entonces

wg : G — G es un isomorfismo topoldgico.
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Demostracién. En virtud de la Proposicién [3.9] lo tinico que veremos es que
wq es suprayectiva y abierta, en ambos casos.

Si GG es discreto, entonces por la Proposicién el grupo G es com-
pacto. Dado que wg es inyectiva, el subgrupo wg(G) de G separa los puntos

de G y por el Corolario se tiene que wg(G) = G. De nuevo por la

Proposicion |1.39 G es discreto y por tanto wg es abierta, es decir, wg es un
isomorfismo topoldgico.

Veamos ahora el caso en que G es compacto. Por la compacidad de G,

wg(G) = K es un subgrupo cerrado de G pues este ultimo es Hausdorff. Note
también que wg es cerrada. Asi, wg : G — K es un isomorfismo topolégico.

Supongamos para un contradiccién que K # G. Entonces G /K es un grupo
compacto no trivial por la Proposicién Aplicando el Teorema de Peter-

Weyl|2.20| a G /K se obtiene que existe un elemento no trivial £ € G tal que
¢(K) = 1. Como G es discreto por la Proposicién entonces el caso

anterior indica que wg : G — G es un isomorfismo topolégico. Asi, debe

existir xy € G tal que & = wa(x). Ahora para cada = € G, uno obtiene que
wa(x) € K, por tanto

1 = {(wa(r)) = wa(x)(wa (@) = wal(@)(x) = x(@).

Es decir, x = ¢ € G y consecuentemente £ = €¢; € G lo cual es una
contradiccién. Por tanto K = G. |

3.2 ¢ Teoria de estructura para grupos abelianos localmente
compactos

3.11 Definicion. Un grupo abeliano localmente compacto elemental
es un grupo topolédgico que es isomorfo de manera topoldgica a R™ x Z™ x
T® x F', donde n,m,s € Ny F es un grupo abeliano finito. Sin =m =0, el
grupo serd compacto elemental.

3.12 Definicion. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y M un
subconjunto no vacio de G. El conjunto

A(G, M) ={xeG:x(M)={1} €T}
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se llama el aniquilador de M en G.

3.13 Proposicion. Para un grupo abeliano localmente compacto G y un
subconjunto no vacio M de G se tiene lo siguiente:

(a) A(G, M) es un subgrupo cerrado de G.

(b) A(G, (M)) = Ag(M).

(c) A(G,G) = {e1}.

(d) Si H es un subgrupo compacto de G, entonces A(G, H) es abierto.
(e) A(G,{0}) = G.

(f) A(G. M)

(@, My) siempre que Mo C M;.

Demostracidn. (a) Es claro que A(G, M) es un subgrupo de G. Considere-

()

(d)

mos ahora a y € G \ A(G, M). Entonces existe m € M tal que x(m) #
1 € T. Tomemos una vecindad abierta Uy, de x(m) tal que 1 ¢ U,. Por
lo tanto el abierto W ({m}, Up,) de la topologia compacto-abierta de G
es una vecindad de  y es tal que Wg({m}, Up) N A(G, M) = 0.

Claramente A(G, M) C A(@, (M)). Ahora si x € G es tal que X(M) =
{1}, entonces x((M)) = {1} y por continuidad x({(M)) = {1}.

Este inciso es trivial desde que G separa los puntos de G por el Teorema

2.20]

Veremos que We(H, A1) = A(G, H). En efecto, es claro que A(G, H) C
Wea(H,A1). También se tiene que T no acepta subgrupos propios no
triviales dentro de Aj.

Los incisos (e) y (f) son triviales. [

3.14 Proposicion. Sea K un subgrupo compacto de un grupo localmente
compacto G. Entonces todo caracter continuo sobre K se puede extender a
un caracter continuo sobre G.

Demostracion. Denotemos por H al subgrupo de K que consiste de aquellos
caracteres continuos de K que se pueden extender continuamente a todo G.
Por el Teorema los caracteres continuos de GG separan los puntos de G;

en particular, sus restricciones a K separan los puntos de K. Por el Corolario
H=K. |
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3.15 Proposicioén. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y H un
subgrupo abierto de G. La funcion o : G — H dada por o(x) =X |u, es un
homomorfismo continuo, abierto y suprayectivo con kernel A(G, H). Asi, H
es topoldgicamente isomorfo a @/A(é,H)

Demostracion. Es obvio que ¢ es un homomorfismo pues simplemente se
restringe el dominio de definicién de cada x € G. La Proposicion y
el hecho de que H es abierto implican que o es suprayectiva. Si E es un
subconjunto compacto de H, entonces

{x € H: |Arg(x(z))| < e,z € E} = Wg(E,¢).

Como F es compacto en (G, o es continuo.

3.15.1 Afirmacién. Veremos que o es abierta y con esto acabarfamos la
prueba.

Por el inciso (c) de la Proposicién [1.39] es posible encontrar una vecindad
compacta U de 0 € G de tal forma que Wg(U, A4) es compacto en G. En
particular, podemos suponer que U C H.

Afirmamos ahora que Wg (U, Ay) € We (U, Ay). Supongamos que existen
X € Wa(U,Ay) y g € G tales que |Arg(x(g))| > 5. Entonces podemos
tomarnos una red {xq : @ € A} de elementos en W (U, Ag), donde A es un
conjunto dirigido, tal que x, converge a x. Asi, existe un ag € A para el
cual la distancia entre x,(g) y x(¢g) es tan pequena como queramos siempre
y cuando ag < «. Esto es una contradiccion al hecho de que x, € W (U, Ag)
para todo a € A.

Asi, Wg(U, A4) es un subconjunto abierto de G con clausura compacta.
Ahora sean 61 y ffl lo subgrupos de G y H , respectivamente, generados
por Wa(U,Ay) y Wi (U, Ag). La igualdad obvia o(Wg(U, As)) = Wy (U, As)
implica que 0‘(@1) = ﬁl Como @1 es o- compacto pues todo subgrupo
abierto es. tamblen cerrado por Proposicién el Teorema [1.31] muestra
que o G1 — H1 es una funcién abierta. Como G1 y H1 son subgrupos
ablertos de G y H respectivamente, una variante de la Proposicién su-
giere que o es una funcién abierta de GaH. Claramente ker(o) = A(G, H),
por lo que G/A(G, H) es topolégicamente isomorfo a H . |

3.16 Proposiciéon. Sean G un grupo abeliano localmente compacto, H un
subgrupo cerrado de G y m : G — G/H la proyeccion candnica. Entonces
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la funcion p : (?/?I — A(é, H) dada por p(v)) = ¢ om, es un isomorfismo
topoldgico.

Demostracion. Como 7 es un homomorfismo continuo y 7~ 1({H}) = H, es
claro que Y om € A(@, H) para todo ¢ € CT/?{ Como (¢1109) om = ()1 0
7)(1p207), p es un homomorfismo. Un caracter y1 € A(G, H) es constante en
cada clase xH, y asi, la funcién v; definida sobre G/H dada por ¢;(xH) =
X1(z), estd bien definida y claramanete es un homomorfismo.

Ahora para ¢ > 0, existe una vecindad U de 0 € G tal que |x;1(z)—1] <€
para todo x € U. El subconjunto {zH : x € U} de G/H es una vecindad de
{H} para el cual [¢1(xzH) — 1| < e. Asi, 11 es continuo en {H} y por tanto
continuo en todo G/H. Como x1 = 11 o7 se tiene que p es suprayectiva. Es
claro también que 1 o m = €] s6lo si ¥ = €1, con esto obtenemos que p es un
isomorfismo continuo.

Finalmente para ver que p es abierta, témese un subconjunto compacto F'
de G, entonces {zH : x € F'} es un subconjunto compacto de G/H. Ademas,
cada subconjunto compacto de G/H tiene esta forma por la Proposicién
Por tanto se obtiene,

p(WG/H(Fa 8)) = WG(Fa 8) N A(@7H)

Asi, p lleva bésicos abiertos de 0 € (T/?I a bésicos abiertos de 0 € A(CA}, H)

y p es un isomorfismo topoldgico. ]
3.17 Proposicion. Sean G1,Gs...,G, grupos abelianos localmente com-
pactos. Para cada (x1,X2,---,Xn) € I G, considere la funcion

[X17X27 s 7Xn] : H?:lai — Ta
(91,92, -, gn) — x1(g1)Xx2(92) - - - Xn(gn)-

Entonces la funcion

AT, Gy — T, Gy,
(X17X27 v 7X7L) = [X17X2) cee 7XTL]7

es un isomorfismo topoldgico.

Demostracion. Es claro que la funcién [x1, x2, - - -, Xn] €8 continua pues x; es
continuo para cada i = 1,2, ...,n. Por otro lado, se puede probar ficilmente
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por induccién sobre n que A es inyectiva. Veamos que A es suprayectiva.
Sea ¢ € II"_,G;. Para cada (g1, 92, - - ., gn) € II'_{G; tenemos que

¢(917927 s 7gn) = 1/}<gl7 €2,..., en)¢(el792; s 7€n) s ¢(€1’ €2, .. gn)a

donde e; denota el elemento identidad para el grupo G;, con i =1,2,...,n.
Si definimos al caracter
Xi - Gz — T,
gi — 1/)(61, 627 e 76171797;7 ei+17 L) 7en);

se cumple que y; € Z}\Z para cada i =1,2,...,ny ¥ = [X1, X2 - - Xn]- Asi,
A es suprayectiva.

Para la continuidad de A considere una vecindad abierta W (F,A;) del
elemento trivial del grupo dual de II}"_; G;, donde F' es un subconjunto com-
pacto de II}" | G;. Asi, consideremos al subconjunto compacto F; = p;(F)

de G;, donde i = 1,2,...,n y p; es la proyeccién coordenada en la entrada
i. Por tanto, W (F;, A,,) es una vecindad abierta del elemento trivial de G;
para cada i = 1, 2,...,n. Consecuentemente,

AL W (F;, An)) € W(F, Ay)

Finalmente A serd abierta pues si W (Fj, ;) es una vecindad del elemento
trivial de G;, con ¢ = 1,2,...,n. Entonces ' = II}'_ | F; es compacto y
considerando € = min{e; : i =1,2,...,n}, obtenemos

W(F, 6) g A(H?:1W(FZ, 61))

Finalmente, A es un isomorfismo topoldgico. [ ]

Después de los siguientes lemas presentaremos siete importantes ejem-
plos de grupos duales y uno mas que queda fuera de la clase de los grupos
localmente compactos que es el conjunto de los racionales Q. El ejemplo de
los racionales muestra que existen grupos topolégicos que no son localmente
compactos y que no son topoldgicamente isomorfos a su doble dual.

La dualidad de los grupos del primer ejemplo serdn de gran ayuda
para establecer una estructura para grupos topoldgicos abstractos. Tam-
bién, para nuestros confines solamente presentaremos el grupo dual de Q
cuando esta dotado con la topologia relativa como se muestra en el segundo
ejemplo, aunque en el articulo [San03] se presentan los grupos duales de Q
cuando esta dotado con diferentes topologias como la discreta, que es el caso
trivial; la topologia p-adica y la topologia de Borh.
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3.18 Lema. Sea G un grupo topoldogico y H un subgrupo denso en G. En-
tonces todos caracter continuo de H se puede extender a un caracter continuo
de G.

Demostracion. Sea x € H. Para cada = € G = H, existe una red {zq €
D} de elementos en H que converge a x. Asi, para cada x € G podemos
definir

x) = lim y(x,).
X(#) = lim x(za)
Es claro que () es un homomorfismo y es continuo, es decir, es un caracter
continuo de G. [}

3.19 Lema. Si H es un subgrupo cerrado propio del grupo R. Entonces
H ={0} o H = (r) para algin r € R.

Demostracion. Como H es un subconjunto propio y cerrado de R, existe un
intervalo abierto I de R tal que INH = (). Sea afirma que H es discreto. Por
la, Proposicién basta ver que H cuenta con un punto aislado. Existe
x € I tal que 0 € = + I. Ahora supdngase que existe y € H N (z + I) con
y # 0, entonces existe n € N tal que ny € I, contradiciendo que H N I = 0.
Asi, H es discreto. Tomemos ahora h = inf{h’ € H : k' > 0}. Note que
h >0y asi, H=(h). [ |

3.20 Ejemplo. (1) Consideremos al grupo T. La funcién exp(it) — exp(it),
con 0 < t < 2m, es claramente un caracter continuo de T y separa
sus puntos. Asi, el grupo libre generado por un elemento (exp(it)) es
un subgrupo de T que separa los puntos de T y por el Corolario |3.7]
(exp(it)) = T. Dado que T es discreto en virtud de la Proposicién [1.39]
entonces T es topolégicamente isomorfo al grupo discreto Z.

(2) Ahora tomemos en cuenta al grupo Z. El Teorema nos dice que T y

T son topolégicamente isomorfos y dado que Z = T por (1), se obtiene
que Z es topologicamente isomorfo a T.
(3) Sea m € N con m > 1y considere a Z,,. La aplicacién k — exp(%rn—ik),
donde k € {0,1,...,m — 1}, es un caracter continuo de Z,, que separa
sus puntos. Como en (1), se ve que cada caracter de Z,, tiene la forma
2milk 7
k — exp(:
isomorfo a Z,,.

) donde 0 < I < m — 1. Asi, Z,, es topoldgicamente
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(4)

Sea G un grupo abeliano finito. De acuerdo con [Rot02, Th. 6.11], G =
Loy X Loy X ... X Loy, Para enteros m; > 1, coni=1,2,...,k, y cada
uno como potencia de un primo. Por el inciso (3) y la Proposicién
G es topolégicamente isomorfo a G.

Para el grupo aditivo R, tomemos un elemento fijo y € R. La funcién
Xy : R = T dada por x — exp(iyx), es claramente un caracter continuo
de R. Lo que veremos es que todo elemento y € R tiene esta forma.
Claro que ker(x) es un subgrupo cerrado de R pues x es contunio. Por
el Lema tenemos que ker(x) = {0}, ker(x) = R o ker(x) = (r)
para algin r € R.

Si ker(x) = R entonces x = €1, es decir, x = xo.

En el caso en que ker(x) = {0}, se tiene que x([0, 1]) es una vecindad
conexa y compacta de 1 € T. Asi, x([0, 1]) o bien es un arco de T o bien
es simplemente {1}. Pero en este caso, x([0,1]) no es {1} por nuestra su-
posicién previa. Asi, para m € Z suficientemente grande, existe a € (0, 1]
tal que x(a) = exp(2Z), lo cual implica que x(ma) = 1, contradiciendo
nuestra suposicién.

Finalmente podemos suponer que ker(x) = (r) para algin r € R, incluso
podemos asumir que r > 0. Como

a0 (e5) 2 ()

y 0 < § <, obtenemos que x(5) = —1. Por tanto también se tiene que
T )

x(5)? = x(5) = —1, es decir, x(§) = exp(%) o x(%) = —exp(%i). Si la
segunda igualdad se cumple, podemos fijarnos en X y asi, sin pérdida de
generalidad, consideraremos que x(7) = exp(%).

3.20.1 Afirmacién. Se cumple que x(557) = emp(%) para todo k € N.

Ya vimos que para k = 0, 1,2, se cumple la igualdad. Supongamos que
se preserva para un n € N fijo. Asi tendremos o bien que

T\ 2mi
X (ﬁ) AT YA

o bien,

r B 21
x(grr) = —eow (et )
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Si la segunda igualdad se cumple, entonces x([ssr; 5)) €s una vecindad

conexa y compacta o bien de 1, o bien de -1 en T. Asi, debe existir algin
a € (gnsr,3w) de tal forma que x(a) = 1 o x(a) = —1. De cualquier
manera, x(2a) =1y 0 < 2a < 57=r < 7. Esto nos lleva a cotradecir el
hecho de que 7 es el real positivo mds pequeno tal que x(r) = 1. Asi,
X(gitrr) = exp(35).-

Es ahora obvio que x(dr) = exp(2mid) para cualquier nimero racional
diddico d. Por la continuidad de x tendremos que x(zr) = exp(ix27r)

para cualquier real x € R, o de manera equivalente,

() = exp <m (2:» e

También es facil ver, como lo hemos hecho anteriormente ( X(y+z) =
XyXz X—y = Xy 1), que la aplicacién y — x,, es un isomorfismo asf que

Iy

el grupo aditivo R es isomorfo a R. Para ver que f(y) = xy, es un
homeomorfismo note que las topologias de R y R concuerdan en cier-
ta manera, pues si Wgr(|—a,a], A1) es una vecindad abierta de ¢; € R,
entonces f((—4, )) = Wr([—a,a],A1). Asf, f: R — R es un isomor-
fismo topoldgico.

En virtud del inciso (5) y la Proposicién se tiene para cada n € N,
R™ es topolégicamente isomorfo a R™.

El grupo doble dual R se puede identificar topolégicamente con R. En
efecto, a partir del inciso (5), cada caracter continuo de R es de la forma
x +— exp(izy) = Xy, para algin y € R, y la aplicaciéon y — x, es un

isomorfismo topoldgico de RaR. Asi, cada elemento en R es de la forma
Xy — exp(iay) para algin a € R. Esto es precisamente el caracter wgr ()

~

operado sobre el grupo dual R. Asi, el homomorfismo wg : R — R es
suprayectivo. Como R es o-compacto, el Teorema (3.9 y la Proposicién
confirman que wg es un isomorfismo topoldgico.

3.21 Ejemplo. En este ejemplo se verifica que el grupo dual de los racionales
Q es topolégicamente isomorfo al grupo aditivo de los reales R.

Sea A; = {t € T:|Arg(t)| < e}. Consideremos la aplicacién restricciéon

p:]@—>@a
X xlo-
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Es claro que p es un homomorfismo. Ahora como Q = I@, se deduce que
p es inyectiva, y también por el Lema [3.18] es suprayectiva. Asi, p es un
isomorfismo algebrdico entre R y Q.

Ahora consideremos el isomorfismo topoldgico

’y:]R—H@,
= Xr,

donde x,(z) = €™ para todo x € R, véase Ejemplo 5) Note que la
composicion = p o~ es un isomorfismo algebrédico de R a Q. Resta ver que
f es homeomorfismo.

Para ver que 6 es continua tomemos un subconjunto compacto K de Qy
e > 0; y asi, Wg(K, ¢) es una vecindad de ¢; € Q. Como K es compacto en
Q, K es acotado, es decir, existe M > 0 tal que |z| < M para todo = € K.
Consideremos § = & y r € (—4,6). Como 0(r)(z) = xr lg (z) = €™
y para todo x € K se tiene que |rz| = |r|lx|] < 0M = e, resulta que
6(r)(z) € A: para cada x € K, en otras palabras, §(r) € Wg(K,e¢). Por
tanto, 6((—6,0)) € Wo(K,e).

Para observar que 6 es abierta, la idea es tomar una abierto bésico
(=1,1) de 0 € R, con n > 4 entero. Si tomamos al subconjunto com-
pacto K = {0,1,—1} U {5 : m € Z\ {0}} de Q, entonces Wg(K,1/n) es
una vecindad de €1 € @ Sean x € Wo(K,1/n)yr € R, con x #e yr #0,
respectivamente, tales que 0(r) = x, [g= x. Con estas herramientas se
puede verificar facilmente, por medio de un par de cuentas, que |r| < %, tal
y como se ve en el interesante articulo [San03]. Asi, r € (—2,1). Por lo que

si 0(r) = xr lo= x € Wo(K, 1/n), resulta que Wo(K,1/n) C 0((—1,1)).

n’'n

3.22 Proposicién. Sean Ny, Na, ..., Ny, subgrupos de un grupo topoldgico
abeliano G con las siguientes propiedades:

(a) 222 Ni=G.
(b) (XF N) N Ny = {0}, donde k=1,2,...,m —1.

c) Si U; es una vecindad de 0 en N; en la topologia relativa, con j =
Si Uj indad de 0 N; la topologia relati j
1,2,...,m, entonces > ;" U; contiene una vecindad de 0 en G.

Entonces G es topologicamente isomorfo a N1 X Na X ... X Np,.
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Demostracion. Las condiciones (a) y (b) implican que cada g € G se puede
escribir de manera Uinica como la suma y; +y2 + ... + ym, donde y; € N; y
i=1,2,...,m. Consideremos a la funcion

f:N1 XNy Xx...xX Ny — G
Y1y Ym) =S Y1+ Y2+t Ume

Claramente f es un isomorfismo algebriico por el comentario inicial. La
continuidad de f estd dada porque la funcién multiplicaciéon de la Definiciéon
es continua y la continuidad de f~! estd garantizada por la condicién
(c). Asi, f es un isomorfismo topoldgico. [

3.23 Proposicion. Sean G un grupo abeliano NCL y Ny, Na, ..., Ny, sub-
grupos localmente compactos y o-compactos de G que satisfacen las condi-
ciones (a) y (b) de la Proposicion[3.29 Entonces G es topoldgicamente iso-
morfo a N1 X No X ... X Np,.

Demostracion. La funcién f : Ny x No X ... X Ny, = G de la Proposicién
es un isomorfismo continuo y suprayectivo, pues se cumple (a) y (b).
Note que por hipdtesis, N3 x No X ... X N, un grupo localmente compacto
y o-compacto. Por tanto, en virtud de la Proposicién [I.31] f es abierta. W

3.24 Proposicién. Sean G un grupo topoldgico abeliano con elemento iden-
tidad 0, H un subgrupo de G y f : G — H un homomorfismo continuo
suprayectivo tal que f(h) = h para todo h € H. Entonces H es cerrado,
G es topoldgicamente isomorfo a H x f~1(0) y f=(0) es topoldgicamente
isomorfo a G/H.

Demostracion. Sea L = f~1(0). Claro que L es un subgrupo cerrado de G.
Para x € G se tiene que = f(x) — f(z) +x € H+ L, pues f(—f(z)+x) =
—f(f(z)) + f(z) = 0. Asi, G = H + L. Ahora es claro que H N L = {0}
pues f [g es la funcién identidad. Sean Uy, Us vecindades arbitrarias de
0 € Gy V y W vecindades simétricas de 0 € G tales que V +V C U; N Uy,
W CVy f(W)C HNV. Todo esto es posible por el Teorema Note que
W C(UinH)+ (UznL). Aplicando la Proposicién obtenemos que G
es topolégicamente isomorfo a H X L, y asi, también L es topologicamente
isomorfo a G/H. |

3.25 Proposicién. Sea G un grupo topoldgico abeliano y H un subgrupo
abierto divisible de G. Entonces G es topoldgicamente isomorfo a Hx(G/H).
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Demostracidn. Por la Proposicion[I.36} el homomorfismo identidad f : H —
H admite una extension f a todo G. En virtud de la Proposicién esta
extension es continua dado que H es abierto. Aplicando la Proposicién [3.24]
obtenemos lo que se queria. |

Supondremos en la siguiente proposicién que la operaciéon en G es la
multiplicativa y su elemento identidad es e € G.

3.26 Proposicion. Sea G un grupo abeliano localmente compacto que tiene
un subgrupo discreto N con un nimero finito de generadores tales que G /N
es compacto elemental. Entonces G es localmente compacto elemental.

Demostracion.  (I) Primero supongamos que G es conexo. Entonces G/N
también es conexo pues es la imagen de una funcién continua sobre
un espacio conexo. Asi, podemos pensar que G/N es topolégicamente
isomorfo a TP. Dado que TP = RP/ZP  podemos considerar las proyec-
ciones canénicas mg : G — TP y ng : RP — TP. Por ser N y ZP
subgrupos discretos de G y RP, respectivamente, existen vecindades
V de0 e GyUde0 € R? tales que las proyecciones candnicas mg [ V
y mr [ U son inyectivas.

3.26.1 Afirmacién. Se pueden escoger a V' y a U de tal manera que
mq(V) = mr(U).

En efecto, témese una vecindad simétrica Uy de 0 € RP tal que (Up +
Up) N ZP = {0}. Entonces tomemos una vecindad simétrica Vj de
0 € G tal que V2NN = {0} y 7g(V) C mr(Up). Finalmente tome
U CUnrgt(na(Vo)) y V = Vonag' (mr(U)). Es posible elegir todas
estas vecindades de acuerdo al Teorema Asi, queda probada la
afirmacion.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que U = B.(0) C R?
para algin € > 0. Ahora para x € U, sea ¢(x) el unico elemento de
V C G tal que mr(z) = mg(é(x)). Note que si z,y, x+y € U, entonces
P(x +y) = ¢(2)o(y) v que ¢(—z) = ¢(x) ™" Asf, ¢ : U = V C G es

un isomorfismo algebréico.

Ahora extenderemos ¢ a ® : RP — G de la siguiente manera. Para
cada z € RP, existen n € Ny y € U tales que ny = z. Entonces pon-
gamos ®(z) = ®(y)". Para ver que ® sigue bien definida, considere
que ni,ne € Zy y1,y2 € U con niy; = nays. Ahora, si ny o nsy es igual
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(IT)

a cero, entonces ®(n1y;) = ®(n2y2) = 0 € G . Y si ambos n; y ng
son distintos de cero, entonces % € Uparak =0,%£1,...,+n9, y en-
tonces tenemos que ®(y1) = (®(;>))"*. De manera similar obtenemos

D(ys) = ((22))™. As,

D) = (1)) = (B(2)"" = B(y)™

Por la Proposicién [1.3] es claro que ® : RP — G es un homomorfismo
abierto y continuo. Ademds, ®(RP) es un subgrupo abierto, y por

tanto cerrado de G (Proposicion [1.13)), pero G es conexo, asi que
O(RP) = G.

Dado que 7g o ®(x) = 7r(x) para © € U y U genera a RP, en-
tonces my 0 @ = 7mr. Note que ker(®) es un subgrupo de ker(mg) =
ZP. Si ker(®) = {0}, entonces G es topolégicamente isomorfo a RP.
Supéngase que ker(®) # {0}. Por podemos encontrar una base

de elementos B, 32,..., B, para ZP y enteros positivos di, do, ..., d,
con 1 < k < p, tales que di181,d2fs,...,dpS son generadores inde-
pendientes de ker(®). Como Sy, f2,. .., By son generadores indepen-
dientes de ZP, los elementos 31, B2, .. ., 3, son una base para RP como

espacio vectorial sobre R. Asi, las clases y + ker(®) contienen elemen-
tos de la forma x181 +...+xpfp, donde 0 < 21 < dy,...,0 <z < dy,
Y Tk+1,- - -, Tp SON numeros reales arbitrarios. Ademas, elementos dis-
tintos de este tipo caen en clases distintas de RP respecto a ker(®).
Se sigue entonces que G es topolégicamente isomorfo a T* x RP~F,

Sea ahora GG cualquier grupo que satisface las hipétesis de la proposi-
cién. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar G/N = T" x Fyp,
donde Fj es un grupo finito. Sean 7 : G — G/N la proyeccién canénica
y p:T" x Fg — T" la proyeccién a coordenada. Entonces p o es un
homomorfismo continuo, abierto y suprayectivo de G a T". Por la es-
tructura de G/N, se deduce que M = ker(p o m) es una unién finita
de distintas clases: M = NUx1NU...Ux;N. Por la Proposicion[1.16
N es cerrado en G y asi, cada ;N también es cerrado y no contiene
a 0 € G. Por tanto, M es un subgrupo discreto de G con un nimero
finito de generadores.

Consideremos al grupo G/M = T". Si r = 0, es decir, M = G,
entonces GG es un grupo discreto finitamente generado y como se ve
en |[Rot94) p. 319], G es de la forma Z¢ x Fy, donde ¢ es un entero no
negativo y F; un grupo abeliano finito.
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Finalmente supongamos que r > 0. Como M es discreto, p o 7 es
biyectiva para alguna vecindad U de 0 € G. Asi, pow es un homeomor-
fismo sobre U pues ya era continuo y abierto. Como T es localmente
conexo, podemos asumir que U es una vecindad simétrica y conexa
de 0 € G. Como la funcién multiplicacion de la Definicién [1.1] es
continua, se sigue que nU es también conexo pues es la imagen de
U x U x...x U bajo la funcién multiplicacién. Asi, |J;2; nU es un

n—uveces

subgrupo abierto y conexo de G. Por la Proposicién Uo, nU
también es cerrado; asi, C' = |J,2, nU es la componente conexa de
0 € G. Dado que T" también es conexo, es generado por la vecindad
pom(U)del e Tr. Asi, T" = pon(C) = pon(G) y por la Proposicién
T = C/(C N M). Como C es conexo, podemos aplicar el paso
(I) para ver que C' es topolégicamente isomorfo a T* x R™*_ donde
k es un entero no negativo menor o igual a 7.

Como pon(C) = pon(G), claramente G = C + M. Por el Primer
Teorema de Isomorfismo, G/C = CM/C es algebraicamente isomor-
foa M/(M N C). Ademés, como CM/C y M/(M N C) son discre-
tos, este isomorfismo algebraico es automaticamente un isomorfismo
topoldgico. Se sigue que G/C es finitamente generado. Por el resul-
tado en |[Rot94, p. 319], G/C es de la forma Z° x F}, donde ¢ es un
entero no negativo y F; un grupo abeliano finito. Como C' es abier-
to y divisible, la Proposicién [3.25| muestra que G es topoldgicamente
isomorfo a C x (G/C) y por tanto a Z¢ x Fy x T* x R"* es decir, G
es un grupo localmente compacto elemental. ]

3.27 Proposicién. Sean G un grupo abeliano discreto y We(F,€) una
vecindad de €1 € G. Entonces existe un subgrupo finitamente generado H de
G tal que A(G,H) C Wg(F,e).

Demostracion. Este resultado es trivial pues si G es discreto, entonces F' es
finito. Asi H = (F’) es el subgrupo de G que nos sirve. |

3.28 Proposicién. Sea G un grupo abeliano compacto y U una vecindad
de 0 € G. Entonces existe un subgrupo cerrado H de G contenido en U tal
que G/H es un grupo compacto elemental.

Demostracion. Elija cualquier subgrupo finitamente generado Z del grupo
discreto G. Por lo visto en [Rot94, p. 319], podemos identificar a Z con
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Z* x F, donde a es un entero positivo y I un grupo abeliano finito. Por la
Proposiciény los ejemplos|3.20| (b) y (d), Z es topoldgicamente isomorfo
aT*x F. Por el Teorema[3.10} wg : G — G es un isomorfismo topolégico. Por
la Proposicion 3.15|, Z es topoldgicamente isomorfo a wg(G)/A(wa(G), Z) =
G/A(G, Z) y por la Proposicién [3.27, la vecindad wg(U) de wg(0) € G
contiene un subgrupo de la forma A(wg(G), Z). Ademads, los aniquiladores
son cerrados por el inciso (a) de la Proposicién [

3.29 Proposicién. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y com-
pactamente generado. Entonces toda vecindad U de 0 € G contiene a un
subgrupo compacto H de G tal que G/H es un grupo localmente compacto
elemental.

Demostracion. Por la Proposicién existe una subgrupo discreto fini-
tamente generado N de G tal que G/N es compacto. Sea W una vecindad
simétrica de 0 € G con W compacto, W C U y W3NN = {0}. Consideremos
la proyeccién canénica m : G — G/N. Como (W) es abierto, la Proposi-
cién nos dice que existe un subgrupo cerrado K C w(W) de G/N tal
que (G/N)/K es topologicamente isomorfo a T x F, donde a es un entero
positivo y F' un grupo abeliano finito. Tome Ko = 7~}(K)y H = W N K.

3.29.1 Afirmacién. 7(H) = K.

Es claro que n(H) C K. Ahora si k € K, existe w € W tal que
k = m(w) € K. Esto implica que w € Ky y por lo tanto, k = w(w) €
T(WNKy) =n(H).

Ahora como 7 [ es biyectiva y W es compacto, entonces 7 es un homeo-
morfismo de W a w(W). En particular, 7 es un homeomorfismo de H a
m(H) = K. Como K es compacto, H es compacto.

3.29.2 Afirmacién. H es un subgrupo de G.

Siz,y € H, entonces xy ! estd en el subgrupo Ky y la Aﬁrmacién
sugiere que 7(h) = m(xy ') para algin h € H. Esto implica que zy~'h~! €
N, pero también xy~'h™' € HH'H~' C W3, es decir, zy 'h ' =0€ G
por lo que zy~ ' = h € H.
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Consideremos la proyeccién canénica mp : G — G/H. Para finalizar la
prueba es suficiente, por la Proposicién demostrar que 7y (N) es un
subgrupo discreto de G/H y que (G/H)/mu(N) es un grupo compacto ele-
mental, justo como lo es (G/N)/K. Note que 7 (N) es finitamente generado
pues asi lo es N.

3.29.3 Afirmacién. Ko = NH.

Sihe Hyax e N, entonces m(zh) =n(h) € m(H) = K, y asi, zh € K.
Reciprocamente si x € Ky, entonces existe h € H tal que w(z) = 7(h) y por
lo tanto, * = xh~'h € NH. Ahora por la Proposicién (G/H)/mr(N) es
topolégicamente isomorfo a G /75 (7 (N)) y similarmente, (G/N)/K con
G/m YK) = G/Ko. Como 7 (mg(N)) = HN = Ko, (G/H)/mi(N) es
isomorfo topolégicamente a (G/N)/K, es decir, (G/H)/mp(N) es un grupo
compacto elemental.

3.29.4 Afirmacién. Finalmente 7 (V) es discreto.

Note que NNH C NNW C NNW?3 = {0} C G. Ademss, (G\ N)u{0}
es un conjunto abierto que contiene al compacto H. Por Proposicién
existe una vecindad V de 0 € G tal que VH C (G \ N) U {0}. Con esto

tendemos que
(VH)N N = {0}.

Lo anterior implica que 7y (V) N 7wy (N) = {H}. En efecto, si vH = zH,
donde v € V y x € N, entonces vh = x para algin h € H y por tanto
vh = z = 0 € G. Con esto se tiene que G/H es un grupo localmente
compacto elemental. |

3.30 Proposicion. Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo de G.
Supongamos que G/H = R*x 7 x F, donde a y b son enteros no negativos y
F un grupo abeliano compacto. Si w: G — G/H es la proyeccion candnica,
entonces todo subgrupo compacto de G estd contenido en 71 ({0} x {0} x F).

Demostracion. Si E es un subgrupo compacto de G, entonces 7(E) es un
subgrupo compacto de G/H. Es claro que m(E) C {0} x {0} x F pues los
subgrupos compactos de R® y Z° son los triviales, entonces E C 7~ 1({0} x
{0} x F). |

3.31 Teorema (Teorema de Estructura). Todo grupo abeliano localmente
compacto y compactamente generado G es topolégicamente isomorfo a R* x
Zbx F, donde a y b son enteros no negativos y F un grupo abeliano compacto.
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Demostracién. En virtud de la Proposicién [3.29] existe un subgrupo com-
pacto H de G tal que G/H es topolégicamente isomorfo a R® x Zb x F, con
a 'y b enteros positivos y F' un grupo abeliano compacto. Para fines practicos
pensaremos que G/H = R® x Z? x F. También identificaremos a R® x Zb
con R® x Z” x {0} y a F con el subgrupo {0} x {0} x F (creemos que la
notacién no se confunde respecto a los elementos identidad de cada grupo).
Consideremos a la proyeccién canénica 7 : G — G/H. Si M = 7~ 1(F),
entonces M es compacto por la observacién después de la Proposicion [1.25
y de hecho, M es el subgrupo compacto méas grande de GG por la Proposicién
A causa de la Proposicién G/M es topoldgicamente isomorfo a
(R% x Z” x F)/F y por tanto a R® x Zb.

Denotemos por ) la familia de todos los subgrupos cerrados L de G tales
que G = LM. Ordenamos parcialmente a ) por:

Ly Lasiy sélo si Ly C L.

Es claro que G es un elemento de Y asi que ) es no vacio. Tomemos una <-
cadena {L, : o € A} de Y. Sea L = ()¢, La- Es claro que L es un subgrupo
cerrado de G y L C L, para todo o € A. Para ver que L € ), considere
x € G. Ahora dirigimos al conjunto A como, a < o’ siempre que Ly < L.
Para cada o € A, tenemos que G = LM por lo cual z = [,m, donde
lo € Lo y mo € M. Asi, {m, : @ € A} es una red de elementos de M y por
compacidad, existe una subred convergente {ng : § € B}. Denotemos por
myg al limite de ng. Sea v : E — A una funcién que hace que ng = m.,(g) con
B € E. Tome cualquier oy € A, entonces existe Sy € E tal que ag < v(B)
siempre que By < 5. Asi para 3 = By,

—1 -1
TN =M g) = ly(g) € Ly(s) € Lao

Como L,, es cerrado, se tiene que la red {xngl : B € E} converge a
:cmal € Lo,. Como « era arbitrario, tenemos que xmal € Naea La = L.

Consecuentemente xm Ymg € LM. Asi, G = LM y L es una cota superior
para {L, : a € A}.

Por el Lema de Zorn, existen un elemento maximal Ly € )Y y claro que
G = LoM. Ahora veremos que Ly N M = {0}. Supongamos que existe un
elemento z € Lo N M distinto de 0 € G. Tome una vecindad U de 0 tal que
z ¢ U. Note que por ser compactamente generado, G es o-compacto y su
subgrupo cerrado Lg también lo es. Por la Proposicién Lo/(Lo N M)
es topolégicamente isomorfo a LoM/M = G/M y por tanto a R* x Zb. En
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particular, LoM /M = G/M es compactamente generado. Como Lo N M es
compacto, la Proposicion [1.35| muestra que Ly es compactamente generado.
Aplicando la Proposicién [3.:29] existe un subgrupo compacto Hy de Ly tal
que Hy C LoNU y Lo/Hy es topolégicamente isomorfo a R x Z% x F,
con ag, by enteros no negativos y Fy grupo abeliano compacto. Denote por
mo ¢ Lo — Lo/Hp la proyeccién candnica. Sean L = m LR x 7% y
My = m5 ' (Fy). Bs trivial que Ly € Lo, Ly N My = Hy y Lo = LiMj. La
Proposicion [3.30| nos dice que todo subgrupo compacto de Lg esté contenido
en My, en particular,

LlﬂM:Llﬂ(LlﬂM)ngﬂMozHoQU.

Asi, z no pertenece a L1 N M pero como z € M, se sigue que z ¢ L;. En otras
palabras, L1 estd contenido propiamente en Lg. Nuevamente el comentario
posterior a la Proposicién [I.25] afirma que M es compacto y asi, MMy es
un subgrupo compacto de G (Proposicién . Por otro lado, MoM = M
pues M contiene a cualquier subgrupo compacto de G. Esto ultimo implica
que

G =LoM = L1MyM = L1 M.

Asi, Ly € Y, pero Ly A L1 pues Ly C Ly. Esto contradice la maximalidad
de Ly, por lo que Ly N M = {0}. Por la observacién previa, vemos que L
es topolégicamente isomorfo a G/M y por tanto a R® x Z°. Finalmente por
la Proposicién G es topoldgicamente isomorfo a Ly x M y por tanto a

R® x ZP x M con M compacto. ]

3.3 ¢ Teorema de dualidad para grupos topoldgicos abelianos
localmente compactos

Finalmente presentamos nuestro principal teorema. La idea de la de-
mostracién es primero probar el caso particular cuando el grupo topolégico
G es locamente compacto y compactamente generado, esto con ayuda de
los ejemplos Después se introduce el caso general y se observa que el
homomorfismo wg es un isomorfismo topoldgico a su imagen. Se concluye
en seguida que wg es suprayectiva. Todos estos pasos van de la mano con
los principales resultados de las secciones anteriores.

3.32 Teorema. Para cualquier grupo abeliano localmente compacto el ho-

momorfismo wg : G — G es un isomorfismo topoldgico.
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Demostracidn. Por el Teorema [3.9] basta ver que w¢ es abierta y suprayec-

tiva.

@

(IT)

(111)

Primero consideremos el caso en que G es compactamente generado,
en el cual el Teorema de Estructura [3.31| nos dice que G es topoldgi-
camente isomorfo a R® x Z? x I para enteros no negativos a y b y un
grupo abeliano compacto F'. Por el Ejemplo (7), R es topoldgi-
camente isomorfo a su grupo doble dual y por el Teorema ZyF
también tienen esta propiedad. La Proposicién nos muestra que
la funcién wg definida para R x Z? x F aplica este grupo suprayecti-
vamente a su grupo doble dual. Finalmente por la Proposicién y

dado que G es o-compacto, wg : G — G es un isomorfismo topoldgico.

Supongamos ahora que G es cualquier grupo abeliano localmente com-
pacto. Sea H un subgrupo de G abierto compactamente generado y
podemos suponer que H contiene a cualquier subconjunto compacto
fijo de G (Proposicién [1.19).

Se planea ver que wa(H) = A(G,A(G, H)). Para cada h € H, es claro
que wg(h) € A( G, A(G H)). Supéngase que fe A(é,A(é, H)). Si
X>xo € Gy x lg= Xo [m, entonces xx, Y(h) = 1 € T para todo
h € H, es decir, f(xxo) =1 € T y por tanto, f(x) = f(xo). Por la
Proposicion todo caracter ¢ € H es de la forma y [y para algin
X € G. Por tanto, obetenemos un caracter bien definido fy € H dado
por fo(¢) = f(x), donde x [g= ¢. Es claro que fy es continua por
el hecho de que la funcién x — x [g es abierta; nuevamente por la
Proposicién Ahora por (I), podemos decir que f(x) = x(h) para
algin h € H y todo x € G. Asi, wg lleva a H suprayectivamente al
subgrupo A(G, A(G, H)) de @ Como H es abierto, G/H es discreto
de acuerdo a la Proposicién Por la Propos101con G / H es
compacto asi como A(G, H ) por la Proposicién El amqullador
de un subgrupo compacto es abierto por la Propos1c1on B:13] y asi,
wa(H) = A(G, A(G, H)) es un subgrupo abierto de G. Nuevamente
aplicando el Teorema wq es un isomorfismo topoldgico de H a
A(@, A(@,H)) C G. Por la Proposicién y por ser H abierto, wg
es un isomorfismo topolégico de G a wg(G).

Para completar la prueba basta ver que wg es suprayectiva. Lo pro-

baremos viendo que para cada f € é, existe un H como en (II)
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para el cual f € wq(H). Sea We(F, ¢) una vecindad de ¢; € G tal que
|Arg(f(x))| < § paratodo x € Wg(F,¢e). Sea U una vecindad simétri-
ca de 0 € G con cerradura compacta. Sea H; = (U) el subgrupo de G
generado por U. Entonces H; es un ﬂb\grupo abierto compactamente
generado de G. Denotemos por p : G/Hy — A((AJ7 Hi) el isomorfismo
topolégico dado en la Proposicién Por la Proposicic’)n G/Hy
es discreto y de acuerdo con la Proposicion [3.27], contiene un subgrupo
C' con un numero finito de generadores x1Hy,x0H1,...,x,Hy tales
que -
A(G/H{,C) C p " (Wa(F,e) N A(G, Hy)).

Como K = UU{x1,9,...,7,} es compacto, entonces por la Proposi-
cién sea H el subgrupo abierto, cerrado y compactamente gene-
rado de GG que contiene a K.

Finalmente, si x € A(G, H), entonces x(Hy) = {1} y x(zj)=1€T
para cada 7 = 1,2,...,n. Por lo tanto, x € A(@,Hl) y p 1 (x) €
(A(CT/E,C)). Se sigue que x € Wg(F,€). Asi, [Arg(f(x))| < § para
todo x € A(é,H) < é, lo que implica que f(x) =1 € T, para todo
X € A(@, H), pues no existen subgrupos propios de T dentro de Aj;.
Esto es, f € A(G, A(G, H)) = wa(H). |






Apéndice

Aqui presentamos el concepto de red y resultados relevantes, asi como
dos proposiciones mas referentes a la Teoria de Grupos, no se demostraran
pero las pruebas se pueden encontrar en [EH79, A.26-27].

A.1 Definicién. Sea D un conjunto no vacio.

= Un orden parcial < dirige a D si para cada o, € D, existe v € D
talque a vy B 7.
» Una red x, = z(a) es cualquier funcién definida en un conjunto di-

rigido. Una red yg, con dominio F, es una subred de x, con dominio
D, si existe una funcién f : EF — D tal que:

® ys = xyg) para cada S € F;
e para cada a € D existe § € E de tal forma que o < f(7y) siempre
que 3 < 7.

= Sea z, una red de un conjunto dirigido D a un espacio topoldgico X.
Se dice que la red x, converge a un elemento x € X si para cada
vecindad U de z, existe 8 € D de tal manera que si « € D con 8 < «,
entonces x, € U.

= Un punto x € X es un punto de acumulacion de la red x, si para
cada vecindad U de z y cada 8 € D, existe y € D tal que 8 < vy
zy € D.

= Una red x, con dominio D, estd en X si z, € X para todo a € D.
A.2 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico.

s 51 A es un subconjunto de X, entonces x € A si y sdlo si existe una
red en A que converge a x.
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El espacio X es compacto si y solo si cada red en X contiene una subred
que converge a algun punto de X.

El espacio X es Hausdorff si y solo si cada red en X converge a lo mds
a un punto de X.

Un punto x € X es de acumulacion de una red x, si y solo si existe
una subred de xo que converge a x.

Sea f: X =Y una funcion entre espacios topoldgicos. Entonces f es
continua si y solo si para cada red x, en X ue converge a x € X se
tiene que la red f(x,) en'Y converge a f(x).

A.3 Definicién. Sea G un grupo arbitrario.

A4

Un subconjunto finito {z1,z9,...,x,} de G es independiente si no
contiene al elemento identidad e € G y si 2252 ... 2k = ¢ implica

que 1 = x2 = ... = x, = ¢, donde cada k; es un entero.

Se dice que un subconjunto infinito L de G es independiente si cada
subconjunto finito de L es independiente.

Si un subconjunto independiente L de G genera a G, se dice que L es
una base de G.

Proposicién. Sean n un entero positivo y H un subgrupo no trivi-

al de Z". Entonces eziste una base {x1,x2,...,xy} en Z™ y una sucesion
{ki, ko, ..., k.} de enteros positivos tales que

(a)
(b)
(c)
A5

r<n;
{kix1, koxa, ... kyx,} es una base para H;

k; divide a ki1 para toda i =1,2,...,r — 1.

Teorema. Un grupo finitamente generado G es isomorfo con el pro-

ducto directo de un niumero finito de grupos ciclicos, donde cada factor es
infinito o tiene orden una potencia de algun primo.



Notacion

El conjunto de los nimeros naturales: {1,2,3,...}
El conjunto de los nimeros enteros.
El conjunto de los nimeros reales.

El conjunto de lo niimeros complejos.

H O B N Z

El circulo unitario como grupo multiplicativo en C.

(x1,22,...xy) El grupo generado por 1,9, ... ZTy.

G El grupo dual de G.
€1 El caracter trivial.
£(G) El conjunto de combinaciones lineales de

caracteres continuos de G.
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