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Capitulo 1

Introduccion

Un fluido que recibe calor a través de las fronteras que lo rodean propaga el calor entre
los elementos que lo conforman por medio de dos mecanismos. El primero se denomina
conduccion y consiste en transferir el calor de una particula de mayor temperatura a
otra con menor temperatura mediante el contacto directo. El segundo se denomina con-
veccion, ésta se genera, normalmente, en fluidos en presencia de un campo gravitatorio
y consiste en propagar el calor entre los elementos del fluido a través del movimiento de

sus particulas fig. (1.1).

La conveccién puede ser generada de dos formas: mediante fuerzas externas (una bomba
o un ventilador), en este caso estamos en presencia de conveccion forzada; el otro tipo
de conveccion es el que estaremos estudiando aqui y se denomina conveccion natural ,
este fendmeno se origina cuando la diferencia de temperatura entre los elementos del
fluido es lo suficientemente grande provocando asi una diferencia considerable entre las
densidades de estos lo que origina una variacién en la fuerza de flotacion de los elementos

causando que las particulas con menor densidad se muevan hacia arriba.

El movimiento del fluido debido a la conveccién lo podemos encontrar tanto en la na-
turaleza como en procesos industriales. Entre los fenémenos que ocurren en la natura-
leza podemos mencionar el mezclado de aguas ocednicas y los vientos generados en la
atmésfera terrestre. Contribuyen al mezclado de aguas ocednicas las olas, las mareas y
las corrientes superficiales. Las corrientes y las olas son influenciadas por los vientos.
Los vientos a su vez estan influenciados por el calor generado por el sol. El sol calienta
mas en el Ecuador debido al dangulo en que inciden los rayos solares en la superficie
terrestre, esto provoca una disminucién en la densidad del aire. El aire caliente al ser
menos denso tiende a subir debido a la fuerza de flotacién y es reemplazado por aire

mas denso ocasionando asi el viento. Las aplicaciones industriales son numerosas, en los
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Ficura 1.1: Rollos de conveccién que se forman en un fluido que se estd calentando
en la parte inferior y enfriando en la parte superior.

aparatos electronicos un factor importante es el aprovechamiento de la conveccién na-
tural para la disipacién de calor. Uno de los aspectos méas importantes de los fenémenos
convectivos usados en la industria, es que es el proceso mas eficiente para la transmisién
de calor. Aqui solo estamos mencionando algunas areas donde la conveccion juega un

papel importante pero no nos adentraremos en sus aplicaciones.

Los fendmenos convectivos tienen una larga y venerable historia. Pero aunque se tienen
registros de observaciones de patrones convectivos desde los trabajos de Weber [1] (1855)
y Thomson [2, 3] (1882), fué el fisico Bénard [4] quien realizé las primeras investigaciones
sistematicas de conveccion en capas de fluidos. Desde entonces, los investigadores han
puesto especial interés en el estudio de la convecciéon experimental y teéricamente. La

literatura sobre conveccién ha crecido desde entonces y actualmente es muy amplia.

Bénard realiz6 el estudio de un fluido confinado entre dos superficies de temperaturas
distintas, T} en la superficie inferior y T% en la superficie superior (T} > T5). Los experi-
mentos realizados por Bénard fueron la motivacién directa de Lord Rayleigh [5] (1916)
para el estudio de andlisis de estabilidad. El propédsito de Rayleigh era examinar que tan
bien pueden explicarse teéricamente los fascinantes resultados obtenidos por Bénard en
su experimento. Rayleigh determiné tedricamente y explicé que existe un valor finito
critico de la diferencia de temperaturas AT, = 17 — Ts por debajo del cual no existe
movimiento de conveccién en el fluido (el fluido basicamente permanece en reposo). Esto
debido a que el efecto de la viscosidad y la difusividad térmica amortiguan cualquier
inicio de movimiento producido por alguna perturbacion exterior y que la combinacién

de los pardmetros que determinan el inicio de la conveccién es

agh3AT

r= DTZ/
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donde « es el coeficiente de expansion térmica, Dp la difusividad térmica, v la viscosidad
cinemaética, h la separacién entre las placas, g la aceleracién de la gravedad y AT la
diferencia de temperaturas. Ahora nos referimos a este R como el nimero de Rayleigh.

Rayleigh también encontré que la inestabilidad ocurre para un ntimero de onda finito

dc-

El trabajo de Rayleigh fue seguido por el analisis de estabilidad que realizé Harol Jeffreys,
[6] quien encontrd los valores R, = 1708 y g. = 3.117 correspondientes a los experimentos

usando fluidos entre placas paralelas sélidas muy conductoras.

Uno de los fenédmenos que se presentan en la naturaleza y que puede representar el
experimento realizado por Bénard es la conveccién en la atmédsfera. Por este motivo,
Edward Lorenz quien estaba interesado en encontrar un modelo matematico que permi-
tiera predecir el comportamiento de grandes masas de aire y que pudiera resolverse con
las limitaciones de las computadoras de la década de los 60’s del siglo XX. El parti6 de
las ecuaciones de Navier-Stokes para el movimiento de un fluido y obtuvo un modelo
muy simplificado para la conveccion de Bénard obteniendo tres ecuaciones diferenciales

no lineales acopladas [7]

X = oY —X),
rX-Y-XZ,

~.
Il

Z = XY -bZ,

donde X es proporcional a la magnitud de la velocidad del movimiento convectivo, Y
es proporcional a la variacién horizontal de la temperatura y Z es proporcional a la
variacién vertical de la temperatura. Los detalles de la derivacion de este modelo se rea-
lizaran en el capitulo (3). Este sistema ha demostrado reproducir, ya sea exactamente o
con una buena aproximacion, los resultados tedricos en convecciéon y puede ser estudiado

de forma muy simple para una amplia gama de parametros.

Lorenz se llevé una gran sorpresa cuando observé que pequenas diferencias en las condi-
ciones iniciales de su modelo llevan a grandes diferencias en las predicciones del mismo.
En otras palabras, Lorenz descubrié que su modelo es altamente sensible a las con-
diciones iniciales usadas. Con grandes diferencias en las predicciones, nos referimos a
que en dado caso de que se conocieran las condiciones iniciales de velocidad y tempe-
raturas en las atmdsfera exactamente (caso ideal) y de pronto se le ocurriera aletear
a una mariposa, este aleteo de la mariposa, ocasionaria una pequena variacién en las

condiciones iniciales lo cual cambiaria drasticamente la prediccién del modelo. En la fig.
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(1.2), ilustramos esta realidad. De esta manera resulta practicamente imposible realizar

predicciones climatoldgicas a largo plazo.

Condicidn inicial
Exacta

COHdlClOIl inicial @
separada e}
infinitesimalmente

de la exacta

FIGURA 1.2: Diagrama que representa la sensibilidad en las condiciones iniciales en el

modelo de Lorenz. El aleteo de una mariposa produce una perturbacién en las condi-

ciones iniciales lo que ocasiona que la prediccién del modelo (lineas continuas) en lugar
de resultar en un dia soleado, prevea un dia lluvioso.

A esta alta sensibilidad en las condiciones iniciales, Lorenz le llamé Fl efecto mariposa y
dijo: “The wing today in Brazil may trigger a tornado in Texas nexth month”, (El viento
del aleteo de una mariposa hoy en Brasil puede causar un tornado en Texas el préoximo

mes).

Las ecuaciones de Lorenz jugaron un papel crucial en el descubrimiento del fendmeno del
caos que se presenta cotidianamente en sistemas no lineales y una de sus caracteristicas
es precisamente la sensibilidad a las condiciones iniciales. La mayoria de los libros de
texto de dindmica nolineal introducen el concepto de caos usando como ejemplo (para
sistemas continuos) el modelo de Lorenz. La manera de determinar si un sistema es
cadtico y cuantificar el caos se realiza a través de los exponentes de Lyapunov. El espectro
de estos exponentes como funcién del nimero de Rayleigh es conocido. El propédsito
fundamental de esta tesis es hacer una comparacioén entre el espectro de los coeficientes
de Lyapunov del modelo de Lorenz y el respectivo de algunas variantes de éste que
pueden presentarse en la naturaleza. El método que utilizamos para el calculo de los
exponentes es el denominado método estandar desarrollado por G. Benettin en 1980,
el cual a pesar de ser de los métodos méas antiguos ha demostrado ser el mas exacto.
El coédigo numérico que el Dr. Becerril escribié en el lenguaje C, lo mostramos en el
apendice. Las modificaciones que hicimos para trabajar las variantes del modelo de

Lorenz cambian poco la estructura del cédigo y ya no las mostraremos.

La organizacién de la tesis queda de la siguiente manera:
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En el capitulo (3) se realiza la deduccién del sistema de Lorenz utilizando la aproximacion
de Galerkin, procedimiento que utilizé el propio Lorenz, se presentan las propiedades
mas significativas del sistema. El modelo original se derivé de un sistema de Rayleigh-
Bénard para superficies libres. En este capitulo también incluiremos el modelo de Lorenz
para superficies rigidas, asi como una breve explicacién de las condiciones de frontera
para ambos tipos de superficies. La exposicién de este capitulo se hace necesaria como

referente para el resto del trabajo.

En el capitulo (4) derivaremos el sistema de Lorenz para una capa de fluido con un
angulo de inclinacién «. Esta situacién ha atraido la atenciéon relativamente reciente de

varios investigadores y aqui la tratamos en el caso bidimensional.

En el capitulo (5) derivamos el modelo de Lorenz para un sistema cuya temperatura
varia en el espacio sinusoidalmente con un vector de onda g,,. Este tipo de conveccién

ha sido analizado en fechas recientes y ha mostrado una enorme riqueza en su dinamica.

En el capitulo (6) explicaremos el método utilizado para determinar los exponentes de
Lyapunov y de esta manera poder medir el grado del caos. También se muestran las
diferentes trayectorias que sigue el modelo de Lorenz al variar el nimero de Rayleigh.
Ademas, se presenta un andlisis del comportamiento del modelo de Lorenz al variar su
temperatura en el tiempo. Mediante el cdlculo de los exponentes de Lyapunov se hace una

comparacién de los comportamientos que presentan los diferentes modelos tipo Lorenz.



Capitulo 2

Ecuaciones de movimiento 2-D en

la aproximacion de Boussinesq

El modelo de Lorenz fue introducido en 1963 por el meteorélogo Edward Lorenz [8],
quien estaba interesado en modelar la conveccién en la atmosfera. Este modelo describe
el comportamiento de un fluido que se calienta en la parte inferior y se enfria en la parte
superior, provocando asi una transicién del estado conductivo (en el cual el fluido esté en

reposo) al estado de movimiento convectivo.

El sistema a estudiar consiste en un fluido incompresible colocado entre dos placas
paralelas separadas por una distancia h y extendidas infinitamente, la placa inferior se
mantiene a una temperatura 717, la cual es mayor a la temperatura de la placa superior
T5, la diferencia de temperaturas T7 — T se mantiene constante. El esquema se muestra

en la figura (2.1).

Esta configuracion fue estudiada experimentalmente por Bénard en 1900 y Rayleigh
proporcioné una comprensioén tedrica de algunas de las caracteristicas bésicas en 1916.
Por tanto, se dice que el modelo de Lorenz describe el comportamiento de un fluido
de Rayleigh-Bénard. El propdsito de este capitulo es exponer brevemente las ecuaciones
hidrodindmicas que describen a este sistema. M4ds especificamente, derivaremos las ecua-
ciones de movimiento en la aproximacién de Boussinesq para un sistema 2-dimensional.
Es a partir de estas ecuaciones que construiremos, en el siguiente capitulo, el bien cono-

cido modelo de Lorenz al cual nos referiremos como modelo de Lorenz tradicional.

Antes de comenzar, daremos una breve explicaciéon sobre los mecanismos que causan la
transicion del estado conductivo al estado convectivo en un sistema de Rayleigh-Bénard.
Para esto consideremos el diagrama que se muestra en la figura (2.2), si tenemos un

elemento de fluido con una temperatura mayor que el fluido que lo rodea, éste por ser
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mas caliente tiene una densidad menor que la de sus alrededores y tiende a experimentar
una fuerza de flotacion la cual causa que el fluido se mueva hacia arriba. El gradiente de
temperatura por tanto, se dice que actila como un mecanismo desestabilizador. Por otro
lado, se encuentra la fuerza viscosa, que trata de frenar al elemento de fluido que va en
movimiento ascendente. La difusién térmica se encarga de poner en equilibrio térmico
al elemento de fluido con sus alrededores y por ende disminuir la fuerza de flotacién.
De modo que tanto la difusion térmica como la fuerza viscosa actilan como mecanismos

estabilizadores porque tienden a mantener estatico al elemento de fluido.

Si el gradiente de temperatura a través del fluido es suficientemente grande, el efecto

desestabilizador vencerd a los efectos estabilizadores y la conveccién iniciara.

T, —

T1

FicUuraA 2.1: Diagrama del sistema de Rayleigh-Bénard. Una capa de fluido se calienta
uniformemente en la base del contenedor (77) y se enfria en la parte superior (7o < 7).
La capa de fluido tiene una altura h y se asume una extension infinita horizontal.

L2
v
~ T

%

Fy

TFB

Ficgura 2.2: Comienzo de la conveccién. Fp representa la fuerza de flotacion que

aparece cuando el elemento de fluido tiene una temperatura mayor y por tanto una

densidad menor que la de sus alrededores, esta fuerza acelera al elemento de fluido

hacia arriba. F,, es la fuerza viscosa, esta fuerza junto con la difusién de la temperaura
frenan el movimiento del fluido.
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2.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones del modelo de Lorenz se derivan a partir de la ecuacién de Navier-
Stokes, que gobiernan el movimiento de un fluido, y de la ecuacién de difusién de energia
térmica, que describe el comportamiento de la temperatura del fluido durante todo
el proceso. Existen varios excelentes libros de texto clasicos, donde se introducen las
ecuaciones hidrédinamicas (ver por ejemplo [9]). Aqui partiremos de dichas ecuaciones
y las escribiremos para el caso 2-dimensional en términos de la asi llamada funcién de

corriente.

La ecuacion de Navier-Stokes estd dada por:

0
pof0+ (T V)T =—Vp+ V25 + pF©
donde F(¢) representa a las fuerzas externas ejercidas sobre el sistema, p es la densidad

de masa del fluido, p la presién, ¢ el campo de velocidades y v = % es la viscosidad

cinematica.

El sistema de Bénard se asume infinito en la direccién horizontal, de modo que el flujo
lo consideraremos bidimensional. Si tomamos un plano paralelo al plano xz y cortamos
al eje y, el flujo serd el mismo para cualquier valor de éste, asi que solo necesitamos
considerar la componente x (horizontal) y la componente z (vertical) de la velocidad del
fluido. La ecuacién de Navier-Stokes cuando sobre el sistema sélo actia la fuerza de la

gravedad se escribe como

) .
pa@'-i- p(T- V)T = =Vp+ pvV27 — pgk, (2.1)

donde g es la aceleracion debido a la gravedad.

La ecuacién de difusién térmica toma la forma:

or

S TV = DrV?T, (2.2)

donde Dr es el coeficiente de difusion térmica, que mide la rapidez con la que se difunde
la temperatura dentro del fluido. Un valor grande de Dr significa que el elemento de
fluido que estd en movimiento, causado por la disminucién en la densidad debido al
cambio de temperatura, se pone rapidamente en equilibrio térmico con sus alrededores

y, por ende, el movimiento del elemento de fluido se detiene.

La temperatura T'(z, z,t) la podemos expresar como

T(x,z,t) =Te(x,2) + 7(x, 2, t).
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T.(x, z) representa la variacién de la temperatura en el estado conductivo (cuando no
hay movimiento en el fluido) y 7(z, z,t) nos indica como se desvia la temperatura de su

comportamiento lineal.

Para este modelo, como ya se ha mencionado, la temperatura en las fronteras permanece
constante y la temperatura de conduccién solo depende de z, por tanto, en ausencia
de conveccién T'(z,z,t) = T.(z). Asi de la ecuacién de difusién (2.2) obtenemos que

V2T,(z) = 0 que al resolverla nos conduce a

To(2) =Ty — AT%, (2.3)

donde AT =T, —To y Ty = % La ecuacién (2.3) cumple con To(z = —2) =Ty y

T.(z = %) = Ts, por lo que la temperatura estd dada por

T(x,2,t) =Ty — AT% + (2, 1). (2.4)

Queremos derivar una ecuacién para la desviacién de la temperatura 7(z,z,t) en el
estado convectivo. Para esto sustituimos la ecuacién (2.4) en la ecuacién de difusién

térmica (2.2) teniendo por resultado

or AT
o +U-V1 — Vi = DrV2r. (2.5)

Esta es la ecuacion de evolucién para 7. Ahora volvemos a fijar nuestra atencién en la
ecuacién de Navier-Stokes (2.1). Primero observamos que la densidad del fluido p aparece
en varios términos de la ecuacién de Navier-Stokes. Esta densidad cambia debido al
gradiente de temperatura (la densidad decrece con el aumento de temperatura), por tal
motivo, necesitamos tomar en cuenta la variacién que ocurre. Hacemos esto escribiendo

la densidad del fluido en términos de una serie de potencias

@(T—To) T (2.6)

p(T) = po + T

T +T
donde Ty = % y po = p(To).
Introduciendo el coeficiente de expansién térmica que se define como:

1 0p

~ pdT
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y usando T'(z, z,t) — To = 7(x, 2,t) — AT de la ecuacién (2.4) en la ecuacién (2.6), la

densidad p(T') se escribe como:

p(T) = po = poa(r(w,2,t) — T AT).

Para determinar el orden de magnitud de la variacién que ocurre en la densidad provo-

cada por el aumento de la temperatura observamos que

T) —
a(r(x, z,t) — EAT) = [o(T) = po | |,
h Po
para un fluido o =~ 1073 0 10™%, por tanto
T) —
a(r(z, z,t) — EAT) = Lo(T) = o | < 1. (2.7)
h P0
Asi que se tiene que W < 1, es decir, la diferencia en las densidades es insig-

nificante y puede despreciarse en todos los términos excepto donde aparecen términos
multiplicados por g, la aceleracién de la gravedad. La gravedad es lo suficientemente
fuerte como para provocar diferencias notables en pequenas variaciones de la densidad,
por consiguiente, no podemos ignorar la variaciéon de la densidad en la fuerza externa.
Este es un argumento heuristico de la asi llamada aproximacion de Boussinesq, que es
ciertamente muy usada en dindmica de fluidos. Una argumentacion més formal pue-
de verse en el trabajo de Rajagopal et. al. [10]. Adicionalmente, lo que ha validado el
uso de esta aproximacién en la comunidad de cientificos dedicados al estudio de hidro-
dindmica, es su capacidad de prediccién cotejable con una amplia gama de resultados

experimentales.

Usando esta aproximacién y la ecuacién (2.4) en (2.1), la ecuacién de Navier-Stokes se

escribe como

—

a A
poa—z +po(0-V)T=—=Vp—po (1 —a (T (2,2,t) — AT%)) gk + povV3i.  (2.8)
Cuando el fluido se encuentra el estado conductivo, ¥ = 0y 7(z, 2,t) = 0 y, por ende, los

primeros tres términos del lado derecho de la ecuacién (2.8) deben sumar cero, es decir,

Op z
— —(T7 —15) = 0.
9z +pog+apogh( 1 2)

Entonces, introduciendo un gradiente de presion efectivo

. 22 (T —Ty) -
II = Vp+ pozgk + a,oo2(1h2)gk,
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el cual tiene la propiedad de hacerse cero cuando el fluido no estd en movimiento y

dividiendo por pg la ecuacién (2.8) obtenemos,

— 1 ~
g?+@WWU:—pVH+ad@&ﬂMHWV%- (2.9)
0

En esta aproximacién, la ecuacién de continuidad

ap o
2T V- (p?) =0 (2.10)

se reduce inmediatamente a V - ¥ = 0.

2.2. Variables adimensionales

El siguiente paso en la derivacion del modelo de Lorenz es expresar la ecuaciéon de
Navier-Stokes (2.9) y la ecuacién para la desviacién de la temperatura (2.5) en términos
de variables adimensionales con el fin de determinar la importancia de las combinaciones
de los parametros en el comportamiento del sistema. Con este fin, introducimos variables

adimensionales del tiempo, la distancia y la temperatura.

T

(Th —T»)

~ DT T
t="t, &=,
h? h

N>
I

3 T =

S

También introducimos una velocidad adimensional usando las variables sin dimensiones

de la distancia y del tiempo:

. ds d(hs) Drp-
’U:E:7h2 A:7h V.
pydt
De la misma manera expresamos el Laplaciano en términos de las nuevas variables

adimensionales:

, 02 0? ok 0? 1 oo
Ve = a9 + a9 ) + o\ 12
ox? = 0z d(hz?)  0(hz?) h

Haciendo uso de estas nuevas variables en las ecuaciones de Navier-Stokes (2.9) y mul-

tiplicando por % llegamos a
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_ iVHJrh—ga (T — Ty)7k + V20 (2.11)
v ot v vDr po yDy I ET ’ '

donde aparecen nimeros adimensionales como el niimero de Prandtl o y el nimero de

Rayleigh R.

El nimero de Prandtl nos da la razén de la viscosidad cinemética v y el coeficiente de

difusién térmica D,

14

Este nimero mide la capacidad que tiene un fluido de difundir el calor a través de

g

su movimiento comparada con la capacidad que tiene de transmitir el calor mediante
conduccioén. Si el nimero de Prandtl es bajo, indica que el calor se disipa mas rapido
por medio de la conduccidn, se dice que la conveccién es eficiente transfiriendo calor en

comparacién con la conduccién.

El ntimero de Rayleigh R mide el balance entre la tendencia a subir de un elemento de
fluido debido a la fuerza de flotacién asociada con la expansion térmica y la tendencia
a detenerse causada por la disipacion de energia debido a la viscocidad y a la difusién

térmica, y estd definido como:

n_ agh?
Z/DT

AT. (2.12)

Este ntimero se considera como una medida adimensional de la diferencia de temperatura
entre la placa inferior y la placa superior y en la mayoria de los experimentos de Rayleigh-

Bénard es tomado como pardmetro de control.

Por ltimo introducimos una variable sin dimensiones para la presién II.

h? ..
VIl = ——VIL
puDp
Finalmente usando las variables sin dimensiones en la ecuacién de difusién (2.5) se

obtiene

o1 - .
~+v-V7 -0, =VrT. 2.13
o TUVi—d T (2.13)

Reescribiendo la ecuacién (2.11) en términos del nimero de Rayleigh y el nimero de
Prandtl
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1 (ov
Sl 2.14
o <8t + (2.14)

De aqui en adelante omitiremos el simbolo circunflejo por simplicidad en la escritura,

S
S>
ST
N——
Il
|
<
=
+
=
X
_|_
<
<D

pero recordemos que todas las variables son sin dimensiones.

Usando la aproximacion de Boussinesq y el hecho de la bidimensionalidad, es posible
simplificar las ecuaciones de movimiento y ademds hacer innecesario el conocimiento de
la ecuacién de estado (para determinar la presién) que cerraria el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales que describen al sistema de Rayleigh-Bénard. En la siguiente sec-
cién introducimos la funcién de corriente que es una especie de potencial para el campo
de velocidades. Las ecuaciones de movimiento del sistema se reduciran a solo dos, una

para esta funcion de corriente y otra para la perturbacion de la temperatura 7.

2.3. La funcién de corriente

Como el fluido es bidimensional podemos encontrar una funcién que especifique la velo-
cidad del fluido en algun punto en particular (x, z). Para esto, introducimos la funcion
de corriente W(x,z,t). Una forma de definirla es de tal manera que la velocidad del

fluido esté dada por

L ov ov
v = (_827078x> y (215)

Si de algiin modo podemos encontrar a la funcién de corriente ¥, el campo de velocida-
des se obtiene a través de (2.15). Escribimos la ecuacién de difusién térmica (2.13) en

términos de U,

or ovor ovor o,
ot  0z0xr 0Oxdz Oxr ™

La ecuacién de Navier-Stokes (2.14) en términos de la funcién de corriente nos conduce

(2.16)

_ v+ rr+v(-2% 2%
0z ox
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La presién puede omitirse de las ecuaiones de movimiento tomando el rotacional de la

ecuacion anterior de modo que

1 [(0V2U 9 4 or
— N4 U) = VU — 2.1
a< BN >+J( , V ) \% +R8:L" (2.17)
donde ) )
J(m’vgm):@avw 87\118V\IJ

dr 0z 9z Ox

es fundamentalmente un paréntesis de Poisson. La ecuacién (2.17) junto con la (2.16)
constituyen las ecuaciones de movimiento en la aproximacién de Boussinesq para el
sistema de Rayleigh-Bénard. Estas dos ecuaciones contienen toda la informacién sobre
el flujo del sistema en el estado convectivo. Para resolverlas, es indispensable agregar las
condiciones de frontera. Eso lo haremos en la siguiente seccién. Para finalizar, queremos
puntualizar que, la ecuacién de continuidad V-# = 0 (para el caso bidimensional y con la
introduccién de la funcién de corriente ¥(x, z,t)) se satisface autométicamente, dejando

a (2.17) y (2.16) como las ecuaciones fundamentales de movimiento.

2.4. Condiciones de frontera

Las ecuaciones que describen la velocidad del fluido en cada punto son ecuaciones dife-
renciales parciales. Cuando éstas se integran, ciertas funciones o constantes arbitrarias
aparecen en la solucién y para evaluarlas necesitamos conocer informacion adicional
sobre el campo de velocidad y temperatura. Esta informacion extra se conoce como

condiciones de frontera.

Estaremos trabajando dos tipos de fronteras, libres y rigidas [11]. Una frontera libre es
la interfaz que existe entre dos fluidos, como por ejemplo, la superficie de un fluido en
contacto con la frontera de un gas (que puede ser la atmdsfera). Una frontera rigida,
como su nombre lo dice, es la interfaz entre un liquido y una superficie rigida. Estos dos
tipos de frontera son los que se usan cominmente para determinar el comportamiento

de los fluidos.

2.4.1. Condiciones en una superficie libre

Consideremos una interfaz fluido-gas. En estas fronteras la componente normal de la
velocidad del fluido es igual a la componente normal de la velocidad del gas sobre la
interfaz, esto debido a que se impone que no haya transferencia de masa a través de ésta.

El caso que tratamos aqui es para una interfaz que permanece estatica, es decir, v, = 0
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para el fluido sobre la superficie. Ademaés de esta condicidn, necesitamos considerar los
esfuerzos que actian sobre la interfaz, los cuales se representan mediante el tensor de
esfuerzos dado por [12]

Pij = —pdij + 2pei; — Njjerr,

donde u es el coeficiente de viscocidad del fluido y al coeficiente A se le llama segundo
coeficiente de viscocidad. Los fluidos que cumplen con esta relacién se denominan fluidos
newtonianos entre los cuales se encuentran la leche, el agua, la glicerina y algunos aceites
ligeros. Para estos fluidos los coeficiente u y A se pueden considerar constantes. egy se
entiende como e11 + €99 + e33; estas componentes diagonales corresponden a presiones o
tensiones mecanicas ejercidas sobre un punto en la direccién normal a la superficie, que

en este caso no existen. e;; es el tensor de velocidades de deformacién dado por

1 (0w Ou;
=9\ 0x; o)

Sobre una superficie libre no actian fuerzas tangenciales, por consiguiente las condiciones

que se deben satisfacer son:

Y de la definicién del tensor P tenemos

Py, =2pe;, =0,

Py, =2pey, =0,

se sigue que

en, = o V= _
0z ox
_ vy O

v =, y

Con la restriccién anterior y el hecho de que la velocidad en la direccién k se anula para

todo x y y sobre la frontera obtenemos,
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Ove _ Ovy _
0z 0z

sobre una superficie libre. De nuevo, de la ecuacién de continuidad se tiene que V-7 =0
en todo punto, en especial sobre la superficie, derivando esta propiedad con respecto a

z y combinando con la condicién anterior se cumple que

2
0v,
022

sobre una superficie libre.

2.4.2. Condiciones en una superficie rigida

Las condiciones para este tipo de fronteras se denominan de no deslizamiento, reciben
este nombre debido a que no existe deslizamiento del fluido sobre la frontera. Para
determinar las condiciones para este tipo de fronteras requerimos que la componente
normal de la velocidad del fluido sea la misma que la componente normal de la velocidad
de la superficie rigida y similarmente la componente tangencial de la velocidad de la
superficie rigida sea la misma que la componente tangencial de la velocidad del fluido,

es decir:

-7=V -7  sobre la superficie (2.18)

=
3
I
<i
31

“

en la ecuacién (2.18) @ denota la velocidad del fluido, V la velocidad de la frontera
rigida, 7 y T la direccién normal y tangencial de las velocidades. Como consecuencia de
las dos condiciones anteriores tenemos que ¥ = 17, en este caso estaremos trabajando

—

con fronteras rigidas cuya velocidad es V' = 0. Entonces tenemos que

vy = 0, vy =0, v, = 0.

Esta condicién debe cumplirse para todo x y y sobre una superficie rigida, ademés de la

ecuacion de continuidad obtenemos que V - ¥ = 0 sobre la superficie, es decir,
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Ovy  Ovy  Ov,
Ox + oy + 0z

=0,

teniendo en cuenta que v, = v, = 0 se sigue que:

ov,
0z

=0,

sobre la superficie rigida.



Capitulo 3

Modelo de Lorenz

En el capitulo anterior, indicamos cémo se obtienen las ecuaciones de movimiento en
la aproximacién de Boussinesq para el caso 2-dimensional, ademas se estudiaron las
condiciones de frontera que mdas comunmente se utilizan en sistemas hidrodinamicos.
En el estado conductivo no hay movimiento, de modo que v = 0 v la temperatura tiene
un comportamiento lineal en z. Las ecuaciones de movimiento son las que describen
la evolucién de las perturbaciones respecto al estado conductivo. Estas perturbaciones

(U(x, z,t) y 7(x, z,t)) evolucionan de acuerdo a

or  0VOr 9Vor 9V

oy il _ 7T 2
9 9s01r axos or VT

2.0\ _ w4 &
>+J(\I/,V V) = V' R

1 (OV2U
o < ot
Partiremos de estas ecuaciones para deducir el modelo de Lorenz. Por supuesto, también
deben especificarse las condiciones de frontera. Empezaremos con la fronteras libres en
la siguiente seccion. El resultado serd el conocido modelo de Lorenz clasico o tradicional
que aparece en varios libros de dindmica no lineal cuando se introduce el concepto de

caos.

3.1. Modelo de Lorenz con condiciones de frontera libres

Al intentar resolver las ecuaciones diferenciales que gobiernan el sistema nos enfrentamos
con un problema debido a la dificultad de las ecuaciones. Por la geometria del sistema

esperamos encontrar una solucién del la forma

18
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U(z,z,t) = Z exp“m ! (A, (1) cos Az + By (t) sin Amz) (G (t) cos Ay 4 Dy, (t) sin A, ).

El procedimiento usual es comenzar usando esta expansién en senos y cosenos en la
ecuacion original, lo cual dard lugar a un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales
ordinarias para las variables que dependen del tiempo. Para poder avanzar, aplicamos el
Procedimiento de Galerkin que consiste en reducir este conjunto infinito a un conjunto

finito de ecuaciones.

Las condiciones de frontera que debe satisfacer la ecuacién de la desviacién de la tempe-
ratura 7(z, z, t) son simples. Como esta funcién representa la variacién de la temperatura
de su comportamiento lineal y en las fronteras la temperatura se mantiene constante,

entonces:

1 1
T(Z=—§,t) =71(z= §,t) =0, (3.1)
para superfices libres, es decir
1 vy (x, 2z = :I:%,t) v, (z, 2 = :i:%,t)
vz (2, 2 9’ ) 02 922 (3.2)

El ansatz que usamos para este modelo es

U(z, z,t) = 1(t) cos(mz) sin(qx), (3.3)
7(x, 2, 1) = —2V2T (t) cos(mz) cos(qz) + V2Ts(t) sin(27z), (3.4)
el cual cumple con las condiciones de frontera (3.1) y (3.2).

La forma particular de la parte espacial de la funcién de corriente ¥ modela los rollos
convectivos en el umbral de la conveccién en el fluido. La forma de la funcion de la
desviacion de temperatura tiene dos partes. 71 nos da la diferencia de temperatura
entre las partes en movimiento ascendente y descendente de una celda convectiva. Th
nos da la desviacion de la variacion lineal de la temperatura en el centro de una celda
convectiva como una funciéon de la posiciéon vertical z. Lo que hasta el momento se
desconoce es como evolucionan v (t), T1(t) y Ta2(t). Las ecuaciones que describen su

evolucién constituyen basicamente el modelo de Lorenz.
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Para llegar a la forma final de las ecuaciones de Lorenz sustituimos la forma asumida
para la funcién de corriente y la desviacién de la temperatura en la ecuacion de Navier-
Stokes (2.17) y en la ecuacién de difusién (3.1), proyectando las ecuaciones resultantes

sobre los tres modos del ansatz

cos(mz) sin(qz),
cos(7mz) cos(qz),

sin(27z),

-
< fg >:/ d:v/ dzfg,
0 —

1
2

con el producto escalar

donde A representa la longitud de onda a lo largo del eje z, obtenemos el siguiente

sistema de ecuaciones

oqR

1/'1 = mTl(t) —0(q2 +772)1/’(t)
Ty = qu(t) — (7 + PA)Ti(t) — mqb(t) Ta(t),
Ty = %%(tm —4TTy(t).

Para llegar a la forma normal de las ecuaciones de Lorenz hacemos un sencillo cambio
de variables. Primero, cambiamos una vez mas la variable del tiempo introduciendo una

nueva variable ¢ = (72 + ¢?)t por lo que el sistema anterior queda

2v/2q

W) = ol i) = u()

L) = gy apt OB+ o SV -TiE)  65)
ol m ' ' 47 /

L) = o gp W) = S Tal),
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Por dltimo, haciendo el cambio de variable

/ . L qm ’
X(t) - \/§(W2+q2)2w( )7
Y() = 27727;7: g (), (3.6)

donde r es llamado nimero de Rayleigh reducido
= ———=R. 3.7
T @) D
Introduciendo un nuevo parametro b que se define como

472

b= ——
q2_|_7-[-2

(3.8)

y finalmente, derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (3.6) y sustituyendo en

las ecuaciones (3.5) obtenemos la forma final de las ecuaciones de Lorenz:

X = o -X),
rX —-XZ-Y, (3.9)
7 = XY —bZ.

~.
Il

En la siguiente seccion realizaremos el analisis de estabilidad lineal de los puntos fijos
de este modelo. Utilizaremos como guia, la teoria de estabilidad lineal bosquejada en el

apéndice B.

3.2. Analisis de estabilidad lineal del modelo de Lorenz

Mediante el andlisis de estabilidad lineal del estado conductivo determinaremos los va-
lores de las constantes ¢, b y el valor critico de R para el cual el sistema deja de ser
estable y comienza la conveccién. En el estado conductivo, no hay movimiento del fluido
y la temperatura presenta un comportamiento lineal, como ya hemos mencionado antes.
Por tal motivo, la funcién de corriente ¥(z, z,t) y la funcién de la desviacién de tem-
peratura 7(x, z,t) se anulan, esto nos lleva a X =Y = Z = 0 en el modelo de Lorenz
para el estado conductivo, el cual seria un punto fijo del sistema. Ahora sean z,y y z los

valores que representan a X,Y, Z cerca de este punto fijo. Si eliminamos los términos
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cuadraticos del modelo de Lorenz, la dinamica el fluido cerca del punto fijo esta bien

representada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

z = o(x—y),
j = ra-y,
z = —bz.

Como el pardmetro b es positivo, entonces z(t) decae exponencialmente. Por tanto, para
hacer el andlisis de estabilidad lineal necesitamos considerar solamente las ecuaciones x

v y, que siguen acopladas. La matriz que representa al sistema es

donde:

Tr) = —(c+1)<0,
Det] = o(1—r).

De acuerdo con el andlisis de estabilidad lineal (ver apéndice B), inferimos que el punto
fijo del estado conductivo es estable para r < 1 y se vuelve inestable cuando r > 1, por
esto, el niimero reducido de Rayleigh que marca el umbral del inicio de la conveccién es

r = 1. Usando este valor en (3.7) llegamos a

(q2 + 7T2)3
q2

La gréfica de la dependencia que tiene R con el vector de onda g se muestra en la fig.

R= (3.10)

3.1. La pregunta natural a contestar es: ; Cudl es el niimero de onda ¢ que utilizaremos?

Debemos recordar que R es el pardmetro experimental que es proporcional a la diferencia
de temperaturas AT. Una vez elegido el fluido experimental y la altura h del contenedor,
lo que el experimentalista puede variar es solamente el ntimero de Rayleigh. En un
experimento se comienza a variar la diferencias de temperatura desde cero y poco a
poco se va aumentando, observando si el sistema permanece en reposo o si pequenos
movimientos eventualmente mueren (es decir se observa si el sistema es estable dado un
valor de R). Eventualmente se llegard a un valor de R tal que la conveccién inicia y no se

detiene, éste sera el nimero de Rayleigh critico R, que senala el inicio de la conveccién.



Capitulo 3. Modelo de Lorenz 23

1300

1200

1100

1000

R(a)

900

800

700

600 1 1 1 1 1 J
1

Figura 3.1: Grafica del nimero de Rayleigh como funcién de ¢, con condiciones de
frontera de libre deslizamiento.

En la gréfica (3.1), este valor critico serd el minimo de la funcién R. = R(q.). Para

determinar analiticamente el valor correspondiente de ¢, resolvemos

d(R(q))

=0
dq ’

de donde obtenemos ¢, = % Usando este valor en la ec. (3.10) llegamos a que R, = #.
El valor del pardmetro b se obtiene sustituyendo ¢, = % en la ec. (3.8) de esta manera
b = %. Este es el valor més usado en la mayoria de los experimentos del modelo de

Lorenz.

3.3. Algunas propiedades del modelo de Lorenz

En esta seccién presentamos algunas de las propiedades que tiene el modelo de Lorenz
las cuales nos llevan a entender mas el comportamiento del mismo. Recordemos que el

sistema de Lorenz estd dado por
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X = oY -X)=F
rX —XZ-Y =F, (3.11)
Z = XY —bZ=F;.

~.
I

s No linealidad: El Modelo de Lorenz es un sistema dindmico no lineal auténomo

(independiente del tiempo).

» Simetria: El modelo de Lorenz es simétrico bajo la transformacion (z,y) —
(—x, —y), es decir, si hacemos el cambio de variable (x,y) por (—z,—y) en las
equaciones (6.14) el sistema permanece inalterado. De modo que si (x(t), y(t), z(t))

es una solucion, también lo serd (—x(t), —y(t), z(t)).

» Contraccién del volumen: El sistema de Lorenz (6.14) es disipativo: los volu-
menes en el espacio fase se contraen bajo el flujo. Si comenzamos con un conjunto
(un volumen) de condiciones iniciales y dejamos evolucionar las trayectorias, éstas
se van a un atractor, contrayendo asi este volumen en el espacio fase. Este resul-
tado no es otra cosa sino el bien conocido teorema de Liouville que se estudia en
los cursos de mecénica clasica. Si se tiene un sistema dindmico de dimension n,
7= ﬁ(z, t) que cumple con V - F= 0, entonces dado un volumen V en el espacio
fase que evoluciona de acuerdo a este sistema dindmico, este permanece constante,
esdecir V=0.Si V- F < 0,el volumen decrece, si es positivo, crece (vea por
ejemplo [13]). De modo que para ver si el modelo de Lorenz es disipativo se calcula
V- ﬁ, con F = (Fy, Fy, F3), donde obtenemos que

oF;, 0F, O0OF3

V-E=5xTay Taz

=—(c+b+1)<0. (3.12)

Con esta propiedad vemos que es imposible tener puntos fijos inestables o ciclos
limites inestables en el sistema de Lorenz; es decir, no existen trayectorias que se

vayan a infinito, todas estdn acotadas.

= No existen soluciones cuasi-peridédicas. A groso modo cuasi-periédico se re-
fiere al movimiento que es parecido cada cierto periodo de tiempo, pero nunca se
repite exactamente. Si hubiera soluciones de este tipo entonces no existiria con-
traccién del volumen en el espacio fase, lo que contradice el hecho de que el sistema

es disipativo.

» Punto fijos. Cuando r < 1 existe un punto fijo, este punto es el origen: (X,Y, Z) =

(0,0,0) que respresenta al estado conductivo y éste es estable. De hecho, cualquier
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trayectoria tiende al origen cuando ¢ — 0o, esto es, el origen para r < 1 es global-
mente estable. La demostracién de este hecho puede verse en el libro de Strogatz

[14] y se da por la via de la construccién explicita de una funcién de Lyapunov.

Para r > 1, el origen es un punto silla pues el determinante de la matriz J es
negativo; en otras palabras, Z(t) — 0 mientras que el movimiento en X y Y es

una silla. Esto se muestra en el apéndice B.

Cuando r > 1, ademas del origen existen otros dos puntos fijos los cuales son
X=Y=4b(r—1), Z=r—1, denotados por Lorenz como C} y C_.

15

F1GURA 3.2: Se muestra la trayectoria del modelo de Lorenz en el plano X — Z para
los valores o = 10, b = 8/3, r = 10 < rg = 24.74 la trayectoria tiende a C, esto es,
tiende a x = /b(r — 1), z = r — 1. La condicién inicial es (0, 1,0).

El movimiento cerca de C'y y C_ es estable cuando [15]

l<r<ryg= (3.13)

asumiendo que o —b—1 > 0. Esto se ilustra en la figura 3.2. Para r > rg, los puntos
fijos C+ y C_ son inestables, las trayectorias viajan a un atractor distante (pero
ciertamente, no al infinito, como ya mencionamos). En la figura 3.3 se muestra el
comportamiento de y(t) para r = 28 > rg = 24.74 con la condicién inicial (0, 1,0).
Se observa un movimiento irregular de oscilacién que persiste ain para t muy
grandes. El movimiento es aperiédico. Si se visualiza la trayectoria en el espacio

fase (vea la figura 3.4), aparece una hermosa estructura como de un patrén de
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mariposa. Las trayectorias parecen cruzarse cuando se grafican en 2-D, pero eso

es solo apariencia, en realidad en 3-D no se cruzan.

30

20 b

10

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

FIGURA 3.3: Se muestra la gréfica y(t) del modelo de Lorenz para los valores o = 10,
b =28/3, r =28 > ryg = 24.74 Se observa un movimiento de oscilacién irregular,
aperiodico. La condicién inicial es (0,1, 0).

Aunque se ha mencionado la palabra caos, es menester mencionar que no existe una
definicién universalmente aceptada de caos, en el articulo de R. Brown y L. Chua [16],
puede leerse una discusion de las diversas definiciones formales de caos. La conclusion
general de estos autores es que “pareciera que por cada definicién de caos, puede haber
siempre un sistema claramente cadtico que no se ajusta a tal definién”. No obstante, si

hay una nocién de caos en la que hay un buen grado de concordancia, la cual es:

Caos es un comportamiento aperiodico en un sistema deterministico con alta sensibilidad

a las condiciones iniciales.

Hemos ya ilustrado lo que se entiende por movimiento irregular o aperiédico y discutido
el significado de sensibilidad a las condiciones iniciales. Por deterministico, nos referi-
mos a un sistema que no tiene términos aleatorios o de ruido. La irregularidad de su

comportamiento proviene de la nolinealidad del sistema.

Para terminar esta seccion, debemos mencionar que en la nocién de atractor también
hay desacuerdos (ver por ejemplo Guckemheimer et. al [17]). Tanto los puntos fijos como
los ciclos limite estables son ejemplos de atractores, pero estos no constituyen todos los

atractores. A groso modo, diremos que un atractor es un conjunto al cual todas las
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F1GURA 3.4: Se muestra la trayectoria del modelo de Lorenz en el plano X — Z para
los valores o = 10, b =8/3, r = 28 > ry = 24.74 La condicién inicial es (0, 1,0).

trayectorias vecinas o cercanas, convergen. Agregando mas precisién diremos que (ver
ref. [17]), un atractor es un conjunto A cerrado que i) es invariante, es decir, cualquier
trayectoria que inicia en A permanece en A siempre, ii) atrae a un conjunto abierto de
condiciones iniciales y iii) es minimal, es decir, no existe un subconjunto propio de A

que satisfaga las condiciones anteriores.

La condicién (ii) podria ponerse en otras palabras: Hay un conjunto abierto U que
contiene a A tal que si un punto inicial de una trayectoria Z(0) pertenece a U, entonces
la distancia de Z(t) a A, se aproxima a cero para t — 00, esto es, A atrae a todas las
trayectorias que inician cerca de él. El conjunto U mas grande que cumple esto se llama

valle o cuenca de atraccion.

3.4. Mapeo de Lorenz

, . . . . L ctrad
Lorenz encontré una manera ingeniosa de estudiar la dindmica de un atractor extrano
que aparecen en su modelo. El observé que la trayectoria del atractor extranio (ver fig.
(3.5)), permanece en el eje y positivo solo hasta exceder una distancia critica del centro
de la “espiral” que se forma, después pasa al eje y negativo y nuevamente permanece
girando ahi hasta que la trayectoria se aleja cierta distancia del centro de la “espiral”

que forma la trayectoria en ese lado del eje y pasa nuevamente al eje y positivo.
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Figura 3.5: Grafica de Y vs Z como funcién del tiempo para el Modelo de Lorenz,
conr =28, 0=10,b= %, la trayectoria comienza en el punto X =0, Y =1y Z =0.

Lorenz se enfoco en los maximos locales de Z,,, estos puntos nos dicen en que momento
la trayectoria que estaba girando en el eje positivo comienza a cambiar al eje negativo o

visceversa. (Fig. 3.6)
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FIGURA 3.6: Grafica de Z como funcién del tiempo para el Modelo de Lorenz, con

r=280=10,b= %, la trayectoria comienza en el punto X =0, Y =1y Z =0.

y su idea fue que los Z,, deben predecir los Z,, 1. Para comprobar esto resolvié numéri-

camente las ecuaciones de Lorenz, selecciond los maximos Z,, y graficé Z, vs Z,+1, la
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grafica se muestra a continuacion.
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Ficura 3.7: Mapeo de Lorenz. Los pardmetros utilizados son los mismos que usé Lo-
renz para el andlisis de su modelo (o = 10, b=8/3 y r = 28).

Podemos observar que la gréfica de la fig. (3.7) es casi continua. De esta idea Lorenz
pudo extraer orden del caos, esta funcién, f(Z,,) = Z,+1, es llamada El mapeo de Lorenz,
gracias a este mapeo dado Zy podemos calcular Z; = f(Zy). La grafica no representa
una funcién bien definida (estrictamente hablando), debido a las discontinuidades que
presenta, aun asi podemos tratarla como una curva, teniendo en cuenta que el analisis

es plausible pero no riguroso.

Se podria pensar que el atractor de Lorenz no es mas que un ciclo limite estable y que
eventualmente las trayectorias caen en un comportamiento periédico que no podemos

ver porque no se ha integrado lo suficiente. ; Cémo podriamos probar lo contrario?

Gracias a su mapeo, Lorenz pudo dar un contra-argumento plausible de que en efecto,
se trata de un atractor y no de un ciclo limite estable para los valores de los parametros

que ¢l estudié. Este argumento se basa en que la grafica de la fig. (3.7) satisface:

[f'(2)] > 1, (3.14)
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en cualquier punto, por lo cual implica que si existiera algin ciclo limite entonces seria

inestable.

Para ver porque, analizamos los puntos fijos del mapeo f, estos son los puntos Z* que
satisfacen f(Z*) = Z*, y para este mapeo tendriamos 7, = Z,11 = Zp42 = .... La fig.
(3.7) muestra que solo existe un punto fijo y es donde la diagonal de 45° intersecta la

grafica, este punto representa una érbita cerrada.

Para probar que esta 6rbita es inestable consideramos una ligera perturbacién 7, alre-
dedor de Z*, la nueva trayectoria tiene a Z,, = Z* 4+ n,. Expandiendo f(Z,) en series

de Taylor alrededor de Z* obtenemos:

f(Zn) = F(Z" +m) = [(Z°)+ [(Z) 20—~ Z) +9(Z5) (3.15)
= HZ)+f(Z)m
= 7"+ f/(Z*)nn-
Por otra parte, el mapeo de Lorenz esta dado por Z,11 = f(Z,), entonces haciendo

Zn+1 = Z* + Ny llegamos a que 141 = f(Z)n,. Ahora usando la propiedad (3.14)

obtenemos:

Mn+1 > Tin, (316)

por tanto, la desviacién 7, crece con cada iteracién y entonces la érbita cerrada original

es inestable.

Generalizando este argumento puede mostrarse que todas las érbitas cerradas son ines-

tables.

En la siguiente seccion derivaremos el modelo de Lorenz para el caso de fronteras rigidas.

La forma estructural de las ecuaciones no cambia, pero si se ven afectados los parametros.

3.5. Modelo de Lorenz con condiciones de frontera rigidas

Para un fluido colocado entre dos paredes rigidas las condiciones de frontera que se

cumplen son las de no deslizamiento
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enz = i% como habiamos visto anteriormente, mientras que para la temperatura, ésta se
mantiene constante en la placa inferior y en la placa superior, entonces T'(z = —d/2) = T}
y T(z=d/2) =Tb.

Nuevamente deseamos encontrar una funcién de corriente ¥(x, z,t) que especifique la
velocidad del fluido en algun punto (z,y). En muchos problemas de hidrodindmica es
conveniente poder expandir la velocidad en términos de un conjunto completo de fun-
ciones ortogonales. En este caso las expansiones usuales en términos de funciones tri-
gonométricas no son ttiles, debido a que no solo la componente normal de la velocidad
debe desaparecer en la frontera, también su primera derivada y la componente horizontal
desaparecen. Para que la velocidad ¢ y su primera derivada con respecto a z se anulen
en la frontera utilizaremos las funciones de Chandrasekhar. Estas funciones son poco

conocidas, lo basico de estas funciones se revisa en el apéndice C.

Las funciones explicitamente son:

Conl2) = cosh A\, 2z _cos Am 2 (3.17)
" cosh %)\m cos%)\m ’

sinh p,,z  sin g,z
Sm(z) = = h’fm - = ﬁ‘m : (3.18)
sinh S, sin 5,

. 1 : .
Estas funciones son ortogonales y se anulan en z = :l:i. Para que sus primeras derivadas
desaparezcan en la frontera se requiere que A, y i, sean las raices de las ecuaciones

caracteristicas

1 1
tanh 5)\ + tan 5)\ =0

thlptcot L =0
CO — cot — = U.
ol ol

Dadas las propiedades de esta funciones, para el tipo de fronteras con las que estamos

lideando, el ansatz que vamos a utilizar es

Uz, 2 ) — j¢(t) sin(g2)C1 (M2), (3.19)

(2, 2,t) = 2V2T1(t) cos(mz) cos(qx) — V/2Th(t) sin(2nz), (3.20)

aqui

cosh \jx COS A\ T
Ci(M\z2) = ( ! L >

cosh1/2)\;  cos1/2X
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el autovalor A\; = 4.73004, el cual cumple con %“; = gj@q; = 0.

Para llegar a la forma final de las ecuaciones, sustituimos la forma asumida para la
funcién de corriente (3.19) y la desviacién de la temperatura (3.20) en la ecuacién de
Navier-Stokes (2.17) y la ecuacién de difusién (2.16) y las proyectamos sobre los tres

modos del ansatz

sin(qx)Cy(A12) (3.21a)
cos(mz) cos(qx) (3.21Db)
sin(27z) (3.21c)

con el producto escalar
1z
< fg >:/ dw/ fogdz.
A 0 _%

Proyectando la ecuacién para la funcién de corriente (3.19) sobre el primer modo del
Ansatz (3.21a)[18]

A > 1.0
/0 dx /_ (sin(g)Cr ()~ (£ V0 + (¥, VW) dz

:/ daz/l + V))dz,

e igualando los coeficientes obtenemos

N

(q;a4)¢ Rov/2qa,Th (1) - %(Xll —2a1¢” + ¢ )¥(1). (3.22)

De la misma forma proyectamos 7(x, z,t) sobre los modos (3.21b) y (3.21c) para obtener

las ecuaciones correspondientes a la variacion de la temperatura

¢1§T5“> - —\g<q2+w2m<t>+a2w<t>+2ﬁa1m<t>w<t>, (3.23)
! To(t) = —4V2marTi(t)(t) — 272V/2Th(t), (3.24)

donde a; = 0.406, as = 0.697, a3 = ‘;—;, as = —12.303.

Por tltimo, realizamos el siguiente cambio de variable para llevar el sistema de ecuaciones

a la forma del modelo de Lorenz
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4\ 2ray

X)) = S,
Y(t) = 4mwagrTi(t), (3.25)
Z(t) = —2mv2asts(t)
donde R
r:m (3.26)

es el nimero reducido de Rayleigh (R) sobre el valor en el limite de estabilidad

(¢* + 7%)(¢* — 2¢%as + \})
2q%a?

Rsb(‘])

del modelo.
Las ecuaciones obtenidas para este modelo son:
X = (Y -X)

Y = Y+ X(r—2)
772 = XY -bZ. (3.27)

El modelo tiene la misma estructura que el Modelo de Lorenz para superficies libres,

pero los parametros y las variables son ligeramente diferentes.

Los parametros son

1 b— 42 N @? — 2q2as\} R
= 55—, = 47T, o= o r= .
¢+ (¢* +72)(¢? — aa) i

3.6. Analisis de estabilidad para condiciones de frontera

rigidas

Para determinar el valor critico R. para el cual comienza la conveccion, seguimos el
mismo procedimiento que realizamos en el Modelo de Lorenz para superficies libres.
Realizando el analisis de estabilidad lineal cuando X =Y = Z = (, obtenemos que el
valor de r para el cual el sistema pasa del estado conductivo al estado convectivo es
r = 1. Usando este valor en (3.26) obtenemos que R.(q) = Rg,(q). La variaciéon de R

con respecto a ¢ se muestra en la figura (3.8).

Para determinar el valor critico del niimero de Rayleigh (R.), en un sistema con super-

ficies rigidas, para el cual el sistema pasa de ser estable a inestable resolvemos
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Figura 3.8: Numero de Rayleigh como funcién de q.

dRsb(Q) _
dq
y obtenemos que g, = 3.0975 y por ende el niimero critico de Rayleigh es Rc = 1730.24,
por lo que, 7 = 0.05138, b = 2.0285 y ¢ = 1.750840.




Capitulo 4

Modelo tipo Lorenz con un

angulo de inclinacién

Una variacién del sistema Rayleigh-Bénard, que recientemente ha despertado especial
interés en la investigacién de formacién de patrones, es el sistema Rayleigh-Bénard
inclinado: Dos placas paralelas separadas por una distancia h, con una temperatura 13
en la parte inferior y una temperatura 75 en la parte superior, 77 > 715, que se encuentran
inclinadas a un angulo v con respecto a la horizontal y el eje x lo colocamos paralelo a

las placas como se muetra en la fig. (4.1).

Esta variacién del sistema Rayleigh-Bénard puede servir como modelo para sistemas
formadores de patrones anisotrépicos tales como la conveccién de cristal liquido [19], ya
que los cristales liquidos son materiales constituidos por moléculas organicas altamente
anisotrépicas en una fase que refleja esta anisotropfa (un material es anisotrépico si sus
propiedades, tales como la temperatura, la velocidad, etc. son diferentes al modificar la
direccién en que son analizadas). Ademads, la conveccién en el sistema inclinado puede
estar relacionada con las inestabilidades de flujo de cizallamiento impulsadas como se

observa en la formacién de nubes calle (rollos convectivos horizontales) [20].

Una de las investigaciones més recientes fue realizada por Karen E. Daniels [21] en cuyo
trabajo, se enfocé en los patrones de rayas observadas, por ejemplo, en los patrones
cambiantes de las dunas de arena en formaciones de nubes calle y en muchos sistemas

bioldgicos.

En la primera seccién de este capitulo derivaremos las ecuaciones de movimiento para
este tipo de conveccién con el contenedor inclinado, siguiendo los trabajos ya publicados
de E. Daniels [21]. Aunque aqui nos restringiremos al caso 2-dimensional para efectos

de derivar un modelo tipo Lorenz.

35
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FigurA 4.1: Diagrama del sistema de Rayleigh-Bénard inclinado a un dngulo v con
respecto a la horizontal.

4.1. Ecuaciones de movimiento para el caso inclinado

Para determinar el comportamiento del fluido seguimos el procedimiento que realizamos
en el capitulo (3) donde comenzamos con la ecuacién de Navier-Stokes para un fluido
incompresible (2.1) y la ecuacién de difusién térmica (2.3), que son las que gobiernan el
movimiento del fluido y el comportamiento de la temperatura. La temperatura nueva-
mente la expresamos como la temperatura en el estado conductivo més la contribucién

de la temperatura en el estado convectivo, T'(z, z,t) = Te(z) + 7(x, 2, ).

En el estado conductivo, existe una velocidad del fluido que depende solamente de z
y se mueve en la direccién = dnicamente, es decir ¥(x, z,t) = v(2)i, en este estado, la
temperatura sélo depende de z y de la ecuacién de difusién (2.2) podemos observar que
al igual que en el Modelo de Lorenz tradicional. En este modelo tambien se cumple
que V2T, = 0, con T,(z = —3) = Ty y Te(z = §) = Tb, por tanto, T.(z) presenta un

comportamiento lineal dado por

Ty + 11

Tu(z) = (Ts — Tl)% +2

(4.1)

Ahora usando la aproximacion de Boussinesq en la ecuacion de Navier-Stokes, ésta toma

la forma
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ov . 1 . 9,
E—F(U-V)'I}: —p—Vp—i—(l—a(T—To))g—i-l/V v, (4.2)
0
que debido a la inclinacién de las placas la gravedad g esta dada por:
(4.3)

G = —g(sin~i + cos 'yl%)

Usando las ecuaciones (4.1) y (4.3) en la ecuacién de Navier-Stokes (4.2), ésta toma la

forma
ov R R 1 z . o 2 25
T +(0- V)T = —p—Vp —g(1 —a(r(x, 2z,t) — (11 — Tg)ﬁ))(SIH’WJ + cosvk) + vV=T,
0
que podemos reescribir como
ov N N z . A » 2
T + (- V)¥ = =VII + ga(1(z, 2,t) — (T — Tg)ﬁ)(sm vi + cosvk) +vV4U,  (4.4)

con IT = piop + g(sinyi + cos k).
Quitando dimensiones a la ecuacién anterior y siguiendo la convencién estandar como

hicimos en la seccién (2.2), obtenemos

1 (07 S A n 5 - Ao o
= ((;t’ + ( ) a) — VT + R(# — 2)(sinvi + cosvk) + V25, (4.5)
o
con X
agh
R= T —T
Dy (T — T»),
mientras que la ecuacion de difusiéon permanece igual
(4.6)

9r . . X
T+ 5-VE—0, = VT

Introduciendo nuevamente una funcién escalar ¥(z, z,t) que represente la velocidad del
9% vy tomando el rotacional de la ecuacién (4.5)

fluido en cada punto con ¥ = (—%—‘5, 0, 5
9 . . . .
&va—i—Vx[(v-V)v]:—VxVH
+ RV x (7(z, 2,t) — 2)(isin~y + cosvk) + vV2(V x 7),
obtenemos
or

2
14
v + J(¥, V2¥) = vV + R(siny(1 — 8z) + cos*y%).

ot
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2 2
donde J(¥, V2¥) = (%’32;1/ _ %%/8%36\11)'

Escribiendo la ecuacién de difusién en términos de la funcién de corriente

Or _0¥or 0¥or 0¥ oy
ot 0201  oro: oz

4.2. Obtencion de la funcion de corriente

La funcién de corriente para este modelo la escribimos como una funciéon ¥y que re-
presenta el movimiento del fluido en el estado conductivo y una funcién ¥y (x, z,t) que

describa el movimiento del fluido en el estado convectivo
U(x,z,t) =W+ Vy(z,2,1), (4.9)

para obtener la funcién de corriente en el estado conductivo ¥y usamos el hecho de
que 7(z,2,t) = 0 en este estado, de la ecuacién (4.8) obtenemos %—‘i’ = 0, es decir,
W(xz,2,t) = Uy(z), esto implica que ¥(z, z) = v(z)i como lo habfamos mencionado en la

seccién anterior. Usando esto en la ecuacién (4.7) se tiene que

VAW, = —Rsinny. (4.10)
La funcién de corriente Wo(z) se relaciona con la velocidad mediante vo(z)i = —%—‘5%,

entonces si escribimos la ecuacién (4.10) en términos de la velocidad obtenemos

Do (2)
023

al resolver esta ecuacién para las dos condiciones de frontera que venimos trabajando

= Rsin~. (4.11)

obtenemos un perfil cubico para la velocidad en el estado conductivo, las ecuaciones
se muestran mas adelante, este perfil es originado por la componente de la gravedad
paralela a las placas, la cual provoca que el flujo del fluido sea hacia arriba en la placa

inferior y hacia abajo en la placa superior.

4.3. Modelo de Lorenz para superficies libres

Para determinar el perfil de velocidades de un fluido colocado entre superficies libres

resolvemos la ecuacién(4.11), con las condiciones de frontera de deslizamiento libre
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vy 9%v, 1
8220, v, =0 Y WZO en Z:ii’

las cuales describimos en la seccién (2.4), para esto, consideramos la funcién de corriente
U(z, z,t) como la suma de la velocidad en el estado conductivo ¥y(z) més la velocidad

en el estado convectivo Wi (x, z,t), es decir,

U(z,z,t) = Vo(2) + Vi(x, 2, t). (4.12)

Resolviendo la ecuacién (4.11) con las condiciones de frontera para superficies libres

obtenemos la velocidad en el estado conductivo vy(z) para este sistema

1,22 2
= Rsiny- (5 — 4.1
el perfil de velocidad se muestra en la figura (4.2). Escribiendo (4.13) en términos de la

funcién de corriente

La funcién de corriente que usamos para representar la velocidad en el estado convectivo

es

Uy (x,z,t) = —1(t) cos(mz) sin(qz),

la cual cumple con las condiciones de frontera para superficies libres. Ahora para poder
representar la funcién de corriente ¥(z, z,t) en términos de senos y cosenos realizamos

una expansion en series de Fourier de la funcién Wy (z), asi la expresamos como

Uy (z) = ARsin~ycos(mz)

4 _ 2_ .
donde A = W. Usando estas expresiones en U(z, z,t), nuestro ansatz queda

de la siguiente manera

U(z,z,t) = ARsinycos(mz) — 1(t) cos(mz) sin(qz) 4.14)
7(x, 2, t) = —2v/2T (t) cos(mz) cos(qz) + V2Ts(t) sin(272), (4.15)

—



Capitulo 4. Modelo de Lorenz para el sistema de Rayleigh-Bénard con un dngulo de
inclinacion 40

0.6 - T .

0.4 1

0.2 i

of o ]
x S —
> ——

-0.2F b
—

—04F -

—
-0.6 1

.8 1 1 1 1
-02 -015 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

x

FIGURA 4.2: Perfil de velocidades para un fluido que se encuentra entre dos placas que
estan inclinadas a un angulo 7 con respecto a la horizontal

este ansatz satisface 7(x, z,t) =0 en z = :I:% como lo establece nuestro modelo.

Para llevar estas ecuaciones a la forma que tiene el modelo de Lorenz sustituimos la forma
asumida por la funcién de corriente y la funcién de la temperatura en las ecuacion de

Navier-Stokes (4.7) y la proyectamos sobre la base de nuestro ansatz

cos(7z) sin(qz),
cos(mz) cos(qz),

sin(27z),

<fg>=/0A/_édeg,

1
2

con el producto escalar
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obteniendo
1 (n2 2 ) 2, 2\2
= M(—%q +8in(20)) 0 (t) = M(—Q)\q + sin(20)) ¥ (t)
o 8q 8q
—44/2 -1
— Rsinvy (=1 + cos(Aq))T2(t) + Rcosy(—=)(—2Aq + sin(2\q))T1 (t)(4.16)

2v2

Ahora sustituimos nuestro ansatz en la ecuacién de difusién (4.8) y proyectamos sobre

la base de éste, de donde se tiene que

—2\}%(%(;  sin(22q)) T3 (¢) — 4\1/5(2)@ + sin(22¢))Ta(£)b (1)
7T2 2
_ 2\23(2@ + sin(2Aq))Th(t) — é(Q)\q +sin(27q))e(t)  (4.17)
A (t) + 0.016 Rsin sin%ﬁ)T (t) — A4 (t)(t) = —2V2Ar?Ta(t).  (4.18)
/2 2 . Y 5 )41 /2 1 2(1). .

Simplificando las ecuaciones (4.16)-(4.18) el sistema resultante es

00 = oG ) (i)
Ti(0) = S 500 = (P + AT - G000

To(t) = mqTi(t)y(t) — 4mTo(1),

donde hemos eliminado los términos que contienen (—1+ cos(mq)) debido a que no estén

dentro del ansatz.

Por 1ltimo para llevar estas ecuaciones a la forma normal del modelo de Lorenz hacemos
t' = (7% + ¢*)t en el sistema anterior y realizamos nuevamente el cambio de variable
indicado en (3.5)

/ o L qm ’
X(0) = Zryapt)
Y(t) = 2W2qu2T1(t'),
2y = 2 ),
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pero en este caso r lo definimos como

2

q
s Rcosn, (4.19)

T @+

entonces el modelo obtenido es

X = o - X),
Y = rX-XZ-Y, (4.20)
Z = XY -bZ.

El tnico parametro que cambia es r, los demdas permanecen iguales a los del modelo
normal de Lorenz (3.9), el cual obtenemos a partir de estas ecuaciones cuando el angulo

de inclinacion se hace cero.

4.4. Analisis de estabilidad lineal

El sistema pasa de ser estable a inestable cuando r = 1, usando este valor en la ecuacién

(4.19) el nimero critico de Rayleigh esta dado por

2 4 ~2)3
qQ+m
R(g) =T
q* cosy
la dependencia de R con ¢ se muestra en la figura (4.3).

El valor critico g. para el cual el sistema pasa del estado conductivo al estado convectivo
es q. = % y el valor critico del nimero de Rayleigh que marca el inicio de la conveccién

_ 27nt
es R = Tcosy

4.5. Modelo de Lorenz para superficies rigidas

Para obtener la velocidad en el estado conductivo de un fluido con condiciones de frontera

sin deslizamiento, resolvemos la ecuacién (4.10) con v, = 0 en (z = £3) y obtenemos

Rsinvy
6

(23— = 2).

ve(2) = 1

El perfil de velocidad se muestra en la figura (4.4).
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FIGURA 4.3: Grificade Rvsqparay=7n/4dy~vy=7/3

Escribimos v,(z) en términos de Wq(z)

de donde obtenemos
ARsinvy c
=—F—0(6

Wo(z) 24

(A12),

con A = 0.012092. Entonces, la funcién de corriente (4.9) para este modelo es de la

forma
ARsiny

U(x,z,t) = 54

C1(nz) + zw) sin(az)Ch (M1 2).
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FiGUrA 4.4: Perfil de velocidades para un fluido colocado entre dos superficies rigidas

La ecuacién para la desviacién de la temperatura no cambia, por tanto nuestro anzats

es
Rsin~y 2 .
U(z,z,t) = o ACi(M\12) + Eib(t) sin(az)C1(A12), (4.21)
7(x, 2, t) = —2V2T1(t) cos(nz) cos(qz) + V2T (t) sin(27z) (4.22)

Las ecuaciones que obtenemos al usar el ansatz en la Navier-Stokes(4.7) y en la ecuacién

de ecuacion de difusién (4.8) y proyectar sobre la base son

(K —aa)(t) = —o((M —204g® + ¢")0(t) + ¢*V2ag RcosyTi (1))
Ti(t) = 4dainTa(t)(t) + V2a0(t) — (¢ + 7*)T1(t)
To(t) = —8maiTi(t)Y(t) — 4m>Tu(t).

El cambio de variable que utilizamos para llevar el sistema anterior a la forma normal
del Modelo de Lorenz es
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4\ 27ay

X)) = o)
Y(t) = 4masrTi(t),
Z(t) = —271'\/5&3752 (t),

todos los parametros son de la misma forma que en el Modelo de Lorenz normal con

condiciones no deslizamiento, excepto por el pardmetro r que ahora esta dado por

COS 7. (4.23)

El modelo final es

X = (Y -X)
Y = Y+ X(r—2)
77 = XY -bZ. (4.24)

Este sistema nos regresa a las ecuaciones (3.27) cuando v = 0.

4.6. Analisis de estabilidad lineal

Realizando nuevamente el andlisis de estabilidad lineal descrito en el apéndice B vemos
que el sistema deja de ser estable cuando r = 1. Sutituyendo en la ecuacién (4.23) el
valor critico del nimero de Rayleigh el cual senala el inicio de la conveccién esta dado

por

Ru(q) = Feb@ _ 1 (¢* +7*)(¢" - 2q as + )
‘ cos 7y COoS 7y 2q2 a2

la dependencia de r con respecto a v se muestra en la grafica (4.5), el punto minimo que
se obtiene al diferenciar la ecuacion anterior corresponde a ¢ = ¢, = 3.0975, por tanto

el numero de Rayleigh que senala el inicio de la conveccién es R, = 1730.24/ cos .

Como era de esperarse, el inicio de la conveccion depende del dngulo de inclinacion
del sistema, los valores de R. cuando el dngulo de inclinacién se hace cero (y = 0)

concuerdan con los obtenidos en el capitulo (3) para los dos tipos de frontera.
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FIGURA 4.5: R como funcién de q paray=n/4y v =7/3.
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Modelo tipo Lorenz con variacién

espacial de la temperatura

Este modelo fue motivado por el muy reciente trabajo realizado por G. Freund et. al. [22]
cuyo estudio se basa en soluciones numéricas de las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq
(OBE) adaptadas apropiadamente al sistema Rayleigh-Bénard con modulacién espacial
de la temperatura. En la primera seccién de este capitulo presentamos brevemente las

ecuaciones de movimiento de este sistema.

5.1. Descripcién de las ecuaciones de movimiento del sis-

tema

El sistema bajo consideracién consiste en un fluido colocado entre dos placas paralelas
separadas por una distancia h y con una extension lateral L, la temperatura de la placa
inferior varia sinusoidalmente en el espacio alrededor de un valor promedio 7} mientras
que la temperatura de la placa superior permanece constante con un valor de 75, con

T1 > T5. Esta situacién se describe por las siguientes condiciones de temperatura:

AT
T="T, en 2= —, T = T()+7[1+26m cos(Qqm-X)] en

N
|
|
\

(5.1)
Aqui Ty = % denota la temperatura media y AT = T} — Ts > 0 representa la dife-
rencia de temperatura promedio entre las placas. La variacion de temperatura impuesta
en la placa inferior es caracterizada por la modulacién del vector de onda qu, y de la

amplitud §,,. La temperatura se descompone en una contribucién casi-conductiva, Ty,

47
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la cual cumple con las condiciones de frontera (5.1) y en una contribucién convectiva,

7(x, z,t), que cumple con 7(x,z,t) =0 en z = j:%.

Para calcular la temperatura en el estado casi-conductivo, consideramos ¢ = 0, (como en
los modelos anteriores). De esta manera de la ecuacién de difusién se tiene que V27, = 0,

resolviendo esta ecuacién con las condiciones de frontera (5.1) llegamos a
To(z,2) = Ty — AT% + AT6, T (0, 2),

sinh gy (5 —2)]
sinh(gm )
que gm = Gmt. De esta manera, la temperatura, T'(z, z,t), se expresa como:

con Ty, (x, z) = cos(gmx) , donde hemos supuesto sin pérdida de generalidad

T(x,2,t) = Ty — AT% + AT S T (2, 2) + 7(, 2, 1), (5.2)

Ahora, expandiendo p alrededor de Tj e introduciéndola en la ecuacién de Navier-Stokes

junto con la aprozimacion de Boussinesq, y como hicimos en el capitulo (3), llegamos a
ov R - 2
po| 5 + (@ V)T | ==Vp+po(l — (T —To))gk + pV=0

y combinando la ecuacién anterior con (5.2)

ov

o + (0 V)T = =VIL+ ga(ATo T (w, 2) + 7(2, 2, )k + V23, (5.3)

, 2
aqui, IT = ;‘lo + g9z — gaAT %,

Usando la expresion para la temperatura (5.2) en la ecuacién de difusién (2.2), ésta

toma la forma

or . AT .

e + (7 V)T = DiV1 + Ve AT 6 (V- V)T (2, 2). (5.4)
Para reformular la ecuacién de Navier-Stokes y la ecuacién de difusiéon en términos de
cantidades adimensionales, escogemos h como la escala de longitud y %i como la escala
de tiempo. La temperatura es medida en unidades de Ty = “P% v la escala de presién
agh

esta dada por %ZDt. Usando estas escalas en la ecuaciones (5.3) y (5.4), obtenemos

1 i Aoan - . A agn
- <g¥ + (v~ V)U) = —VI + R, (T) + 7)k + V20, (5.5)
0T | o e &9 . LI
=+ (0-V)T =V*7T+ Ri, — 0, R(V- V)T}p,. (5.6)

ot
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- ~  rsinh[Gm(L—2
Ton(,2) = cos(in®) (22

lo circunflejo como hicimos anteriormente, pero siempre nos referiremos a variables sin

, Gm = qm/h, de aqui en adelante eliminaremos el simbo-

dimensiones.

Sustituyendo la velocidad, ¥, en la ecuacién de Navier-Stokes, (5.5), por la funcién de
corriente W(zx, z,t), la cual es una funcién escalar y nos indica la velocidad del fluido
en cada punto y se escribe como ¥(z, z,t) = (—%—i’, 0, %—i’) y tomando el rotacional de la

ecuacién de Navier-Stokes para eliminar la dependencia de II obtenemos

oV 9 4 oT,, Or
U, V) = g m—— + — |. .
BN + J(U,V°0) 0<V + Ré. B +8x) (5.7)
Usando la funcién de corriente, ¥(x, z,t), en la ecuacién de difusién se obtiene
or ov
— U, 7)=V? — (W, ), :
8t+J( ,T) VT+R3x+R5 J(U, T)) (5.8)

, _ ov ov O _ OV 0Ty, ov T,
aqui, J(W,7) = 505 — G2 00 VIO, Tm) = 5, 92 — 50 o2

Las ecuaciones de movimiento para el sistema bidimensional de Rayleigh-Bénard con

variacién espacial de la temperatura son (5.7) y (5.8).

En este capitulo nos enfocamos al caso particular ¢ = ¢,,,, es decir, los rollos formados

son encerrados por el vector de onda qp,.

5.2. Modelo de Lorenz para condiciones de frontera de su-

perficies libres
En esta seccion derivaremos el modelo de Lorenz para superficies libres con modulacién
espacial de la temperatura.

Para llevar las ecuaciones (5.7) y (5.8), a la forma normal del Modelo de Lorenz consi-

deramos el ansatz

Uy (z, 2, t) = —1p(t) cos(mz) sin(gmx),
7(x, 2, t) = —2v/2T1(t) cos(nz) cos(qma) + V2Th(t) sin(2rz),
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el cual cumple con las condiciones de frontera de libre deslizamiento. Sustituyendo el

anstaz en (5.7) y (5.8) y proyectando sobre

cos(mz) sin(gmx),
cos(mz) cos(gmx),

sin(27z),

A 3
< fg >:/ d:c/ dzfg,
0 —

1
2

con el producto escalar

obtenemos un sistema de tres ecuaciones

0 =~ Tt - T+ L)
\}iTg(t) - %zp(tm(t) — VBT (1),
Haciendo un reescalamiento en el tiempo t' = (72 + ¢2,)t y reorganizando términos
0t) = —o o) - BT + gt
(1) = méﬁqgn)w<t'> - S T - Ti) (59
1ot) = L GO - o T,

Para llevar las ecuaciones anteriores a la forma final del modelo de Lorenz hacemos el

cambio de variable

X(W) = gt
Y(t) = Rsb(ﬂiﬂ—i- qgn)Tl (¢,
2y = — Y2,
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71_2 23
donde Rg(qm) = % yr= ﬁiﬁn)

N dm™ v _ 2v2qm N 2R5mq72n
X(”‘ﬂ<w2+q2n>2[ (W) w2 gy ) 3*w<w2+qa>>]

N 2m Rgm N Tqm ' N '
V) = i e |37t ) — s D)~ Ti (1)
N V2m TQm , , 472 ,
40 = et [ e T ) — g )

La forma final del modelo de Lorenz para superficies libres con modulacion espacial en

la temperatura es

. 2
X = O'(Y—X)‘FU\/?:Tdm(L

Y =rX-XZ-Y, (5.10)
Z=XY -bZ
conb = ﬂfjrrzg . Como en los casos anteriores X es proporcional a la intensidad del movi-

miento de conveccidn, Y a la diferencia de temperaturas entre las corrientes ascendientes

y descendientes y Z es proporcional a la desviacion de la temperatura de su perfil lineal.

5.3. Analisis de estabilidad lineal del estado conductivo

Un sistema que se encuentra en estado conductivo cumple con dos condiciones: La des-
viacién del comportamiento lineal de la temperatura es cero, 7(x, z,t) = 0, y la velocidad
del fluido es independiente del tiempo. En nuestro modelo este estado corresponderia
a tener X =Y = Z = 0 pero para estos valores w(t) # 0, por tanto, este modelo no
posee solucién estacionaria en este punto, es decir, siempre existe conveccién cuando la
modulacién espacial en la temperatura esta presente. Este resultado es consistente con

el trabajo realizado por G. Freund [22].

5.4. Modelo de Lorenz para condiciones de frontera de su-

perficies rigidas

Para obtener el modelo de Lorenz con variacion espacial en la temperatura para un

sistema con condiciones de frontera de no deslizamiento usamos el ansatz
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2
U(z,z,t) = —(t)sin(gnz)Ci(A12), (5.11)
dm
m(x,2,t) = 2V2T1(t) cos(mz) cos(qmaz) — V2T (t) sin(27z), (5.12)
en (5.7) y (5.8), proyectando las ecuaciones resultantes sobre los elementos de la base

del ansatz con el producto escalar que hemos venido manejando el sistema de ecuaciones

resultantes es

. o Rémq2 23 tan(\/2)
t) = —————[(A\] — 2a4q, + qgp, )0 (t) — V2022, T1 (t mimel
Ti(t) = —(7* + g5 T (t) + ¥ (t) (RV2ag + darwTh)
Tg(t) = —87T(Z1T1(t)7,/)(t) — 47T2T2<t)
con a1 = 0.406, as = 0.697, a3 = Z—;, a4 = —12.303. Haciendo el cambio de variable

. 4\/§7TCL1
V() = T
Z(t) = f”}ﬁ“%ﬂt),

llegamos a la forma final del modelo de Lorenz para este sistema

. . . rbomas
X = 6V -X)—06-—F—-~
(M —d2)
Y = -Y+X(r—2)
7 = XY —bZ (5.13)
Con a5 = —134.427, los pardametros en este modelo son

A —2¢%a4 + ¢4,

G = :
(a7, + ) (a7, — as)
1
T = —(]/——//—
G +
b = 4n’T,
R
r = 5.14
Rsb(Qm) ( )

2 2 >\4_2 2 2
donde Ry (qm) = (@t )(2;2 agma4+qm)‘
m=2
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Al igual que en el sistema original de Lorenz, los modelos para ambas condiciones de

frontera presentan la misma forma pero los parametros son distintos.



Capitulo 6

Cuantificando el caos

En tres o méas dimensiones, los sistemas dindmicos pueden presentar muchos compor-
tamientos que no son posibles en una o dos dimensiones. Una de las posibilidades més

importantes es la aparicion del caos, que estamos entendiendo como

Caos es un comportamiento aperiodico en un sistema deterministico con alta sensibilidad

a las condiciones iniciales.

Se ha discutido ya lo que se entiende por movimiento irregular o aperiédico y el significa-
do de sensibilidad a las condiciones iniciales, el asi llamado efecto mariposa. Un sistema
presenta sensibilidad a las condiciones iniciales si dos trayectorias que estan inicialmente

cerca se alejan exponecialmente rapido una de la otra.

En una y dos dimensiones el teorema de Poincaré-Bendixson nos asegura que no pueden

aparecer comportamientos caéticos. Este teorema lo enunciamos a continuacién [23]
Teorema de Poincaré-Bendixson:

Supongamos que

1. R es un subconjunto cerrado y acotado del plano

2. ¥ = f(&) es un campo vectorial continuamente diferenciable en un conjunto abierto

que contiene a R.
3. R no contiene ningtn punto fijo.
4. Existe una trayectoria en C confinada en R, (comienza en R y se queda en R)

Entonces C es una orbita cerrada o se acerca en forma de espiral a una orbita cerrada

cuando t — 0o, en cualquiera de los dos casos R contiene una érbita cerrada. Por tanto,

54
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todos los posibles comportamientos de una trayectoria C en dos dimensiones se pueden
clasificar en convergencia (divergencia) a puntos fijos u érbitas periédcas y no existe otro

tipo de comportamiento.

Una de las formas mas comtinmente usadas para medir el caos en un sistema dindmico

es mediante los exponentes de Lyapunov.

6.1. Exponentes de Lyapunov

La nocién de que las trayectorias divergen exponencialmente se hace formalmente intro-
duciendo los exponentes de Lyapunov. Consideremos dos condiciones iniciales cercanas
xo y x y sea zo(t) la trayectoria que inicia en xy mientras que z(t) es la trayectoria que
inicia en x. Lo que sigue, es basicamente lo que se hace en el analisis de estabilidad lineal
para sistemas de dimensiéon uno. Lo repetimos porque ilustra la idea del exponente de
Lyapunov. La pregunta es: ;Cémo se comporta con el paso del tiempo la distancia que

existe entre las trayectorias d(t) = z(t) — xo(t)?

i(t) = f(). (6.1)

Como x es un punto cerca de xg, podemos usar una expansién en series de Taylor para

escribir

£a) = flz) + LD w - a) 4. (62

Por otro lado, la razén de cambio de la distancia entre las trayectorias esta dada por

d = i— i
= f(x) = f(zo)
= %m (x — x9). (6.3)

Por tanto, la ecuaciéon para la evolucién de la distancia es
d = \d, (6.4)

con A = % lzo» A vendria a ser el exponente de Lyapunov. Entonces la distancia al tiempo

t entre dos trayectorias que comienzan en puntos cercanos estd dada por
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d(t) = dgexp™ . (6.5)

En esta ecuacion vemos que si A es positivo las dos trayectorias divergen y si A es negativo
convergen. Aqui, como estamos en una dimensién, obviamente no se estd hablando de
caos, sino del simple alejamiento o acercamiento de dos trayectorias que inician muy

juntas.

Para mapeos discretos, de la forma x,41 = f(z,) podemos derivar una férmula compu-
tacional 1til para A (ver por ejemplo [24]). Consideremos dos trayectorias que cercanas
que inician en x y g, sea d,, la separacién entre las trayectorias después de n iteraciones,
entonces d,, = dpe™ ahora tomando el logaritmo y notando que d,, = f™(x) — f*(zo)
(donde f™(z) = f(f(f(....(x)))) es la n-ésisma composiciéon de f consigo misma) se

obtiene

1. .d,
L L S )
n do

= (") (o)) (6.6)

Donde |(f™)'(x0)| es el valor absoluto de la primera derivada de la n-ésima iteracién o

composicién de f a partir de zg. Usando regla de la cadena escribimos (f™(x))'(x¢) como

n—1
(f"(@)) (o) = [] £ (), (6.7)
i=0
de aqui se tiene que
1 n—1
A=—In| [] /()] (6.:8)
i=0

Si esta expresion tiene limite cuando n — oo, definimos este limite como el exponente

de Lyapunov para la érbita que comienza en xg
n—oo

A= lfm [ijz_:m | () |]. (6.9)

Esta expresién es una especie de promedio del In|df /dx| sobre la dindmica, es decir,

sobre las iteraciones realizadas cuando su nimero se hace muy grande.
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Para sistemas continuos de dimensién mayor o igual a tres, donde ya puede aparecer
el caos, el nimero de exponentes corresponde a la dimension del sistema. No existe
una férmula exacta para calcular los exponentes de Lyapunov como existe para mapeos
discretos, pero existen diversos algoritmos para su calculo. El método que utilizaremos

en esta seccién serd el denominado método estdndar [25].

Existe un versién diferencial del método estandar para el calculo de los exponentes de
Lyapunov y otro denominado el “nuevo método”. Se eligié el método estandar porque
ha demostrado ser el mas eficiente en cuanto al tiempo que concierne el cédlculo en el
CPU y es el procedimiento mas robusto. Para una comparacién més detallada de estos

tres métodos, vea por ejemplo el articulo de K. Ramasubramanian [26].

6.2. Meétodo Estandar para el calculo de los exponentes de

Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov han resultado ser la herramienta mas ttil para determinar
si un sistema es caético. Estos exponentes son las razones de divergencia o convergencia
exponenciales promedio de érbitas que inician muy juntas en el espacio de estados. Como
las érbitas cercanas corresponden fisicamente a estados cuasi-idénticos, la divergencia
exponencial de las drbitas implica que la capacidad predictiva se pierde con rapidez.
Un sistema con al menos un exponente de Lyapunov positivo se considera cadtico. La
magnitud de dicho exponente nos da una escala de tiempo sobre las cuales el sistema
dindmico se hace impredecible. Uno de los primeros métodos para calcular el espectro
de Lyapunov para un sistema dindmico lo desarrollo G. Benettin et al. En un sistema
continuo n-dimensional, la nocién de separacién entre dos trayectorias que se analiza
en una o dos dimensiones, se traduce a monitorear la evolucién a largo plazo de una
pequena n-esfera de condiciones iniciales. Dicha esfera se convertird en una n-elipse
debido a la escencia deformativa intrinseca del flujo del sistema dindmico. Los exponentes
de Lyapunov se definen en términos de las deformaciones (promedio) de los ejes de la
esfera. Es decir, estos exponentes se relacionan a la naturaleza de expansién o contraccion
de diferentes direcciones del espacio de estados (referido a veces también como espacio

fase), vea la figura (6.1).

H. Haken probd que al menos un exponente de Lyapunov se anula si la trayectoria de
un atractor no contiene un punto fijo [27]. En su trabajo menciona que este exponente
corresponde al eje principal (de la elipse) tangente al flujo del sistema dindmico. La
expansién exponencial que indica un exponente de Lyapunov positivo es incompatible

con el movimiento sobre un atractor acotado a menos que un cierto tipo de proceso
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de “doblamiento” haga que confluyan trayectorias que estén muy separadas. De modo
que se tiene una especie de proceso de estiramiento y doblamiento de trayectorias. Un
sistema con uno o més exponentes de Lyapunov positivos recibe el nombre de extrano

o cadtico.

FiGURrA 6.1: Evolucién de los ejes principales con el tiempo.

Para llevar a cabo este procedimiento consideremos el sistema n-dimensional

—

7= F(Z,1), (6.10)

la trayectoria fiducial (la evolucién del centro de la esfera) se crea integrando el sistema

anterior para alguna condicién inicial Zj.

Para definir la trayectoria que siguen los puntos sobre la superficie de la esfera consi-
deremos una pequena perturbacion §7 =7 — Zo cerca de Z(]. Diferenciamos §7 para

determinar su comportamiento a lo largo del tiempo, es decir,

07 =7 = F(Z,1). (6.11)

Llevando a cabo una linealizacion alrededor de Zy como se hizo en el apéndice B obtene-
mos las ecuaciones de movimiento linealizadas sobre la trayectoria fiducial que definen

la trayectoria de los ejes las cuales estan representadas por

57 =367, (6.12)

donde J es la matriz jacobiana de n X n con

Jij= (6.13)

0Z;



Capitulo 6. Cuantificando el caos 59

En el caso que nos ocupa, es el sistema de Lorenz

X = oY —X),

~.
Il

rX —-XZ-Y, (6.14)
7 = XY —bZ.

Una perturbacién (6X,0Y,07) evolucionaria de acuerdo a la linealizacién de (6.14)

56X

o(0Y —6X),
r0X — (6XZ + X06Z) — Y, (6.15)
62 = 6XY + X8Y —biZ,

5Y

que es (6.12).

Una solucién a la ecuacién (6.12) puede formalmente escribirse como

5Z(t) = M(Z(t),t)0Z(0), (6.16)

donde M(Z(t),t) se conoce como matriz de mapeo tangente que evoluciona de acuerdo

a

dM
== = IM(1). (6.17)

Al integrar simultdneamente las ecuaciones (6.10) y (6.12) desde un tiempo t = ¢y a
un tiempo ¢ = 7 eligiendo como condiciones iniciales el conjunto ortonormal {é;(0) =
(1,0,0,...); &(0) = (0,1,0,...);...} para los ejes de la esfera y Z(0) para el centro de la

misma, obtenemos un nuevo conjunto de vectores vy, vo, .., v, dados por

6Z(t) = M(Z(7),7)0Z(0), (6.18)
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los cuales conforman la superficie de la esfera centrada ahora en Z(7), los nuevos ejes
representados por este conjunto de vectores cambian su orientaciéon y tamaifio, esto pro-
voca que después de cierto nimero de integraciones los ejes sean indistinguibles y la
linealizacién de las ecuaciones de movimiento ya no sea posible debido a la divergencia
en la magnitud de algunos ejes. Este tipo de problemas es evitado mediante el uso re-
petido del procedimiento de reortonormalizacién de Gram-Schmidt. En la figura (6.2)
se muestra la evolucién de la trayectoria fiducial que comienza en (1,1,1) y evoluciona
con las ecuaciones de movimiento no lineales y la evolucién de n puntos que se encuen-
tran inicialmente sobre la superficie de la esfera de radio 1 con centro en (1,1,1) cuya

trayectoria esta definida por las ecuaciones de movimiento linealizadas.

1.5F

0 0.5 1 1.5 2

FiGUurA 6.2: El cédlculo numérico a largo plazo de los exponentes de Lyapunov requiere
de una ortonormalizaciéon de los ejes con el fin de mantener una separaciéon cercana
entre las trayectorias y asi llevar a cabo la linealizacién del sistema.

Entonces, el conjunto de vectores obtenidos {71, ¥, .., ¥, } se ortonormalizan mediante

el método de Gram-Schmidt obteniendo
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er) = —-,
V1]
eo(r) = Uy — (U, é1(7))é1(7)
[Ty — (v, é1(7))ér(T)|’
) T — S0 (T, €5(7))é5(7)
en(T) = ) 6.19
7) [T — 32521 (T, €5(7))é5 (7)) (619)

Las normas en los denominadores, denotadas por Ni(1), Na(1), ---, Ny(1) son alma-
cenadas para el calculo de los exponentes de Lyapunov. Se repite el procedimiento de
integraciéon de t = 7 a t = 27 , ahora tomando como centro de la esfera el punto Z (1)
y condiciones iniciales sobre la superficie de la esfera el nuevo conjunto de vectores or-
tonormal {é1(7), é(), - - - }, obteniendo nuevamente una esfera centrada en Z(27) cuya

superficie esta formada por un nuevo conjunto de vectores, dados por la ecuacién

6Z(21) = M(Z(27),7)6 Z (7). (6.20)

Estos vectores se ortonarmalizan obteniendo el conjunto {é1(27), é3(27), ...} y las normas
N1(2), N2(2), ..., Np(2). Después de r iteraciones, obtenemos el conjunto de vectores
ortonormal {é;(r7),éx(r7),...} al tiempo ¢ = r7. De esta manera los exponentes de

Lyapunov son

r . InN;
)\i = lim Em:l - Z(m)

r—00 T

(6.21)

En el apéndice A, se muestra el c6digo que construimos usando este método estandar.
Esta escrito en el lenguaje de programacién C, y es facilmente adaptable para otros

sistemas dinamicos de mas dimensiones.

En el siguiente capitulo, calcularemos los espectros de las diferentes variantes del mo-
delo tipo Lorenz que hemos construido en los capitulos previos y haremos un analisis

comparativo con el espectro del sistema de Lorenz clésico.

La grafica (6.3) muestra como converge el exponente mayor de Lyapunov para el modelo

de Lorenz calculado por el método estandar.

Como podemos ver, en un principio los exponentes oscilan notablemente, varian mucho
sus valores, pero a lo largo del tiempo éstos comienzan a converger a un punto sin

importar la condicién inicial.

En la tabla (6.1) mostramos el valor de los tres exponentes para dos condiciones iniciales

en los tiempos ¢t = 10000 y t = 20000. La diferencia entre los distintos exponentes es
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FiGguraA 6.3: Convergencia del exponente mayor de Lyapunov para el Modelo de Lorenz

(3.9) usando las condiciones iniciales: (0,1,0) y (1,2,3). Se usaron los pardmetros o =

10, b = 8/3 y r = 28. Sélo se presenta hasta ¢ = 200, para t = 20000 las dos lineas son
practicamente indistingubles.

del orden de 1073 o 10~*. Se observa que los resultados no son dependientes de las
condiciones iniciales. Esta tabla es una muestra de lo que observamos en general en
nuestros experimentos numéricos.

TABLA 6.1: Valor de los 3 exponentes de Lyapunov calculados con el método estandar

en los tiempos ¢ = 10000 y ¢ = 20000 para las condiciones iniciales (0,1,0) y (1,2, 3).
Los pardametros usados son: 0 =10y b = 8/3.

tiempo | condicion inicial A1 A9 A3
10000 (0,1,0) 0.0902276 | 0.000272 | -14.569215
10000 (1,2,3) 0.906900 | -0.000106 | -14.573461
20000 (0,1,0) 0.903807 | 0.000175 | -14.570648
20000 (1,2,3) 0.906509 | -0.000073 | -14.573103
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FIGURA 7.1: Atractores que se presentan en el Modelo de Lorenz (3.9) para los pardme-

tros o = 10, b = 8/3. La condicién inicial es X, = (2,0,5). (a) Punto fijo para r = 20,

el espectro de Lyapunov correspondiente es (—, —, —). (b) Ciclo limite de periodo 2 con

r = 99.629, el espectro de Lyapunov es (+, —, —). (¢) Toro 2 para r = 146, el espectro de

Lyapunov para este atractor es (0,0, —). (d) Atractor extranio para r = 28, el espectro
de Lyapunov es (+,0, —).

63
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En este capitulo analizaremos el comportamiento del estado convectivo de los Modelos
tipo Lorenz mediante el calculo de los exponentes de Lyapunov, usando los parametros
o =10 y b = 8/3 para los sistemas con superficies libres, como Lorenz (1963), para
superficies rigidas utilizamos ¢ = 17.5084 el cual corresponde a ¢ = 10 y b = 2.02827.
Antes de este andlisis debemos mencionar el tipo de atractor que presenta el sistema de
acuerdo con el espectro de lo exponentes de Lyapunov. En un sistema dinamico disipativo
continuo de tres dimensiones las tnicas posibilidades para el espectro de Lyapunov y los
atractores que describen son [28]: (4,0, —), que corresponde a un atractor extrano fig.
(7.1(d)); (0,0,—), que describe un toro dos fig. (7.1(c)) ; (0, —,—), un ciclo limite fig.
(7.1(b)); y (—,—,—), un punto estable fig. (7.1(a)), la formas de los atractores para el

modelo de Lorenz se muestran en la fig.(7.1).

7.1. Exponentes de Lyapunov para el Modelo de Lorenz

tradicional

. — TN
o] 0 T j T
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FI1GURA 7.2: Espectro de los exponentes de Lyapunov para el Modelo normal de Lorenz
(3.9) con 0 =10, b=8/3 y Xo = (1,2,3).

Como ya hemos mencionado, para r < 1, el estado conductivo representado por el origen,
es globalmente estable de modo que los exponentes de Lyapunov son todos negativos.
Paral <r <rg =0(0c+b+3)/(c —b—1) (suponiendo que ¢ — b — 1 > 0) los puntos
fijos Cp y C_, esto es x* = y* = +,/b(r — 1), 2 = r — 1, son linealmente estables
y el origen es inestable. Para r > ryg = 24.74 (0 = 10, b = 8/3), el sistema presenta
caos. Podriamos pensar que para todos los valores mayores a este r el comportamiento

siempre va a ser cadtico, lo cual no es cierto. Cuando r € [rg, 215] el sistema es cadtico
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TABLA 7.1: Valor de los tres exponentes de Lyapunov para el Modelo de Lorenz (3.9)
para algunos valores de r, usando los pardmetros o = 10, b = 8/3 y la condicién inicial

Xo =(1,2,3)

r Al Ao Ao Clase de atractor
20 | -0.154605 | -0.154994 | -13.357068 Punto fijo

22 | -0.086179 | -0.086489 | -13.493999 Punto fijo

24 | 0.770068 | -0.000091 | -14.436644 | Atractor extrano
26 | 0.852057 | -0.000073 | -14.518651 | Atractor extrafio
28 | 0.907570 | 0.000029 | -14.574265 | Atractor extrafio
30 | 0.951477 | 0.000109 | -14.618252 | Atractor extrafio
98 | 1.445055 | -0.000074 | -15.111648 | Atractor extrafio
99 | 1.100199 | -0.000256 | -14.766609 | Atractor extrafio
100 | 0.000065 | -0.026777 | -13.639955 Ciclo limite
101 | 0.005436 | -1.804583 | -11.867519 | Atractor extrano
102 | 1.480202 | -0.000125 | -15.146744 | Atractor extrano
144 | 0.674580 | -0.000116 | -14.341130 | Atractor extrano
145 | 0.579548 | -0.000005 | -14.246210 | Atractor extramno
146 | 0.000695 | -0.887249 | -12.780113 Ciclo limite
147 | 0.000320 | -0.641044 | -13.025943 Ciclo limite
165 | -0.000068 | -1.994655 | -11.671943 Ciclo limite
166 | -0.000096 | -0.333188 | -13.333383 Ciclo limite
167 | 1.697470 | -0.000390 | -15.363746 | Atractor extrano

pero contiene algunas ventanas de periodicidad. En la tabla (7.1) presentamos el valor

de los exponentes de Lyapunov para algunas regiones asi como la trayectoria que siguen.

El espectro de los exponentes de Lyapunov para 20 < r < 400 se muestra en la grafica
(7.2). Las regiones més grandes donde existe orden son: 99.524 < r < 100.795, 145 <
r < 166 y r > 215, las cuales se observan cuando el exponente mayor pasa de positivo a

negativo. El sistema de Lorenz va a un ciclo limite para r > 313.

7.2. Exponentes de Lyapunov para el Modelo de Lorenz

con fronteras rigidas

Para el modelo de Lorenz con fronteras rigidas (3.27) la inestabilidad del estado convec-
tivo se presenta cuando r € [24.5,628.5]. Al igual que el modelo de Lorenz tradicional

(3.9), este también muestra ventanas de orden dentro del comportamiento caético.

En la tabla (7.2) presentamos el valor de los tres exponentes de Lyapunov correspon-
dientes a este sistema para algunos valores de r asi como el atractor que se presenta de

acuerdo con el espectro.



Capitulo 7. Resultados numéricos y andlisis

66

>

3 0
]

o

fav]

>

—

D]
10
°
D)

+—

ot

D]

=i

o

o

i

M 9

FigurA 7.3: Espectro de los exponentes de Lyapunov para el Modelo de Lorenz con

fronteras rigidas (3.27). Usando los pardmetros: 6 = 17.5084, b = 2.02827 y X,

(1,2,3).

TABLA 7.2: Exponentes de Lyapunov para el Modelo de Lorenz con supezﬁcies rigidas
para algunos valores de r, con o = 10, b = 2.02827 y la condicién inicial Xo = (1,2, 3).

r A Ao A3 Clase de atractor

23 | -0.126253 | -0.126611 | -20.283805 Punto fijo

24 | -0.095448 | -0.095926 | -20.345295 Punto fijo

26 0.773004 | -0.000040 | -21.309633 | Atractor extrafio

28 0.791358 | -0.000194 | -21.327833 | Atractor extrano
270 | 0.001488 | -0.428998 | -20.109159 Ciclo limite
272 | 0.000385 | -1.780557 | -18.756497 Ciclo limite
274 | 3.544607 | 0.000211 | -24.081487 | Atractor extrano
324 | 0.592880 | -0.000219 | -21.129331 | Atractor extrano
324.5 | 0.000445 | -0.074338 | -20.462777 Ciclo limite
450 | 0.000286 | -0.028356 | -20.508605 Ciclo limite
452 | 0.000212 | -1.187347 | -19.349539 Ciclo limite
454 | 0.000255 | -0.041806 | -20.495123 Ciclo limite
456 | 0.000256 | -0.589003 | -19.947927 Ciclo limite
492 | 0.000061 | -2.013271 | -18.523467 Ciclo limite
494 2.078716 | 0.000162 | -22.615555 | Atractor extrano
496 | 3.175390 | 0.000075 | -23.712142 | Atractor extrano

El espectro de los exponentes de Lyapunov para este sistema se muestra en la gréafica

(7.3). Una de las ventanas mas grandes que presenta orden es 363.5 < r < 401. A partir

de r = 629 el sistema tiende a un ciclo limite. Es decir los rollos convectivos se vuelven

estables para valores superiores a este r.
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7.3.

Exponentes de Lyapunov para el sistema tipo Lorenz

con un angulo de inclinacion
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FiGuRA 7.4: Exponentes de Lyapunov para el sisema de Lorenz con un dngulo de
inclinacién (4.20) con o = 10, b = 8/3 y la condicién inicial Xy = (1,2, 3).

En la gréfica (7.4(a)) mostramos los 3 exponentes de Lyapunov cuando el dngulo de
inclinacién del sistema es v = 45, como podemos observar, el sistema se va a un punto fijo
estable cuando r € [20, 32.5] y cuando 7 € [33, 304.5] el sistema es cadtico, los exponentes
de Lyapunov tienen los signos (4,0, —). Existen pequenas ventanas de periodicidad
dentro del caos, la méas grande es cuando r € [208,234.5], donde se presenta un ciclo
limite ya que los exponentes tienen los signos (0, —, —). Para este dngulo de inclinacién

el sistema se va a un ciclo limite cuando r > 305.

Con v = 72 el sistema tiende a un punto fijo estable cuando r € [20,76], el caos se
presenta en la regién 76.5 < r < 400, incluso existe caos para r > 400. Las regiones de
orden que se encuentran dentro del caos son menos comparadas con las que se presentan

cuando v = 45, las mds grandes petenecen a r € [298,301] U [322.5, 326].

Cuando v = 75 en la gréfica (7.4(c)) se observa que el sistema es estable para r € [20, 90].

El caos comienza a partir de » = 90.5 y persiste para valores de » mucho mayores a 400
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con excepcién de pequenas ventanas de comportamiento peridédico, dos de éstas son para
356 < r <359.5 y 385 < r < 389.

Finalmente cuando v = 80, el sistema es estable para r € [20,135.5], después comien-
za el comportamiento caético y continda hasta r = 400 ya sin presentar ventanas de

periodicidad como podemos observar en la gafica (7.4(d)).

Se puede inferir que a medida que aumenta el &ngulo de inclinacién los rollos convectivos
permanecen estables en rangos de r cada vez mas grandes, a su vez las ventanas de orden
dentro del caos se presentan en zonas mas alejadas de r que sefniala el inicio del caos.
Cuando v = 80 después de que comienza el caos ya no hay orden dentro del rango
trabajado que es de 20 < r < 400.

7.4. Exponentes de Lyapunov para el sistema tipo Lorenz

con modulacién espacial en la temperatura
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FIGurA 7.5: Exponentes de Lyapunov para r € [20,400] correspondientes al sistema

de Modulacién espacial de la temperatura (5.10) con los pardmetros o = 10, b=8/3 y

la condicién inicial X, = (1,2,3). En la figura (d) A1 & Ay para todo el rango de r es
por eso que sOlo se observan las gréaficas para A y As.
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Para analizar el comportamiento del estado convectivo del modelo tipo Lorenz con Mo-
dulacién espacial en la temperatura (5.10), calculamos los exponentes de Lyapunov para
el nimero de Rayleigh variando en el rango 20 < r < 400 con un incremento de Ar = 0.5

para cuatro amplitudes diferentes: d,, = 0.005, 0.05, 0.1 y 1.0.

Cuando 6, = 0.005 la gréfica (7.5(a)) muestra que el modelo (5.10) es estable para
20 < r <23.5 y presenta caos en la regién 24 < r < 288 con algunas ventanas de orden,
la més grande en 177.5 < r < 204, en esta regién y a partir de r = 288.5 los exponentes

de Lyapunov tienen los signos (0, —, —) lo que indica que el atractor es un ciclo limite.

Para §,,, = 0.05 la grafica (7.5(b)) describe que el sistema se va a un punto fijo cuando
20 < r < 27.5, el caos estd presente en el rango 28 < r < 400 con algunas ventanas de
orden, las méas grandes son: 202 < r < 215, 252.5 < r < 261.5 y 350.5 < r < 359.5. En
estas regiones los exponentes de Lyapunov tienen los signos (0, —, —), lo que significa

que el atractor es un ciclo limite.

Cuando varfamos la temperatura del sistema con modulacién espacial Ec.(5.10) con una
amplitud d,, = 0.1 la grafica de los exponentes de Lyapunov contra r la fig. (7.5(c))
senala que el modelo se va a un punto fijo en 20 < r < 35.5, a partir de este valor surge
el caos pero sélo se encuentra en la regién 36 < r < 224, dentro de ésta se encuentran
ventanas de periodicidad casi indistinguibles. El comportamiento cadtico y periédico se

suprime cuando r > 224.5 ya que el modelo se va a un punto estable.

Por dltimo la grafica (7.5(d)) nos dice que el comportamiento cadtico y periddico que
surgia para las amplitudes anteriores (0.005, 0.05 y 0.1) ya no existe cuando 6, = 1.0

porque el sistema se va a un punto fijo para todos los valores de r.

Los experimentos numeéricos para este modelo sugieren que con el aumento de la amplitud
dm €l caos va disminuyendo, la inestabilidad de los rollos comienza para valores de r cada
vez mas alejados del ry de Lorenz hasta llegar a un §,, donde los rollos son siempre

estables.

7.5. Exponentes de Lyapunov para el sistema tipo Lorenz

con modulacién temporal en la temperatura

Por medio del cédlculo de los exponentes de Lyapunov analizaremos el comportamiento
del modelo tipo Lorenz con modulacién temporal en la temperatura. Este caso podria
corresponder a la situacion en la cual la temperatura en la base del contenedor varia en
el tiempo. El analisis lo realizamos usando el modelo tradicional de Lorenz (3.9) con r

variando en el tiempo de la siguiente manera:
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r=r(t) = r(1+ Asin(wt)),

el sistema de ecuaciones es de la forma:

X = oY - X),
Y = r(1+ Asin(wt))X — XZ -, (7.1)
Z = XY —bZ.

donde A representa la amplitud de la onda y w la frecuencia angular. Este modelo nos

regresa al sistema original de Lorenz cuando A = 0.

50
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FIGURA 7.6: Atractor del sistema (7.1) cuando el espectro de los esponentes de Lya-
punov es (+,+,0,—) con A =0.05, w = 6.0 y las condiciones iniciales (1,2,3,0.01).

Aqui al introducir la modulacién temporal estamos haciendo explicita la dependencia
del tiempo, entonces el sistema (7.1) ya no es de tres dimensiones sino de cuatro, es

equivalente a tener:

X = oY - X),

Y = r(1+Asin(U)X - XZ -,
Z = XY —bZ.

U = w,
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donde U = wt. En un sistema de cuatro dimensiones pueden aparecer ciclos limite, toro
2, atractores cadticos y atractores hipercadticos. Un sistema hipercadtico se define como
un sistema caético con al menos dos exponentes de Lyapunov positivos [29]. Los dos
exponentes positivos indican que el movimiento del sistema se expande en méas de una
direccién, por tanto, cuando los exponentes de Lyapunov tienen los signos (+,+,0, —)
decimos que el comportamiento es hipercadtico. En la fig. (7.6) mostramos un ejemplo
de un atractor hipercadtico. Ademads de este atractor extrano existen otros dos tipos
de atractores cadticos cuyos exponentes de Lyapunov tienen los signos: (+,0,0,—) y
(+,0,—,-).

El andlisis del sistema (7.1) a través del espectro de los exponentes de Lyapunov se
llevara a cabo de dos maneras. Primero se mantiene constante el nimero de Rayleigh
en r = 28 y varfamos la frecuencia en el rango 0 < w < 10. Despues mantenemos la

frecuencia constante y varfamos el nimero de Rayleigh en el rango 20 < r < 400.

7.5.1. Modulacién temporal de la temperatura variando la frecuencia

W

El modelo tradicional de Lorenz (3.9) presenta comportamiento caético cuando r = 28.
Ahora veamos que pasa cuando varfamos la frecuencia del modelo (7.1) en el rango

0 < w < 10 con un incremento de Aw = 0.2.

El andlisis se hard variando r(t) con cuatro amplitudes diferentes: A; = 0.005, Ay = 0.01,
A3 =0.05y A4 = 1.0 (fig. (7.7)).

Cuando A = A, la grafica (7.7(a)) muestra que los signos de los exponentes de Lyapunov
siempre son (+,0,0,-) lo que nos dice que el comportamiento es cadtico en todo el rango
de frecuencias w. Aqui no se presenta hipercaos ni ventanas de orden, lo mismo pasa
cuando A = As, el sistema es cadtico en todo el rango de frecuencias y no contiene

regiones de comportamiento periédico ni hipercaos fig. (7.7(b)).

Para A = Az la gréfica de los exponentes de Lyapunov contra la frecuencia fig. (7.7(c))
muestra que el sistema (7.1) presenta los tres tipos de atractores extranos que pueden
existir en un sistema de cuatro dimensiones. Cuando w € [0.1,3.47] los exponentes
de Lyapunov tienen los signos (+,0,0,—), por tanto, el atractor es cadtico. El otro
atractor cadtico cuyos exponentes tienen los signos (4,0, —, —) se origina cuando w €
[7.37,8.63] U [9.65,10]. Por tltimo el hipercaos aparece en las regiones 3.49 < w < 7.35
y 8.65 < w < 9.63.

Para A = A4 existe comportamiento caético y periddico. Los exponentes de Lyapunov

para esta amplitud se muestran en la grafica (7.7(d)). El atractor cadtico que se presenta
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FIGURA 7.7: Exponentes de Lyapunov para el modelo (7.1) variando la frecuencia en

el rango 0 < w < 10 y usando los pardmetros r = 28, ¢ = 10, b = 8/3 y la condicién

inicial (1,2,3). En (b) y (c) solamente se muetran los exponentes A1 y A2, con el fin de
apreciar mejor las regiones hipercadticas, teniendo en cuenta que Az < 0.

aqui tiene los signos (4,0, —,—) y existe en 20 < r < 400 con excepcién de algunas
ventanas de periodicidad, las mas grandes son: 3.99 < w < 547, 583 < w < 803y

w > 9.71 que es cuando los exponentes de Lyapunov tienen los signos (0, —, —, —).

Para amplitudes mayores a A4 se suprime completamente el comportamiento extrafio
que se presenta en el modelo (7.1) y que también esté presente en el modelo normal de
Lorenz (3.9) cuando r = 28 ya que los exponentes de Lyapunov que arroja el sistema

son de la forma (0, —, —, —).

En resumen se puede decir que para amplitudes pequenas (A < 0.01) y frecuencias
en el rango de 0 < w < 10 el caos que se presenta en el modelo de Lorenz para r =
28 se sigue presentando en este modelo. Cuando A = 0.05 el comportamiento sigue
siendo cadtico a excepcion de dos ventanas pequenas donde se presenta hipercaos, que
como ya lo habiamos mencionado es un comportamiento que no existe en un sistema
3-dimensional. Al seguir aumentando la amplitud se va suprimiendo el comportamiento
cadtico y aparecen regiones de orden para este r. Faltaria determinar en que rango de la

amplitud aparece hipercaos y a partir de que valor de la amplitud se presentan regiones
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de orden en el sistema, pero al parecer el hipercaos sélo existe cuando A € (0.02,0.08)

aproximadamente.

7.5.2. Modulacion temporal de la temperatura para 20 < r < 400 a

diferentes amplitudes
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FI1GurA 7.8: Exponentes de Lyapunov para el sistema (7.1) con w = 5.0 variando la el
numero de Rayleigh en el rango 20 < r < 400. Los pardmetros son o = 10, b = 8. La
condicidn inicial es Xy = (1,2, 3).

Ahora analizaremos el sistema (7.1) variando el nimero de Rayleigh en el rango 20 < r <
400 con un incremento de Ar = 0.5 y las amplitudes A; = 0.005, A, = 0.01, A3 = 0.05
y A4 = 1.0 con dos frecuencias: w = 5.0 y w = 0.05. El andlisis que se hizo con r = 28
mostré que el sitema presenta comportamiento hipercaético para A =0.05y w =5.0, y
cadtico cuando w = 0.05. Ahora usaremos estos valores de la frecuencia como base para

estudiar el sistema cuando se varia el nimero de Rayleigh r.

El espectro los exponentes de Lyapunov para el sistema (7.1) con A = 0.005 y r €
[20,400] (Fig. (7.8(a))) muestra que el modelo tiene comportamiento cadtico cuando
r € [23.5,223.5] con al menos una ventana de periodicidad en 152 < r < 165.5. Los ex-
ponentes de Lyapunov para el atractor cadtico que surge con estos valores de la amplitud

y frecuencia tienen los signos (+,0, —).
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Cuando la amplitud es de A = 0.01 la fig. (7.8(b)) el sistema presenta comportamiento
cadtico cuando r € (23.5,227) con una regién de orden localizada en el rango 158 <
r < 165. Dentro de la region del caos hay dos tipos de atractores extrafios, los signos
de los exponentes de Lyapunov para estos dos atractores son (+,0,0,—) y (4,0, —, —).
El primero se encuentra en regiones mas grandes, dos de éstas son 23.5 < r < 155 y
165.5 < r < 224. El otro tipo de atractor se encuentra en pequenas ventanas, las mas
grandes son: 155 < r < 157.5y 224.5 < r < 227. A partir de » = 228 el comportamiento

del sistema es periédico. Como vemos para esta amplitud todavia no existe hipercaos.

Para A = 0.05 los exponentes de Lyapunov Fig(7.8(c)) senalan que existe comportamien-
to cadtico en el rango 24.5 < r < 248. Aqui estan presentes los tres tipos de atractores
extranos que existen en un sistema de cuatro dimensiones. El hipercaos ocurre cuan-
do r € [24.5,68.5] U [88.5,90.5] U [99.5, 103.5], por mencionar las mdas grandes. Cuando
69 <r < 79,119 < r < 134.5 encontramos atractores cuyos exponentes tienen los signos
(+,0,0,—) y en 79.5 < r < 80 los signos de los exponentes son de la forma (+,0,—, —).
Para esta amplitud las regiones de periodicidad dentro del caos son muy pocas, pero, a

partir r = 249 el sistema es periédico, los signos de los exponentes son (0,0, —, —).

En A = 1.0 el sistema es periédico con algunas ventanas de caos, las més grandes son:
38.5.5 <r <46.5y 66 <r < 73. Ver fig. (7.8(d)).

Se puede inferir que para este valor de la frecuencia (w = 5.0) el rango donde aparece
caos va creciendo al ir aumentando la amplitud y las ventanas de orden dentro del caos
van aumentando pero cada vez son mas pequenas. También podriamos decir que existe
un valor de A a partir del cual la regién cadtica comienza a disminuir con el aumento
de la amplitud y las ventanas de orden son cada vez mas grandes hasta que el sistema

se vuelve totalmente estable.

Cuando hacemos variar el nimero de Rayliegh r con una frecuencia de w = 0.05 el
sistema presenta comportamiento periédico y cadtico fig. (7.9). Para este valor de la

frecuencia no existe hipercaos.

Fl sistema muestra comportamiento similar al del modelo normal de Lorenz cuando las
amplitudes son pequenas, es decir, existen regiones de orden dentros del caos. Cuando
A =0.005 en la fig. (7.9(a)) vemos que el sistema es cadtico en la regién 24 < r < 215.5,
con algunas ventanas de periodicidad dentro de ésta, las més grandes son: 147 < r <
166.5, los signos de los exponentes de Lyapunov para las regiones cadticas son (+, 0,0, —)
para r € [24,146.5] U [165.5,208] U [210.5,215.5] y (+,0, —, —) cuando r € [208.5,210].

Para A = 0.01 la fig. (7.9(b)) muestra que sélo existe una ventana de periodicidad
dentro del caos. El caos se encuentra en la regién [24.0 < r < 214.5], la ventana de orden

dentro del caos es 148 < r < 164. Los signos de los exponentes en la regién cadtica
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FIGURA 7.9: Exponentes de Lyapunov para el sistema 7.1) con w = 0.05. El ntimero
de Rayleigh varfa en el rango 20 < r < 400, los pardmetros usados son: o = 10, b = 8/3
y la condicién inicial (Xo = (1,2, 3)).

son en su mayoria (+,0,0, —), Unicamente se encuentran los signos (+,0, —, —) cuando
r € [91.5,94] U [99,101.5] U [132,134] U [164.5, 167.5].

Cuando A = 0.05 en la fig. (7.9(c)) se observa que el sistema es caético en 24 < r < 225
a excepcién de 152 < r < 158 donde se tiene una ventana de periodicidad. En la region
cadtica aparecen dos tipos de atractores cadticos correspondientes al espectro de los
exponentes de Lyapunov (4,0, —) y (4, —, —). El primero se encuentra en 24 < r < 143.5
y 175 < r < 225 y el segundo se presenta cuando r € [144,151.5]U[158.5,174.5]. A partir
de r = 225.5 el sistema se va a un ciclo limite. En A = 1.0 el sistema es cadtico en todo

el rango de r, el espectro de los exponentes de Lyapunov es (4,0, —, —) ver fig. (7.9(d)).

Podriamos decir que para este valor de la frecuencia (w = 0.05) la regién donde se
presenta caos va aumentando al aumentar la amplitud y las ventanas de orden dentro
del caos van desapareciendo, hasta que el comportamiento del sistema es totalmente

cadtico.

Tal parece que para frecuencias y amplitudes grandes se suprime completamente el com-
portamiento cadtico y para frecuencias pequenas y amplitudes grandes pasa lo contrario,

el sistema es totalmente cadtico para los valores de r en el rango 20 < r < 400.
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Conclusiones

El modelo de Lorenz que se obtuvo para el sistema Rayleigh-Benéard con superficies rigi-
das presenta la misma estructura que el modelo original (sistema Rayleigh-Benard con
superficies libres), pero los parametros de ambas configuraciones son distintos. El valor
critico del nimero de Rayleigh que senala el inicio de la conveccién en el modelo original
es R. = 657.511 y el vector de onda critico es de . = 7/+/2, mientras que en el sistema
con fronteras rigidas R, = 1730.24 y q. = 3.0975. Por tanto, para que haya convecciéon
en un fluido colocado entre dos superficies rigidas la diferencia de temperaturas debe de

ser mayor que si éste se encontrara entre dos superficies libres.

Cabe mencionar que existen ventanas de orden dentro del caos, es decir, el modelo
presenta un comportamiento estable para ciertos valores del niimero de Rayleigh a pesar
de que la diferencia de temperaturas entre las placas exceda el valor critico que marca

el inicio de la conveccién inestable.

Al analizar el sistema Rayleigh-Bendrd con un angulo de inclinacién los modelos que
se obtuvieron para ambas condiciones de frontera presentan la misma forma que el
modelo original de Lorenz y los pardametros son los mismos a excepcion del nimero de
Rayleigh que en este caso depende del angulo de inclinacién del sistema. El inicio de
la conveccién inestable en este sistema depende del angulo de inclinacién del mismo,
para valores pequenos el comportamiento se acerca al del modelo tradicional de Lorenz.
Conforme aumenta el d&ngulo de inclinacion los rollos son estables para valores superiores
al nimero de Rayleigh que indica el comienzo de conveccién inestable en el modelo de

Lorenz tradicional.

A través del calculo de los exponentes de Lyapunov se puede inferir que a medida que
aumenta el angulo de inclinacion los rollos convectivos permanecen estables en rangos

de r cada vez mas grandes, a su vez las ventanas de orden dentro del caos se presentan

76
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en zonas mas alejadas del r que senala el inicio del caos. Cuando v = 80 después de que

comienza el caos ya no hay orden dentro del rango trabajado que es de 20 < r < 400.

En el sistema con modulacién espacial no existe un estado conductivo, la conveccién
es inevitable, incluso para valores negativos del nimero de Rayleigh existe conveccién.
Los rollos que se forman son estables para valores mucho mayores al R. que marca la
conveccién en el modelo original de Lorenz. Este resultado concuerda con los resultados
presentados por G. Freund en su articulo titulado Rayleigh Bénard convection in the
presence of spatial temperature modulations, cuyo anélisis se basa en soluciones numéricas

exactas de las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq (OBE) adaptadas apropiadamente.

Los experimentos numéricos para este modelo sugieren que con el aumento de la amplitud
Om €l caos va disminuyendo, la inestabilidad de los rollos comienza para valores de r cada
vez mas alejados del rip de Lorenz hasta llegar a un ¢,, donde los rollos son siempre

estables.

Cuando se varia la temperatura en el tiempo con frecuencias que oscilan en el rango
0 < w < 10 se encuentra comportamiento periédico, caético e hipercadtico. Este ltimo
aparece en pequenas regiones de r cuando las amplitudes del orden de 1072 y la frecuencia
se encuentra en el rango 4 < w < 7 aproximadamente. Para frecuencias pequenas del
orden de 1072 el espectro de los exponentes de Lyapunov para r € [20,400] muestra que
el sistema presenta ventanas de orden dentro del caos que disminuyen al ir aumentando
la amplitud hasta desaparecer cuando A = 1 donde el comportamiento es cadtico para
r € [20,400].

Cuando se varfa la temperatura con frecuencias grandes y amplitudes del orden de 102
0 menores existen ventanas de orden dentro del caos y el sistema tiende a un ciclo limite
después de algtin r. Cuando A = 1 existen regiones de caos incluso en valores de r > 400
las cuales disminuyen al aumentar més la amplitud hasta desaparecer. Y se podria inferir,
que con los experimentos numéricos realizados para este modelo (modulacién temporal),
que para frecuencias y amplitudes grandes se suprime completamente el comportamiento
cadtico y para frecuencias pequenas y amplitudes grandes pasa lo contrario, el sistema

es totalmente caodtico para los valores de 7 en el rango 20 < r < 400.
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Cddigo para el calculo de los

Exponentes de Lyapunov

Calculo del Espectro de los Exponentes de Lyapunov con el método de Benettin para el

Modelo de Lorenz entre Rmin y Rmax. Incluye el caso R(t)=R*(1+ A sin(W*t)).

Ricardo Becerril Béarcenas
Maricela Rodriguez
18 de Junio de 2013

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include “nrutil.c”

#define SIX (1.0/6.0)
FILE xfp;

double W,A;

double SIGMA, B, R, Rmin, Rmax, Delta_R, Delta_t;
double x00,Y00,z00,x0,Y0,z0;

int ntau, Nr, Ntot,Ntrans, AMP;

main()

{

void mirk4(double y[ ], int n, double h, double yout[ ],double t,
void (xderivadas)(double t, double y[ |,double ] ]));

void parametros();

78
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void derivadasLorenz(double t, double y[ |, double [ ]);

void derivadas(double t, double y[ |, double f] ]);

void OGS(double v1[], double v2[ ], double v3[], double V1[],
double V2[], double V3[ ], double NJ);

double xcum,*yL,xyLout,*y,xyout,*v1,v2,%v3,%xV1 xV2xV3 *xN;
double t;

int n,j,k,m;

yL=dvector(1,3);
yLout=dvector(1,3);

y=dvector(1,12);
yout=dvector(1,12);

v1=dvector ;

(13)

v2=dvector(1,3);

v3=dvector(1,3)

V1=dvector(1,3)
(

1,3);
V2=dvector(1,3);
1,3
)

i 9

V3=dvector(1,3);
N=dvector(1,3

cum=dvector(1,3);

)

parametros();
printf( “SIGMA= %f, B= %f, Rmin= %f, Rmax= %f \n” ,SIGMA ,B,Rmin,Rmax);
printf(“Delta_t = %f, Delta_R= %f\n” ,Delta_t,Delta_R);
Ntot=Nrxntau;
printf( “Ntot= %d Nr=%d ntau= %d \n” ,Ntot,Nrntau);
printf( “CIL: x0= %f, y0= %f, 20= %f\n”,x00,Y00,2z00);
printf( “Daremos %d pasos para acercarnos al atractor\n” ,Ntrans);
printf(“Es decir, integramos de t= 0 a t= %f\n” ,Ntrans«Delta_t);
printf(“La integracion del cAjlculo de los LE’s se hace \n”);

(

printf(“De t=0 a t= %f\n” ,NtotxDelta_t);

// Célculo (transitorio) para acercarnos al atractor
fp=fopen(“EspectroLE.dat”, “w”);

// INICIA EL CICLO R

for(R=Rmin;R<=Rmax;R+ =Delta_R){

n= 3;
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printf(“R= %f\n" ,R);
t=0.0;

// CI para el ciclo transitorio
yL[1]=x00; yL[2]=Y00; yL[3]=z00;

for(j= 1;j<=Ntrans;j++){
mirk4(yLn,Delta_t,yLout,t,derivadasLorenz);
t+ =Delta_t;
yL=yLout;

}

x0=yLout[1];
YO=yLout[2];
z0=yLout[3];
t=0.0;

// Condiciones iniciales para la evolucion de y[1,12]
//A) Variables del modelo de Lorenz

y[1]=x0; y[2]=Y0, y[3]=20;
cum|[1]= 0.0; cum|2]= 0.0; cum|3]= 0.0;

//B) Variables de la ecs del espacio “tangente”

for(k= 4;k<= 12;k++) y[k]= 0.0;
y[4]= 1.0; y[8]= 1.0; y[12]= 1.0;

n= 12; // Numero de ecuaciones
//Nr es el numero de ortogonalizaciones que se haran
// Inicio del Ciclo Principal LE

for(m= 1;m<=Nr;m++){
for(j= 1;j<=ntaw;j++){
mirk4(y,n,Delta_t,yout,t,derivadas);
y=yout;
t+ =Delta_t;

}

//Construccién de la base ortonormal por la OGS

for(k= 1;k<= 3;k++){
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v1k]=y[3xk+1];
v2[k]=y[3xk+2];
v3[k]=y[3xk+3];

}

OGS(v1,v2,v3,V1,V2,V3N);

for(k= 1;k<= 3;k++)
cum[k] = cuml[k] + log(NIk]);

// Valores de y| | para re-entrar al ciclo del Runge-Kutta

for(k=1;k<= 3:;k++){
y[3xk+1]=V1[k];
y[3xk+2]=V2[k];
y[3xk+3]=V3[k];

}
fprintf(fp, “ %f\t\ %f\t %\t %f\n” ,R,cum[1]/t,cum|[2] /t,cum[3]/t);

printf( “Lambdal= %e , Lambda2= %e, Lambda3= %e\n”,
cum|1]/t,cum|2]/t,cum|3]/t);
printf(“Suma de lambdas = %f\n\n”,(cum[1]/t)+(cum[2]/t)+(cum[3]/t));

h
fclose(fp);
printf( “FIN\n”);
}
// Metodo de Runge-Kutta de orden 4
void mirk4(double y[ ], int n, double h, double yout[],double t,

void (xderivadas)(double t, double y[],double {[]))

double xk1, xk2, *xk3, xk4;
double *ytemp,*f;

int j;

kl=dvector(1,n);
k2=dvector(1,n);
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k3=dvector(1,n);
k4=dvector(1,n);
f=dvector(1,n);
ytemp=dvector(1,n);

derivadas(t,y,f);
for(j= L;j<=n;j++){
k1[j] = hxf[j];
ytemplj] = y[j] +0.5xk1]jj;

}

derivadas(t +0.5%h, ytemp,f);
for(j= 1;j<=n;j++){

k2(j] = had[j];

ytemp(j] = y[j] +0.5xk2[j];

}

derivadas(t+0.5%h, ytemp,f);
for(j= 1;j<=n;j++){

k3(j] = had[j;

ytemp[j] = y[j] + k3[jl;

}

derivadas(t+h, ytemp,f);
for(j= 1;j<= n;j++)
kd[j] = hf[j];

for(j= 1;j<=n;j++)
yout[j]=y[j]+ SIXx(k1[j]+2.0%k2[j]+2.0xk3[j]+k4[j]);
free_dvector(k1,1,n);

free_dvector(k2,1,n

( );
free_dvector(k3,1,n);
free_dvector(k4,1,n);
(
(

free_dvector(ytemp,1,n);

free_dvector(f,1,n);

}

void derivadasLorenz(double t, double y[], double {[])

{



Apéndice A. Cddigo para el cdlculo de los Exponentes de Lyapunov

83

double RT};

if(AMP==1)

RT=Rx#(1.04+ Axsin(Wxt));
else

RT=R;

f[1] = SIGMAx(y[2]-y[1]);
f[2] = RT*y[1] — y[2] — y[1}*xy[3];
f13] = y[1]*y[2] - B*y[3];

}

//Derivadas del sistema compuesto: Modelo-Lorenz, Evolucion de Ejes

void derivadas(double t, double y[ |, double f[ ])
{

int I;

double RT;

if(AMP==1)

RT=Rx(1.04+ Axsin(W*t));
else

RT=R;

f1] = SIGMAx(y[2]-y[1]);

fl2] = RTxy[1] — y[2] — y[1]xy[3];

f3] = y[1]xy[2] — B*y[3];

for(I= 0;1<= 2;1+ + 4){
f[4+1) = SIGMAx*(y[7+1] — y[4+]]);
fl7+1] = (RT—y[3])*y[4+1] — y[7+1] — y[1]*y[10+I];
f10+1] = y[2]xy[4-+1] + y[1]*y[7+]1] -B*y[10+1];

}

// Entran los vectores v1, v2, v3
//Salen V1, V2, V3 ortonrmalizados

void OGS(double v1] |, double v2[ ], double v3[ ], double V1[],
double V2[], double V3[], double NJ])
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double Norma(double X[ ]);

double dot(double X[ ], double Y[ ]);
int k;

double Coef21, Coef31, Coef32;

// Normalice el primer vector

NJ[1] = Norma(v1);
for(k=1;k<=3;k++) V1k]=v1[k]\N[1];

// Genere los otros 2 vectores ortogonales
// Obtencién del vector V2

Coef21 = dot(v2,V1);

for(k= 1;k<= 3;k++) V2[k] = v2[k] — Coef21xV1[k];
N[2] = Norma(V2);

for(k=1;k<= 3;k++) V2[k] = V2[k]/N[2];

// Obtencion del vector V3

Coef31 = dot(v3,V1);

Coef32 = dot(v3,V2);

for(k=1;k<= 3;k++) V3[k] = v3[k] — Coef31xV1[k] — Coef32+«V2[K];
NI[3] = Norma(V3);

for(k= 1;k<= 3;k++) V3[k] = V3[k]/N[3];

}

double Norma(double X]|)
{
int k;
double suma;
for(suma= 0.0,k= 1;k<= 3;k++) suma + = X[k|*X[k];
suma = sqrt(suma);

return suma;

}

double dot(double X[ ], double Y[])
{

double suma;
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}

int k;
for(suma= 0.0,k= 1;k<= 3;k++) suma + = X[k]|*xY[k];

return suma;

void parametros()

{

printf(“Si AMP =1, R=R(t), AMP= 0 (u otro ENTERO) R constante\n”);
scanf(“ % d”,&AMP);

printf( “Amplitud y Frecuencia\n”);

scanf(“ % 1If % 17, &A, &W);

if(AMP== 1)
printf( “Ud eligio: R(t)=Rx(1.0 %f sin( %f t))\n”,A,W);
else

printf(“Ud eligio: R sera constante\n”);
printf(“Parametros SIGMA B, Rmin,Rmax\n”);
scanf(“ % 1f % 1f % 1f % 1f” ,&SIGMA ,&B,&Rmin,&Rmax);
printf( “Escriba el paso de tiempo Delta_t y el paso en R\n”);
scanf“ % 1f % If” &Delta_t,&Delta_R);
printf(“Introduzca Nr: Num de ortogonalizaciones\n” );
printf(“y ntau: Num de pasos de tiempo entre ortogonalizaciones\n”);
scanf(“% d % d”,&Nr,&ntau);
printf( “Condiciones iniciales x0,y0,z0\n”);
scanf(“ %lf  %lf %lf 7, &x00, &Y00, &z00);
printf( “Escriba el numero de pasos dados para el edo transitorio\n”);
scanf(“ % d”, & Ntrans);



Apéndice B

Analisis de Estabilidad Lineal

Frecuentemente ocurre que no podemos resolver una ecuacién diferencial analiticamente
y sobre todo si esta ecuacién es no lineal, pero aunque no podamos resolverla analiti-
camente si podemos hacer un andlisis cualitativo del comportamiento de sus soluciones
alrededor de un punto critico, que es el punto X* tal que el sistema X = F ()Z' ), se hace
cero en X*. Esta informacién cualitativa, puede obtenerse mediante la linealizacion del

sistema cerca del punto fijo.

Para linealizar el sistema consideremos una pequefia perturbacién 7(t) = X (t) — X*
cerca de X*. Como queremos ver el comportamiento que tiene en cierto tiempo, deter-

minaremos un ecuacion diferencial para esta perturbacién. Diferenciando 77

=X,
ya que X* es constante. Sustituyendo X = F (X ) en la ecuacién anterior se obtiene
7=F(X)=F({f+X").

Por otro lado, expandiendo en series de Taylor la funcién F ()Z' ) alrededor de X*=0 y

despreciando los términos no lineales se tendra

—

F(X) = F(X*) + 3(X")(X - X7),

aqui J = g)}? es la matriz Jacobiana evaluada en el punto X*. Ahora escribiendo la
J

ecuacion anterior en términos de 77 se tiene que

F(X) = ij(t)J (X*).

86
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Entonces la ecuacion diferencial que obtenemos para 17 es
i = 1(t)J (X¥).

Esta ecuacién es lineal y es llamada la linealizaciéon alrededor de X*. En el caso de
una dimensién, la ecuacién anterior se ve como 7 = n(t)F’(X*) + O(n?). Aqui cuan-
do F'(X*) > 0 la perturbacién crece exponencialmente y se dice que el punto fijo es
inestable. Para F'(X*) < 0 la perturbacién decae y el punto fijo es estable. Cuando
F'(X*) = 0 la linealizacién no proporciona ninguna informacién y es necesario hacer un
analisis no lineal. Para el caso de dos dimensiones obtenemos los valores propios de la

matriz Jacobiana

1
A = 5(Tr] + V(TrJ)?2 — 4Det.J).

Tr es la traza de la matriz y Det su determinante. Si los valores propios son reales y posi-
tivos tendremos un punto fijo inestable y si son negativos el punto fijo es estable. Cuando
uno es positivo y el otro negativo se trata de un punto silla, es decir, las trayectorias se
aproximan y se alejan de este punto. Estas trayectorias son tratadas como inestables.
Cuando Tr = 0, los valores propios son imaginarios puros y surgen los centros. Los
espirales surgen cuando los valores propios tienen parte normal y parte imaginaria, que
ocurre cuando (TrJ)? — 4DetJ < 0. La estabilidad de los espirales la define la traza de
la matriz. Si T'r > 0 se trata de un espiral inestable, de lo contrario el espiral es estable.

En el diagrama (B.1) se muestra la clasificacién de los puntos fijos para todo valor de .

Podria pensarse que el sistema linealizado no es confiable al no tomar en cuenta los
términos de O(n?), sobre todo cuando el sistema no es lineal. Ciertamente este anélisis
puede reproducir resultados incorrectos para algunos casos pero cuando el comporta-
miento cualitativo cerca del punto fijo X* arrojado por el andlisis de estabilidad predice
que el punto fijo es nodo estable, nodo inestable, espiral o silla el resultado es correcto.
Cuando se trata de nodos degenerados, centros o puntos fijos no aislados, éstos son mu-
cho més delicados y pueden ser alterados por pequenos términos no lineales y por tanto

dar un resultado incorrecto.
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. Cuadrante estable
Cuadrante inestable

Nodos
inestables

Espirales inestables

Puntos
silla
- »  Det
\_7 Espirales estables
P Nodos
untos no
estables
aislados > Nodos
degenerados
Cuadrante inestable Cuadrante estable

Ficura B.1: Clasificacién de los puntos fijos en dos dimensiones de acuerdo al deter-
minante y la traza de la matriz jacobiana.
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Funciones de Chandrasekhar

Las funciones de Chandrasekhar son un conjunto de funciones que solucionan el problema

de valores propios definido por la ecuacién

d4y 4

— = C.1
T =Y (C.1)
v las condiciones de frontera
d 1
y =0, y é =0 en m:ii. (C.2)

Para mostrar que estas funciones son ortogonales consideramos o, ¥ ¥, un valor propio

y una solucién propia de la ecuacién (C.1), entonces

d"ym 4
T = OmYm- (C.3)

Multiplicando la ecuacién anterior por otra solucién propia ¥, cuyo valor propio es ay,

e integrando

[NIES

1
2 d'ym
N T2

1
2

Resolviendo la integral del lado derecho por partes

/1 d'ym | By \ 2
n——7 ;7 AT = n~"; o
_%y dxt In”4a3 B

V]

_/é %dSymdz
1 -1 dr dx3
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debido a las condiciones de frontera y, =0 en z = i% la ecuacién anterior se reduce a

1 1
2 dym 2 dyp Pym
WY gy — 7 W T,y
/_;y dat /_1 dr dad ¥

2

N

Integrando nuevamente por partes la ecuacion del lado derecho
/5 d*ym | Ay Py \ * Jr/é Pyn dym | (©5)
T = Xz .
-1 In” gt de dz? ) _ _ ’

1 dx? dx?
2
aqui (% d d;/?) jg: 0 por la segunda condicién de frontera. Ahora sustituyendo la ec.

(C.5) en la ec. (C.4)

1
2

1 1
4 2 _ 2 d2yn d2ym
ozm/_é YmYndx —/_é T2 dg? dx (C.6)

intercambiando indices en la ecuacién anterior
1 1
ai/ YnYmdr = / Un & Ym dx, (C.7)

1 1 dr? dx?
2 2

restando las ecuaciones (C.7) y (C.6)

por consiguiente

1
2
/ YmYndr =0 para m #n.

N |=

En consecuencia las soluciones y,,, conforman un conjunto ortogonal y supondremos que

son un conjunto completo con el propédsito de expandir una funcién arbitraria continua
. 11

en el intervalo (-3, 5).

Para encontrar la solucién a la ecuacién (C.3), proponemos y(x) = €"*, al sustituirla en

la ecuacion, las soluciones que obtenemos son

C(x) = Ajcosh(Ax)+ Ay cos(Ax)
S(zr) = Bjsinh(ux)+ Basin(ax)

evaluando C(x) en la frontera se obtiene

1 1
Aq cosh <A2> + A cos </\2> =0,
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1 1
Ajq cosh <A2> = — A5 cos </\2> .

Para que la igualdad se cumpla ambos lados de la ecuacién deben ser igual a una

por tanto

constante,
1
Aj cosh <)\> =,
2
1
—As cos ()\) =c,
2
lo que nos lleva a A1 = m y Ag = _WC%A)’ de esta manera la condicion y(z) =0

se cumple para todo ¢ en particula para ¢ = 1. De la misma manera procedemos para S

donde encontramos que B = —L—— v By = ——L
aue =1 V2T i)

— , consecuentemente las soluciones
51nh(§u)

a la ecuacién son

cosh A,z cos A,z
cosh %)\m cos %)\m
sinh pnz  sin 2

Sim(2) = sinh L B sin 1 ’
2Hm 2Hm

Cn(2) =

éstas son ortogonales y claramente desaparecen en z = jzi. Para que sus primeras
derivadas desaparezcan en la frontera se requiere que A\, y un sean las raices de las

ecuaciones caracteristicas

1 1
tanh 5)\ + tan 5)\ = 0

1 1
th — t—u=20
co 2,u+co 2u ,

respectivamente. Estas ecuaciones son muy sencillas de resolver numéricamente. Las

primeras cuatro raices de A, y fy, son

m Am e

1 | 4.73004074 | 7.85320462
2 | 10.99560784 | 14.13716549
3

4

17.27875966 | 20.42035225
23.56194490 | 26.70353756
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Para m > 4 la férmula asintética [30]

1 1
/\m—><2m—2)7r Y um—><2m+2)7r

da las raices correctas hasta 10 decimales. Esto es todo lo que se requiere saber de las

funciones de Chandrasekhar que se utiliza en este trabajo.
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