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Dedicatoria

La aventura més grande y persistente de la historia humana es la bisqueda de la comprensién
del Universo, de su funcionamiento y su origen. Resulta dificil pensar que un punado de seres,
habitantes de un minusculo planeta que gira en torno a una estrella insignificante perteneciente a
una pequena galaxia, se hayan propuesto el objetivo de alcanzar la comprensién total del cosmos,
resulta dificil pensar que una particula infima de la creacién confie plenamente en su capacidad de

entender la totalidad.

Murria Gell-Mann
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Abstract

In this paper an algorithm has been developed aimed at optimizing the posi-
tions of the particles SPH (smooth particle hydrodynamics) method uses as initial
data representing a density profile characteristic of a certain physical phenomenon
to be studied. To this end, we conducted a survey of various optimization methods
that use the gradient as a tool to reach the minimum of a certain function.

Keywords: SPH, optimization, gradient method, acceptance-rejection method.

Resumen

En este trabajo se ha elaborado un algoritmo enfocado a optimizar las posi-
ciones de particulas que el método SPH (smooth particle hydrodynamics) emplea
como datos iniciales y que representan a un perfil de densidad caracteristico de cier-
to fenémeno fisico que se desea estudiar. Con este fin, se lleva a cabo un estudio de
diversos métodos de optimizaciéon que emplean al gradiente como herramienta para
llegar al minimo de una cierta funcién.

Palabras clave: SPH, optimizacin, mtodo del Gradiente, mtodo de aceptacin
y rechazo.



Motivacion

Generacién e importancia de los datos iniciales.

Imaginemos que deseamos modelar un proceso astrofisico tal como el choque
de un agujero negro y un cumulo de polvo césmico, una estrella o una galaxia.
Sabemos que para ello necesitaremos hacer uso de la relatividad general; asi como
de la dindmica de fluidos, debido al caracter fisico intrinseco en dicho sistema.

El deseo de construir modelos de tales sistemas radica en la necesidad de
describir los fenémenos mismos con la mayor aproximacién posible, construyendo
con ello predicciones numéricas asociadas al fenémeno mismo. Para poder llevar a
cabo esto, es necesario resolver de forma discreta las ecuaciones fisicas que describen
al sistema y llevar a cabo de algin modo su evolucién en el tiempo.

Una forma de llevar a cabo esto es justamente mediante el método de SPH
(Smooth Particle Hydrodynamics) [1][2][3], el cual tiene una especial aplicacién en
problemas de caracter astrofisico, que fue el area en la originalmente fue desarrolla-
do; en la actualidad el método SPH tiene una importante aplicacién en otras areas
tales como balistica, vulcanologia y oceanografia; incluso SPH es usado en la indus-
tria del entretenimiento para la elaboracion de animaciones en tiempo real o para
videojuegos. SPH es un método empleado para discretizar ecuaciones, que permite
obtener una aproximacién numerica a las soluciones de las ecuaciones de la dinamica
de fluidos reemplazando al fluido mismo por un conjunto de particulas.

Asi, dichas particulas pueden ser vistas como la interpolacién de las posiciones
de los elementos del fluido, desde las cuales las propiedades fisicas del fluido pueden
ser calculadas. El proceso para obtener datos iniciales! en SPH es por esto de cardcter
fundamental, debido a que la eficiencia de todo el proceso evolutivo tendra una

LCon “datos iniciales”, nos estaremos refiriendo a lo largo de este trabajo a las posiciones de los
elementos del fluido (que comtinmente llamaremos “particulas” por simplicidad) que se emplean
como parte de las condiciones iniciales, las cuales emplea el método de SPH para llevar a cabo
algtin proceso determinado.



correlacion con la eficiencia en la obtenciéon de datos iniciales. Esto dado que el
proceso que se desarrolle mediante el método SPH nos devolverd resultados que
dependen con relativa importancia de la posicion de cada una de las particulas
que conforman al sistema, lo cual quiere decir que a un tiempo t = 0 necesitamos
un perfil de densidad conformado por aquellas particulas, que represente lo més
fielmente posible a nuestro fenémeno fisico a fin de que el proceso evolutivo que se
lleva a cabo pueda tener un significado fisico real.

El problema con el perfil de densidad.

La generacion de datos iniciales para SPH se lleva a cabo mediante el método
de aceptacion y rechazo que es parte de los métodos de simulacién tipo Monte Carlo.
Este método nos permite generar los datos iniciales de forma simple, rellenando el
volumen 3N-dimensional® con particulas, tal como si las arrojaramos dentro del
mismo de forma aleatoria.

El primer problema que se presenta al hacer esto, es que no sabemos si el
perfil de densidad de los datos iniciales generados por dicho proceso, se aproxima lo
suficiente al perfil de densidad analitico que representa al sistema fisico que se desea
modelar mediante el método SPH. Por ello se debe llevar a cabo un estudio de los
datos iniciales a fin de encontrar cual es su respectivo perfil de densidad y comparar
a éste con el perfil de densidad analitico deseado?.

Esto nos deberia arrojar una nube de puntos que debera acercarse de buena
manera al perfil analitico deseado, pero sucede que al comparar las posiciones de
dichos puntos (que representan a los elementos del fluido o particulas), se observa
una clara diferencia con respecto a las posiciones de los puntos que conforman al
perfil de densidad analitico.

Es fundamental que los datos iniciales tengan un perfil lo mas parecido posible
al perfil inicial deseado, puesto que la fidelidad de los valores numéricos obtenidos
que representaran la fisica de nuestro sistema dependerd de la precisién que tenga el
proceso evolutivo mediante SPH, mismo que, a su vez depende justamente del perfil
de densidad inicial.

Tenemos, por tanto, el problema de cémo minimizar la dispersién? del perfil
obtenido para los datos iniciales, a fin de que las posiciones de los puntos que con-

2N es el ntimero de particulas que conforman al sistema fisico.

3En este trabajo no se ha realizado la modelacién mediante el método SPH de fenémeno fisico
alguno. El objetivo del mismo solo esta en generar datos iniciales que representen a un perfil de
densidad lo més aproximado posible a la realidad con respecto a un cierto fenémeno fisico de
interés.

4Dispersién de las posiciones para los puntos generados mediante el método de aceptacién y



forman al perfil inicial generado estén practicamente en la misma posicion que los
puntos que conforman al perfil analitico deseado.

rechazo con respecto a las posiciones de los puntos que conforman el perfil deseado.

4



Antecedentes

Método de Monte Carlo.

El método de Monte Carlo es un método numérico que permite resolver prob-
lemas fisicos y matematicos mediante la simulacion de variables aleatorias. La im-
portancia del método de Monte Carlo se reconoce cuando se aplica a problemas que
tienen dificil solucién por métodos exclusivamente analiticos o numéricos (resolu-
cién de integrales de muchas variables, minimizacién de funciones, etc.). Algunos
de estos problemas dependen de factores aleatorios o se pueden asociar a modelos
probabilisticos.

Gracias al avance en el diseno de los ordenadores, calculos tipo Monte Car-
lo, que en otro tiempo hubieran sido inconcebibles, hoy en dia se presentan como
alternativas para la resolucion de ciertos problemas. En estos métodos el error es
aproximadamente igual a 1/v/N[4], donde N es el ntimero de pruebas y, por tanto,
ganar una cifra decimal en la precision implica aumentar N en 100 veces. La base
del método estd en la generacién de nimeros aleatorios de los que nos serviremos
para calcular probabilidades. Conseguir un buen generador de niimeros aleatorios,
asi como un conjunto estadistico adecuado sobre el que trabajar, son las primeras
dificultades con la que nos vamos a encontrar al momento de utilizar este método.

El método de Monte Carlo representa a una amplia clase de algoritmos com-
putacionales que emplean un repetitivo muestreo aleatorio para obtener resultados
numéricos; es decir, mediante la ejecuciéon repetitiva de muchas simulaciones. Estas
se realizan con el fin de calcular las mismas probabilidades heuristicamente tal como
si estuviésemos jugando en un casino real y anotando nuestros resultados.

El método de Monte Carlo se utiliza principalmente en tres problemas difer-
entes: optimizacién, integracion numérica y generacion de muestras a partir de una
distribuciéon de probabilidad. Este método es especialmente 1til para la simulacion
de sistemas con muchos grados de libertad acoplados, tales como los fluidos, entre
muchos otros.



No hay consenso sobre cémo debe definirse el método de Monte Carlo. Por
ejemplo, Sawilowsky [5] distingue entre una simulacién, un método de Monte Carlo,
y una simulacion de Monte Carlo: una simulacién es una representacion ficticia de la
realidad, un método de Monte Carlo es una técnica que se puede utilizar para resolver
un problema matematico o estadistico, y una simulacién de Monte Carlo son los usos
repetidos de toma de muestras para determinar las propiedades de algin fenémeno
(o comportamiento). Lo anterior se puede entender con los siguientes ejemplos:

-Simulacién: Una variable uniforme pseudo-aleatoria definida desde el intervalo
[0,1] se puede utilizar para simular el lanzamiento de una moneda: si el valor es
menor o igual a 0.50, se designa el resultado como cara, pero si el valor es mayor
a 0.50, se designa el resultado como cruz. Esto es una simulacién, pero no una
simulaciéon de Monte Carlo.

-Método de Monte Carlo: El area de una figura irregular inscrita en un cuadra-
do unitario puede ser determinada por el niimero total de dardos lanzados dentro
del area. Este es un método de Monte Carlo para determinar el area, pero no una
simulacién.

-Simulacién de Monte Carlo: Definiendo un gran niimero de variables uniformes
pseudo-aleatorias en el intervalo (0, 1], y designando a valores menores o iguales a
0.50 como caras, y mayores que 0.50 como cruz, tendremos una simulacién de Monte
Carlo para el lanzamiento repetitivo de una moneda.

El método de simulacién de Monte Carlo no siempre requiere nimeros ver-
daderamente aleatorios para ser 1util. Mientras que para algunas aplicaciones la
impredictibilidad es vital, muchas de las técnicas mas ttiles aplicadas a la pro-
gramacion numérica usan secuencias deterministas pseudo-aleatorias, por lo que es
facil de probar y volver a ejecutar las simulaciones. La tinica cualidad necesaria para
tomar buenas simulaciones suele ser que la ‘secuencia pseudo-aleatoria’ parezca ser
lo “bastante aleatoria”.

Generacion de nimeros pseudo-aleatorios.

Se llama ndimeros pseudo-aleatorios {u;},., a una sucesiéon deterministica de
ntiimeros en el intervalo [0,1]; que tiene las mismas propiedades estadisticas que
una sucesién de nimeros aleatorios. Una forma general de obtener ntimeros pseudo-
aleatorios es partir de una semilla de p ntimeros u_p41, U_py2,...,u_1,up y aplicar
una funcién d de modo que w; = d (w1, ..., Ui—p)-

Un generador pseudo-aleatorio de nimeros es un algoritmo que produce una
sucesién de nimeros que es una muy buena aproximaciéon a un conjunto aleatorio



de nimeros. La sucesion no es exactamente aleatoria, en el sentido de que que-
da completamente determinada por un conjunto relativamente pequeno de valores
iniciales.

La mayoria de los algoritmos de generadores pseudo-aleatorios producen suce-
siones que poseen una serie de propiedades que son las que les permiten a estas
ser usadas en lugar de niimeros realmente aleatorios. Las propiedades minimas que
debern satisfacer los nimeros pseudo-aleatorios, en general, son:

-Ajustarse a una distribucién U (0, 1) (Distribucién uniforme continua con ran-
go entre 0 y 1).
-Ser estadisticamente independientes (no debe deducirse un niimero conociendo otros
ya generados).
-Ser reproducibles (la misma semilla debe dar la misma sucesién).
-Tener un Ciclo repetitivo muy largo®.
-Facilidad de obtencion.
-Ocupar poca memoria.

Método de aceptacion y rechazo.

El método de aceptacién y rechazo es un método de Monte Carlo, el cual
emplea secuencias de nimeros pseudo-aleatorios con el fin de representar a variables
aleatorias a partir de las cuales se lleva a cabo una simulacion.

Este método béasicamente consiste en muestrear una variable aleatoria respecto
a una funcion de distribucién apropiada, y someter a dicha variable, a un analisis
para determinar si se acepta o se rechaza. Técnicamente, lo que se hace es expresar
de forma adecuada a la funciéon de distribucion respecto a la cual se quiere obtener
valores de una variable aleatoria, para entonces imponer un criterio mediante el cual
estos valores seran aceptados.

Una variable aleatoria o variable estocastica, es una variable cuyos valores se
obtienen de mediciones de algin tipo de experimento de caracter aleatorio. Formal-
mente, una variable aleatoria es una funcion, la cual asigna eventos a nimeros reales.
Puede concebirse también como un valor numérico que esta afectado por el azar.

Sea x la variable aleatoria de la cual se quiere obtener valores distribuidos con
la funcién de distribucién de probabilidad F'(z) con zel, donde I representa a los
nimeros irracionales.

5Esto dado que ciclos cortos limitan la longitud aprovechable de una corrida de una simulacién
dado que el reciclaje resulta en una repeticién de secuencias de eventos.



Entonces se generan dos variables aleatorias a y b, distribuidas uniformemente
en (0, 1); se reescalan ambas variables de la forma apropiada a fin de obtener tanto
como y, y se comprueba si se cumple la desigualdad y < F(x). Si se cumple, se acepta
x como valor de una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad F'(x).
En caso contrario, se rechazan los valores de a y b, generando dos nuevos valores
para estas variables.

Un ejemplo del resultado del proceso de emplear el método de aceptaciéon y
rechazo es generar variables aleatorias que obedezcan a una funciéon de probabilidad
para un caso particular en dos dimensiones tal como se muestra en la figura 1. La
curva alli mostrada representa a una cierta funciéon de densidad de probabilidad
F(z), la cual tiene un valor méximo M.

=) &

M

a k 3
il

Figura 1: Ejemplo del método de aceptacion y rechazo para una funcion de distribu-
cién de probabilidad acotada.

Entonces generamos dos ntimeros aleatorios U; y Us, y determinamos el valor
de la variable aleatoria x de acuerdo a la siguiente relacién lineal de Us:

r=a+ (b—a)U. (1)

Evaluamos la funcién de probabilidad en x = a+ (b — a) U; y analizamos si la
siguiente desigualdad se cumple:

Usz(a+(§)\4_a)U1)- 2)

Se utilizard a © = a + (b — a) U; si la respuesta es afirmativa, como un valor
simulado de la variable aleatoria que se desea generar. De lo contrario, es necesario
generar nuevamente nuevos nimeros aleatorios tantas veces como sea necesario.



Este método es sencillo de aplicar siempre y cuando la funcién de distribucién
no tenga una férmula complicada y utilice s6lo un nimero aleatorio para calcular
un valor de la variable aleatoria.

Nociones basicas de SPH.

Tal como se habia comentado con anterioridad, SPH es un método para obtener
aproximaciones numeéricas a las soluciones de las ecuaciones de la dinamica de fluidos
mediante el reemplazamiento de los fluidos por un conjunto de particulas.

Para los matematicos, dichas particulas son justamente la interpolacion de las
posiciones de los elementos del fluido, a partir de las cuales las propiedades de los
fluidos pueden ser calculadas. Para los fisicos, las particulas en SPH son particulas
materiales, las cuales pueden ser tratadas como cualquier otro sistema de particulas.

Una de las ventajas del uso del método SPH es que se puede usar con mas de
un tipo de material. En este caso cada material puede ser descrito por un conjunto
propio de particulas; con ello, problemas de interfase son a menudo triviales de
describir en SPH, mientras que pueden ser dificiles en esquemas de diferencias finitas.
Otra ventaja es que el método proporciona un puente natural entre la versién discreta
y continua del sistema.

Habria que considerar también la ventaja de que la resolucion puede hacerse
dependiente de la posicién y el tiempo, lo cual hace al método muy atractivo para
la mayoria de los problemas astrofisicos y geofisicos [3][6][7]. Finalmente, dada la
cercana similaridad entre SPH y la dinamica molecular, es a menudo posible incluir
fisica compleja con facilidad.

Aun cuando la idea de usar particulas puede resultar natural, no siempre es
posible reconocer con facilidad qué interacciones entre las particulas reproduciran
fielmente las ecuaciones de la dindmica de fluidos o la mecénica del continuo. Una
forma de hacer lo anterior es derivar las ecuaciones de movimiento usando una
técnica de estimacién de Kernel. El Kernel de suavizado o simplemente “Kernel”
2][3][8] es una funcién que describe como una distribucién de densidad esta asociada
con una particula de densidad p. Formalmente definimos a los kernels como funciones
del tipo:

Wab =W (Ta — Tb, h) ) (3)

donde a es la particula en la que estda centrada la funcién y b es una particula
dentro del soporte compacto® de la funcién kernel, controlado éste iltimo por h, la

6Se denomina soporte de una funcién al conjunto de puntos donde la funcién no es cero. Se



smoothing length(longitud de suavizado) que se detallard mas adelante.

Cuando aplicamos esto a la interpolacién, nos arroja un estimado de una fun-
cién en cualquier punto, usando los valores de la funcién con respecto a la posicion
de las particulas. Esta estimacién de la funciéon puede ser diferenciada exactamente
siempre que el Kernel sea diferenciable. De este modo los gradientes requeridos
para las ecuaciones de la dindmica de fluidos pueden ser escritos en término de las
propiedades de las particulas.

Dado que SPH es esencialmente una técnica para aproximar ecuaciones del
medio continuo, puede ser usada por una amplia gama de problemas de la dinamica

de fluidos.

La interpolacién mediante SPH de una cantidad A, la cual es una funcién de
las coordenadas espaciales, estd basada en la integral interpolante [§]

A(r) = /A (YW (r — ', h)dr’, (4)

donde la integral se lleva a cabo sobre todo el espacio, la funcion W es el Kernel, el
cual tiene dos propiedades

/W(r—r’,h)dr’:l (5)

lm W (r —r',h)dr' =§(r —1'), (6)
h—0
donde dr’ es el elemento diferencial de volumen. El Kernel W debe estar nor-
malizado a uno dado que estadisticamente, la probabilidad de obtener un cierto valor
especifico para una cantidad fisica A en el intervalo finito de la integral 4 debe ser
igual a uno. La interpolacién reproduce la cantidad A exdctamente si el Kernel es
una funcién delta. En la practica, los Kernel son funciones, las cuales tienden a una
funcién delta en la medida en que la longitud de escala h tiende a cero. Estos Kernel
estan normalizados a uno y, por tanto, las cantidades son interpoladas exactamente.
Un Kernel usado comunmente en la aplicacién del método SPH, y que es con el que
se ha trabajado en este proyecto, es el Kernel M4, que tiene la forma:

1@2=-9q°-4(1-¢)°], para 0<q<1,
My (z) = é [(2 — q)3] , para 1 <¢g <2, (7)
0, para ¢ > 2,

dice que una funcién tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un conjunto
cerrado y acotado.
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con q = %‘ El Kernel SPH asociado con M, (z) en una dimensién es W(z, h) =
M, (x)/h. En d dimensiones la misma expresion es usada pero serd multiplicada por
1/h? y una constante, para asegurar que esté normalizado en el nuevo espacio.
Por ejemplo, el factor 1/6 en el caso anterior serd remplazado por 5/(147) en dos
dimensiones y por 1/(47) en tres dimensiones. El Kernel M4, también llamado C'S
(Cubic Spline), ha sido por mucho, el kernel més usado y analizado en la literatura
emergente que involucra al método SPH; esto, dado que se asemeja a una funcion

gaussiana al tiempo que es de soporte compacto.

Para aplicar esta interpolacion a un fluido, dividimos el mismo en un conjunto
de pequenos elementos de masa. El elemento “a” tendra una masa m,, una densidad
p. Y una posicion r,. El valor de A para la particula “a” es denotado como A,. La
integral puede entonces aproximarse mediante una sumatoria sobre los elementos de

masa. Esto nos arroja la sumatoria interpolante:

A(r) = /A(r’)W(r—r’,h) dr' =Y AW (r —1;,h)AV;,

=1

N
1
A(r) = AW (r -y, h); (pjAV;),
j=1 /

donde el elemento de masa m; es p;AV;. Con lo que finalmente,

Alr) = ij;‘—jW(r—rj,h), (8)

donde la sumatoria se realiza sobre todas las particulas, pero en la practica, sélo se
lleva a cabo sobre los vecinos cercanos dado que W cae rapidamente con respecto a
la distancia.

Lo anterior se debe a la escala h, la cual representa la distancia o radio de
alcance con la cual se toman los vecinos correspondientes a una particula a-ésima a
fin de interpolar la cantidad A sobre de ella. Dada la forma del Kernel C'S, el radio
de alcance con el que dicha particula tomara a sus vecinos serd de 2h7.

Como un ejemplo del uso de la estimacién por Kernel, supongamos que A es
la densidad p. La interpolaciéon nos arroja la siguiente estimaciéon para la densidad
en un punto en torno a r:

p(r) :ijW(r—rj,h), (9)

"Esto se debe a que el kernel C'S tiene 3 regiones de influencia con respecto a ¢, la primera que
va de 0 a1y esla que més aporta a los valores calculados, la segunda que va de 1 a 2 y que aporta
un valor menor, y la tercera que va de 2 en adelante y que no aporta nada a los valores calculados
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lo cual muestra como la masa del conjunto de particulas es suavizada para producir
la estimacién para la densidad.

Aleatoriedad vs determinismo.

En la ecuacion 8 se realizé un desarrollo algebraico en el que discretizamos la
integral interporlante al considerar que dividiamos al fluido (con el que caracteri-
zamos al sistema fisico al emplear el método de SPH) en un conjunto de pequenos
elementos de masa. No obstante sabemos que las posiciones r y r; de las particulas
(o elementos del fluido) fueron generadas mediante el método de aceptaciéon y recha-
7o y, por tanto, el desarrollo hecho de las ecuaciones 4 a la 8 involucra una integral
determinista calculada sobre variables aleatorias tal como en el caso de una integral
de Monte Carlo.

Surge entonces la pregunta, ;Cémo se justifica el hecho de utilizar variables
aleatorias al calcular integrales deterministas? [9]. Podemos conectar estos conceptos
pensando en la integral de la forma

I / f () da, (10)

Podemos ver a I como un promedio si consideramos una densidad unidimensional
p(x), con la cual podemos expresar a la integral como:

b
1:/ o () (@) dIE<M>, (11)
a p(x) p(x)
Por tanto esta integral es en si misma un promedio de la funciéon %. Si ahora pen-
samos en aproximar este promedio mediante una discretizacin de puntos aleatorios

{z; }jv;”l (esto es, posiciones de puntos, generadas mediante variables aleatorias tal
como en el método de aceptacion y rechazo), podremos escribir entonces:

Ny
I = L f(xj)
N, =1 p(xj)

(12)

De lo cual se desprende que para una funcién definida sobre [a,b], la distribucién
que gobierna a xz; € [a,b] es justamente p (z) = ﬁ, esto dado que una variable

aleatoria z; que est distribuida uniformemente en el intervalo [a, b], si su funcién de
densidad es:
L sia < x; <b,

- ) = (b_a‘) ’
/() { 0, para cualquier otro valor.
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De acuerdo a lo anterior, una variable aleatoria distribuida uniformemente, tiene
una funcién de densidad que es una constante en el intervalo de definicié; lo cual
nos lleva a la nocién de una distribucién aleatoria dado que nuestra funcion definida
sobre [a,b], describe la probabilidad relativa segin la cual una variable aleatoria
2 tomarda un determinado valor. Insertando esto en nuestra suma obtenemos final-

mente:
I ~ 1 & b - NEZ f A 13
~ _Nx ;:1 f(x;)( a) p (zj)Az, (13)

donde Az = % Con lo que podemos concluir que:

[ 1@ =31 @pan, (19

donde la expresién anterior se aproxima a la igualdad conforme N, se aproxima
al infinito. Entonces una distribucion de probabilidad o funcién de densidad de
probabilidad de z es una funcién f(x) tal que para cualesquiera dos nimeros a y b
con a < b, se tiene que la probabilidad de encontrar a x entre a y b esta dada por:

b
P(agmgb):/f(m)dx. (15)

13



14



Capitulo 1

Optimizacién numérica
multivariable sin restricciones.

1.1. Métodos de relajacién.

Si recordamos del preambulo de este trabajo, nuestro objetivo sera optimizar
los valores generados para las posiciones iniciales de un conjunto de particulas (el-
ementos del fluido) que representan a nuestro sistema fisico. Un problema de opti-
mizacién consiste en maximizar o minimizar una funcion eligiendo sistematicamente
valores de entrada (tomados de un conjunto permitido) y calculando el valor de la
funcién. Numéricamente existen diversos métodos para realizar un proceso de opti-
mizacién. El presente trabajo se centrara particularmente en aquellos que emplean
al gradiente como herramienta de optimizacion.

La optimizaciéon numérica de funciones no lineales requiere la utilizacién de
técnicas de optimizacion eficientes y robustas. La eficiencia es importante porque
la solucion de estos problemas se lleva a cabo por un procedimiento iterativo. La
robustez (habilidad para encontrar la solucién) es una propiedad deseable, dado
que el comportamiento de las funciones no lineales puede ser dificil de predecir
computacionalmente: pueden presentarse maximos, minimos y puntos de silla de
forma local y global. En algunas regiones el avance hacia el punto éptimo puede ser
muy lento, necesitando mucho tiempo de célculo, etc.

La mayor parte de los algoritmos de célculo siguen una metodologia similar.
Se determina un punto inicial, se evalia la funcién en ese punto y se elige una
direccion de busqueda. Se comienza entonces con un movimiento en la direccién de
busqueda hasta encontrar un éptimo en esa direcciéon para un mismo ciclo, o bien
hasta que se produzca una mejoria determinada con respecto al valor de la funcion.
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1.2 Método del gradiente.

A continuacién se selecciona una nueva direccion y, asi, sucesivamente.

El problema es minimizar (o maximizar) funciones de algunos vectores que a
menudo tienen un gran nimero de dimensiones. Muchos problemas pueden formu-
larse de esta manera: por ejemplo, un programa de ajedrez de computadora podria
ser visto como un intento de encontrar el conjunto de, digamos, diez movimientos
que producen la mejor jugada posible para un participante en cierto momento de
una partida.

Tal como se comentd en la seccion , la motivacién del proyecto a realizar, radica
en minimizar la dispersion obtenida del perfil de densidad conformado por los datos
iniciales. Para ello se pueden emplear diversos métodos que nos permitan de algin
modo llevar a cabo este proceso.

Considerando su aparente sencillez de programacién y su rapida velocidad de
proceso, se ha optado por trabajar con métodos basados en el descenso a lo largo
de la direccion del gradiente.

1.2. Método del gradiente.

El método del gradiente o método de méaxima pendiente [9][10][11], consiste en
la bisqueda de la direccion de méaximo descenso de una cierta funcién a optimizar
(que en nuestro caso sera la funcién de dispersién), mediante el cdlculo del gradiente
de dicha funcion; lo cual viene siendo lo mismo que encontrar el minimo de la funcion.

Una buena direccién de bisqueda deberia reducir (para minimizacién) la fun-
cién objetivo, de tal manera que si x" es el punto inicial y x! es el nuevo punto, se
cumpla que

f(x) < £ (0. (1.1)
Recordemos que el gradiente es un vector en un punto x que proporciona la direccion
(local) de méxima variacién de la funcién. El vector gradiente es un vector ortogonal
al contorno de la funcién del punto. Por ello, en la bisqueda de un minimo, la
direccion de movimiento sera contragradiente.

S* = -V (x°). (1.2)

En el método de méximo descenso, la transicién de un punto z* a otro z*+! viene
dada por la siguiente expresion:

XM = xF 4+ AxF =x" + ofSF =x" — ofVf (xN), (1.3)

donde:
Ax* es el vector que va desde x* hasta x**!' y cuya magnitud estd dada por el
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1.3 Bisqueda lineal inexacta del paso.

gradiente de la funcién.
S* es la direccién de buisqueda de maximo descenso.
a® es un pardmetro que determina la longitud de paso en la direccién de méximo

descenso.

El gradiente negativo da la direcciéon de movimiento, pero no la longitud de
dicho movimiento. Por lo tanto, existen varios procedimientos posibles dependiendo
de la eleccién de o*. Entre los diversos métodos que existen para la seleccién de la
longitud de un paso, dos merecen una mencion especial. El primero de ellos emplea
una busqueda unidireccional de la longitud en la direccién del gradiente. El segundo
especifica a priori la longitud del paso para cada iteracion.

El algoritmo préactico lo podemos resumir en los siguientes pasos:

1.- Elegir un valor inicial x°. En pasos sucesivos serd x*.

2.- Calcular analitica o numéricamente las derivadas parciales de f(x¥).

3.- Calcular el vector de busqueda S¥.

4.- Usar la relacién de transiciéon 1.3 de un punto a otro para obtener el siguiente
punto. El valor o puede ser de valor fijo o calculado en cada paso mediante una
busqueda unidireccional.

5.- Comparar f(x*1) con f(x*). Si el cambio es menor que una tolerancia preespeci-
ficada terminar; en caso contrario volver a paso dos y continuar con las iteraciones.

Un método de rapido descenso puede terminar en cualquier punto estacionario;
es decir, puede llegar a un minimo local o a un punto silla. Para conocer qué tipo de
resultado hemos obtenido debemos asegurarnos que la matriz hessiana esta definida
positiva.

1.3. Bisqueda lineal inexacta del paso.

Una vez calculada la direcciéon de desplazamiento S en un cierto punto del
proceso, surge la pregunta de, ;jqué paso dar a lo largo de dicha direccién?, es
decir, jcuanto moverse en esa direccion? La solucion para responder a la pregunta
la encontramos en minimizar la funcién y(«) en a dada por:

x(a) = f(x+ aS), (1.4)

a lo cual se le llama bisqueda lineal inexacta del paso o simplemente biisqueda lineal
[12]. En este método la bisqueda puede hacerse de forma inexacta con un coste en
calculos menor. En tal caso, hay que garantizar que se cumpla que

f(x+aS)# f(x), (1.5)
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1.3 Btsqueda lineal inexacta del paso.

y a su vez que la funcién decrezca suficientemente con respecto a algin criterio
establecido. Para hacer esto, consideremos que la derivada de la funcién f (x 4+ «S)
con respecto a « es

F(x+as), = (’g; a8)g, 1 9 (’;;; S)g, 4 ;Y x+aS) %; Sg. (16
f (x+aS), =Vf(x+aS)'s. (1.7)
Entonces, para o = 0, se tendrd que
f(x+aS),., = f(x)
f(x+aS),_, = Vf(x)'S. (1.8)

Y, asi, la aproximacién lineal de f (x + aS) en o =0 es

f(x+aS), _,+af (x+aS),_,=f(x) +aVf(x+aS)'s. (1.9)

Hecho lo anterior, establezcamos un criterio bajo el cual « sea tal que la funcién
a minimizar decrezca razonablemente. Un practico criterio popular para determinar
una busqueda lineal es la regla de Armijo [12] (ver figura 1.1). La idea esencial es que
la regla debe primero garantizar que la selecciéon de o no arroje un valor demasiado
grande. El criterio de Armijo establece que o debe cumplir con

f(x+aS) < f(x)+0aVf(x+aS)'s; (1.10)

donde pe (0,1) es una constante a elegir. Este criterio garantiza que la funcién de-
crezca razonablemente.

f(x+ap)

L f(x)+oaVf(x)p
f(x)+aVfx) p

o
a =10 o

Figura 1.1: Criterio de Armijo; la seccini de la curva f (x + aS), que se encuentra
por debajo de la linea punteada que representa a f (x) + poaV f (x + aS)TS (conc-
retamente desde a = 0 hasta o = ayp), corresponde al conjunto de tamads de paso
que satisfacen la desigualdad.
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1.4 Método del gradiente conjugado.

El método inexacto mas extendido para calcular la amplitud de paso « se
conoce como backtracking . Comienza con un paso completo, « = 1, y lo va reducien-
do mediante un factor constante, ¢ - «v, e (0, 1), hasta que se cumpla el criterio de
Armijo.

1.4. Método del gradiente conjugado.

El método del gradiente conjugado [10][11], debido a Fletcher y Reeves (1964)
[13], combina las caracteristicas de la convergencia cuadratica del método de las
direcciones conjugadas, con las del método del gradiente. El método supone una
importante mejora del método del gradiente con sélo un pequeno incremento en
el esfuerzo de cédlculo. El método del gradiente conjugado, esencialmente, combina
la informacion obtenida del vector gradiente con la informacién acerca del vector
gradiente de iteraciones previas. Lo que hace el método es calcular la nueva direccién
de busqueda utilizando una combinacién lineal del gradiente en la etapa considerada
y el de la etapa anterior.

Los pasos del cédlculo se detallan a continuacion:

1.- En x° (posicién inicial) calcular f (x°) y calcular S = —V f (x°).

0

2.- Almacenar Vf (x°) y calcular x! = x° + a’S" minimizando mediante una

bisqueda unidireccional en la direccién S°.

3.- Calcular f (x') V f (x'). La nueva direccién de bisqueda es una combinacién
lineal de S° y Vf (x'):

1_ 1 oV/f (Xl)T Vfx!
S'=-Vf(x")+S VTV ) (1.11)
Para la etapa k-ésima la relacién es:
k1l _ k+1 WV (Xk+1)TVf (x"*)
SM=—Vf(x"") +8 VTV (1.12)

Para una funcién cuadratica se puede demostrar que las dos direcciones de
bisqueda son conjugadas.

4.- Realizar el andlisis de convergencia, (la funcién objetivo ha disminuido), y
terminar el algoritmo cuando ||S¥|| sea menor que alguna tolerancia preestablecida.
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1.4 Método del gradiente conjugado.

Algunas de las dificultades que aparecen en el método de direcciones conju-
gadas ! también aparecen en el método del gradiente conjugado. Se puede producir
una dependencia lineal de las direcciones de busqueda durante el proceso; esto se
puede eliminar reiniciando el proceso cada cuatro o cinco etapas completas.

Todos los métodos expuestos a lo largo de esta capitulo, y que tienen como
herramienta fundamental al gradiente de la funcién, seran empleados para construir
un algoritmo capaz de optimizar las posiciones de las particulas tal como se describe
en la seccion .

Wer apéndice A
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Capitulo 2

Construccién del proceso de
optimizacion.

2.1. Resultados iniciales.

Ahora que ya conocemos los métodos a implementar con el fin de optimizar las
posiciones de las particulas generadas por el método de aceptacion y rechazo, solo
resta adaptar estos métodos de optimizacion basados en el gradiente de la funcién a
nuestro caso particular en el que las propiedades de los sistemas fisicos se calculan
a través de promedios via el método SPH, lo que incluye al calculo de gradientes de
dichas propiedades fisicas.

En el capitulo se hablé de la importancia de los datos iniciales y del prob-
lema con el perfil de densidad generado por estos cuando tratamos de modelar un
fenomeno fisico. Para visualizar a detalle este problema y la necesidad intrinseca de
realizar una optimizacion de dichos datos iniciales, consideremos un perfil de densi-
dad que representa a cierto sistema fisico (tal como un una estrella o una galaxia)
dado por:

( ) Mr 1
r) = -
p 2mR2r’

(2.1)

donde M7 es la masa total del sistema y R el radio maximo del mismo. Dicho perfil
representaria a nuestro fenomeno fisico a un tiempo ¢t = 0. Habra que senalar que
durante este trabajo se ha usado esta funcién como uno de nuestros caballos de
batalla.

Para generar mediante el método de aceptacion y rechazo a las particulas
que conforman a este sistema, necesitamos obtener la funciéon de distribucion de
probabilidad a partir del perfil de densidad dado. Considerando que la masa total

21



2.1 Resultados iniciales.

del sistema estd dada por
My = /p (r)dV, (2.2)
donde el diferencial de volumen dV estd definido como

dV = r*sin () drdfde, (2.3)

en coordenadas cartesianas, entonces

My = /O% d¢/ow sin (#) df /ORp(r) ridr, (2.4)

de lo cual, normalizando la expresién podemos obtener las funciones de distribucion
deseadas para cada una de las coordenadas del sistema.

F0) = o
£0) = sin2(9)’
@) = o (25)

Con éstas podemos obtener mediante el método de aceptacion y rechazo descrito
antes, el valor de cada una de las variables aleatorias r, 6 y ¢ para cada una de las N
particulas que forman al sistema; donde, a su vez, dichas variables aleatorias estan
asociadas respectivamente con las funciones de distribucién de probabilidad f(r),
f(0),y f(¢). El resultado de aplicar el proceso antes descrito se muestra en la figura
2.1 (en coordenadas cartesianas).

Para corroborar que las particulas obtenidas conforman un perfil de densidad
aproximado al perfil de densidad deseado, se recurrirad a la ecuacién 9. Esto nos pro-
porcionara un promedio de la densidad con respecto a la posicién de cada particula,
a través del cual se derivard el perfil de densidad de las particulas generadas medi-
ante el método de aceptacion y rechazo. Donde el kernel M4 antes descrito, en el
caso de 3D, toma la forma:

2 [2-¢°—4(1—¢)°], para 0<q<1,
Wq,h) = - - [(2 — q)3} , para 1<gq <2, (2.6)

47h3
OJ para q > 27
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2.1 Resultados iniciales.

Ejey

Figura 2.1: Posiciones de las particulas generadas mediante el método de aceptacion
y rechazo (en coordenadas cartesianas) para el sistema descrito en la ecuacion 2.1.

con q = \z_l) donde |z| es la norma o distancia euclidiana entre la particula
i-ésima y la j-ésima.

Cada uno de los promedios para la densidad sera calculado sobre la particula
i-ésima con respecto a todos sus vecinos “influyentes”, donde la responsabilidad de
determinar qué particulas vecinas nos ayudan a calcular un buen promedio para
dicha densidad i-ésima, recae puramente en el Kernel y en la longitud de escala h.
La forma del Kernel C'S nos permitird delimitar las regiones de influencia de las
particulas, las que estén mas cerca tendran mas peso en la densidad promedio mien-
tras que las mas lejanas no aportaran nada; asi, entonces, para el calculo promedio
de la densidad con respecto a la particula i-ésima, sera justo ella misma quien méas
aporte al calculo de dicho promedio.

Por su parte, h nos permitira ajustar la distancia de influencia a fin de calibrar
nuestras aproximaciones. La longitud de escala h esta dada por la ecuacion

h— n(%) é, (2.7)

donde 7 es una constante que se ajusta generalmente a 1.5, aunque habria que
senalar que para este trabajo funcioné mejor con valores ligeramente inferiores, a la
par es importante recordar que para el Kernel C'S (empleado en este trabajo), la
distancia de influencia para calcular los promedios a la SPH es de 2h. Notese que en
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2.1 Resultados iniciales.

la formula para la longitud h se usan como parametros a la masa m de la particula
sobre la que se calcula el promedio y a la densidad analitica p (r) en ese punto;
estos valores son datos iniciales con los que ya contamos, o que podemos fijar sin
problemas. En este trabajo, la masa de las particulas es la misma para todas ellas
(que es lo que se hace cominmente por convencién cuando se trabaja con SPH) y en
valor es igual a Mr /N, con N igual al nimero de particulas. Por su parte la densidad
analitica con respecto a la particula, depende intrinsecamente de la posiciéon en la
que esté colocada la particula en cuestion.

De lo anterior, dado que ya contamos con la expresion para la densidad analitica
p (r) del sistema, puesto que hemos fijado el valor para las masas m de las particu-
las y ya que hemos generado las posiciones de las particulas, podemos sin problema
calcular h y ¢ con lo cual, a su vez, podemos hacer el calculo de los promedios de la
densidad para obtener el perfil numérico correspondiente, para asi poderlo comparar
con el perfil analitico respectivo. El resultado de esta comparacién se muestra en la
imagen 2.2:

= Densidad a la SPH
« Densidad analitica

Densidad
1

Radio

Figura 2.2: Comparativa del perfil de densidad a la SPH para las posiciones iniciales
de los puntos generados mediante el método de aceptacién y rechazo con respecto
al perfil de densidad analitico en el caso del sistema asociado con la ecuacién 2.1.

En la figura 2.2, la curva mas delgada, formada por asteriscos de color verde, rep-
resenta al perfil analitico generado numéricamente y la curva méas ancha es la que
representa al perfil numérico a la SPH. De la gréafica se puede notar que, aunque
nuestros datos iniciales se aproximan al valor correcto, tienen un amplio error con
respecto al mismo. Dado que el método de aceptaciéon y rechazo es, tal como se dijo
antes, un método tipo Monte Carlo, el error antes mencionado serd del orden de \/—%
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2.2 Construccién del método.

La idea de emplear un método de relajacién recae justamente en reducir este
error a fin de que nuestros datos iniciales sean lo mas viables posibles para su posteri-
or implementacién en la evolucion y estudio del fenémeno fisico deseado en trabajos
futuros.

2.2. Construccion del método.

A fin de armar el c6digo que usaremos para la optimizaciéon de los datos iniciales
mediante método del gradiente, debemos considerar que dado que trabajamos con
np particulas, nuestro sistema tendra 3N grados de libertad. Luego entonces, el
método del gradiente modificarda cada una de las 3N variables del sistema en una
direccion contragradiente a fin de encontrar el minimo de la funcién deseada.

Pero, jcudl es esa funcién a minimizar? Para responder a esa pregunta, recorde-
mos que nuestra meta, al aplicar el método del gradiente, es poder reducir el error
en las posiciones de las particulas generadas mediante el método de aceptacion y
rechazo para un perfil de densidad dado, en comparacion con el valor analitico de
dicho perfil.

Dicho de otro modo, deseamos que el método del gradiente mueva a cada una
de las particulas a una posicion ‘mejorada’, mediante la cual el perfil de densidad
numérico sea atin més cercano al perfil de densidad analitico p (r). Asi, lo que debe-
mos minimizar es una cierta funcién error que propondremos como:

np

B=3 (o 0x) — (o) (2.8)

=1

donde n, es el nimero total de particulas, p (x;) es la funcién de densidad analitica
evaluada en la particula i-ésima y (p;) es la densidad promediada a la SPH para la
particula i-ésima. El factor % se agrega por conveniencia operacional.

El minimo de esta funcion error lo encontraremos cuando se cumpla la condi-
cién,
(b (xi) = (pi)) = 0, (2.9)
lo cual ocurrird cuando nuestro valor para la densidad promediada a la SPH sea
igual al valor de la densidad analitica.

Habréa que denotar que aun cuando la idea para optimizar nuestros datos ini-
ciales es mover las particulas de su posicion inicial a una posiciéon éptima’, matematica-
mente hablando el método del gradiente simplemente encontrara el minimo de una
funcién que existe en un espacio 3N dimensional. Esto se ve reflejado en el hecho
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2.2 Construccién del método.

de que realmente estaremos modificando iteracion a iteracién el valor de cada una
de las 3N componentes que conforman a un vector en ese espacio 3N dimensional
con el fin de llevar a ese vector hasta el minimo de la funcién.

Notemos a su vez que esta funcion a minimizar es una funcién compuesta, en
la que cada una de las variables que la componen estan acopladas entre si, debido a
que el promedio de la densidad calculado a la SPH requiere no sélo del valor de la
posicién de la particula sobre la que se calcula dicho promedio, sino que también del
valor de la posicién de sus vecinos. Esto es, a medida que modifiquemos la posicién
de alguna de las particulas a fin de que su densidad promedio a la SPH se ajuste
mejor a la de la densidad analitica, estaremos indirectamente modificando también
el valor de la densidad promedio a la SPH de sus particulas vecinas.

Debido a lo anterior, serd importante asegurarse de que las modificaciones
hechas para cada una de las componentes de la funciéon a minimizar, sean aplicadas
al mismo tiempo y no una por una. Esto es, el cambio en la posicion de cada una de
las particulas deberd ser calculado y aplicado al mismo tiempo para todas; calcular el
cambio en la posicion para una sola de ellas y luego modificar su posicién, implicaria
que al calcular el cambio en la posicion para una sebsecuente particula vecina, se
estaria considerando un diferente sistema al inicial.

Para determinar el cambio a aplicar en las posiciones de cada una de las
particulas, serd necesario conocer el gradiente de la funcién error sobre la particula
i-ésima; esto es,

1 &

ViE =V [5 Z (p(xi) — <Pz>)2] ; (2.10)
i=1

donde el gradiente actiia sobre las particulas k-ésimas. Despejando y derivando

obtenemos la expresion

Tip

VeE =23 [p(x) Vi [p (x0)] — p () (Taps) — 02) Vi lo (x0)] + (1) (Vi)

2 i=1
(2.11)

Calculemos entonces, los gradientes necesarios con respecto a la particula k-ésima.

a) El gradiente de la densidad analitica.

M 1
Vv )=V ; 2.12
N R O Ty (212)
Lo cual claramente sélo es diferente de 0 cuando ¢ = k, por tanto
Mr X0k
\Y% i) = 2.13
o)) = |G (213)
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2.2 Construccién del método.

b) El gradiente de la densidad promedio a la SPH [7] es
(V1pi) vakW —x;,h), (2.14)

donde el indice j corre sobre todos los vecinos de la particula i-ésima. Consideremos
que,

[xi — %
qij = Tj7
y definiendo
Wij =W (ai;) ,
tendremos,
oW (qij) g
W = JJ 72 2.15
Vk J 8%] 3xk ’ ( )
donde p 1 )
dij Xi — Xj
== Sk — O3k)
8xk hz |Xi — Xj‘ ( ]k)
y entonces
e m oW ii ) \ Xy — X5
(Vi = SOV a) D= X5) 5y (2.16)

=1 hi gy |xi — x|

Considerando ahora que para una funcién analitica como en el caso a) sélo para
1 = k se debe cumplir que

ka (2.17)

entonces, nos es claro que el indice k debe ser igual al indice 7 6 al indice 7, y el hecho
de tener ambas deltas en la ecuacion 2.16,s6lo nos estd marcando la orientaciéon de
la derivada. Por tanto, considerando i = k, tendremos que

m OW (qj) (xx — X;)
(V E 2.18
kP hk Oqj |Xk — x| (218)

Asi, regresando a nuestro desarrollo del gradiente de la funcién error con respecto a
la particula k-ésima, sustituyendo los recientes resultados y contrayendo los indices
obtendremos finalmente que

np

MT Xk m 8W (qk]) (Xk — Xj)
ViE = X;) — mW, —
k p( ) IZ:; kl 21 R? (xlz + yZQ + Z?)% ; hk 8% ‘Xk — Xj’
(2.19)
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2.3 Andlisis preliminar del método.

donde se imponen diferentes indices [ y j para reflejar el hecho de que ambas suma-
torias no corren al mismo tiempo.

Con este resultado ya estamos en capacidad de llevar a cabo el algoritmo
descrito en la seccion 1.2 para la implementacion del método del gradiente.

Lo tltimo a ajustar en nuestro cédigo sera la condiciéon para parar el algoritmo.
Para esto hay diferentes opciones, entre las cuales estda la antes mencionada de
comparar f(Xyy1) con f(xy) para ver si la diferencia es menor que cierta tolerancia
y entonces parar; esta opcion no se aplicé dado que el método converge lentamente
hacia una precision deseada, dado que las particulas se mueven cada vez menos a
medida que el perfil de densidad calculado a la SPH se acerca a su contraparte
analitica.

Es por ello mas util monitorear el momento en que las particulas no cambian
su posicion dentro de cierta tolerancia; o dicho de otro modo, el momento en que
las componentes de la funcién error no se modifican mas con respecto a un valor de
tolerancia.

Para el andlisis de los diferentes casos con que se trabajé en este proyecto,
muchas veces, simplemente se dejo que el codigo trabajase durante un cierto niimero
de iteraciones que se considerd conveniente; esto, considerando un valor para el de-
splazamiento promedio de las particulas bajo el cual se notara una clara tendencia
de reduccién en el error absoluto. Para la descripcién futura de los resultados, se in-
dicara el tipo de condicién de parada que se usé para la implementaciéon del método
en cada uno de los diversos casos analizados.

2.3. Analisis preliminar del método.

En la presente seccion se presentaran diversos analisis realizados con el fin de
corroborar el correcto funcionamiento del cédigo desarrollado para el método del
gradiente adaptado a nuestro problema de relajacion de los datos iniciales. Dichos
analisis, asi mismo, fueron realizados para calibrar de forma idonea los pardametros
que emplea el codigo.

Como primera aproximacién, a fin de realizar estos andlisis de forma sencilla,
se recurrié a un perfil de densidad constante p (x) = 1 en dos dimensiones, con un
area perimetral de 3x3 unidades de longitud. Asi, tendremos una configuracién con
forma de tablero de ajedrez en la que las particulas estaran ubicadas en cada uno de
los vértices de la cuadricula. Obsérvese que para esta configuracion completamente
uniforme, no se recurre en ningin momento al método de aceptacién y rechazo.
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2.3 Andlisis preliminar del método.

Con ello, habiendo fijado la densidad y el volumen del sistema, la masa total
del mismo serd igual a 9 unidades. La masa de cada una de las particulas (que tal

Mt

El ntimero

dada por m

a
tro a definir para cada configuraci

i 1 para todas), estar

, sera igua
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N

on que
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Figura 2.3: Configuracion de datos iniciales caracterizada por 1296 particulas orde-

nadas en una cuadricula de 36x36 posiciones.

Para dicha configuracion, bien ordenada, el perfil de densidad debe ser practi-

camente uno, lo cual se puede ver en la figura 2.4.

Notese que para el perfil de densidad el valor promedio decae en los extremos,
esto se debe al menor ntimero de particulas vecinas, lo cual genera un valor promedio

diferente sobre las particulas ubicadas cerca de las fronteras de la cuadricula. Del

mismo modo en el centro de la cuadricula, el perfil es practicamente uno, lo cual
es lo que se busca. El hecho de que el promedio anterior reproduzca el valor real se
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1.0 R AR SRR R R REREE R ERERE RN E R R R R R RN
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Figura 2.4: Perfil de densidad calculado a la SPH de una configuracion ordenada de
datos iniciales con densidad analitica constante igual a 1. Los puntos en las fronteras
(que en la grfica son los puntos por debajo del valor deseado) tienen un valor que
decae debido a la falta de vecinos en la frontera que les permita calcular un buen
promedio.

debe a que las particulas lejos de las fronteras tienen un buen niimero de vecinos
que le permiten calcular un promedio correcto.

Del mismo modo el perfil de la derivada de la densidada a la SPH tendra un
comportamiento que se detalla en la figura 2.5.

LSS S S EEEESES

Derivada de la densidad en x
=
1
-
*

0.0 0s 1.0 15 20 25 an
Ejex

Figura 2.5: Perfil del promedio de la derivada de la densidad calculado a la SPH de
una configuracién ordenada de datos iniciales con densidad analitica constante igual
a 1. El comportamiento en las fronteras se debe a la caida del perfil de densidad en
la misma zona.
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2.3 Andlisis preliminar del método.

Para el caso del perfil de la derivada, se puede resaltar que dicho perfil es
practicamente 0 para las particulas lejos de las fronteras, justamente porque el perfil
de densidad promediado a la SPH para éstas es préacticamente idéntico al perfil
analitico. Cerca de las fronteras el perfil de la derivada decrece del infinito hasta
0 conforme nos movemos sobre el eje x desde el origen, debido a que el perfil de
densidad es mas cercano a uno conforme nos movemos en dicha direccién; del mismo
modo, dicho perfil de la derivada crece de menos infinito a 0, conforme nos movemos
sobre el eje x desde la frontera mas alejada del origen hacia el centro.

Lo anterior nos deja claro que para el proceso de relajacion tendremos un
problema con los promedios calculados en las fronteras; y, por tanto, un problema
a la hora de calcular el valor del paso a dar por cada una de las particulas cercanas
a la frontera durante el proceso de relajacion mediante el método del gradiente.

Para resolver este problema consideraremos una seccion fronteriza de la cuadricu-
la para la cual las particulas se mantendran fijas en su posicion inicial durante el
proceso de relajacién. Asi, si consideramos una seccion fronteriza de 0.5 de ancho,
tendremos una seccién a relajar de 2x2; entonces de nuestras 1296 particulas totales,
576 caeran en la seccion a relajar y el resto estaran en la seccién fronteriza. Si ahora
generamos las posiciones de esas 576 particulas centrales mediante el método de
aceptacion y rechazo, el resultado serd el mostrado en la figura 2.6.

La primera prueba que nuestro cédigo debe pasar es que para una configu-
raciéon bien ordenada, es decir, el caso en que el perfil de densidad calculado a la
SPH es practicamente idéntico al perfil analitico; las particulas no deberan moverse
practicamente nada con respecto a su posicién inicial. Realizando el proceso con
la seccién fronteriza de particulas en posiciones fijas, encontramos justamente este
comportamiento donde la diferencia entre el valor inicial de las posiciones de las
particulas y el valor relajado por el método del gradiente se mantiene oscilando en
torno a 1x107'%, y por tanto, el cédigo no modifica la posicién de particulas cuya
configuracion inicial esta ya ordenada.

Para asegurar un buen comportamiento del proceso de relajacion sera impor-
tante que el cédigo no tenga una direccién preferente de movimiento; esto es, que
las particulas no tiendan a moverse mas rapido en una direccién que en otra. Para
analizar esto consideremos la configuracion de 1296 particulas con fronteras fijas y
576 particulas a relajar. Estas 576 particulas a relajar las colocaremos ordenadas de
forma compacta en una region confinada al centro de la cuadricula.

Al echar a andar el proceso de relajamiento, tal como se observa en el cuadro
2.1, se produce un reacomodo de las particulas centrales, a modo que estas van
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Figura 2.6: Configuracion inicial de 576 particulas aleatorias a relajar generadas
mediante el método de aceptaciéon y rechazo con 720 particulas como frontera fijas.
El proceso de relajacion mediante el método del gradiente se ejecutara sélo sobre
las particulas aleatorias.

siendo empujadas hacia las fronteras pero sin perder en cierta medida su orden
inicial, dado que no existe ninguna direccién preferente en el cambio en la posicion
de las particulas a cada iteracion.

Tal como se observa en el cuadro 2.1, conforme el proceso avanza las particulas
van modificando su posicién a tal grado que cada vez se acerquen mas al perfil de
densidad deseado. Por tanto, es 16gico pensar que de ser asi, la funcién error deberia
estar disminuyendo progresivamente con una tendencia clara a 0, que es justamente
lo que se ve en la figura 2.7 cuando graficamos el valor de dicha funciéon a cada
iteracion, y que a su vez, es el valor deseado para la funcién error tras finalizar el
proceso de relajamiento.

Una tercera prueba aplicada sobre el cédigo consiste en comprobar que él
mismo sea capaz de relajar a un conjunto practicamente ordenado de particulas. Para
esto recurriremos a un modelo sencillo de 144 particulas, en el cual solo 4 de éstas son
aleatorias y el resto estan ya ordenadas y fijas en su posicién. El resultado de aplicar
el proceso de relajacién (presentado en el cuadro 2.2) nos arroja que tras un total de
5 millones iteraciones, el sistema se encontrard practicamente relajado, oscilando en
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Cuadro 2.1: Proceso de relajacién para 576 particulas ordenadas y compactadas en
el centro de la cuadricula. Con una frontera de 720 particulas ordenadas fijas. De

izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se observa como las particulas aleatorias

van modificando su posicion al someterse al proceso de optimizacion sin que se

observe una direccion preferente de desplazamiento.

torno a su posicion final con una amplitud de desplazamiento de aproximadamente

1x1077.

to

ompu

’

0), no obstante, el tiempo de ¢

as cercano a

’

(un valor m
necesario para reducir en un orden este valor, implicaria realizar cerca de 5 millones

.7

Para el punto en que el cédigo se detiene, el valor de la funcién error fue de
mayor precision

2.13221075 (ver figura 2.8). El proceso ain se podria mantener hasta llegar a una

Lo anterior es uno de los primeros indicios acerca del tiempo !

odigo para relajar a las particulas hasta una precision deseada.

as.

de iteraciones m
que requiere el ¢

3

7

6 una maximo

tra. En los casos en 2D, solo se requiri

'Dicho tiempo vario de una configuracién a o
de un dia de procesamiento para una configuraciéon de 4000 particulas empleando el método del

gradiente; en cambio para los casos en 3D, tanto para la densidad constante como para la densidad

radial, este tiempo oscil6é en torno a los 4 dias.
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Figura 2.7: Tendencia de la funcién error durante el proceso de relajaciéon para una

configuracion de 576 particulas a relajar.

2.4. Parametros iniciales.

Una vez corroborado el correcto funcionamiento del cédigo para estos simples
modelos, antes de continuar, sera importante mencionar que para el monitoreo del
c6digo, durante su proceso se analizaron diferentes valores, los cuales se describen a
continuacion:

-El error absoluto entre el perfil de densidad analitico y el calculado mediante prome-
dios a la SPH.

-El valor de la funcién error descrita en secciones previas.

-El valor promedio absoluto de los desplazamientos de las particulas.

Hay que mencionar que recurrentemente se usé el valor promedio absoluto de
los desplazamientos como valor a monitorear, a fin de detener el cédigo. Esto dado
que el codigo, en muchas ocasiones, llegaba a entrar en un periodo en el que las
particulas se desplazaban poco antes de que se encontrasen con una buena precisién
para el valor de la funcién error. Asi, una buena condicién de parada sera aquella
en la que se pueda decir que las particulas ya no presentan desplazamientos en
comparacion con una cierta tolerancia.

A su vez, serd importante mencionar que durante el presente analisis se fueron
ajustando los parametros que emplea el codigo, a fin de alcanzar su mejor desempeno.
Asi, se ajusto el valor de n a 1.2 pues se encontré un mejor comportamiento para
dicho caso en comparacién con los resultados que se encontraron al aplicar valores
de n distintos. Esto se debe a que, si el valor de 1 es mas pequeno, nuestra longitud
de suavizado no tomara suficientes particulas como para calcular un promedio cor-
recto; y si es mas grande, estaremos sobre-suavizando el promedio y por tanto éste
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Cuadro 2.2: Proceso de relajacion para 4 particulas aleatorias ubicadas en el centro
de la cuadricula. La figura a la izquierda muestra la posicion de las mismas antes de
aplicar el proceso de relajacién y la figura a la derecha muestra a la optimizacion de
las posiciones. Las particulas al tener muchos vecinos ya ordenados y fijos, obtienen
un buen promedio para su densidad y para la derivada de la misma.

tendra también un valor incorrecto. Todo esto es importante pues en general en la
literatura actual, para calcular promedios a la SPH se usa un valor para n igual a
1.5.

La longitud h de interaccién con la que se contabiliza al nimero de vecinos a
usar para cada promedio se dejo en general como un valor fijo durante el proceso
de relajacion, debido a que se encontro a lo largo del desarrollo de este trabajo que
mantenerla fija siempre daba un mejor resultado, en comparacién con tener una h
variable. Para reflejarlo, se hara mencion mas adelante a algunos de los diferentes
resultados obtenidos usando tanto una h variable como una h fija.

La h fija implica que todas las particulas tendran la misma h durante todas
las iteraciones del proceso. Dicha h emplea el perfil de densidad constante al que se
desea llegar como parametro a usar durante su calculo. Esto es, h estara dada por:

1
m\s
h=n(15)" (2.20)

Para el caso de la h variable, se toma la ecuacion anterior sélo para la primera
iteracion, a fin de tener un valor inicial para la h de cada particula. Una vez que
se hace la modificacion en la posicién de cada una de las particulas y se calcula el
valor de su promedio actual a la SPH, se usara este resultado como parametro para
calcular el valor de la h a usar por cada una de las particulas durante la siguiente
iteracion. Esto es, se hard uso de la ecuacion:

}“:n<pr)% (2.21)
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2.4 Parametros iniciales.

Error absoluto

Iteracion

Figura 2.8: Tendencia de la funcién error durante el proceso de relajacién en escala
logaritmica para un configuraciéon de 4 particulas a relajar. La curva muestra el
rapido descenso en la magnitud del desplazamiento promedio de las particulas. La
rapida caida en la curva se debe puramente al método del gradiente aplicado al méto-
do SPH; este patron se vera repetidamente mostrado en los resultados presentados
a lo largo de este trabajo.

El valor de la tolerancia para detener el cédigo bajo el criterio de un minimo de-
splazamiento de las particulas, cuando llegé a usarse, fue de 1x107'% 0 menor; esto
considerando que dada la tendencia del error a reducirse (ver figura 2.8), una vez
que el promedio del desplazamiento de las particulas sea numéricamente pequeno, se
necesitara de un largo tiempo de procesamiento extra, para obtener una mejor opti-
mizacién de las posiciones iniciales de las particulas con respecto a la optimizacion
que ya se ha conseguido..

El parametro «, que es el parametro con el que se modifica el empuje dado
por el gradiente de la funcion error a las particulas, se mantuvo siempre menor a
0.01, y en general fue distinto segin la configuracion inicial y la versiéon del méto-
do del gradiente que se estuviese empleando. Lo anterior recae en que una alta «
puede ocasionar que las particulas simplemente se muevan demasiado, provocando
malos valores para los promedios, y en que una « corta puede ocasionar que las posi-
ciones de las particulas se modifiquen demasiado poco, provocando que el proceso
de relajacion sea por demas lento.

Una tltima condicién sobre los parametros iniciales consiste en tener simetrizadas
nuestras ecuaciones que calculan los valores medios a fin de que, si una particula i ve
a una particula j a la hora de calcular cierto promedio, la particula j también la vea
al calcular el suyo. Para hacer esto se puede recurrir a cualquiera de las siguientes
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simetrizaciones:
h; + h;
hij = fi & 1y
2
VleJ _ VZW (Tija hz) + V,JW (Tija hj) ' (222>

2

En la préctica, dado que en general la longitud h se mantuvo fija, dicha
simetrizacién en la mayoria de los casos no fue necesaria pues la magnitud de la
longitud de suavizado usando h fija es idéntica para todas las particulas al tener
una densidad analitica constante. Mas aun, cuando se prob6 con el fin de mejorar
los resultados en que se usaba una h variable, no se encontraron resultados contun-
dentes que nos llevaran a considerar que usarla era la mejor opcién para este caso,
puesto que dichos resultados obtenidos fueron aproximadamente los mismos (las
posiciones finales de cada configuracion tras el proceso de relajacion no mostraban
diferencias claras entre un caso y el otro).

2.5. El problema de los pares.

Durante el analisis preliminar del método, se encontré una complicacion a la
hora de intentar encontrar la mejor precision posible para el mismo en un tiempo
razonable; esto es, el proceso seguia andando siempre que, bajo la misma toleracia
antes mencionada para el promedio en el desplazamiento, las particulas se mantu-
vieran en movimiento.

Para reflejar esta complicacién, analicemos primero configuraciones en las que
las particulas aleatorias son pocas y estan centradas en la cuadricula, mientras que,
por tanto, las particulas vecinas a éstas seran considerablemente mas numerosas y
estaran fijas.

La primera de las configuraciones a analizar esta conformada por 16 particulas
aleatorias cuya posicién se desea optimizar y que esta conformada por un total de 576
particulas, y la segunda por 36 particulas aleatorias cuya posicion se desea optimizar
y que estd conformada por un total de 1296 particulas; dichas configuraciones se
presentan en el cuadro 2.3.

Tal como se puede ver, si consideramos lo mencionado antes respecto a una
tolerancia en el desplazamiento de las particulas de 1210~!' o0 menor, entonces nos
encontraremos que por algiin motivo la configuracién ya no se estd modificando lo
suficiente con respecto a una relacién entre el tiempo de procesamiento y la mejora
en el resultado.
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Cuadro 2.4: Anélisis del desplazamiento de las particulas (en escala logaritmica en el
panel izquierdo) y su vector de desplazamiento (panel derecho). Aunque las particu-
las se siguen desplazando hacia una posicion 6ptima, la magnitud del desplazamiento
promedio de las particulas decrece rapidamente.

Laimagen de la izquierda representa al desplazamiento promedio de las particu-
las conforme se desarrollaba el proceso. En esta se puede ver con facilidad como las
particulas llevan una clara tendencia a moverse cada vez menos, a pesar de que el
sistema ain no ha llegado a una configuraciéon optima. La imagen de la derecha
presenta a los vectores de desplazamiento de cada una de las particulas durante la
ultima iteracion; en esta se puede notar que las particulas si se estan desplazando
en la direccién aparentemente correcta y por tanto el problema mas que nada recae
en el hecho de por qué se desplazan tan poco.

Para encontrar el problema empecemos por notar que en las configuraciones
finales de ambos casos presentados se observa un curioso patron; en ambos exis-
ten pares de particulas muy juntas (lo cual no deberfa ocurrir pues se esperaria
que el método las separe por si solo) y relativamente aisladas con respecto a sus
particulas vecinas; incluso en el caso de 16 particulas aleatorias, éstas se encuentran
practicamente una encima de la otra.

Lo anterior es importante porque dado que las particulas se mueven poco,
sabemos que el empuje dado por el gradiente de la funcion error es pequeno, y
eso sOlo ocurrird cuando el perfil de densidad sea numéricamente similar al perfil
de densidad promediado mediante el método SPH; esto quiere decir que el método
esta considerando que todas aquellas particulas que se mueven poco en torno a los
pares de particulas y estas mismas, tienen un buen perfil de densidad. Lo que ocurre,
y que es documentado por Rosswog [14], es que el método de SPH provoca que las
particulas que se acercan demasiado se comporten como una sola, empujando asi a
las demés que tendrian menor masa que este par de particulas pegadas. Por ello es
que se encuentra un patron en las configuraciones finales, en el cual parece haber
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2.5 El problema de los pares.

huecos en torno a las particulas “pegadas”.

Asi pues, dado el problema de los pares, el método de relajacién basado en el
método del gradiente intenta relajar al sistema bajo una configuracion en la cual
ahora existe una particula de masa dos veces mayor a la de las demas.

Evadir este problema con algin tipo de “pequena” patada a las particulas
pegadas no funciona, dado que las demas particulas vecinas en torno a estas dos
tienden a empujarlas de vuelta, debido a que los promedios a la SPH no cambiaréan
mucho con respecto a los calculados para una iteraciéon anterior. Soélo si la patada
es lo suficientemente grande conseguiremos despegar las particulas, pero con ello
se paga el precio de desconfigurar al sistema produciendo que se genere un nuevo
proceso de relajacion, en el cual se observa el mismo problema tras un cierto niimero
de iteraciones.

En las siguientes secciones se presentaran mas casos en los que este problema
se observa, asi como una medida de que tan perjudicial es para la busqueda de los
datos iniciales éptimos.
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Capitulo 3

Analisis de resultados.

3.1. Caso perfil de densidad constante en 2D.

Construido el cédigo para el proceso de relajacion y corroborado su fun-
cionamiento con modelos sencillos, resta analizar su funcionamiento para diversos
casos mas complicados. Para este caso se emplean todos los parametros establecidos
en la seccién 2.4, a la par de que el analisis se llevara a cabo para tres diferentes
versiones del método de relajacion.

3.1.1. Meétodo del gradiente.

Empezando por el caso sencillo de una configuracién en dos dimensiones con
un perfil de densidad constante igual a 1, al aplicar el codigo basado en el método
del gradiente podemos encontrar en el cuadro 3.1 cémo para los casos de 4096 y
10000 particulas aleatorias con h fija, el problema de los pares se mantiene presente,
lo cual deja en claro que el problema se presentard en cualquier configuracién de
particulas y para cualquier resolucién, tal como se esperaba L.

No obstante el problema de los pares, se hace presente el hecho de que conforme
aumentamos el numero de particulas a relajar, los agujeros formados debido a dicho
problema se van reduciendo paulatinamente (comparando estos resultados con los
presentados para los anélisis preliminares), por lo que se puede establecer que para
configuraciones masivas de particulas, éstos apenas seran perceptibles.

Por otro lado, se debe considerar también el hecho de que en todos los procesos
anteriores las configuraciones ain pueden relajarse més, pero conseguir una mejoria

!Este problema se presenta también en las implementaciones para la versién del gradiente
conjugado y de la busqueda inexacta del paso.
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Cuadro 3.1: Proceso de relajacion para una configuracion con densidad constante de
4096 (panel superior) y 10000 (panel inferior) particulas aleatorias en 2D mediante
el método del gradiente.

significativa requiere de un extenso tiempo de procesamiento.

Por ejemplo, en el caso de 10000 particulas aleatorias a relajar, omitiendo
las fronteras, estas particulas deben acomodarse en una region de 2x2 unidades, lo
cual quiere decir que las particulas idealmente deberian de conformar una rejilla de
100x100 particulas con una separacion de 0.02 unidades entre cada una de ellas.
Luego, si observamos que para las tultimas iteraciones realizadas en el proceso de
relajacion el empuje que se le da a cada una de esas particulas oscila entorno a
8x107%, y que dicho valor -dado que depende de la derivada de la densidad- tender4 a
reducirse cada vez mas conforme nos acerquemos al minimo de la funcién error,
podemos darnos cuenta de que cada vez serd considerablemente mas costoso en
tiempo de procesamiento el obtener una mejor optimizacion para los datos iniciales.

No obstante lo anterior, sabemos que lo importante a analizar en cuanto al
funcionamiento de nuestro codigo para la optimizacion de los datos iniciales, estd en
corroborar qué tan bueno es el perfil de densidad obtenido mediante el método del
gradiente; lo cual se ejemplifica en la figura 3.1, donde se presenta el desplazamiento
promedio para una configuracién de 10000 particulas. El desplazamiento promedio se
calcula sumando los empujes (en valor absoluto) dados por el método del gradiente
a cada una de las particulas a relajar y dividiendo posteriormente el valor obtenido
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entre el nimero total de particulas a relajar.
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Figura 3.1: Gréfica de la magnitud promedio del desplazamiento de las particulas
contra el tiempo durante el proceso de relajaciéon de una configuracién constante en
2D de 10000 particulas aleatorias.

El cuadro 3.2 nos muestra los perfiles de densidad inicial y final para datos
generados con el método de aceptacion y rechazo, y relajados con nuestro método del
gradiente para configuraciones de 4096 y 10000 particulas aleatorias. En las mismas
se puede ver contundentemente la mejora en los promedios de la densidad a la SPH,
lo que conlleva a que el perfil de densidad del sistema sea a su vez claramente mas
aproximado al perfil de densidad analitico, esto en comparacion con el perfil de
densidad inicial sin relajar.

43



3.1 Caso perfil de densidad constante en 2D.

Cuadro 3.2: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuraciéon con
densidad constante en 2D, para 4096 (panel izquierdo) y 10000 (panel derecho)
particulas a relajar empleando una longitud h fija.

A su vez, para el caso en que se tiene una h variable se encontré también una
clara mejora en el perfil de densidad, tal como se muestra en el cuadro 3.3.
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Cuadro 3.3: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuracién
con densidad constante en 2D, para 576 (panel izquierdo) y 4096 (panel derecho)
particulas aleatorias empleando una longitud h variable.

A fin de comparar estos resultados y poder poner un valor numérico en la
precision del cédigo, recurramos al andlisis del comportamiento tanto de la funcion
error como del error absoluto promedio 2. Para ejemplificar, tomemos la configu-
racion de 4096 particulas aleatorias presentada en el cuadro 3.4 y notemos que el
uso de h fija nos arroja un descenso mas pronunciado hacia el 0, esto tanto para
la grafica del error absoluto como para la gréfica de la funcién error 3. A pesar del
hecho de que para la longitud A fija el descenso pronunciado en las graficas parezca
ser inicialmente mejor que el descenso suave que se tiene para la longitud h vari-
able, habra que recalcar que para ambas graficas los resultados parecen tener una

2Error absoluto entre la densidad analitica y la densidad promedio a la SPH.
3Este resultado se ha encontrado también para otras versiones del método.
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3.1 Caso perfil de densidad constante en 2D.

tendencia a ser muy parecidos conforme se deja correr el proceso de relajamiento
por mas tiempo.

o

Cuadro 3.4: Comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién error
(panel derecho) para los casos con longitudes h fija y h variable, en una configuracién
con densidad constante 2D de 4096 particulas aleatorias.

Con la intencién de corregir el problema de los pares, se incorporé a nuestro
método de relajacién la herramienta que hemos llamado “anticolisionador”, * cuyo
fin es evitar que las particulas que tienden a acercarse lleguen a hacerlo demasiado,
de tal modo que se evite que afecten con ello a los promedios realizados mediante el
método SPH calculados para sus particulas vecinas.

Para visualizar comparativamente el posible beneficio de esta herramienta,
consideremos el cuadro 3.5, en el que para una configuracion de 4096 particulas
aleatorias se grafican tanto el error absoluto como la funciéon de error, ambos casos
presentandose con y sin el anticolisionador tanto para h fija como para h variable.

De lo anterior podemos ver que la incorporacion del anticolisionador nos arroja
un comportamiento suave conforme las graficas se van aproximando a 0 para todos
los casos. En el caso donde se emplea h variable, se nota que tanto para el error
absoluto como para la funcién error, la gréfica con el anticolisionador muestra un
comportamiento similar con respecto a la gréfica del comportamiento del proceso
sin el mismo, por lo que no hay mejora en el uso del anticolisionador. Por otro lado,
para la longitud h fija, el anticolisionador tampoco aporta mejora alguna salvo si
buscamos un comportamiento méas suave en el modo en que nos acercamos a 0.

4Ver apéndice C.
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3.1 Caso perfil de densidad constante en 2D.
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Cuadro 3.5: Grafica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la fun-
cién error (panel derecho) para los casos en los que se emplean longitudes h fija y
h variable, en una configuraciéon con densidad constante 2D de 4096 particulas a
relajar; las graficas inferiores representan los casos respectivos del error absoluto (a
la izquierda) y la funcién error (a la derecha) con el uso del anticolisionador.

3.1.2. M¢étodo del gradiente conjugado.

Para el caso ya mencionado de un perfil de densidad constante en 2D, se
analizo también el funcionamiento de versiones alternas al método del gradiente.
Concretamente, el método del gradiente conjugado y el uso de la btisqueda inexacta
del paso; ambas versiones descritas en el capitulo 1. Es importante senalar que, para
la version del gradiente conjugado, el codigo no cambia en su construccion debido a
que el modo en que se calcula la direcciéon de maximo cambio es idéntica para todas
las versiones. La diferencia existente entre el codigo para el método del gradiente y
la versién del gradiente conjugado, esta especificamente en la forma en que se dan

los empujes (pasos) a las particulas en cada una de estas versiones. .

Para esta version se obtuvieron resultados similares a los anteriores, lo cual se
puede apreciar en los cuadros 3.6 y 3.7, en los que se presentan configuraciones de
576 y 4096 particulas aleatorias, donde se ha usado la longitud & fija (tal como se
hizo en algunos casos anteriores con el método del gradiente).

5Lo cual estd descrito en el capitulo 1, para més detalles ver apéndice A.
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3.1 Caso perfil de densidad constante en 2D.

Cuadro 3.6: Proceso de relajacién para una configuraciéon con densidad constante de
576 (panel superior) y 4096 (panel inferior) particulas aleatorias en 2D, mediante el
método del gradiente conjugado.
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Cuadro 3.7: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuracién
con densidad constante en 2D, para 576 (panel izquierdo) y 4096 (panel derecho)
particulas aleatorias con una longitud h fija.

En cuanto a las graficas para el error absoluto (ver cuadro 3.8), si comparamos
los casos para longitud h variable, longitud h fija y la implementacion del anticoli-
sionador, notaremos que de nuevo para la h variable se tiene un peor resultado final
en relacién a cuando empleamos la h fija; esto es importante porque con la h fija
se requiere s6lo de cerca de 3/4 del tiempo de procesamiento que se necesita para
un mismo caso con h variable; por otro lado, incorporar el anticolisionador para
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3.1 Caso perfil de densidad constante en 2D.

intentar mejorar el resultado del caso con la A fija no muestra mejora significativa.

En la gréifica de la funcién error (ver cuadro 3.8), se nota también el hecho
de que el uso de h variable no es la opcion mas conveniente para llevar a cabo el
proceso de relajacién; lo cual nos permite ir dejando de lado esta idea si nuestra
intencién es encontrar un acomodo cada vez mas 6ptimo para las particulas.

.....

Cuadro 3.8: Gréfica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién
error (panel derecho) para los casos con longitudes h fija, h variable y h fija con an-

ticolisionador, para una configuracion con densidad constante 2D de 4096 particulas
aleatorias.

3.1.3. Busqueda lineal inexacta del paso.

La tultima version del cédigo a analizar es el uso de la bisqueda inexacta del
paso ®. Realizando, al igual que en las versiones anteriores, un analisis para la h fija,
la h variable y el anticolisionador, se encontré una buena mejora para el perfil de
densidad con respecto al perfil de densidad de los datos iniciales, tal como se muestra
en la figura 3.2 (dado el alto coste en tiempo de programaciéon que se requiri para
la implementacién de esta version del método, fue necesario realizar los procesos a
analizar con un nimero menor de particulas).

6Para mas detalles ir al capitulo 1.
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Figura 3.2: Analisis del perfil de densidad final e inicial para una configuracién con
densidad constante en 2D, para 576 particulas aleatorias con una longitud A fija.

No obstante, cuando analizamos las graficas del error absoluto y la funcién
error (presentadas en el cuadro 3.9), encontramos un comportamiento irregular en
comparacion con lo antes presentado. Omitiendo el caso para la longitud h variable,
que de nuevo nos arroja el peor resultado, podemos ver que en la grafica de h fija

vs h fija con anticolisionador, no hay una diferencia marcada entre ninguno de los
Casos.
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Cuadro 3.9: Gréfica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién
error (panel derecho) para los casos con una longitud A fija y h variable, para una
configuracion con densidad constante 2D de 576 particulas aleatorias.

49



3.2 Caso perfil de densidad constante en 3D.

Si bien el método de la buisqueda lineal inexacta nos permite hacer un proceso
de relajacién con resultados favorables, habra que tomar en cuenta el hecho de que
el uso de la busqueda inexacta requiere un tiempo de procesamiento siete veces su-
perior a su contra parte para las versiones con el método del gradiente o el gradiente
conjugado (cuyos tiempos de procesamiento son préacticamente similares entre si).

3.2. Caso perfil de densidad constante en 3D.

El paso inmediato después de lo descrito en la secciéon anterior es analizar ahora
el caso de una densidad constante en una configuracién 3 dimensional, tal como si
estuviésemos conformando un cubo. Estableciendo los mismos parametros empleados
hasta ahora (fronteras fijas, valor para 7, etc.), s6lo serd necesario ajustar el método
del gradiente para su correcto funcionamiento con N particulas en 3 dimensiones y
ajustar a su vez el cdlculo de los promedios a la SPH 7.

Dado que para un caso tridimensional, la longitud h nos permitira calcular
promedios a la SPH para una particula i-ésima mediante las particulas j-ésimas
vecinas, contenidas en una esfera conformada por esa h (de radio 2h para el Kernel
CS) y que en dos dimensiones dichas particulas vecinas estardan contenidas en un
circulo (también de radio 2h), debe quedar claro que cuando el método del gradiente
realice el proceso de relajacion requerira mucho mas tiempo de cémputo para calcular
cada uno de los promedios necesarios.

Debido a su alto costo de procesamiento y a que no aporta considerable mejoria
en la optimizacién de la posicion de las particulas, se han dejado de lado los proce-
sos que involucran la busqueda inexacta del paso. Estos resultados seran retomados
en las conclusiones cuando se hable de la ventaja y desventaja de usar uno u otro
método.

3.2.1. Meétodo del gradiente.

Al igual que para el caso en 2D, el método del gradiente en 3D nos permite
alcanzar una aceptable mejoria con respecto a las posiciones iniciales de las particulas
generadas mediante el método de aceptacion y rechazo. Esto se puede ver en la
figura 3.3 donde presentamos el perfil de densidad inicial contra el perfil de densidad

"S6lo es necesario modificar el Kernel, el célculo de la longitud h y establecer las condiciones
iniciales para una configuracién en 3 dimensiones.
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3.2 Caso perfil de densidad constante en 3D.

optimizado mediante el método del gradiente, esto para una configuracién de 13824
particulas aleatorias.
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Figura 3.3: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuraciéon con
densidad constante en 3D para 13824 particulas aleatorias con una longitud A fija.

Recordemos que los promedios a la SPH se ven afectados en las fronteras por
la falta de vecinos para calcular correctamente dichos promedios y que por ello es
que hemos generado una rejilla de particulas frontera fijas, las cuales tienen una
posicién correcta que no serda modificada por el método del gradiente.

Para establecer un nimero de iteraciones a partir de las cuales podamos re-
alizar una comparacion con otros casos y métodos, es necesario monitorear el de-
splazamiento de las particulas; esto a fin de estimar un criterio de parada similar
para todos los procesos a comparar. Tal como se ve en la figura 3.4, donde se emplea
escala logaritmica, el desplazamiento de las particulas decae rapidamente conforme
el proceso de relajacion avanza, hasta que en cierto punto se llega a un lapso en
el que el desplazamiento promedio tiene un comportamiento ligeramente irregular,
pero con una marcada tendencia a decrecer paulatinamente.
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3.2 Caso perfil de densidad constante en 3D.
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Figura 3.4: Gréfica en escala logaritmica del desplazamiento promedio de las particu-
las durante el proceso de relajacién.

Continuando con el analisis del método en 3D al recaer en el error absoluto y
la funcién error (ver cuadro 3.10), nos encontramos con un comportamiento practi-
camente idéntico al observado para el caso en 2D. Es decir, para h fija el método cae
abruptamente hasta empezar a detenerse sibitamente y a partir de entonces decrece
muy lentamente, mientras que al aplicar el anticolisionador con A fija encontramos
un descenso sumamente suave que, después de un largo tiempo de procesamiento,
va acercandose a los valores obtenidos por h fija sin el anticolisionador.

Cuadro 3.10: Gréfica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién
error (panel derecho) para los casos con una longitud A fija sin anticolisionador y
una h fija con anticolisionador para una configuracién con densidad constante 3D
de 4096 particulas aleatorias.

3.2.2. M¢étodo del gradiente conjugado.

Para el método del gradiente conjugado se obtuvieron también nuevamente
resultados aceptables a la hora de mejorar nuestro perfil de densidad inicial. En la
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3.2 Caso perfil de densidad constante en 3D.

figura 3.5 se muestra justamente esa mejoria con respecto a un perfil inicial de 13824
particulas, e incluso, si comparamos este resultado con lo presentado para el método
del gradiente en 3 dimensiones para un mismo nimero de particulas, se puede notar
que con el método del gradiente conjugado se obtiene un perfil de densidad mejorado
mas compacto 5.

2.5

Perfil inicial 3
+  Perfl mejorado B &

Densidad

0,0- - IO.SI - I‘I.OI o I‘LSI - IZ,OI - I2.5I - I3.0
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Figura 3.5: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuraciéon con
densidad constante en 3D para 13824 particulas aleatorias con una longitud h fija.

A la par de lo anterior, comparando con el método conjugado en 2D, encon-
tramos de nuevo que para el error absoluto y la funcién error (ver cuadro 3.11), las
graficas para los procesos con h fija y h fija con anticolisionador no difieren mucho
e incluso en gran parte del proceso de relajaciéon se mantienen muy cercanos. Sélo
para corroborar los resultados con la h variable, se ha incluido la gréafica de su com-
portamiento, encontrando de nuevo que usar h fija es sumamente mejor tanto en
precision como en tiempo de procesamiento.

8Lo cual no quiere decir que las posiciones finales para las particulas representen de mejor
manera al perfil de densidad analitico.
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3.3 Caso perfil de densidad dependiente de r en 3D.

Cuadro 3.11: Grafica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién
error (panel derecho) para los casos con longitudes h fija sin anticolisionador y h
fija con anticolisionador para una configuracién con densidad constante 3D de 4096
particulas aleatorias.

3.3. Caso perfil de densidad dependiente de r en
3D.

El dltimo caso a analizar es el que denominamos en un inicio de este trabajo
como nuestro caballo de batalla y que esta dado por la ecuacién 2.1. Esto no sélo por
que la construccién del codigo se enfocd en cierta medida en poder optimizar una
densidad del tipo 1/r, sino también por que es este caso el que pondra de manifiesto la
capacidad del método para optimizar un sistema modelado por particulas (elementos
de un fluido bajo el cuadro del método SPH) en el cual se tiene un perfil de densidad
dependiente de la posicién.

Con respecto a los casos anteriores en el que la densidad analitica era constante,
ahora nuestro método trabajara con una densidad “no” constante. No obstante, ello
no supone ninguna modificacion al cédigo, salvo por el hecho de ingresar al codigo
la correcta funcion de densidad que especifique al sistema que se desea modelar.

En lo que respecta al buscador eficiente de vecinos ?, no es necesario tampoco

realizar cambio alguno pues su construccion esta planteada de forma general. Los
promedios realizados con el método SPH tampoco requieren ser modificados pues
el kernel es el mismo que se ha empleado para los otros casos y las cuentas solo
dependeran del perfil de densidad analitico que se desee modelar.

Por lo anterior, para el caso de una densidad dependiente del radio en 3 di-
mensiones y empleando los mismos parametros iniciales que se han estado usando
a lo largo de este trabajo, se analizan los métodos del gradiente y del gradiente
conjugado considerando para cada uno de ellos el uso h fija y h variable.

9Ver apéndice B.
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3.3 Caso perfil de densidad dependiente de r en 3D.

Hay que senalar que en el caso de la h fija, ahora realmente no tomaremos una
densidad constante ,sino que tomaremos una densidad dependiente de la posicion
por lo que el valor de la longitud h sera diferente para cada particula e incluso cam-
biard en cada iteracion. Hay que tener en claro entonces que para la longitud A, la
diferencia entre las versiones que hemos llamado “fija” y “variable” esta intrinseca-
mente en la forma en que se introduce el valor de la densidad p en la ecuacién

hf:"(ﬂ»f 31)

Asi, para la h fija, p se introduce como una densidad analitica evaluada en la
posicién actual de la particula i-ésima. Por su parte, para el caso con longitud h
variable, p se introduce como un promedio de la densidad calculada con el método
SPH sobre la posicién de la particula i-ésima con respecto a la posicion de sus j-
ésimas particulas vecinas.

3.3.1. Fronteras aleatorias fijas.

Algo que debemos tener claro es que al trabajar con una densidad que depende
del radio, nuestra representacion del sistema en coordenadas cartesianas tendra la
forma presentada en la figura 2.1, y por tanto no es posible emplear como frontera
a particulas con posicion fija y con una densidad cuyo valor sea correcto en lo
que respecta al perfil de densidad analitico a modelar. Esto es, para poder llevar
a cabo la implementacion de fronteras fijas, tendriamos que saber como colocar a
las particulas en su posicién de forma optima, de tal modo que dichas posiciones
reflejen un perfil analitico idéntico al perfil analitico que intentamos modelar. Para
el caso de una densidad constante igual a 1, esto era facil pues el trabajo consistia
en simplemente construir una cuadricula con los vértices bien marcados.

Necesitamos entonces, una forma de construir una regién fronteriza que sirva
como condicién de frontera para nuestro sistema y que ayude en la optimizacion
de los datos iniciales de forma similar a como lo hacen las fronteras que se han
usado para los casos anteriores. Para hacer esto, de entre diversas posibilidades, se
ha optado por emplear fronteras aleatorias fijas, mas que nada por la simplicidad
que en su construccién obtenemos al adaptarlas al codigo.

Las fronteras aleatorias fijas consisten en particulas fronterizas generadas me-
diante el método de aceptacién y rechazo bajo el mismo criterio (mismo perfil de
densidad) con el que se generan las particulas que constituyen los datos iniciales a
optimizar. Lo que haremos entonces sera establecer un radio maximo igual 1.5 para
el proceso de generacion de datos iniciales; durante el mismo, se tomaran todas las
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3.3 Caso perfil de densidad dependiente de r en 3D.

particulas contenidas dentro de un radio igual a 1 como los datos iniciales a opti-
mizar, y asi, todas las demas particulas que estaran entre 1 y 1.5 seran tomadas
como particulas fronterizas, para las cuales su posicion no serd modificada. Lo an-
terior, implica que bajo la forma en que ahora estamos generando los datos, no
nos es posible fijar el nimero exacto para estos datos iniciales (aunque si un valor
aproximado al deseado); esto dado que, para que la distribucién de probabilidad que
empleamos en el método de aceptacién y rechazo sea consistente con el perfil de den-
sidad analitico, es incorrecto generar por separado a las particulas que representen
a los datos iniciales y a las que representen a la frontera.

La eleccion del ancho de la regién de fronteriza es hasta cierto punto arbitrario,
lo inico que se debe tener en cuenta para fijarlo, es que dicha regiéon debe tener
una longitud superior a dos veces el valor promedio de la longitud A a fin de que
los promedios calculados a la SPH no queden truncados y den por tanto valores
incorrectos (recordemos que para el Kernel C'S el radio de influencia de las particulas
vecinas es de 2h). En la practica, se encontré que para los casos en los se usaba h
variable, era mejor emplear una magnitud de mas de tres veces el valor promedio
de dicha longitud h dado que para este caso la h puede crecer mucho cuando no
tiene suficientes particulas vecinas cercanas. Asi, por ejemplo, para el caso que se
presentard mas adelante con 3100 particulas aleatorias a optimizar, el valor de la
longitud h promedio oscilaba en torno a 0.15, por lo que un radio méximo de 1.5
mostré un buen funcionamiento tanto para h fija como para h variable.

Si bien hasta ahora se ha encontrado una forma sencilla de construir una region
fronteriza, debemos tener en cuanta que ésta se halla construida con un método
basado en Monte Carlo. Por tanto para corroborar que el uso de una frontera de
particulas aleatorias con posiciéon fija permite un buen funcionamiento del proceso
de optimizacién para los datos iniciales, recurramos al caso de la densidad constante
en 3D con 4096 particulas aleatorias a optimizar '° y en vez de agregar al sistema
una frontera de particulas bien posicionadas, agreguemos una frontera de particulas
con posicién aleatoria.

El cuadro 3.12 nos muestra como para sélo 10000 iteraciones ya se ve una ten-
dencia clara de optimizacion de los datos iniciales. Asi, en la gréafica de la izquierda
nos percatamos de que el perfil de densidad promedio para los datos iniciales ha
mejorado considerablemente con respecto a los valores obtenidos originalmente. Del
mismo modo, para la grafica de la derecha encontramos que el error absoluto prome-
dio se va reduciendo de forma creciente y con una tendencia similar a los resultados
anteriormente analizados.

10Ver seccidn 3.2.
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3.3 Caso perfil de densidad dependiente de r en 3D.

Cuadro 3.12: Analisis del proceso de optimizacion empleando fronteras aleatorias
para un caso con 4096 particulas a relajar para una densidad constante. Se observa
que el perfil de densidad (panel izquierdo) obtiene una mejora considerable con sélo
10000 iteraciones. La grafica del error absoluto (panel derecho) refleja la tendencia
en la reduccion del mismo.

3.3.2. Meétodo del gradiente.

Trabajando con la version del codigo que emplea el método de maximo de-
scenso (método del gradiente), se hicieron pruebas para h fija y h variable, a su
vez para ambos casos se realizaron pruebas similares empleando el anticolisionador.
Para todos los casos, se obtuvieron mejoras aceptables para el perfil de densidad
de los datos iniciales. Por ejemplo, en la figura 3.6 se compara el perfil de densi-
dad inicial contra el perfil de densidad optimizado, este 1ltimo, obtenido empleando
una longitud A fija sin anticolisionador. Se puede notar que al comparar las graficas
del perfil de densidad mejorado y del perfil de densidad analitico, las curvas estan
practicamente encima.

A su vez, mientras mas nos acercamos a la frontera (radio igual a uno), las
particulas presentan un valor promedio de la densidad que se va alejando del val-
or correcto. Esto se debe a que las particulas a optimizar cercanas a la frontera,
toman particulas fijas de la frontera como parte de sus particulas vecinas con las
que realizaran los promedios a la SPH pertinentes.

Con resultados similares a los obtenidos en las secciones 3.1 y 3.3, se encon-
tré también que tanto para el valor del error absoluto como el de la funcién error,
la version del codigo que emplea a la longitud A fija fue la que obtuvo los mejores
resultados tal como se muestra en el cuadro 3.14.
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Figura 3.6: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuracién de-
pendiente del radio en 3D de 3089 particulas aleatorias, con una longitud A fija y
fronteras conformadas por particulas aleatorias.
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Cuadro 3.13: Gréfica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién
error (panel derecho) para los casos con longitudes h fija sin anticolisionador, h fija
con anticolisionador y h variable para una configuracion dependiente del radio en
3D de 3089 particulas aleatorias, empleando el método del gradiente conjugado.

3.3.3. Meétodo del gradiente conjugado.

Finalmente, tal como podria esperarse, para los casos en que se empleo el méto-
do del gradiente conjugado, la tendencia hasta ahora obtenida para los resultados
se mantuvo sin cambios. En la figura 3.7 se muestra, al igual que en el caso anterior,
una clara mejora para el perfil de densidad tras el proceso de optimizacién; esta
mejora fue obtenida empleando una longitud A fija sin anticolisionador. Se puede
notar que al igual que para el caso empleando el método del gradiente, al comparar
las graficas del perfil de densidad mejorado y del perfil de densidad analitico, las
curvas estan también practicamente encima.

o8



3.3 Caso perfil de densidad dependiente de r en 3D.

2.5

2.0

Densidad

= Perfil inicial
+  Perfil mejorado
= Perfil analitico

0.5

00—

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Radio

Figura 3.7: Analisis del perfil de densidad final e inicial para un configuracién de-
pendiente del radio en 3D de 3089 particulas aleatorias, con una longitud A fija.

Finalmente, el cuadro 3.14 presenta los resultados obtenidos para las graficas
del error absoluto y la funcién error para este caso. De nuevo se encuentra que
el empleo de la longitud h fija genera los mejores resultados para el proceso de
optimizacién.

] 20 ® sy

Cuadro 3.14: Gréfica comparativa del error absoluto (panel izquierdo) y de la funcién
error (panel derecho) para los casos con longitudes h fija sin anticolisionador, h fija
con anticolisionador y h variable para una configuracién dependiente del radio en
3D de 3089 particulas aleatorias, empleando el método del gradiente conjugado.

29



3.3 Caso perfil de densidad dependiente de r en 3D.

60



Capitulo 4

Conclusiones.

A lo largo de este trabajo se ha analizado el funcionamiento de distintas ver-
siones del método del gradiente, con el fin de adaptarlo funcionalmente como un
proceso para mejorar el perfil de densidad de datos iniciales generados mediante el
método de aceptacion y rechazo.

Asi hasta ahora se ha corroborado que emplear h fija en cualquiera de las
versiones del método del gradiente es siempre superior a emplear h variable, esto
tanto en la optimizaciéon como en el tiempo de procesamiento.

El problema de las particulas que se unen comportandose como una sola
particula, generando con ello malos promedios para sus vecinos proximos, es quiza el
principal obstaculo en el proceso de optimizacion pues impide a muchas de las
particulas el poder llegar a una posicién adecuada, arrastrando con ello un error
en las posiciones que se extiende a lo largo de la configuracién de particulas.

Se encontré también que el anticolisionador implementado justamente como un
intento para amortiguar el efecto de este problema no tuvo el resultado esperado,
pues para ninguna de las versiones proporcion una mejora notoria en el perfil de
densidad mejorado.

Finalmente es importante senalar cual de las versiones del método del gradiente
analizadas en este trabajo proporcioné los mejores resultados para el proceso de
relajacion de las particulas. Para ello se presenta un esquema comparativo de las
tres versiones del método para una configuracion idéntica de 4096 particulas en 2D
(ver figura 4.1), en ésta queda de manifiesto la relativa superioridad del método del
gradiente con respecto a las otras dos versiones del mismo.

En este respecto habria que senalar que el descenso abrupto del método del
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0.08 - — Gradiente conjugado
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—_— inexacta del paso

Error absoluto
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0.2 0.4 ) 06 0.8 1ox1a®
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Figura 4.1: Gréafica comparativa del error absoluto para los métodos del gradiente,
busqueda inexacta del paso y del gradiente conjugado para un configuraciéon de 4096
particulas en 2D.

gradiente durante las primeras iteraciones deja muy atras a los otros métodos en
cuanto a la reduccién del error absoluto y el valor de la funcién error, y de hecho
alcanza siempre con rapidez una optimizacion para las posiciones muy similar a la
que obtendria si se le deja correr por un tiempo considerablemente largo; con ello,
el método del gradiente otorga una optimizacién aceptable y rapida para los datos
iniciales.

No obstante tal como se muestra en la grafica 4.1, la bisqueda inexacta del
paso llegarda a un resultado similar al método del gradiente si se le da el tiempo
necesario, no obstante para un mismo numero de iteraciones el método del gradiente
con busqueda inexacta del paso siempre requerira un tiempo de procesamiento por
lo menos siete veces mayor. Luego, si consideramos que el método del gradiente
alcanza un valor de optimizacién aceptable en poco tiempo, entonces emplear la
buisqueda inexacta del paso no otorga ventaja alguna.

Caso diferente es el método del gradiente conjugado, del cual habria que decir,
requiere un tiempo de procesamiento practicamente idéntico al del método de gra-
diente ordinario. A la par de ello, el método del gradiente conjugado obtuvo mejores
resultados para las configuraciones en 3D, tal como se muestra en la figura 4.2 en la
cual se ejemplifica el caso con una configuracién de 4096 particulas en 3D.

Aunque a su vez, los resultados obtenidos para el caso de una densidad de-
pendiente del radio (ver figura 4.3), muestran al método del gradiente con un valor
para el error absoluto algo alejado y por debajo del valor obtenido para el método
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Figura 4.2: Gréafica comparativa del error absoluto para los métodos del gradiente y
del gradiente conjugado para un configuracién de 4096 particulas en 3D.

del gradiente conjugado. El hecho de no tener una constancia en este hecho se debe
a la necesidad realizar pruebas con un considerable mayor nimero de iteraciones.

10 —— Gradiente |
—— Graduente conjugada|

Error absoluto

— T T T T —— T 1
50 100 150 200 250 300x10°
lteracién

Figura 4.3: Grafica comparativa del error absoluto para los métodos del gradiente y
del gradiente conjugado para un configuracién de 4096 particulas en 3D.

De hecho, siendo rigurosos, seria necesario dejar correr los procesos hasta que
estos hayan alcanzado un cero computacional en el desplazamiento de las particu-
las para poder afirmar que versiones del cédigo otorgan los mejores resultados; no
obstante, el largo tiempo de procesamiento y el caracter intrinseco del método del
gradiente (y las versiones derivadas del mismo) en el cual, conforme la funcién a
minimizar se acerca a (0 genera pasos cada vez mas cortos, hicieron poco viables
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4.1 Perspectivas.

estas pruebas al considerar el poco tiempo que se tenia disponible para concluir este
trabajo.

Debe recalcarse también, dado lo anterior, que para casos en los que se desee
obtener una optimizacién muy profunda para las posiciones de los datos iniciales
1 el método del gradiente y cualquiera de sus versiones aqui probadas no serfan
la mejor opcién por el problema de las particulas que se unen y por el tiempo de
procesamiento.

De todo lo anterior, se puede concluir que la adaptacion del método del gradi-
ente tiene éxito al ser empleado para optimizar las posiciones de particulas (elemen-
tos de un fluido) que fungen como datos iniciales que representan a un sistema fisico;
donde dichas posiciones son generadas mediante el método de aceptacion y rechazo,
y las propiedades fisicas del sistema, como la densidad del sistema o la derivada del
misma, son calculadas mediante promedios empleando el método SPH.

4.1. Perspectivas.

Como perspectivas futuras para este trabajo se tiene lo siguiente:

1. Realizar pruebas al cédigo con procesos que se detengan hasta un limite com-
putacional, esto es, hasta que el desplazamiento de las particulas sea cercano
a ser nulo computacionalmente.

2. Realizar pruebas para otras funciones dependientes de la posicién que presen-
ten otras caracteristicas interesantes o que puedan presentar mayor compleji-
dad en el procesamiento del codigo.

3. Adaptar al cédigo a otras versiones del método del gradiente mas populares
como es el caso del método espectral del gradiente [15] [16].

!Esto es, por ejemplo un error absoluto final rondando valores de 1x10713.
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Apéndice A

Método de las direcciones
conjugadas.

La experiencia ha demostrado que las direcciones llamadas conjugadas son
mucho mas efectivas como direcciones de busqueda que otras, como pueden ser las
direcciones ortogonales (caracteristicas del método de maximo descenso).

Dos direcciones S* y S’ se dice que son conjugadas una con respecto a la otra
si:

(5" Q(s') =0 (A1)

En general, un conjunto de n direcciones de busqueda linealmente indepen-
dientes S°, S', S2,....S"! se dice que son conjugadas con respecto a una matriz
definida positiva Q si (S')" Q(S/) =0, para 1 < i # j <n.

Cuando realizamos un proceso de optimizacién, la matriz () es la matriz hes-
siana H de la funcién objetivo. Para una funcién cuadratica f (x) de n variables,
para la cual H es una matriz constante, esta garantizado que se obtiene el éptimo
en n etapas de busqueda unidireccional si se obtiene exactamente el minimo de cada
etapa.

La ortogonalidad es un caso especial de la conjugacion cuando Q = I. Aunque
es comun encontrar en la bibliografia conjuntos de métodos conocidos como de
direcciones conjugadas, estas, estrictamente hablando, sélo existen para funciones
cuadraticas o aproximaciones cuadraticas de la funcién objetivo en la etapa k.

. Coémo se pueden calcular las direcciones conjugadas sin usar derivadas? Este
es un concepto sencillo al que haremos referencia en la figura A.1.
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Figura A.1: Direcciones Conjugadas.

Comenzamos con el punto x°. Localizamos el punto x* que es el minimo en
una direccién cualquiera S. Elegimos otro punto cualquiera (distinto del primero)
x!, y localizamos el punto x* que es el minimo partiendo del punto x! en la misma
direccién S. Los puntos x* o x” se obtienen minimizando f (x° 4+ aS) con respecto
a «, admitiendo que f (x) es una funcién cuadratica:

£ = () +V7F (<) AxO 4 3 (Ax)H (ax) (A2)

Se puede demostrar que el 6ptimo de una funcién cuadratica cae en la linea
que une x* con x°. Sin embargo, esta tltima afirmacién no es valida para otro tipo
de funciones.

Powell [17] desarrollé un método basado en las direcciones conjugadas antes
descritas y que es aplicable a cualquier tipo de funciones; aunque Powell introdujo
importantes modificaciones a su método para conseguir la adaptacién. El método
sigue una serie de pasos descritos a continuacién (ver figura A.2 para el caso en dos
dimensiones).

Paso 1.- El método comienza realizando una busqueda en n direcciones lin-

ealmente independientes (s?,s9, ...,s%) que suelen tomarse paralelas a los ejes coor-

S,
denados. Partiendo del punto base xj, se lleva a cabo una buisqueda unidireccional
en la direccién s? para llegar al punto x? . Este punto (x?) se toma como punto de
partida para una nueva btisqueda unidireccional, en este caso en la direccién s |
y asi sucesivamente hasta acabar en el punto x° (la figura al final de esta seccién

ilustra el caso para dos dimensiones).

Paso 2.- Buscamos el punto particular x?, para el cual se ha obtenido una
mejorfa mayor de la funcién objetivo respecto al punto anterior x2 , . Definimos
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dos magnitudes:

i = f (2%, — xg). (A.3)
v llevamos a cabo dos comparaciones.
2> (%),
(F () 27 () + £3) (5 () — £ () = &) = ST OUZID

Entonces la direccion no es una buena direcciéon de busqueda y repetiriamos la
busqueda comenzando desde el punto x{j como punto base. En caso contrario, se
procede a incorporar la direccién al conjunto de direcciones de bisqueda, susti-
tuyendo a la direccion que peor resultado hubiese obtenido.

En la nueva etapa de busqueda conviene que la tltima direccién investigada
(en la etapa de bisqueda unidireccional) sea .

Las dos desigualdades anteriores comprueban, la primera, si se obtiene una
mejora en la direccién al pasar del punto x) al punto x°, y la segunda, que la
funcion descienda de manera pronunciada y no a través de una zona plana.

{l
{l

Figura A.2: Método de Powell.
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Apéndice B
Buscador eficiente de vecinos

Durante la ejecucién del proceso de relajacion para los datos iniciales, el méto-
do del gradiente adaptado hereda uno de los mas conocidos problemas presentes al
trabajar con el método de SPH, y éste es el hecho de que al implementar el algoritmo
para el caso N particulas, a medida que N crece el tiempo de ejecucion del algoritmo
hace ineficiente al mismo.

Esto concretamente se debe a que para un sistema discretizado de N particulas
el método del gradiente requiere un total de N? operaciones para calcular a iteracién
cada uno de los promedios a la SPH necesarios. Esto es; si por ejemplo, se trabajase
en un sistema de 1000 particulas en 3 dimensiones, necesitarfamos realizar 10002
procesos para poder obtener el promedio de la densidad y de sus parciales en cada
iteracion.

Debido a esto, es necesario implementar un algoritmo capaz de encontrar a
aquellos vecinos que nos permitan realizar los promedios a la SPH en menor tiempo
(con un menor nimero de operaciones); esto es, necesitamos de un modo de calcular
los promedios a la SPH sobre cada particula con practicamente solo las particulas
vecinas que si aportan al calculo de dicho promedio (aquellas que estdn dentro de
su alcance h).

A este proceso le llaméaremos, biusqueda eficiente de vecinos y su importancia
recaerd en que nos permitird reducir el nimero de operaciones de N? a solo N, re-
duciendo con ello considerablemente el tiempo de ejecucién del proceso de relajacion.
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B.1. Clasificacién de las particulas

Para poder implementar el algoritmo de busqueda eficiente de vecinos, lo
primero que deberemos hacer sera clasificar a las particulas. Esta clasificacién con-
siste en asignar una clave a cada una de las N particulas con coordenadas r, =
(Zay Ya, 2a) donde @ = 1,.., N. Dicha clave nos permitird hacer referencia especifica
a cada una de las particulas cuando asi lo requiramos.

Para poder asignar una clave a las particulas, lo primero que haremos sera de-
limitar la regién en la que estas se encuentran y para ello construiremos la caja de
dimensiones minimas que contiene a todas las N particulas, sera tal que sus aristas
seran paralelas a los ejes coordenados.

Esto es, buscaremos los vértices de la caja tales que

Lmazr = MAXg=1,...,.N {xtm}

Tpmin = MiNg=1, N {ZTa, }, (B.1)

y de igual mOdO para Ymin, Ymazys fmin; fmaz-

Hecho esto subdividiremos la caja en un conjunto de pequenas cajas que
llamaremos celdas, las cuales contendran en un futuro a cierto nimero de particulas
a las que se les asignara una misma clave. Para calcular el nimero de celdas que
contendra dicha caja, habrda que calcular el nimero entero de subdivisiones de la
caja por eje coordenado, esto es

Tmaz — Tmin
Cp=—r—

hens 7
Ymaz — Ymin
Cy B hens 7
V4 — Zmi
Cz _ ~maz mm7 B.2
hens ( )

donde h.,s es el promedio de la distancia h evaluado con respecto a todas particulas.
El ntimero de celdas estara dado entonces por el producto C,, - C, - C..

Una vez se ha subdividido la caja en cubos de dimension h,,s, designaremos
al conjunto de particulas contenidas en una misma celda como una clase, donde
habria que recalcar que cada una de estas particulas pertenecientes a una misma
clase tendran una misma clave (la clave que designa a la clase o celda). A cada clase
se le asignard una triada de nimeros enteros (i,, jq, kq) que nos indicaran la posicién
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de la celda a la que pertenece dicha clase; y eso se hard mediante

Lo — Tmin
0= 14 =
! * h’ens
. Ya — Ymin
o= 14—
J * hfens
ko =1+ Z;ﬂ (B.3)

Cada uno de estos numeros enteros (indices de las celdas) podran tomar valores
enteros que van de 1 hasta al valor total de subdivisiones hechas a la caja con respecto
al respectivo eje coordenado.

Finalmente, habrd que asignar una clave a cada una estas clases (o celdas),
de tal manera que cada una de estas clases tenga una clave tnica por medio de la
cual podamos referirnos a ella de forma precisa. Para esto, serd importante con-
struir una funciéon que nos generé dichas claves y que aumente su valor de forma
uniforme conforme los indices i, j, v k, aumentan; lo cual se puede lograr mediante
la ecuacién:

clave(a) =iq+ Cy - jo + Cp - Cy - k. (B.4)

Asi, cada particula tendra una clave asignada a través de la celda a la que
pertenezca. Por ejemplo, una particula en la celda con coordenadas (i, j, k) = (1,1, 1)
tiene una clave dada por claveq 11y =1+Cx-1+Cax-Cy- 1.

La funcién a través de la cual se generan las claves es una funcién mondtona-
mente creciente mientras las celdas se recorran de la siguiente forma:
0.- Iniciamos con i, = 1,j, = 1, k, = 1.
1.- El indice i, aumenta en 1 hasta que es igual a C,.
2.- El indice j, aumenta en 1.
3.- Se repiten los pasos 1 y 2 hasta que j, es igual a C,,.
4.- El indice k, aumenta en 1.
5.- Se repiten los pasos 1 a 4 hasta que k, es igual a C..

B.2. Ordenamiento de raiz.

Generalmente, el indice de las particulas puede no estar ordenado de tal forma
que la funcién que genera las claves sea monoétonamente creciente. Por lo cual,
usaremos un procedimiento de reordenamiento llamado ordenamiento de raiz. Este,
es un punto fundamental en el método de la bisqueda eficiente de vecinos ya que el
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ordenamiento de raiz ha mostrado ser de orden N, heredando asi esta propiedad a
nuestro método del gradiente en el calculo de los promedios a la SPH.

El ordenamiento de raiz aplicado a nimeros enteros consiste en considerar
la expresion binaria con lo cual se representa a los niimeros que vamos a ordenar.
Para ejemplificar su funcionamiento, consideremos la representacién binaria de cinco
niumeros: 13, 22, 01, 54, 40.

001101 | 13
010110 | 22
000001 | 01
110110 | 54
101000 | 40

Como primer paso observemos el primer digito de la derecha a la izquierda
en las representaciones binarias de los nimeros. Notamos asi que el 13 presenta un
1, el 22 un 0, el 01 un 1, el 54 un 0 y el 40 un 0. Lo que se hace a continuacién
es tomar todos los elementos de la lista que presentan un 0 y los guardamos en el
correcto orden de aparicion, subsecuentemente se hace lo mismo para todos los que
presentan un 1, con lo cual, pegando ambas listas comenzando por la de los niimeros
que presentan un 0, tendremos como resultado:

010110 | 22
110110 | 54
101000 | 40
001101 | 13
000001 | 01

A continuacién haremos lo mismo con el lugar correspondiente al segundo
digito de la representacién binaria de los niimeros enlistados tomandolos de nuevo
de derecha a izquierda. Ahora el 13 presenta un 0, el 22 un 1, el 01 un 0, el 54 un 1
y el 40 un 0. Después de ordenarlos de la misma forma descrita en el paso anterior
tendremos como resultado:

101000 | 40
001101 | 13
000001 | 01
010110 | 22
110110 | 54

Una vez dominada la secuencia, continuaremos hasta terminar con los 6 digitos
con los que estan compuestos los nimeros de la lista a ordenar. Esto es:
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H Paso 3 \ \ Paso 4 \ \ Paso 5 \ \ Paso 6 \ H

101000 | 40 | 000001 | 01 | 000001 | O1 | 000001 | O1
000001 | 01 | 010110 | 22 | 101000 | 40 | 001101 | 13
001101 | 13 | 110110 | 54 | 001101 | 13 | 010110 | 22
010110 | 22 | 101000 | 40 | 010110 | 22 | 101000 | 40
110110 | 54 | 001101 | 13 | 110110 | 54 | 110110 | 54

Tal como uno puede intuir, el resultado final del proceso es 01, 13, 22, 40, 54.
Notemos que el proceso se ha llevado a cabo en 6 pasos, esto de acuerdo a la rep-
resentacion binaria, la cual es independiente del tamano de la lista. Las operaciones
internas al guardar en las listas de ceros y unos son las tnicas que varian con el
tamano de la lista de elementos a ordenar. Hay que considerar también el hecho de
que este ejemplo emplea enteros de 6-bits; en caso de necesitar enteros de 32-bits o
mas, entonces el nimero de operaciones aumentara a 32 o mas.

B.3. Censo de las particulas.

Hasta ahora se ha generado una lista de particulas y una lista de claves,
pero aun no hemos referenciado explicitamente a cada particula con respecto a la
clave de la clase a la que pertenecen. Para hacer esto, comprobaremos la condicion
clavegea = clave (a), con a que va de 1 hasta n y donde clave (a) representa a la
lista generada y clavege,q estd dada por?

clavegeryal = ta + Cp - Jo + Cy - Cy - kq. (B.5)

Si la condicién antes mencionada se cumple, entonces la particula a-esima
pertenece a la clase designada con clave (a) y sucesivamente pertenecerdn a la mis-
ma clase todas aquellas particulas para las que la condicién se cumpla. Una vez que
la condicion sea falsa, habremos encontrado a una particula perteneciente a otra
clase (celda). Durante el proceso, cada vez que se viole la condicién, serd importante
guardar los siguientes datos:

1.- Indice de la a-esima particula con la que inicia una clase e indice de la a-esima
particula con la que termina.
2.- Indicador légico para identificar celdas ocupadas y celdas vacias.

Al finalizar el ciclo sobre las N particulas, tendremos que el nimero de veces
que no se cumplié la condicién, nos dara el numero total de clases que tiene la con-
figuracion, entonces el indice de las clases va de i = 1,..., Nclases.
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B.4. Bisqueda de las particulas.

En las secciones anteriores se ha realizado una descripcion de los pasos a seguir
a fin de agilizar el proceso consistente en realizar los promedios necesarios para
el método de relajacién mediante una busqueda eficiente de los vecinos de cada
particula.

Ahora, dada la a-esima particula del total N, podemos extraer la clave que
estd asociada a ella, clave (a) = ¢, y a partir de la misma, podemos encontrar la
celda en la que se ubica esta particula haciendo uso de la expresion:

i = mod(q,Cy),

j = mod(%,@,),
q_i_oz'j
z Yy

En los casos en que ¢ ,5 o k arrojen un valor igual a 0, se les debera asignar
respectivamente un valor dado por Cy, C,, C..

Una vez que tenemos las coordenadas (i, 7, k) de la celda en la que se ubica la
a-esima particula, obtendremos las coordenadas (ivecinos Joecino, Kvecino) de sus celdas
vecinas mediante un ciclo anidado:

Nceldas (CL) = {(ivecinmjvecino; kvecino) ’ivecmo =1+ T, j'uecino = ] + s, kvecmo =k+ t} )

(B.7)
con ivecinOa jvecino; kvecino = —RCL’I’LQO, RCLTLQO
donde
H;
Rango = 2( +1) (B.8)
Para referenciar el indice de la clase, usaremos la expresion
Index = ivecino + Cx : (jvecino - 1) + Cx . Cy : (kvecino - 1) . (Bg)

Cada una de estas celdas (clases) tiene asociada una lista ordenada que se
construy6 en el censo. A través de ésta, podemos saber si existen particulas en la
celda y de existir podemos referenciar directamente a cada una de ellas.

Con ello, habremos encontrado un subconjunto de particulas que seran las
particulas vecinas j-esimas a través de las cuales calcularemos los promedios nece-
sarios con respecto a la particula a-esima.
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Debemos considerar que ciertos casos donde la particula a-esima esté en las
fronteras; para estos casos, no podremos explorar todas las celdas vecinas ya que la
mayoria de estas no existiran, por ello deberemos confirmar que para las coordenadas
(1,7,k) de cada una de las Nceldas se cumpla que

i < C,j<Cyk<C,
i > 1,5>1,k>1. (B.10)

B.5. Tiempo de procesamiento.

El fundamento para incorporar a nuestro codigo el uso de un buscador eficiente
de vecinos no es otro mas que reducir considerablemente el tiempo de cémputo que
él mismo necesita para llevar a acabo la tarea que se le solicita.

En la figura B.1 se comparan los tiempos de procesamiento entre el cédigo
sin buscador de vecinos y la versiéon con el mismo incorporado. Para el analisis se
han llevado a cabo mediciones comparativas entre ambas versiones bajo diferentes
configuraciones de particulas empezando por configuraciones sencillas para luego
agregarles cada vez mas particulas.

5000 -
4000
B — Version con buscador|
B —— Version sin buscador
o 3000
a
E E
2
2000 4
1000 <
043

stlm I mlou - 15500 I - 2o|00
# de particulas
Figura B.1: Comparativa del tiempo de procesamiento entre la versiéon del codigo

con buscador de vecinos y la versién sin buscador.

La grafica nos muestra que para el caso con el buscador de vecinos implementado
tendremos un comportamiento lineal en el tiempo de procesamiento a medida que
aumentemos el nimero de particulas mientras que para la versién sin buscador el
tiempo de procesamiento tendrd un comportamiento cuadratico en su crecimiento.
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Con esto queda corroborado lo importante y eficiente de implementar el buscador
de vecinos para el proceso de relajacién del sistema.
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Apéndice C
Anticolisionador.

Dado el problema de los pares de particulas que se mantienen unidos com-
portandose como una sola particula, el cual se describié en la seccién ‘Anadlisis pre-
liminar del método’ se puede tomar la idea inicial de dar una patada al sistema tras
caer en dicho problema para crear una subrutina que funja como una especie de
barrera (anticolisionador) que haga que las particulas se repelan las unas a las otras
cuando estén lo suficientemente cerca bajo un criterio asignado.

Para construir este sistema de anticolisionamiento de forma sencilla y eficaz
consideraremos el aplicar aquella patada a las particulas pegadas pero no con el fin
de separarlas bruscamente a fin de romper su configuracién actual sino con el fin
de evitar que se peguen demasiado la una a la otra. Por tanto el anticolisionador
no serd una herramienta que se emplee una vez y se deseche, sino que serd una
herramienta a ejecutar a lo largo de todo el proceso de relajacion.

La barrera virtual que separe a las particulas, estarda a una distancia de la
particula i-esima proporcional a la separaciéon ideal que debiera haber entre ella y
las particulas j-ecimas vecinas en una configuracién ya relajada. Para los casos en se
usé una densidad constante bastara con simplemente evaluar cual es esa distancia
ideal y elegir un valor idéneo para dicha barrera; que en la practica fue de 1/8 de la
separaciéon idonea entre las particulas.

Para el caso de la configuracién con densidad radial, la distancia ideal para
la barrera se construira a partir de la longitud h. Del buscador de vecinos sabemos
que las celdas que empleaamos para indexar a las particulas tienen una longitud h
promedio cada una, por tanto podemos tomar este valor A promedio para construir
la distancia para la barrera bajo el criterio que consideremos mas adecuado.

Hasta ahora hemos especificado solo la barrera que es la distancia con respecto
a la cual sabremos si alguna particula j-esima se ha acercado demasiado a una cierta
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particula i-esima, pero no hemos especificado como haremos dicha evoluciéon durante
el proceso. Es aqui donde nuestro buscador eficiente de vecinos antes construido
serda de nuevo fundamental.

A partir del buscador podemos modificar su estructura para hacer una versién
mas ligera que solo busque para una particula i-esima las particulas vecinas j-esimas
tanto en la celda donde se encuentra como en las celdas vecinas inmediatas. Lo
anterior considerando el hecho de que pueda darse el caso en que la particula i-
esima a analizar se encuentra en la frontera de su celda y muy proxima a otra
particulas ubicada en una celda vecina.

Con el buscador de vecinos se podra mantener una constante bisqueda de
particulas que se junten demasiado bajo un criterio dado por la barrera antes de-
scrita. Lo que resta ahora es saber que hacer una vez que se encuentren dos particulas
que se han acercado demasiado. La nocién de patada a las particulas tiene aqui un
papel importante pero con un enfoque diferente al antes considerado.

Dado que lo que deseamos es que las particulas busquen su posicion idénea
durante el proceso de relajacién pero sin que vayan conformando pares de particulas,
no necesitamos aventar muy lejos a las particulas que se estan juntando la con
respecto de la otra. Bastara con simplemente darles un pequeno empujoncito para
separarlas en direcciones contrarias. Si consideramos que las particulas volveran a
acercarse conforme el proceso siga avanzando y si consideramos que a su vez el
anticolisionador las ira separando, podemos establecer que con la implementacion
del anticolisionador el proceso de relajacion de las particulas se llevara a cabo de
la misma forma en que se habia llevado a cabo antes pero con la diferencia de que
ahora las particulas que intenten pegarse las unas a las otras para conformar pares
se veran obligadas a mantenerse constantemente separadas por una barrera.

Finalmente, sera importante analizar el tiempo de procesamiento que implica
la incorporacion de esta herramienta a nuestro proceso de relajacion y para ello
debemos realizar una comparativa entre el tiempo invertido por el proceso de rela-
jacion con el anticolisionador y sin él. La figura C.1 presentada a continuacion ilustra
justamente dicha comparacién y deja en claro que practicamente no hay diferencia
en el tiempo de procesamiento en el hecho de usar o no el anticolisionador.
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—— Versidn con anticolisionador,
—— Versian sin anbicolisionador

Tiempo
g
1

T T T T T
500 1000 1500
# de particulas

Figura C.1: Comparativa del tiempo de procesamiento entre la versiéon del codigo
con Anticolisionador y la versién sin él.
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