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Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas
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1.1.1. La teoŕıa de conjuntos y su lenguaje . . . . . . . . . . 7

1.1.2. Clases propias en ZF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Resumen

La tesis consiste en dos partes: se concentra primero en los fundamentos del
forcing, técnica utilizada para hacer pruebas de consistencia, exponiendo los
teoremas clásicos en el tema para después hacer una exposición general de
la técnica del forcing. En la segunda parte se introducen los espacios to-
pológicos selectivamente separables y hacemos una breve exposición de ellos
para después mostrar un par de ejemplos de la aplicación del forcing en la
topoloǵıa haciendo un dos de pruebas de consistencia de enunciados sobre
espacios selectivamente separables.

Palabras clave:

Topoloǵıa, Forcing, Consistencia, Conjuntos, Selectivamente separable.



Abstract

The thesis consists of two parts: first focuses on the basics of forcing, tech-
nique used to make consistency proofs, giving the classical theorems on the
subject and then make an overview of the technique of forcing. In the second
part selective separable topological spaces are introduced and we make a brief
description of them and then show a pair of examples of the application of
forcing in the topology doing a two of proofs of consistency of statements on
selective separability spaces.

keywords:

Topology, Forcing, consistence, Sets, Selective separability.



Introducción

En 1963 Cohen demuestra que la hipótesis del continuo es independiente de
ZF , de su demostración se extrae una técnica general y flexible para hacer
pruebas de consistencia, el forcing.

El objetivo final de la tesis es hacer pruebas de consistencia en topoloǵıa
general utilizando para ello el forcing.

En la primera parte de la tesis se da una exposición de los resultados que
fundamentan el forcing y se hace una breve exposición de la técnica del for-
cing el cuál será utilizado para lograr nuestro objetivo.

Posteriormente exponemos los espacios selectivamente separables que son una
clase especial de espacios topológicos. Una pregunta interesante que surgió en
esta área es saber cuándo el producto de dos espacios Fréchet es selectiva-
mente separable. Un avance en este sentido ha sido demostrar que suponer
que el producto de dos espacios Fréchet y numerables es selectivamente sepa-
rable es consistente con los axiomas de ZF . Nuestro objetivo final es exponer
la demostración de dicha afirmación.



Capı́tulo 1
Los fundamentos del forcing

En este primer caṕıtulo nos proponemos principalmente estudiar la teoŕıa que
sirve de cimiento para el forcing, herramienta que utilizaremos para conseguir
dicho objetivo; no obstante, trataremos algunos temas de forma un poco más
detallada de lo que la única meta de fundamentar el forcing nos lo exigiŕıa, las
razones para esto son varias, la primera y más importante: el trabajo futuro
que pretendemos exponer en topoloǵıa requiere de ciertos teoremas que, si
sólo pensamos en fundamentar el forcing, no seŕıan necesarios; en ocasiones,
también, el motivo para exponer un poco más de lo estrictamente necesario
puede ser agregar algo de contexto al tema en discusión o exponer cosas que
den una comprensión más profunda de lo que se está tratando.

A lo largo del caṕıtulo enunciaremos varios de los teoremas clásicos de la
lógica y teoŕıa de conjuntos, ellos se pueden encontrar en la mayoŕıa de los
libros de nivel medio-avanzado de las citadas áreas, nosotros hemos tratado
de dar a estos resultados un orden y contexto que los dirija hacia el forcing.

Suponemos que el lector ya ha tomado al menos un curso de teoŕıa de con-
juntos y de lógica sintáctica por lo que usamos libremente varios resultados y
definiciones de estas áreas como lo son, por dar algunos ejemplos: los números
ordinales, los cardinales, toda el álgebra de conjuntos, los teoremas de induc-
ción y recursión sobre los ordinales, la definición de lenguaje formal y teoŕıa
formal, las tautoloǵıas, fórmulas universalmente verdaderas, teorema de la
deducción y los teoremas de correctud y completitud de la lógica matemáti-
ca de primer orden. Para quién busque consultar estos temas recomendamos
Mendelson (2009) para lo referente a la lógica y Hernández (2011), Kunen
(1980) para la teoŕıa de conjuntos.
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Sección 1.1

La lógica sintáctica de la teoŕıa de conjuntos

Un dios ha nacido. Otros mueren. La realidad:
que no ha venido ni se ha ido: un cambio de error.
Tenemos ahora otra eternidad,
y siempre lo pasado fue mejor.
Ciega, la ciencia trabaja en el inútil suelo.
Loca, la fé vive el sueño de su culto.
Un nuevo dios es una palabra -o un nuevo sonido.
No busques ni tampoco creas: todo está oculto.

Fernando Pessoa.

Versión de Rafael Dı́az Borbón.

Intuitivamente parece conveniente pensar que un conjunto es una colección
de objetos que tienen una propiedad en común, no obstante; como es bien
sabido, “definir” de esta forma el concepto de conjunto origina que éste sea
contradictorio; si, por ejemplo, permitimos que la colección de todos los con-
juntos sea un conjunto, estaremos cayendo en una contradicción.

No hemos podido dar una definición satisfactoria de conjunto pero, gracias
a la lógica simbólica, esto no significó un impedimento para fundamentar las
matemáticas en los conjuntos.

Sabemos que la lógica sintáctica trata de mera manipulación de śımbolos
que carecen de todo significado mediante la aplicación de reglas de inferencia
bien definidas y fijas de antemano; sus fórmulas, totalmente carentes de con-
tenido, nada dicen. Y es esto precisamente de lo que nos vamos a valer para
poder trabajar con conjuntos: al dar una teoŕıa formal de conjuntos en la
lógica matemática de primer orden no nos tenemos que preocupar por decir
qué es un conjunto, pues podemos pensar como conjunto simplemente a una
variable del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos.

Asumimos que, de hecho, el lector ha estudiado ya lo que se debeŕıa tratar
en esta sección. Aśı, en lugar de dedicarnos a dar definiciones con todo rigor
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1.1. La lógica sintáctica de la teoŕıa de conjuntos

y demostrar los teoremas necesarios, nos dedicaremos únicamente a quedar
de acuerdo en notación y aclarar algunos puntos conceptuales que podŕıan
crear confusión más adelante en el desarrollo de este trabajo.

1.1.1 La teoŕıa de conjuntos y su lenguaje

Para la demostración de algún teorema que se presenta más adelante será ne-
cesario tener claro cuales son los axiomas del cálculo de predicados con los
que estamos trabajando. Como se sabe existen varias axiomatizaciones que
se pueden dar para un cálculo de predicados de la lógica de primer orden, lo
importante es que éste resulte correcto y completo con lo cual será equivalen-
te a cualquier otro cálculo que también satisfaga los teorema de completitud
y correctud . Nosotros optamos por usar la axiomatización expuesta en el
libro de Elliott Mendelson Mendelson (2009).

Definición 1.1.1 Para α, β y γ fórmulas bien formadas, los axiomas del
cálculo de predicados son:

A1 αÑ pβ Ñ αq;

A2 pαÑ pβ Ñ γqq Ñ ppαÑ βq Ñ pαÑ γqq;

A3 p β Ñ  αq Ñ pp β Ñ αq Ñ βq;

A4 @xi αpxiq Ñ αptq donde t es un termino libre para xi en α;

A5 @xi pαÑ βq Ñ pαÑ @xi βq Si α no contiene ocurrencias libres de xi.

Además trabajaremos con las reglas de inferencia:

Modus ponenes (MP)

αÑ β
α
β

Regla de generalización (GEN).

β
@xiβ
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Los axiomas A1, A2 y A3 junto con la regla de inferencia MP forman una
teoŕıa correcta y completa del cálculo proposicional, en consecuencia todas
las tautoloǵıas son deducibles en nuestro sistema. De igual forma, con los
axiomas del A1 al A5, es posible probar como regla derivada, entre muchas
más, el teorema de la deducción.

Recordemos que el lenguaje formal de la teoŕıa de conjuntos, ZF , es un
lenguaje de la lógica de predicados de primer orden cuyo tipo contiene úni-
camente un śımbolo predicativo binario denotado por P. Denotaremos por
Lm a este lenguaje formal.

Al ser la lógica de predicados de primer orden el instrumento con el cual se
formaliza la matemática resulta importante que ésta no esté fundamentada
o definida dentro de alguna teoŕıa matemática; aśı pues, la lógica con la que
trabajamos y, por tanto, el lenguaje Lm, son algo que existe fuera de toda
teoŕıa matemática. De esta forma podemos definir ZF sobre Lm y al traba-
jar en ZF los resultados obtenidos estarán avalados por todo el rigor de la
lógica simbólica.

Sin embargo, nuestro propósito no es sólo poder trabajar dentro de la teoŕıa
de conjuntos, sino que también pretendemos estudiar la teoŕıa de conjuntos
en śı, y lo queremos hacer con rigor matemático. ¿Cómo hacer esto? ¿Cómo
hablar, por ejemplo, del axioma del conjunto potencia dentro de ZF si ZF
habla de conjuntos y no de fórmulas? Por el contrario: son la fórmulas el
instrumento que utiliza la teoŕıa de conjuntos para hablar. Resulta evidente
que se tiene que hacer algo más para poder probar teoremas sobre la teoŕıa
de conjuntos dentro de la misma teoŕıa de conjuntos.

Una forma de evadir este inconveniente es “emular” la teoŕıa de conjuntos
dentro de la teoŕıa de conjuntos, los detalles de como se hace esto serán omi-
tidos pues no es el exponerlos el propósito de esta tesis, a grandes rasgos lo
que se hace es: Una vez sentadas la bases de una teoŕıa de conjuntos dentro de
la lógica simbólica metamatemática procedemos a definir la lógica simbólica
dentro de ZF . En este contexto el lenguaje formal de la teoŕıa de conjuntos
es, pues, una qúıntupla ordenada Lf “ p ,Ñ, @, x, Pq donde  ,Ñ, @, P son
conjuntos cualesquiera pero distintos dos a dos y x “ txn : n P ωu es una
sucesión de conjuntos distintos dos a dos en la que no aparece ninguno de
los conjuntos que fueron asignados a los śımbolos  ,Ñ, @, P. Con un poco de
trabajo se puede definir las fórmulas bien formadas de la teoŕıa de conjuntos
como sucesiones finitas de śımbolos de su lenguaje, aśı las formulas serán
también conjuntos.
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1.1. La lógica sintáctica de la teoŕıa de conjuntos

Ahora debemos tener cuidado de qué se debe entender por una fórmula ϕ
de el lenguaje de la teoŕıa de conjuntos, pues podemos estar hablando de
la fórmula, ϕ, metamatemática o de la misma fórmula, en el sentido que es
la misma sucesión de śımbolos, pero la que śı es un conjunto y, por tanto,
un objeto matemático. Para evitar esta confusión representaremos por xϕy a
la representación matemática de la fórmula metamatemática ϕ. Del mismo
modo, si Γ es una colección de fórmulas de Lm, representaremos por xΓy al
conjunto de fórmulas de la forma xϕy tales que ϕ está en Γ; en particular
xZF y representará a la teoŕıa de conjuntos que es un objeto matemático den-
tro de ZF .

Es claro que, cuando estemos trabajando totalmente dentro de la teoŕıa de
conjuntos y ésta no es en śı el objeto de nuestro estudio, resulta irrelevante
si se está trabajando en ZF o en xZF y, pues todo lo que se pueda hacer en
una se puede hacer de igual manera en la otra. Luego, distinguir entre ambas
formas de pensar a la teoŕıa de conjuntos, cuando no se está estudiando a la
teoŕıa de conjuntos en śı, resulta ser una complicación sin sentido. Por esta
razón, cuando el contexto lo permita, trabajaremos simplemente en ZF sin
preocuparnos de más.

1.1.2 Clases propias en ZF

Al trabajar dentro ZF (y con un poco de fe) nos libramos de las contra-
dicciones intŕınsecas al concepto intuitivo de conjunto. Ahora los conjuntos
son las variables de el lenguaje de ZF . No obstante, hay ciertas colecciones
de objetos a las que resultaŕıa útil poder tratar como si fueran conjuntos y
no lo son. Un ejemplo de esto es la “colección” de todos los números ordinales.

Más en general, dada una formula ϕpxq del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos
que tiene a x por variable libre nos gustaŕıa poder trabajar con la colección
de todos los conjuntos que satisfacen la fórmula ϕpxq. Por demás está decir
que esta colección no siempre resulta ser un conjunto.

Todo lo anteriormente mencionado motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.2 Dada una fórmula bien formada del lenguaje de la teoŕıa
de conjuntos llamaremos clase propia a la colección metamatemática de to-
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Caṕıtulo 1. Los fundamentos del forcing

dos los conjuntos que satisfacen ϕ. Abusando de la notación conjuntista,
denotaremos tal colección por tx : ϕpxqu.

Nótese que z P tx : ϕpxqu no es más que una forma de abreviar ϕpzq con la
cual śı podemos trabajar formalmente. Aśı pues, trabajar con clases propias
no es más que abreviar fórmulas de la teoŕıa de conjuntos con lo cual, en
última instancia, obtendremos deducciones perfectamente válidas dentro de
ZF al usar las clases propias de forma adecuada.

Otro punto importante es que las colecciones metamatemáticas de la que
pretendemos hablar con las clases propias, en general, escapan a nuestra in-
tuición, y son cosas a las que, como una totalidad, ni siquiera podemos dar
sentido. Por esto hay que tener claro que el verdadero valor teórico del con-
cepto de clase propia se encuentra a nivel puramente sintáctico.

Una de las clases propias que más utilizaremos y resulta por de más intere-
sante estudiar es la clase de todos los conjuntos la cual denotaremos por V;
en éste caso V “ tx : x “ xu. También utilizaremos la clase R de los con-
juntos regulares; aqúı R “ tx : x R xu. Finalmente, como ya se mencionó,
trabajaremos con la clase de todos los número ordinales, la cual denotamos
por ON .

Diremos que X es una clase si X es, o bien una clase propia o bien un
conjunto.
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1.2. Los teoremas de Gödel y la consistencia de ZF

Sección 1.2

Sobre la teoŕıa de conjuntos y su consistencia

Después de llevarlo todo a la más id́ılica existencia, de re-
pente llegaron los matemáticos, esos que siempre andan hozan-
do más adentro, y cayeron en cuenta de que en la base de to-
do el asunto deb́ıa haber algo que no encajaba de ninguna ma-
nera; de hecho, miraron debajo y encontraron que todo el edifi-
cio estaba en el aire. Pero las maquinas corren. A ese respec-
to, hay que suponer que nuestra existencia es un pálido duen-
de, la vivimos, pero, propiamente hablando, sólo sobre la base
de un error sin el que no habŕıa surgido. Hoy, no hay posibili-
dad de otro sentimiento tan fantástico como el del matemático.

Robert Musil,

Ensayos y conferencias.

Si bien ya se usaba en cierta forma el concepto de conjunto en las matemáti-
cas, no es sino hasta Cantor cuando éste toma un carácter central. Sin embar-
go, con Cantor, conjunto aún es algo poco claro y depende en gran medida
de la intuición del matemático, prueba de ello es la siguiente cita tomada
del trabajo titulado “Contribuciones a la fundamentación de la teoŕıa de los
conjuntos transfinitos”

Entendemos por ‘conjunto’ cualquier reunión en un todo M de
determinados objetos bien distinguidos m de nuestra intuición o
nuestro pensamiento (llamados elementos de M). - G. Cantor.

Poco después llega Hilbert; él propone abstraer, o mejor dicho: mecanizar,
el concepto de conjunto, tan ampliamente estudiado por Cantor, en la lógi-
ca simbólica para no tener que renunciar a él. Su pensamiento cambia de
forma definitiva la matemática y en poco tiempo parece que su objetivo de
una matemática formal completa y mecánica tendŕıa éxito. El mismo Gödel
demuestra, en su tesis doctoral, la completud semántica del cálculo de pre-
dicados lo cual le da un nuevo brillo y refuerza las esperanzas de Hilbert y
su escuela.
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Caṕıtulo 1. Los fundamentos del forcing

Sin embargo, al poco tiempo, Gödel descubre sus famosos teoremas de in-
completud y queda aśı establecido: Si la aritmética de Peano es consistente
existe un enunciado verdadera de la aritmética que no es demostrable, ni él
ni su negación, en la teoŕıa. Esto pone tácitamente fuera de nuestro alcance
la tan ansiada meta de Hilbert, pues este resultado se puede generalizar a
teoŕıas recursivas capaces de hablar de la aritmética lo cual nos permite decir:

Teorema 1.2.1
En caso de ser ZF consistente existen enunciados de su lenguaje que son
independientes de ella, es decir, existe ϕ enunciado de ZF tal que ZF 0 ϕ y
ZF 0  ϕ.

Lejos de ser, estos enunciados, rebuscados ejemplos de los lógicos por los
cuales los matemáticos no se tengan que preocupar, varios de ellos han surgido
en matemáticas de forma natural y su estudio a resultado fundamental para
el desarrollo de la matemática moderna, por citar un par de ejemplos, de
entre los muchos que hay, podemos mencionar a CH y AC. Más aún, a
partir del segundo teorema de incompletud de Gödel se puede deducir que,
en ZF , el enunciado que dice: ZF es consistente, resulta ser un ejemplo de
enunciado independiente, es decir:

Teorema 1.2.2
Si ZF es consistente, ésta no podŕıa probar su propia consistencia.

Aśı queda dicho de forma definitiva, la teoŕıa de conjuntos, y por tanto to-
da la matemática que se fundamente en ella, no es capaz de demostrar su
consistencia, a menos, claro, que ésta no sea consistente. Gödel fue ese que
hozó más adentro y vio que, efectivamente, el edificio está en el aire; pero no
es menos cierto, aún aśı las maquinas corren.

El legado de Gödel cambiaŕıa de forma definitiva la matemática en todos
los sentidos; de todas sus consecuencias tal vez lo que más resalta es poner
fin a la posibilidad de una matemática, fundamentada en la lógica, que sea
completa; pero no todo es oscuridad, pues también abre la puerta a la imagi-
nación del matemático permitiendo crear diversas teoŕıas matemáticas cada
cual con sus propias consecuencias; le da un lugar distinguido a la intuición
que nos ayudará a decidir si aceptamos o no cierta afirmación como verda-
dera y todas las consecuencias que esto conlleva; inyecta a las matemáticas
un poco de controversia y nosotros podemos disfrutar de toda la pasión que
esto genera.

Después de todo, Hilbert lo logró: hoy podemos trabajar con conjuntos más

12



1.3. El colapso de Mostowski

allá de toda ambigüedad, y aún lo podemos citar fuerte y claro:

Nadie podrá expulsarnos del paráıso que Cantor creó para noso-
tros. - D. Hilbert.

Sección 1.3

El colapso de Mostowski

Yo acumulo números inmensos,
montañas de millones,
pongo tiempo sobre tiempo y mundo sobre mundo en montones,
y cuando desde la espantosa altura
con el vértigo vuelvo a mirara hacia ti,
todo podeŕıo del número, aumentado miles de veces,
todav́ıa no es ni una parte tuya.
Yo lo aparto, y tú estás todo ante mı́.

Albrecht Von Halle.

Nota: Durante toda la sección utilizaremos únicamente relaciones binarias,
por lo que al trabajar con una relación R sobre alguna clase A, se sobre
entiende que R es una relación binaria.

Definición 1.3.1 Sea R una relación sobre una clase A. Un elemento
x0 P A es R-minimal si y sólo si

 Dy py P A^ yRx0q.

R es bien fundada en A si para todo X Ď A no vaćıo existe un y0 P X que
es R-minimal en X.

Notemos que si una relación R sobre una clase A es bien fundada, entonces
no puede ser reflexiva; esto ya que, si existe x0 P A tal que x0Rx0, enton-
ces tx0u no tiene elemento minimal. Además se debe cumplir que  Dx, y P
A pxRy ^ yRxq, en caso contraŕıo tx, yu no tendŕıa elemento minimal. Este
último hecho se puede generalizar para ver que no existen cadenas de la for-
ma x0Rx1R . . . RxnRx0.
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Caṕıtulo 1. Los fundamentos del forcing

Recordemos que el axioma de buena fundación es la afirmación:

@xpx ‰ φÑ Dy P x pxX y “ φqq.

Éste es, probablemente, el axioma más técnico de la teoŕıa de conjuntos y
postula que ciertos conjuntos no existen; por ejemplo, un conjunto X tal que
X P X no puede existir, pues de hacerlo el conjunto tXu violaŕıa el axioma
de fundación. De forma similar se puede demostrar que cadenas de la forma
X0 P X1 P ¨ ¨ ¨ P Xn no pueden existir.

Si bien la mayoŕıa de la matemática se puede desarrollar sin el axioma de
fundación, en la teoŕıa de conjuntos y espećıficamente para el desarrollo del
forcing, este axioma resulta de importancia central.

Es fácil adivinar que el axioma de fundación y el concepto de relaciones bien
fundadas están ı́ntimamente relacionados, tal y como se ve en el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.1
El axioma de buena fundación es equivalente a que la relación de pertenencia,
P, sea bien fundad.

Demostración. ñs Supongamos que se satisface el axioma de fundación. En-
tonces, dado un conjunto, basta tomar el testigo que nos ofrece el axioma de
fundación y éste será un P-minimal.

ðs Sea X un conjunto y supongamos que P está bien fundada sobre X,
entonces elijamos y0 P-minimal en X y aśı y0 XX ‰ φ. �

Definición 1.3.2 Sea R una relación sobre una clase A. si y P A sea
predRpyq “ tx : xRyu. Decimos que R es set-like sobre A si predRpxq es un
conjunto para cada x P A.

Por supuesto, la anterior definición es, en realidad, un esquema de definición
dado a nivel metateórico, recordemos que ésta es la única forma de trabajar
con clases propias. También es obvio que si A es un conjunto, entonces R es
trivialmente set-like. Si A “ V y R “ P, entonces predRpxq “ x; se hace
evidente que P es set-like en V.

Definición 1.3.3 Sea R una relación set-like y bien fundada sobre una
clase A. Definimos la función colapsante de Mostowski, MR

A : AÑ V, por:

MR
A pxq “ tM

R
A pyq : y P A^ yRxu.
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1.3. El colapso de Mostowski

Como es costumbre, cuando el contexto no se preste a confusión, omitiremos
el sub́ındice y/o supráındice en la notación de la función MR

A . Al rango de
MR

A lo denotaremos por MR
A y lo llamaremos colapso de Mostowski ; cuando

sea posible, haremos el mismo abuso de notación que con MR
A .

Proposición 1.3.1
Si R es una relación set-like y bien fundada sobre una clase A, entonces MR

A

es transitiva y bien fundada, además:

@xy P A pxRy ÑMR
A pxq PM

R
A pyqq. (1.1)

Demostración. El que se cumpla 1.1 es inmediato de la definición de MR
A .

Para probar la transitividad, elijamos y0 P x0 P MR
A . Por definición debe

existir a0 P A de modo que x0 “ MR
A pa0q y debe existir b0 P A, con b0Ra0,

tal que y0 “MR
A pb0q. De aqúı es inmediato que y0 P MR

A .
Finalmente, para probar que MR

A es bien fundada. Sea X Ď MR
A con X

no vaćıo. Como pMR
A q
´1rXs es una clase no vaćıa de A, ésta debe tener un

elemento minimal, sea x0 tal elemento. Afirmamos que MR
A px0q es un minimal

de X; para probarlo veamos que X XMR
A px0q es vaćıo. En efecto, si existe

y0 PM
R
A px0qXX, entonces debe existir a0 P A tal que a0Rx0 y MR

A pa0q “ y0;
entonces a0 P pM

R
A q
´1rXs, lo cual contradice la minimalidad de x0. �

Nosotros estamos interesado especialmente que los casos cuando la función
colapsante MR

A es biyectiva. Para poder determinar cuando ocurre esto hace
falta una definición más.

Definición 1.3.4 Una relación R es extensional sobre una clase A si:

@xy P A p@a P ApaRxØ aRyq Ñ x “ yq.

Nótese que esta definición es una generalización de el axioma de extensiona-
lidad a relaciones arbitrarias.

Proposición 1.3.2
Sea R una relación extensional, bien fundada y que es set-like sobre una clase
A. Entonces MR

A : AÑ MR
A es biyectiva y además:

@x, y P A pxRy ØMR
A pxq PM

R
A pyqq. (1.2)

Demostración. Supongamos que MR
A no es inyectiva y consideremos el si-

guiente conjunto:

X “ tx P A : @y P A px ‰ y ^MR
A pxq “MR

A pyqqu.
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Caṕıtulo 1. Los fundamentos del forcing

Sea x0 un elemento minimal de X. Entonces existe y0 P A tal que x0 ‰ y0

y MR
A px0q “ MR

A py0q. Ahora, usando que R es extensional, podemos tomar
z P A tal que:

pzRx0 ^ zRy0q _ pzRy0 ^ zRx0q.

Analicemos ambos casos.
Si zRx0 ^  zRy0, entonces MR

A pzq P M
R
A px0q “ MR

A py0q, luego, por defini-
ción de MR

A py0q, debemos tener que, para cierto a P A, MR
A pzq “ MR

A paq.
Además, ya que  zRy0, tenemos a ‰ z, es decir, z P X y zRx0, lo cual es
una contradicción.
Si zRy0^ zRx0, entonces MR

A pzq PM
R
A py0q “MR

A px0q, por tanto MR
A pzq “

MR
A pwq, para algún w P A tal que wRx, además w ‰ z; de lo cual se sigue

que w P X, contradiciendo la minimalidad de x0. Con esto queda probada la
biyectividad.

Finalmente, para ver que 1.2 se satisface notemos que, si MR
A px0q PM

R
A py0q,

entonces tenemos que MR
A px0q “ MR

A puq, para algún u P A, con uRy. Como
MR

A es biyectiva se debe tener x0 “ u, luego uRy0. �

Finalmente podemos enunciar el teorema que motiva la presente sección.

Teorema 1.3.2
Si R es una relación bien fundada, extensional, y set-like sobre una clase A,
existe una clase transitiva B y una función M : AÑ B biyectiva tal que:

@x, y P A pxRy ØMpxq PMpyqq.

El teorema ya ha sido demostrado con las proposiciones previas; notemos
que el teorema lo que hace es un morfismo entre la clase A y otra clase que
es transitiva. Nosotros utilizaremos esto para poder obtener ciertos modelos
transitivos que nos serán de gran utilidad.
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Sección 1.4

Modelos y la teoŕıa de conjuntos

Hay peŕıodos en los que el hombre racional y el hombre intui-
tivo caminan juntos; el uno angustiado ante la intuición, el otro
mofándose de la abstracción; es tan irracional el último como poco
art́ıstico el primero. Ambos anśıan dominar la vida: éste sabien-
do afrontar las necesidades más imperiosas mediante prevención,
prudencia y regularidad; aquel sin ver, como “héroe desbordante
de alegŕıa”, esas necesidades y tomando como real solamente la
vida disfrazada de apariencia y belleza.

F. Nietzsche.

Si bien es necesario hacer algo de lógica simbólica de forma metamatemática,
la lógica no podrá desplegar su verdadero poder hasta ser fundamentada en
las matemáticas, esto se debe principalmente al concepto de modelo.

En principio, la función de los modelos es dar semántica a la teoŕıa, es de-
cir, interpretar sus śımbolos; por ejemplo: cuando pensamos en la fórmula
@xDy px ă yq ésta, por śı sola, es una secuencia de śımbolos que nada dicen;
ahora, si pensamos a x y y como números naturales, la fórmula adquiere
significado, nos está diciendo que para cada número natural x que elijamos
ha de existir otro número natural y que es estrictamente más grande que él;
lo cual, sabemos, es cierto. En este caso diŕıamos que los números naturales
son un modelo para la fórmula @xDy px ă yq.

Ahora nos proponemos dar modelos para la teoŕıa de conjuntos lo cual pa-
reciera implicar que vamos a dar un significado a las variables de la teoŕıa
de conjuntos, es decir, vamos a decir que debemos entender por un conjun-
to, ¿es esto posible? Cuando decimos que vamos a interpretar las variables
de la aritmética de Peano como números naturales todos entendemos exac-
tamente lo mismo, y es que los números naturales son algo completamente
determinado en la metateória: a pesar de no poder decir que es el numero 3
todos pensamos en lo mismo al hablar de él, las verdades aritmética que se
refieran a él serán las mismas sin importar quien las esté enunciando. Con
los conjuntos no ocurre lo mismo: si bien podemos encontrar colecciones que
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Caṕıtulo 1. Los fundamentos del forcing

más allá de toda duda debeŕıan ser conjuntos; los números naturales, por
ejemplo; también es posible hablar de colecciones que, depende a quién pre-
guntemos, según la intuición, tales colecciones debeŕıan ser conjuntos, pero
considerarlos como tales nos da como resultado una teoŕıa contradictoria; el
conjunto de todos los conjuntos, por ejemplo.

Lo que haremos, en cierta forma, es usar la misma teoŕıa para dar semántica
a la teoŕıa, de forma que, en última instancia, todo se puede reducir a la
sintaxis, y aún aśı podremos pensar que hemos dado semántica a la teoŕıa de
forma satisfactoria. Aunque por momentos esto pueda parecer muy artificio-
so, también es bastante sorprendente e ingenioso; en cierto sentido, vamos a
dar una respuesta, satisfactoria para la mayoŕıa de los fines prácticos, a una
pregunta que de antemano sabemos no tiene respuesta.

A continuación diremos formalmente lo que debemos entender por modelo
para segmento finito de xZF y y daremos algunos ejemplos, la razón para
trabajar con segmentos finitos de xZF y y no con xZF y es que encontrar un
modelo para una teoŕıa es equivalente a probar la consistencia de la teoŕıa,
luego, los teoremas de incompletud nos dicen que no debeŕıamos desgastarnos
mucho buscando que ZF demuestre tener modelos para xZF y.

1.4.1 Modelos para segmentos de xZF y

Entenderemos por segmento de xZF y a una teoŕıa formal con el mismo len-
guaje que la teoŕıa de conjuntos y cuyos axiomas están contenidos propia-
mente en el conjunto de axiomas de xZF y.

Definición 1.4.1 Un modelo estándar para el lenguaje Lt de la teoŕıa de
conjuntos, xZF y, es una dupla M “ pA,Rq donde A es un conjunto y R Ď A2

es una relación binaria de modo tal que x P y si y sólo si px, yq P R; es
decir, R “P�A . Al conjunto A se le llama universo de discurso (o simplemente
universo) del modeloM . Como es costumbre, abusando de la notación cuando
esto no cause confusión, utilizaremos la misma letra para representar a el
modelo y a su universo.

El siguiente paso es decir cuándo un modelo satisface una fórmula. Para
poder hacerlo necesitamos, antes, la siguiente definición.

Definición 1.4.2 Sea M “ pA, P�Aq un modelo de Lt y sea varM “ txn :
n P ωu el conjunto de variables de L . Una valoración para M es una función
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1.4. Modelos y la teoŕıa de conjuntos

s : varM Ñ A.

Aśı, pues, una valoración es simplemente una función que asigna a cada va-
riable del lenguaje Lt un conjunto. Como ya se dijo, los modelos pretenden
dar un significado la sintaxis de la teoŕıa, ahora en vez de pensar sólo en
una variable de la teoŕıa formal podemos pensar en el conjunto que le fue
asignado a tal variable; no podemos, sin embargo, pasar por alto que estamos
usando ZF para darle semántica a xZF y sin haber antes dado un significado
(dotado de semántica) a las variables de ZF . Esto se hará aún más evidente
cuando estudiemos el concepto de relativización. Algo similar se hizo al darle
significado al śımbolo P en la definición 1.4.1

Ya estamos en condiciones de definir la noción de verdad.

Definición 1.4.3 (de verdad de Tarski) Consideremos un modelo M “

pA, P�Aq para el lenguaje Lt, una valoración s para M y tomemos dos con-
juntos cuales quiera V y F que no aparezcan en A. Entonces definimos re-
cursivamente la función valM , cuyo dominio son las fórmulas de Lt y toma
valores en el conjunto tV, F u, de la siguiente forma:

valMpx P�A yqrss “ V si y sólo si spxq P spyq;

valMp ϕqrss “ V si y sólo si valMpϕqrss “ F ;

valMpϕÑ ψqrss “ F si y sólo si valMpϕqrss “ F y valMpψqrss “ V ;

valMp@x ϕqrss “ V si y sólo si valMpϕqpaqrspx{aqs “ V para toda
a P A; donde spx{aq es la función que toma los mismo valores que s
excepto en x donde toma el valor a.

Diremos que el modelo M satisface la fórmula ϕ según la interpretación s
cuando valMpϕq “ V . Cuando M satisface una fórmula sin importar cual sea
la valoración decimos que la fórmula es verdadera según M .

Sólo para ser congruentes con la notación usual, se da la siguiente definición.

Definición 1.4.4 Si M es un modelo de algún segmento de xZF y y ϕ una
fórmula de Lt, escribiremos M � ϕrss si M satisface ϕ según s y entendere-
mos por M � ϕ que ϕ es verdadera según M . Finalmente, para Γ un conjunto
de enunciados de Lt, escribiremos M � Γ si M hace verdadera a cada γ en
Γ.

La definición de valM , como ya se dijo, está justificada por el teorema de re-
cursión, en este caso se aplica sobre la relación R definida por pϕ0, sqRpϕ1, sq
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si y sólo si ϕ0 es una subfórmula propia de ϕ1. Para poder aplicar el teorema
de recursión es necesario que R sea bien fundada y set-like; es evidente que
R es bien fundada. Para que R sea set-like es necesario que las formulas y las
asignaciones sean conjuntos, sabemos que las fórmulas bien formadas siem-
pre resultan ser conjuntos, luego basta ver bajo qué condiciones la asignación
serán un conjunto para saber bajo qué condiciones R es set-like; por la propia
definición de función, la asignación será un conjunto cuando el universo de
discurso del modelo, el cual es el dominio de la asignación, sea un conjunto.
Esto nos deja claro que no es posible considerar clases propias como mode-
los con la definición anterior pues en ese caso ésta careceŕıa de sentido. En
resumen: si N es una clase propia entonces N � ϕ no tiene sentido pues la
función � no está definida.

Basta revisar el punto dos de la definición de verdad de Tarski para ver que
de ella se sigue de forma inmediata el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1
Sea Γ Ă xZF y, si $ZF DM pM � Γq y ZF es consistente, entonces Γ es
consistente.

El rećıproco del teorema anterior también se cumple aunque demostrarlo
requiere algo más de trabajo. Su demostración puede ser encontrada en cual-
quier libro de teoŕıa de modelos.

Ya que tenemos la definición de modelo para segmento de xZF y seŕıa con-
veniente contar con algunos ejemplos de modelos. Para esto presentamos la
conocida jerarqúıa de von Neumann. Ésta se construye por recursión sobre
los ordinales. En realidad parece ser el camino más natural para armarnos
de un buen arsenal de conjuntos usando sólo los axiomas que tenemos a dis-
posición: partimos del conjunto vaćıo y avanzamos utilizando el axioma del
conjunto potencia. Los detalles se dan a continuación.

Definición 1.4.5 Definimos los conjuntos Vα, mediante recursión sobre la
clase de los número ordinales, como sigue

V0 “ φ;

Vα`1 “ PpVαq, si α es sucesor;

Vγ “
Ť

αăγ Vα, si γ es ĺımite.

Consideremos ahora a:
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V “
ď

γPON

Vγ

Se puede demostrar que: si x es un conjunto, entonces existe α P ON tal
que x P Vα. Aśı V es precisamente la clase propia que hab́ıamos definido
mediante la fórmula x “ x, es decir, V “ V.
En la sección 1,4,4 veremos que, para cada conjunto finito, Γ, de axiomas de
xZF y existe un cardinal γ de modo tal que Vγ � Γ.

Pasemos a dar algunos ejemplos más de modelos para segmentos de xZF y,
para poder hacerlo es necesario dar algunas definiciones.

Definición 1.4.6 Para cada conjunto x, por recursión sobre la clase de los
ordinales, definimos la función ctpxq de la siguiente manera:

ct0pxq “ x;

@n P ω pctn`1pxq “
Ť

yPctnpxq
yq;

ctpxq “
Ť

nPω ctnpxq.

clpxq se conoce como la clausura transitiva de x, en siguiente teorema hará más
evidente a que se debe tal nombre.

Teorema 1.4.2
Si x es un conjunto se tiene.

1. x Ď ctpxq;

2. ctpxq es un conjunto transitivo.

3. Si x Ď T y T es una clase transitiva, entonces ctpxq Ď T ;

4. ctpxq “ xY
Ť

yPx ctpyq;

5. x es transitivo si y sólo si x “ ctpxq.

No presentamos una demostración del teorema anterior pues ésta es comple-
tamente técnica por lo que no aporta mucho más.

Definición 1.4.7 Sean γ un cardinal. Se define Hγ como:

Hγ “ tx : |ctpxq| ă γu.
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A Hγ se le conoce como la familia de los conjuntos hereditariamente menores
que γ, aunque no lo sea del todo evidente a partir de la definición, los Hγ

son conjuntos y no clases propias, de hecho se cumple que Hα Ď Vα para
cada α y para α “ ℵ0 la igualdad se da. Nosotros nos interesamos en los Hγ

principalmente gracias al siguiente teorema.

Teorema 1.4.3
Sea θ un cardinal regular no numerable, entonces Hθ es un modelo para xZF y

menos el axioma del conjunto potencia.

1.4.2 Submodelos elementales

Los submodelos elementales constituyen una de las herramientas más pode-
rosas que la teoŕıa de modelos aporta. Basta dar una hojeada a las revistas
de topoloǵıa de los últimos años para entender la importancia que éstos están
tomado en el desarrollo de la topoloǵıa de conjuntos. Durante el resto la tesis
los submodelos elementales jugarán un papel protagónico en varias ocasiones
y tendremos aśı oportunidad de mostrar algunos ejemplos de su uso en la
topoloǵıa y en la teoŕıa de conjuntos.

Definición 1.4.8 Sean A “ pA, P�Aq y U “ pU, P�U q dos modelos de Lt

de modo tal que A Ď U . Diremos que A es un submodelo elemental de U , y
lo denotaremos por A ĺ U , si para toda fórmula ϕpv0, . . . vnq de Lt y para
cada sucesión finita a0, a1, . . . an de elementos en A se cumple que

A � ϕrm0, . . .mns si y sólo si B � ϕrm0, . . .mns

Como ya se hab́ıa dicho, en está tesis estamos interesados en los submodelos
elementales principalmente por sus aplicaciones a la topoloǵıa. Ya que no es
posible encontrar un modelo para xZF y en ZF debemos optar por trabajar
con un modelo de una parte “suficientemente rica” de xZF y; es decir, elegir
un modelo para un segmento de xZF y que contenga todos los axiomas que
necesitemos. Cuando uno está trabajando en un problema determinado en
topoloǵıa, en general, es posible encontrar un cardinal θ de modo que todos
los conjuntos a utilizar en el estudio de tal problema se encuentren ya en Hθ,
esto resulta de gran utilidad, pues en este caso no resulta relevante que Hθ

no modele el axioma del conjunto potencia y, como ya sabemos, Hθ modela
el resto de los axiomas de ZF . Es por este motivo que nos encontramos par-
ticularmente interesados en los submodelos elementales de Hθ para alguna θ
suficientemente grande.
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Pacemos ahora a estudiar algunas de las propiedades más relevantes de los
submodelos elementales. Primero notemos que si M ĺ Hθ y un conjunto X es
definible en Hθ a partir sólo de parámetros que están en M , entonces X PM .

A continuación daremos un criterio que en la práctica resulta muy útil pa-
ra distinguir submodelos elementales, su importancia radica en que reduce
el probar que un modelo es submodelo elemental de otro a encontrar sólo
un testigo adecuado para cada fórmula existencial, reduciendo aśı en gran
medida el trabajo que se debe realizar.

Teorema 1.4.4 (Criterio de Tarski-Vaught)
Sean M y N modelos para Lt con N Ď M . Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. N ĺ M

2. Para cada fórmula de Lt que es de la forma Dxψ cuyas variables libres
se encuentran entre x0, x1, . . . , xs, para cada l ă s, y para cualesquiera
parámetros no, n1, . . . nl´1, nl`1, . . . , ns P N , si

M � Dxψrno, n1, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

entonces existe n P N tal que

M � ψrno, n1, . . . , nl´1, n, nl`1, . . . , nss.

Demostración. 1 ñ 2s Esta parte se sigue fácilmente de la definición de
submodelo elemental. Supongamos que N ă M y que

M � Dxψrno, n1, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

entonces, por elementaridad tendremos que

N � Dxψrno, n1, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

Por tanto, debe existir n P N de modo tal que

N � ψrno, n1, . . . , nl´1, n, nl`1, . . . , nss

Y, finalmente, usando nuevamente que N es submodelo elemental de M ob-
tenemos el resultado buscado.

2 ñ 1s Ahora supongamos que: M y N son modelos para Lt con N ĎM y ψ
es una fórmula de Lt cuyas variables libres se encuentran entre x0, x1, . . . , xs;
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definamos, además, a vψ como la afirmación:

“Para todo pn0, . . . , nsq P N
s,N � ψrn0, . . . , nss si y sólo siM � ψrn0, . . . , nss”.

Probaremos por inducción sobre la complejidad de ψ que vψ se cumple para
cada ψ fórmula de Lt. Si ψ es atómica entonces es de la forma x P y y
sabemos que P�NĎP�M lo cual hace evidente que vψ se verifica. Si vψ y vϕ se
se cumplen, entonces v ϕ y vψÑϕ se siguen de forma inmediata debido a la
definición de �. Por último supongamos que ψ es de la forma Dxϕ y vϕ se
cumple.
Primero supongamos que

N � Dxϕrn0, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

Entonces, para alguna n P N se tiene

N � ϕrn0, . . . , nl´1, n, nl`1, . . . , nss

y, por hipótesis de inducción, tendremos que

M � ϕrn0, . . . , nl´1, n, nl`1, . . . , nss

pero, entonces
M � Dxϕrn0, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

Si, por el contrario, partimos de

M � Dxϕrn0, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

entonces, por p2q, tendremos que existe n P N tal que

N � ϕrn0, . . . , nl´1, n, nl`1, . . . , nss

y, por hipótesis de inducción

M � ϕrn0, . . . , nl´1, n, nl`1, . . . , nss

sólo resta usar la definición de � para poder concluir que

M � Dxϕrn0, . . . , nl´1, nl`1, . . . , nss

�

Algo que muchas veces resulta de fundamental importancia a la hora de
usar los submodelos elementales es poder controlar su cardinalidad. Esto lo
podemos hacer gracias a uno de los teoremas clásicos de la teoŕıa de modelos,
el que presentamos en seguida es un caso particular de éste, considerando sólo
modelos estándar para segmentos de xZF y.
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Teorema 1.4.5 (Löwenheim-Skolem)
SeanM modelo para algún segmento de xZF y y tomemosX ĎM un conjunto
arbitrario, entonces existe N ĺ M tal que X Ď N y además |N | “ |X| ` ℵ0.

Nos abstendremos de dar una prueba para el teorema de Löwenheim-Skolem
pues hacerlo requiere entrar en tecnicismos de la teoŕıa de modelos que van
más allá de los propósitos de esta tesis. El lector interesado en la demostra-
ción la podrá encontrar en cualquier libro de teoŕıa de modelos respetable.
Pasemos a dar una definición más.

Definición 1.4.9 Sea α un ordinal. Una cadena elemental de longitud α
es una familia de modelos para un mismo segmento de xZF y, tMβ : β ă αu,
tal que Mβ ă Mγ siempre que β ă γ ă α.

Las cadenas elementales resultan importantes debido a su buen comporta-
miento respecto a la unión tal como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.6 (de la cadena elemental)
Supongamos que tMβ : β ă αu es una cadena elemental. Entonces

Ť

βăαMβ

es un modelo de Lt y

Mγ ă
ď

βăα

Mβ para cada γ ă α. (1.3)

Corolario 1.4.1
Sea tMγ : γ ă αu una cadena bajo la inclusión de submodelos elementales de
Hθ, para algún cardinal regular θ; es decir, β ă γ ă α implica que Mβ ĎMγ

y Mβ ă Hθ. Entonces tMγ : γ ă αu es una cadena elemental y

ď

γăα

Mγ ă Hθ.

En ocasiones resulta útil saber que cierto elemento de un submodelo elemen-
tal está también contenido en él, pretendemos ahora dar un par de teoremas
en este sentido.

Teorema 1.4.7
Sea κ un cardinal infinito. Para cualquier cardinal regular θ ě 2κ y cualquier
X Ď Hθ con |X| ď 2κ, existe M ă Hθ tal que X Ď M , |M | ď 2κ y además
M es cerrado bajo κ-sucesiones; esto es, Mκ ĎM .

Demostración. Sea M0 ă Hθ con X Ď M0 y para cada α P ON con α ă κ`

tomemos Mα ă Hθ tal que, para cada β ă α, Mβ YMκ
β Ď Mα y además
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|Mα| ď 2κ; lo anterior se puede hacer aplicando el teorema de Löwenheim-
Skolem en repetidas ocasiones. Ahora hagamos

M “
ď

tMα : α ă κ`u.

Entonces M ă Hθ y claramente X Ď M , |M | ď 2κ. Para ver que M es
cerrado bajo κ-sucesiones, supongamos que f : κÑM ; nótese que al existir
β P κ` tal que fpαq PMβ para todo α P β, se sigue que f PMκ

β`1 y aśı f PM .
�

Teorema 1.4.8
Sea κ un cardinal regular, y tomemos M ă Hθ de modo que κ PM y κ ĎM .
Entonces para cada X PM con |X| ď κ, X es un subconjunto de M .

Demostración. Si |X| ď κ, entonces Hθ � “Df : κÑ X y f es sobreyectiva”,
ya que X, κ PM por elementaridad se debe tener que M � “Df : κÑ X y f
es sobreyectiva”. Y, ya que f es sobreyectiva, tenemos M � ranpfq “ X el
cual es un elemento de M ; para ver que X Ď M , notemos que dompfq “ κ
śı está contenido en M , además, para cada x0 P X existe α P κ de modo
tal que pα, x0q P f y, ya que M modela que f es la función que es, se debe
tener que M � Dx ppα, xq P fq por lo cual podemos tomar y0 P M tal que
pα, y0q P f . Como Hθ modela que f es función y además Hθ � pα, x0q P f
podemos concluir que Hθ � x0 “ y0; por tanto x0 PM , como queŕıamos. �

Corolario 1.4.2
Si M ă Hθ, donde θ es un cardinal regular. Entonces cada elemento nume-
rable de M está contenido en M .

Demostración. Por el teorema anterior, basta notar que ω P M lo cual se
sigue de que cada natura es definible con elementos de M . �

1.4.3 Relativización: Clases propias como modelos

El t́ıtulo de la presente sección en realidad es motivado por un abuso de nota-
ción que propondremos más adelante, nosotros ya hemos definido el concepto
de modelo y sabemos, además, que resulta imposible considerar clases pro-
pias como universo de discurso para un modelo. Aqúı pretendemos desarrollar
herramientas que nos permitan usar las clases propias “casi” como si fueran
modelos.
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Estamos en el mes de octubre de 1935 y Gödel informa a von Neumann
que ha logrado demostrar la consistencia del axioma de elección relativa a
la consistencia de los axiomas de ZF . Ésta constituiŕıa la contribución más
importante a la teoŕıa de conjuntos desde su creación con Cantor y su axio-
matización con Zermelo, Fraenkel y Skolem, y el primer avance real para dar
solución a la mı́tica hipótesis del continuo propuesta por Cantor.

Aunque no de forma literal, en esta sección presentamos algunos de los resul-
tados que llevan a Gödel a demostrar la consistencia del axioma de elección;
él define el universo de los conjuntos construibles, el cual es una clase propia
en ZF , y lo utiliza de forma muy similar a como se utilizaŕıa un modelo. Es
ese “utilizar una clase propia como modelo” que ideo Gödel, lo que preten-
demos estudiar a continuación.

Pacemos a dar la definición central de esta sección.

Definición 1.4.10 Sea Mpxq una fórmula de Lm cuya única variable
libre es x y consideremos a ϕ también una fórmula de Lm. Definimos la
relativización de ϕ respecto a M como sigue:

Si ψ es atómica, entonces:

px P yqM “ x P y

Si ψ es de la forma γ Ñ ϕ, entonces:

pγ Ñ ϕqM “ γM Ñ ϕM

Si ψ es de la forma  ϕ, entonces:

p ϕqM “  ϕM

Si ψ es de la forma @xϕ, entonces:

p@xϕqM “ @x px PM Ñ ϕMq

Si ψ es de la forma Dxϕ, entonces:

pDxϕqM “ Dx px PM ^ ϕMq

Cuando Γ sea una colección de fórmulas, ΓM representará la colección de
todas las fórmulas de Γ relativizadas a M .
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Evidentemente la definición que hemos dado es metateórica, más precisamen-
te, estamos dando un algoritmo para, dadas dos fórmulas de Lm, obtener una
nueva fórmula, también de Lm. Otro punto importante a tener presente es
que ahora estamos trabajando en el lenguaje metamatemático de la teoŕıa de
conjuntos; de aqúı que sea imprescindible hablar de colecciones de fórmulas
y no de conjuntos de fórmulas.

Notar también que la definición de relativización es dada a un nivel comple-
tamente sintáctico. Recordemos que cuando M es una clase propia lo que
hacemos al escribir x P M es, en realidad, abreviar una fórmula de Lm que
śı tiene sentido; aśı, por ejemplo, en los últimos dos casos de la definición, si
M “ tx : ρpxqu, estaŕıamos cambiando cada ocurrencia de la forma @x P M
por @x pρpxq Ñ . . . q y cada ocurrencia de Dx PM por Dx pρpxq^ . . . q. Cuan-
do M describe un conjunto lo único que se hace es restringir las variables a
tomar valores sólo en el conjunto dado (pues en este caso x P M Ø Mpxq).
Es evidente que en ambos casos el valor de verdad de la fórmula ahora es
relativo a la clase M quien restringe los cuantificadores a tomar valores en
cierta colección de conjuntos.

Los siguientes teoremas nos permitirán entender mejor la importancia del
concepto de relativización y el sentido en que lo pretendemos usar.

Lema 1.4.1
La relativización de uno de los axiomas A1, A2 o A3 de la definición 1.1.1
es nuevamente un axioma del mismo tipo.

Demostración. Inmediato de la definición de relativización. �

Lema 1.4.2
El axioma A5 de la definición 1.1.1 es un teorema lógico.

Demostración. La relativización de A5 es

@x pMpxq Ñ pαÑ βqMq Ñ pαM Ñ @xpMpxq Ñ βMqq

donde x no tiene ocurrencias libres en α. De lo cual se sigue que:

@x pMpxq Ñ αM Ñ βMq Ñ pαM Ñ @xpMpxq Ñ βMqq

Veamos que se puede deducir. Para mejorar la legibilidad haremos ψ ”

@x pMpxq Ñ αM Ñ βMq.
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1 Mpxq, αM , ψ $ @x pMpxq Ñ αM Ñ βMq hipótesis
2 Mpxq, αM , ψ $ @x pMpxq Ñ αM Ñ βMq ÑMpxq Ñ αM Ñ βMq A4
3 Mpxq, αM , ψ $ Mpxq Ñ αM Ñ βM MP a 1 y 2
4 Mpxq, αM , ψ $ Mpxq hipótesis
5 Mpxq, αM , ψ $ αM Ñ βM MP 3 y 4
6 Mpxq, αM , ψ $ αM hipótesis
7 Mpxq, αM , ψ $ βM MP 5 y 6
8 αM , ψ $ Mpxq Ñ βM Teo. deducción 7
9 ψ $ @xpMpxq Ñ βMq GEN a 8

Y usando una vez más el teorema de la deducción se obtiene el resultado
buscado. �

Lema 1.4.3
Respecto al Axioma A4 de la definición 1.1.1 se tiene que: si t es un término
libre para x en M y en ϕ entonces

Mptq $ @x pMpxq Ñ ϕMpxqq Ñ ϕMptq

Como se aprecia, requerimos de la hipótesis Mptq para demostrar como teo-
rema la relativización del axioma A4, esto tiene sentido pues, si nos estamos
restringiendo a trabajar en M el término en cuestión t debeŕıa estar en M
para poder hablar de él.

El siguiente teorema nos muestra que la relativización preserva la deducción
de fórmulas. Si bien ya se pod́ıa ver, con este teorema será aún más evidente
que la relativización se comporta de forma muy similar a los modelos.

Teorema 1.4.9
Sean Γ una colección finita de fórmulas de Lm cuyas variables libres se en-
cuentran entre x0, x1, . . . , xn y ϕ una fórmula de Lm también con variables
libres en x0, x1, . . . , xn; supongamos que Γ $ ϕ. Si Mpxq es una fórmula cuya
única variable libre es x, entonces

Mpx0q, . . . ,Mpxnq,Γ
M
$ ϕM

Demostración. Sea ϕ1, . . . , ϕm “ ϕ una deducción para ϕ con premisas en
Γ. Haremos la prueba por inducción sobre las fórmulas ϕi.

Para la base de la inducción: si ϕ0 P Γ trivialmente ΓM $ ϕM y si ϕ es un
axioma, el resultado se sigue de los anteriores lemas ya demostrados.

Para el paso inductivo: supongamos que ya se tiene el teorema demostrado
para ϕs´1 y veamos que también es válido para ϕs. Se distingue los siguientes
casos:
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Si ϕs es un axioma o ϕs P Γ el resultado se sigue de igual forma que en
la base de la inducción.

Si ϕs se obtiene por MP de las fórmulas ϕl y ϕr, donde l, r ă s y ϕr ”
ϕl Ñ ϕs. Por hipótesis de inducción tenemos Mpx0q, . . . ,Mpxnq,Γ

M $

ϕMl y Mpx0q, . . . ,Mpxnq,Γ
M $ pϕl Ñ ϕsq

M . Ya que pϕl Ñ ϕsq
M es

igual a ϕMl Ñ ϕMs el resultado se sigue de una simple aplicación de
MP .

Si ϕs se obtiene por GEN de ϕl entonces ϕs ” @xr ϕlpxrq. Si xr es
una de las variables libres de ϕl entonces, por hipótesis de inducción,
Mpx0q, . . . ,Mpxrq, . . . ,Mpxnq,Γ

M $ ϕMl pxrq luego, por el teorema de
la deducción tendremos que:

Mpx0q, . . . ,Mpxnq,Γ
M
$Mpxrq Ñ ϕMl pxrq

y aplicando GEN se tiene:

Mpx0q, . . . ,Mpxnq,Γ
M
$ @xrpMpxrq Ñ ϕMl pxrqq

�

Un caso especial que merece mención a parte es cuando todas las fórmulas
en cuestión son enunciados.

Corolario 1.4.3
Sean ϕ un enunciado y Γ una colección de enunciados del lenguaje Lm, Sea
también M es una fórmula de Lm cuya única variable libre es x. Entonces
tendremos que

Si Γ $ ϕ entonces ΓM $ ϕM .

Demostración. Si todas la variables de una fórmula están cuantificadas, por
la definición misma de relativización, éstas ya están restringidas a M . �

Finalmente llegamos al teorema estelar de la sección.

Teorema 1.4.10
Sean T una colección de enunciados de Lm y ϕ otro enunciado del mismo
lenguaje. Sea, además, M una fórmula de Lm cuya única variable libre es x.
Supongamos que T $ TM y T $ ϕM . Entonces, si T es consistente también
lo será T ` ϕ.

Demostración. Supongamos que al agregar ϕ a T ésta deja de ser consistente,
entonces existe un enunciado ψ de modo tal que T ` ϕ $ p ψ ^ ψq, por el
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corolario 1.4.3 se tendrá TM ` ϕM $ p ψ ^ ψqM , por tanto TM ` ϕM $

 ψM ^ψM y ya que T $ TM ^ϕM concluimos que T $  ψM ^ψM , lo cual
va en contradicción con suponer a T consistente. �

Notemos que con el teorema anterior estamos en posibilidad de hacer prue-
bas de consistencia relativa de forma completamente sintáctica. Éste teorema
es, básicamente, un algoritmo que nos permite, dada una contradicción en
T `ϕ, construir también una contradicción en T ; por lo tanto la consistencia
de T ` ϕ depende directamente de la consistencia de T .

A la luz de estos últimos teoremas podemos ver que relativizar una fórmula
ϕ a una clase M es algo muy similar a demostrar que el modelo M hace
verdadera a la fórmula xϕy. Y, de hecho, aunque cuando M es una clase
propia esto no tendŕıa sentido, cuando M es un conjunto y ϕ es un enunciado
es justo lo que estamos haciendo.

Teorema 1.4.11
Sea Γ una colección de enunciado de Lm. Supongamos que M es una fórmula
bien formada de Lm con una única variable libre x y que $ZF ΓM , además
supongamos que $ZF DX px P X ØMpxqq. Entonces:

$ZF M � xΓy Ø ΓM

Después de todo lo expuesto no extrañará que propongamos el siguiente
abuso de notación.

Notación: Dadas una clase M con una única variable libre y una fórmula
ϕ de Lm; diremos que M satisface a ϕ o que ϕ es verdadera en M , y lo
denotamos por M � ϕ, cuando $ZF ϕ

M .

1.4.4 Absolutez y el teorema de reflexión

Como ya vimos, el que ZF demuestre la relativización de una fórmula a cierta
clase es algo muy similar a que un modelo satisfaga la fórmula; siguiendo
esta linea, ahora introducimos lo que podŕıa pensarse como el análogo de
submodelo elemental en el contexto de la relativización.

Definición 1.4.11 Sean M y N dos formulas de Lm que tiene una úni-
ca variable libre x y sea ϕ otra fórmula de Lm con variables libres entre
x0, x1, . . . , xn. Diremos que M Ď N si @x pMpxq Ñ Npxqq. Se dice que ϕ es
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M -N -absoluta, y lo denotamos por M ăϕ N , si:

@x0, x1, . . . , xn PM pϕM Ø ϕNq.

Cuando N “ V diremos simplemente que ϕ es absoluta para M . En este
caso se tiene:

@x0, x1, . . . , xn PM pϕM Ø ϕq.

Supongamos que tenemos dos modelos N y M con N ĎM . Notemos que si
una fórmula es absoluta para N y es absoluta para M , entonces la fórmula
será N -M -absoluta.

A continuación presentamos uno de los teoremas de más importancia para
nuestro objetivo. Siguiendo con la analoǵıa que hay entre modelos y relativi-
zación, podemos pensar el siguiente teorema como el análogo de Löwenheim-
Skolem en términos de la relativización.

Teorema 1.4.12 (de la reflexión)
Sean ϕ0, ϕ1, . . . ϕn´1 fórmulas de Lm. Supongamos que A es una clase no
vaćıa y que Aα es un conjunto para cada α P ON , si además se cumple que:

α ă β Ñ Aα Ă Aβ;

Aγ “
Ť

βăγ Aβ para γ ĺımite;

A “
Ť

αPON Aα.

Entonces:

@α Dγ ą α pAγ ‰ φ^
ľ

iăn

pAγ ăϕi
A q ^ “γ es ĺımite”q.

La demostración del teorema requiere antes de un lema. Recordemos que una
lista de fórmulas ϕ0, . . . , ϕn se dice que es subfórmula cerrada si para cada
ϕi, con i ď n, y cada ψ subfórmula de ϕi existe s ď n tal que ϕs ” ψ y en
ninguna fórmula de la lista hay una ocurrencia del cuantificador universal.

Lema 1.4.4
Sea ϕ0, . . . , ϕn una lista subfórmula cerrada de fórmulas de Lm y sean A y
B clases no vaćıas tales que A Ď B. Entonces las siguientes son equivalentes:

1.
Ź

iďnpA ĺϕi
Bq;

2. Para toda fórmula existencial ϕipx0, . . . , xrq que es de la forma Dy ϕjp~x, yq,
se tiene:

@a0, . . . , an P A pϕ
B
i p~aq Ñ Db P AϕBj p~a, bqq.
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Demostración. 1 Ñ 2s

ϕBi p~aq Ñ ϕAi p~aq Ñ Da P A ϕAj p~a, bq Ñ Da P A ϕBj p~a, bq.

la primera implicación se obtiene usando A ĺϕi
B, para la siguiente implica-

ción se usa la definición de relativización y finalmente se utiliza que A ĺϕj
B

para la implicación restante.

2 Ñ 1s Supongamos 2 y probemos que A ĺϕi
B por inducción sobre la

complejidad de ϕi. Entonces asumamos que A ĺϕk
B siempre que ϕk sea

subfórmula de ϕi; El caso base, cuando ϕi es atómica, y el caso cuando ϕi es
condicional o negación son fáciles. Veremos el caso cuando ϕi es de la forma
existencial; supongamos que ϕi ” Dy ϕkp~x, yq. Fijemos a0, . . . , ar P A. Para
demostrar que ϕBi p~aq Ø ϕAi p~aq notemos que:

ϕBi p~aq Ø Db P A ϕBk p~x, yq Ø Db P A ϕAk p~x, yq Ø ϕAi p~aq

Aqúı, para el Ø de en medio se usa que A ĺϕk
B, para el último Ø se

usa la definición de relativización y para el primer Ø se usa la definición de
relativización para Ð y 2 para Ñ. �

Demostración. (del teorema de la reflexión). Sin pérdida de generalidad su-
pondremos que nuestra lista de fórmulas es subfórmula cerrada.
Para una fórmula existencial, ϕip~xq, de la lista (donde ϕip~xq ” Dy ϕjp~x, yqq,
definamos F : A r Ñ ON de la siguiente manera: Si ϕA

i p~aq, entonces F p~aq es
el mı́nimo % tal que Db P A% pϕ

A
j p~a, bqq. si  ϕA

i p~aq, entonces F p~a “ 0q. Ahora
definamos Gi : ON Ñ ON por: Gipξq “ suptFipa1, . . . , arq : ai, . . . , ar P ξu
siempre que ϕi sea existencial, con r “ ri. Cuando ϕi no sea existencial,
sea Gipξq “ 0. Tomemos Kpξq el máximo de ξ ` 1 y maxtGipξq : i ď nu.
Ahora, fijemos ξ; es suficiente encontrar un η ą ξ tal que Apηq ‰ φ y p2q
del lema 1.4.4 se cumpla para Apηq, A . Sea ι0 el mı́nimo ι ą ξ tal que
Apιq ‰ φ, y sea ιn`1 “ Kpιnq. Entonces ξ ă ιo ă ι1 ă ¨ ¨ ¨ , Finalmente
hagamos η “ suptιk : k P ωu. �

Nosotros usaremos el teorema de la reflexión haciendo Aα “ Vα y A “ V,
bajo estas restricciones el teorema toma la forma:

Teorema 1.4.13
Sean ϕ0, ϕ1, . . . ϕn´1 fórmulas de Lm. Entonces:

@α Dγ ą α p
ľ

iăn

pVγ ăϕi
Vq ^ “γ es ĺımite”q.
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ZF puede demostrar la relativización a V de cada uno de sus axiomas; por
tanto, usando el teorema de la reflexión y el teorema 1.4.11, podemos tomar
cualquier numero finito de axiomas, Γ, de xZF y y obtener aśı un modelo para
Γ; esto nos dice que ZF puede probar la consistencia de cada colección finita
de sus axiomas.

En teoŕıa de modelos existe un teorema, el teorema de compacidad, el cual
afirma que si una teoŕıa es tal que cada subconjunto finito de sus axiomas
es satisfacible, entonces la teoŕıa es satisfacible. Y entonces, ociosamente,
podŕıamos preguntarnos: ¿Por qué el teorema de reflexión junto con el teo-
rema de compacidad no demuestran la consistencia de ZF? Para aplicar
el teorema de compacidad nececitariamos que ZF demostrara la fórmula
@ϕ0, . . . , ϕn P xZF y DM M � tϕ0, . . . , ϕnu; pero nosotros no hemos demos-
trado ésta fórmula en ZF : el teorema de la reflexión es más bien un me-
tateorema, por cada colección finita de fórmulas bien formadas de Lm que
tomemos podemos aplicar el teorema de la reflexión para encontrar un mo-
delo para las fórmulas dadas; śı, eso es cierto, el problema está en que el “por
cada colección finita...” es una afirmación metateorica lo cual es diferente a
deducir dentro de ZF una fórmula de la forma @ϕ0, . . . , ϕn P ZF....

Sabemos que ZF tiene una número infinito de axiomas; pero, ¿qué nos ga-
rantiza que no existe un numero finito de afirmaciones de Lm que den origen
a una teoŕıa equivalente a ZF? Pues ahora estamos en posibilidad de argu-
mentar por qué esto no es posible.

Teorema 1.4.14
Si ZF es consistente, entonces ninguna extensión de ZF es finitamente axio-
matizable.

Demostración. Tomemos una colección finita de enunciados de Lm tal que
todos los axiomas de ZF se encuentren entre sus teoremas; Llamemos a tal
colección Γ. Por el teorema de la reflexión existe γ, ordinal ĺımite, tal que
$ZF Vγ � Γ. Los teoremas de incompletud de Gödel nos dicen que esto es
posible únicamente cuando Γ es inconsistente. �

34



Capı́tulo 2
Forcing y consistencia relativa

Sección 2.1

Pruebas de consistencia relativa.

Tomemos un enunciado ϕ del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos. Nuestra
meta es hacer ver que:

$ZFC ConpZFCq Ñ ConpZFC ` ϕq (2.1)

Notemos que la implicación de arriba se puede replantear diciendo que: si
ZFC `ϕ es inconsistente, entonces ZFC también es inconsistente; por esta
razón, cuando sea posible establecer 2.1 diremos que hemos probado la con-
sistencia de ZFC ` ϕ relativa a la consistencia de ZF .

Esto no siempre es posible: por ejemplo, si γ es un cardinal fuertemente inac-
cesible, entonces ZF demuestra que Hγ es un modelo para xZF y; por tanto,
si ϕ es el enunciado “existe un cardinal fuertemente inaccesible” y ZF de-
mostrara que ConpZF q Ñ ConpZF ` ϕq entonces ZF estaŕıa demostrando
su propia consistencia.

Por otro lado, si ϕ es un teorema de ZF entonces es evidente que ZF ` ϕ
es una teoŕıa contradictoria por lo cual no hay una buena razón para pensar
que exista una deducción para establecer 2.1.

Aunque no siempre es posible hacer una prueba de consistencia relativa,
existe una gran variedad de casos en los que śı es posible. El ejemplo que,
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por derecho histórico, debe ser mencionado primero es: tanto la hipótesis del
continuo como su negación. De hecho, Cohen desarrolla la técnica del forcing
precisamente tratando, y finalmente demostrando, la consistencia de la ne-
gación de CH.

El forcing constituye, sin duda, la técnica más poderosa y ampliamente usada
para hacer pruebas de consistencia. A continuación pretendemos dar una
introducción a él.

Sección 2.2

El teorema del forcing y algunos resultados básicos

La exposición que se realizará aqúı del forcing será breve y un tanto super-
ficial considerando sólo lo necesario para poder utilizar esta herramienta sin
llegar a justificar sus métodos. Para una exposición completa se recomienda
revisar: Kunen (1980).

Comenzamos con algunas definiciones necesarias.

Definición 2.2.1 Un conjunto pre-ordenado o pre-orden es una du-
pla pP,ďq, donde P es un conjunto y ď una relación reflexiva y transi-
tiva.

Un forcing es una terna pP,ď, 1q, donde pP,ďq es un pre-orden y 1
es el máximo de P. Como es usual, si no hay riesgo de confusión, nos
referiremos a un forcing simplemente por P.

Dado un forcing P, a los elementos de P los llamaremos condiciones
y diremos que una condición p es más fuerte que una condición q si
p ď q. Dos condiciones p, q P P son compatibles si existe s P P tal que
s ď p y s ď q; si tal s no existe se dice que p y q son incompatibles y se
denota por p K q. A Ď P es una anticadena si los elementos de A son
incomparables dos a dos. Diremos que una condición p P P es un átomo
si este no tiene al menos dos extensiones incompatibles, el forcing se
dirá no atómico si no contiene átomos. Cada forcing que consideremos
en este trabajo será no atómico.

Sea P un forcing. Un filtro en P es un conjunto G Ď P que satisface:

36
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• 1 P G

• @p P P @q P G pq ď pÑ p P Gq

• @p, q P G Ds P G ps ď p^ s ď qq

Un conjunto D Ď P es denso en P, P pre-orden, si para cada p P P
existe d P D tal que d ď p. Si p P P y D Ď P, diremos que D es denso
en P abajo de p si para cada q P P con q ď p existe d P D de forma que
d ď q.

Sean P un forcing y E Ď P. Para p P P, diremos que E es pre-denso
abajo de p si no existe q ď p tal que @e P E pe K qq.

Sean M un modelo para ZF , P un forcing y G Ď P un filtro, diremos
que G es P-genérico sobre M si G X D ‰ φ para cada subconjunto
denso de P que pertenece a M .

Es posible demostrar que si P es un forcing y p P P existe un filtro P- genérico
tal que p P G, con lo cual queda asegurada la existencia de algún filtro P-
genérico. Por otro lado, si P es un forcing no atómico, M un modelo transitivo
y numerable de ZF y G un filtro P-genérico sobre M entonces G R M .
Lo anterior es importante ya que la idea es: Dado un modelo transitivo y
numerable de ZF ayudándonos de G, un filtro P-genérico sobre M , para
construir un nuevo modelo M rGs, el cual śı contiene a G. Para definir el
nuevo modelo M rGs son necesarias las siguientes definiciones.

Definición 2.2.2 Sea P un forcing. Diremos que un conjunto σ es
un P-nombre si es una relación binaria y pγ, pq P σ implica que γ es un
P- nombre y que p P P.

Definimos el nombre canónico de un conjunto x como:

qx “ tpqy, 1q : y P xu.

El nombre canónico para un filtro genérico G está dado por:

Γ “ tpqp, pq : p P Pu.

La anterior definición está justificada por el principio de ε-recursión. Deno-
taremos por VP a la clase de los P-nombres y dado un modelo M se define
MP “ M X VP, el conjunto de P-nombres que son elementos de M . Otra
definición importante, también justificada por el principio de ε- recursión, es
la siguiente.
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Definición 2.2.3 Sean M un modelo transitivo y numerable de ZF y σ
un P-nombre, definimos la valuación de σ según P por:

σG “ tγG : Dp P G pγ, pq P σu.

Finalmente tenemos:

Definición 2.2.4 Sean M modelo transitivo y numerable de ZF , P PM un
forcing y G Ď P un filtro P-genérico sobre M . Definimos el modelo genérico
M rGs por.

M rGs “ tσG : σ PMP
u.

Aśı definido, M rGs, es el modelo que buscábamos pues se puede demostrar
que, si M � ZFC entonces M rGs � ZFC.También se puede ver que pxG “ x
para cada conjunto x PM por lo que M ĂM rGs. Además, si M es transitivo
y numerable, M rGs será el Ď- mı́nimo modelo transitivo numerable de ZFC
que contiene a G como elemento y M Ă M rGs. Más aún, los ordinales en
ambos modelos, M y M rGs, son los mismos.

Ya que al extender el modelo base M mediante el forcing estamos agregando
varias cosas que desconocemos seŕıa útil tener una herramienta con al cual,
desde M , podamos saber lo que pasa en M rGs. Esta herramienta nos es dada
por la siguiente definición.

Definición 2.2.5 Sean M un modelo transitivo y numerable de ZF , P PM
un forcing y ϕ una fórmula del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos. Diremos
que p fuerza a ϕ, y lo denotaremos por p  ϕ, si para todo filtro P-genérico
G sobre M se tiene que, si p P G entonces M rGs � ϕ.

Teorema 2.2.1 (de verdad)
Sea M un modelo transitivo y numerable para ZF , P un forcing en M y ϕ una
fórmula del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

M rGs � ϕ

Dp P Gpp  ϕq

Enunciaremos ahora algunas propiedades de la relación  que resultan útiles
en la practica.

Teorema 2.2.2
Sean M un modelo transitivo y numerable de ZF ˚, P un forcing en M ,
p, q P P y ϕ y ψ fórmulas del lenguaje de la teoŕıa de conjuntos, entonces se
tiene:
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1. Si ϕ y ψ son lógicamente equivalentes, entonces p  ϕ si y sólo si p  ψ,

2. Si p  ϕ y q ď p entonces q  ϕ,

3. p  ϕ^ ψ si y sólo si p  ϕ y p  ψ,

4. p   ϕ si y sólo si  Dq ď p pq  ϕq,

5. p  ϕ si y sólo si  Dq ď p pq   ϕq,

6. p  ϕÑ ψ si y sólo si  Dq ď p pq  ϕ^ q   ψq,

7. p  ϕ_ ψ si y sólo si tq ď p : pq  ϕq _ pq  ψqu es denso abajo de p,

8. p  ϕ ÐÑ ψ si y sólo si  Dq ď p pq  ϕ ^ q   ψq y  Dq ď p pq 
ψ ^ q   ϕq.

Sección 2.3

Pruebas de consistencia relativa con forcing

Ahora supongamos que queremos demostrar la consistencia relativa de ZF `
ϕ, para algún enunciado ϕ de la teoŕıa de conjuntos. Comencemos tomando
un segmento finito, Γ, de ZF y sea α tal que Vα � Γ, lo cual podemos hacer
gracias al teorema de la reflexión. Aplicando los teoremas de Löwenheim-
Skolem y el colapso de Mostowski podremos obtener un modelo M de Γ que
sea transitivo y numerable.

A continuación trataremos de mostrar que M rGs � ϕ, si logramos hacerlo
tendremos que:

ZF $ ΓMrGs y ZF $ ϕMrGs

Y aśı podemos aplicar el teorema 1.4.10 para deducir que, si Γ ` ϕ es con-
tradictoria entonces también lo era Γ.

Por supuesto, nuestro objetivo es demostrar que si ZF `ϕ es contradictoria
entonces también lo era ZF , para hacer esto hemos de usar el hecho de que
las deducciones en la lógica de primer orden son, necesariamente, finitas.
supongamos que ZF `ϕ deduce una contradicción, si lo hace lo ha de hacer
utilizando únicamente una cantidad finita de axiomas, sea Γ dicho segmento
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finito de ZF y entonces podemos ver que la contradicción ya estaba en ZF
de la forma en que se indico antes y aśı conseguir el objetivo buscado.

Sección 2.4

Forcing y submodelos elementales

La aplicación de los submodelos elementales no se limita a la topoloǵıa, en
teoŕıa de conjuntos también resultan considerablemente útiles al tratar te-
mas relacionados con el forcing, más adelante nos servirán para dar una
equivalencia combinatoria de uno de los axiomas de forcing que vamos a es-
tudiar, también son útiles al usarlos como condiciones laterales para probar
que ciertos forcing son ccc y, por supuesto, al utilizar simultáneamente los
submodelos elementales y el forcing en la topoloǵıa obtenemos una herra-
mienta por demás flexible y poderosa. A continuación enunciaremos algunos
resultados que nos serán de gran utilidad al usar los submodelos elementales
sobre o junto con el forcing.

comencemos con una definición.

Definición 2.4.1 Consideremos un cardinal regular no numerable θ de
modo que P P N ă Hθ, diremos que p P P es pN,Pq-genérico, si para todo
D Ď P tal que D P N se tiene que D X N es pre-denso abajo de p. Si por
el contexto es claro con que forcing estamos trabajando se abusará de la
notación escribiendo solamente N -genérico en vez de pN,Pq-genérico.

Proposición 2.4.1
Sean θ un cardinal regular no numerable, M � ZF un modelo transitivo y
numerable, P P M un forcing y G Ď P un filtro P-genérico sobre M . Si τ es
un P-nombre canónico y P P Hθ, entonces

τ P Hθ si y sólo si 1 P τ P H
MrGs
θ

Definición 2.4.2 Sea M un modelo de ZF y N ĺ pHθq
M para algún

cardinal regular θM , se define N rGs “ tτG : τ P VP ^ τ P Nu.

Recalcar que, aunque la notación pueda resultar confusa, N rGs no es una
extensión genérica de N . Elegir esta notación en la definición de N rGs se
justifica en parte por los siguientes teoremas.
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Teorema 2.4.1
Sean M un modelo de ZF , P un forcing de modo tal que P P N ĺ pHθq

M y
sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces N rGs ĺ pHθq

MrGs.

Aśı pues, N rGs nos permite pasar de alguna manera los argumentos de eleme-
taridad que se hayan usado con N en el modelo base a la extensión genérica.
En cuanto a que relación hay entre N y N rGs, el siguiente teorema nos habla
un poco de ello.

Teorema 2.4.2
Bajo las suposiciones del teorema anterior, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. G X N es N -genérico (i.e. para cada A P N que es predenso en P se
tiene que AXN XG ‰ φ),

2. N rGs XON “ N XON ,

3. N rGs XM “ N XM .

Corolario 2.4.1
Bajo las suposiciones del teorema anterior, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. q es N -genérico,

2. q  N rGs XON “ N XON

3. q  N rGs XM “ N XM .

Sección 2.5

Axiomas de forcing

Consideremos un modelo transitivo y numerable M de ZF ˚, un forcing P en
M y un filtro P-genérico G. Como sabemos, si el forcing no es atómico, ten-
dremos que G RM . Al usar el teorema de forcing lo que hacemos es obtener
un modelo, M rGs, el cual śı contiene a G como elemento. En gran medida la
fuerza del forcing radica en este hecho: los elementos de G se entienden como
aproximaciones de cierto objeto matemático que nos interesa que exista, pe-
ro cuya existencia no puede ser garantizada en M . Mientras desde M vamos
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moldeando, mediante aproximaciones, el objeto que queremos construir; al
aplicar el teorema del forcing, finalmente, obtenemos un modelo con el objeto
deseado.

Los llamados axiomas de forcing son axiomas que nos garantizan la existen-
cia de filtros suficientemente genéricos; es decir: filtros que, a pesar de no
intercepta a todos lo conjuntos densos, śı intercepta a los conjuntos densos,
suficientes y adecuados para poder hacer lo que se desea hacer. Es por esto
que cuando se trabaja con axiomas de forcing es común decir que se está ha-
ciendo forcing de forma interna: en vez de construir un modelo donde existe
cierto filtro que nos interesa que exista, se pide la existencia de tal filtro me-
diante la adición de un axioma a ZF

2.5.1 Axioma de Martin

Definición 2.5.1 Sea P un forcing. Para cada cardinal infinito κ, MAPpκq
es la afirmación: Para toda familia D de subconjuntos densos de P con |D | ď
κ, existe un filtro G en P tal que GXD ‰ ϕ para toda D P D . MApκq es la
afirmación: MAPpκq para todo forcing P que es ccc. Finalmente, el axioma
de Martin afirma: MApκq, para todo cardinal ℵ0 ď κ ă c.

Como primeras observaciones notemos que si κ ă η entonces MApηq Ñ
MApκq; por otro lado, el siguiente resultado nos dice que MA tal y como fue
enunciado, de hecho, está pidiendo un poco más de lo estrictamente necesario.

Proposición 2.5.1
$ZF AMpℵ0q.

Demostración. Sean P un forcing y D “ tDn : n P ωu una familia de sub-
conjuntos densos de P. Fijemos p0 P P y usando recursión sobre ω elijamos
pn P tq P P : q ă pn ^ p P Dnu, basta ahora definir G “ tq P P : Dn P ω pn ď
qu. No es dif́ıcil ver que G es el filtro buscado. �

Nótese que durante la demostración en ningún momento se utiliza que el
forcing sea ccc; para cardinales no numerables, sin embargo, esta suposición
es importante.

Observemos también: con la proposición anterior hemos ya demostrado que
$ZFC`CH AM . Solovay y Tennenbaum demostraron en 1971 que AM es
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consistente con al negación de CH. En el lado opuesto, mientras MApℵ0q

es teorema de ZFC, a continuación veremos que  MApcq es igualmente un
teorema de ZFC.

Proposición 2.5.2
Sea P un forcing. Si P contiene algún átomo, entonces MAPpκq se satisface
para cada cardinal κ. Si P no es atómico entonces MAPpκq es falso para
κ “ 2|P|.

Demostración. Si P es atómico y r es un átomo en P basta tomar G “ tq :
q M ru. Aśı definido, G es un filtro que tiene intersección no vaćıa con cada
denso en P. Supongamos ahora que P no es atómico y śı existe un filtro G que
tiene intersección no vaćıa con cada subconjunto denso de P. Consideremos
al conjunto A :“ P{G. Entonces A es denso, pues dado un elemento p P P
este debe tener dos extensiones las cuales son incompatibles entre śı y por
tanto sólo una de ellas puede ser elemento de G. �

Algunas consecuencias de la proposición anterior: Como ya lo hab́ıamos ade-
lantado $ZFC  MApcq; aśı mismo, para cada κ ď c, se tendrá MApκq Ñ κ ‰
c y como κ ă η ^MApηq ÑMApκq entonces, en realidad, MApκq Ñ κ ă c,
en particular MApℵ1q Ñ  CH.

Existen una gran cantidad de variaciones y relajaciones del axioma de Martin,
de entre ellas, una que serán de particular importancia para nosotros es
MActble la cual afirma MA considerando únicamente forcings numerables.

2.5.2 Forcing propio y PFA

El axioma del forcing propio, el cual abreviaremos por PFA, es una generali-
zación del axioma de Martin. La noción de forcing propio fue introducida por
Shelah y ha sido extensamente estudiada, su adición a los axiomas de ZF
trae varias consecuencias importantes, por dar un par de ejemplos ejemplos
podemos mencionar que suponiendo PFA:

Cuales quiera dos subconjuntos ℵ1-densos de reales son isomorfos

No existen ℵ2-árboles de Aronszajn.

Algunas otras consecuencias serán tratadas con más detalle en las siguientes
ĺıneas. para llegar a enunciar formalmente PFA primero tendremos que decir
qué debemos entender por forcing propio, lo cual hacemos a continuación.
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Definición 2.5.2 Consideremos un conjunto X y C Ď rXsďℵ0 . Diremos
que C es no acotado en rXsďℵ0 , si para cada A Ď rXsďℵ0 existe un C P C
de modo tal queA Ď C. Diremos que C es cerrado en rXsďℵ0 , si para cada
sucesión tAn : n P ωu Ď C tal que An Ď An`1 para n P ω, se tiene que
Ť

nPω An P C . Diremos que C es club si es cerrado y no acotado. Finalmen-
te, diremos que C es estacionario en rXsďℵ0 si intercepta a todos los los
conjuntos cerrados y no acotados de rXsďℵ0 .

Ahora ya estamos en condiciones de definir la noción de forcing propio y
enunciar PFA.

Definición 2.5.3 Diremos que un forcing P es propio si para todo cardinal
no numerable κ y todo estacionario S Ď rκsďℵ0 , tenemos que 1 P “S es
estacionario”.

Existe una equivalencia combinatoria de forcing propio que resulta muy útil,
para poder enunciarla hemos de introducir algunas definiciones más.

Lema 2.5.1
Si P es un forcing que tiene la ccc, θ un cardinal suficientemente grande y
P PM ă Hθ, entonces todo p P P es pM,Pq- genérico.

Demostración. Primero recordemos que si D Ď P es un conjunto denso,
entonces existe A Ď D que es anticadena maximal en P. Bajo esta conside-
ración la prueba es sencilla, pues; si A Ă P es una anticadena maximal y
A PM ; entonces, por el corolario 1.4.2, A ĎM y aśı AXM “ A, el cual es
pre-denso. �

Ahora pasaremos a dar la prometida equivalencia combinatoria de forcing
propio, ésta tiene por ventaja que en ella no aparece la noción de forcing y
será utilizada en más de una ocasión en el presente trabajo.

Teorema 2.5.1
Sea P un forcing. P es propio si y sólo si, para cada cardinal regular θ tal
que P P Hθ existe un conjunto club C P rHθs

ďℵ0 de modo tal que para todo
M P C con P P M y M ă Hθ se tiene que para cada p P M X P existe un
q ď p que es pM,Pq-genérico.

Ya se hab́ıa adelantado que todo forcing ccc es propio, hora será fácil verlo,
sólo hay que considerar el lema 2.5.1 y la equivalencia de forcing propio que
se acaba de dar.

Definición 2.5.4 PFA es la afirmación MAPpℵ1q para todo forcing propio
P.
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Capı́tulo 3
Espacios selectivamente separables

Sección 3.1

Algunos resultados básicos

Definición 3.1.1 Un espacio topológico X es SS (Selectivamente Separa-
ble) si, para cada sucesión tDn : n P ωu de subconjuntos densos de X existe
una familia tFn : n P ωu de subconjuntos finitos de X tal que, para cada
n P ω Fn Ă Dn y

Ť

nPω Fn es denso en X.

Es inmediato que: si un espacio topológico X es SS entonces es separable.
En efecto, basta tomar la sucesión constante Dn “ X para cada n P ω. El
rećıproco en general no se satisface, un poco más adelante presentaremos un
contraejemplo para ello.

Por ahora consideremos un espacio topológico X y sea I Ă X el conjunto de
puntos aislados de X. Ya que, si D Ă X es un subconjunto denso de X se
debe tener que I Ă D, resulta natural preguntarse ¿qué relación hay entre
el conjunto de puntos aislados de un espacio y la propiedad de ser SS? Una
primera observación, fácil de verificar, es que: si I es no numerable entonces
el espacio X no puede ser SS (Basta notar que no es posible poner una
cantidad no numerable de puntos en una cantidad numerable de conjuntos
finitos). Resta por analizar qué ocurre cuando I es numerable, lo cual hacemos
a continuación.

Proposición 3.1.1
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Sean X espacio topológico e I Ă X el conjunto de puntos aislados de X.
Entonces X es SS si y sólo si I es numerable y XzI es SS.

Demostración. ñs Supongamos que X es SS y sea tDn Ď XzI : n P ωu una
sucesión de subconjuntos densos de XzI, luego tDn Y I : n P ωu es una su-
cesión de densos en X y por tanto existe tFn Ď Dn : n P ωu tal que

Ť

năω Fn
es denso en X. Entonces tFnzI : n P ωu testifica que XzI es SS.

ðs Supongamos ahora que XzI es SS y sea tDn Ď X : n P ωu sucesión
de densos en X. Hagamos I “ tin : n P ωu y consideremos la sucesión
tDnzI : n P ωu, ésta es una sucesión de densos en XzI y por tanto existe una
sucesión tFn : n P ωu tal que Fn Ď DnzI para cada n P ω y además

Ť

nPω Fn
es densa en XzI. Tomemos ahora los conjuntos FnYtinu; se afirma que estos
conjuntos testifican que X es SS. Para verlo tomemos x P X arbitrario, si
x P XzI no hay algo que hacer; si x P I, entonces dado cualquier abierto que
contenga a x éste también deberá contener a un elemento de

Ť

nPω pFn Y tinuq
pues o bien x P I o bien x P I

1

. �

En base a lo anterior vemos que, para estudiar espacios SS, no se pierde ge-
neralidad al trabajar sólo con espacios que no contienen puntos aislados, por
esta razón a partir de ahora y por el resto del trabajo, a menos que se indique
expĺıcitamente lo contrario, consideraremos únicamente espacios topológicos
sin puntos asilados.

Consideremos ahora A y B familias de subconjunto de un espacio topológico
X. Se definen las propiedades:

S1pA ,Bq : para cada sucesión pOnqnPω P A ω existe una sucesión
pTnqnPω P X

ω con Tn P On para cada n P ω, que satisface tTn : n P ωu P
B.

SfinpA ,Bq: para cada sucesión pOnqnPω P A ω existe una sucesión
pTnqnPω con Tn P rOns

ăω para cada n P ω, que satisface
Ť

nPω Tn P B.

Las propiedades S1pA ,Bq y SfinpA ,Bq sugieren, respectivamente, los jue-
gos:

G1pA ,Bq definido recursivamente como sigue:
En la n-ésima jugada, para n P ω, Jugador I elige un elemento On de A
y jugador II elige Tn P On, de esta forma se construye recursivamente
la instancia del juego

σ “ pO0, T0, O1, T1, . . .q.
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El Jugador II gana el juego si tTn : n P ωu P B de otra forma jugador
I gana el juego.

GfinpA ,Bq cuya definición es:
Para cada para n P ω, en la n-ésima jugada Jugador I elige un elemento
On de A y jugador II elige Tn P rOns

ăω, de esta forma se construye
recursivamente la instancia del juego

σ “ pO0, T0, O1, T1, . . .q.

El Jugador II gana el juego si
Ť

nPω Tn P B de otra forma jugador I
gana el juego.

Finalmente denotaremos por H1pA ,Bq la propiedad: Jugador I no tiene EG
en el el juego G1pA ,Bq y por HfinpA ,Bq: Jugador I no tiene EG en el el
juego GfinpA ,Bq

Obsérvese que si denotamos por D a la familia de subconjuntos densos de
un espacio topológico X, entonces que X sea SS y X satisfaga SfinpD ,Dq es
lo mismo. En su art́ıculo Combinatorics of open covers VI. Selectors for se-
quences of dense sets, Marion Scheepers introduce el concepto de espacio SS
precisamente al estudiar los espacios que satisfacen la propiedad SfinpD ,Dq.
También diremos que un espacio topológico tiene la propiedad SS` si Juga-
dor II tiene estrategia ganadora en el juego GfinpD ,Dq, volveremos a ello
más adelante.

Es fácil ver que H1pA ,Bq ñ S1pA ,Bq. En efecto, para mostrar la contra-
positiva basta tomar una sucesión pOnqnPω de elementos en A de forma que
para toda sucesión pTnqnPω que satisfagan Tn P On, para cada n P ω, se tenga
tTn : n P ωu R B y decir a Jugador I que en la n-ésima jugada elija On. De
forma análoga se puede establecer que HfinpA ,Bq ñ SfinpA ,Bq.

Con lo anterior podemos ver que, si X es un espacio topológico y D denota
la familia de subconjuntos densos de X, entonces:

H1pD ,Dq ñ HfinpD ,Dq ñ SfinpD ,Dq ” pX es SS q.

Aśı como también es cierto que:

H1pD ,Dq ñ S1pD ,Dq ñ SfinpD ,Dq ” pX es SS q.

Proposición 3.1.2
Si X tiene un subespacio denso, abierto y selectivamente separable, entonces
es selectivamente separable.
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Proposición 3.1.3
Sea X un espacio selectivamente separable. Entonces

1. Todo subespacio denso de X es SS;

2. Todo subespacio abierto de X es SS;

3. Toda imagen de X bajo una función continua y abierta es SS;

4. Toda imagen cerrada, continua e irreducible de X es SS.

Demostración. 1. Es inmediato.

2. Tomemos U Ď X abierto y sea tDn : n P ωu familia de subconjuntos
densos de U , entonces tDn Y pXzUq : n P ωu es una sucesión de sub-
conjuntos densos de X, luego existe tFn : n P ωu tal que, para cada
n P ω Fn es finito, Fn Ď Dn y

Ť

nPω Fn es denso en X. Ahora basta
tomar En “ FnzX para cada n P ω y se tendrá que

Ť

nPω En es denso
en U .

3. Supongamos que fpXq “ Y y X es SS, sea pDnqnPω sucesión de sub-
conjuntos densos de Y . Definamos, para cada n P ω, Bn “ f´1pDnq

entonces, ya que f es abierta, pBnqnPω es una sucesión de densos en X
y por tanto existe una familia pFnqnPω de subconjuntos finitos de X tal
que, para toda n P ω, Fn Ď Bn y

Ť

nPω Fn es denso en X, finalmente
tomando En “ fpFnq tendremos que

Ť

nPω En, es denso en Y .

4. Sean fpXq “ Y , X espacio SS y pDnqnPω sucesión de subconjuntos
densos de Y . Definamos, para cada n P ω, Bn “ f´1pDnq. Veamos que
Bn es denso en X para cada n P ω, sean x P X, U Ď X vecindad básica
de x y supongamos que UXBn “ φ, nótese que fpXzUq es un cerrado en
Y y como f es irreducible Y zfpXzUq ‰ φ; además Y zfpXzUqXDn “ φ,
lo cual contradice la densidad de Dn. Por lo anterior Bn debe ser denso
en X. El resto de la demostración es completamente análoga a 3.

�

A continuación introducimos algunas propiedades topológicas que están ı́nti-
mamente relacionadas con los espacios SS, y estudiaremos algunas de la re-
laciones que hay entre ellos.

Definición 3.1.2 Sea pX, τq un espacio topológico. Un conjunto B Ď τ
es una π-base para X (en un punto x P X) si para cada U P τ ( U P VXpxqq
existe B P B tal que B Ď U . Definimos el π-peso de X, y lo denotamos
por πωpXq, como el mı́nimo cardinal κ tal que existe una π-base para X
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de cardinalidad κ. Dado x P X, πχpx,Xq representa mı́nimo cardinal κ de
modo que hay una π-base para x de cardinalidad κ. Finalmente se define
πχpXq “ sup tπχpx,Xq : x P Xu.

Proposición 3.1.4
Si πωpXq “ ω entonces X es selectivamente separable.

Demostración. Sea pUnqnPω una π-base para X. Si pDnqnPω es una sucesión
de subconjuntos densos de X, entonces podemos elegir recursivamente, para
cada n P ω, un elemento xn P Un X Dn. Aśı pxnqnPω es denso en X y por
tanto X es SS. �

Proposición 3.1.5
Sea X un espacio topológico numerable, si πωpXq ă d entonces X es SS.

Demostración. Tomemos una sucesión de densos en X, pDnqnPω, y hagamos
Dn “ td

n
m : m ă ωu. Sea U una π-base de X de modo que |U | ă d, luego,

para cada u P U existe una función fU P ω
ω que satisface U X tdnm : m ă

fUpnqu ‰ φ. Como |U | ă d debe existir una función g P ωω tal que, para cada
u P U , fU ă

˚ g. Definamos En “ td
n
m : m ă gpnqu, de está forma tendremos

que, para cada u P U , U X En ‰ φ para toda n tal que fUpnq ă gpnq, por
tanto U X

Ť

năω En es no vaćıo y aśı X es SS. �

A continuación presentamos un ejemplo de un espacio numerable con π-peso
igual a d que no es SS mostrando aśı que la desigualdad del resultado anterior
tiene que ser estricta.

Ejemplo 3.1.1 Consideremos el espacio pω ` 1qω con la topoloǵıa caja,
donde ω ` 1 es el compacto considerado con la topoloǵıa usual. Sea

S “ tf P pω ` 1qω : Dnpfpkq “ ω ô k ě nqu.

Afirmamos que S no es SS y πωpSq “ d; lo cual demostramos a continuación.

Sean, para cada n P ω, Dn “ tf P S : @k ď npfpkq ‰ ωqu. Es fácil ver que
los conjuntos Dn son densos y abiertos en S. Se afirma que tDn : n P ωu es
testigo de que S no es SS. En efecto, tomemos para cada n P ω un conjunto
Fn P rDns

ăω, y a continuación definamos recursivamente h P pω`1qω de modo
que fpnq ă hpnq para cada f en Fn. Consideremos el abierto Πnăωrhpnq, ωs el
cual es claramente disjunto con

Ť

năω Fn. Con esto concluimos que S no es SS.

Para ver que πωpSq “ d, sea D Ă ωω un testigo de d. Notemos que los
abiertos básicos son de la forma

W pt, fq “ Πiădomptqttpiqu ˆ Πiědomptqrfpiq, ωs, t P ω
ω y t P ωăω.
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Para cada abierto Ups, gq nosotros podemos tomar otro abierto W pt, fq de
modo que W pt, fq Ď Ups, gq donde f domina a g, f P D . Aśı, pues, śı existe
una π-base de cardinalidad d para S.
Veamos ahora que ninguna π-base puede tener cardinalidad menor que d. Sea
κ ă d, entonces para cada tfα : α ă κu existe g tal que |tn : fαpnq ă gpnqu| “
ω para cada α ă κ. Entonces para cada α ă κ se cumple que Uα * W pφ, gq
con lo cual mostramos que tUα : α ă κu no es una π-base para S.

Se puede concluir que πωpSq “ d.

Definición 3.1.3 Un espacio topológico X tiene estrechez numera-
ble, y lo denotamos por tpXq ď ω, si para cada A Ď X y cada x P A
existe B Ď A numerable tal que x P B.

Decimos que X tiene estrechez de abanico (denso) numerable para x P
X si, para cada sucesión pAnqnPω de subconjuntos (densos) de X tal
que x P

Ş

nPω An, podemos elegir, para cada n P ω, un conjunto finito

Bn Ď An tal que x P
Ť

tBn : n P ωu.

Un espacio tiene estrechez de abanico (denso) numerable si tiene estre-
chez de abanico (denso) numerable para cada cada x P X.

Es inmediato ver que si un espacio topológico es SS entonces también tiene la
propiedad de estrechez de abanico denso numerable, el rećıproco no es válido
tal cual; sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1
Sea X un espacio topológico sin puntos aislados. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. X es SS;

2. X es separable y tiene estrechez de abanico denso numerable;

3. X tiene estrechez de abanico denso numerable para cada punto de algún
subconjunto denso y numerable.

Demostración. Basta probar que 3 ñ 1. Tomemos un conjunto tan : n P
ωu Ď X denso y sean pDnqnPω una sucesión de subconjuntos densos de X y
L “ tLn : n P ωu una partición de ω de modo que |Ln| “ ω para cada n P ω.
Es inmediato que an P

Ş

tDk : k P ωu para cada n P ω, luego podemos elegir
recursivamente, para cada k P ω, Fk P rDks

ăω tal que an P
Ť

tFk : k P Lnu,
por lo tanto tan : n P ωu Ď

Ť

nPω

Ť

tFk : k P Lnu Ď
Ť

nPω

Ť

tFk : k P Lnu
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además X “ tan : n P ωu Ď
Ť

nPω

Ť

tFk : k P Lnu aśı pFnqnPω testifica que X
es SS. �

Notemos que, si un espacio topológico X tiene estrechez de abanico numera-
ble entonces también tiene estrechez de abanico denso numerable con lo cual
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1
Si X es separable y tiene estrechez de abanico numerable, entonces es selec-
tivamente separable.

Definición 3.1.4 Un espacio topológico X es llamado espacio Fréchet si
para cada subconjunto A Ď X y cada a P A

1

, punto de acumulación de A,
existe una sucesión de elementos en A que converge a a.

Teorema 3.1.2
Si X es un espacio topológico separable y de Fréchet entonces X es SS.

Demostración. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Por el teo-
rema 3.1.1 es suficiente probar que X tiene estrechez de abanico denso nu-
merable para cada d P D. Como d P Xztdu debe existir una sucesión pdnqnPω
que converge a d. Sea tD

1

n : n P ωu una sucesión arbitraria de subconjun-
tos densos de X y definamos recursivamente Dn “

Ť

năωD
1

n con lo cual
tDn : n P ωu es una sucesión descendiente de conjuntos densos en X. Ahora,
ya que dn P Dn, existe una sucesión Sn Ď Dn que converge a dn. Notemos
que d P

Ť

năω S
n, y ya que la sucesión de densos es descendiente, podemos

elegir Sd Ď
Ť

năω S
n una sucesión que converge a d, además Sn

Ş

Sd es finito
siempre que Sd y Sn convergen a puntos distintos. Definamos Fn “ Sn

Ť

Sd

de este modo Sd “
Ť

năω Fn y ya que d P Sd tenemos que d P
Ť

năω Fn. �

Sección 3.2

Forcing y los espacios SS

En esta pequeña y última sección finalmente podremos hacer uso, de forma
directa o indirecta, de todo lo que hasta ahora hemos expuesto en la tesis. Lo
siguientes dos resultados fueron publicados a principios del 2012 en Barman
and Dow (2012).
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Ambos resultado tratan el problema de si es posible demostrar que el pro-
ducto de dos espacios Fréchet y numerables sea SS; nuestro primer objetivo
es mostrar la consistencia relativa de tal afirmación, lo cual será un corolario
inmediato del siguiente teorema.

Teorema 3.2.1
En cualquier modelo obtenido de agregar reales de Cohen a un modelo de
CH todo espacio numerable de Fréchet tiene π-base a lo más ω1.

Demostración. Sea X un espacio numerable y Fréchet. Vamos a considerar
el forcing P “ Fnpκ, 2q donde κ es un cardinal mayor que ω1. Tomemos
un espacio topológico X en V rGs que sea numerable y Fréchet. Como X es
numerable podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que es igual a ω
con alguna topoloǵıa τ . Sea 9τ un nombre tal que pω, 9τq sea forzado a ser un
espacio de Fréchet. Sean también θ “ 2c`, 9An un nombre que es forzado a
ser la familia de todas la sucesiones con elementos en ω que convergen a n y
M ĺ Hθ un submodelo elemental tal que Mω ĎM y |M | “ ω1, supongamos
además que tanto X y t 9An : n P ωu como 9τ son elementos de M .

Utilizaremos que, si G es un filtro P-genérico, entonces V rG X M s es un
submodelo de V rGs que satisface que la interpretación de 9τ XM será una
topoloǵıa Fréchet de ω en la que, para cada n, la interpretación de 9An XM
será la colección de sucesiones que convergen a n.

Vamos a considerar a partir de ahora a V rGXM s como nuestro modelo base
y utilizaremos, también, que V rGs es obtenido de V rG XM s forzando con
Q “ FnpκzM, 2q.

Nuestro objetivo es forzar que 9τ XM sea una π-base para 9τ , lo cual termi-
naŕıa la demostración (ya que |M | “ ω1).

Supongamos que 9U es el nombre de un conjunto forzado a ser no vaćıo
y un elemento de 9τ . Para cada condición p, 9Up va a denotar al conjunto

tx P ω : p  x P 9Uu. Es claro que 9Up es un conjunto en el modelo base y

además p  9Up Ď 9U ; más aún, por las suposiciones que hicimos acerca de

M , vamos a tener que p  Clp 9Upq
V rGXMs Ď Clp 9UqV rGs; en efecto, sea t un

punto en Clp 9Upq
V rGXMs y xtn : n P ωy una sucesión en 9Up que converge a

t, como 9An X M es la colección de sucesiones que convergen a n, entones
xtn : n P ωy también es una sucesión de elementos en 9Up que converge a t en

V rGs, además ya hab́ıamos dicho que p  9Up Ď 9U , luego t está en Clp 9UqV rGs .
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Para cumplir con el objetivo establecido procedemos por contradicción. Su-
pongamos que 9U es forzado a no contener un abierto del modelo base. En-
tonces vamos a tener que existen una condición p0 y un entero x tales que
p0  x P 9U y para cada condición p ď p0, 9Up es nunca-denso. Tal p0 existe
pues de no ser aśı tendŕıamos que para cada condición s y cada x tales que
s  x P 9U existe un s0 de forma que s0 ď s y s0  Us0 es denso en alguna
parte, es decir, existe un abierto v tal que Clpv X 9Us0q

V rGXMs “ 9Us0 y por
tanto v Ď ClpvqV rGXMs “ Clpv X 9Us0q

V rGXMs Ď Clp 9Us0q
V rGXMs Ď Clp 9UqV rGs

lo cual va en contradicción con nuestra suposición.

Como 9U es un nombre para un subconjunto de ω, podemos elegir un con-
junto L Ď κzM tal que dompp0q Ď L y para cada k P ω y cada condición
p P FnpL, 2q se tenga que si p  k P 9U entonces p �L k P 9U .

9U es un FnpL, 2q-nombre, y sea tpl : l P ωu una numeración de todos los
miembros de FnpL, 2q que extienden a p0. Ya que, para cada n, 9Up0Y¨ ¨ ¨Y 9Upn
es nunca-denso, se sigue que el complemento de la clausura de esta unión,
Dn, es denso. Y como cada espacio numerable y Fréchet es SS, entonces hay
una colección Fn P rDns

ăω tal que
Ť

nPω Fn es densa.

Como el espacio es Fréchet y x P Clp
Ť

nPω Fnq, existe una sucesión Sx Ă
Ť

nPω Fn que converge a x. Por la definición de los Dn, tenemos que Sx es

casi ajeno con 9Up para cada p P FnpL, 2q que extiende a p0. Por otro lado,
como Sx converge a x, tendremos, por elementaridad, que Sx converge a x
en el modelo final y entonces hay una condición p que fuerza que Sx está casi
contenido en 9U , lo cual es una contradicción. �

Podemos notar que cuando CH se satisface el resultado es inmediato pues
ambos espacios son numerables.

Como se prometió, ya estamos en condiciones de probar el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1
Si ZF es consistente entonces también lo es la teoŕıa que resulta de agre-
gar a ZF las afirmaciones  CH y “el producto de dos espacios Fréchet y
numerables es SS”.

Demostración. Por el teorema anterior podemos encontrar un modelo de
ZF ` CH en el que todo espacio Fréchet numerable tiene π-peso a lo más
ω1. Entonces el producto tendrá π-peso a lo más ω1. Como en un modelo de
Cohen se tiene que ω1 ă d y el producto es numerable, tenemos que también
será SS. �
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Si fortaleceremos la teoŕıa un poco es posible demostrar que el producto finito
de espacios Fréchet y numerables es SS, lo cual hacemos a continuación.

Teorema 3.2.2
El axioma del forcing propio, PFA, implica que el producto finito de espacios
numerables y de Fréchet es SS.

Demostración. Sean X y Y espacios numerables y de Fréchet y supongamos
que el producto no es SS. Tomemos tEn : n P ωu una sucesión de subcon-
juntos densos de X ˆ Y . Como ya sabemos, es suficiente probar que para
cada punto px0, y0q P X ˆ Y podemos elegir una sucesión de subconjuntos
finitos de los conjuntos En de modo tal que px0, y0q esté en la clausura de
la unión de tales subconjuntos. También podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que la sucesión tEn : n P ωu es descendiente. Sean Ax0 Ď rXs

ω

y By0 Ď rY s
ω las familias de sucesiones que convergen a x0 y y0 respectiva-

mente. Enumeremos a los conjuntos X y Y haciendo X “ txn : n P ωu y
Y “ tyn : n P ωu.

Consideremos ahora al conjunto txk P X : k ď nu para alguna n dada,
ya que este conjunto es nunca denso, podemos tomar el complemento de su
cerradura, el cual es un denso abierto, e intersectarlo con En para aśı obte-
ner otro conjunto denso, de esta forma podemos decir que, sin pérdida de
generalidad, supondremos que, para cada n, el conjunto En es ajeno con el
conjunto nunca denso txk P X : k ď nu, de forma análoga podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que En es ajeno con tyk P Y : k ď nu. Para
cada pA,Bq P Ax0 ˆBy0 vamos a suponer a partir de ahora que existe un
m tal que pA ˆ Bq X Em “ φ. Lo anterior lo hacemos pues, si suponemos
que pA ˆ Bq X Em no se vaćıo, entonces la intersección es o bien finita o
bien infinita, si es finita podemos tomar un m suficientemente grande pa-
ra que los elementos que pertenecen a ella queden incluidos en el conjunto
ptxk P X : k ď mu ˆ Y q Y pX ˆ tyk P Y : k ď muq, y en caso de ser infinita
podremos tomar subconjuntos Fn Ď En tales que Fn sea finito y

Ť

Fn con-
verja a px0, y0q, es decir, px0, y0q pertenece a la cerradura de la unión de los
Fn lo cual terminaŕıa con la demostración.

Ahora consideremos el forcing definido por

P “
ď

năω

ΠkănEk

Donde P es ordenado por la contención. Por supuesto, al forzar con P te-
nemos un nombre para la selección genérica F “

Ť

pPGtppkq : k P domppqu.
Notemos que ningún x o y puede aparecer como coordenada en una colección
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infinita de parejas de tppkq : k P ωu.

En la extensión genérica, obtenida por P, notemos para cada A P Ax0 y
B P By0 tendremos que F X ppA ˆ Y q X pX ˆ Bqq “ F X pA ˆ Bq es un
conjunto finito, lo anterior se debe a que algún Em será ajeno con AˆB.

Para A P Ax0 definamos Ã “ F X pA ˆ Xq y para B̃ P By0 definamos
B “ F XpXˆBq. Sea X tpÃ, B̃q : ÃX B̃ “ φu. Ahora definamos K0 Ď rX s2

como sigue, tpÃ0, B̃0q, pÃ1, B̃1qu P K0 si y sólo si pÃ0 X B̃1q Y pÃ1 X B̃0q ‰ φ.

Una topoloǵıa métrica separable se define en X de la siguiente manera: dados
lo subconjuntos finitos de XˆY u0, u1, v0 y v1 definimos el abierto básico por
rpu0, u1q, pv0, v1qs “ tpÃ, B̃q P X : u0 Ď Ã, u1 X Ã “ φ, v0 Ď B̃, v1 X B̃ “ φu.
Nótese que K0 es abierto en está topoloǵıa.

Como K0 es abierto en rX s2, entonces, por el teorema ?, tendremos que,
o bien X es unión numerable de conjuntos 1-homogéneos, o bien existe un
forcing propio Q que introduce un conjunto 0-homogéneo no numerable.

Primero veremos que si X no es unión numerable de conjuntos 1-homogéneos,
entonces obtenemos la selección deseada de subconjuntos finitos de los En’s.
En este caso, entonces, existe un P-nombre 9Q para un forcing propio, de mo-
do que 9Q introduce un conjunto 0-homogéneo no numerable. Esto es, hay un
P ˚ 9Q -nombre para una sucesión xp 9Aα, 9Bαq : α P ω1y de pares de Ax0 ˆBy0

de modo que tp 9̃Aα, 9̃Bαq : α P ω1u es un conjunto 0-homogéneo de X . Es
rutinario de verificar que existe una familia de ω1 subconjuntos densos de
P ˚ 9Q de modo que, aplicando PFA, obtenemos un selector F de los xEnynPω
y una sucesión tpAα, Bαq : α P ω1u Ď A ˆB satisfaciendo que, para cada
α ‰ β P ω1

1. pF X Ãαq X pF X B̃αq “ φ y

2. F X rpÃα X B̃βq Y pÃβ X B̃αqs ‰ φ es finito.

Las propiedades 1 y 2 hacen que las familias tF X pAα ˆ Y q : α P ω1u y
tF X pX ˆBαq : α P ω1u formen una grieta de Luzin y, entonces, no pueden
ser separadas, modulo finito, en PpXˆY q. Ahora mostraremos que si UˆW
es una vecindad de px0, y0q, entonces U ˆW intercepta a F como es requeri-
do. Nótese que U ˆY contendrá, modulo finito, a F XpAαˆY q para α P ω1.
Además debe haber algún α P ω1 tal que U ˆ Y intercepta a F X pX ˆ Bαq

en un conjunto infinito. Como X ˆW contendrá un subconjunto cofinito de
F X pX ˆ Bαq, tendremos entonces que U ˆW intercepta a F X pX ˆ Bαq,
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y por lo tanto a F , en un conjunto infinito.

Ahora, finalmente, completamos la demostración viendo que, en la extensión
por P, X no puede ser la unión numerable de conjuntos 1-homogéneos.
Para ver esto primero fijemos una P-nombre 9X , para X . Supongamos que
tenemos una sucesión de P-nombres, x 9XnynPω y una condición p0 P P tal que

p0 
ď

nPω

9Xn “
9X y, para cada n P ω, p0  r 9Xns

2
Ď K1

Para mejor legibilidad, Azm abrevia al conjunto Aztxi : i ă mu para A
contenido en X y de forma análoga Bzm abrevia al conjunto Bztyi : i ă mu
para B contenido en Y . Recordemos que para cada pA,Bq P Ax0 ˆ By0 ,
existe un m P ω de modo que ppAˆY qX pX ˆBqqXEm “ φ, y por tanto p0

debe forzar que existe un m P ω suficientemente grande, tal que p ˜Azm, ˜Bzmq

es un elemento de 9X . Además existen m,n P ω y p ď p0 en P tales que
p  p ˜Azm, ˜Bzmq P 9X . Definamos

Xp,n,m “ tpA,Bq P Ax0 ˆBy0 : p  p ˜Azm, ˜Bzmq P 9X u

Es obvio que
Ť

tXp,n,m : p P P^ n,m P ωu debe ser igual a Ax0 ˆBy0 , ter-
minaremos la demostración probando que este no es el caso.

Primero tomemos una numeración para Pˆωˆω de tipo ω como tppk, nk,mkq :
k P ωu y construiremos, por inducción sobre k, una sucesión descendiente
tXk ˆ Yk : k P ωu de subespacios de X ˆ Y , con X0 “ X y Y0 “ Y . Pa-
ra guiar la inducción fijemos un ultrafiltro W de ω ˆ ω que satisfaga que
para cada n P ω pωznq ˆ pωznq esté en W . También elijamos una sucesión
taj : j P ωu que converge a x0 y una sucesión tbl : l P ωu convergiendo a y0.

En el k-ésimo paso inductivo consideraremos las tripleta ppk, nk,mkq y la
colección Xpk,nk,mk

. Sean Ak “ tAzmk : DB pA,Bq P Xpk,nk,mk
u y Bk “

tBzmk : DA pA,Bq P Xpk,nk,mk
u, para n P ω. Como hipótesis de inducción

asumiremos que, para cada m P ω, pj, lq : paj, blq P rEm X pXk ˆ Ykqs
1u P W ,

esto es cierto para X0 y Y0 pues Em es un subconjunto denso de X ˆ Y
para cada m P ω. La construcción de Xk`1 y Yk`1 también asegurará que,
para cada par pA,Bq P Xpk,nk,mk

, o bien A XXk`1 o bien B X Yk`1 será un
conjunto finito.

Ahora realizaremos el paso inductivo. Sean Sk “
Ť

Ak y Tk “
Ť

Bk. La clave

de la prueba es que, como p0  r 9Xns
2 Ď K1, debe existir m̃ tal que pSkˆTkqX

56



3.2. Forcing y los espacios SS

Em̃ “ φ. De hecho, elegimos m̃ más grande que cada mk y domppkq y asumi-
mos que px, yq P pSkˆTkqXEm̃ es no vaćıo. Extendamos pk a algún p̃ tal que
p̃pm̃q “ px, yq y observemos que p̃  px, yq P 9F . Como px, yq P pSk, Tkq existen
pA0, B0q y pA1, B1q en Xpk,nk,mk

tales que x P A0zmk P A y y P B1zmk P B
por tanto p̃  px, yq P 9F X ppA0zmkq ˆ pB1zmkqq. Note que también px, yq P

p ˜A0zmk X
˜B1zmkq y entonces p̃  xp ˜A0zmk, ˜B0zmkq, p ˜A1zmk, ˜B1zmkqy P K0,

por supuesto esto contradice que pk fuerza que este par está en K1. Ahora
definiremos Xn`1 Ď Xn y Yn`1 Ď Yn. Si para cada m̃ ą m

tpj, lq : paj, blq P rEm̃ X ppXkzSkq ˆ Ykqs
1
u P W

Entonces hágase Xk`1 “ XkzSk y Yk`1 “ YkzTk. De otro modo sean Xk`1 “

Xk y Yk`1 “ Yk. Para ver que esto funciona notemos que para cada m̃ ą m

tpj, lq : paj, blq P rEm̃ X pXk ˆ pYkzTkqqs
1
u P W

Si esto falla, entonces existe un m̃ ą mk tal que

tpj, lq : paj, blq R rEm̃ X ppXkzSkq ˆ Ykqs
1
Y rEm̃ X pXk ˆ pYkzTkqqs

1
u P W

De cualquier modo, esto implica que tpj, lq : paj, blq P Em̃ X pSk ˆ Tkqu es un
miembro de W , lo cual es imposible ya que esto contradice el hecho de que
existe m̃ ą m tal que Sk ˆ Tk es ajeno con Em̃. Entonces nuestra selección
de los Xn`1 Yn`1 satisface las hipótesis

Acorde a nuestra construcción, para cada k, existe jk ą k tal que ajk está en
X

1

k. Ahora es el momento de usar que nuestro espacio es Frechét. para cada
k elijamos una sucesión Jk Ď Xk convergiendo a ajk . Como la sucesión tajk :
k P ωu converge a x0, tendremos que x0 está en la clausura de

Ť

kPω Jk. Por
tanto hay una sucesión A Ď

Ť

kPω Jk convergiendo a x0. Por construcción
nosotros sabemos que AzXk es finito para cada k. Con un argumento similar
tendremos que existe una sucesión B convergiendo a y0 con la propiedad
de que BzYk es finito para cada k. Por lo tanto pA,Bq P Ax0 ˆ By0 pero
claramente la existencia de pA,Bq contradice la hipótesis inductiva en la
construcción de tpXk, Ykq : K P ωu, a saber, que existe un k tal que uno de
los conjuntos AXXk`1 y B X Yk`1 es finito.

�
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