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Resumen

En el primer capitulo se repasan algunos conceptos fundamentales de la
mecanica cuantica y se expone brevemente una construccion de la ecuacion
de Dirac en (3 4+ 1) dimensiones. En el segundo capitulo se introducen ele-
mentos de la teorfa de grupos, se define el grupo SU(2) y se construyen sus
representaciones. En el siguiente capitulo se definen conceptos claves de geo-
metria diferencial, como la derivada covariante; se construye la conexién de
espin en la esfera y se expone el método de Cartan, usandolo para obtener la
ecuacion de Dirac en la esfera. En las conclusiones se habla de las ventajas
de este método y de las aplicaciones de la ecuacién de Dirac en la esfera. Al
final se agregan dos apéndices: uno acerca de los grupos de Lie y otro donde
se obtiene el espectro del operador de Dirac en la esfera.

Palabras clave: Representaciones, Ecuacién de Dirac, Espin.
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Abstract

In the first chapter some fundamental concepts of quantum mechanics
are reviewed and briefly describes a construction of the Dirac equation in
(3 4+ 1) dimensions. In the second chapter elements of group theory are in-
troduced, the group SU(2) is defined and construct their representations. In
the next chapter key concepts of differential geometry, the covariant deriva-
tive as defined; the spin connection on the sphere is built and the method
of Cartan is exposed, using it to obtain the Dirac equation on the sphere.
The conclusions talks about the advantages of this method and applications
of the Dirac equation on the sphere. At the end two appendices are added:
one on Lie groups and other where the spectrum of the Dirac operator on
the sphere is obtained.

Key words: Representations, Dirac’s equation, Spin.
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Introduccion

El presente trabajo consta de tres partes que fueron seleccionadas de
acuerdo al tipo de contenido. La primera parte hace referencia a temas de
mecanica cuantica, donde se abordan conceptos basicos, situando al lector
en contexto. También se introducen algunos elementos mas formales con la
intencion de presentar la ecuacién de Dirac (tradicional (3 + 1) dimensiones)
y se habla de uno de los conceptos principales de esta tesis, el espin. La se-
gunda parte esta dedicada al desarrollo de toda una serie de herramientas y
definiciones de teoria de grupos y teoria de representaciones; temas recurren-
tes cuando se hace un breve estudio de las representaciones del grupo SU(2).
La tercera parte se sirve principalmente de la segunda, ya que es en este es-
pacio donde se hace uso de toda la teoria expuesta; se describe el método de
Cartan, en cuyo centro se encuentra la teoria de representaciones. También se
puntualizan algunas definiciones fundamentales de la geometria diferencial,
como apoyo a la exposiciéon de un concepto bastante relevante, la derivada
convariante. Al final del nucleo de la tesis, se encuentra la ecuacién de Dirac
sobre la esfera.

Se anaden dos apéndices, uno que trata de los grupos de Lie y otro donde
se calcula el espectro del operador de Dirac sobre la esfera. En las conclusiones
se repasa brevemente el método de Cartan y se habla las ventajas que tiene
sobre otros enfoques.

La exposicion de los temas se ha hecho de tal manera que un lector
con cierto conocimiento basico, pueda seguir la linea trazada a través de los
puntos claves. Se ha dotado de cierta didactica y empeno al desarrollo de
los detalles, sin entrar de lleno en otros temas, de los cuales se ha procurado
incluir una referencia accesible.

Esperamos que los lectores se lleven algo de lo que aqui esta escrito.

VII
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Capitulo 1

Mecanica Cuantica

Como preambulo hablaremos muy brevemente del origen y desarrollo de
algunos aspectos de la mecanica cuantica, para fijar un contexto y familiarizar
al lector. Luego dedicamos una secciéon a uno de los conceptos centrales de
este trabajo, que es el espin; hablamos un poco del experimento de Stern-
Gerlach. El capitulo termina con una exposicion de la ecuacién de Dirac en
3 4+ 1 dimensiones.

1.1. Breve introduccion historica

La teoria clasica tanto mecanica como electromagnética formalizadas por
Newton, Maxwell y muchos otros mas, resultaron insuficientes cuando el hom-
bre comenzo a explorar los territorios expuestos por toda una serie de nuevas
observaciones. Una de las ideas més antiguas planteada por pensadores como
Demécrito!, no encajaba en los marcos clésicos de la fisica.

La idea planteada era realmente sencilla, Democrito afirmaba que la com-
posicion de la materia se basa en pequenas piezas cuya propiedad principal
es ser indivisibles y fundamentales como lo son los ladrillos en un edificio;
cualquier cosa en el universo estaria conformada por estos corpusculos a los
que les dié el nombre de dtomos, que precisamente significa “indivisible”.

A principios del siglo XIX esta idea fue revivida por los quimicos princi-

'Fil6sofo y matematico griego del siglo V-IV a. C., entre sus maximas se encuentra:
“Los principios de todas las cosas son los atomos y el vacio; todo lo deméas es dudoso y
opinable.”.
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palmente. Por ejemplo, el cientifico inglés Prout? planteé la hipétesis sobre
la existencia de pequenas particulas, que intervienen en las mas diversas
reacciones quimicas sin que pierdan su integridad [1].

En 1904 J. J. Thomson ided el primer modelo del atomo, el cual es vi-
sualizado como una nube de carga positiva, en la que flotan los electrones
de carga negativa (que neutraliza la carga del dtomo). Este modelo puede
explicar hasta cierto punto, la emisién de luz de los objetos al ser calentados,
porque el aumento de la temperatura implica un incremento de la energia
cinética de los electrones, al encontrarse estos dentro del atomo, son frena-
dos por la atraccion de las nubes de cargas positivas, emitiendo asi radiacién
electromagnética.

El modelo de Thomson fue descartado en menos de una década, en 1911,
a raiz de un experimento realizado por Rutherford. En dicho experimento se
bombardeaban los dtomos de una ldmina de oro con rayos alfa (recién descu-
biertos) que eran emitidos por una sustancia radioactiva y estdn constituidos
por particulas de carga positiva. Al estudiar los patrones de dispersién se
di6 cuenta que, los rayos alfa parecian ser repelidos no por una nube de car-
ga positiva, sino por una carga positiva concentrada en un solo punto, al
que llamo nicleo. De este modo se reinterpretd la estructura del dtomo en
analogia con el sistema solar, donde el Sol representa el nicleo (bien ubicado)
y los planetas a los electrones (girando alrededor). Pero jcudl es el problema
con este modelo clasico?

Al estudiar el modelo desde el punto de vista de la electrodinamica clasica
se ve que, al existir una fuerza sobre los electrones (constantemente cambian
su vector de velocidad), se genera radiacién electromagnética de forma conti-
nua. Lo anterior se traduce en una pérdida de energia, cuya consecuencia final
es la caida del electrén hacia el nticleo, como un satélite al perder velocidad y
caer hacia el mar. Esto indica que el dtomo tendria un intervalo de vida muy
corto, antes de que todos sus electrones se colapsen, convirtiendo al atomo
de Rutherford en una estructura muy inestable. Esto entra en contradicciéon
con lo que observamos diariamente a nuestro alrededor: materia estable.

Aqui es donde entra el nombre de Max Planck, quien planteé cierta hipdte-
sis en 1900 para explicar el comportamiento del espectro de emisién electro-
magnética del cuerpo negro. Planck reconocié que esta hipotesis no se susten-

2William Prout, quimico y médico del siglo XVIII-XIX, es més recordado por su hipSte-
sis donde dice que, el peso atémico de los elementos es un multiplo entero del hidrégeno,
sugiriéndolo como la tnica particula elemental.
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taba en nada, lo cual pondria nervioso a cualquiera, sin embargo encajaba
perfectamente en los datos experimentales, cosa que nadie habia logrado. Su
idea se conoce como la teoria de los cuantos, y establece que cualquier inter-
cambio o emisién de energia, se lleva a cabo en pequenos bloques de energia.
Esta restriccion no se encontraba contemplada dentro de las teorias conocidas
en aquel entonces, cuando béasicamente concebian la transmisién de energia
como un continuo. Esta hipdtesis también fue requerida por Albert Einstein
para su teoria del efecto fotoeléctrico, en donde se referia a los cuantos de
energia de ondas electromagnéticas, como fotones; y por Niels Bohr para su
modelo del atomo de hidrégeno. Esto y muchas otras cosas més, nos pueden
dar idea de la trascendencia del trabajo de Planck.

El modelo de Bohr esta sustentado en una hipdtesis adicional, si bien los
electrones se mueven alrededor del nicleo, estos lo hacen a través de cami-
nos llamados drbitas o estados estacionarios. Las orbitas tienen la especial
caracteristica de que el electréon no emite luz mientras se encuentra en una
de ellas, esto permite que el atomo sea estable. Un atomo puede tener varias
orbitas, que se diferencian entre si por los niveles de energia que requiere un
electron para mantenerse en ella. Entonces un electrén salta de su orbita a
una de menor energia, emitiendo un cuanto en forma de luz (un fotén) y
contintia moviéndose dentro de su nueva orbita sin radiar.

Este modelo brinda una interpretacion sencilla de los espectros observados
del hidrégeno, puesto que se pueden medir las distintas frecuencias de la luz
emitida y determinar la diferencia de energia entre las 6rbitas por medio de
la relacion de Planck

E =wh = hv (1.1)

donde E es la energia del fotén, w la frecuencia angular y A es la constante
de Planck?® dividida por 27. Su nuevo modelo también nos brinda una expli-
cacion para los fenémenos de radiacion térmica. Un electrén puede adquirir
energia por medio de vibraciones y trasladarse a una érbita mas lejana ( mas
energética), sucede entonces que el electrén no podré durar mucho tiempo
en este nuevo estado excitado, debido a que el nicleo mantendra su influen-
cia sobre él, por lo cual el electrén tiende a regresar a su estado base que
corresponde a una 6rbita méas baja, provocando la emisién de un fotén en el
proceso. Por lo tanto mientras mayor sea la energia absorbida por el electrén,
mayor serd la energia del fotén emitido; al aumentar la temperatura no solo

3La constante de Planck tiene el valor h = 6,626069 x 10~34Js, para darnos una idea
de las escalas en este contexto
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se observaran fotones mas enérgicos sino en mayor cantidad. Con estos es-
quemas se logran satisfacer las leyes de Stefan-Boltzmann* y Wien-Golitzin®,
por ejemplo.

Estos logros pusieron de manifiesto la naturaleza cuantica de la luz y el
caracter cuantico de los procesos atémicos, cubriendo asi las deficiencias de
las teorias clasicas, estimulando ademas la aceptacién de la teoria cuantica
entre la comunidad cientifica. Hasta el momento solamente hemos hablado
de un aspecto de la mecanica cuantica que es la novedad de los cuantos de
energia, en seguida hablaremos un poco de la naturaleza ondulatoria de la
materia.

En 1924 De Broglie propone la existencia de lo que él llamaba ondas de
materia, que eran producidas por el movimiento de los objetos; presenté una
expresion de las ondas de materia dada por

B 2mh
p

p (1.2)

donde A es la longitud de la onda y p es el momento del objeto. Esta relacion
da como resultado que, la magnitud de la longitud de onda sea muy pequena
en el caso de objetos macroscopicos, como podria ser una piedra, un coche
o un planeta, que se mueven a velocidades de varios cientos de metros por
segundo. En cambio para los objetos microscépicos (de masa pequenia) como
podria ser un electrén con una energia cinética de 1eV, le corresponderia una
longitud de onda del orden de 10~"m, que se encuentra en el rango de los
rayos X, lo cual es accesible para una posible medicién. En el experimento de
G. P. Thomson, por medio de la difraccién (que es un fenémeno puramente
ondulatorio), se revel6 un patrén de anillos obscuros y brillantes en una placa
fotografica sobre la cual incidia un rayo de electrones que era rebotado en un
cristal que difractaba los rayos X. En este contexto, es esencial que la rendija u
obstaculo usado para provocar la difraccion, sea de dimensiones comparables
con la longitud de onda, no podria ser mayor porque no se produciria tal
efecto de interferencia®, es por eso que se usé la estructura cristalina formada
por los atomos como un enrejado para producir la difraccion.

4En un cuerpo negro, la potencia de la radiacién térmica sobre unidad de &rea es
proporcional a la cuarta potencia de su temperatura.

5Bésicamente establece que, la longitud de onda asociada al maximo del espectro emi-
tido de un cuerpo negro, es cada vez menor conforme aumenta la temperatura.

6Razén por la cual no se observa el efecto de interferencia de los objetos macroscépicos.
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La interpretacion que intentaba darle De Broglie a las ondas de materia
fracasd, ya que intentaba fusionar mecédnicamente ambos conceptos, imagi-
naba al electréon montado sobre una onda, semejante a un surfista sobre una
ola [1]. Con este nuevo concepto la hipdtesis de Bohr se aclara un poco maés,
estipula que sélo las orbitas con radio r tal que 27r = nA, n € N son admi-
tidas en el atomo de hidrégeno, siendo A la longitud de onda de De Broglie
del electréon en la n-ésima 6rbita. Fue Born quién dié la clave para la correc-
ta interpretacién de este fenomeno ondulatorio, grosso modo, los patrones
de anillos observados en la difracciéon del haz de electrones, no era mas que
la distribucion de impactos en la placa fotogréafica, de modo que sugiere un
trato especial de caracter estadistico. Cuando se lanzaban pocos electrones,
no se recolectaba el resultado que era esperado por la mecanica clasica, sino
que de alguna manera parecian obedecer una ley que les asignaba un rango
de posibles resultados, algunos serian menos probables que otros dentro de
un proceso azaroso. Asi, al lanzar millones de electrones esencialmente bajo
las mismas condiciones en aquel experimento, se les somete a todos bajo la
misma ley, que estadisticamente es revelada en la placa fotografica con re-
giones mas impactadas que otras. Esta distribucién de probabilidades tiene
el mismo comportamiento que se esperaria de una onda, que es lo que De
Broglie llamaba onda de materia.

1.2. Espin

Como hemos visto, los primeros acercamientos de la mecanica cuantica
a la fisica en general, han estado constantemente rodeados de correcciones y
el modelo de Bohr no ha sido la excepcion. Debido a ciertos problemas en el
estudio del espectro de emisién de algunos atomos, conocido como el efecto
Zeeman”, fue introducido en 1916 por parte de Sommerfeld lo que llaman
cuantizacion espacial, que no es mas que la cuantizacién de la proyeccién (en
la direccién z por ejemplo) del momento angular L.® Esta correccién al mo-

"Las lineas espectrales sufren una perturbacién debido a la presencia de un campo
magnético externo, se descomponen en dobletes, tripletes, etc.. Una buena exposicién del
tema se puede encontrar en [2].

8A los vectores los denotamos en negritas. Abusaremos un poco de esta notacién y la
usaremos con objetos que no necesariamente son vectores, como matrices u operadores.
Por ejemplo, un conjunto de matrices Ay, As,...,A,, expresamos su suma A; + Ay +

...+ A, = A. También pensamos en A como un objeto que consta de varias componentes
A = (A17A2)' . 7A71)
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delo de Bohr tiene como resultado una separacion en capas de los electrones
dentro de una misma orbita, tales separaciones estan caracterizadas por los
valores permitidos de la componente L.. Con la intencién de verificar estas
novedades, en 1922 se llevo a cabo el experimento de Stern-Gerlach que se
encuentra entre los experimentos mas elegantes dada su relevancia en general
y su simplicidad conceptual. El experimento consiste en un horno del cual
es emitido a través de un orificio, un haz de atomos de plata en su esta-
do normal (no excitado), el haz atravesard luego un colimador, dirigiendo los
atomos hacia un campo magnético externo B no homogéneo (por simplicidad
digamos que apunta en direccién z). El propdsito de este campo es producir
una desviacién del haz, ya que el momento magnético p (relacionado con
el momento angular de los electrones), permite que se produzca una fuerza
sobre los atomos de plata en la direccion z

0 0B,
F.=—(p-B)= .
z 82 (l’l’ ) IuZ 82

Dada la aleatoriedad con que son emitidos del horno los &tomos, su momento
angular (y por lo tanto el momento magnético) puede resultar en cualquier
direccion; desde el punto de vista clasico se esperaria observar en la placa
donde se impactaban los atomos, una distribuciéon uniforme y simétrica con
respecto al punto z = 0 (correspondiente a desviacién nula), sin embargo lo
que se observé® fue que el haz de dtomos de plata se dividié exactamente en
dos partes, lo cual reafirmaba la teoria del momento angular cuantizado.
Sin embargo este resultado fue una afortunada casualidad, el experimento
no pudo ser interpretado correctamente hasta anos mas tarde. Un intento por
explicar este resultado fue la nueva teoria de Schrodinger, que como veremos
méas adelante, establece que si el electron tuviese un momento angular carac-
terizado por el nimero cudntico ¢ (¢ € N) obtendriamos que el haz dejarfa
de tener un espectro continuo y se dividiria en 2¢ 4+ 1 partes, por ejemplo si
¢ = 0 no habria desviacién, pero en el caso £ = 1 obtendriamos un espectro de
tres componentes. Aun asi esta teoria no esta conciliada con el experimento,
ya que se requiere un valor de ¢ = 1/2 para obtener el resultado de Stern-
Gerlach. En 1925 Pauli propuso anadir un nimero cuantico s para explicar
las configuraciones electrénicas de los datomos!®, restringiendo ademds que

9Segiin se ralata en [3], el resultado no fue percibido a simple vista hasta que por una
casualidad, la mala calidad del humo del puro que fumaba Stern produjo una reaccién
quimica con los 4tomos de plata, develando asi el resultado del experimento.

10Y también el llamado efecto Zeeman andémalo|2].
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cada estado electrénico solo puede ser ocupado por un electrén (Principio
de exclusion de Pauli). Ese mismo ano Goudsmith y Uhlenbeck postularon
el concepto de espin como ese nuevo nimero cuantico, que es ademas una
propiedad intrinseca (como la masa y la carga) de las particulas, de modo
que no existe una expresion del espin en términos de coordenadas espaciales
o del momento. Para ilustrar el concepto se hace referencia al movimiento de
La Tierra en el espacio, si bien el planeta gira alrededor del Sol (momento
angular orbital), también gira sobre su propio eje (momento angular espino-
rial); sin embargo esa visién debe ser abandonada, ya que en este entorno
una particula como el electrén a veces es visualizada como un punto y la
nocion de un punto girando sobre un eje propio es bastante ambigua.

En 1927 Fraser [4] determina de manera experimental que el dtomo de
hidrégeno tiene momento angular orbital cero y concluye que esto también
sucede con los atomos de sodio y plata, que son hidrogenoides. Ese mismo
ano Phipps y Taylor [5] reprodujeron el efecto del experimento de Stern-
Gerlach con atomos de hidrogeno y, dado que el momento angular orbital
del hidrogeno es cero, se concluye que el efecto observado en su experimento
se debe a una contribucién puramente de espin. Entonces al modelo que se
tenia del momento angular total del electron, se le anadié el término que
corresponde al espin, que es el causal de las observaciones de Stern-Gerlach.

El ntimero de proyecciones del espin determinado por el nimero cuantico
s, en la forma 2s+41 completa la analogia con el momento angular; nos damos
cuenta que cuando 2s+1 = 2, s toma un valor fijo para el electrén y solo pue-
den ser s = 1/2 (en unidades de k). Resulta entonces que algunas particulas
tienen espin s = 1/2 como los protones y neutrones; mientras otras mas como
el foton, pueden tener s = 1. Esto ofrece una manera de clasificar las particu-
las como, las que tienen espin con valor semientero s € {1/2,3/2,5/2,...} y
las que toman valores de espin entero s € {0, 1,2, ...}, las primeras son llama-
das fermiones porque obedecen la estadistica de Fermi-Dirac (y el principio
de exclusion de Pauli) y las segundas son bosones porque siguen la estadistica
de Bose-Einstein. Afios mas tarde (1927) Pauli desarrolla matematicamente
la teoria necesaria para incluir el espin dentro de la mecanica cuantica.

Consideramos que hemos logrado trazar un pequeno bosquejo, el suficien-
te para que un lector aunque no haya estado familiarizado con el tema, ahora
tenga por lo menos una idea del origen y semantica de la mecanica cuantica.
Hemos visto cémo, una idea por varios siglos olvidada aparece ante noso-
tros en el momento menos esperado, motivando a los cientificos a explorar
toda una diversidad de lineas de investigacién que terminan por reanimar
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la fisica. La historia de la ciencia es mucho mas rica e interesante de lo que
parece en un primer acercamiento, es por eso que motivamos al lector a darle
seguimiento al trabajo de estos personajes que de alguna manera (a veces
sin darnos cuenta), han influido en nuestra percepciéon de la realidad. Ac-
tualmente existe una cultura de divulgacion cientifica que es perfectamente
aprovechable desde cualquier punto de acceso al internet y la cantidad de
literatura al respecto es enorme, en lo particular recomendamos a cualquier
persona la lectura de [1] y para los estudiantes que deseen un relato en un
tono un poco mas formal [2, 6].

Estamos preparados para introducir la llamada ecuacién de Schrodinger
y la funcion de onda. A partir de este momento nos parece conveniente un
abordaje del tema centrado mas en la estructura y herramientas matematicas
usuales en la mecénica cuantica.

1.3. Ecuacion de Dirac

La funcién de onda (denotada por ¥) define el estado fisico de un sistema
(por ejemplo un electrén) y contiene toda la informacion fisica asequible del
sistema (posicién, momento, energia, etc.); a diferencia de la representacién
clasica de una particula, cuya trayectoria puede ser descrita por un solo
pardmetro (el tiempo), una onda requiere dos para ser definida (la amplitud
y la fase). De modo que una onda plana tridimensional que describe una
particula libre (que stisface (1.7) con V = 0), puede ser expresada como'!

U(x,t) = Celkaet)

donde C' es la amplitud de la onda y k es el llamado vector de onda dado

por

b
k=1 (1.3)

Usando la expresién anterior (1.3) y la relaciéon de Planck (1.1), se expresa
la funcién de onda como

U(x,t) = Ce'PaEO/M

HE] producto interno entre dos vectores lo denotamos « - y. Frecuentemente usaremos
esta notacién para expresar (segin la convencién de Einstein para indices repetidos), sumas
de la forma z,y,, aunque x, y y,, no sean las componentes de un vector.
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Las ecuaciones (1.2) y (1.3) son conocidas como las relaciones de De
Broglie las cuales muestran la conexién clave de su hipétesis, por un lado el
momento de la particula y por otro, la longitud y vector de la onda asociada.

La interpretacién probabilistica que abordé Born estd conectada por me-
dio del cuadrado del médulo de la funcién de onda'? |¥(x,t)]?, que describe
la densidad de probabilidad. De tal manera que la probabilidad de encontrar
a la particula en el volumen d*z (localizado entre x y @ + dx) en algtiin mo-
mento ¢, es igual a |¥(x,t)|?d®>z y la probabilidad de encontrar la particula
en algin lugar del espacio, es

/ U (, )2 3z = 1.
RS

El estado fisico de un sistema lo podemos representar por medio de los
vectores de estado, los cuales forman parte de un espacio de Hilbert'®, H.
La notaciéon de Bra-Ket introducida por Dirac que es comtn en mecénica
cudntica para denotar los vectores estado y sus duales!, serd la que usare-
mos en los siguientes capitulos. Denotaremos entonces un vector estado con
un ket, |a(t)) € H y su dual por un bra, |a(t) )t = («a(t)| € H*. Los vectores
estado pueden ser expresados en distintos espacios, dependiendo de los aspec-
tos que nos interesen, como podria ser el espacio de momentos {|p)} o el de
posiciones {|x )} (cabe mencionar que estos ltimos son eigenkets de los ope-
radores definidos més adelante (1.4) y (1.5)). Los detalles y teoria del dlgebra
de bras y kets, los espacios de posicién y momento, pueden ser consultados
en [2, 7, 6], a nosotros nos basta senalar las definiciones de normalizacién,
completez y producto interno en dichos espacios

(2 |x) =6z —x)

[ l@)el ae=1

asi podemos expresar

o) = [ e @la() d%

2Né6tese que solamente depende de la amplitud de la onda, la cual puede ser funcién
de la posicién y del tiempo.

13En pocas palabras: un espacio vectorial con producto interno definido positivo, dotado
con una norma y completo.

4 Hablaremos un poco de espacios vectoriales y sus duales en la seccién 3.1
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donde (x|a(t)) = ¥ (x,t) y el producto interno se ve como

(5®)a®) = [ Ti(@ (@) d

Normalmente sera omitido el subindice de ¥ cuando sea claro de cuél vector
estado es la funcién de onda.

Las variables fisicas medibles tienen asociados operadores llamados o0b-
servables, por ejemplo: el momento lineal, la posiciéon y el momento angular.
Al conjunto de valores propios de un observable se le llama espectro, término
que proviene de la espectroscopia. A cada observable se le puede asociar un
operador lineal y hermitiano, cuyos eigenvectores forman una base completa.
Ejemplos de operadores son los siguientes

Momento lineal: PV (x,t) = —ihVV(x,1) (1.4)
Posicién: XV(x,t) = x¥(x, 1) (1.5)
Energia: EV(x,t) = ih%lll(a:,t) (1.6)

donde PP
V = <%,@,£> .

La evolucién temporal de la funcién de onda ¥(x,t) de un sistema (que
consta de una particula), estd determinada por la ecuacién de Schrédinger

.0
zha\ll(w,t) = HVU(x,t) (1.7)

donde H es el operador hamiltoniano. En el caso de una particula estéd dado

por
2

I
H=— A+ V(X,0) (1.8)

V(X,t) es un potencial y m representa la masa de la particula, también
hemos definido o2 o2 52
A=V - V=—+_—+—.
or?  0y?> 02?2
La ecuacién de Schrodinger tiene la gracia de ser lineal, lo cual implica que
satisface el principio de superposicién y por lo tanto, las soluciones forman

un espacio vectorial. Al ser una ecuacion diferencial de primer orden con



1.3. ECUACION DE DIRAC 11

respecto al tiempo, es suficiente una sola condicion inicial para conocer la
funcion de onda en cualquier momento, siempre y cuando no sea perturbada,
por ejemplo, con una medicién. El primer caso que traté Schrodinger fue para
una particula relativista y obtuvo la ecuacion que se conoce con el nombre
de Klein-Gordon, desafortunadamente la descarté porque algunos resultados
no los lograba interpretar adecuadamente:'® la densidad de probabilidad no
es definida positiva y el espectro de energia contempla energias negativas.
Partiendo de la ecuacién de energia de una particula libre en el caso relativista
tenemos'®

E? = p*c® + m*c? (1.9)

haciendo uso de los operadores de energia y momento, £ y P, obtenemos

0*U(x, t)

—hK2
ot?

= (=h*A + m2c)¥(x, 1) (1.10)

y esta ultima es la ecuacion de Klein-Gordon. Definimos el operador diferen-
cial

O=—-—-A (1.11)

conocido como el d’Alambertiano que también puede ser visto como el ope-
rador de Laplace en el espacio de Minkowski con signatura [1,—1,—1, —1].
Definiendo los operadores!”

10 0 0 0 19
8# = (80?81782783> — (E%, %, @, §> = (E&’V)

10
o= (c@t’ )

de modo que (1.11) se escribe de la siguiente forma
O = 0"0,,.

Dicho operador es invariante ante tranformaciones de Lorentz, lo cual es
importante en este caso ya que se busca introducir la teoria dentro del marco

-
15De esto se habla en [8].

16En el resto de la seccién, m denota la masa en reposo.

17Como es usual, a veces cambiaremos de notacién (2!, 2%, 23) > (x,y, 2), segin nos

convenga.
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de la relatividad especial. Usando el operador (1.11) podremos expresar la

ecuacion (1.10) como
2,2

(D + mh,f ) U= 0. (1.12)

La ecuacién de Dirac surge como respuesta para resanar los defectos de la
ecuacion de Klein-Gordon. A continuacién presentaremos una construcciéon
de esta ecuacion, puede encontrarse otra en [9] cuyo estilo enriquecerd al lec-
tor. Buscamos entonces, una ecuacién de primer orden en 9/0t, la cual bien
podria haber sido obtenida tomando la raiz cuadrada de la ecuacién (1.9),
y sustituir los operadores correspondientes, pero esa misma raiz cuadrada
nos dificultaria después la evaluacién del operador. A modo de ansatz pro-
ponemos que Y esta formada por N componentes, U" y satisface la siguiente

ecuacion
10w v ch na
- ZZ AYyr =7 ZB e = 0. (1.13)

b=1a=1

Expresando a ¥ como un vector columna, A® y B resultan ser matrices de
N x N constantes (independientes del tiempo y las coordenadas), usando
estos recursos escribimos (1.13) como

10w imc

-—— 4+ A - V¥ 4+ —BY¥ =0. 1.14

c ot * v h (1.14)
Recordando la forma del operador hamiltoniano, en esta representacion lo

podemos escribir en términos de (1.14) como sigue

ow
HY = zhg = (—ihcA -V +mc’B)W. (1.15)
Dado que el operador H es hermitiano, se deduce que A°> = (A% y B =
Bf. Podemos deducir propiedades de las matrices A® y B multiplicando la
ecuacién (1.14) por su adjunto!®

10 mmc 10 imc
(EE_A V_TB) (EE—'—A V—l—TB)lIl:O

8Vale la pena mencionar que un operador T es autoadjunto si [p, (T®) ¥ d%z =

fRB WTW 43z, para comprobarlo se debe calcular la primera integral por partes y to-
mar en cuenta que cuando @ — 00, entonces ¥(x) — 0.
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——— — AA® B?

&2 or? VaVot =5 h

A continuacién comparamos término a término ya que buscamos que
esta nueva ecuaciéon coincida con la de Klein-Gordon (1.10); usando que
A®AV, V), = 3(A* AP+ AP A*)V, V4, encontramos las siguientes restricciones

2 2.2 :
(1 0 e pr "M pga +A“B)Va> ¥ =0 (1.16)

A®AY + AP A® = 2671 (1.17)
BA“+ A"B =0 (1.18)
B* =1 (1.19)

De la ecuacion (1.18) vemos que
BA"=—-AB = —-1A"B
y al tomar el determinante en ambos lados
det(B)det(A*) = (—=1)Vdet(A%)det(B)

de modo que N debe ser un ntmero par; por otro lado usando la misma
ecuacién (1.18)

(AY)"'BA“ = —-B
calculando la traza veremos que
Tr((A*)"'BA®) = Tr(A*(A*)"'B) = Tr(B) = Tr(—B)

por lo tanto Tr(B) = 0, de forma similar obtendremos Tr(A®) = 0.
Definiremos ahora las siguientes matrices

WY =B
v = BA“
7 =00,
Si multiplicamos (1.14) por iB

10 me . 0 . me
<sza+zBA-V—7)\I/_ (w o + iy aa—f)q:

= (iv“@u - %C) v=0
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y definiendo @ = 4#9,, escribimos entonces la ecuacién de Dirac en una forma
muy compacta

(i@‘ - %) ¥ =0. (1.20)

A partir de las propiedades de las matrices A® y B, se puede mostrar
que el total de productos distintos de las matrices v* son 15 en total y que
junto a la identidad (y*)° = I, generan un espacio lineal de 16 dimensiones;
llamemos a estas matrices (%, entonces la ecuacion

16
ZxaC“ =0
a=1

solo tiene solucion trivial, es decir z, = 0. Esto implica que son requeridas
por lo menos 16 ecuaciones para poder resolver el sistema, es decir el menor
tamano que podran tomar las matrices es de 4 x 4.

Notemos que la matriz B puede ser diagonalizada en alguna base, la cual
siempre serd de nuestra preferencia; recordando que Tr(B) = 0y la propiedad

(1.19), podemos tomar
(L, 0
B = < 0 —I )

que junto a la ecuacién (1.18) y la condicién de hermiticidad de las matrices
A® encontramos que tienen la siguiente forma

una eleccion conveniente para las matrices o son las matrices de Pauli

1 (01 o (0 —i 3 (1 0
7 ( 10) 77 i o) 7 o -1
y satisfacen las siguientes propiedades

(0%)? =T (1.21)

(0" =0 (1.22)

o o Iy .
N G X 1.2
{2, 2} < (1.23)
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o ob
272
donde {A, B} = AB + BA (anticonmutador) y [A, Bl = AB — BA (conmu-
tador). Esta representacion de las matrices 7#, es la llamada representacién

de Pauli-Dirac
0 _ HQ O a _ 0 O
v 0 _]IQ » 7 —0g 0 .

Consideremos ahora una funciéon de onda ¥ de cuatro componentes W*,
donde cada una de ellas es solucion a la ecuacién de Klein-Gordon (1.10)

} = z‘e“”c% (1.24)

PH — Cei(pm—Et)/h

en el caso mas sencillo, cuando se trata de una particula en reposo p = 0, la
funcién de onda no depende de x, asi que

HV = (—ihcA -V +mc*B)¥ = mc*y"¥ = EW¥

tiene las siguientes soluciones usando la representacion de Pauli-Dirac

1 0
v=| 0| Eeme w= | |, E=me
1= 0 ) =mc; 2 = 0 ) =mc
0 0
0 0
U, = (1) . E=—md; ¥, = 8 . E=—mdc.
0 1

Al igual como sucedia con la ecuacién de Klein-Gordon, obtendremos
energia negativa como parte del espectro; esto implicaria que un electrén en
un estado de energia positiva puede pasar a un estado de energia negativa
y continuar precipitandose hacia £ = —o0o, lo cual provocaria una emision
infinita de energia. La solucién a este problema se encuentra en el principio
de exclusion de Pauli. Dirac planted que los estados de energia negativa
se encontran ocupados por otros electrones, y el principio de exclusion de
Pauli prohibe a los electrones descender infinitamente dentro de este inmenso
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“mar”de energias negativas. Este mar de Dirac'® es el vacio, sin embargo
bajo este nuevo esquema, el vacio deja de ser la “nada”, convirtiéndose en un
reservorio infinito de particulas. Un “hueco” en este mar seria percibido como
una antiparticula. Los conceptos que transtorna esta visiéon tan novedosa
pueden hacer que a primera vista todo esto parezca un artificio, pero el
descubrimiento de antiparticulas nos ha dado la confianza que nos podria
faltar debido a nuestro escepticismo cientifico.
Continuamos. Al etiquetar las componentes de ¥ de la siguiente forma

v v v v
wm ()= (n) e = (50)

Wy

podremos escribir la ecuacion de Dirac (1.20) como

i — ™ 0"V, LA
—i0"V, —id—m¢ )\ Uy ) T\ 0

de donde obtendremos el siguiente par de ecuaciones

100U 4 + 109V, Uy = %\DA (1.25)
00V + 109V, U4 = —%@B. (1.26)

Es claro que las ecuaciones anteriores estan acopladas, por eso en este punto
nos auxiliamos con la representacién de Weyl, la cual hace uso del siguiente
cambio de variables

\I/AE\I/R—F‘I/L, \IJBE\I/R—\IJL

que nos permitird escribir las ecuaciones (1.25) y (1.26) en una forma dife-
rente

00U + 0"V, Uy = %C\IIL (1.27)
000, — i0"V, Uy, = %\DR. (1.28)

1913 idea del mar de Dirac se convirtié en un artificio innecesario con el advenimiento
de la teoria cudntica de campos, donde la funcién de onda de Dirac se reinterpreta como
un operador.



1.3. ECUACION DE DIRAC 17

En el caso de particulas cuya masa en reposo es cero o casi cero como los
neutrinos, las ecuaciones (1.26) y (1.28) se desacoplan y obtenemos las ecua-
ciones de Weyl

OVpgr+0'V,¥r=0

oV —0o"V, U =0

si observamos cuidadosamente notaremos que podemos expresar las ecuacio-
nes de Weyl en términos del momento de la particula

B,
PPy = —5 = P'pa = m’c’

dado que tratamos el caso de una particula sin masa, |p| = E/c y escribimos

I

o \I’R = \IJR (129)
[p|
Py
O'a—\I/L = —\I/L. (130)
|p|

En esta tesis son de gran importancia un par de operadores, el primero
es el operador de momento angular orbital y que se obtiene de la defini-
ci6én clasica (L = x x p) sustituyendo los operadores (1.14) y (1.15), cuyas
componentes podemos expresar como

['a = —ihGachL’bac (131)

y el otro es el operador de espin S, con componentes

S, = gaa. (1.32)

Las componentes de este par de operadores obedecen relaciones idénticas
[ﬁa, Lb] = iEabc/lc (133)

[Sa, Sb} = ieabCSc (134)

lo cual deja entrever una estructura en comun, esto es algo ya muy conocido
y es lo que tratamos en los siguientes capitulos. Una de las herramientas
que debemos desarrollar es la teoria de representaciones, que formularemos
dentro de los esquemas de la teoria de grupos. La relevancia de los siguientes
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temas es central en esta tesis, ya que precisamente el método de Cartan (a
través del cual lograremos exponer un caso méas de la ecuacién de Dirac),
esta basado en el uso de las representaciones.

Por tltimo, vale la pena mencionar que el operador o - P/|p| mide la
componente del espin en la direcciéon del momento lineal, que es conocido
como la helicidad. Las soluciones a la ecuacién de Weyl son espinores (en el
capitulo 3 veremos como son estos objetos). Asi las ecuaciones (1.29) y (1.30)
nos dan como soluciéon eigenespinores con helicidad positiva o negativa, segin
sea el caso. El lector debe poner especial atencion en la ecuacion (1.30) escrita
de la siguiente forma

(0' : ﬁ + ]1) U, =0 (1.35)

ya que resulta ser una curiosa sorpresa en el capitulo 3.



Capitulo 2

Algebra

En la primera seccion de este capitulo, presentamos las definiciones fun-
damentales de la teoria de grupos, para poder introducir y desarrollar las
ideas primordiales de la teoria de representaciones. Una perspectiva amplia
de la teoria de grupos puede consultarse en [10]; en cuanto a la parte de
representaciones, también se puede encontrar en [11]. En la segunda seccién
definiremos el grupo SU(2) y mostraremos como construir sus distintas re-
presentaciones; en especial, calculamos los generadores de la representacion
Yy ® Y 2). También mostramos como calcular el espectro, en las distintas
representaciones, de los generadores Ky y K2.

2.1. Teoria de Grupos

2.1.1. Conceptos Basicos

Definicién 2.1 Un grupo es un conjunto no vacio G junto con una opera-
cion binaria que llamaremos producto, denotada por x, *x : G X G — G que
satisface las siguientes propiedades:

1. (Ezistencia del elemento neutro) 3 e € G tal que ¥V a € G, e*a = a.
2. (Existencia del inverso) ¥V a € G, 3 d’ € G tal que a' x a = e.
3. (Asociatividad) ¥ a,b,c € G se cumple (a*b)*c=ax (bx*c).

Un grupo lo denotamos por (G, *) y si la operacién * se sobreentiende lo
llamaremos simplemente grupo G, también adoptaremos las siguientes con-
venciones: al elemento neutro, e, también llamado identidad, uno y elemento

19
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unitario, se denotara por 1, o 1g si es necesario especificar de que grupo
estamos hablando; al inverso de algin elemento del grupo digamos a lo de-
notamos a~'. Es importante mencionar que el producto * en general no es
conmutativo, esto significa que el orden en que se opera si importa. Normal-
mente omitiremos el simbolo %, de modo que la expresion a * b sera denotada
por ab. Existen algunos resultados inmediatos y de gran utilidad.

Proposicién 2.2 Sea G un grupo, entonces ¥V a € G, a~ta = 1 implica
aa~' = 1. Cualquier elemento de G conmuta con su inverso.

Demostracién: Como a~! € G entonces existe su inverso a’ tal que a’'a™! =

1, calculando aa™! = laa™! = (daHaa™ = d(a"ta)a™ = dla™! =
dat=1 1

Proposicion 2.3 Sea G un grupo, entoncesV a € G, la = a implica al = a.
Cualquier elemento de G' conmuta con el elemento neutro.

Demostracién: gl = g(g7'g) = (g9 g=1g=9g. 1
Proposicién 2.4 Sea G un grupo, entonces el elemento neutro es inico.

Demostracién: Supongamos que 1 y 1’ son neutros en G, entonces 1 =
1"l = 1'. En la primera igualdad se usé que 1’ es neutro y en la segunda que
1 es neutro. B

Proposicion 2.5 Sea G un grupo, entonces el inverso de cada elemento del
grupo es unico.

Demostracién: Supongamos que a~' y a’ son inversos de a, entonces a~! =

la! = (da)a™ =d(aa™')=dl1=d. 1

Definicién 2.6 Un subconjunto S de G es un subgrupo si:
1. 1€S.
2. Six,y €8, entonces xy € S.
3. Sixz €S, entoncesz™t € S.

Si S es subgrupo de G, escribimos S < G.
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Ejemplo 2.7 Cualquier espacio vectorial con la operacion de suma de vec-
tores, forma un grupo; un subespacio vectorial forma un subgrupo del espacio
vectorial que lo contiene.

Definicién 2.8 Sean (G,*) y (G', %) grupos y una funcion f : G — G’
tal que f(a*b) = f(a)* f(b), V a,b € G. En tal caso se dice que f es
homomorfismo de grupos.

Nos referiremos a los homomorfismos de grupos simplemente como ho-
momorfismos, ya que en esta tesis solo usaremos este concepto al hablar de
grupos y se sobreentiende.

Proposicion 2.9 Sea f : G — G’ un homomorfismo. Entonces f tiene las
siguientes propiedades:

]. f(]-G) = 1(;/.
2.Vzed, flz7h) = f(z)".
Demostracién:

1. Sea z € @G, entonces f(z)f(lg) = f(zlg) = f(z). Multiplicando
los extremos de la ecuacién por f(x)~! por la izquierda, obtenemos

f(lg) = 1¢g.

2. Sea z € G, como 7'z = 1¢, entonces f(1g) = f(z7'x) = f(z7) f(z).
Multiplicando por f(z)~! por la derecha la ecuacién y usando la pro-
piedad que acabamos de demostrar, obtenemos f(z)™! = f(z~!). B

Definicién 2.10 Sea f : G — G' un homomorfismo. Definimos el nicleo o
kernel de f denotado por

Ker(f)={z € G: f(x) =1a}
y la imagen de f denotada por
Im(f)={¢ € G': ¢ = f(x) para algin xz € G}.

Es evidente que tanto Ker(f) e Im(f) son no vacios cuando f es homo-
morfismo, esto debido al punto 1 de la proposicién 2.9. Si un homomorfismo
f es una biyeccioén se le llama isomorfismo; un isomorfismo definido de G en
G es llamado automorfismo. Al conjunto de automorfismos definidos sobre
G lo denotamos por Aut(G).
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Ejemplo 2.11 El conjunto Aut(G) forma un grupo con la operacion (o)
de composicion de funciones. Nos interesa el caso en que G es un espacio
vectorial V', como veremos en sequida.

2.1.2. Representaciones

Definicién 2.12 Dado un grupo G y un espacio vectorial V', decimos que
una funcion ¢ : G — Aut(V), es una representacién lineal de G si ¢ es
homomorfismo.

Los automorfismos pueden ser vistos también como operadores lineales e
invertibles, en otras palabras, matrices no singulares las cuales satisfacen cier-
ta estructura algebraica transmitida por medio del homomorfismo dado en la
representacion. Al espacio vectorial donde estan definidos los automorfismos
se le llama espacio de representacion; la dimension de una representacion es
la dimensién del espacio de representacién?.

Definicién 2.13 Dada una representacion 1 de G, se dice que es trivial si
Ker(¢) = G. En cambio, si Ker(v) = 1¢ se dice que 1 es fiel.

Definicién 2.14 Sea G un grupo, V' un espacio vectorial y v : G — Aut(V)
una representacion. Un subespacio U C V' se dice invariante siV g € G, U
es invariante bajo (g), esto quiere decir que ¥(G)U C U, donde »(G)U =
{v eV :v=1Y(g9)u para algin g € G y algin u € U}.

Definicién 2.15 Una representacion es reducible si existe algin subespacio
propio 0 C U C V tal que U es invariante. La representacion es irreducible
st no es reducible.

Definicién 2.16 Sean ¢ : G — Aut(Vy) y 9 : G — Aut(Vs) representa-
ciones, definimos la suma directa de representaciones de la siguiente forma:
=1 By G — Aut(Vy @ V3) donde para cualesquiera g € G, vy € V] y
vy € Va2, ¥(g) = (1 ® ¥2)(g) : v1 ® v2 = Yi(g)v1 @ Y2(g)va.

Definicién 2.17 Una representacion es completamente reducible si es re-
ducible y el complemento directo de cada subespacio propio invariante es un
subespacio propio invariante.

ITodos los espacios de representacién con los que trataremos seran de dimensién finita.
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Definicién 2.18 Una matriz A es suma directa de las matrices Ay, As,. ..,
A, si existe una base tal que A es diagonal por bloques:

A, 0 ... 0
0 .0 i=1
0 ... 0 A,

Definicién 2.19 Sean ¢ : G — Aut(V) y o' : G — Aut(V’) representacio-
nes de igual dimension. Si existe un operador lineal e invertible T : V — V'
tal que ¥ g € G, Y'(g) = Ty (g9)T ™' se dice que las dos representaciones son
equivalentes.

En otras palabras, al cambiar la base del espacio de representacion se
obtienen representaciones equivalentes. Una buena forma de ilustrar algunas
consecuencias de la existencia de un subespacio invariante bajo los auto-
morfismos es observando directamente la forma matricial de estos ultimos.
Por ejemplo, supongamos que 1 : G — Aut(V) es una representacién re-
ducible de dimensién n con subespacio propio invariante U de dimension k
(0 < k < n). Como U es subespacio invariante, para cualesquiera elemen-
tosg € Gyu €U, Y(gu =1 € U. Expresamos la ecuacién anterior en
forma matricial usando alguna base ordenada donde las primeras k entradas
corresponden al subespacio U

a1 Q12 ... Qi1n
a1 G2 ... Qgq m uj,
. . 0 - 0
An1 Gp2 ... Gpp : :
0 0

La matriz y los vectores los dividiremos por bloques para hacer mas sencillos
los calculos

a1 e (05023 al(k+1) Ce Q1n
a1 Ce ALk ak(k+1) Ce Afn _ ( A B )
Ak41)1 -+ OkrDk Qktl)(k41) -+ - QktD)n ¢ D

anl c. Ak an(k+1) .. Ann
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u | [ u w, | [
0| \0)’ 0] \O
0 0

También podemos ver a estos bloques como transformaciones lineales: Ty :
U—-U,Tg:(V-U)—-U,Tc:U -V -U)yTp: (V-U)— (V-U).
Obtendremos la siguiente expresion

(en)(5)=(e)-(%)

Dado que V u € U la ecuacion Cu = 0 se debe satisfacer, podemos concluir
que C' = 0 (bloque de ceros) de manera que podemos expresar ¥ (g) como

(v 5)

Si imponemos ahora la condicién de que cada W complemento directo de
U, U® W =V, sea un subespacio propio invariante, entonces usando la
invarianza de W obtenemos que V w € W

(0 5) ()= (50)=(w)

de manera andloga resulta B = 0. Entonces 1(g) se puede expresar en su
forma diagonal por bloques

w(g):(’g g):A@D. (2.1)

Esto nos muestra claramente que ¢(g) se puede escribir como la suma directa
de las matrices Ay D, a las cuales podemos asociar un par de representaciones
0 G — Aut(U) y 19 : G — Aut(W) definidas V g € G como 91(g)u =

w(g)‘Uu y Pa(g)w = w(g)}ww, de manera que ¢ = By : G — Aut(U &
W)y Vv eV, sepuede escribir v = u + w para algin elemento u € U y

weW

slao = oo = (i) o)) (1 ) = (10 ).

w
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Teorema 2.20 Sea 1) una representacion completamente reducible, entonces
Y se puede expresar como suma de representaciones irreducibles.

Demostracion: Sea V el espacio de representacion, como la representacion
es reducible por lo menos existe un subespacio propio invariante U; y como
es completamente reducible implica que su complemento directo también
sera un subespacio propio invariante Us, asi que V' = U; @ U;. Como hemos
visto anteriormente, a cada subespacio propio invariante U; con j € {1,2},
le podemos asociar una representacion definida por medio de la restriccion
Y; = 1|y, de modo que 1) = 1); @ 1. Cada una de estas representaciones
¥, bien puede o tener un subespacio propio invariante o no tenerlo. Si ;
no tiene subespacios propios invariantes, entonces sera una representaciéon
irreducible; en cambio si tiene algin subespacio propio invariante W este
también sera subespacio propio invariante de v; sin pérdida de generalidad
supongamos que {0} C W C Uy, de tal forma que el subespacio W & U,
sera subespacio propio invariante de ¢ y cada complemento directo, ademas
de ser subespacio propio invariante de v también lo sera de 11, entonces 1,
sera completamente reducible.

Aplicaremos el razonamiento anterior sucesivamente, en cada representa-
cion completamente reducible que haya resultando al asociar a los subespa-
cios propios invariantes una representacion. Sabemos que este procedimiento
tiene fin porque la dimensién de las representaciones va disminuyendo, ya
que cada vez se les asocia un subespacio propio invariante de menor dimen-
sién, hasta que, o bien todas han resultado ser irreducibles o se han obtenido
representaciones irreducibles y un nimero finito de representaciones comple-
tamente reducibles de dimension 2. Estas tltimas solamente pueden tener dos
subespacios propios invariantes a los cuales tinicamente se les pueden asociar
representaciones irreducibles de dimension 1. Podemos escribir entonces a 1)
como la suma de todas estas representaciones irreducibles. i

Corolario 2.21 Sea v una representacion completamente reducible, enton-
ces existe una base en la cual ¥ (g) es diagonal por bloques ¥V g € G.

Demostracion: La demostracion es inmediata, usando el teorema 2.20 y
la forma de 1, (2.1), cuando es completamente reducible. B

Definicién 2.22 Sean i, : G — Aut(Vy) y s : G — Aut(Vs) representacio-
nes de dimensiones ny y no respectivamente. Definimos el producto tensorial
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de representaciones de la siguiente forma: ¢ = 1 @ 1y : G — Aut(V; ® V3)
dondeV g € G 1(g) = (V1@v2)(g) = ¥1(9)®1b2(g) puede ser expresado como

una matriz de nimg Xniny cuyas entradas estdn dadas por [(¥1 ® ¥)(9)];; =
V1(9)it2(9)j1, equivalentemente [(1h1 @ o) ()] (V1®V2) = P1(g)v1®Y2(g)v2.

Como Weyl menciona en su libro [12] en la parte que llama “Formal Pro-
cesses”, basicamente da a conocer tres métodos para generar representaciones
a partir de otras, nosotros ya hemos hablado de dos de ellos que son preci-
samente la suma y el producto directo de representaciones, el tercer método
a grandes rasgos estd basado en la composicién de representaciones. Al final
de la seccion 2.2.2 presentamos el teorema 2.39 de Clebsch-Gordan que es-
tablece una relacién entre el producto directo y la suma de representaciones
irreducibles.

2.2. Representaciones de SU(2)

En esta seccion presentamos la teoria necesaria para construir las repre-
sentaciones irreducibles del grupo SU(2); nos interesan las representaciones
irreducibles porque son los elementos a partir de los cuales se pueden cons-
truir las representaciones completamente reducibles por medio de la suma.

2.2.1. SU(2)

El grupo SU(2) estd formado por matrices cuyas entradas se encuentran
en el campo de los nimeros complejos, son unitarias, de tamano 2 x 2 y con
determinante igual a 1. El producto definido en el grupo es la multiplicacion
de matrices. En general una matriz de 2 x 2 con entradas en C tiene la

siguiente forma
21 22
A=
23 24

esto significa que estd determinada por medio de ocho parametros reales (dos
por cada entrada), los cuales se reducen a cuatro luego de aplicar la condicién
unitaria A7! = AT,

Al = Z4 TR2 _ Z1 Z3 :AT
—Z3 21 52 24
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donde se ha utilizado la restriccion del determinante para encontrar las en-

tradas de A1
det(A) — 2124 — RoZ3 — 1

obteniendo asi z4 = Z; v —2zy = Z3. Entonces un elemento cualquiera de
SU(2) puede ser escrito de la siguiente forma

A= ( _Z;Q ;‘j ) (2.2)

los elementos de SU(2) se parametrizan usando tres variables reales, debido
a la condicién,?
|21]? + |22 = 1. (2.3)

Pensemos ahora en una pequena variacién sobre un elemento de SU(2)
determinada por la siguiente transformacion

21 %o 21 +dz 29 + dzo
_ — — —_ _ _ _
—Z9 Z1 —<22 + dZQ) Z1 + le
exigiremos ademas que al realizar esta variacién, el resultado debe pertenecer
a SU(2) es decir, su determinante es igual a uno

(Zl + le)(El + dEl) + (ZQ + dZQ)(EQ + dzg) =1
la cual se reduce a
Zldzl + Eldzl + ZQdEQ + EZsz =0

debido a (2.3) y considerando dz;dz; =~ 0 y dzedZ; = 0.

En el caso en que la variacion se realiza alrededor del elemento neutro
(z1 = 1y 29 = 0), obtenemos la ecuacién dz; + dz; = 0, lo que implica
Re(dz;) = 0 de tal manera que dz; es un ndmero imaginario puro, lo cual
nos permite escribir a un elemento g € SU(2) cercano al neutro como

1405 0y + iy ) (2.4)

9(d1,02,03) = ( 6o+ 06 1 —ids

con pardmetros tales que |;] < 1y d; € R.

2Como no hay mds restricciones en las variables 27 y 22, la topologia de SU(2) es la
misma que la de S3.
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En general cuando un grupo esta parametrizado por n parametros reales
y puede ser expresado por medio de una funciéon

g:R" =G, g:(v1,29,...,2,) — g(x1,29,...,2,) = g(x) € G,

tal que g depende suavemente de los pardmetros y ¢(0) = 1, implica que sus
representaciones ¢ en el espacio vectorial V| del grupo pueden expresarse en
forma paramétrica mediante la composicién

p=1og:R" = Aut(V)

(@) = olx) = ¥(g(x). (2:5)
Podemos tomar la serie de Taylor de ¢(d) alrededor del 0 con § < 1 de modo

que
G(8) =T, +i0, Ko + ... (2.6)

Los operadores K, son llamados generadores del grupo y estan definidos de
la siguiente forma

0

Ko = —i
"0,

¢(5)‘ (2.7)

6=0

Ejemplo 2.23 La representacion de SU(2) en C?, ¢ : SU(2) — Aut(C?)
dada por ¥ (g) = g con g dada por (2.4) y ¢ como en (2.5), obtenemos

1+ 8y +idy
¢(5)—(—52+¢51 1-@53)'

Usando (2.7) obtenemos los generadores

0 1 0 —i 10
s=(bo)e=(00) o= (o 5)

de modo que

¢(5):<é (1)>+z'51((1) (1))—1-2'(52(? _Oi>+i(53((1) _01)

Los generadores del ejemplo anterior coinciden con las matrices de Pauli
de la seccion 1.3, usando la misma notacién escribimos

6(8) =T, + 15%
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donde hemos escalado d, por 2 sin afectar la ecuacién.

Dada una representacién determinada, un elemento ¢(x) € Aut(V') puede
obtenerse a partir de un elemento infinitesimalmente cercano a I. Tomemos
0 = % con N > 1 entonces

-t (D () v () ()

1
=T+ iv, K, + o (izaK,)" + ...

o) = ke (2.8)

Esta tltima expresion es conocida con el nombre de parametrizacion expo-
nencial. En particular, bajo la representacion del ejemplo 2.23, podemos
encontrar una expresion sencilla para la ecuacién (2.8). Sea & un vector uni-
tario, definimos la matriz X = « - ¢ = x,0,, calculamos X? con ayuda de
las ecuaciones (1.23) y (1.24)

X2 = (2,0,)% = 2,0,1,0

1
= Exaxb<{0'aaab} + [0a, 03))
= xaxb(]lQéab + iEachc) = ]I2-

Con la ayuda de la dltima ecuacion obtenemos los siguientes resultados
X =T,y X" =X, neN,

los cuales nos permiten agilizar los siguientes calculos. Sea &’ un vector cual-
quiera, el cual podemos escribir en términos de un vector unitario & como
x' = 2'x, entonces

a a . X
g(x') = exp (mila—> = exp (ix’ (xaa—>> =exp | ia' =
2 2 2

x 1 /2\? 5 i [ 3 5
—LtisX—— () x2S () X34 ...
2105 2!(2) 3!(2) *
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a 1 /2\? i (2’
—Ltie X — o (L) -~ (Z) X+
205 2!(2) 2 3!(2) *

@ '
g(x') =15 cos >+ iX sin 5 (2.9)
N = ( cos%%—ixgsin%, (xzﬂ—ixl)sin%// ) .

. . / . .
(=22 +iz1)sin G cos § —ixgsin G

g(x (2.10)

2

Noétese que la matriz de la ecuacion (2.10), efectivamente es de la forma
de (2.2). Encontramos también que podemos restringir 2’ al intervalo [0, 47|
dada la estructura periédica de las funciones seno y coseno. Planteamos ahora
una pregunta ;qué expresion usaremos para el producto en el grupo, en esta
forma exponencial?

No olvidemos que estamos tratando con operadores que en principio no
conmutan, de modo que el producto de dos elementos del grupo, determina-
dos por los vectores u y v es tal que

Oq . g . Oq
g(u)g(v) = exp (zua?) exp (wbgb) =+ exp (z(ua + va)?)
Sin embargo tenemos la certeza de que el producto resulta en otro elemento
del grupo, y como ya hemos mencionado, podemos expresarlo mediante la
parametrizacién exponencial

. Ogq . O . a
exp <zua7> exp (zvb§b> = exp (zwa%>. (2.11)

El problema surge al buscar una expresion para w en términos de u y
v, tomemos A = iu,% y B = iv,%, segin la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff® el producto esté dado por

eef = exp <A + B+ %[A, B] + %[A, [A, B]] — %[B, [A, B]] + .. )

Notemos que es posible encontrar una expresién de la forma (2.11) si los
generadores del grupo forman un dlgebra* bajo el conmutador, es decir si
satisfacen

[Kaa Kb] = Z.fabc[(c (212)

3Una demostracién de esta férmula se puede encontrar en [13].
4Se puede consultar el apéndice A, para tener un poco méas de claridad con respecto a
los conceptos que se mencionan en esta ultima parte de la seccién.
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donde las contantes fu,. son conocidas como las constantes de estructura,
que en el caso de SU(2) son €y A este tipo de grupos que pueden ser
parametrizados por variables continuas se les conoce como grupos de Lie y la
relacién (2.12) es llamada el d@lgebra de Lie del grupo. En lo siguiente vamos
a construir las representaciones hermitianas del algebra del grupo SU(2).

Se puede consultar [14] y comprobar que las representaciones de SU(2) son
equivalentes a representaciones unitarias, lo que implica que los generadores
K, son hermitianos. Si K 2 = K, entonces

e Ko iuaKa)T ue Ko fiuaKl -1

e el =e e 9.

2.2.2. Operadores de escalera y eigenvalores

En esta seccién visualizaremos los generadores de SU(2) (K7, Ky vy K3),
expresados en una representacion irreducible de dimensién finita (sobre los
complejos), como operadores para tratar el problema de eigenvalores. Empe-
zaremos construyendo los siguientes operadores K., K_, K,y K*

K, =K, +:1K,
K_ =K, —iK,
Ky = K;s
K? = K} + K + K.
Proposicién 2.24 1. [K, K_| =2K,
2. Ko, Ki] = £K4
3. (Ky)t =K+
4. Koy K? =0, a€{1,2,3}
Demostracién:

. [Ky, K | =[K1+1Ky, Ky — K| = [Ky, Ky — K|+ i[Ky, Ky — 1K) =
(K, K1) —i[Ky, K|+ i[Ky, K1)+ [Ka, Ko| = —i(i€123K3) +i(iea3K3) =
K; + K5 = 2K,.

2. [Ko, Ki| = [K3, Ky £iK5) = [K3, K| £ [ K3, Ky
= i€312K2 + i(i6321K1> = :i:Kl + ZKQ = :l:(Kl + ZKQ) = :i:Ki
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3. (Ky)l = (K +iKy) = Kl 7iK) = K, TiK, = K.
4. [Ka, Kbe] = {[Ka, Kb]; Kb} = ieabc{Kca Kb} = 0 .
A partir de este momento utilizaremos la notacion de Dirac.

Definicién 2.25 Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V sobre
un campo F'. Un valor propio o eigenvalor de T' es un elemento ¢ € F' tal
que existe un vector no nulo |v) en V' tal que

T|v)y=clv). (2.13)

Cualquier vector |v) de V' que cumpla (2.13) se dice que es un vector propio
o un eigenvector asoctado al eigenvalor c.

El inciso 4 de la proposicion 2.24 es de importancia crucial ya que el hecho
de que cada uno de los operadores Ky, K; y K, conmuten (uno a uno, ya
que Ky, K; y K5 no son simultdnemente diagonalizables) con K?, nos per-
mite garantizar la existencia de una base de eigenvectores que diagonalizan
simultaneamente a los operadores, en este caso elegimos a K para buscar
tal base. Aunque dos operadores (K, y K?) compartan eigenvectores estos
no tendran asociado el mismo eigenvalor necesariamente, es decir

K2 A,m)=X|A\m) (2.14)
Ko [A,m)=m |\, m).> (2.15)

Lema 2.26 Sea |\, m) un eigenvector de los operadores Ko y K?; si ademds
Ky | \,;m) es no nulo, entonces este ultimo es eigenvector con eigenvalores
asociados m £ 1 y A, de los operadores Ko y K? respectivamente.

Demostracién:
KoKy | A,m)= (K Ko+ Ki) |\ m)

= (KiKp) [Am) £ Ky [Am)=mKy |\ m)+K.|\m)
=(m=E1) K|\ m).
Luego K?Ky [A,m) =K, K*> |\, m)=AKy |\,m). R

5 Asumiremos que los eigenvectores |\, m ) estdn normalizados.
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Los K4 a veces son llamados operadores escalera, porque al operar sobre
un eigenvector | A\, m) de Kj el resultado serd nuevamente un eigenvector de
Ky con la diferencia que su eigenvalor habrda aumentado o disminuido en 1
segin sea K, o K_ el que opera, es de aqui de donde ha resultado también
la notacién de los subindices.

Los parametros A y m que hemos utilizado en este caso para los eigenvec-
tores |\, m ) tienen ciertas restricciones, las cuales salen a la luz al momento
de calcular el espectro de los operadores K2 y K. No sabemos a priori si A
toma valores distintos, sin embargo el lema de Shur excluye esta posibilidad.

Lema 2.27 (Schur) Si¢(g9)A = AY(g) ¥V g € G donde ¢ es una represen-
tacion irreducible de dimension finita, entonces A o 1.

Demostracién: Una demostracién del lema se puede encontrar en [11]. H

El operador A es el llamado operador de Casimir y para nuestra conve-
niencia, identificamos A = K? (recordando el inciso 4 de la proposicién 2.24),
de modo que K2 = Al

Lema 2.28 Sea )\ el eigenvalor asociado al eigenvector | \,m) de K?, en-
tonces A > 0.

Demostracion:
(Am|K*|A\,m) =\
(Am| K [Am) 4+ (A m| K} | A,m)+ (\m| K|\ m)
=[| Ko [Am) P+ Ky [Am) [P+ Kz [A,m) [?>0
A>0.1

A priori, no sabemos si la base ortonormal de eigenvectores comunes de
K? y K, que estamos buscando es degenerada o no, asf que por el momento
usaremos la notacién para la base B = {| A\, m; [ )} donde el indice I etiqueta
la degeneracién del eigenvalor m.

Definicién 2.29 Un eigenvector de eigenvalor més alto | M ), es tal que si
Ko | M) =mg | M) entonces m < myq para cualquier otro eigenvalor m de
Ky. Ademds K, | M) =0.

Lema 2.30 Euxiste por lo menos un eigenvector de eigenvalor mds alto | M)
€ B.
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Demostracion: Como la dimension del espacio de representacion es finita
y B contiene todos los eigenvectores de K, entonces existe al menos un
elemento en B con el mayor eigenvalor mg; y deben cumplir también lo
siguiente K, | M) = 0, porque de otra forma el eigenvector K, | M ) seria
un eigenvector con un eigenvalor mas alto que | M ) segtin el lema 2.26, lo que
contradice la maximalidad de | M ), a menos que K | M ) no sea eigenvector.
Esto sélo es posible si K [M)=0. R

De manera inmediata se sigue que, dado un eigenvector de eigenvalor mas
alto | M ), existe un n > 0 tal que K"*' | M) = 0, de lo contrario habrfa una
cantidad infinita de eigenvalores negativos.

Lema 2.31 El eigenvector de eigenvalor mdas alto es unico.

Demostracion: Supongamos que existen dos eigenvectores de eigenvalor
més alto distintos entre si | M ) y | M’), por definicién deben tener el mismo
eigenvalor mg. Definimos el subespacio U como

U =Spanc{(K_)* | M) : ke€{0,1,2,...,n}}.

Debido al lema 2.30 el subespacio U tiene por lo menos dimensién 1 sobre
C asi que {0} C U. Se sigue inmediatamente que | M') ¢ U porque el tnico
eigenvector con el mismo eigenvalor en U es | M ). Es trivial verificar que el
subespacio U es un subespacio invariante usando las relaciones de conmuta-
cién para Ky y Ky. Dado que | M') ¢ U entonces U C V| por lo tanto U es
subespacio propio invariante de V', lo que contradice la irreducibilidad de la
representacion. Por lo tanto no puede existir tal | M) y de hecho U =V a
partir del lema 2.30. B

Lema 2.32 Los eigenvalores de Ky son no degenerados.

Demostraciéon: Supongamos que el lema es falso, consideremos entonces el
subespacio U definido en el lema 2.31. Es claro que U contiene un eigenvector
de cada eigenvalor pero, como hemos visto, U = V debido a la irreducibilidad
de la representacion, el resultado se sigue de lo anterior. l

Se ha mostrado entonces que la base de hecho es B = {|A\,m)}. Llama-
remos j al maximo valor de m, asi el eigenvector de peso maximo serd | A, j ).

Lema 2.33 El eigenvalor de K* es j(j + 1), con j > 0.
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Demostracién: Dado el eigenvector | A, j), buscamos una expresién para
A, esto lo haremos resolviendo la ecuacién || Ky |),7) ||*= 0. Entonces®

| Ky [N 7)) IIP=(Xj| KoKy [A\ )

= (NG NG) = (N KGN G) — (N Ko A Jd)

=A—j*—j=0
A=j(j+1).
Consideremos ahora la traza del conmutador” [K,, K_] = 2K

Tr([Ky, K_]) = To(K, K_) — Tr(K_K,) =0

de modo que Tr(Ky) = 0. Cuando j < 0, dado que es el eigenvalor més alto
de Ky, todos los demas eigenvalores seran negativos, entonces la traza de K
seria estrictamente negativa lo cual es una contradiccién; como consecuencia
j>0.1

Entonces podemos escribir la ecuacién (2.14) como

E*|j.m) =j(j +1)]j,m). (2.16)

Lema 2.34 Sij(j+1) ym son eigenvalores asociados al eigenvector | j, m )
de K? y K, respectivamente, entonces —j < m < j.

Demostracion: Sabemos que
| K lgom) [P= 3G +1) =m(m+1) = (G +m+1)(j —m) >0

K- |jym) [P= (G + 1) +m(=m+1) = (j —m+1)(j +m) >0

y considerando el lema 2.33 (5 > 0), junto al hecho de que solamente existen
tres casos posibles para m, tenemos lo siguiente:

1. m = 0 evidentemente cumple —j < m < j.
2. m>0entonces j+m+1>0implicaj—m>0y —j <0<m< .

3. m < 0entonces j —m+1>0implicaj+m>0y —j<m<0<j5. 1

6Es facil ver que KKy = K? - K} F K,
"La traza de un conmutador siempre es cero cuando se trata de dimensiones finitas.
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Lema 2.35 Sea |j,m) eigenvector de K* y Ky con eigenvalores asociados
j(7 + 1) y m respectivamente, entonces

m==+j < Kil|jm)=0.

Demostracién: =) La norma al cuadrado de K4 |j,m) cuando m = +j
es

| Ky lj25) [P=40G+1)—4*—j=0.

<) Si K4 |j,m) = 0, entonces
(m] KeBy |jym) = (5 + 1) = m* Fm)(j,m|j,m)

=jU+DFmEm+1)=GFm)(jxtm+1)=0

Sij+m+1=0entonces j + 1 = Fm lo que contradice el lema 2.34; resta
entonces que 7 Fm = 0, por lo tanto m = +;5. B
El siguiente teorema nos indicard como obtener el espectro de K2 y K.

Teorema 2.36 Sean j(j + 1) y m los eigenvalores asociados al eigenvec-
tor | j,m) de los operadores K? y K, respectivamente. Entonces j es ce-
ro, semientero o entero. Dado j fijo, m solo puede tomar 25 + 1 wvalores:

_jv _]+17 cee .7_17 ]

Demostracién: A partir del lema 2.34 —j < m < j es claro que existe un
p > 0 entero tal que
j—1l<m+p<j. (2.17)

Consideremos ahora la sucesion de vectores

|jam>7 K+ |j7m>7 (K+)2 |jum>’ MR (K-l-)p |]7m> (2‘18)

los cuales seguin el lema 2.35 seran no nulos y junto con el lema 2.26 resultaran
ser eigenvectores (K, )" |j,m), conn € {0, 1, 2,... ,p} de K? y K con
eigenvalores j(j + 1) y m + n respectivamente, lo cual es ficil de ver usando
induccién. Supongamos ahora que el eigenvalor m+ p asociado al eigenvector
(K4+)? |j,m) es menor que j, es decir m+p < j. De acuerdo con el lema 2.26
K, (K.)P|j,m) serd eigenvector asociado al eigenvalor m + p + 1 pero de
acuerdo con (2.17) j < m+p+1 lo cual contradice el lema 2.34, por lo tanto
m+p = j, de tal forma que (K,)P |7, m) es el eigenvector (de eigenvalor mas
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alto) de K asociado al eigenvalor j y segin el lema 2.35 K (K, )P |j,m) es
nulo. Entonces hemos probado que existe p tal que

m+p=7j. (2.19)

De forma completamente andloga usando los mismos lemas encontraremos
q > 0 tal que
m—q=—j (2.20)

tomando esta vez —7 < m —q < —j + 1 y la sucesion
[gim ), K- [j,m), (K2)* [Gm), ... (K2 [j,m). (2:21)
Usando (2.19) y (2.20) obtenemos una expresién para j

ptq=2j

de modo que, o j es igual a un entero positivo dividido entre 2, o es cero. Los
vectores de las series (2.18) y (2.21) son eigenvectores de K? con eigenvalores
j(j + 1) y también son eigenvectores de K, con eigenvalores

_]a _j+17 _]+27 7]_27 ]_17]

que son precisamente 27 + 1 los tinicos valores que m puede tomar. B

Asi hemos visto que el espectro de estos operadores estda determinado
por el valor de 7, es decir, si j es semientero lo mismo sucederd con los
27 + 1 valores posibles de m; si j es entero también lo sera m. De esta forma
solamente es necesario conocer el valor de j para obtener inmediatamente el
espectro de K? v K.

Ahora nos disponemos a calcular los vectores K4 |j,m), donde |j,m) es
eigenvector de K? y K haciendo uso del lema 2.26:

K:I: |jam> = a:l:(jam) |j’mj: 1>7 a:t(jam) eC

calcularemos || K1 |j,m) ||?

<]7m’ K¥Kﬂ: |j7m> = <]7m:l: 1| a:I:(]7,'n)a:l:(jarn’) |j7m:|: 1>
= lax(j,m)[*(j,m £ 1|j,m £ 1) = |ax(j,m)|*

por otro lado

<]7m| K:FKi ‘j7m> = <]7m| (K2 _Kg:FKO) |jam>
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=0+ —mm D] (jm|jm)=7iG+1) —m(m=£1)

de modo que
lax (g, m)* = j(j +1) = m(m £ 1). (2:22)

Podemos elegir una base de eigenvectores en la cual los a (j, m) son nimeros
reales; calculando

(Jym+1| Ky |jm) = (jm+1[a(jm)[jm+1) =ai(j,m)
por otro lado
(Gm+ 1] Ky [g,m) = (K- [jm+ 1) jm) =a_(j,m+1)
asi obtenemos que a, (j,m) =a_(j,m + 1) y lo podemos reescribir como
a Gom) |07 = [a_(j,m + 1)~ UrD
donde a4 (7, m) son las fases (en el intervalo [0,27)) de a(j,m); entonces
ai(j,m)+a_(j,m+1)=0. (2.23)

Al multiplicar cada uno de los elementos de la base de eigenvectores | 7, m

)
por el factor e™*im no se alteraran los eigenvectores mas que en un cambio
de fase conservando asi las relaciones de ortonormalidad entre ellos

—WWjim

|j,m) e jom) =[j,m)’
<j7 ma Hja mg >/ - <.]7 m1| eiwj’mle_iwjmw ’.]7 m2>
— el(wj,ml 7ijm2)<j’ ml |j7 m2 > — 5m1’m2

entonces '
Ko |jm) =e ™ may(j,m)|j,m=E1)
= e "imlag(j,m)]e =0 | j,m £ 1)
el | CRl FATE S §)
— |a:|: (]’ m)|ei(ai(j»m)_wj,vrl+wj,M:tl) |]’ m+1 >’.

Buscamos entonces que el factor e*(@+@m)=wim+wims1) corresponda a un
namero real, es decir

a4 (]7 m) = Wjm — Wjm=*1 (224)
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segun el teorema 2.36 habra 25 + 1 fases w;,, por determinar en términos de
las a4 (j, m), sin embargo dada la ecuacién (2.23) bastara usar solamente las
a. (7, m); notemos que tanto oy (4,7) y a_(j, —j) debido a la ecuacién (2.22),
pueden tomar cualquier valor de modo que tenemos la libertad de ajustar

ay(j,7) = wj;

y el resto de las fases w;,, (m < j) las calculamos usando la ecuacion (2.24)
recursivamente, de modo que

J
Wjm = Za+(j, k).
k=m

Como |a(j,m)| € RT podemos escribir a partir de (2.22)

las(j,m)| =i +1) —m(m+£1)

escribiremos |a(j,m)| simplemente como a(j, m) entendiendo que hemos
tomado aquella base donde las fases de sus elementos han sido conveniente-
mente ajustadas. Obtendremos asi una ecuacién que nos describe explicita-
mente como operan K, y K_ sobre los eigenvectores de K? y K

Kiljm)=+jG+1) —m(m=1)|jm=*1). (2.25)

Ejemplo 2.37 Calcularemos los operadores Ky, Ky, Ko, K%, K. y K_ en su

forma matricial, en el caso en que j = % En este ejemplo, los unicos valores

permitidos para m resultan ser {-%, %} Tomaremos como base ordenada los
- 11 (171

eigenvectores e1 =|5,5) Y € =|5,—5 ). Entonces

1
K0€1 = 561

y resulta
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Loy e i (-tin)e =
2 2\ "2 er=e

entonces

01

k=(01).
1/1 1
Ke=y-(z+1)-=(z-1)es=
e \/2 <2‘|‘) 2(2 )62 €9

K_82:0

entonces

ko (00,

El resto K, Ky y K? los obtenemos despejando de las definiciones.

1 170 1
K1:§(K++K_>:—(1 O)

2
1 170 —i
3
K2:Kf+K§+K§:ZH2.

En el ejemplo anterior podemos ver que en el caso j = %, los operadores
Ky, Ky y Kj resultan ser una vez mas, las matrices de Pauli.

Ejemplo 2.38 Calcularemos los operadores K, Ko, Ky, K*, K. y K_ en
su forma matricial, en el caso en que j = 1. En este ejemplo, los unicos
valores permitidos para m resultan ser {-1, 0, 1}. Tomaremos como base
ordenada los eigenvectores ey =|1,1), eo =|1,0) y e3 =|1,—1). Entonces

K0€1 =€
K()eg =0
Koeg — —€3
entonces
1 0 O
Ky = 00 O
0 0 -1
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K+el — O
Kiey = \/561
K+€3 = \/562
entonces
01 0
K,=v2| 001
0 0 0

Recordemos ahora que K_ = Ki y resulta

o
N——— N———

00
K- =v2[ 100
010
Nuevamente usamos las definiciones

1 1 010
Klzé(KJr—kK_):— 1 01
2\ 0 10
K 1(K K_) ! O OZ O'
2:—_ +— _ = — 1 —1
2 V2 o i o

K? =K} + K; + K; = 2.

Notemos que el indice j ademéas de caracterizar el espectro de Ky, nos
dice también cual es la dimension del espacio de representacion de cada re-
presentacion irreducible. Se denotara entonces a la representacion irreducible
asociada a j como ;) cuyo espacio de representacion tiene dimension 25+ 1.

Teorema 2.39 (Clebsch-Gordan) Sean 1) y 1) representaciones irre-
ducibles de SU(2), entonces el producto directo ;) @ ) se puede descom-
poner como suma de representaciones irreducibles de SU(2) de la siguiente

manera
s+j

Yo O = P Yo

I=[s—jl

Demostracion: Una demostracion de este teorema se puede consultar en
el libro de Sakurai [7]. W
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2.2.3. Representacion ;) ® ¥y

Construiremos a continuacién una representacién de SU(2) por medio del
producto tensorial entre las representaciones 11y y 1(1/2), cuyos espacios de
representacion seran V' y W respectivamente de dimensiones 3 y 2 seguin el
teorema 2.36. Tomemos entonces 1 = 1(1) ® ¥(1/2), tal como hicimos en la
seccién 2.2.1, escribimos la expresién para la serie de Taylor de ¢¢1)(x) =

Yy (9(x)) ¥ de)(x) =Y/ (9(x)) alrededor de O

¢(1)(6) =13+ i5a9a —+ ..

P2)(6) =1 + 2'5(1% 4.

en donde 0, y o, son los generadores de cada representaciéon. Los generadores
0, va los conocemos del ejemplo 2.23 y de la seccién 1.3, mientras que los
generadores 6, han sido obtenidos por medio de una transformacién unitaria
de los generadores del ejemplo 2.38, 0, = TK, T~ donde

-1 0 1
T=—| — 0 —i
V2 0 vz o0

de tal manera que las representaciones son equivalentes. Hemos elegido es-

tos generadores porque es posible expresarlos componente a componente en
términos del simbolo de Levi-Civita

(Qa)bc - _ieabc (226)

cuyas formas explicitas son las siguientes

00 O

=1 0 0 —i
0 ¢ O

0 0 ¢

0y = 0 00
-2 0 0

0 —2 0

05 = i 0 O
0 0 0
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Notemos ademas que las matrices #, tienen las siguientes propiedades

[0a, (91)] = iﬁabcec (227)
0,6, = 2I5. (2.28)

Al hacer el producto ¢(1)(6) ® ¢(2)(d) esperamos encontrar una expresion
para los generadores de v en términos de los ya conocidos 0, y o,

$1)(8) @ ¢2)(8) = (I3 + i0ela + -+ ) <]I2 +i5b% e )

=H3®Hz+iéa0a®ﬂg+ﬂg®¢5b%+...

I[V®W+i5a <9a®]12+]13®%>—|—

entonces podemos identificar a los generadores de la representaicén ;) ®
Y(1/2) como

Ki=0,0L+L® % (2.29)

cuyas componentes podemos calcular usando la definicién 2.22 del producto
tensorial y la ecuacién (2.26)

(Kc>aa,b6 - (96)ab<ﬂ2)aﬁ + %(Hfi)ab(o-c)aﬁ

. 1
(Kc)aa,bﬁ = _Zeabc(saﬂ + ééab(ac>aﬁ‘ (230)

Sugerimos la convencién en donde las letras griegas toman los valores {1,2}
y las latinas {1, 2, 3}.
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Capitulo 3

Operador de Dirac sobre 52

Una buena parte de las teorias modernas en la fisica, incluyen elementos
de geometria diferencial, los cuales muchas veces un lector novel desconoce
o entiende parcialmente; por esta razén se incluye la siguiente secciéon como
preambulo. Brevemente mostramos como obtenemos la conexién de espin
sobre la esfera a partir de la cual se encuentran las ecuaciones que determinan
la funcién de onda y consecuentemente el operador de Dirac sobre una esfera.
En adelante usaremos las unidades naturales h = 1 y ¢ = 1; ademas la esfera
que consideramos es de radio igual a 1.

3.1. Conexion

Introducimos varias definiciones de la geometria diferencial para estable-
cer conceptos como campos vectoriales, derivada covariante, la conexion de
Levi-Civita y conexién de espin. Para el desarrollo de las dos primeras par-
tes nos hemos basado en [15], del cual hemos seleccionado cuidadosamente
los minimos conceptos necesarios. Un lector familiarizado con el tema bien
puede omitir las secciones 3.1.1 y 3.1.2, y partir de 3.2.2 donde establecemos
nuestra conexién de espin.

3.1.1. Conceptos basicos

Aunque nos limitemos a enunciar algunas definiciones, hacemos énfasis
en la consulta de libros como [15, 16, 17], tanto para aquellos conceptos que
requieren de una reflexién aparte, como de cualquier detalle técnico que haya

45
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sido omitido.

Definicién 3.1 Sean X, y X5 espacios topolégicos, se dice que una funcion
f: X1 — X5 es un homeomorfismo si f es continua y si su inversa f=! :
Xy — X también lo es.

Se dice que X1 y X5 son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre
ellos.

Definicién 3.2 M es una variedad diferenciable de dimension m si satis-
face las siguientes condiciones:

1. M es un espacio topologico.

2. M tiene asociada una familia de pares {(U;, ¢;) : i € I} tal que {U;} es
una cubierta abierta de M, U;U; = M; ¢; es un homeomorfismo entre
U; y un subcongunto abierto U] C R™.

3. SiU;NU; # 0, la funcion ¢;; = ¢; o gzﬁj_l que va de ¢;(U; NU;) a
¢i(U; NUj) es diferenciable.

En el caso en que las funciones v;; son de clase C", se dice que la variedad
es n-diferenciable y si son de clase C'™° entonces se trata de una variedad sua-
ve. Nosotros estaremos restringidos al caso C* y se debe asumir que nuestras
variedades son suaves. Como se verd a lo largo de estas secciones, algunas
definiciones estan concatenadas y la diferenciabilidad de un objeto depende
del orden de diferenciabilidad de la variedad. Varios autores se evitan estos
conflictos técnicos exigiendo que las variedades con las que trabajan sean
suaves y esta es una medida que adoptamos. La dimensién de una variedad
la denotamos con la misma letra que se asigna a la variedad, pero escrita
en minusculas, salvo en casos especiales donde se indicara explicitamente su
dimensién.

Podemos imaginar una variedad como un espacio topoldgico que en cada
punto es parecido a R™ (dentro de una vecindad, aunque globalmente podrian
ser muy diferentes). Para darnos una idea, usemos un ejemplo cotidiano:
nuestro planeta, que al situarnos sobre un punto en su superficie nos da la
impresién de que se trata més de un plano (R?), que de una esfera (5?). El
par (U;, ;) es llamado carta o mapa; y a la familia {(U;, ¢;) : i € I} se le
nombra atlas.
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Ejemplo 3.3 El subconjunto S? = {x € R?:|| x ||= 1} de R3, es un espacio
topoldgico con la topologia relativa inducida por la topologia usual de R3. Sea
Ur = {(z",2%2%) e R®: 2" > 0} y U, = {(z",2% 2%) € R®: 2 < 0}, con
i € {1,2,3}; el conjunto {UF : U* = UX N S?} es una cubierta abierta de
S?. Definimos las funciones gb;t : UZ-jE — R? como las proyecciones al plano
definido por x* = 0, por ejemplo, ¢7 (z*, 2%, 2%) = (22, 2%). Las funciones ¢7
son homeomorfismos entre Uii y el disco abierto de radio 1 centrado en el
origen. Entonces {(UF,¢7) : i € {1,2,3}} es un atlas de S*. Siempre que
Uz n UL # 0, las funciones formadas como ¢ o ((;Sf)_l son de clase C'*°,
e.g. para 3 < 0,

5 0 (1) 1 (2%,2%) = 5 ((¢]) ' (2%, 27))
= 5 (1= (%) = (a°))"?, 2%, 2?)
= (1= (%) = (2%)")"2,2%).

Es por esto que S? es una variedad suave.

El uso de cartas y atlas es importante cuando se introducen conceptos
en geometria diferencial, por ejemplo para definir la diferenciabilidad de una
funcién f sobre la variedad.

Definicién 3.4 Sean M y N wvariedades con cartas (U, ¢) y (V,1)) respec-
tivamente. Dada una funcion f : U C M — V C N, se dice que [ es
diferenciable si, al hacer uso de las funciones de coordenadas

o(p) = (z'(p), 2*(p),...,2™(p)) (p € M),

V() =W (), v*(f®), ..y (f(p)),

la funcion ¥ o fo ¢t : R™ — R™ es diferenciable con respecto a todas sus
entradas x®. Cuando v o f o ¢~ es de clase O entonces se dice que f es
suave; al conjunto de funciones suaves sobre M lo denotamos F(M).!

Los textos en inglés usan la palabra “map” o “mapping” como sinénimo de “function”;
a pesar de la equivalencia algunos autores acostumbran hacer una distincién entre ellas,
usando la segunda cuando el rango de la funcién es un campo, por ejemplo R. Es por
eso que el conjunto que denotamos como §F(M) aparecerd en la literatura refiriéndose a
funciones f : M — R concretamente y esta es la interpretaciéon que adoptamos.
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Se debe prestar atencién al uso de las funciones de coordenadas como
puente para estudiar las propiedades de las funciones sobre variedades, ya
que muchas veces se omite la presencia de dichas funciones (incluso se abusa
de la notacién) y es posible que un lector inexperto llegue a confundirse.
En el entorno de las variedades, muchos conceptos se introducen como una
extension o analogia de la geometria y andlisis en R”, e.g., el vector tangente
a una curva.

Definicién 3.5 Sea M una variedad diferenciable y ¢ una curva diferencia-
ble ¢ : R — M, tal que ¢(0) = p. Definimos entonces al vector tangente V' a
la curva ¢ en p como?

0

d a
Vel@@)| o

c(t)=p t=0

El espacio vectorial formado por los wvectores tangentes a la variedad M
en el punto p se le llama espacio tangente y lo denotamos como T, M. Los
vectores base de dicho espacio son e; = 9/0x!, también llamada base de coor-
denadas, de tal modo que dim(7, M) = dim(M).? Un vector de dicho espacio
V = V%9/0z", puede operar sobre una funcién f € F(M), tal operacién la
denotamos como? V[f] = VO f/dz".

Dado un espacio vectorial V' se puede definir el llamado espacio vectorial
dual, el cual denotamos como V* y cuyos elementos V* llamamos vectores
duales o covariantes®. El espacio V* tiene como base los vectores duales
{e!,e? ...,e"}, donde e!' = e}; cabe mencionar que en general V y V*
tienen la misma dimension. Los elementos del espacio dual V* se pueden
interpretar como funciones escalares lineales sobre el espacio V' y viceversa,
los elementos de V' son funciones escalares lineales sobre V*. La operacion
entre vectores de dichos espacios se puede definir a través del producto interno
(,):V*xV =R, de modo que

(e ep) = 6%, (3.1)

2Nétese las funciones de coordenadas ¢(c(t)) = (1 (c(t)), 22(c(t)),. .., 2™ (c(t))).

3M4s adelante se puede entrever la razén de estas afirmaciones. En [15] se habla del
isomorfismo entre los espacios R™ y T, M.

4Que en realidad se refiere a V[f] = V29(fo¢p~1)/dx. Es comtin omitir el sefialamiento
de que V[f] se evalia en un punto p € M, como se muestra en la definicién 3.5.

5En correspondencia, a los elementos de V se les llama vectores contravariantes.
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En el caso del espacio T, M, su dual es el llamado espacio cotangente T;M;
tomando en cuenta que los elementos de nuestra base de coordenadas tienen
la forma e, = 0/0x%, es conveniente expresar los elementos de la base dual
como e* = dz® en concordancia con (3.1). Frecuentemente a los elementos
de Ty M se les llama 1-formas, las cuales se expresan como una combinacién
lineal de diferenciales totales de funciones, en términos de la base escribimos
w* = w,dz®. A veces se omite el asterisco (*) para distinguir a los elementos
del dual y en cambio se adopta la convencién donde los indices abajo numeran
las componentes y los indices arriba los elementos de la base dual; al contrario
de los vectores contravariantes donde los indices abajo corresponden a la
base y los indices arriba a las componentes. La forma en que w € TyM y
V € T, M operan entre si la expresamos explicitamente como

0
(w, V) =V, <d:vb, %> = Vo’ = V.

De manera inmediata definimos un tensor de tipo (r, s), como una funcién
multilineal que toma r elementos de V* y s elementos de V', y nos regresa
un elemento del campo®

T S
TRV RV =R
Al conjunto de este tipo de tensores lo llamamos espacio tensorial de tipo
(r,s) y es denotado como T7, de esta manera Ty =V y T{ = V*. En parti-
cular cuando el espacio vectorial en cuestién V' es T, M, el espacio tensorial

de tipo (r,s) lo denotamos como 77 M, asi un elemento de este espacio lo
podemos escribir como

T = T‘”'“‘“bl._m% ®...® 88? ®da" @ ... ® da".
Definicién 3.6 Un campo vectorial X sobre una variedad M es una fun-
cion que asigna a cada punto de la variedad, un vector tangente X (p) € T, M.
SiV f € F(M), se cumple que X |[f] € F(M), entonces decimos que X es un
campo vectorial suave’. Al conjunto de campos vectoriales sobre la variedad
lo denotamos como X(M).

6El algebra de tensores y temas afines, se pueden consultar también en el libro de Wald
[18].
7Si X es suave, entonces sus componentes son funciones suaves sobre la variedad.
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Hablamos entonces de un campo tensorial suave de tipo (r,s) como una
funcién suave que asigna a cada punto p € M, un elemento de T ,M; al con-
junto de campos tensoriales tipo (r, s) lo denotamos ¥.(M). En particular
cuando se trata de n-formas escribimos Q"(M), que son los campos tenso-
riales de tipo (0,7), que ademds tienen la caracteristica que sus componentes
son totalmente antisimétricas.

El siguiente paso en este glosario es definir una herramienta que nos
permita aplicar las ideas del analisis a variedades diferenciables; la derivacion
de campos vectoriales es lo primero que tendriamos que considerar. En un
espacio como R"™ se define la derivada de un campo vectorial suave Y, en un
punto sobre una curva (suave) como la diferencia entre el campo vectorial
evaluado en dicho punto y otro sobre la curva, en el limite en que estos puntos
se acercan, es decir

Es de lo més elemental tomar la diferencia entre dos vectores en R™, pero
cuando intentamos llevar a cabo esta operacion sobre una variedad, nos da-
remos cuenta que los vectores definidos sobre puntos distintos pertenecen a
espacios ajenos y por lo tanto una operacion entre ellos como la diferencia,
no esta propiamente definida. El siguiente método nos permitirda hacer a un
lado el inconveniente anterior y nos dara una idea grafica de varios conceptos
que introduciremos.

Definicién 3.7 Sean M y N wariedades suaves, la funcién suave f : M —
N induce en cada punto p € M, una funcion f, : T,M — TN llamada
“pushforward™ vy definida V'V € T,M yV g € FN') por medio de

f«(V)lgl =Vligo fl. (3.2)

Sean f y g como en la definicién anterior, considere las cartas (U, ¢) y
(V,4) en M y N respectivamente, de modo que y = ¥(f(p)) y € = ¢(p).
Sean V. € T,M y f.(V) = W € Ty,N, entonces haciendo uso de las

funciones de coordenadas escribimos (3.2) como

FeW)lgov ™ (y)] =Vgo fop ()]

8Este nombre en inglés se usa de manera estdndar.
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usando que V' = V%9/0xz* y W = WF9/0y?, donde a € {1,2,...,m} y
g e€{l,2,...,n}, obtenemos

W2 (gou @) = VoD (go fog ()

oyP ox®
al elegir g = y”, tenemos go f o ¢~ !(x) = y°(x) y resulta
oyP
Wh=ye_—
Oxe
y cuando V' = 0/0x"
0 oy° 0
- (89:“) - Oz Oy’ (3.3)

Los coeficientes del lado derecho de la ecuacién (3.3) son las entradas de la
matriz jacobiana de la funcién ¢ o f o ¢~1L.

Definicién 3.8 Sea f: M — N una funcion suave y dim(M) < dim(N).
Decimos que f es una inmersion de M en N, si f, es inyectiva. Si ademds
f es inyectiva, se dice que f es un encajamiento y la imagen f(M) es una

subvariedad de N .

Pensemos en M como una subvariedad de R™ y observemos que un
subconjunto abierto de una variedad, es una subvariedad con la misma di-
mensién. Tomemos una carta (U, ¢) de M, donde® ¢(U) = U’ C R™; la
funcién inversa ¢! : U’ — R" cuya imagen es U, la vemos como un en-
cajamiento de U’ en R™ y lo escribimos en términos de las coordenadas
u = (u',u? ... ,u™) € U como ¢~ t(u) = (fH(u), f2(u),..., ["(u)). Seal®
ot TyR™ — T,M C T,R" el pushforward inducido por ¢!, entonces ha-
ciendo uso de la ecuacién (3.3) aplicada a la base {9/0u',d/0u?, ..., 0/0u™}
mediante ¢;', podemos expresar la base coordenada'' e,(p) de T,M en

términos de la base {9/dz',0/02%,...,0/02"} de T,R", es decir

e =0 (3) = (3) 5 (3.4

9Fl lector puede convencerse de que ¢ es un encajamiento, y por lo tanto U’ es una
subvariedad de R™.

1%Notemos que si U C My p € U, entonces se identifican T,U y T,M, de forma natural.
Similarmente sucede con Ty, U’ y Ty R™.

HEscribimos e, (p) para hacer énfasis en que e, son campos vectoriales, con los cuales
se escriben los elementos de Y € X(M), como Y = Ye,.
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Como ejemplo podemos considerar el caso que nos concierne, que es el de
la esfera S? encajada en R3. HacemosDado un atlas sobre la esfera, se pue-
de construir para cada p € S?, una base de T,5? identificando al espacio
tangente como un subespacio en T,R?.

Ejemplo 3.9 Para el caso de S?, recordemos el ejemplo 3.8 y tomemos la
carta (U, ¢7). Sea u € ¢ (UY"), entonces (7)1 (ul,u?) = ((1 — (u*)? —
(u?)?)Y2, ul, 2?) e identificamos f'(u) = (1 — (u')? — (u?)®)V2, f2(u) = u!
y f2(u) = u?, de la ecuacidn (3.4). Obtendremos entonces una base de T,S?

donde p = (1/+/2,0,—1//2)

0 0
lr) =g g

Ahora podemos trabajar con los vectores tangentes a la variedad apro-
vechando la estructura de R”. Sea Y un campo vectorial en R” y ¢(¢) una
curva suave en M, de modo que Y (t) = Y (c¢(t)) € R"; entonces calculamos
la derivada del campo vectorial a lo largo de la curva en la manera usual

dy dy”? o
dt  dt 028

Recordemos que nuestro interés es definir una derivada que opere sobre
los campos vectoriales de la variedad; por el momento, en el entorno de la
variedad sélo son pertinentes los vectores tangentes (definicién 3.6). En R™ los
elementos de un campo vectorial (general) sobre M, no son necesariamente
vectores tangentes a M. Por esta razén requerimos explicitamente que el
campo vectorial Y sea tangente a M, es decir Y (c(t)) € Tepy M. Aunque
este requisito no nos garantiza que Y’ sea tangente, podemos hacer uso de un
operador lineal 7t para proyectar Y’ y obtener un campo vectorial tangente

a M, es decir
. dY
dt

Definicién 3.10 La proyeccion m(dY /dt), serd nombrada como la deriva-
da covariante del campo vectorial Y tangente a M, a lo largo de c(t) y la
denotamos como DY /dt.

€ Tc(t)./\/l. (3.5)
e(t)
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Proposicién 3.11 Sean Y 1(t) y Y2(t) campos vectoriales tangentes y sua-
ves definidos sobre una curva en M y o(t) € F(M). Entonces la derivada
covariante a lo largo de la curva, tiene las siguientes propiedades:

D DY, DY,
1. —(Y Y, = )
Y1t Y ==+
D de DY,
2. — (oY) =—"1Y )
dtw 1) ! + ¢ q
Demostracion:
D B d B dY, dY,
- dY, . dY,\ DY, n DY,
n dt e ) dt dt
—7'((th1> +7T(g0 P ) = dtn(Yl)Jrgon( gy )
de DY,
=Y . i
YTy

Una vez que hemos conseguido construir una derivada, podemos hacer
un poco méas robusta nuestra definiciéon. Consideremos un campo vectorial
tangente a lo largo de una curva c(t) sobre M, escribimos entonces Y ()
en términos de la base de coordenadas Y (t) = Y%(t)e,(t) y calculamos su
derivada covariante segin (3.5)

DY d dy« de,
:71( (Y“ea)) :71( ea+Y“i) :

At dt dt dt
dy« .De,
= Tea + dt (36)

Para calcular la derivada covariante de e, hacemos uso de (3.4)"?

Deo _ (A (5 0 \\ _d (a57) (0
dt dt \ Oue 9xP —dt \ due 0P

12Recordemos que f? son las componentes del encajamiento de M en R™.
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du¢ 92 f8 0
= / s (3.7)
dt Jucour  \ 0zP
Debe notarse que 7(9/0x”) es un campo vectorial suave tangente a M y
por lo tanto, lo podemos expresar como una combinacion lineal de la base

coordenada 5
" (W) = A'y(wes

Para usar la expresiéon anterior en (3.7), es conveniente hacer la siguiente

definicion ) s
Ff
d — d
[ = 5o Al (3.8)
de modo que (3.7) se escribe como sigue
De du®
a — Fd
at  ar e
con la cual expresamos (3.6) como
DY /dve _,du.,
- = ( i + v ad Cd) €. (3.9)

Podemos hacer un poco mas flexible la expresién para la derivada cova-
riante (3.9), ya que unicamente esta definida a lo largo de una curva ¢(t) y nos
seria de gran ayuda extenderla a toda la variedad. Sea Y un campo vectorial
tangente a la variedad M, sea p un punto de la variedad que identificamos
mediante sus coordenadas locales ¢(p) = (u,u2, ..., ul"). Pensemos en una
curva que en t = ty pasa por p y en ese mismo punto, el vector tangente a la
curva es X (p) € T, M, es decir

lto) =p (%)

podemos hacer uso de las coordenadas locales y escribir ¢(¢) como u(t) =
(u(t),u?(t),...,u™(t)) con ug = u(ty) = ¢(p) y (du®/dt)|, = X*. Procede-

mos entonces a calcular
oy
.\ oub
0

avey | (de
e )|, \dt

= X (p);

to

= X(p)[Y“]

u(to)
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y a reescribir la ecuacién (3.9) evaluada en el punto p como

% = (X ()] + Y () XT*,,) €a(p). (3.10)

to

Es necesario observar que la derivada covariante de Y ha quedado definida
a través de un vector tangente, de modo que para cada vector de T, M se
puede asignar una derivada de Y segun (3.10), es decir una funcién que
toma X (p) — Vx(Y, en donde hemos introducido la notacién estdndar
VxpY = (DY /dt)]y,. La expresion en (3.10) se interpreta como la razén de
cambio del campo vectorial Y en p en la direccién de X (p), y cumple con la
siguiente.

Definicién 3.12 Una conexién afin es una funcion V : X(M) x X(M) —
X(M) tal queV fE€FM), X, Y, Z e XM) ywe QP(M); (X,Y) —

VxY cumple lo siguiente:
1. Vx(fY +Z) = X[f]Y + fVxY +VxZ.
2. VyxivZ = [VxZ +VvyZ.

Aunque no forma parte de la definicién, anadimos una propiedad més a la
lista, cuya relevancia se mostrara en breve

3. Vx (w,Y) = (Vxw,Y) + (w,VxY).

Veamos ahora como opera la conexién dados X,Y € X(M), calculamos
recurriendo a las propiedades de la definicion 3.12

VxY = Vxae, (Yle,) = X%,[Y')ey + XYV, €

y usando la ecuacién (3.10) podemos escribir la expansién de Ve, e, en térmi-
nos de la base
Vaeb = Veaeb = Fcabec (3.11)

donde los I'® , (definidos en (3.8)) son los coeficientes de la conezxion, también
llamados simbolos de Christoffel. Usando la expansién (3.11) podemos ver
que

VxY =X (e, Y] +YT",.) e

lo cual concuerda con la ecuacion (3.10). La expresién que hemos encontrado
es bastante 1til, ya que nos permite ver como es que la conexion puede operar
sobre todo tipo de tensores.
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Ejemplo 3.13 Calculemos los coeficientes de la conexion en el caso en que
operan sobre 1-formas, es decir V,da®. Segin la tercera propiedad de la co-

nexion 5 5 3
b 9\ _ b 9 b 9
V. <dx ’axc> <Vadx ’axc> + <dx ’vaﬁxc>

0 d \° 0
— (Ve d v b
= (Vada?)a <d$ ’ 8x0> + ( a@mc) <dx ’ (‘3xe>

= (vadxb)dédc + Feac(Sbe = (vddzb)c + Fbac

por otro lado

0 0 0 0
b _ b _ by _
Va <dx ’8x0> - Ox° <<dx ’8xc>) B 8x“(6 ) =0

de modo que

(Voda®), +T° . =0
. (Vada?), = —T?

Del ejemplo anterior es claro que si w € Q'(M) y X € X(M), entonces
V. da = —T°, dz° (3.12)

0w,
oz

Usando las ecuaciones (3.11) y (3.12), se puede generalizar la derivada co-
variante al caso en que opera sobre campos tensoriales de tipo (r,s). Para
ello se postula como propiedad adicional la regla de Leibniz para el producto
tensorial

Vxw= X" < — rcbawc) dz®.

Vx(T1®T3) =Vx(T))@Ty+T1 @ Vx(Ts). (3.13)

De forma andloga al ejemplo 3.13 se establece la conexién que opera sobre
elementos de T%(M). Como ejemplo mostramos el caso de tensores de tipo
(0,2), los cuales son de especial interés.

Ejemplo 3.14 A continuacion calculamos los coeficientes de la conexion pa-
ra 2-formas, el cual es directo a partir del resultado del ejemplo 3.13. Sea
w € TY(M), entonces

V,w = Va(wbcdxb ® dx®)
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= (Vowpe)da® @ dz® + wye(V,da®) @ dat 4 wpeda’ @ (V,da®)

(%)bc

— a—da:b ® da® + wpe(—T7,4)dz? @ dz® + wpeda’® @ (—T¢,, )dz*
xa
Owpe .
(VQW)[)C = 8;1 — wchdab — wbel“ ac

3.1.2. Levi-Civita

Definicién 3.15 Sea g € T9, se dice que g es una métrica riemanniana, si
en cada punto p € M yVvV V,V,Vy € T,M, g cumple con las siguientes
propiedades (para cada punto p en la variedad)

1. gp(Vl, V2> = gp(VQ, Vl)
2.g,(V.V)>0,(g,(V,V) =0V =0).

Cuando una variedad admite una métrica riemanniana, el par (M, g) es
llamado variedad riemanniana. Se dice que un campo vectorial Y se transpor-
ta paralelamente sobre una curva, si sobre dicha curva su derivada covariante
es cero, es decir VxY = 0, donde X es el campo vectorial tangente a la
curva. A través de la métrica se induce un producto interno en 7, M definido
para Vi, V, € T,M, como

gp(Vl, VQ) = V1 . VQ.

Una métrica es covariantemente constante si para cualquier par de vectores
X y Y, su producto interno se mantiene constante bajo transporte paralelo.

Sea g una métrica covariantemente constante y V' un vector tangente a la
curva sobre la que se transportan paralelamente X y Y. Entonces dado que el
producto interno es covariantemente constante, obtenemos Vyg(X,Y) =0
y por otro lado

Vyg(X,Y) =V (V.g)(X,Y) +g(V.X,Y) +9(X,V,Y)]
= Va[(vag)(Xv Y) + g(O’ Y) + g(X’ O)]
=VUV.9)(X,Y) = VXY (V.g)be

finalmente resulta que

VeXPY4(V,g)pe = 0.
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Al tomar en cuenta que la anterior es vélida para todos los vectores X, Y y
V', que cumplen las condiciones, concluimos que

(Vag)bc =0

segun el ejemplo 3.14, lo anterior se puede escribir como

89 be
ox®

— gacl % — Goel e = 0. (3.14)

Cuando una métrica satisface la ecuacion (3.14) se dice que la conexién
es compatible con la métrica o se le llama conexion métrica. Cuando ademas
el tensor de torsion definido como

a __ Ta a
Tbc_rbc_rcb

es nulo, la conexién lleva el nombre de conexion de Levi-Civita. Cuando en
una conexion el tensor de torsién es nulo, resulta 'Y, = I'*,;, es por esto que
también se le llama conexion simétrica.

Teorema 3.16 (fundamental de la geometria riemanniana.) En una
variedad riemanniana (M, g) eziste una conexion unica que es simétrica y
compatible con la métrica g. Dicha conexion es la de Levi-Civita.

Demostracién: La demostracion se puede consultar en el libro de Nakahara
[16], que es de donde se ha tomado el enunciado del teorema. B

3.2. Conexion de espin en la esfera

Basicamente lo que haremos a continuacién es buscar un objeto que re-
produce la nocién de la conexién de Levi-Civita, en el caso de la variedad S2.
También serd necesario tomar en cuenta que los objetos sobre los que opera
dicha conexién, estan dotados de un caracter geométrico propio de los espi-
nores. También haremos uso de la idea o método, en el que se construye la
derivada covariante como una proyeccién (sobre la variedad) de una derivada
total. En parte la intencion en esta seccion es, simplificar y poner en practica
estos conceptos, que inevitablemente estan contacto con el problema central.
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3.2.1. SU(2) y el momento angular

En mecanica cuantica se eligen los operadores de momento angular como
los generadores de rotaciones, es decir producen los operadores (denotados
como D(R)) que rotan los vectores estado de un sistema. Como Sakurai men-
ciona [7], las rotaciones afectan a los sistemas fisicos, y es de esperarse que
el ket asociado a un sistema rotado |8 )g, difiera del ket asociado al mismo
sistema sin rotacién'® | 3). Los operadores D(R) se caracterizan a través de
una rotacién general R en R3, dicha rotacién se puede determinar de varias
formas, como las rotaciones de Fuler, que son una sucesion de rotaciones
R(a, 8,7) = R.(7)R,(B)R.(«); también podemos denotar una rotacién con
un vector (unitario) que establece el eje de rotacién y el dngulo total del giro,
R(n,a). Notemos ademas que las rotaciones en R? son elementos del grupo
SO(3), el cual puede verse como una representacion (no fiel) de SU(2); vistos
como grupos de Lie, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2). Por lo anterior,
podemos elegir entre los grupos SU(2) y SO(3) para trabajar con rotaciones;
mas aun, se establece la equivalencia entre las relaciones de conmutacion, tan-
to de los operadores de momento angular, como de los generadores de SU(2)
(compare entre si las ecuaciones (1.33), (1.34) y (2.12)). Es en este punto
donde las representaciones de SU(2) encajan en la mecédnica cuantica, ya que
la teoria del momento angular se desarrolla a partir de las relaciones funda-
mentales de conmutacién, y todo lo que hemos desarrollado en el capitulo
anterior se puede implementar directamente en mecénica cuantica, basta con
hacer una interpretacién de las ecuaciones para adaptarlas al contexto fisico.

Establecemos entonces a los generadores del grupo, como los operadores
de momento angular .J,, que satisfacen en general

[Ja, Jb] = iheachc. (315)

A través de estos operadores se obtienen las rotaciones infinitesimales
. i .
D(n,éa)=1- EJ e (3.16)

comparando esta tltima con la ecuacién (2.6), podemos observar que hay
una diferencia en el signo del segundo término, esta diferencia se atribuye al
sentido en que se realiza la rotaciéon. Como puede apreciarse en las ecuaciones
(1.31) y (1.32), el factor h~! se anula con el factor /i de los operadores de

13E] operador D(R) conecta estos kets a través de |3)r = D(R) | B).
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momento angular'®. También escribimos la ecuacién correspondiente a la
(2.8) para operador de rotacion

D(n,a) =exp (—id - na). (3.17)

Los demés operadores (J?, J, y J_) se construyen en completa analogia y
todo el desarrollo con respecto a los eigenvectores y su espectro es inmediato.
Tendremos entonces que el eigenket comtn |j,m) de Jy y J?, cumple

JO |j7m> =m |j7m>

JE{dm) =G+ D) |im)
comparese con las ecuaciones (2.15) y (2.16).

Los operadores .J, pueden representar el momento angular orbital, el mo-
mento angular espinorial o una combinaciéon de ambos dada por un producto
tensorial. Las distintas contribuciones al momento angular de un sistema,
son anadidas a través del producto tensorial, e.g. un sistema que consta de
una particula con espin 1/2, en el que se toman en cuenta los grados de liber-
tad internos (momento angular espinorial) y los grados de libertad externos
(momento angular orbital), tendrda un momento angular total

JEE@Hs—i—Hg@S. (318)

que comunmente se escribe como J =L+ S.

Las representaciones 1; de SU(2) corresponden a sistemas de espin j.
Compare la ecuacién anterior con la (2.29), que por ejemplo, corresponde
al generador del producto de las representaciones con j = 1y j = 1/2.
Como ya se habia comentado en la seccién 1.2, una de las diferencias entre
el momento angular orbital y el momento angular espinorial, es que para el
primero sus representaciones estan determinadas por valores enteros de £ y
en el segundo se permiten ademas valores semienteros para s. Una distincion
mas se puede hacer al notar que, los operadores de momento angular orbital
se pueden representar en el espacio de posiciones {|x )}, cosa que es imposible
para el momento angular espinorial; por esta misma razon, los operadores de
momento angular orbital pueden tomar la forma de operadores diferenciales,
como se puede observar en la ecuacién (1.31). En el ejemplo que hemos dado

MEn adelante no aparecera puesto que tomamos h = 1.
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en (3.18), podemos tomar como base, el producto tensorial de la base {|x )}
y la de espin {|+),|—)}, como sigue

|z, £) =|x)® |L). (3.19)

En este mismo contexto, dado un estado arbitrario de la particula | §),
escribimos su funcién de onda como

(z, £[8) = V() (3.20)

que también escribimos en forma de columna (como acostumbramos de la

seccién 1.3)
U= ( &Eg ) . (3.21)

Decimos que W es un espinor, porque sus componentes W, y W_, se trans-
forman ante rotaciones segin la representacion j = 1/2. Una caracteristica
que los distingue de los vectores, es que ante una rotacion de 27, los vectores
no cambian, situaciéon que no sucede con los espinores, los cuales invierten
su signo. Esto se puede consultar en las ecuaciones (2.9) y (2.10).

Para un estudiante inexperto puede causar cierta confusién mencionar
que el operador de momento angular orbital se escribe en términos de la base
{]x )} (un espacio de representacién de dimensién infinita), cuando ya hemos
mencionado que podemos usar cualquier resultado del capitulo 2, que incluye
la técnica para encontrar la base de eigenkets {|j,m )}, donde el espacio de
representacion es de dimensién finita!®. En mecdnica cuantica frecuentemente
se recurre a distintas representaciones de un mismo operador, ya que pueden
verse reflejados aspectos diferentes en cada una de ellas; siempre se debe
poner atencién a este tipo de técnicas, porque se convierten en un recurso
estandar en muchas areas de la fisica tedrica. Quien ya esté familiarizado con
la literatura se preguntard ;por qué hemos hecho el abordaje de la teoria del
momento angular, de esta forma? En parte nuestra intencién es mostrarle al
lector, que dentro de una teoria, que acostumbra desprenderse de la intuicién,
es necesario ver un poco hacia el fondo y estudiar los andamios matematicos
que sustentan aquello, que a primera vista, puede parecer artificial o una
casualidad. Ademas ha sido necesario introducir la teoria de representaciones
por su papel central en el método de Cartan.

5En el apéndice B, se puede ver un ejemplo de esto que mencionamos.
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3.2.2. Conexion de espin en la esfera

En la seccion 3.1 describimos una forma para obtener la conexién a partir
de la proyeccion de la derivada total

V = Po.

Nosotros estamos interesados en particular, en la conexién de espin en la esfe-
ra; los teoremas de existencia y unicidad nos garantizan que nuestra busqueda
no sera en vano.

Recordemos que las derivadas estan relacionadas con la nociéon de cambios
infinitesimales, por ejemplo, en un espacio como R3, estos cambios estan
dados por traslaciones infinitesimales. Un cambio infinitesimal sobre puntos
de una esfera, esta dado por rotaciones infinitesimales. Al buscar la derivada
de un objeto como la funcién de onda de la ecuacién (3.21), es necesario notar
previamente las partes que la componen, ya que cada una de estas partes se
transformara (bajo rotaciones), segin la representacién que le corresponde.
Una de estas partes es la variable @', que esta asociada al espacio de posiciones
en el que se representa el momento angular orbital; la otra parte W, son
componentes de la funcién de onda, correspondientes a la parte del momento
angular espinorial.

Ejemplo 3.17 Veamos como los operadores L, producen rotaciones infini-
tesimales. Segiin (3.16), tenemos'®

D(n,da) =1 —i(0a) Lo =1 — i€gpe(d)  Xp P.

=T — ieqe(6)o P.X,

de modo que'”

D<ﬁ7 50{) |x7 Y, Z) = (I[ - i6abc(5a)aPCXb) |.§L’, Y, Z)

= (]I — ’Leabc((sa)apcxb> "TJ y? Z>

=T + €ap17p(00)a, Y + €ar2Tp(00) a, 2 + €ap3ty(0)q ).

161,05 operadores X, y P, cumplen con la siguiente [Xa, Py] = i0ap
"Hemos usado que el operador de traslaciones T'(6x) = I — iP - §z. Nétese que las
traslaciones son generadas por el operador de momento lineal, T'(dz) |z ) =|x + dz ).
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En particular, una rotacion infinitesimal alrededor del eje z ((da); = (dav)g =
0) se ve como

D(k,50) |,y, ) =|x — yda,y + xda, 2)

donde el ket restante es claramente el resultado de la transformacion debida
a una rotacion infinitesimal (positiva, levégira o activa) alrededor del eje z.

Nos interesa ver como se transforma la funcion de onda, ante rotaciones
infinitesimales en su argumento ¥(x) — ¥ ('), para averiguarlo observemos
lo siguiente, si W(x) = (x,y, 2|0 ), entonces

U(x') = (z,y, 2| (I —i€we(00) XpP.) | B)

= <l’,y,2|ﬁ> - iGabCQZb((SCk)a<$,y,Z‘ PC |ﬁ>
= (2,9, 2|8) — €apetn(60)a0c( .y, 2| B)
U(x') = W(x) — upetn(d) 0. ¥ (). (3.22)

La transformacién infinitesimal de las componentes de W esta dada por
la ecuacién (3.16) para el caso de espinores, es decir J = S

W (z) <112 - %(mdod) O(x).

Podemos ahora calcular el cambio total en el espinor W(x) debido a rotacio-
nes infinitesimales (despreciando los términos de orden cuadratico en d«)

_ (]12 . %mdad) (') — ()
= (Hg — 5(504(10'[1) (‘I’(d)) - Eabcxbéo‘aacql(m)) - \II(CC)
= \Il(zc) — %5Oéd0d‘11<33) - 6czbcxl)éOéaac\I’(a}) - ‘I’(ZB)

= —%(Mdad\P(w) — €abe 00, 0.V ()

AW (z) = —ida, (—z’eabcxbac + %) W (z). (3.23)
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Recordando la forma de lo operadores de momento angular orbital (1.31),
y el de espin (1.32), podemos comparar con (3.23) y darnos cuenta que efecti-
vamente, los operadores de la ecuacién (3.18) son los que generan los cambios
de nuestra funcién de onda, bajo rotaciones infinitesimales. Es decir, ya co-
nocemos la parte que corresponde a la derivada total (0 = £ + o/2), falta
ahora trabajar la proyeccién a la esfera (P).

Consideremos una esfera de radio 1 centrada en el origen, sobre algtin pun-
to x de la esfera tenemos un vector v apuntando en una direccién arbitraria,
queremos encontrar el operador que proyecta v a su componente tangencial
a la esfera v,. La componente tangencial la obtendremos restandole al vector
su parte radial v,

(U‘r)a = Vg — (Up)a (324)

la parte radial la obtenemos con el producto punto entre v y
v,=(x-v)x
asi podremos reescribir (3.24) como
(V7)o = Vg — (- V)Te = (Jap — TaZp)Vp = Paplp-

Donde Py = dap — x4y es el operador de proyeccion que buscamos;
para comprobar que efectivamente P es una proyeccion, veamos que satisface
PI="P

P?*v = P(Pv) = P(v — (z - v)x)

=v—(x-v)r—(rx-v)r+(zr v)(r )z
=v—(x-v)x ="Po.

La conexion que buscamos, serd entonces V = P(L+0o/2). Aprovechando
el siguiente resultado

ParLly = (0ap — 2oxp) Ly = Lo — a6 Ly

- Ea + iEbchIaZEbZEcad - Ea

podemos escribir la conexién de espin como V = L + Po /2, cuyas compo-
nentes estan dadas por

1
Va == ﬁa + §Pab0b- (325)
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3.3. Operador de Dirac en la esfera

3.3.1. Meétodo de Cartan

La forma en que actua la conexién V sobre la funcion de onda W, la
podemos expresar componente a componente

1
VU, =LV, + §Pab (03)° Wy (3.26)

recordemos que el subindice a € {1,2,3} y a € {4+, —} (0o a € 1,2 seguin con-
venga), como consecuencia el objeto V,¥,, consta de 6 componentes. La parte
V, se transforma de acuerdo a la representacién 1y, y ¥, segun 91 /2, por lo
tanto V,V, transforma bajo las reglas de la representacion 1) ® 1(1/2). Del
teorema de Clebsch-Gordan (2.39) sabemos que 1) @¥(1/2) = (172 @V (3/2),
donde es notable la presencia de la representacion 1)(;/9), la cual sabemos
esta asociada a los espinores. Nos interesa extraer estas componentes espi-
noriales de V,V,, v para lograrlo serd necesario construir un operador de
proyeccion sobre las representaciones, es decir IT : ¢y ® /2y = Y /2).18
Precisamente este es el método que usa Cartan en su libro ”"The theory of
spinors”[19], para construir el operador de Dirac de los espacios euclidiano
y de Minkowski. Una diferencia entre nuestro trabajo y el de Cartan, es que
él plantea los tensores en términos de polinomios. Calcula la derivada de un
espinor, que es un polinomio de dos variables, las cuales se transforman de
acuerdo a la representacién fundamental de SU(2) x SU(2) (o el grupo de Lo-
rentz) y lo descompone en representaciones irreducibles, finalmente proyecta
sobre la parte de espin 1/2 y obtiene la ecuacién de Dirac.

Para calcular dicho proyector, sera necesario calcular el operador de Casi-
mir (C) de la representacién ¢(1y @1 2y (lema 2.27), usando los generadores
descritos en la ecuacién (2.29)

2
C=KK, = (ea®]12+]13®%>

Ta 0q0q
_0a0a®ﬂz+2(0a®?>+ﬂg®7?

3
:2H3®H2+9a®0a+ﬂ3®1]12

18La parte que estamos eliminando Y (3/2), es la correspondiente al objeto del tipo Rarita-
Schwinger en la esfera.
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11
C= Z(H3®H2)+9a®0a
cuyas componentes estan dadas por

11

Caa;bﬁ = Zéabéaﬁ - ieabc(o-c)aﬂ (327)

De tal modo que C' se puede diagonalizar como

o OO O ok
o o o oo
o O onlro o
o onlmo oo
OhlwdD © O O
Bl O O O O O

En la forma matricial de C, es claro que los primeros 4 términos en la
diagonal, corresponden a la parte de la representacion ¢(3/2), que es la parte
que deseamos eliminar, pues recordemos que para j = 3/2, j(j + 1) = 15/4.

Entonces O 1
— = 1 11 15
M=—_49°%___ — —— I 0, “
I3 3((4 4)6* ®“)

1
:§(H6—9a®aa)

usando la expresién (3.27), vemos que sus componentes (en la base que dia-
gonaliza C') son

1 .
Haa;bﬁ = §(5ab5a,8 + Zeabc(o-c)ozﬁ)- (328)

Antes de aplicar el proyector IT a VW, introducimos la siguiente notacion
para auxiliarnos un poco en los calculos

1

(na)aﬁ = épab (O-b)a/g (329)

y reescribimos (3.26) como
Volo = LoWu + (17.7)a. (3.30)

Imponemos la condicién

V¥ =0 (3.31)
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que corresponde fisicamente a la ecuacion que describe un fermién libre sin
masa. En el caso general, la interpretacion de la ecuacién de Dirac en términos
de representaciones, consiste en imponer que la componente espinorial de VW
es proporcional a ¥, donde la constante de proporcionalidad es la masa del
fermion.

Hacemos los célculos de la ecuacién (3.31) por medio de sus componentes,
para ello haremos uso de las expresiones (3.28) y (3.31)

1 .
3 (Oabdap + i€are(0¢)as) (Lo Ws + (1yW)5) = 0
es decir
LV, + (ﬁa‘I’)a + ieabc(ac)ag [ﬁb\I’B + (T}(}I’)g] =0. (332)
De la expresién anterior resultaran 6 ecuaciones, calcularemos el caso en que
a=1lya=1
L1391 + (m¥)1 + i€1pe(0)15[Le Vs + (1) 6]

= L1Vy + (m¥)1 + i€123(03)18[L2Vs + (12W) ] + t€132(02)15[Ls Vs + (73%) ]
= L1V + (mP)1 +i(o3)11[LaW1 4 (12%)1] — i(02)12[L3V2 + (73W)2]
= LWy + (m¥)1 +i[L2W1 + (2®)1] — i(—1)[LsVs + (73 V)]
(L1 +3L2)Vy + [(m + im2)®]; — [L3Ws + (13¥)s] =0 (3.33)

para los casos con a = 2, « = 1y a = 3, a = 2 obtendremos ecuaciones
idénticas a la (3.33); algo parecido sucede con el resto de los casos a = 1,
a=2;a=2, a=2ya=3, a=1, producen la siguiente ecuacion

(L1 —iLl2)Wa + [(m — in2)Pla + [L3V) + (73W)1] = 0 (3.34)

de 6 ecuaciones, solo 2 son independientes, las demés resultan ser copias.
Como es costumbre, definimos las siguientes combinaciones de V,

Vi = Vl :|:ZV2

VQEV3

para poder reescribir las ecuaciones (3.33) y (3.34); respectivamente obten-
dremos las siguientes

V+\IJ1 - VO\DQ — 0 (335)
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V_U, + Vel = 0. (3.36)

Recordemos que el proyector Il nos dard como resultado un espinor, es por
eso que las ecuaciones (3.35) y (3.36), serdn las componentes de un espinor.
Podemos verificar lo anterior realizando una rotacién y comprobar que efec-
tivamente, se transforman como las componentes de espinores; ademds nos
ayudara a deducir cual ecuacion corresponde a cual componente. Tomemos
por simplicidad una rotacién infinitesimal por €, alrededor del eje z; denota-
mos por ¥ a la funcién de onda transformada, entonces

W= (i) ¥

- €
. \Ill — 25\111
Wy + £ W,
un vector se transforma como

wl = (]Ig - 2'690)3:

Tr1 — €T
= T2 + €x7
Zo
Entonces
Vi =V -V,
V4= Vs + €V,
Vf) =V
asi resulta
V'Jr = V’l + iV’2

= V1 — EVQ + Z(Vg + 6V1)
=V + 1V, +ie(Vy 4+ iVs)
V/_;'_ = VJr + /l'EV+

andlogamente

(V) =V_ —ieV_.

Procedemos a calcular como se transforma la ecuacion (3.35)

/ . L€ €
(Vo0 — Vo) = (V4 +ieV,) (xpl - ZE\I/1> ~ Y, (% + z§m2)
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— V., U, — VU, — igvm eV, T, — igvo%
L€ L€
= <V+\I/1 — VO\IJ2> + 'Z§V+\Ifl — ZéVO\IIQ

L€
= (V+\I/1 — vquQ) + ZQ(V+\I’1 — Vo@g)

el dltimo resultado nos indica que, la expresién (3.35) se transforma como
la segunda componente de un espinor, por lo tanto, la expresién (3.36) se
transforma como la primera componente de un espinor, es decir podemos
hacer la siguiente identificacion

V_¥y + VU, =9
V+\I’1 - VO\DQ - (I)Q

donde ®; y P, son componentes de un espinor tal que

DY = ( g; ) : (3.37)

Esta tltima es la ecuacion de Dirac que buscamos, esta escrita en términos
de un operador D, cuya expresién atin no conocemos y un espinor ® fijado
por consideraciones fisicas. Como ya mencionamos, en el caso de fermiones
con masa, serd ® = mW¥ donde m es la masa del fermién.

Antes de empezar a calcular las expresiones del operador de Dirac, de
manera auxiliar establecemos las siguientes definiciones

e =1 £ 7
y Mo = 73, los cuales calculamos explicitamente
1 1 1
Mo = 5Psa0a = (030 = 23%a)00 = (03 = 252404)

. 1 1 0 . T3 Try — iIQ
) 0 —1 3 T1 + 12 —Ig3
_li1- T3 —wor_
=5\ —xory —1+22
donde hemos aplicado la ya usual notaciéon o = x3 y v+ = 1 £ 1x9; de forma
similar obtenemos 7; y 79

mzﬂ(? é)-xl(ii j350)1
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B 1 -2y 1 —za_
2\ 1 -z, 1T

B 1 —ToTy —1 — ToX_
2\ 17— 2oy ToXo

finalmente calculamos n, y n_ = 771
1 —X1To — 1T2%p 1 —xz_ + (1 —ixgx_)
=5\ 11— Ty + (=1 —dxexy) T1To + 12T

1 —mowy 1+ a3 )
2\ —x%  zors

Ahora podemos calcular ®; y &,

Oy =L Vo + (n_)aV1 4+ (n-)22Vs + LoV1 + (1m0)11 V1 + (10)12V2

1
= E_\IJQ + ,C()\Ifl + 5 [((1 + Ig) + (1 - [L’S))‘Ijl + ((ZL’()(L’_) + (—JIQZE_))\IJQ]
(131 - [,_\I’Q + EO\Ifl + \Ifl

analogamente

Dy =LV + () 11W1 4+ (n4) 12V — LoWa — (10)21 V1 — (170)22P2

1
= £+\I/1 — ﬁoqu —+ 5 [((—ZE013+) — (—[E0I+))\I/1 + ((1 —+ ZES) — (—1 + JI%))\PQ}
Oy =L, V) — LUy + Uy
Volviendo a la ecuacion

LU+ Loy + 0y
@‘I, o ( £+\Ifl — £0‘1/2 + Wy )

(LWt LoV (W) _ (Lo L U, (W
a £+\I/1—£Q\IJQ \DQ o [,+ —,CQ \IJQ \I’Q
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po=|( 2 ) (W) 339
sr=(g %)

escribimos el operador de Dirac en términos de los operadores de momento
angular

dado que

P=0c-L+]1 (3.39)

nétese inmediatamente la semejanza que guarda con la ecuacién (1.35), lo
cual es una curiosidad. Asi la ecuacion de Dirac para fermiones con masa
queda como

(- L+D)¥ =mW.

Se puede comprobar consultando en la literatura [20], que nuestro resultado
que obtenemos es el correcto.



72

CAPITULO 3. OPERADOR DE DIRAC SOBRE S?



Capitulo 4

Conclusiones

Hemos logrado hacer una revisiéon de una buena variedad de conceptos,
tanto fisicos como matematicos. Presentamos una construccion estandar de
la ecuacién de Dirac en (3+1) dimensiones. Repasamos los fundamentos de la
teoria de grupos y de la teoria de representaciones, que sirvié de preambulo
para definir el grupo SU(2) y estudiar algunos de sus aspectos. Concreta-
mente las representaciones de SU(2) fue el problema que més trabajamos;
calculamos explicitamente las expresiones de los generadores de las repre-
sentaciones 1y y ¥(1/2). Hablamos de la relacion estrecha que existe entre
las representaciones de SU(2) y la formulacién del momento angular en la
mecanica cuantica.

También tuvimos la oportunidad de introducir algunas nociones de geo-
metria diferencial, entre las que destacamos la nocién de derivada covariante
y sobre todo, el método de obtenerla a partir de la proyeccién de la derivada
total. Construimos de esta forma la conexion de espin sobre la esfera, iden-
tificando primero a los operadores de momento angular de nuestro sistema
L+ S y luego construyendo el operador de proyeccion sobre la esfera P.

Al implementar el método de Cartan, los recursos previos de la teoria de
representaciones fueron necesarios para una rapida identificacion del opera-
dor de proyeccion II. Dicha identificacion se hizo observando que el objeto
VoWV, se transforma de acuerdo a la representacion 11y ® (1 /2). Recurriendo
al teorema de Clebsch-Gordan, descomponemos dicho producto de represen-
taciones en una suma t(1/2) @ Y(3/2), que es donde se observa la presencia
de la representacion de espin 1/2, que es la tinica que nos interesa preservar
al momento de usar la proyeccién II. Usando la descomposién espectral del
operador de Casimir de la representacién, es que obtuvimos la proyeccion.

73
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Imponiendo la condicién IIVW = 0, que corresponde al caso de una
particula sin masa, se obtuvieron dos ecuaciones que identificamos con las
componentes de un espinor, al observar como se transforman ante rotaciones.
Después de un poco de algebra identificamos el operador de Dirac y recor-
damos, que en el caso de un fermion con masa, el operador de Dirac cumple
(- L+DT =mW.

Una de las ventajas del método de Cartan, es que no es necesario introdu-
cir un atlas ni coordenadas locales, y los calculos usando las representaciones
son mas sencillos. Por ejemplo, se puede consultar el articulo de Abrikosov
[21] y comparar ambos métodos. En el mismo articulo se menciona que, entre
las aplicaciones de la ecuacion de Dirac en la esfera, se encuentran las rela-
cionadas a las sustancias llamadas fullerenos. Los fullerenos son moléculas
compuestas de atomos de carbono, que estan distribuidos en los vértices de
poliedros o sobre una estructura esferoidal. Entre los fullerenos mas abundan-
tes estan los llamados buckminsterfullerenos (o buckyball), que son moléculas
de Cgo v su forma se parece a una pelota de futbol. Los buckminsterfullerenos
son de especial interés por sus propiedades de superconductividad. En este
caso, la ecuacion de Dirac en la esfera sirve como un modelo tedrico, con el
cual podemos comparar, o aproximar, el comportamiento de los electrones
en este tipo de moléculas [22].

También incluimos un apéndice donde calculamos el espectro del opera-
dor de Dirac, apoyandonos en la teoria de representaciones; en el articulo
de Abrikosov también se encuentra el espectro y los eigenespinores, pero el
método que usa, a través de los polinomios de Jacobi, implica mas calculos,
he aqui otra ventaja de las representaciones.




Apéndice A
Grupos de Lie

Algunos conceptos a los que nos referimos en este apéndice se han incluido
en la seccion 3.1. Cualquier tema que pudiésemos presentar con respecto a
grupos de Lie o algebras de Lie, seria muy reducido, dado que el desarrollo
tedrico que envuelve a dichos grupos es tan extenso como sus aplicaciones.
Presentamos las definiciones necesarias del tema y proporcionamos un par
de ejemplos, ya que no pretendemos otra cosa méas que senalarle al lector la
existencia de dichos elementos.

Definicién A.1 Sea G una variedad diferenciable a la que se ha dotado con
una estructura de grupo (G,x*). Cuando la operacion * : (g1,g2) — g1 * g2
Junto con ~1 : g~ g7t resultan ser diferenciables, entonces se dice que G es
un grupo de Lie.

Ejemplo A.2 Los siguientes grupos son grupos de Lie: el grupo lineal ge-
neral GL(n,R), el grupo ortogonal O(n), el grupo lineal especial SL(n,R) y
el grupo ortogonal especial SO(n,R).

GL(n,R) = {A € M,(R) : det(A) # 0}, M,(R) es el conjunto de
matrices reales de n X n.

O(n) = {A € GL(n,R) : AAT =1,}, matrices ortogonales.

SL(n,R) = {A € GL(n,R) : det(A4) = 1}.

SO(n,R) = SL(n,R) N O(n).

5
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Cuando se trata con variable compleja, los siguientes son grupos de Lie:
el grupo lineal general complejo GL(n,C), el grupo unitario U(n), el grupo
lineal especial complejo SL(n,C) y el grupo unitario especial SU(n).

s GL(n,C) = {A € M,(C) : det(A) # 0}.

= U(n) = {A € GL(n,C) : AAT =1,,}.

« SL(n,C) = {A € GL(n,C) : det(A) = 1}.
« SU(n) = SL(n,C) N U(n).

Definicién A.3 Sea G un grupo de Lie y g, h € G. Le llamamos desplaza-
miento por la izquierda! por h a la funcién Ly : G — G, g — Lng = hg.

Es claro que los desplazamientos por la izquierda Ly, son funciones suaves
y por lo tanto inducen el pushforward Ly, : T,G — T3,G. Sea X € X(G),
cuando L. X|, = X|pg se dice que X es izquierdo-invariante. Al conjunto
de campos vectoriales izquierdo invariantes de G lo denotamos por g. Es facil
ver que g es un espacio vectorial y que ademaés es cerrado bajo el corchete de
Lie definido? para campos vectoriales como

(X, Y]f = X[Y[f]] - YX[/]

donde f € §(G). Consideremos una base de g, { X1, Xo,..., X ,}; dado que
[X ., Xp] es un elemento de g, se puede expandir en términos de la base:

[Xava] = fabCXc

donde los f,,© son las constantes de estructura del grupo de Lie G. El caso
en que el grupo de Lie consta de matrices, con la operacién de producto
de matrices, entonces el corchete de Lie pasa a ser el conmutador que ya
conocemos. Es un buen ejercicio revisar que las constantes de estructura
tienen las siguientes propiedades:

1. Antisimetria

fabc = _fbac

1El1 desplazamiento por la derecha se define de manera andloga.
2Dado que f«[X,Y] = [f. X, f.Y].




7

2. Identidad de Jacobi
fozbC ccle + fdaC cbe + fbclC cae =0

Definicién A.4 Se le llama algebra de Lie (del grupo de Lie G) al conjunto
g, junto con el corchete de Lie [, | : g x g — g.

Segun la literatura, para referirse al algebra de Lie de un grupo, se usan
los correspondientes caracteres géticos en minusculas. Por ejemplo el dlgebra
de Lie de SU(2) se escribe su(2).

Ejemplo A.5 Los siguientes son las dlgebras de Lie de los grupos del ejem-
plo A.2:

= gl(n,R) = M, (R).

= o(n) = {A € M,(R) : AT + A = 0}, matrices antisimétricas.
» sl(n,R) ={A4 € M,(R) : Tr(A) = 0}.

» 50(n) =o(n).

» gl(n,C) = M,(C).

= u(n) ={A4 € M,(C): AT + A = 0}, matrices antihermitianas.
» sl(n,C) ={A4 € M,(C) : Tr(A) = 0}.

» su(n) = sl(n,C) Nu(n).
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Apéndice B

Espectro del operador )

La funcién de onda de la ecuacion (3.21), se puede escribir usando la base
de eigenkets comunes de £2, L., Sy S., {|{,m)® | £)}, en lugar de la
de posiciones. La representacién correspondiente a £? es D% (), de modo
que al momento angular total J* le corresponde Do) @ Y2, la cual
podemos descomponer como suma de representaciones irreducibles, segun el
teorema de Clebsch-Gordan

EB¢(@) ® ¢(%) = @1/1(,5,%) EB@/J(H%). (B.1)
=1

Asi mismo, también podemos encontrar la expresién para la base de eigenkets
comunes de J?, J,, £? yv S?, denotados como | J,M); en términos de la
base {|{,m)® |+ )}. Los elementos de la matriz de cambio de base son los
coeficientes de Clebsch-Gordan, obtenemos entonces

|J,M)—— E C’l;]m”,la|£,m>®|1/2,a> (B.2)
772
m+oa=M

donde o € {1/2,—-1/2} (que es otra forma de escribir |£)).
Para calcular el espectro del operador [), seré necesario hacer la siguiente
descompocisién en términos de operadores de Casimir

B B o\?2 5 1
JD_(U-£+I[)—<£+2> [,—1—4
1
72 p2 L
=J £+4.
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Usando la base {|J, M )} podemos calcular el espectro, para ello es ne-
cesario observar la descomposicién (B.1), y notar que los valores que puede
tomar J son {¢ + 1/2;¢ > 0} y {¢ —1/2;¢ > 1}. Obtenemos entonces la
siguiente ecuacion para los eigenvalores

A:J(J+1)—e(e+1)+i (B.3)

Sustituyendo los valores de J en la ecuacién (B.3) encontraremos el espectro.
Para J =(+1/2, con ¢ > 0, vemos que A € {1,23,...}; mientras que para
J=0¢—-1/2 con ¢ > 1, resulta A € {—1,—-2,-3,...}. Es decir el espectro
del operador de Dirac en la esfera, es {£¢;¢ € N\ {0}}. La degeneracién del
eigenvalor A es 2|Al.

También podemos encontrar los eigenespinores a partir de la ecuacién
(B.2), notando primero que (x |¢,m) = Y;"(x) son los armdnicos esféricos
(x-x = 1); esto se puede consultar en [7], basta observar que el operador £2
corresponde a la parte angular del operador laplaciano. La funcién de onda
de un eigenket |J, M) se escribe como

V= (x| M)y= > CZ%%,QY£($)®|:I:>.

m+a=M
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