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RESUMEN

En este trabajo se encuentran expresiones aproximadas Z(k,n) y g(k, n) para la parte
real e imaginara del kth cero z; = xy + iy, del polinomio de Bessel y,,(x). Para obtener
estas férmulas, usamos el hecho de que los puntos de ciertas curvas bien definidas en el
plano complejo son puntos limite de los ceros de los polinomios normalizados de Bessel.
Asi, estos ceros se calculan primero numéricamente a través de una implementacién de
las férmulas electrostéticas para estos ceros y después se usa un ajuste para obtener la
forma funcional de la parte real y de la imaginaria de cada cero como funcién de k y
n. Se muestra que el nimero complejo Z(k,n) + ig(k,n) que resulta converge a z con
el orden O(1/n?) para k fijo.

Palabras clave: Matrices de diferenciaciéon, Problemas diferenciales discretos,

Ceros de los polinomios de Bessel, Féormulas cerradas aproximadas.
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ABSTRACT

We find approximate expressions Z(k,n) and g(k, n) for the real and imaginary parts
of the k' zero 2, = x), + iy of the Bessel polynomial 3, (z). To obtain these closed-
form formulas we use the fact that the points of well-defined curves in the complex
plane are limit points of the zeros of the normalized Bessel polynomials. Thus, these
zeros are first computed numerically through an implementation of the electrostatic
interpretation formulas and then, a fit to the real and imaginary parts as functions of
k and n is obtained. It is shown that the resulting complex number Z(k,n) + ig(k, n)
is O(1/n?)-convergent to z;, for fixed k.

Keywords: Diferentiation matrices, Discrete differential problems, Zeros of the

Bessel Polynomials, Approximate Closed-Form Formulas.



Dedicatoria

A mi Dios y Salvador Jesucristo

A mis Padres

A mis hermanos y amigos

iii



v

Agradecimientos

A mi tnico y mejor amigo Jesus.
Gracias por estar siempre a mi lado para guiarme y sostenerme;
por darme dnimos y fuerzas en los momentos més dificiles.
Gracias por el Don maravilloso de tu Amor,

por mostrarme que T eres el camino, la verdad y la vida.

Porque sé que agradeciéndote a Ti estoy dando gracias a todas
y cada una de las personas que de algin modo contribuyeron
para que pudiera concluir esta etapa de mi vida, sin excluir a nadie;

pues en Ti somos y existimos.

Gracias por todo Senor, Bendito y Alabado seas ahora y siempre.

Contigo Todo, Sin Ti nada.

Gracias mi amada Madre Marfa Santisima por pedir a Jests por mi.

Amén.



Indice general

1.

9.

Introduccion
Interpolacién Lagrangiana

Matrices de Diferenciacion en la Recta Real
3.1. Estructura de las Matrices de Diferenciacién Algebraicas

3.2. Ejemplos

Matrices de Diferenciacion en el Plano Complejo
4.1. Estructura de las Matrices de Diferenciacion Complejas
4.2. Ejemplos

4.3. Discretizacion

Criterios de Seleccién de Nodos
5.1. Caso de Una Variable Real
5.2. Caso Complejo

5.3. Funcion Gamma para Los Polinomios de Bessel

Ceros de los polinomios de Bessel
6.1. Célculo de la raiz inicial zg

6.2. Gréficos y Tablas de los Ceros de Bessel

Obtencién numérica de los polinomios de Bessel

7.1. Descripcién del Problema de Eigenvalores asociado a los Polinomios de Bessel

7.2. Solucién de casos particulares

Generalizacién del Problema Diferencial de Bessel
8.1. Método alternativo a Runge-Kutta-Fehlberg
8.2. Ejemplos de Aplicacion

Conclusiones

10. Apéndice 1

11. Apéndice 2

Bibliografia

13
13
14
15

16
16
17
20

22
22
27

33
33
35

38
38
41

48
49
26
o8



1. Introducion

Los primeros polinomios de Bessel fueron estudiados alrededor de 1931 (ver referen-
cia [1]), aunque fueron mencionados antes por otros autores (consultar [2] y [3]), quienes
mostraron una féormula que conecta los polinomios de Bessel con las funciones de Bessel.
Suficiente literatura acumulada en el tema en los tltimos 40 anos hace de los polinomios
de Bessel una sub-area respetable de las funciones especiales. El interés en su estudio
ha ido creciendo por sus muchas aplicaciones; tales polinomios aparecen de manera sor-
prendente en diversos campos: teorfa de nimeros (la trascendencia de e”, r racional),
ecuaciones diferenciales parciales, dlgebra y estadistica (la divisibilidad de la distribucién
T-Student).

Los polinomios de Bessel también ocurren en forma natural en la teoria de ondas esféricas
viajeras (consultar apéndice 2 en la seccién 11) y estan relacionados con las funciones
esféricas de Morse y Schelkunoff.

Algunos autores han tratado las propiedades asintéticas, y también se han establecido
conexiones entre los polinomios de Bessel y aproximantes de Padé para la funcion expo-
nencial, estas conexiones son importantes por sus aplicaciones en Analisis numérico. Su
estudio ha conducido a afrontar preguntas de condicién y estabilidad relacionadas con
problemas de andlisis numérico béasico como el calculo de los eigenvalores de matrices de
Jacobi o la solucién de ecuaciones algebraicas.

Los polinomios generalizados de Bessel y,(z, a, b) estan definidos por

Yn(z,a,0) = :ZO (Z) n+k+a-— 2)%](;)1@,

donde (z)% :=1, ()™ := z(2 —1)--- (x — k+1) para ke N*. Tales polinomios satisfacen
la ecuacion diferencial

2y 4+ (az+ by —nn+a—1)y =0,

donde ne N7, aeC' y beC\0. Tomando a = b = 2 en las dos expresiones anteriores, lleva
al caso particular de los polinomios de Bessel ordinarios.

Uno de los aspectos més intrigantes de los Polinomios de Bessel, es la localizacion de
sus ceros en el plano complejo. Hasta ahora se conoce lo siguiente:

1. Los ceros de y,(z,a) son simples;
2. Ningun cero de y,, es un cero de y,.1,
3. Para a > 2 los ceros estan estrictamente en la mitad izquierda del plano complejo.

El limite més reciente de su modulo es: para Rea > 1 — n, los ceros se encuentran dentro
de la cardiode r = (1 — cosf)/(n + a — 1) y fuera del circulo r = [n(n +a — 1)] 7, (ver

[4])-



El problema computacional de aproximar los ceros de los polinomios generalizados de
Bessel es dificil y sélo un algoritmo estable da una solucién correcta. Varios métodos y
sus respectivos algoritmos son aplicados al problema, (consultar [5]).

El propédsito fundamental de este trabajo fue construir las matrices de diferenciacién
asociadas a la interpolacion Lagrangiana, comunmente conocidas como matrices de difer-
enciacion algebraicas, obteniendo asi una representacion matricial finita del operdor difer-
encial d/dz construida a partir de N nimeros, llamados nodos, seleccionados en base a
una condicién; lo cual posteriormente nos seria de utilidad para abordar ciertos prob-
lemas diferenciales como problemas disctretos con representaciéon matricial, donde los
coeficientes de la ecuacion diferencial juegan la parte principal. Por este motivo, en la
seccion 2 se presenta una sintesis que expone la Interpolacion Lagrangiana.

En la seccién 3 se profundiza en lo que son las matrices de diferenciacion y sus aplica-
ciones. Ademéas de proporcionar el algoritmo para construir matrices de diferenciacién
algebraicas.

En la seccion 4 se muestra la estructura de tales matrices en el plano complejo, las
cuales fueron aplicadas al caso particular de discretizacién de la ecuacion diferencial aso-
ciada a los polinomios de Bessel. Mientras que en la seccién 5 se establecen condiciones
para seleccionar los nodos, las cuales serian de utilidad para abordar en el capitulo 6, el
calculo de los ceros o raices de tales polinomios e investigar la localizacion de los mismos
en el plano complejo. Para esto fue necesario el desarrollo de un algoritmo numérico que
se presenta en el apéndice. En la seccién 7 se obtienen en forma ntimerica los polinomios
de Bessel, mediante la solucion del problema de valores propios determinado a través de
la discretizacién de la ecuacién diferencial que éstos satisfacen.

En la seccién 8, se presenta el problema generalizado de Bessel, el cual consiste en
aproximar la soluciéon de un problema diferencial de segundo orden en el plano complejo
mediante el uso de valores propios A # n(n + 1), en el problema diferencial de Bessel
ordinario. En la seccién 9, se muestran las conclusiones mas relevantes de este trabajo.
Mientras que en las secciones 10 y 11 se proporciona un apéndice que consta de dos
partes; en el apéndice 1 se incluyeron los cédigos numéricos més importantes elaborados
en Mathematica que permitieron efectuar los célculos. Finalmente, en el apéndice 2 se
expone en forma breve la forma en que surgen los polinomios de Bessel en el campo de
ondas esféricas viajeras, esto, a modo de aplicacion.



2. Interpolacion Lagrangiana

Esta es una breve introduccién a la Teorfa de la Interpolacién Lagrangiana (o alge-
braica). Se estableceran los conceptos basicos que nos permitirdn tener una mejor com-
prension del método de interpolacién de Lagrange.

Una de las mas ttiles clases de funciones reales de variable real es la de los polinomios
algebraicos, i.e, el conjunto de funciones de la forma P, (z) = a,2™ + - - - + a1z + ag, donde
n es un entero no negativo y ag, - - -, a, son constantes reales. Una razén primordial de
su importancia es que aproximan uniformemente funciones continuas; esto es, dada una
funcién definida y continua en un intervalo cerrado, existe un polinomio que esta tan
“cerca’ de la funcién dada como se desee. El siguiente teorema expresa este resultado.

Teorema de Aproximacion de Weierstrass.

Si f esta definida y es continua en [a,b], dado € > 0, existe un polinomio P, definido
en [a, b] con la propiedad de que |f(z) — P(x)| < € para toda ze[a, b].

La demostracién de este teorema puede consultarse en [6].

Ademads de aproximar funciones, los polinomios también son 1tiles para interpolar
datos que bien pueden ser experimentales, por ejemplo, supongamos que se nos dan N
puntos (z1,y1), (z2,92), -, (xn,yn) donde los z; son distintos y satisfacen

T < Ty < Ty < TN.

Nuestro objetivo es encontrar una curva polinomial que pase a través de los puntos dados

(xi,y:), i=1,2,--- N. Es decir, necesitamos encontrar un polinomio P(z) tal que
P(z;) = yi, para i=1,2,---,N. (1)
Los puntos z; son llamados nodos. Dados los datos, (x1,41), (z2,y2), - -, (xn, yn), nuestro

problema consiste en encontrar un polinomio
Py_q(z) = any1 2V 4+ a0x® + arx + ao, (2)

que interpole los datos dados.



Gréficamente tenemos lo siguiente:

»
>

% 1 1 % > X
X X2 X3 XN
Figura 1: Interpolacion de Lagrange.
Aplicando la condicién (1) obtenemos el sistema:
N-1 2 _
anN—1xy "+ - Hdaxr] +ar1r + ag = Y,
an—12y ' e FasT) + a1ms + ag = v,
N-1 2 _
AN-1T N + - +CL2£IZ’N+CL1.I'N+CL0—Z/N.

Este es un sistema de N ecuaciones lineales con N incognitas ag, aq,
matricial el sistema es

Va=Y donde V =|[z]],
para =12--- N y 57=0,1,2--- N —1.

a = [@07611,@2"'7611\771]2 Y = [?/1,3/27"',?/N]t-

La matriz V es conocida como la matriz de Vandermonde.

<++,an_1. En forma

(4)

Dados N puntos distintos xq, s, -+, x5 v IN valores reales arbitrarios vy, yo, - - -, yn, hay
un tnico polinomio de grado < N—1 que interpola los puntos (x1,41), (2, y2), -+, (N, Yn)-

Es facil mostrar que el determinante de la matrix V en (4) es
N
detV = [[(zi — ;).
i>j

El cual es distinto de 0 puesto que x; # z; (ver referencia [7]).

()

Por lo tanto hay una tnica soluciéon para las a;, es decir hay un tnico polinomio de

interpolacion de grado < N — 1.



3. Matrices de Diferenciacion en la Recta Real

Como se mostrard en el presente capitulo, la derivada de una funcién f(z) (continua y
diferenciable) se puede obtener de forma exacta o aproximada por medio de un operador
diferencial matricial PDP~!, construido a partir de N puntos distintos arbitrarios x;
llamados nodos.

Una Matriz de Diferenciacién es aquella que, aplicada a un vector de R™ (o C™) cuyas
entradas estan determinadas por la discretizacién de una funcién, o estd producido por
cierta aplicacién que nos mapea un elemento de un espacio determinado a R™ (o bien
C") de forma continua y lineal; produce un nuevo vector, el cual es la derivada o una
aproximacion a ésta, de la funcién discretizada o del elemento mapeado. La construccién
de tales matrices serd tratada posteriormente.

Las matrices de diferenciacion son utiles para obtener derivadas de funciones racionales
complejas y pueden ser usadas para obtener soluciones numéricas de algunos problemas
diferenciales singulares definidos en el dominio complejo. De ahi su potencial y la impor-
tancia de su estudio. La clase de funciones que define el dominio del operador diferencial
determina el tipo de matriz de diferenciacion a utilizar. Existen métodos basados en la
discretizacion del problema diferencial mediante el uso de matrices de diferenciacion que
son proyecciones de la derivada en espacios de polinomios algebraicos o trigonométricos.

Las matrices de diferenciacién surgen de manera natural en el contexto de interpolacién
de funciones. Tales matrices dan valores exactos para la derivada de funciones polinomiales
en los puntos seleccionados como nodos; siempre y cuando estos excedan en ntimero al
grado del polinomio. De modo que una Matriz de Diferenciaciéon obtenida en base a
la interpolacién de funciones nos proporcionard la derivada de polinomios algebraicos
asi como la derivada de funciones aproximables a este tipo de polinomios.

Existen varios tipos de Matrices de Diferenciacién, pues se pueden construir para
distintos tipos de funciones. El caso algebraico es solo un caso particular. La clasificacién
depende de la interpolacién que aproxima a la funcion.



3.1. Estructura de Las Matrices de Diferenciaciéon Algebraicas.

Haciendo uso de polinomios algebraicos podemos obtener lo que se conoce como Ma-
trices de Diferenciacion Algebraicas. El método que a continuacion se presenta, puede ser
usado también con otros tipos de polinomios para encontrar otros tipos de Matrices de
Diferenciacion, y de este modo conseguir una matriz que interpola a la derivada de la
funcién de interés, en tal caso el tipo de polinomio empleado depende de las propiedades
que posea esta funcion.

Para obtener la Matriz de Diferenciacion algebraica usemos el polinomio de interpolacién
de Lagrange que tiene la forma:

N

: M > filj(@), (6)

= (5 — 1) =

donde hemos definido f; = f(z;); [j(z) = M de tal forma que

Hk;ﬁ]'(xj zk)’
d > d
Lina@) = fr i) )
j=1
O bien,
y Ny N d [ iz — ap) )
da, _ | l _ a j 8
y N 1(2:) } jzlf]dat[]<x)] Z jz:;f]dx (Hk#(xj :ck) " ( )
Sea
N
P(z) = [T (x = @),
k=1
entonces

k=1
k#j
Por otro lado, nétese que
Hk;éz’,j(xi — Iy) _ Hk;éz‘(xi — zy,) 1 _ P'(x;) 1 (9)
Wewi(ws —an)  hgy(@y — @) (0 —x5)  Play) (@ — ;)

Volvamos ahora nuevamente con la ecuacién (8),




si hacemos la derivada, evaluamos en x; y usamos la ecuacion (9), podemos separar de la
suma el término i-ésimo; obteniendo la siguiente expresion:

fid

k#i

1
T; — Tk P’

1 1
P'(x;) — fi.
; v —a; P'(x;)"

Factorizando P’(z;) se tiene:

P'(z) [fi (Z z i xk) P,(lxi) + Z xii%p{;j)

k#1 VE

Podemos observar que esta ecuacién tiene la forma de una multiplicacién matriz-vector,
de tal modo que podemos reescribirla como

( ) fz (xl +]§ l]f] P/( )
para llegar a
d N D, =
%LN—I( N - Pl xz z:: ]P, ) = Pl(xi)[Df/Pl]w (10)

donde D es la matriz cuyas componentes son

Hemos visto que si f es un polinomio de grado N —1, el polinomio interpolante de Lagrange
Lx_1(x) coincide con f, asi que (10) se escribe como

— N P
f,(%’) = Pl(xz')(Df/P )i = P'(x) ;Dikp,(xk)fka
O bien,
) = 3 (P D = (PDP™!
que en forma compacta puede escribirse como
f'=(PDPY, (11)

donde P es la matriz diagonal compuesta por los elementos P; = P/(x;) y P~! es la matriz
inversa definida por los elementos P ' = 1/Py(z}).

8



Definiendo la matriz D = PDP~!, y por tanto Dj, = IDjﬁjkPl;l; la ecuacién (11)

puede escribirse simplemente como
f'=Df.

La multiplicacién de la matriz D por un vector funciéon genera la derivada. Asi, cada
vez que este resultado se vuelve a multiplicar por la matriz D se obtienen las derivadas
subsecuentes, ya que la derivada de un polinomio de grado N — 1 es otro polinomio de
grado menor. De este modo podemos decir que D funciona como la primera derivada, D?
es la matriz para obtener la segunda derivada y de la misma manera para obtener las
derivadas de orden superior. Asi, puesto que la matriz D es de diferenciacion

Dz* = k2*!,  donde k=0,1...N.

A continuacién se presenta un ejemplo en el que se muestra una matriz de diferenciacion
construida en base al método ya expuesto; asi como la forma en que ésta actia sobre un
polinomio y una funcién distinta de un polinomio.

El error asociado a cada caso se midié en base a la siguiente definicién:

Si p* es una aproximacion de p, el error absoluto esta dado por
E, = |p - p*’

y el error relativo se define como

siempre y cuando p # 0.

3.2. Ejemplos.

Caso 1. Matriz de Diferenciacion actuando sobre una funcion polinomial.

Sea,
f(z) =2 — 22+ 3,

y por tanto
f'(x) =2z — 2.

Consideremos los nodos: z1 =1, x5 = 2 y x3 = 3. Entonces

f(z1) =2, f(z2) =3y f(x3) =6.
fllz) =0, fl(z2) =2y f'(a3) = 4.

9



De modo que

9 0
=13 v f=1]2
6 4

La matriz D de diferenciacion resultante para este caso fue:

—-3/2 2 —1/2

D=|-1/2 0 1/2
1/2 -2 3)/2
Asi que
-3/2 2 —1/2 2 0
-1/2 0 1/2 31=|2
/2 -2 3/2 6 4

En este caso

en otras palabras

Df =f.
De aqui se puede ver que para un polinomio la Matriz de Diferenciacién da el valor exacto
para la derivada.

Caso 2. Matriz de Diferenciacion actuando sobre una funcion no polinomial.

Ahora consideremos una funcién distinta a un polinomio. Tomando nuevamente como
nodos los puntos: 7 =1, o = 2 y x3 = 3. Enseguida se muestran las funciones f(z) y
f'(x), asi como sus respectivas evaluaciones en tales puntos.

Sea

Mientras que
1

x?’

f'x) =
Las evaluaciones de tales funciones en los puntos ya mencionados son

f(ﬁl) =1, f(952) = 1/2 y f($3) = 1/3~
(@) = =1, f'(z2) = —1/4y f'(z3) = —1/9.

La Matriz de Diferenciacién es exactamente la misma que se obtuvo para el caso anterior,
pues se construye haciendo uso de los mismos nodos. Tenemos entonces lo siguiente:

—3/2 2 —1/2\/ 1 —2/3
~1/2 0 12 ||1/2|=]| -1/3
1/2 -2 3/2 J\1/3 0

10



Claramente Df # f’. El error obtenido para este caso fue:

E, =0.361, mientras FE, = 0.348.

Tomando en cuenta que la funcién f(z) = 1/x es divergente podemos considerar que este
es un buen resultado y por tanto Df ~ f’, aun cuando el error sea del orden de décimas.

Con el fin de generalizar la forma en que una matriz de diferenciacion actiia sobre una

funcién de tipo polinomial, observemos lo siguiente:

Sea f(x) = ¥ de tal forma que f’(z) = kaz*~!. Puesto que

f(x1) f(z1)
f(z2) f(z2)

D = ,
flzn) f'(zn)
entonces

x'f xlf_l
k k—1

T T

D| P |=k|""
:B’fv xlf\fl

Es decir
Da* = kz* 1.

Noétese que si definimos X = diag(xy), entonces el producto matricial X D satisface

XDz* = Xk ! = kX2" ! = ka*.

De modo que se ha demostrado el siguiente resultado.

Teorema.

Si M = XD entonces Ma* = ka* donde E=0,1,...,N — 1.

Cabe senalar que este es un resultado importante dada la arbitrariedad de los puntos
con los cuales se construye la matriz M, pues se tiene un problema de eigenvalores donde
los valores propios, k, pertenecen a IN; lo cual es esencialmente singular.

11



Dada la derivada de una funcién o una ecuacién diferencial que involucre la misma,
suele ser de interés el conocimiento de la funcién original. El uso de las matrices de difer-
enciacién aqui construidas simplifica la solucién de un problema de valores a la frontera.
Por ejemplo, el problema siguiente

d*y(x)
dx?

+q(x)y(r) = Ag(x)y(x),  yla)=y(b) =0,

puede discretizarse mediante las substituciones d/dx — D y x — X para obtener ecua-
ciones matriciales en lugar de ecuaciones diferenciales. En este método las condiciones
de frontera se usan para determinar los puntos que nos permitiran constuir la matriz de
diferenciacion correspondiente.

12



4. Matrices de diferenciacion en el plano complejo

4.1. Estructura de las Matrices de Diferenciaciéon Complejas

Es posible construir matrices de diferenciacién en el plano complejo, las cuales pueden
ser empleadas para encontrar soluciones numéricas de algunos problemas diferenciales
singulares o para obtener derivadas de funciones racionales en el dominio complejo.

En general, sean N nimeros complejos 21, 2o, - - -, 2y, arbitrarios distintos entre si. En
este caso también podemos obtener una matriz D cuya forma es

D= PDP, (12)
donde
N
P = diag[[] (zj — 2)] k # 3.
k=1
y las entradas de D estan dadas por
1 :
JFk,
Zj — Rk
Djk — N 1
> j=k
=1~ Al
Por tanto Dj;, = PjﬁjkPk_l. Asi que
b
| £k
D, = (13)
1
Z j=k.
=1~ — Al

De modo que si
f(z) =anz" +ay_ 12V + -+ ag,

o bien
f(z2)=A(z—2z1)(z —29) - (2 — zn).
Entonces
f:(Z1) f(z1)
/ (:Zz) _ f(22)
f'(zn) f(zn)

13



Es posible observar que las formas de las Matrices de Diferenciacién Algebraicas en el
Plano Complejo son andlogas a las ya obtenidas para el caso real, las cuales inicamente
dependen de los puntos seleccionados como nodos.

A continuacién se presentan ejemplos en los que se muestra una Matriz de Diferenciacion
Compleja actuando sobre una funcién polinomial y una funcién distinta de polinomio.

4.2. Ejemplos

Caso 1. Matriz de Diferenciacion Compleja aplicada a un polinomio en el dominio
complejo.

Consideremos la funcién polinomial f(z) = 322+ 32z + 1 y su derivada f'(z) = 6z + 3.
Tomando como nodos los puntos: z; = % + 3, 22 = % + %, 23 = 1 +1 y haciendo uso de
Mathematica se obtiene la siguiente Matriz de Diferenciacion :

-2.25+2.25¢  3-3i -0.75+40.75¢
-0.75+0.75¢  040¢  0.75-0.75¢
0.75-0.75¢  -3+3¢  2.25-2.25¢

D

El error asociado es:
E,=0 y E. =0

Como podemos ver, también en el caso complejo la matriz D nos da la derivada exacta
de un polinomio. Es decir

Caso 2. Matriz de Diferenciacion Compleja aplicada a una funcion distinta de un
polinomio.

Utilicemos ahora la funcién f(z) = (22 +4)/(z + 3), cuya derivada es f'(z) = 2/(3 +
2)— (4+22)/(3+ 2)%
Si tomamos los mismos nodos que en el caso anterior: z; = % + %, 2y = % + %, z3 =141,
obtenemos exactamente la misma Matriz de Diferenciacién pues ésta solo depende de tales
puntos. Sin embargo, el error que ahora tenemos es el siguiente:

E, =0.00703, E, =0.0273.

Tomando en cuenta la existencia de un polo simple en z = —3, podemos decir que D f = .

En base a estos resultados podemos concluir que efectivamente las Matrices de Difer-
enciaciéon en el plano complejo actiian de manera similar que en el caso real.
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4.3. Discretizacion

Ahora, sea f(z) un polinomio con ceros simples que satisface la siguiente EDO

f"(2) + a1(2)f(2) + ao(2) f(2) = 0. (14)

Discretizando esta EDO en los nodos:

f"(zn) +ai(zy)  f'(2n) +ao(zn)f(zy) = 0.

Tal sistema de ecuaciones tiene la siguiente forma matricial
D*f + AiDf + Ay f = 0. (16)
Que en forma compacta se puede escribir como
Lf=0, (17)

donde
L=D?+ A,D + A,.

Esto es igualmente valido cuando tenemos un problema de valores propios como el sigu-
iente

f'(2) + ai1(2) f'(2) + ao(2) f(2) = Ap(2) f(2). (18)
Analogamente, al discretizar en los nodos se obtiene la ecuacion matricial
D*f + A\Df + Aof = Mpf. (19)

En este caso
IJf:)\pf7 L:D2+A1D+A0
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5. Criterios de seleccion de nodos

La forma en que se seleccionen los nodos determina la estructura de la Matriz de Difer-
enciacién obtenida, asi como sus propiedades; por este motivo es importante establecer
criterios de seleccién que nos permitan visualizar la Matriz de Diferenciacién que mejor
se ajuste a las condiciones del problema diferencial a resolver.

5.1. Caso de una variable real.

Consideremos una ecuacién diferencial de la forma

v () + a1(z) fy(2) + ao(z) fy(z) = 0

al evaluar en los ceros simples de la solucién polinomial fy(x), la parte de ag(x) se cancela
y se llega a la relacién siguiente

" (.I' )
()

A partir de ésta se obtiene que la selecciéon de nodos en el caso real estd sujeta a la
condicién

+ay(z;) = 0.

EN: L o a@) =0 j=12--N (20)
761/ x.— o o . .

= — PR ’ JE s

k#j

La deduccién completa de esta expresion se presentara mas adelante cuando tratemos
el caso complejo. Mientras que en el siguiente teorema se especifican las condiciones para
que este sistema de ecuaciones tenga solucién.

Teorema: Si a(z) = 2% donde
v(z)
v(x)eC(a,b).
v(z) >0, ze(a,b).
(a) =~(b) =0,
entonces (20) tiene solucién, es decir, existen puntos 1, s, -, Ty con a < x; < b que
satisfacen tal sistema.

Demostracion.

Considérese la funcién auxiliar de N variables
T(yi,y2, - yn) = [T vwe)V (W1, 92, -+, yk),
k=1
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donde
V(yl7y27 e 7yk) = H(yk - y])
k<j
Esta funcién es continua en el hipercubo a < y; < b y ademas positiva. Por otra parte T
se anula en la frontera del hipercubo y también en la hipersuperficie y; = yj.

Por lo tanto, T se maximiza dentro del hipercubo, es decir, su maximo existe dentro
del hipercubo. A continuacién se muestra la representacion grafica de la situacion.

Y

4

v
>

Figura 2: Representacién grafica de teorema

5.2. Caso Complejo

Para determinar la condicién que han de cumplir los nodos en el caso complejo, con-

sideremos lo siguiente.
La matriz D de la relacién (12) se puede expresar como

D = Dy+d.

De tal forma que N - N
L= (D)’ + AD + Ay,
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se escribe como

L= (Dy+d)?*+ A (Do + d) + Ay.

Desarrollando tal expresion y reagrupando términos se obtiene que

donde
0 L 1
) z16Z2 o ZlflzN
DO — z29—21 ZQ_.ZN
1 1 :
ZN—Z1 ZN—Z22 O

Consideremos una ecuacién diferencial con la forma de (14):

y'(2) + a1(2)y'(2) + ao(2)y(2) = 0.

Suponiendo que esta ecuacién tiene soluciones polinomiales, i.e, y = P,(2); se convierte
en

Yn(2) + a1(2)y,(2) + ao(2)yn(2) = 0. (22)
Si evaluamos la ecuacién (22) en los ceros simples del polinomio P,(z) la parte correspon-
diente a ag se cancela y obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Yn(21) + ai(21)yn(21) =0
Un(20) + ai(z2)y,(2) =0 (23)

Yn(ze) + ai(z)y,(z) = 0.

Puesto que

Un(2) = K, [T (2 — 2). (24)

k=1
Entonces y/,(z;) # 0 y por tanto podemos dividir por esta cantidad cada una de las
ecuaciones del sistema (23), obteniendo la siguiente expresién general:

Yn(2k) B

Derivando la ecuacién (24) se tiene

() = Kal(e = 5 T1(e = 20 + 1= - =)

Ik Ik
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Si derivamos nuevamente tenemos

Yn(2) = Kyl(z — Zk>j22 [1(z—2)+ 252 l;l(z —2)].

De tal forma que

" d — 2
o) ol
y'(z) (2 — 21) dz e

Tomando en cuenta que el logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos, tenemos

:221.

1Ak 7k T Al

y/l(zk) d
=2— In(z —z
y/(zk> dz ;ﬂ ( l)

2k

Por lo tanto
yl/ (Zk) 1

y/(zk) 12k 2k — Zl'

Sustituyendo esta expresién en (25) se llega al siguiente resultado

1 1
+ga(z) =0, (26)

Ik 2k — 21

de tal manera que si la matriz d se define como

Sk 0 . 0
1
I R v 0
: : " : 1
0 0 D T
Mientras que la matriz A; tiene la forma
ap (2’1) 0 R 0
0 ay (% e 0
a=| Vo |
0 0 N AT (ZN)
Entonces A
B=d+ =t
+ 5
estd dada por
1 ai(z;)
bi' . J .
J Z 2j — 2k + 2
Es decir, d = —1A;. Sustituyendo este resultado en la ecuacion (21)

~ 1 1 1 1
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Esto es ] {
L= D} + §[A1, Dy] — ZA% + Ay.

Por lo tanto L tiene la importante propiedad de ser hermitiano, ya que es suma de
hermitianos. De este modo, en el caso complejo, la condicion para los nodos se reduce a
que la matriz L sea hermitiana.

5.3. Funcion Gamma para Los Polinomios de Bessel

Retomemos ahora la ecuacién (26). Puesto que zx = zx + iyx ¥ 21 = x; + 1y, podemos
expresar esta ecuacion de la siguiente manera:

N
Ty — Xy Yk — U 1
—1 + —ai(z) =0 l#k. 27

Ahora consideremos la ecuacion diferencial que satisfacen los polinomios de Bessel:

2y +2(z 4 1Dy (2) — n(n+ Dya(z) = 0. (28)
o bien 2 N ( D
7" ya + ’ nn +
Yn(2) + =Y, (2) — ——yn(2) = 0.
z z
En este caso tenemos que:
20z +1
al(Z) = <Z2)

De modo que la ecuacién (27) toma la siguiente forma:

2k — 2] o — 2

+ o =0,

i Th =T YU 12(2 + 1)
2 z,%

=1
es decir

=0.

N .
Tk — T Yk — Y (z +iyx + 1)
Z 2 -1 2 . 2
E1 |21 — 2| (xr + iyk)
Al realizar los cédlculos necesarios para separar esta ecuacion en su parte real e imaginaria
llegamos a lo siguiente:

=1

Lo —m ooy -y [ S we—u welah yp+2n)]
> zt 2 3P +u = - 2 22 = 0.
= |z — 2l (z +v7) = |z — 2| (z +v7)
Entonces N
5 Ty — T T3+ T+ TRy — yh 0 (20)
= 2k — al? (7 + yi)?
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B g: yr =y ye(@f + vi + 22)

- —0. (30)
= |z — 2 (2% + 2)?
De la expresién (29) se obtienen N-ecuaciones de la forma:
f1($1,372,l’3,"', TN 7y17y27y37"'7yN):
f?(xlaanISf") TN 7y17y2ay37"'7yN):
(31)
fN('rhx%x?n'”v TN 7y17y27y37”'7yN>:
Mientras que de (30) se tiene:
fN+1(Il7$27x37'”7 TN 73/179271937"'71/N):0
fN+2(x17$27$37"'7 TN 7y1>y27y37"'7yN):0
(32)
fQN(xbx%x?}v”'a TN ayhy?ay?)a'”?yN):O?

es decir, tenemos un sistema de 2N ecuaciones algebraicas no lineales de la forma:

cuyos ceros o soluciones pueden ser calculadas mediante el uso del método de Newton-
Raphson para sistemas no lineales; el cual generalmente da convergencia cuadratica siem-
pre y cuando se conozca un valor inicial lo suficientemente exacto y que J(x)™! exista,
donde J(x) es la matriz Jacobiana asociada al sistema.

Al obtener explicitamente algunas de las funciones dadas por las expresiones en (29) y
(30), fue posible analizar la estructura de la matriz Jacobiana, para de este modo proceder
a realizar el programa en Mathematica que nos permitié encontrar los ceros o soluciones
de este sistema no lineal.

El programa desarrollado puede consultarse en el Apéndice que se muestra al final del
documento.
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6. Ceros de los polinomios de Bessel

En general el problema de calcular numericamente ceros de polinomios (aunque sean

sencillos), es dificil; es un problema mal condicionado. Existen varios algoritmos que dan
aproximaciones no tan buenas, y sin embargo son bastante sofisticados.
La razon principal por la que se abordé el problema de calcular los ceros de los polinomios
de Bessel fue precisamente porque no es facil conocerlos. La aportacién del método que
nosotros proponemos consiste en haber encontrado una expresion analitica sencilla para
aproximar la parte real e imaginaria de tales ceros, la cual surgié a partir de un analisis
numeérico del problema.

6.1. Calculo de la raiz inicial z,

Como ya se menciono en la seccién anterior, fue posible obtener los ceros de los poli-
nomios de Bessel a partir de la solucién del sistema de 2N ecuaciones formado por (31)
y (32), para lo cual se requirié el desarrollo de un algoritmo en Mathematica.

Puesto que la aplicacién de tal programa requirié el conocimiento de una aproximacion
inicial zy de la raiz o solucion del sistema, fue necesario construirla.

La raiz inicial 2z, se construyé en base al andlisis numérico del comportamiento de la
parte real e imaginaria de los ceros de los polinomios de Bessel para grados pequenos.
Se empez6 por aproximar numericamente los ceros del polinomio de grado N = 2 y nos
fue posible llegar de esta forma hasta el de grado N = 8. Habiendo con esto obtenido
una cantidad suficiente de datos a partir de los cuales se realizé un ajuste con la ayuda
de Mathematica y esto nos condujo a encontrar una expresion analitica de aproximacién
tanto para la parte real como para la imaginaria, obteniéndose en ambos casos formas
polinomiales.

La forma general del polinomio de aproximacién para la parte real fue
f(z) = az® + ba.
Mientras que para la parte imaginaria fue
f(x) = ax® + ba® — bz +d.

Al realizar un analisis grafico se obtuvo una expresion para tales polinomios en términos
del grado N, obteniéndose asi una aproximacién suficientemente buena de z, que permi-
tirfa aplicar el programa al célculo de los ceros de polinomios de Bessel de grados mas
altos. A continuacién se muestran los resultados obtenidos.
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COMPORTAMIENTO DE LA PARTE REAL

-0.18

-0.22
-0.24
-0.26
-0.28

1.5 2 2.5 3 3.5 4

-0.32

N =4.
ListPlot[{-0.18313248053143524,-0.31686751946856473,-0.31686751946856473,
-0.1831324805314353},PlotJoined->True].

-0.1
-0.12
-0.14
-0.16
-0.18
2 3 4 5 6
N =6.

ListPlot[{-0.09489061789607545,-0.17914640739749707,-0.22596297470642754,
-0.22596297470642754,-0.17914640739749704,-0.09489061789607542} ,PlotJoined->True].

-0.06

-0.08

-0.12

-0.14

-0.16
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N =8.
ListPlot[{-0.05861791492234342,-0.11325833004972813,-0.153377947718824,
-0.17474580730910444,-0.17474580730910444,-0.15337794 7718824,
-0.11325833004972811,-0.05861791492234342} ,PlotJoined->True].

El ajuste polinomial para los datos representados en estas curvas tiene la forma general
f(z) = az® + bx, es decir, la parte real tiene un comportamiento parabdlico. A partir de
la informacion que nos brindan estas graficas se puede inferir lo siguiente:

Siz=N, f(N)=:=; detalforma que

5N’
9 2
Siz= %, f(%) = ﬁ; de modo que
N? N 1

Resolviendo el sistema formado por (33) y (34) para a y b, obtenemos una expresion
para el polinomio de aproximacion de la parte real de zy en términos de V.

8(1+2N) ,  2(2+9N)

1@ = 555N T sa NS (35)

Al realizar un estudio analogo del comportamiento de la parte imaginaria, obtuvimos
lo siguiente.

COMPORTAMIENTO DE LA PARTE IMAGINARIA.

0.2

0.1

1.5 2 .5 3 3.5 4

N =4
ListPlot[{-0.23132522602625522,-0.09488202514221689,0.09488202514221687,
0.231325226026255}, PlotJoined->True].
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-0.05
-0.1

-0.15

N =6.
ListPlot[{-0.16944514819433418,-0.12594324946340613,-0.046141356 71780271,
0.04614135671780271,0.12594324946340613,0.16944514819433415} ,PlotJoined->True].

N =8.
ListPlot[{-0.1311923697456478,-0.11445496413906212,-0.07709430353895455,
-0.0271322617376926,0.027132261737692617,0.07709430353895455,
0.11445496413906212,0.1311923697456478},PlotJoined->True].

El polinomio de ajuste para los datos en este caso fue el siguiente

—0.004054492% + 0.04257212% — 0.0558875x — 0.152066.
De modo que la forma general de mi funcién de interpolacién para los datos dados es:

f(z) = ax® + ba® + cx + d. (36)

Comparando ambas expresiones se puede observar que b ~ —c. Tomando esto en
consideracién (36) toma la forma:

f(z) = az® + b(2* — x) + d. (37)
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A partir de la informacién observada en las graficas se puede deducir que:

1
N)=—.
V) =5
1
f0)=-%
N +1
/(5o
Haciendo estas evaluaciones en (37) se tienen las 3 ecuaciones siguientes:
3 2 1
aN” + b(N —N)—i—dzﬁ. (38)
1
d=——. 9
< (39)
N +1\3 N+1\?2 N+1
() (Y 5 e »

Sustituyendo el valor para d dado en la segunda ecuacion en las otras dos y resolviendo
el sistema resultante para a y b se tiene que
4(—1+ N) —2—6N —6N?+6N3

a=— b=

N2(—1—3N — N2+ N3) N2(14 2N —2N? —2N3 + N*)

Reemplazando estos resultados en la ecuacion (37), llegamos a la forma general de la
funcion de interpolacién que aproximara las partes imaginarias de la raiz inicial z

4(—=1+N) 5 —2—6N —6N2 +6N3 )
fx) = -5 2 N T 12 2 3 @
N2(—1-3N — N2+ N3 T N2(1 + 2N — 2N? _ 2N3 1 N9)

_a) - % (41)

Algunos de los célculos realizados haciendo uso de las expresiones polinomiales dadas
en las ecuaciones (35) y (41), seran mostrados en la seccién siguiente.
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6.2.

A continuacién mostramos los ceros de los polinomios de Bessel(con una precision de
16 digitos) para los grados: N = 10, N = 30, N = 50, N = 70; asi como las curvas
descritas por éstos. En las siguientes tablas z; = a + b, o bien z; =

Graficos y Tablas de los Ceros de Bessel

(a,b).

Cuadro 1: Soluciones para el polinomio de Bessel de grado N = 10.

J Zj J Zj
1 | (-0.0401447, 0.106307) | 6 | (-0.142231, 0.0178284)
2 (-0.0780227, -0.0994) 7 (-0.130783, 0.05163)
3 | (-0.108819, -0.0799602) | 8 | ( -0.108819, 0.0799602)
4 | (-0.130783,-0.05163) | 9 | (-0.0780227, 0.0994)
5 | (-0.142231, -0.0178284) | 10 | (-0.0401447, 0.106307)
0.1 //
0.05
-0 ..08 -0 ..06 -0 ..04
A

Figura 3: Ceros para el polinomio de Bessel de grado 10.
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Cuadro 2: Soluciones para el polinomio de Bessel de grado N = 30.

J Zj J %

1 | (-0.00610824, -0.0353948) | 16 | (-0.0494113, 0.0021225)
2 | (-0.0115573, -0.0364576) | 17 | (-0.0489363, 0.00634125)
3 (-0.016487, -0.0365602) 18 | (-0.0479912, 0.0104815)
4 | (-0.0211018, -0.0359566) | 19 | (-0.0465851, 0.0144913)
5 | (-0.0254409, -0.0347578) | 20 | (-0.0447318, 0.0183199)
6 | (-0.0294993, -0.0330339) | 21 | (-0.0424491, 0.0219172)
7 | (-0.0332564, -0.0308398) | 22 | (-0.0397588, 0.0252346)
8 | (-0.0366856, -0.0282243) | 23 | (-0.0366856, 0.0282243)
9 | (-0.0397588, -0.0252346) | 24 | (-0.0332564, 0.0308398)
10 | (-0.0424491, -0.0219172) | 25 | (-0.0294993, 0.0330339)
11 | (-0.0447318, -0.0183199) | 26 | (-0.0254409, 0.0347578)
12 | (-0.0465851, -0.0144913) | 27 | (-0.0211018, 0.0359566)
13 | (-0.0479912, -0.0104815) | 28 | (-0.016487, 0.0365602)

14 | (-0.0489363, -0.00634125) | 29 | (-0.0115573, 0.0364576)
15 | (-0.0494113,-0.0021225) | 30 | (-0.00610824, 0.0353948)

0.03 t
0.02 ¢
0.01 ¢

-0.05 -0.04 -0.03

28

-0.02

-0.01
-0.01 f

-0.02 F
-0.03 F

Figura 4: Ceros para el polinomio de Bessel de grado 30.




Cuadro 3: Soluciones para el polinomio de Bessel de grado N = 50.

J Zj J j

1 (-0.0025496, -0.0209985) 26 | (-0.0298655, 0.000774517)
2 (-0.00473808, -0.0216516) | 27 | (-0.0297608, 0.00232006)
3 (-0.00669502, -0.0219882) | 28 | (-0.0295516, 0.00385512)
4 (-0.00853472, -0.0221102) | 29 | (-0.0292388, 0.00537277)
5 (-0.0102935, -0.0220588) 30 | (-0.0288234, 0.00686607)
6 (-0.0119857, -0.0218564) 31 (-0.028307, 0.00832819)
7 (-0.0136165, -0.0215179) 32 | (-0.0276915, 0.00975233)
8 (-0.0151869, -0.0210541) 33 (-0.0269789, 0.0111318)
9 (-0.0166959, -0.0204739) 34 (-0.0261718, 0.01246)
10 (-0.0181408, -0.0197847) 35 (-0.025273, 0.0137304)
11 | (-0.0195186, -0.0189936 ) | 36 (-0.0242856, 0.0149366)
12 | (-0.0208257, -0.0181069 ) | 37 (-0.0232129, 0.0160722)
13 (-0.0220583, -0.0171311) 38 (-0.0220583, 0.0171311)
14 | (-0.0232129, -0.0160722) | 39 | (-0.0208257, 0.0181069)
15 (-0.0242856, -0.0149366) 40 (-0.0195186, 0.0189936)
16 (-0.025273, -0.0137304 ) 41 (-0.0181408, 0.0197847)
17 (-0.0261718, -0.01246) 42 (-0.0166959, 0.0204739)
18 (-0.0269789, -0.0111318) 43 (-0.0151869, 0.0210541)
19 | (-0.0276915, -0.00975233) | 44 (-0.0136165, 0.0215179)
20 (-0.028307, -0.00832819) 45 (-0.0119857, 0.0218564)
21 (-0.0288234-0.00686607) 46 (-0.0102935, 0.0220588)
22 | (-0.0292388, -0.00537277) | 47 | (-0.00853472, 0.0221102)
23 | (-0.0295516, -0.00385512) | 48 | (-0.00669502, 0.0219882)
24 | (-0.0297608, -0.00232006) | 49 | (-0.00473808, 0.0216516)
25 | (-0.0298655, -0.000774517) | 50 (-0.0025496, 0.0209985)
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-0.03 -0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005

-0.01 r

-0.02 r

Figura 5: Ceros para el polinomio de Bessel de grado 50.

6015
0.01

0.005

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005
-0.005

-0.01

Figura 6: Ceros para el polinomio de Bessel de grado 70.
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El siguiente grafico muestra los ceros de los polinomios de Bessel para los grados: N=2,
3,4, 6,8, 10, 17, 21, 24, 27, 30,37, 43, 50, 57, 60, 67 y 70.

Figura 7: Localizacion de los ceros para los polinomios de Bessel en el plano complejo.

Como puede observarse, a partir de estos resultados es posible comprobar que los ceros
de los polinomios de Bessel se encuentran en la mitad izquierda del plano complejo dentro
de una regién cardioidal dada por r = (1 — cosf)/(n + 1), donde n representa el grado.
Claramente ésta es mejor que la regién dada por el semianillo r = 2/n + 1; tal como se
da a conocer en (ver referencia [8]).

La figura siguiente muestra la curva descrita por los ceros del polinomio de Bessel de
grado n = 30, asi como la cardiode y el semianillo correspondientes a este caso particular.
La superposicion de estos tres graficos nos permitira verificar las afirmaciones anteriores
para el caso en cuestion.

A
v

-\.06 \-0.04 -0.02
-0.02

Figura 8: Cardiode dentro de la cual caen los ceros del polinomio de Bessel de grado 30.
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Cuadro 4: Soluciones para el polinomio de Bessel de grado N = 70.

J Zj J Zj

1 | (-0.00143711, -0.0148894) | 36 | (-0.0213977, 0.00039745)
2 (-0.00264297, -0.015313) | 37 | (-0.0213591, 0.00119143)
3 | (-0.00370944, -0.0155775) | 38 | (-0.0212822, 0.00198265)
4 (-0.0047075, -0.0157399) | 39 | (-0.0211669, 0.00276928)
5 (-0.0056617, -0.0158226) | 40 | (-0.0210135, 0.00354948)
6 | (-0.00658315, -0.0158377) | 41 | (-0.0208223, 0.00432144)
7 | (-0.00747749, -0.0157928) | 42 | (-0.0205936,0.00508334)
8 (-0.00834766, -0.015693) | 43 | (-0.0203279, 0.00583338)
9 | (-0.00919508, -0.0155423) | 44 | (-0.0200256, 0.00656979)
10 | (-0.0100203, -0.0153437) | 45 | (-0.0196874, 0.00729078)
11 (-0.0108233, -0.0151) 46 | (-0.0193137, 0.00799461)
12 | (-0.0116038, -0.0148133) | 47 | (-0.0189053, 0.00867953)
13 | (-0.0123611, -0.0144858) | 48 | (-0.0184629, 0.00934384)
14 | (-0.0130944, -0.0141192) | 49 | (-0.0179873, 0.00998582)
15 | (-0.0138029, -0.0137153) | 50 | (-0.0174794, 0.0106038)
16 | (-0.0144857,-0.0132759) | 51 | (-0.0169399, 0.0111961)
17 | (-0.0151418, -0.0128027) | 52 | (-0.0163698, 0.0117611)
18 | (-0.0157701, -0.0122972) | 53 | (-0.0157701, 0.0122972)
19 | (-0.0163698, -0.0117611) | 54 | (-0.0151418, 0.0128027)
20 | (-0.0169399, -0.0111961) | 55 | (-0.0144857, 0.0132759)
21 | (-0.0174794, -0.0106038) | 56 | (-0.0138029, 0.0137153)
22 | (-0.0179873, -0.00998582) | 57 | (-0.0130944, 0.0141192)
23 | (-0.0184629, -0.00934384) | 58 | (-0.0123611, 0.0144858)
24 | (-0.0189053, -0.00867953) | 59 | (-0.0116038, 0.0148133)
25 | (-0.0193137, -0.00799461) | 60 (-0.0108233, 0.0151)
26 | (-0.0196874, -0.00729078) | 61 | (-0.0100203, 0.0153437)
27 | (-0.0200256, -0.00656979) | 62 | (-0.00919508, 0.0155423)
28 | (-0.0203279, -0.00583338) | 63 | (-0.00834766, 0.015693)
29 | (-0.0205936, -0.00508334) | 64 | (-0.00747749, 0.0157928)
30 | (-0.0208223, -0.00432144) | 65 | (-0.00658315, 0.0158377)
31 | (-0.0210135, -0.00354948) | 66 | (-0.0056617, 0.0158226)
32 | (-0.0211669, -0.00276928) | 67 | (-0.0047075, 0.0157399)
33 | (-0.0212822, -0.00198265) | 68 | (-0.00370944, 0.0155775)
34 | (-0.0213591, -0.00119143) | 69 | (-0.00264297, 0.015313)
35 | (-0.0213977, -0.00039745) | 70 | (-0.00143711, 0.0148894)
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7. Obtenciéon numérica de los polinomios de Bessel

7.1. Descripcion del Problema de Eigenvalores asociado a los
Polinomios de Bessel

Como ya se mencioné anteriormente los polinomios de Bessel satisfacen una ecuacion
diferencial lineal de segundo orden de la forma

zzy;; +2(z+ 1)y;(z) =n(n+ 1y,(2). (42)

De acuerdo con (15) y (16) la discretizacién de este problema diferencial nos conduce al
siguente problema matricial equivalente

[Z°D* +2(Z + 1) D] f, = M fn- (43)

En tal expresién la matriz D se define como la transformacién de similitud dada en (12),
esto es

D=PDPL.
Mientras que
220 0
o 0 22 0
0 0 2%
21+ 1 0 0
0 29+ 1 0
Z+1= : i : . :
0 0 ... ZN T 1

Tenemos asi, en (43), un problema de valores propios donde nuestras incognitas son los
valores propios \,,, asi como los vectores propios correspondientes f,. Dado que la matriz D
es de diferenciacién posee la importante propiedad de dar valores exactos para la derivada
de funciones polinomiales; por tanto, los vectores propios obtenidos seran precisamente los
polinomios de Bessel, y los valores propios seran de la forma n(n+1), donde n corresponde
al grado del polinomio.

Es decir, nuestro objetivo es hacer ver que los f, corresponden a los y,(z) para \, =
n(n+1).

De acuerdo con (19) en forma compacta el problema de valores propios a resolver es
Lf =M\f. (44)

Si g = cf, donde ceR. Entonces
Lg = Ag,
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ya que L(cf) = cLf.

De modo que a partir de la ecuacién (44) podremos obtener los polinomios de Bessel
salvo una constante. -
Sabemos que D = PDP~!. Por tanto Df = \f se convierte en:

PDP7'f = \f.
Multiplicando la expresién anterior por P! por la izquierda se tiene que:
DP'f =P

Esto es -

Dg = \g. (45)
Donde g = P! f, y por tanto

f = Pg. (46)
De la ecuacién (45) podemos observar que los valores propios de la matriz D son los
mismos que para la matriz D, no asi los vectores propios; sin embargo estos pueden ser
obtenidos mediante la ecuacién (46).
Tomando esto en consideracién, en lugar de usar la matriz L = Z?D? 4+ 2(Z + I)D para
resolver el sistema (43) podemos usar la matriz L = Z2D? + 2(Z 4 I)D, pues tendremos
asi un problema de valores propios equivalente y con la vetaja de que nuestros cdlculos
seran mucho més precisos, ya que en lugar de usar la transformacién de similitud P DP~!
usaremos tnicamente la matriz D.
Haciendo uso de Mathematica nos fue posible resolver el problema de valores propios
equivalente al dado en (43), esto es

(22D + 2(Z 4 I)D]g = Mg. (47)

Para esto se utilizaron como nodos puntos de la forma z; = k + ik con keN. Los célculos
se realizaron para diferentes cantidades de puntos; de acuerdo con el niimero éstos se
construyé un vector auxiliar f,,, mediante la evaluaciéon de un polinomio original de
Bessel en tales puntos. Los polinomios de Bessel empleados se dedujeron por medio de la
siguiente formula: .

n |

= B

= (n—k)EI\2
De tal forma que si N representa el nimero de nodos, el grado n del polinomio usado
para construir f,,, se escogiéo como n = N — 1. Cabe destacar que si fijamos el nimero
de nodos y usamos polinomios de Bessel cuyo grado es menor que n = N — 1 también se
obtienen resultados correctos, el mismo efecto se tiene si fijamos el grado del polinomio
e incrementamos V; sin embargo, cuando el nimero de nodos es menor que el grado
del polinomio no se podra visualizar la solucién. La finalidad del uso del vector f... fue
unicamente para compararlo con el vector f obtenido a partir de (46), una vez que se ha
resuelto (47) para el valor propio A, y el vector propio, g, asociado.
A continuacién se muestran algunos de los célculos efectuados para resolver (47), los cuales
buscan mostrar el buen funcionamiento del método.
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7.2. Solucion de Casos Particulares

Cuadro 5: Solucién de la ecuacién (47) usando N = 4.
n | 0 1 2 3
Ao | O 2 6 | 12

De acuerdo con (43), A, = n(n+1). En este caso n = 3, de modo que A3 = 12, por lo
tanto el vector propio g correspondiente tiene la forma:(!)

g = (12.74 — 3.79i, —247.85 + 18.97i, 771.89, —584.55 — 22.95).

(}) Todas las componentes de g van multiplicadas por un factor de 1073.

El polinomio de Bessel utilizado para construir f,,, fue

y3(z) = 152° + 152 + 62 + 1.

Una vez obtenido f mediante (46) se hizo el cociente f/ fuu., encontrandose un vector
cuyas 4 componentes son todas igual a -0.00318486-0.0005176023.
De donde podemos observar que efectivamente nuestro vector propio f es el polinomio de
Bessel evaluado en los puntos, es decir, f,,., salvo una constante.

Cuadro 6: Solucién de la ecuacién (47) usando N = 8.
n | 0 1 2 3 [ 4|5 6 7
A | O 2 6 [ 12 | 20 | 30 | 42 | 56

En este caso n = 7, de modo que A; = 56, mientras que el vector propio g correspon-
diente es:(?)

g = (—0.0157 4 0.00667,11.73 — 1.92i, —558.63 + 45.767,6707.05 — 275.144,
—31214.1 + 512.957,66007.2, —63958.4 — 752.381, 23057 4 475.034).

() Donde todas las componentes de g deben ser multiplicadas por un factor de 107°.

El polinomio de Bessel utilizado fue

yr = 13513527 + 13513525 + 6237025 + 173252* + 31502% + 3782% + 282 + 1.
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De tal forma que el cociente f/fqus, fue un vector cuyas 8 componentes son todas igual
a 3.83967 x 10794-3.1865 x 1071 5. Asf pues, una vez mds se verifica que f es fquz salvo
una constante.

Cuadro 7: Solucién de la ecuacién (47) usando N = 16.
n 0123456789 10 11 12 13 14 15
An | 0,2,6,12,20, 30,42, 56, 72,90,110, 132, 156, 182, 210, 240

En este caso n = 15, de modo que A5 = 240. Asi que el vector propio g correspondiente
es:(?)

g = (0,0,0,—0.00138 4+ 0.0001897,0.115 — 0.070344, —3.83 4 0.1714,63.72 — 2.09,
—601.86 + 14.427¢,3498.1 — 59.617, —13142.3 4+ 151.197, 32791.2 — 228.651,
—54767.9 4 175.052, 60457, —42286.3 — 115.87¢,16963.4 + 86.784,

—2971.27 — 21.38i).

() Componentes de g multiplicadas por un factor de 107°.

El polinomio de Bessel utilizado fue el de grado 15, cuya forma explicita es

Y15 = 141202 + 714022 + 2784602° + 79361102 + 1745944202° + 30554023502°
4321211895027 + 4969393679252° 4 4638100767300 + 347857557547502*°
2055521930962502" + 9249848689331252" + 29884126534762502
61902833536293752 4 6190283353629375215.

+ + +

Dado que en este caso se obtuvieron potencias muy grandes en el vector fu.., el
cociente f/ fauz tuvo que ser multiplicado por la potencia més alta, que fue 1035, para de
este modo obtener cifras mas razonables. El resultado fue un vector con las tres primeras
entradas nulas y las trece restantes igual a -5.2729 x 1011-2.02635 x 10'%.

Teniéndose una vez mas un vector cuyas componentes son una misma constante.
Aunque para este caso las tres primeras entradas son nulas porque en el vector propio g
ya aparecian de esta manera.
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Para completar nuestro analisis se procedié a obtener una expresién analitica de la
forma
g($7y) :gr(mvy)"i_igi(x?y)? (48)
para el vector propio resultante. En particular se traté el caso en que N =4y n = 3. Para
esto fue necesario realizar un ajuste polinomial de la forma a,z"+a,_ 12" ' +- - -+a;x+ao,
mediante la funciéon F'it de Mathematica tanto para la parte real como para la parte
imaginaria del vector g obteniendo asi g,(x,y) y gi(x,y) respectivamente. Los resultados
se muestran a continuacion:

1.56072 — 0.919382z + 0.0305932% + 0.04729172% — 0.919382y
0.0305932y + 0.04729172%y + 0.005592172%y + 0.030593y>
0.0472917zy? 4+ 0.005592172%y* — 0.0025656123y* + 0.0472917¢°
0.0055921zy® — 0.00256561z%y> — 0.001808052°y> + i(—0.0518768
0.0256037x + 0.00048042122 — 0.001030292> 4 0.0256037y
0.0004804212y — 0.001030292%y — 0.000178949z3y + 0.000480421y>

— 0.00103029zy? — 0.00017894922y? 4+ 0.000033306923y* — 0.00103029y>

— 0.000178949zy° + 0.0000333069z%y> + 0.000032718z%y°).
Puede observarse que en esta expresion aparecen todos los posibles productos de x y .
En forma andloga se puede obtener g(x,y) para polinomios de grados mas altos, la tinica
diferencia sera que habra mas posibles productos de = y y.
Tal como debe ocurrir, se pudo comprobar que al evaluar g(z, y) en los puntos utilizados
como nodos, que en este caso fueron 1+ 7, 2 + 2i, 3 + 37, 4 + 44; se obtiene el vector g
que sirve para construir f mediante 46. Asi, haciendo una interpolacion para las partes
real e imaginaria del vector f y tomando en cuenta que f = c¢fqu., se encontrd la forma
explicita para el polinomio de Bessel y3(z) en términos de = y y. La forma final se muestra
enseguida:

g(w,y)

+ 4+ + + +

ys(z,y) = (—305.906 + 49.7158i)[0.0243558 — 0.0519149z + 0.03852x2
+ 0.01565692° — 0.0519149y + 0.03852xy + 0.01565692%y + 0.002876812%y
+ 0.03852y% + 0.01565692y* + 0.002876812%y* + 0.0001091352>y>
+ 0.0156569y> + 0.00287681zy> + 0.0001091352%y> — 0.00014870123y>
+ 4(0.0181011 — 0.0163508z — 0.04143852 — 0.0132092° — 0.0163508y
— 0.0414385xy — 0.013209z%y — 0.00219422x%y — 0.0414385y — 0.013209zy>
— 0.002194222%y* — 0.0000438153xy* — 0.013209y> — 0.00219422xy>
— 0.00004381532%y* + 0.0001266881°y°)].
El cual efectivamente, al evaluar en los nodos, da los mismos valores que la funcién

y3(z) = 1523 4+ 1522 + 62 + 1. Comprobamos asi que realmente f3 corresponde a y3, de
acuerdo con nuestras predicciones.
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8. Generalizacion del problema diferencial de Bessel

8.1. Meétodo alternativo a Runge-Kutta-Fehlberg

Como se analizd en la seccion anterior, es posible obtener los polinomios de Bessel
Yo(2), y1(2), y2(2) -+ yn(2) a partir de la ecuacién dada en (42), esto es,

22+ 2(2 + Dy, (2) = n(n + Dya(2).
Cuya discretizaciéon nos conduce al problema de valores propios
[Z2D? +2(Z + I)D]f, = Afn.

El problema diferencial de Bessel generalizado se obtiene precisamente cuando usamos
A #n(n+ 1) en tal ecuacion, es decir, el problema diferencial a resolver es

ZZyN(z) +2(z + l)y/(z) = \y(2), (49)

donde A # n(n+1).

Deseamos resolver la ecuacion (49) sujeta a las condiciones iniciales:

y(a) = Ya, y'(a) =yl

En otras palabras, queremos encontrar una solucién y(z) de la ecuacién diferencial en un
intervalo I que contiene a a, de manera que su grafica pase no sélo por (a,y,) sino que la
pendiente de la curva en ese punto sea el numero y/,.

La forma general de un problema de valores iniciales de segundo orden es la siguiente:

Lf(z)=g(2), z>a,

fla) = fa; f'(a) = fo
La representacién grafica del problema se muestra a continuacién
A

f(2)

v

Zo=a I 72 Z3 v N
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Para resolver un problema de esta naturaleza es posible hacer uso de un método alter-
nativo a Runge-Kutta-Fehlberg, cuyos lineamientos generales se exponen a continuacion.
Considerénse n + 1 puntos zp = a < 21 < 23 < --- < zy y constriyase la matriz de

diferenciacion D¢ con los n + 1 puntos. Asi, de acuerdo con (13), la componente jk de
D¢ es de la forma:

Pj
Lk
Pu(z—2) 4
(Dc)ji = (50)
A |
3 — .
1—0 7 — A
De modo que % f = f' se discretiza como
Daafa+Da1f1+ +DaNfN:f¢/L
Diofa+Dufi+ -+ +Dinvfy=fi
Doofo+ Dot fi+ -+ +Danfn = [y (51)
Dnaofa+ Dn1fi+ -+ +Dynfn = fi-

Dado que en un problema de valores iniciales de segundo orden f, y f! son fijos, sélo
nos sera necesario obtener los valores f1, fo, -+, f;y mediante este procedimiento.
Asi que sdlo emplearemos la submatriz principal D de Do formada por

Diyfi+ -+ +Dinfyv=fi
Do fi+ -+ +Danfn = [y
Dnifi+ -+ +Dynfn = fi-

En este caso la matriz D también tiene la forma dada en (12). Lo cual en forma explicita
se convierte en

ZN 1 1 1
=0 zZ1—2] Z1—22 e Z1—ZN
1 EN 1
D—=Pp z2—2z1 =0 25—z 22—2N p-t
1 1 N 1
ZN—Z21 ZN—Z22 T Zl:o ZN—Z]

Cabe remarcar que la matriz D no es una matriz de diferenciacién usual, pues los
elementos diagonales contienen al término

—— en la suma, es decir,
J

1 X1
+
_Z

Zj — 2l

Dj; =

Zj
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En forma compacta la matriz Do se puede escribir como sigue

Daa U1
De=1| ... ... ...
d; - D
Donde v; = (Da1, Dag, - .., Dan) v di = (D1g Dsa - Dyg ).

De modo que si denotamos al vector ( f(z1) f(z) - fzn)) ' =(fi fo - fn)
como fya (ffz) ff(z)--- ff(zn)) como f* de (51) se tiene que

f'=Df + fad. (52)

Para considerar el Problema de Valores Iniciales de orden mayor, substituimos f por
fen (52). Asi
"= Df' + fodi = D*f + fo(Ddy) + fody.

o bien
["=D*f + fods+ fidy. (53)

Donde dy = Dd,;.
Asi que un Problema de Valores Iniciales de segundo orden lineal(por ejemplo)

f"+ a1(2) f'(2) + ao(2) f(2) = F(2),

Con z > a, f(a) = fa, f'(a) = f.. Se discretiza en la forma
(D?+ AyD + Ag)f = F — fudy — fidy — fudy. (54)
Haciendo uso de (52) y (53).

El Problema de Valores Iniciales puede resolverse para z’s “grandes”haciendo una

subdivisién del intervalo (a, z) en muchos subintervalos pequenos y empleando en forma
recursiva el método.
Haciendo uso de Mathematica fue posible desarrollar un algoritmo numérico en base a
este método, el cual permitio tratar diferentes Problemas de Valores Iniciales de segundo
orden en el plano complejo. Nuestro objetivo central fue justamente el tener un método
numérico que proporcione la solucién de la ecuacién (49) para un conjunto de puntos
dados.

Uno de los aspectos més importantes en la aplicacién del programa fue la variacién de
algunos parametros tales como el nimero de puntos, denotado por n; el nimero de inter-
valos, nint; las condiciones iniciales, y,, ¥pq; asi como los extremos del intervalo inicial, A;,
y Bin, pues con esto se determind la trayectoria mas sencilla sobre la cual tomar los puntos
que permitiran construir la matriz de diferenciacién de utilidad para encontrar la solu-
cién y(z) del problema de valores iniciales planteado en cada caso. Obteniendo con esto
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una especie de “Diferenciacion de linea”, es decir, se encontré la derivada de la funcién en
cuestion por un camino determinado. Por simplicidad tal trayectoria se construyé partien-
do de un punto y cambiando de manera equidistante parte real e imaginaria de los puntos
en el plano complejo, formando asi, intervalos de discretizacién. Cabe senalar pues, que
las trayectorias aqui empleadas son sélo ejemplos y bien pudieran haberse elegido otras.

Para comprobar que el algoritmo proporcionaba resultados correctos fue necesario

emplearlo en problemas cuya solucién analitica es ya conocida, para de este modo tener
una yexac que sirviera como referencia para comparar con la ysol dada por el programa.
Una vez que se comprobo la precision de los resultados se procedié a tratar el problema
objetivo, es decir, el Problema Generalizado de Bessel dado por (49). Los problemas
prueba que se analizaron fueron los del oscilador arménico y el problema diferencial de
Bessel descrito por la ecuacién (42); para lo cual fue necesario establecer la discretizacion
adecuada a cada caso.
A continuacion se expone la forma en que se aplicé el programa a cada uno de estos
problemas, asi como los resultados ntimericos y graficos obtenidos para cada uno ellos;
los cuales nos permiten sustentar la confiabilidad de la solucién numérica obtenida para
la ecuacién (49), cuya solucién analitica es desconocida.

8.2. Ejemplos de Aplicacién

1.0scilador arménico simple en el plano complejo.

Nuestro problema de Valores Iniciales consiste en resolver la ecuacion diferencial lineal
de segundo orden

y'(2) + Ny(2) =0,
sujeta a las condiciones iniciales y(0+ %) =1, ¢/(0+ 1) = 0.

La solucién analitica tiene la forma

Mientras que la discretizacion asociada es
(D* 4+ N1,y = 0.
Calculos efectuados:
En el Apéndice 1 se muestra el cédigo hecho en Mathematica para llevar a cabo

los célculos. A continuacién se presentan los resultados graficos encontrados mediante la
aplicacién del mismo.
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Imz
A

» Rez

0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 9: Trayectoria empleada para encontrar ysol del Oscilador armoénico.

El siguiente grafico muestra las curvas para la parte real e imaginaria de la solucion
numérica obtenida, la cual se denoté por ysol.

Im z

a2 " Im(ysol)
.

‘w

Figura 10: Partes real e imaginaria de ysol para el Oscilador armoénico

Tomando A = 3 se construyé yexrac como

1
yerac = gExp[?)h:] + 2—Exp[—3[x].
e

Con el fin de hacer una comparacién grafica de ysol y yexac, esta iltima también se tu-
VO que separar en su parte real e imaginaria. La siguiente figura muestra la representacion
obtenida.
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Re (yexac)

» Rez

Im(yexac)

Figura 11: Partes real e imaginaria de yexac para el Oscilador arménico

Con el fin de tener un pardmetro mas tangible de la exactitud de ysol con respecto a
yexac, fue conveniente encontrar la norma de la diferencia de la parte real e imaginaria
de ambas, denotadas por 4, y d; respectivamente, obteniéndose los siguientes resultados:

Oy i
0.000103522 | 0.000162333

Como podemos apreciar, el resultado obtenido es de alta precision. A pesar de que no
es exactamente cero es un buen resultado si tomamos en cuenta la naturaleza exponencial
de la solucion.

Sin embargo, para comprobar la eficacia del método se aplicé también al problema difer-
encial de Bessel, en el cual se tuvo un resultado exacto, como se muestra a continuacién.

2.Problema diferencial de Bessel (PDB).

La ecuacién diferencial en este caso es de la forma
2y, +2(2 + Dy, (2) = n(n + Dya(2),
la cual debe satisfacer las condiciones iniciales y(0) = 1, y'(0) = 3.

La solucién analitica particular de nuestro interés fue
y(z) =32+ 3z + 1.
En forma discreta nuestro problema adopta la siguiente forma

(Z°D* +2(Z + 1) D] fn = A fo-
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Calculos efectuados:

El codigo empleado en este caso fue praticamente el mismo que el usado anteriormente,
salvo algunos cambios que se mencionan en el apéndice. Los resultados graficos se muestran

enseguida.

0.1

0.05

»Rez

0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 12: Trayectoria empleada para encontrar ysol del PDB.

Una vez hecha la separacién de ysol v yexac en sus partes real e imaginaria, se hizo
la representancion grafica respectiva, obteniéndose lo siguiente:

Im z

-

LT Im(ysol)

> Re z

4 6 8 10 12

Figura 13: Partes real e imaginaria de ysol para el PDB.
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Mientras que para yezxac se tiene el siguiente grafico

Imz

Figura 14: Partes real e imaginaria de yexac para el PDB.

En este caso los resultados para la norma fueron:

Como podemos apreciar, el resultado es exacto en este caso; con lo cual comprobamos
la efectividad del Algoritmo. Una vez hecho esto se procedié a resolver el problema de
interés, es decir el Problema Generalizado de Bessel. A continuacién se muestran soélo
algunos de los resultados obtenidos:

3.Problema diferencial de Bessel Generalizado (PDBG).
Caso 1.

El problema de Valores Iniciales consiste en resolver

2f(2) + 202+ 1)f'(2) = M (2),

bajo las condiciones iniciales f(0) =1, f/(0) = 0.

Cabe destacar que en este caso la solucion analitica es desconocida.

Mientras que el problema discreto equivalente se traduce a

[Z2°D? +2(Z + I)D]f = \f.
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Calculos efectuados:

Los cambios hechos en los pardmetros a utilizar en el programa asi como la dis-
cretizacion definida en Mathematica pueden ser consultados en el apéndice. Los graficos

correspondientes fueron:
Im z

0.3
0.25
0.2
0.15

0.1

» Rez

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 15: Trayectoria empleada para encontrar ysol del PDBG.

» Rez

Figura 16: Partes real e imaginaria de ysol para PDBG.

Caso 2.

Nuestro problema de Valores Iniciales esta definido por
2f"(2) +2(2 + 1) f'(2) = Af(2),
con f(1/4+1/2)=7, f'(1/4+1/2)=2.

Cuya solucién analitica es también desconocida.
El problema matricial equivalente se define en la forma
[Z°D* +2(Z +1)D]f = M.
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Calculos efectuados:

Ver apéndice para consultar parametros utilizados y la discretizacién definida en Math-
ematica. Los resultados fueron:

Imz

f

0.5
0.4

0.3

» Rez

0.3 0.4 0.5

Figura 17: Trayectoria empleada para encontrar ysol del PDBG.

Figura 18: Partes real e imaginaria de ysol para PDBG.

Evidentemente en ambos casos no tenemos una yexac con la cual comparar; sin em-
bargo, en base a las pruebas previas se puede sustentar la confiabilidad en el método.

La estabilidad de un algoritmo se determina en relacién con lo que se conoce como
numero de condiciéon, un nimero de condicién pequeno implica que niimeros pequenos
en la entrada se mantienen como nimeros pequenos en la salida; sin embargo, el anali-
sis detallado de este parametro para los codigos aqui empleados esta fuera de nuestros
propdsitos y se deja para un trabajo futuro de mayor profundidad. Por este motivo, en
los ejemplos anteriores lo tinico que hicimos para conocer el error fue medirlo en cuanto
a problemas de solucién conocida para poder comparar.
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9.

Conclusiones

= El uso de Matrices de Diferenciacion proporciona un método eficaz en la discretizacién

de problemas diferenciales cuya solucion en forma directa seria dificil de abordar;
ya que en lugar de tener un problema diferencial tendremos un problema matricial
que suele ser relativamente mas sencillo de tratar en forma numérica.

La estructura de las Matrices de Diferenciacion Algebraicas Complejas es analoga a
la obtenida en el caso real, y por tanto actiian también de manera similar; permitien-
do asi la discretizacién de problemas diferenciales cuyas soluciones son polinomios
o funciones aproximables a éstos.

La condicién para los nodos en el caso complejo se convierte en

1 1
+ §a1(zk) = 0,

£k 2k — 21

la cual, al ser aplicada al caso particular del problema diferencial de los polinomios
de Bessel conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales cuyas soluciones
numeéricas serian precisamente los ceros de tales polinomios.

Los resultados obtenidos en el capitulo 6, muestran que efectivamente los ceros de los
polinomios de Bessel caen estrictamente en la mitad izquierda del plano complejo
dentro de una cardiode de la forma r = (1 — cos)/(n + 1). Verificando asi las
observaciones hechas por otros autores (ver referencia [8]).

La solucion numérica del problema de eigenvalores asociado a los polinomios de
Bessel produce valores propios de la forma A, = n(n + 1) con n € N; mientras
que la expresion analitica para los vectores propios obtenidos evaluada en los nodos
da los mismos valores que el polinomio original de Bessel correspondiente, tal como
pudo comprobarse con el polinomio de grado 3.

Haciendo uso de valores propios A, # n(n + 1) es posible generalizar el problema
diferencial de Bessel, obteniendose asi un medio para tratar problemas diferenciales
de segundo orden con valores iniciales analogos, pero cuya solucion puede ser distinta
de un polinomio.
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10. APENDICE 1

En el presente apéndice se muestra cada uno de los programas elaborados en Mathe-
matica utilizados para hacer los calculos, cuyos resultados se han mostrado en este trabajo.

1. Programa que permitic encontrar los ceros de los polinomios de Bessel (tema tratado
en la seccion 6).

(********************* CHK[************************************)

(* Este paquete calcula los nodos (zy,yr) que satisfacen el sistema de ecuaciones no
lineales

Sum(xj — xk)/|zj — zk|* + Relal(z5)/2] =0, g, k=1,2,..,N

~Sum(yj —yk)/|2j — kP + Imlal(z)/2) =0,  j.k=1,2,.,N

donde al(z) es el coeficiente de la primera derivada en la EDO de los polinomios de Bessel.

La PRECISION ARBITRARIA se incluye en todos los cédlculos *)

(***************************************************************)

BeginPackage[ “Zgam”|

Zxy:usage=“Zxy|XY0, Nz, Ny, prec| calcula los Nx+ Ny nodos en el plano complejo
cuando

al(z) =2(z +1)/22,

Relal(z)/2] = (2* + 2° — " + x x y?) /(2 + ¢*)?,
Im[al(2)/2] = —y * 2z + 2* + *)/(2® + y*)*

XYO0y XY f son vectores reales de dimensién Nz + Ny (en este caso Nz = Ny).
Las primeras Nx componentes corresponden a las partes reales y las siguientes Ny
componentes son las partes imaginarias.”

XJ2::noconv= “ Convergencia lenta. [T ER > 20 - - - Saliendo del calculo de raices: - -”
Lin::Singular=“*** ERROR: Matriz singular o muy mal condicionada ***”

Begin[“ ‘Private’ ”]
Zxy[XY0_,Nx_, Ny_,prec_]| :=
Module[{XY f = N[XYO0,prec,epsi = 10713, gm, gv, gvl, gv2,m = 0, zdi f, dvab = 0.5,
dxabv = 0.5},
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W hile[N[dzab] > epsi,

m=m-+1;

v = Take[XY f, Nx|;y = Take[XY f, —Nyl;

gvl = Table|

Sum|[N[(z([5]] — 2[[%]])/ ((=([j]] — =([k])* + ()] — y[[k]])?), prec + 5], k. j — 1]+
Sum[N[(z[[j]] — x[[k]])/((ff[[j]] - T[Ufﬂ)z + (y[[{]] - y[[k?]])zg,mec +5],k,j+1, Na]+

gv2 = Table|

— Sum[N{[(y[[j]] - y[l
Sum[N[(y[[7]] = y[[K]])/((z[[] — =[[K]
N{(ylls]] * 2+ 2[[7]] + 2[[5])* + y[l711)/ (1) + yll5])*)%, prec + 5], 5, Ny];
gv = Join|gvl, gv2];

gm = NJacGam|XY f, Nx, Ny, prec];

xdif = SistLin[gm, gv, prec];

dxab = N[Max[Abs[xdif]], prec|; I fm == 1, dzabv = dxabl;

I f[Sign|dxabv — dzab] >= 0, dxabv = dzxab;, Put[dxab, XY f, “XY f.txt”];
Print[“Valor de diferencia creciente!”]; Abort|];];

XY f=XYf—adif;

Put[dxab, XY f, “XY f.txt”];

I fim == 200, Message| X J2 :: noconv|; Break]]];];

XYf

| NJacGam|zin_, Nx_, Ny_,prec_] :=

Modulelnxy, x,y, Jac, Jacll, Jacl2, Jac2l, Jac22, dm,dmd, dgz,

nxy = Nz + Ny;x = Take[zin, Nxz|;y = Takelzxin, —Ny];

Jac = Tablel0, j, nxy, k, nzyl;

(* —- Jacobiano, bloque 11 )

dm = Table|0, j, Nx, k, Nx]; Jacll = dm;

For[j=1,7#= Nx,j + +,

Forlk =1,k <= Nx,k + +,

Lf[jt =k, dml[[j, k]] = N[((z[[j] — = [[k]])* — (y[[}]] — y[[K]])*)/
((z[[5]] — = [[&1])* + (y[lj]] — wlk]])?)?, prec + 5] ];

%;

dmd = —N[Apply[Plus,dm, 1], prec + 5];

(* dgz: termino diagonal debido a al(z)/2 *)

dgz = Table[N[(—=2 z[[j]]* — =[[j]]* + 6 = z[[5]] * y[[5]]* + y[[;]]")/
(@[[7]]* + y[[5]]*)?, prec + 5], j, Nxl;

Jacll = dm + Diagonal M atriz[dmd + dgz];

(* —- Jacobiano, bloque 12 )

dm = Table|0, j, Nz, k, Nx|; Jacl2 = dm;

For[j=1,7 <= Nx,j++,

Forlk =1,k <= Nx,k + +,

Lf[j! =k, dm[[j, K]} = N[2* ([[j]] — «[[k]]) = (y[[5] — [[K]])/
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](.(:c[[j]] — 2[[k]])* + (y[l5]] — y[[k])*)?, prec + 5];];

|

dmd = —N[Apply[Plus,dm, 1], prec + 5];

(* dgz: termino diagonal debido a al(z)/2 *)

dgz = Table[N[(—2 y[[5]] » (3 * z[[]]* + =[[j]]° — y[[j]]* + =[[s]] * y[[j]}*))/
(=[[71* + yll7]]*)°, prec + 5], j, NaJ;

Jacl2 = dm + Diagonal M atriz|dmd + dgz];

(* —- Jacobiano, bloque 21 )

dm = Table|0, j, Nz, k, Nx|; Jac2l = dm;

For[j=1,7 <= Nx,j++,

Forlk =1,k <= Nz, k + +,

113! = by dm{(j, K] = N[=2 # (a[[j] — 2([4]]) * (o117]] — yl[4]))/
(.(QJHJ']] — 2[[k]])? + (y[[5]] = y[[k])*)?, prec + 5];];

I

dmd = —N[Apply|[Plus, dm, 1], prec + 5];

(* dgz: termino diagonal debido a al(z)/2 *)

dgz = Table[N[(2 % y{[7]] * (3 * (]2 + =[P — vl + (7] = oll1))/
([l + ylli]1*)°, prec + 5], j, Na;

Jac2l = dm + Diagonal M atriz[dmd + dgz];

(* —- Jacobiano, bloque 22 )

dm = Table|0, j, Nz, k, Nx]; Jac22 = dm;

For[j=1,j <= Nx,j++,

Forlk =1,k <= Nz, k+ +,

Lf[j! =k, dml[j, k] = N{((=[[] - =[[k]})* — (yllj]] - y[[K]])*)/

]((IHJ]] — a[[k]])* + (ylls]] = yllk1))*)?, prec + 5] ];

i

dmd = —N[Apply[Plus,dm, 1], prec + 5];

(* dgz: termino diagonal debido a al(z)/2 *)

dgz = Table[N[(=2* z[[]]* — 2[[j]]* + 6 * z[[5]] = y([j]]* + y[li]]")/
(el + YR, prec + 51,5, N

Jac22 = dm + Diagonal M atriz|dmd + dgz];

(* Jac = BlockMatriz[Jacll, Jacl2, Jac21, Jac22]; Print[Jacl; Jac; *)
For[j=1,7 <= Nx,j++,

Forlk =1,k <= Nx,k + +,

Jac[[j, k]] = Jacll[[j, k]]; Jac([j, k + Ny]] = Jacl2[[j, k]};

Jac[[Nx + j, k]| = Jac21[[j, k]]; Jac[[Nx + j, k + Ny]| =

]JaCz?[[J} KIl;

E

(* Print[MatrixForm[Jac]]; *)
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Jac |

SumDir[A_, B_,prec_] :=

(* Esta rutina calcula la suma directa de las matrices A y B *)
Module[ca,ra,cb,rb,sup,inf,sd,j,k,

ra = Length[A];ca = Length[A[[1]]];

rb = Length[B]; cb = Length|B|[1]]];

sup = Tablel0, j,ra, k, cb;inf = Table|0, 7, b, k, cal;

sd = Table|0, j,ra + rb, k, ca + cb;

For[j=1,j <ra+1,j++,sd[[j]] = Join[A[[5]], sup[[j]]]; ]
For[j=1,j <rb+ 1,7+ +,sd[[ra+ j]| = Join[inf[[5]], BIj1I]; ];
Set Precision[sd, prec]

]

PT[nr_,nt_] := (* Esta la matriz de permutacién que convierte la forma de D, en D, *)
(* Para esto se debe hacer D, = PT.(D,).Transpose[PT] *)
Module[n = nr,m = nt,u,1,j,k,q,

u = IdentityMatriz[mn]; ¢ = Table[0,7,m * n, j,m x nl;
Forli=1l,i<nsxm+1,i+ +,

q[[t]] = Flatten[Table[Table[u[[i, j]], j, k,m * n,m|, k, 1, m]]];

4q

]

SistLin[mat_, fxp_, prec0_] :=

Module|fx = Set Precision[fxp, precQ], jac = Set Precision[mat, prec0],
tol = 100 — prec0 — 5), ndim, nren, per, prec = prec0 + 5,

jam, sma, ip, Nncp, prov,

ndim = Length|[fx];

nren = Table[i, i, ndim];

Forli=1,i <=ndim — 1,i + +,

(jam = SetPrecision|Abs|jac|[nren][i]],]]], prec];

p =1

For[j=i+1,j <=ndim,j + +,(

Ifljam <= N[Abs|jac|[nren[[j]], i]]], pred],

gfam = N[Abs[jac[[nren[[j]}, i]]], prec]; ip = j)I;

If[jam <= tol, Message|Lin :: Singular]; Break]|];

I flip! =i, (ncp = nren[[i]]; nren = ReplacePart[nren, nren|[ipl], i;
nren = Replace Part[nren, ncp, ip|; )];

Forlj =i+ 1,7 <=ndim,j+ +, (

prov = SetPrecision[jac[[nren][j]],i]]/jac|[nren[[d]],]], prec];
jac = ReplacePart[jac, prov,nren[[j]],i;

Forlk =i+ 1,k <= ndim,k + +, (

prov = SetPrecision[jac[[nren|[j]], k]] — jac[[nren[[j]], i]]*
jac|[nren([d], k]|, prec];

jac = ReplacePart[jac, prov, nren[[j]], k];)];
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prov = SetPrecision[fz[[nren[[j]]]] — jac|[nren|[j]], i]]*
Fallrenl ()] prec);

fx = ReplacePart|fx, prov,nren[[j]]];

)l;

)l;

prov = Abs[Set Precision[jac|[[nren|[ndim]], ndim]], prec]];

I flprov <= tol, Message[Lin :: Singular]; Break]|];

prov = SetPrecision| fx[[nren[[ndim|]]]/jac[[nren[[ndim]], ndim]], prec];
fxr = ReplacePart|fx, prov, nren[[ndiml]]];

Forli =ndim — 1,i >= 1,1 — —(

For[sma=0;j =i+ 1,j <=ndim,j + +, (

prov = SetPrecision[jac|[nren|[i]], j]| * fx[[nren[[j]]]], prec];
sma = SetPrecision|sma + prov, prec]; )]

prov = SetPrecision|( fx[[nren[[i]]]] — sma)/jac|[nren|[i]],]], prec];
fx = ReplacePart|fx, prov,nrenl[i]];

)l;

per = Tablel0, i, ndim, j, ndim];

Do|per = ReplacePart[per, 1, i, nren[[i]]], i, ndim];
Nlper.fz, prec|

]

End[ ]

EndPackage| |

2. Programa base empleado para generalizar el problema diferencial de Bessel (ver prob-
lema 1 de la seccion 8).

>>Graphics‘MultipleList Plot’
D1Mat[zjgrist, precynteger] :=
Module[{dm,dms,n,nx = N|xjg,prec|,pm},
n = Length[zjg];
(xdm = Table[N|(nz[[i]] — nz[[j]]), prec], {i,n}, {j,n}|; Tableldm|[k, k]| =
1, {k,n}]; )
dm = Table[(Rationalize[nz[[i]]] — Rationalize[nx[[j]]]), {7,
n}, {j. n}]; Table[dm|[k, k]| = 1, {k,n}];
pm = SetPrecision|Apply[Times, dm, {1}], prec];
dm = NI[1/dm,prec]; Table[dm][[k, k]] = 0,{k,n}];
dms = SetPrecision|Apply|Plus, dm, {1}], prec;
N[Diagonal M atriz[pm).(dm + Diagonal Matrixz[dms]).Diagonal M atrix|

1/pm], prec]
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lam = 3; n = 4; nint = 6; ya = 1; ypa = 0; Ain =0+ 1/3; Bin=1/30+ 17,
delx = Bin; np = n + 1; x = {Ain}; ysol = {ya};
Forlk = 1,k < nint,k + +,
yin = Table[Ain 4+ (Bin — Ain) % jl/(np — 1), {jl,0,np — 1}]; xin = Rest[yin];
dec = D1Matlyin, 16];Dm = dc[[Range|2, np|, Range[2, np]]];
dl = dc[[Range[2,np], 1]]; d2 = Dm.d1;

(*En esta parte definimos la discretizacién asociada al problema diferencial.*)
A2 = IdentityMatriz[n]; Al = Table|0, {j,n}, {k,n}];A0 = \? x IdentityMatrix|n];
MBess = A2.Dm.Dm + Al.Dm + A0;

bm = —A2.(ya x d2 + ypa x d1) — ya x Al.d1; ypas = LinearSolve[M Bess, bm];
ysol = Joinlysol,ypas|; x = Join|x, zin];
Ain = Bin; Bin = Bin + delz;ypa = dc[[np, Range[l, npl|].Join[{ya}, ypas];
ya = ypas|[n]];
; ztra = Table[{ Relx[[K]l], Im[z[[k]]]}, {k, Length[z]}];
MultipleListPlot[{ Re[ysol],Im[ysol] },PlotJoined— >True,PlotRange— > All]

3.Cambios efectuados en el programa 2 para resolver el PDB (ver problema 2 de la
seccion 8).

Ahora los parametros fueron: n = 3;nint = 4;ya = 1;ypa = 3; Ain = 0; Bin =
1/10 + 1/20; delx = Bin;ngr = 2;
Donde ngr es el grado del polinomio que se utilizara como y.xac. La discretizacion definida
en Mathematica fue:
A2 = Diagonal M atrixz[zinxxin]; Al = Diagonal M atriz|2*(zin+1)]; A0 = ngr* (ngr+
1) x Identity Matrixz[n];
MBess = A2.Dm.Dm + Al.Dm — A0;

4.Cambios efectuados en el programa 2 para resolver el PDBG (casol) [ver problema
3 de la seccion 8.

Parametros utilizados: lam = 7+ I;n = 3;nint = 4;ya = 1;ypa = 0; Ain = 0; Bin =
1/6 + I/12;
Discretizacion definida en Mathematica:
A2 = Diagonal Matriz|xin * xin|; Al = Diagonal Matriz[2 x (zin + 1)]; A0 = lam x*
Identity M atriz(n];
MBess = A2.Dm.Dm + Al.Dm — AO0;
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5.Cambios efectuados en el programa 2 para resolver el PDBG (caso2).

Pardmetros utilizados: lam = 54;n = 4;nint = 4;ya = T;ypa = 2; Ain = 1/4 +
1/2; Bin =1/7+ 1/10;

La discretizacion definida en Mathematica fue:

A2 = Diagonal Matrixz[zin * xin]; Al = Diagonal Matriz[2 x (zin + 1)]; A0 = lam *
Identity M atrix[n];
MBess = A2.Dm.Dm + Al.Dm — AO0;
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11. APENDICE 2

A continuacién se muestra como surgen los polinomios de Bessel en la teoria de ondas
esféricas viajeras (ver referencia [9]).

La ecuacién de onda

2, _ L0
2 ot2’
en coordenadas esféricas R, 6, ¢,t toma la forma:
1 0? 1 0 ou 1 0%u 1 0%u
— |R—— —(sinf— — | = ==
R [R(?RQ (Fu) + G900 (sin ae> Tt T 2or

Si ésta se resuelve por separacién de variables, se encuentra que el factor radial f(R)
satisface la ecuacion diferencial:
d f df

RQﬁ + 21%ﬁ + ER*f = n(n+1)f, (55)

donde ke = w y €™ es el factor temporal.

Si hacemos r = kR y utilizamos la regla de la cadena, la ecuacién (55) se convierte en:

d? d
7"26[7:]20+27"Jn+7"2f:n(n+1)f. (56)
La forma més simple de tratar la ecuacién (56) consiste en hacer la substitucién f(r) =
w(r)/r, lo cual nos conduce a la ecuacién:

r?(W +w) =n(n+ 1)w. (57)

Las soluciones reales de la ecuacion de onda encontradas por separacion de variables,
representan ondas estacionarias. Dos o mas de tales soluciones se pueden combinar para
obtener ondas viajeras. Hay, sin embargo, un método estandar de obtener ondas viajeras
directamente. Este consiste en introducir la variable imaginaria pura z = ik R = ir. De tal
forma que las partes real e imaginaria de una solucién particular de la ecuacién de onda
representa ondas viajeras. Si hacemos z = ir = ikR y w(r) = exp *y(z) = exp~ 7" y(ir)
en (57), entonces se tiene que:

d’y dy
2 _

Para valores esenciales de n, la ecuacion (58) tiene soluciones polinomiales de la variable
1/z. Por tanto, al hacer la substitucién final x = 1/2 = 1/ikR, se obtiene:

22y + 2z +2)y = n(n + 1)y.
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Esta es la ecuacién para los polinomios de Bessel. De aqui se deduce que la ecuacién de
onda en coordenadas esféricas tenga soluciones de la forma:

u(R,0,6,t) = R~ P,™(cos 0) sin(m¢ — a)ei(Wt_kR)yn(l/ikR), (59)

donde y,(x) = y,(1/ikR) es un polinomio de Bessel, y kc = w. Nétese que las partes real
e imaginaria de (59) representan ondas viajeras en la direccién radial con velocidad c. La
ecuacién (59) hace evidente la naturaleza elemental de este tipo de solucién, y sugiere un
tratamiento de ondas esféricas basado en una teorfa de funciones y,, () considerada como
una clase de polinomios ortogonales, mejor que en la teoria usual de funciones de Bessel.
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