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“MEDICIÓN DE BIRREFRINGENCIA DE OBJETOS
TRANSPARENTES USANDO UN POLARISCOPIO”

Tesis Para Obtener el T́ıtulo de:

LICENCIADO EN FÍSICO MATEMÁTICAS
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Resumen

La birrefringencia es una propiedad de algunos materiales que tienen al me-
nos dos ı́ndices de refracción debido a su simetŕıa molecular. En la naturaleza
existen materiales con esta propiedad tales como calcita o cuarzo entre otros
y sus efectos sobre la luz son de interés en este trabajo. Uno de estos efectos
es la doble refracción y pueden llegar a formar una doble imagen de un ob-
jeto, otro de sus efectos es el cambio en el estado de polarización de un haz
de luz.

Actualmente, el estudio de la birrefringencia ha tomado interés en el área
médica debido a que los tejidos del cuerpo humano presentan cierta simetŕıa
en sus células mostrando birrefringencia cuando son iluminados o vistos con
luz polarizada. Está reportado que los tejidos enfermos pierden el orden de
las células como en el caso del cáncer como se ve en el trabajo de G. Wood
Michael [1] o del glaucoma como muestra Cense, Barry en [2] y por tanto
su birrefringencia sufre un cambio. El análisis consiste en determinar o medir
la birrefringencia de estos tejidos para determinar si están enfermos o sanos.

En este trabajo se muestra un método para medir la birrefringencia de
materiales cuya absorbancia es despreciable. Este método se basa en el uso
de un sistema óptico conocido como polariscopio que consiste de un par de
polarizadores lineales con su eje de transmisión perpendiculares entre śı sien-
do la muestra colocada entre ellos. La imagen que se obtiene en la salida del
sistema es capturada por una cámara digital y es procesada con un algorit-
mo implementado en Mathematica. Los resultados de la birrefringencia que
se obtienen son comparados con los obtenidos con un polaŕımetro comercial.

La ventaja de este método respecto a otros es que se pueden analizar ma-
teriales en área y con otros por ejemplo el polaŕımetro se hacen mediciones
puntuales.

Palabras clave: Medida de la birrefringencia, polariscopio, polarimetro,
plásticos.

v



Abstract

The birefringence is a optical property of some materials with at less two
refractive index due their molecular simetry. In nature exist materials with
this property such as calcite, quartz and others and their effects on light are
of interest in this work. One of this effects is the double refraction that can
produce a double image from a object, an other efect is the change in the
polarization state of light.

This days,the study of birefringence has take interest in the medical area
due to the human body tissue present some simetry on the cells showing
birefringence when are iluminate by light or are seen through polarized light.
There is reported that ill tissue loss their cell order as in the case of cancer
and therefore exist a birefringence change. The analisys consist in determi-
nate or measure the birefringence on this tissues to determinate if they are
healthy or ill.

In this work is shown a method to measure birefringence of materials
with negligible absorbance. This method is based on a system optic known
as polariscope that consists of two lineal polarizers with trasmition axes per-
pendicular between them. The image at the end of the optical system is
captured by a digital camera and processed with an algorithm written in
Mathematica. The resulting birefringence are compare with the birefringence
measured with a comercial polarimeter.

The advantage in the use of the polariscope is that is posible to analyze
materials in area and with the polarimeter only can make a putual measure.

Keywords: Birefringence measurement, polariscope, polarimeter, plastics.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la mayoŕıa de las aplicaciones de la interferometŕıa es importante realizar
la medición de fase a través de esta algún parámetro f́ısico que se encuentra
en la expresión de la fase, por ejemplo el ı́ndice de refracción. El objetivo de
este trabajo es medir la birrefringencia de algunos materiales transparentes.
Existen algunos métodos para medir birrefringencia y dependen de que forma
y grosor tiene el material que se desea medir, o si dispersa la luz o no. Por
ejemplo para objetos con cara plana y con buena reflectancia se puede medir
aplicando la técnica de elipsometŕıa con el inconveniente que gran parte de
los elipsómetros comerciales necesitan analizar la muestra a diferentes ángu-
los incidentes para obtener el ı́ndice de refracción, además de que se hace la
medición de forma puntual como se ve en los trabajos de G̊asvik [3], Peatross
[4], Fowles [5], Dieter [6] siendo un método lento e impráctico para medir una
peĺıcula de algunos cent́ımetros cuadrados. Para objetos de caras planas y con
buena transmitancia para la longitud de onda que se trabaje se puede medir
la birrefringencia utilizando un polaŕımetro como reporta Hunston [7] pero
la medición también es puntual presentando el mismo problema. En objetos
de caras planas y eje óptico oblicuo a la superficie incidente se puede medir
la birrefringencia debido a la formación de dos imágenes separadas porque
las direcciones del rayo ordinario y extraordinario son diferentes, y entonces
midiendo la separación de estas imágenes y conociendo el espesor del ma-
terial se puede conocer la birrefringencia, como muestra Bernardo [8]. Para
medir la birrefringencia inducida por estrés interno en objetos transparentes,
como fibras ópticas dobladas, se puede medir con hologramas recostruyendo
por separado la amplitud y la fase de dos frentes de onda que lleva infor-
mación de los estados de polarización causados por el objeto como trabaja
Colomb [9]. En este trabajo se utiliza un arreglo óptico mediante el cual se
pretende conocer la birrefringencia de una peĺıcula de forma sencilla y para
un área, y no de forma puntual, mediante el uso del polariscopio. En este
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

método se hacer incidir un frente de onda polarizado sobre el material, éste
cambia su fase debido a su función como retardador y sus efectos pueden ser
observados si se coloca otro polarizador conocido como analizador después
del material. Lo que se observará si se coloca una pantalla al final del arreglo
será un patrón de franjas oscuras y claras donde cada intensidad es un estado
de polarización diferente siendo entonces el patrón de franjas o un mapa de
polarizaciones aśı como un mapa topográfico es un mapa de alturas. Este
patrón de franjas contiene a su vez información sobre la relación entre los
ı́ndices de refracción ordinario (no) y extraordinario (ne) de nuestro mate-
rial ya que la fase es directamente proporcional a la diferencia de ı́ndices de
refracción, el cual puede ser determinado mediante la envoltura de la fase
del patrón de franjas. Una vez que la muestra a la cual se quiere medir su
birrefringencia es colocada en el arreglo óptico el patrón de franjas a la salida
del sistema óptico es capturado y procesado mediante un algoritmo diseñado
para extraer la información de la fase para todo el patrón de franjas punto a
punto todo de una vez. El arreglo propuesto en el trabajo permite que la me-
dición de la birrefringencia de la peĺıcula se logre en algunos segundos desde
que se colocó la muestra a examinar en el arreglo hasta que se tiene el mapa
de fases de la peĺıcula, siendo un mejor modo de obtener la birrefringencia
para peĺıculas que los mencionados anteriormente.

1.1. Aplicaciones médicas

El cuerpo humano tiene una gran variedad de tejidos bien ordenados con dis-
tintas estructuras y propiedades, algunos de estos tejidos tienen cierto grado
de birrefringencia o se les puede inducir de algún modo por lo que es posible
aplicar lo desarrollado en este trabajo en medicina, a continuación se habla
de algunas de ellas.

Se puede detectar pérdida de visión por glaucoma conociendo la birrefrin-
gencia de la capa de fibras de nervio óptico (RNFL1 por sus siglas en inglés).
El glaucoma es la segunda causa de ceguera en el mundo dañando las células
ganglionares ocasionando un adelgazamiento del RNFL además la pérdida
de tejido de la capa de fibras de nervio óptico pueden producir cambios en la
birrefringencia, con la muerte de las células ganglionares el tejido de RNFL es
remplazado por un tejido menos organizado y amorfo compuesto por células
gliales por lo que es de esperarse un cambio de birrefringencia. Cuando el
glaucoma es detectado a una etapa temprana la pérdida de visión puede ser
prevenida, el método estándar para detectar pérdida de visión periférica en

1Retinal nerve fiber layer.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

glaucoma es el examen de campo de visión, sin embargo el 40 % de los nervios
tienen un daño irreversible antes que la pérdida de visión periférica pueda ser
cĺınicamente detectada como reporta Cense [2], además en una retina sana
la birrefringencia de RNFL vaŕıa como función de la posición alrededor de la
cabeza del nervio óptico (ONH2 por sus siglas en inglés). Se puede ver en [2]
una discusión más a fondo y sus resultados.

Un tejido infartado (tejido muerto causado por la obstrucción de la arteria
que riega dicha área según el diccionario médico Melloni [10]) se deforma, se
forman cicatrices y pierde el buen orden que tiene un tejido sano, perdiendo
su anisotroṕıa. El tejido de un corazón sano esta compuesto de arreglos bien
ordenados de cardiomiocitos, la anisotroṕıa natural de un tejido fibroso como
el de un miocardio sano resulta en el cambio direccional del ı́ndice de refrac-
ción (un ı́ndice en la dirección a lo largo de las fibras y otro perpendicular a
las fibras), después de un infarto el miocardio se expande en la zona infartada,
hay dilatación ventricular, adelgazamiento de las paredes ventriculares y for-
mación de cicatrices las cuales causan alteraciones de las funciones card́ıacas
normales. El tejido cicatrizado del infarto es isotrópico (no depende de la
dirección) con estructuras de colágeno orientadas caóticamente por lo que
debe disminuir su birrefringencia. Para calcular la birrefringencia uno debe
conocer la distancia que la luz se propaga en ese medio, un valor normalmen-
te no conocido a priori particularmente en un medio altamente dispersivo
como un tejido, sin embargo el retraso que introduce puede ser usado como
medida de la anisotroṕıa del tejido si la distancia de propagación es cons-
tante en todas las medidas aśı el cambio en retraso de fase se deberá solo al
cambio de birrefringencia. Es cierto que las diferencias entre el tejido sano
y el tejido infartado puede cambiar el camino óptico, pero cambios grandes
en la birrefringencia sigue dominando en la medición del retraso. Un tejido
rápidamente rompe con la polarización de un haz polarizado, pero se man-
tiene la polarización suficiente en muestras de tejido de transmisión difusas
delgadas de 1 a 3 mm, o en reflexión difusa de cualquier espesor que permita
polarimetŕıa cuantitativa. De modo que es posible caracterizar el tejido de
miocardio midiendo la birrefringencia, espećıficamente cambios asociados con
la reestructura debido a un infarto y tratamientos regenerativos. G. Wood
discute mas a fondo el tema [1] y se muestran dos métodos para medir la
birrefringencia, una punto a punto y otra en imágenes de área grande, la
cual muestra potencial para el monitoreo de tratamientos regenerativos. Una
aplicación muy buena cuando las enfermedades cardiovasculares son la causa
número uno de muertes alrededor del mundo.

2Optical nerve head.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

La tomograf́ıa de coherencia óptica (OCT3 por sus siglas en inglés) es
un tipo de imagen óptica relativamente nueva que permite una imagen to-
mográfica de alta resolución de sección cruzada de microestructuras internas
en materiales y sistemas biológicos por medición de luz retrodispersiva o re-
troreflexiva logrando imágenes de resolución de 1-15 µm, de uno a dos órdenes
de magnitud más alto que con ultrasonido convencional, la imagen se pue-
de realizar in situ (en el lugar) y en tiempo real como lo hace Bouma [11].
Una de las primeras aproximaciones hacia imágenes tomográficas de sección
cruzada fue la imagen tomográfica del epitelio pigmentario retinal (RPE4

por sus siglas en inglés) del ojo humano obtenido in vivo por el haz dual de
técnica LCI presentada en la conferencia ICO-15 SAT por Fercher (1990) y
publicado por Hitzenberger (1991) [12]. Haciendo la OCT sensible a la po-
larización (PS-OCT) es posible medir birrefringencia y de generar mapas de
birrefringencia de porciones de miocardio, además de mejorar el contraste
de la tomograf́ıa cuando los tejidos son birrefringentes como el colágeno y
PS-OCT puede ser un indicador sensible de la organización de la microes-
tructura del tejido como se muestran en los trabajos de Bouma y Fercher
[11], [12].

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Medir la birrefringencia de objetos transparentes de forma eficiente, rápi-
da y con buena precisión.

1.2.2. Objetivos espećıficos

• Comprender el concepto de birrefringencia.

• Implementar experimentalmente el arreglo del polariscopio de campo
oscuro y campo claro.

• Diseñar un algoritmo para análisis de datos.

3Optical coherence tomography.
4Retinal pigment epithelium.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

• Medir la birrefringencia para materiales como celofán, acetato, caja de
CD y cuchara de plástico.

1.3. Distribución de caṕıtulos

Este trabajo está distribuido en cinco caṕıtulos cuyo contenido es analizado
en esta sección.

En el caṕıtulo 2 se define el ı́ndice de refracción y se discute sobre la
birrefringencia.

En el caṕıtulo 3 inicia con el concepto de luz polarizada y las corres-
pondientes ecuaciones de onda asociadas. Formas y dispositivos ópticos para
polarizar la luz. Se menciona y analiza el formalismo matemático de Stokes-
Müeller. Se habla sobre el polariscopio circular y lineal de campo oscuro y
claro y, la expresión de este dispositivo en el formalismo de Stokes-Müeller.
También se incluye una sección sobre el polaŕımetro y algunas aplicaciones.

En el capitulo 4 se detalla la metodoloǵıa con que se realizó la calibra-
ción, el experimento, los algoritmos empleados y los resultados obtenidos al
medir la birrefringencia del celofán, el acetato, la caja de CD y la cuchara de
plástico.

El caṕıtulo 5 se mencionan las conclusiones a las que se llegan con este
trabajo y sus resultados.

Y por último algunos apéndices sobre geometŕıa anaĺıtica, la derivación
de los parámetros de Stokes y algunas matrices de Müeller, derivación de la
expresión en formalismo de Sokes-Müeller para el polariscopio H-V y análisis
de incertidumbre.

5



Caṕıtulo 2

Birrefringencia

2.1. Índice de refracción

En 1845 Michael Faraday (1791-1867) observó que un campo magnético pod́ıa
rotar el plano de polarización de la luz que pasaba a través de una región
magnetizada. Esta observación condujo a Faraday a asociar la luz con radia-
ción electromagnética, pero no fue capaz de cuantificar esta asociación. James
Clerk Maxwell (1831-1879) modeló un marco matemático para el modelo de
Faraday y fue publicado en 1864. En este trabajo, Maxwell identificó luz co-
mo una “perturbación electromagnética en forma de ondas propagándose a
través del campo electromagnético de acuerdo a las leyes electromagnéticas”
y demostró que la velocidad de propagación de la luz está dada por las pro-
piedades electromagnéticas del material.

Kirchhoff reconoció en 1857 que la velocidad de la luz podŕıa ser obtenida
de las propiedades electromagnéticas. Riemann en 1858 supuso que las fuer-
zas electromagnéticas se propagan a velocidad finita y derivan una velocidad
de propagación dada por las propiedades electromagnéticas del medio. Sin
embargo, fue Maxwell quien demostró que los campos eléctricos y magnéti-
cos son ondas que viajan a la velocidad de la luz. No fue hasta 1887 que una
observación experimental de las ondas electromagnéticas fue obtenida por
Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894).

Fueron varios f́ısicos que realizaron estudios importantes sobre el compor-
tamiento de los campos eléctrico y magnético estáticos y formularon las leyes
que rigen su comportamiento. James Clerk Maxwell unificó estas leyes en la
conocida teoŕıa electromagnética que rige el comportamiento de las ondas
electromagnéticas.

6



CAPÍTULO 2. BIRREFRINGENCIA

Resultados importantes de la teoŕıa electromagnética son las llamadas
ecuaciones de Maxwell que se enlistan en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Ecuaciones de Maxwell

Ley Forma integral Forma diferencial

Ley de inducción de Faraday
¸
C
~E · d~l = −

˜
A
∂ ~B
∂t
· d~S 5× ~E = −∂ ~B

∂t

Ley de Gauss eléctrica
‚
A
~E · d~S = 1

ε

˝
V
ρdV 5 · ~E = ρ

ε

Ley de Gauss magnética ΦM =
‚
A
~B · d~S = 0 5 · ~B = 0

Ley de Ampere
¸
C
~B · d~l = µ

˜
A

(
~J + ε∂

~E
∂t

)
· d~S = µi 5× ~B = µσ ~E + µε∂

~E
∂t

En la tabla 2.1 ε es la permitividad eléctrica del medio, ε0 es la permitivi-
dad eléctrica en el vaćıo, µ la permeabilidad magnética, µ0 la permeabilidad
magnética en el vaćıo y σ es la conductividad eléctrica.

Considerando las ecuaciones en forma diferencial y considerado la identi-
dad de operadores

5× (5× F ) = 5 (·F )−52F, (2.1)

se tiene que de la ley de Faraday

5×
(
5× ~E

)
= 5

(
· ~E
)
−52 ~E = − ∂

∂t

(
5× ~B

)
, (2.2)

y considerando la ley de Gauss eléctrica y la ley de Ampere, finalmente se
llega a la ecuación de onda

52 ~E = µσ
∂ ~E

∂t
+ µε

∂2 ~E

dt2
. (2.3)

De manera similar, se puede obtener una ecuación de onda si se considera el
rotacional de la ley de Ampere y se puede demostrar que está dada por

52 ~B = µσ
∂ ~B

∂t
+ µε

∂2 ~B

dt2
. (2.4)

En medios no conductores la conductividad σ = 0 y estas ecuaciones se
reducen a:

52 ~E = µε
∂2 ~E

∂t2
, (2.5)

7



CAPÍTULO 2. BIRREFRINGENCIA

y

52 ~B = µε
∂2 ~E

∂t2
. (2.6)

Es decir que se pudo deducir las ecuaciones de onda 2.5 y 2.6 a partir
de las ecuaciones de Maxwell.

Maxwell usó resultados de experimentos eléctricos (respecto a la permiti-
vidad eléctrica y permeabilidad) llevados a cabo por Wilhelm Weber (1804-
1891) y Rudolph Kohlrausch (1809–1858) y demostró que la velocidad v de
propagación de las ondas es

v = c =
1

√
ε0µ0

= 3× 108m/s. (2.7)

Este resultado teórico estaba de acuerdo con la velocidad de la luz medida
por Fizeau en 1849. Lo que le hace concluir que la luz en śı misma es una
onda electromagnética.

En un medio donde no hay cargas eléctricas libres o corrientes, son ne-
cesarios dos campos vectoriales más la densidad de flujo eléctrico ~D y la
densidad de flujo magnético ~H. La relación entre estas nuevas cantidades y
los campos ~E y ~B dependen de las propiedades eléctricas y magnéticas del
medio respectivamente. Estas ecuaciones están relacionadas por medio de:

~D = ε0 ~E + ~P , (2.8)

y
~H = µ0

~B + µ0
~M, (2.9)

donde ~P es la densidad de polarización y ~M es la densidad de magnetización.
En un medio dieléctrico, la densidad de polarización es la suma macroscópica
de los momentos bipolares eléctricos que el campo eléctrico induce. La ma-
gentización es definida similarmente.

De acuerdo a las definiciones de ~P y ~M , se observa entonces que se rela-
cionan con los campos eléctricos y magnéticos por relaciones que dependen
de las propiedades eléctricas y magnéticas.

En el espacio libre ~P = ~M = 0. En un medio no magnético ~M = 0 y
siempre se supondrá en adelante que se tiene un medio no magnético.

8
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Se dice que un medio dieléctrico es lineal si el campo vectorial ~P (r, t)

está linealmente relacionado al vector de campo ~E(r, t) y entonces, el princi-
pio de superposición se puede aplicar.

Se dice que un medio es no dispersivo si su respuesta es instantánea, es
decir, ~P en el tiempo t es determinado por ~E en el mismo tiempo t y no
por valores previos de ~E. La no dispersividad es una idealización debido a
que todo sistema f́ısico, por muy rápido que pueda ser, tiene un tiempo de
respuesta finito.

Un medio es homogéneo si la relación entre ~P y ~E es independiente de la
posición r. El medio es llamado isotrópico si la relación entre los vectores ~P
y ~E es independiente de la dirección del vector ~E, aśı que el medio se “ve”
igual en todas direcciones. Los vectores ~P y ~E deben ser paralelos.

Se dice que un medio es espacialmente no dispersivo si la relación entre
~P y ~E es local, es decir, ~P en cada posición r es influenciado solo por ~E en
la misma posición.

Considerando el caso más simple de un medio lineal, no dispersivo, ho-
mogéneo e isotrópico, el vector ~P y ~E en cualquier posición y tiempo son
paralelos y proporcionales, aśı que

~P = ε0χ~E, (2.10)

donde χ es una constante escalar llamada susceptibilidad eléctrica. Sustitu-
yendo la ecuación 2.10 en 2.8 se tiene

~D = ε ~E, (2.11)

donde
ε = ε0(1 + χ), (2.12)

es otra constante escalar conocida como permitividad eléctrica del medio. La
razón ε/ε0 es la permitividad relativa o constante dieléctrica. Bajo estas con-
diciones, se pueden reescribir las ecuaciones de Maxwell para el vaćıo sustitu-
yendo ε0 por ε para medios lineales, no dispersivos homogéneos e isotrópicos.
Por tanto, la ecuación de onda para el campo eléctrico se escribe como:

52 ~E = µ0ε
∂2 ~E

∂t2
, (2.13)

donde

v =
1
√
εµ0

=
1/
√
ε0µ0√

εµ0/
√
ε0µ0

=
c√
ε/ε0

, (2.14)

9
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es la velocidad de propagación dentro del medio. Se define el ı́ndice de re-
fracción n como:

n =

√
ε

ε0
=
c

v
=
√

1 + χ, (2.15)

donde se consideró la ecuación 2.12.

Los medios dieléctricos discutidos previamente se han supuesto transpa-
rentes, es decir, no absorben luz. El vidrio es casi transparente en la región
visible del espectro electromagnético, pero absorbe en las regiones ultravio-
leta e infrarrojo.

Los materiales dieléctricos que absorben luz son representados por su
susceptibilidad compleja dada por:

χ = χ′ + iχ′′, (2.16)

y corresponde a una permitividad compleja ε = ε0(1 + χ). Considerando el

valor del vector ~k, tenemos que

k =
w

c
= w
√
εµ0 = k0

√
1 + χ = k0

√
(1 + χ′ + iχ′′), (2.17)

y como puede verse de la ecuacion 2.17 ahora k es complejo.

Lo anterior puede verse claramente si se considera la onda dentro del
material absorbente dada por

~E(z, t) = Ae−i(kz−ωt) = Ae−ikzeiωt = U(z)eiωt, (2.18)

donde U(z) = e−ikz es ahora compleja y representa la amplitud de la onda
dada en la ecuación 2.18 y ahora depende de z y disminuye su valor conforme
z aumenta es decir, mientras la onda viaja dentro del material absorbente,
la amplitud decae. Sin embargo, debe ser real, por lo que entonces k debe ser
compleja y de acuerdo a la ecuación 2.17, entonces la susceptibilidad debe
ser compleja como se supuso en el párrafo anterior.

Supóngase entonces que k = β− i(1/2)α, donde β y α son reales. Usando
la ecuación 2.17 se obtiene

β − i1
2
α = k0

√
(1 + χ′ + iχ′′). (2.19)

La ecuación 2.19 relaciona β y α con las componentes de la susceptibi-
lidad χ′ y χ′′. Ahora, considerando la parte espacial de la ecuación 2.18 se
tiene

e−ikz = e−
1
2
αzeiβz. (2.20)

10
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La ecuación 2.20 indica que la intensidad de la onda es atenuada por el
factor |eikz|2 = e−αz, aśı que α representa el coeficiente de absorción (también
conocido como coeficiente de atenuación o coeficiente de extinción). Ahora,
también de la ecuación 2.20 se observa que el parámetro β es la razón a la
cual la fase cambia en función de z y por tanto es la constante de propagación.
El medio, por tanto, tiene un ı́ndice de refracción efectivo n definido por:

β = nk0, (2.21)

y la onda viaja con velocidad c = c0/n.

Sustituyendo la ecuación 2.21 en la ecuación 2.19 se obtiene una ecuación
que relaciona el ı́ndice de refracción n y el coeficiente de absorción α con la
parte real e imaginaria de la susceptibilidad y está dado por

n = −i α
2k0

=
√

(1 + χ′ + iχ′′). (2.22)

La ecuación 2.22 define el ı́ndice de refracción complejo y relaciona el
coeficiente de absorción con el ı́ndice de refracción.

En un medio para el que χ′ � 1 y χ′′ � 1 (es decir, un medio poco ab-
sorbente como por ejemplo un gas) se puede hacer la siguiente aproximación√

(1 + χ′ + iχ′′) ≈ 1 +
1

2
(χ′ + iχ′′) , (2.23)

y entonces, usando 2.23 en la 2.22 se tiene el siguiente par de ecuaciones

n ≈ 1 +
1

2
χ′, (2.24)

y
α ≈ −k0χ′′. (2.25)

Las ecuaciones 2.24 y 2.25 determinan la parte real y compleja del ı́ndice
de refracción en un medio débilmente absorbente y se observa que la parte
real se relaciona linealmente con la susceptibilidad mientras que el coeficiente
de absorción es proporcional a la parte imaginaria de la susceptibilidad. Para
un medio absorbente χ′′ es negativo y α es positivo.

En este trabajo se considera que los materiales usados son no absorben-
tes y por lo tanto no es de interés analizar la parte compleja del ı́ndice de
refracción.

11



CAPÍTULO 2. BIRREFRINGENCIA

En las tablas 2.2, 2.3 y 2.4 se muestra el ı́ndice de refracción de algunas
sustancias.

Tabla 2.2: Índice de refracción de gases a 0◦C y 1 atm. [13].

Vaćıo 1
Aire 1.000293
Helio 1.000036
Hidrógeno 1.000132
Bióxido de carbono 1.00045

Tabla 2.3: Índice de refracción de ĺıquidos a 20◦C. [13].

Benceno 1.501
Agua 1.333
Alcohol et́ılico (etanol) 1.361
Tetracloruro de carbono 1.461
Bisulfuro de carbono 1.628

Tabla 2.4: Índice de refracción de sólidos a temperatura ambiente. [13].

Diamante 2.419

Ámbar 1.55
Śılice fundida 1.458
Cloruro de sodio 1.50

2.2. Birrefringencia

En 1669 Erasmus Bartholinus (1625-1692), doctor en medicina y profesor
de matemáticas en la Universidad de Copenhague descubrió un fenómeno
óptico en la calcita al que llamo doble refracción. Bartholinus observó que
los objetos vistos a través de la calcita se ven dobles como se aprecia en la
figura 2.1 lo cual se debe a la doble refracción o birrefringencia y esto es por
la existencia de dos ı́ndices de refracción, conocido como ı́ndice ordinario no e

12
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ı́ndice extraordinario ne. Si se considera un haz de luz incidente en un cristal
birrfringente una parte del haz se refractará normalmente como lo haŕıa en
cualquier otro cuerpo transparente y otra parte del haz se desviará formando
aśı las dos imágenes, se les conoce como rayo o u ordinario y rayo e o
extraordinario respectivamente. Si el cristal birrefringente se gira también lo
hará el haz extraordinario siguiendo el movimiento del cristal. Al analizar los
dos haces con un polarizador se encontrará que ambos haces están linealmente
polarizados, además tienen polarizaciones ortogonales.

Figura 2.1: Calcita.

Una onda electromagnética se propaga a través de un medio excitando
a los electrones dentro del medio, los electrones interiores son impulsados
por el campo eléctrico ~E de la onda electromagnética, esto hace que irradien
generando pequeñas ondas secundarias que se superponen haciendo que la
onda refractada avance.

Las sustancias cristalinas, por ejemplo, tienen sus moléculas ordenadas
en un arreglo poliédrico. Algunas de estas formas se muestran en la Figu-
ra 2.2, los poliedros mencionados se les conoce como celda unidad y se le
conoce como red de Bravais. Existen 14 formas diferentes de las estructuras
cristalinas pero no todas éstas presentan el fenómeno de birrefringencia como
muestra Mickelvey [14]. Las diferentes formas de los planos reticulares, es
decir las caras de la celda unidad es la responsable de las diferentes velocida-
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des de propagación de la luz en diferentes materiales, pues la excitación de los
electrones en un arreglo cuadrado es diferente que en un arreglo hexagonal,
lo que implica que las ondas irradiadas por estos y la onda refractada final
tendrán velocidades diferentes.

Figura 2.2: Esquema de algunas estructuras cristalinas.

Se puede ver un modelo ilustrativo en Hecht [13] que explica la birrefrin-
gencia usando una esfera cargada unida a un núcleo por resortes con distinta
rigidez.

La calcita o carbonato de calcio (CaCO3) es un ejemplo de un cristal
birrefringente, una sustancia muy común presente en el mármol y piedra ca-
liza. En la figura 2.1 se presenta una fotograf́ıa de una calcita. Debajo de
ella se aprecia un par de ĺıneas negras dibujadas sobre el papel y sobresalen
del tamaño del cristal de calcita. Si se observa la imagen dentro de la calcita
aparecen cuatro ĺıneas. Dos de ellas corresponden a las lineas originales y las
otras dos son las imágenes que se forman por la birrefringencia. Cada par de
imágenes tienen polarizaciones lineales ortogonales entre śı.

Los cristales con estructuras cúbicas como el cloruro de sodio tienen sus
átomos ordenados con mucha simetŕıa por lo que no existe una dirección
preferencial y la luz propagada de una fuente puntual en su interior se pro-
pagará uniformemente en todas direcciones en una onda esférica como en
los sólidos amorfos. Tendrá un sólo ı́ndice de refracción y será ópticamente
isotrópico.

En cristales menos simétricos como cristales con estructura hexagonal,
tetragonal y trigonal la luz que se propaga en alguna dirección en general
se encontrará una estructura asimétrica. Tales sustancias son ópticamente
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anisotrópicas y birrefringentes.

Se le dice eje óptico a la dirección alrededor de la cual los átomos están
arreglados simétricamente.

Los cristales con un sólo eje óptico se les llama uniaxiales. Si se considera
una fuente de luz puntual dentro de un cristal uniaxial las ondas ordinarias
son esféricas y las extraordinarias son elipsoidales como se ve en las figuras
2.3 y 2.4. La orientación del campo con respecto al eje óptico determina las
velocidades con las que éstas ondas se propagan. El campo ~Eo de la onda or-
dinaria en todo punto es normal al eje óptico y se mueve con velocidad v⊥. La
onda extraordinaria solamente tiene velocidad v⊥ en la dirección del eje ópti-
co, por lo cual las ondas ordinaria y extraordinaria se tocan en el eje óptico.
En cualquier otro caso el campo ~Ee de la onda extraordinaria se propaga pa-
ralelamente al eje óptico con velocidad v‖ como se ve en las figuras 2.3 y 2.4.

Figura 2.3: Frente de onda en un cristal uniaxial negativo.
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Figura 2.4: Frente de onda en un cristal uniaxial positivo.

Los materiales uniaxiales tienen dos ı́ndices principales de refracción no ≡
c/v⊥ y ne ≡ c/v‖. La diferencia ∆n = ne − no es una medida de la birre-
fringencia. Se dice que es un cristal uniaxial negativo cuando ∆n < 0 como
en el caso de la calcita y es positivo cuando ∆n > 0 como el cuarzo y el hielo.

Los otros sistemas cristalográficos ortorrómbicos, monocĺınicos y tricĺıni-
cos tienen dos ejes ópticos (cristales biaxiales). Los materiales biaxiales tienen
tres ı́ndices principales de refracción diferentes. En este caso la birrefringen-
cia se mide como la diferencia entre el mayor y el menor de los ı́ndices.

Cuando la luz pasa de un medio a otro sufre un cambio de fase. Conside-
rando dos ondas planas armonicas idénticas cuyas expresiones son

ψa(z, t) = A sen (kz − ωt) , (2.26)

ψb(z, t) = A sen (kz − ωt) , (2.27)

y se supone que viajan en un medio de ı́ndice de refracción ni de A a B pero
una de ellas pasa a través de un medio de espesor d de ı́ndice de refracción
nf como se ve en la figura 2.5.
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Figura 2.5: Esquema que muestra dos ondas en fase y la onda a) sufre un
cambio de fase debido a cruzar un medio con ı́ndice de refracción nf 6= ni.
La onda b) siempre viaja en el mismo medio por lo que su fase no cambia.

Al tiempo t = 0 toman la forma

ψa(z, t) = A sen kz, (2.28)

ψb(z, t) = A sen kz, (2.29)

la fase de la onda ψb es φb = kni|A − B| = knid y de la onda ψa es φa =
knf |A−B| = knfd por lo que la diferencia de fase entre las dos ondas es

∆φ = φa − φb = k (nf − ni) d = k∆nd. (2.30)

Este resultado se puede utilizar para el caso en que la onda atraviese un
material birrefringente y entonces, en la ecuación 2.30 el término ∆n es la
medida de la birrefringencia.
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Caṕıtulo 3

Luz polarizada y dispositivos
polarizantes

La polarización es una caracteŕıstica de la luz al igual que lo es la longitud
de onda. Algunos insectos como abejas, moscas de fruta o mantis pueden
distinguir estados de polarización, también animales como pulpos, calamares
o moluscos cefalópodos como reporta Können [15]. Algunos seres humanos
distinguen los estados de polarización observando una imagen en nuestro
campo de visión conocida en oftalmoloǵıa como cepillo de Haidinger como
muestran können [15] y la American Academy of Ophthalmology [16], sin
embargo éste no es fácil de observar lo que dificulta distinguir los estados de
polarización sin instrumentos ópticos, sin embargo, si se puede ver los efectos
de la polarización cuando ésta interactúa con la materia.

3.1. Luz Polarizada

La luz es una onda electromagnética donde la componente magnética siempre
se encuentra a un ángulo de 90◦ de la componente eléctrica, por lo que basta
describir el comportamiento de una de ellas puesto que la otra se encuentra
perpendicular a la primera. Generalmente se analiza la componente del cam-
po eléctrico porque tiene una magnitud mayor que la componente magnética
(E = cB).

La luz puede clasificarse según el lugar geométrico en el cual vibra la
onda. Si la vibración de la onda está restringida a un plano se dice que tiene
polarización lineal.

Una onda electromagnética viajando en el espacio cuyo campo eléctrico se
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muestra en la figura 3.1 se puede representar mediante dos ondas linealmente
polarizadas ortogonales entre śı y están dadas en las ecuaciones 3.1 y 3.2.

~Ex(z, t) = E0x sen (kz − ωxt) î, (3.1)

~Ey(z, t) = E0y sen (kz − ωyt+ ε) ĵ. (3.2)

Por simplicidad se considera que la onda viaja en dirección z, tiene fre-
cuencia ω y además la componente vertical tiene una fase inicial ε.

Figura 3.1: Esquema que muestra una onda con polarización eĺıptica.

Si un observador fijo en el espacio ve la onda avanzar hacia él verá las
ondas dadas en la ecuación 3.1 y 3.2 como se muestra en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Esquema del plano z = 0 transversal a la dirección de propagación
de la onda.

Como puede observarse en la figura 3.2, la resultante ~E(t) forma un ángulo
α respecto del eje horizontal. En general el ángulo α y la magnitud resultante
de ~E(t) no son constantes en el tiempo. El estado de polarización está direc-

tamente relacionado con el cambio del ángulo α y de la magnitud de ~E(t) y

dice como se mueve la onda en el plano x−y. Si la magnitud de la onda ~E(t)
se mantiene constante y el ángulo crece (o decrece) monótonamente se tiene
polarización circular izquierda (o derecha); si la magnitud no es constante
entonces es polarización eĺıptica y si el ángulo α es constante entonces es
polarización lineal.

La diferencia de fase ε y las amplitudes son los parámetros responsables
de la polarización. Entonces la superposición de las ecuaciones 3.1 y 3.2 dan
como resultado:

~E(z, t) = E0x sen (kz − ωt) î+ E0y sen (kz − ωt+ ε) ĵ. (3.3)
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A continuación se analizan algunos casos especiales de 3.3.

(a) Si la onda está en fase, es decir ε = 2nπ con nεN se tiene polarización
lineal y está dada por la expresión 3.4 y mostrada en la figura 3.3.

~E(z, t) =
(
E0î+ E0y ĵ

)
sen (kz − ωt) . (3.4)

Figura 3.3: Esquema que muestra una onda con polarización lineal.

(b) Si las ondas tienen un desfase equivalente a π/2, es decir ε = π/2+2nπ
con nεN y además E0x = E0y = E0 se tiene polarización circular, dada
por la ecuación 3.4. Esta polarización es mostrada en la figura 3.4.

~E(z, t) = E0

(
sen (kz − ωt) î+ cos (kz − ωt) ĵ

)
. (3.5)
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Figura 3.4: Esquema que muestra una onda con polarización circular.

La ecuación 3.3 describe polarización eĺıptica y corresponde al caso ge-
neral de luz polarizada, por lo que la polarización circular y lineal son casos
especiales de la polarización eĺıptica.

Considerando la magnitud de las ecuaciones 3.1 y 3.2 se puede obtener
la expresión general de una elipse. Esta ecuación debe ser independiente del
tiempo y la posición z. Se puede reescribir 3.2 como:

Ey(z, t)

E0y

= sen (kz − ωt) cos(ε) + cos (kz − ωt) sen(ε), (3.6)

sustituyendo Ex(z,t)
E0x

en 3.1 se tiene

Ey(z, t)

E0y

=
Ex(z, t)

E0x

cos(ε) + cos (kz − ωt) sen(ε), (3.7)

y de 3.1 se tiene que

cos2 (kz − ωt) =

(
1− Ex(z, t)

E0x

)
, (3.8)
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sustituyendo 3.8 en 3.7 se tiene(
Ey(z, t)

E0y

− Ex(z, t)

E0x

cos(ε)

)2

=

(
1− Ex(z, t)

E0x

)
sen2(ε). (3.9)

Reagrupando términos se llega a(
Ey(z, t)

E0y

)2

− Ey(z, t)

E0y

Ex(z, t)

E0x

cos(ε) +

(
Ex(z, t)

E0x

)2

= sen(ε). (3.10)

Esta ecuación describe la forma general de una elipse que se deriva en el
apéndice B.

Si las componentes de ~E cambian sin ningún orden y tan rápido que no
se pueda distinguir un estado de polarización, se dice que la luz no está po-
larizada o es luz natural.

3.1.1. Formalismo de Stokes

Una forma de describir la polarización de la luz fue introducida por G. G.
Stokes en 1852, con la introducción de cuatro cantidades dependientes so-
lo de parámetros observables de la onda electromagnética conocidos como
parámetros de Stokes. Cualquier estado de polarización de la luz incluyendo
luz no polarizada, puede ser descrito por los parámetros de Stokes.

3.1.2. Parámetros de Stokes

Los parámetros de Stokes se definen a partir de cuatro filtros, que cada uno
bajo luz natural, es decir no polarizada, trasmiten la mitad de la luz incidente
y la otra mitad se absorbe. Existen varios conjuntos de filtros que satisfacen
esta condición; el primer filtro es isotrópico es decir trasmite todos los estados
de polarización por igual, el segundo filtro trasmite únicamente polarización
horizontal, mientras que el tercer filtro deja pasar luz con polarización a
45◦. El cuarto filtro deja pasar luz con polarización circular. Cada filtro se
coloca por separado en el camino del haz para medir sus irradiancias, con
un instrumento insensible a estados de polarización se obtiene I0, I1 ,I2, I3
respectivamente, por lo que la definición operacional de los parámetros de
Stokes está dado por

S0 = 2I0, (3.11)

S1 = 2I1 − 2I0, (3.12)

S2 = 2I2 − 2I0, (3.13)
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S3 = 2I3 − 2I0. (3.14)

También se pueden definir a partir de dos ondas electromagnéticas per-
pendiculares con amplitud E0x, E0y y fases δx, δy respectivamente como

S0 = E2
0x + E2

0y, (3.15)

S1 = E2
0x − E2

0y, (3.16)

S2 = 2E0x (t)E0y (t) cos (δ (t)) , (3.17)

S3 = 2E0x (t)E0y (t) sen (δ (t)) , (3.18)

donde δ = δy − δx.
Y en forma compleja como

S0 = Ex(t)Ex(t)
∗ + Ey(t)Ey(t)

∗, (3.19)

S1 = Ex(t)Ex(t)
∗ − Ey(t)Ey(t)∗, (3.20)

S2 = Ex(t)Ey(t)
∗ + Ey(t)Ex(t)

∗, (3.21)

S3 = i(Ex(t)Ey(t)
∗ − Ey(t)Ex(t)∗), (3.22)

donde
Ex (t) = E0xe

−i(ωt+δx), (3.23)

Ey (t) = E0xe
−i(ωt+δy), (3.24)

además se cumple que
S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3 . (3.25)

La derivación de estas ecuaciones se puede ver en apéndice B.

Para facilitar su manejo, los parámetros de Stokes se organizan en matri-
ces de 4 x 1 elementos en forma de vectores verticales:

S =


S0

S1

S2

S3

 . (3.26)
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3.1.3. Interpretación f́ısica

Se observa de las ecuaciones 3.11, 3.31 o 3.35 que S0 es solo la irradian-
cia incidente. S1 muestra la tendencia de tener polarización lineal, cuando
0 < S1 ≤ 1 la polarización se aproxima a horizontal; alcanza la polarización
horizontal cuando S1 = 1. Del mismo modo cuando −1 ≤ S1 < 0 la polariza-
ción se aproxima a vertical y cuando S1 = −1 la polarización es vertical. Si
S1 = 0 la polarización no muestra preferencia respecto a los ejes horizontales
o verticales.

Tabla 3.1: Vectores de Stokes para algunas polarizaciones comunes.

Luz natural S =


1
0
0
0


Polarización horizontal S =


1
1
0
0


Polarización vertical S =


1
−1
0
0


Polarización lineal a +45◦ S =


1
0
1
0


Polarización lineal a −45◦ S =


1
0
−1
0


Polarización circular derecha S =


1
0
0
1


Polarización circular izquierda S =


1
0
0
−1



S2 también da la tendencia a la polarización lineal pero con orientación
+45◦ y −45◦, cuando 0 < S2 ≤ 1 se aproxima a +45◦, cuando −1 ≤ S2 < 0,
cuando no tiene preferencia respecto a estos ejes, entonces S2 = 0.
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La tendencia a polarización eĺıptica izquierda o eĺıptica derecha es pro-
porcionada por S3. Cuando 0 < S3 ≤ 1 es polarización derecha, cuando
−1 ≤ S3 < 0 es polarización izquierda, y S3 = 0 cuando no es eĺıptica.

En la tabla 3.1 se muestran los vectores de Stokes para algunos estados
de polarización de un haz de luz. Estos vectores son fácilmente construidos
considerando el conjunto de ecuación 3.11-3.14. Similarmente, usando los
conjuntos 3.31-3.34 ó 3.35-3.22 se obtiene el mismo resultado.

3.2. Dispositivos polarizantes

La amplitud y la fase de las componentes ~Ex y ~Ey son las responsables de
la polarización, entonces para cambiar el estado de polarización de la luz es
necesario cambiar la diferencia de fase y/o las amplitudes, aquellos objetos
que cambian la fase se conocen como objetos de fase y los que cambian la
amplitud objetos de amplitud. A los dispositivos que recibe luz natural y
transmiten luz polarizada se les llama polarizadores ya sean lineales, circula-
res o eĺıpticos. Entonces para polarizar luz natural se pueden usar materiales
que de algún modo absorban una componente del campo ~E, estos materia-
les son los cristales dicroicos que debido a su estructura molecular existe
una dirección especial conocido como eje de transmisión. La componente del
campo ~E perpendicular al eje de transmisión es absorbida casi por completo,
transmitiendo solo la componente paralela al eje de transmisión dando como
resultado polarización lineal paralela al eje del cristal dicroico. Otra forma
de polarizar es por reflexión al ángulo de Brewster. En las figuras 3.6 y 3.5
muestran un esquema de los dispositivos polarizantes.

Figura 3.5: Polarización de la luz usando un polarizador lineal. El eje de
transmisión del polarizador es cercano a la vertical.

26
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Figura 3.6: Esquema que muestra el cambio de polarización lineal de una
onda a una polarización circular por medio de un retardo de cuarto de onda.

3.2.1. Formalismo de Müeller

La luz polarizada se puede representar con los vectores de Stokes, pero es
necesario tener una forma de representar los dispositivos ópticos como pola-
rizadores o retardadores o cualquier otro que pueda cambiar la polarización
de la luz. Hans Müeller en 1943 se encargó de este problema al diseñar un
método de matrices para trabajar con los vectores de Stokes, estas matrices
al igual que los vectores de Stokes tienen la capacidad de ser aplicables pa-
ra luz polarizada y no polarizada. Las matrices de Müeller son un modelo
matemático para los dispositivos ópticos. El paso de luz sobre un dispositivo
óptico se representa como el producto matricial entre su respectiva matriz
de Müeller y vector de Stokes y está dado por la ecuación 3.27.

M · ~Sini = ~Sfin. (3.27)

Esta matriz al usarse con los vectores de Stokes deben ser arreglos de 4
x 4 elementos. En la tabla 3.2 se muestran las matrices de Müeller para
algunos polarizadores.

27
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Tabla 3.2: Matrices de Müeller polarizadores.

Polarizador lineal horizontal 1
2


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Polarizador linea vertical 1

2


1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Polarizador lineal a +45◦ 1

2


1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0


Polarizador lineal a −45◦ 1

2


1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0
0 0 0 0



La expresión general para un polarizador con eje de transmisión a un
ángulo α se obtiene aplicando las matrices de rotación (ver apéndice C) es:

P (α) =
ρ2p
2


1 cos(2α) sen(2α) 0

cos(2α) cos2(2α) cos(2α) sen(2α) 0
sin(2α) cos(2α) sen(2α) sen2(2α) 0

0 0 0 0

 , (3.28)

donde 0 ≤ ρp ≤ 1 es un factor de transmitancia, (véase apéndice C).

En la tabla 3.3 se muestran las matrices de Müeller para algunos retar-
dadores.

28
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Tabla 3.3: Matrices de Müeller retardadores.

Retardador de cuarto de onda con eje rápido vertical


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


Retardador de cuarto de onda con eje rápido horizontal


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


Retardador de media onda con eje rápido horizontal


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Retardador de media onda con eje rápido vertical


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



Para el caso más general la matriz de Müeller de un retardador con eje
rápido inclinado a un ángulo α que introduce un desfase de φ es

R(α, φ) = ρ2r


1 0 0 0
0 cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α) cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)) − sen(φ) sen(2α)
0 cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)) sen2(2α) + cos(φ) cos2(2α) sen(φ) cos(φ)
0 sen(φ) sen(2α) − sen(φ) cos(2α) cos(φ)

 ,

(3.29)

donde 0 ≤ ρr ≤ 1 es un factor de transmitancia (véase apéndice C).

3.3. Polariscopio

El polariscopio es un instrumento capaz de percibir la diferencia de fase re-
lativa en los ejes principales de un material birrefringente, el eje ordinario y
extraordinario, este retraso relativo produce un cambio del estado de pola-
rización al salir respecto al estado que incidió. El polariscopio es un arreglo
donde la muestra a analizar se coloca entre el polarizador y analizador como
se ve en la figura 3.7. El polarizador genera el estado de polarización que
incide sobre la muestra que a su vez cambiará el estado de polarización y
solo la que coincida con el eje de transmisión del analizador saldrá, aśı la in-
tensidad del haz transmitido por el analizador cambia según la polarización
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transmitida por la muestra, veasé G̊asvik [3], Malacara [17]. Si el polarizador
y el analizador tienen sus ejes de transmisión paralelos se dice que es un
polariscopio de campo o fondo claro; si sus ejes son opuestos se dice es un
polariscopio de campo o fondo oscuro, se les nombra de este modo debido a
como es el haz transmitido del analizador, por ejemplo en el polariscopio de
campo claro en caso de que la muestra no cambie la polarización incidente y
el haz pasará con toda su amplitud a través del analizador. Si ambos polari-
zadores son lineales se dice es un polariscopio lineal, si ambos polarizadores
son circulares se dice es un polariscopio circular. En este trabajo se utilizó el
polariscopio lineal oscuro.

Figura 3.7: Polariscopio lineal oscuro V-H.

3.3.1. Polariscopio lineal de campo oscuro en formalis-
mo de Stokes-Müeller

A continuación se obtiene la expresión de los haces al pasar por un pola-
riscopio lineal de campo oscuro, es decir el de polarizadores lineales con eje
de transmisión perpendiculares entre si, puede ser que el primer polarizador
tenga su eje de transmisión vertical y el segundo horizontal lo que se le lla-
mará abreviando como polariscopio V-H o que el primero sea horizontal y el
segundo vertical es decir un polariscopio H-V. Hay una pequeña diferencia en
las expresiones intermedias para los haces del polariscopio lineal oscuro V-H
y el H-V. Aqúı se ve la expresión para el V-H, la derivación de la expresión
para los haces del H-V puede verse en el apéndice D.

Se considera un polariscopio lineal oscuro V-H con un retardador entre
los polarizadores como se muestra Figura 3.7.

A este polariscopio se le hace incidir en la región a luz natural, es decir
no polarizada, en la región b se tiene luz polarizada linealmente vertical con
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intensidad inicial Sb0 , se puede representar por el vector de Stokes

Sb =


Sb0
−Sb0

0
0

 , (3.30)

que continuación incide sobre el retardador obteniendo el haz en la región c

Sc = ρ2r


1 0 0 0
0 cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α) cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)) − sen(φ) sen(2α)
0 cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)) sen2(2α) + cos(φ) cos2(2α) sen(φ) cos(φ)
0 sen(φ) sen(2α) − sen(φ) cos(2α) cos(φ)



Sb0
−Sb0
0
0

 ,

(3.31)

o bien

Sc = ρ2r


Sb0

−Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))
−Sb0 (cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)))

−Sb0 (sen(φ) sen(2α))

 . (3.32)

Por último pasa por el polarizador horizontal y el haz transmitido en la región
d es:

Sd = ρ2r
ρ2p
2


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




Sb0
−Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))
−Sb0 (cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)))

−Sb0 (sen(φ) sen(2α))

 , (3.33)

cuyo resultado final es

Sd =
ρ2rρ

2
p

2


Sb0 − Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))
Sb0 − Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))

0
0

 . (3.34)

De la expresión 3.34 se observa que la irradiancia que se puede medir esta
dada por:

Sd0 =
ρ2rρ

2
pSb0
2

(
1− cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α)

)
. (3.35)

3.4. Polaŕımetro

El polaŕımetro es un instrumento capaz de medir los cuatro parámetros de
Stokes S0, S1, S2 y S3 de un haz de luz monocromático conociendo aśı el
estado de polarización del haz.
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El polaŕımetro se conecta a una consola que a su vez se conecta a un
ordenador para controlar el movimiento interno del polaŕımetro. El arreglo
usado consiste en un polarizador (P1), la muestra que se desea analizar y
finalmente el polaŕımetro como se ve en la figura 3.8. Es necesario calibrar
el polaŕımetro para la longitud de onda utilizada.

Figura 3.8: Arreglo que muestra el uso del polaŕımetro.

El formalismo de Stokes asociado a este arreglo es muy parecido al del
polariscopio. Se tiene luz no polarizada que incide en el polarizador P1 con
eje de transmisión vertical el cual polariza el haz, éste incide después en el
retardador a un ángulo α entre su eje óptico y la horizontal por lo que el haz
transmitido puede representarse con el vector de Stokes dado por la ecuación
3.32. Con los parámetros de Stokes medidos por el polaŕımetro se puede
igualar coordenada a coordenada con el vector de Stokes de la ecuación 3.32
dando lugar al sistema de ecuaciones desacoplado

S0 = ρ2rSb0 , (3.36)

S1 = −ρ2rSb0
(
cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α)

)
, (3.37)

S2 = −ρ2rSb0 (cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ))) , (3.38)

S3 = −ρ2rSb0 sen(φ) sen(2α), (3.39)

de las ecuaciones 3.37, 3.38 y 3.39 se puede conocer el cambio de fase φ
introducido

φ = arc cos

(
− 1

sen2(2α)

(
S1

ρ2rSb0
+ cos2(2α)

))
, (3.40)

φ = arc cos

(
S2

ρ2rSb0 cos(2α) sen(2α)
+ 1

)
, (3.41)
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φ = arcsin

(
− S3

ρ2rSb0 sen(2α)

)
. (3.42)

Se puede ver que las ecuaciones 3.40, 3.41 y 3.42 divergen cuando la
irradiancia inicial Sb0 = 0 es decir cuando no hay luz iluminando la muestra,
cuando el factor de transmitancia ρr = 0 es decir no trasmite nada la mues-
tra, cuando se mide a un ángulo α = 0, π/2, π, 3π/2 respecto a la horizontal,
es decir cuando el eje óptico es paralelo al eje de transmisión del primer po-
larizador en cuyo caso no hay cambio de fase. También más particularmente
la ecuación 3.41 diverge cuando α = π/4 + πm/2 con m ∈ N.

3.5. Aplicaciones

Poder conocer la birrefringencia de un material resulta útil si se quiere iden-
tificar el material con el que se esta trabajando en caso de no conocerlo o si
se quiere caracterizar un material nuevo. Conociendo la birrefringencia tam-
bién se puede hacer un análisis del estrés o compresión al que esté sujeto un
cuerpo usando una técnica conocida como fotoelasticidad.

3.5.1. Fotoelasticidad

Fue en 1816 cuando Sir David Brewster descubre que sustancias transparentes
isotrópicas usualmente pueden hacerse ópticamente anisotrópicas al aplicar
una tensión mecánica. A este fenómeno se le conoce como birrefringencia
mecánica, fotoelasticidad o birrefringencia de estrés. Cuando un material es
sujeto a compresiones o tensiones obtiene propiedades de un cristal uniaxial
negativo o positivo respectivamente, en cualquier caso el eje óptico está en
la dirección del estrés, si el estrés efectuado sobre la muestra no es uniforme
tampoco lo será la birrefringencia como reporta Hecht [13]. Entonces para un
objeto hecho de un material ópticamente sensible al estrés es posible estudiar
la tensión y el estrés bajo el cual se encuentra examinando su birrefringencia.

Si el objeto es de un material opaco como un metal o no es sensible al
estrés, se puede construir un modelo que puede estar a escala del original de
un material que si lo sea como epoxy, gyptol o resina de poliester modificada.
El estrés al cual está sujeto el modelo es el mismo al cual está sujeto el
objeto real, esto debido a que el estrés no depende del módulo de elasticidad
y depende solo del coeficiente de Poisson, esto se puede ver en las ecuaciones
de compatibilidad de estrés de Beltrami-Mitchell como muestra Rastogi [17].
El modelo es sujeto a las mismas fuerzas que estaŕıa sujeto la pieza real en
uso. En la figura 3.9 se muestra una fotograf́ıa de una cuchara de plástico
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vista a través de 2 polarizadores. La cuchara se encuentra en medio de ellos.
Los colores que aparecen son debidos al estrés al que fue sometida la cuchara
durante el proceso de fabricación.

Figura 3.9: Imagen de estrés en una cuchara.

Esta propiedad resulta muy útil pues se puede conocer el estrés al cual
está sujeta una viga de 30 metros de longitud del más duro acero conociendo
el estrés al cual está sujeto un modelo a escala de 3 cent́ımetros de longitud.

Colocando el modelo en un polariscopio se puede ver un patrón de franjas
sobre el objeto, si se usa una fuente de luz de espectro ancho las franjas del
patrón que revelan la birrefringencia tienen diferentes colores como se ve en
las figuras 3.9 y 3.10. Con el método propuesto en este trabajo se puede
calcular la birrefringencia del modelo y una vez hecho esto es posible hacer
el estudio de estrés.
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Figura 3.10: Imagen de estrés en una caja de CD.
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Caṕıtulo 4

Resultados

El polariscopio es un instrumento capaz de percibir la diferencia de fase rela-
tiva en los ejes principales de un material birrefringente. Es un arreglo donde
la muestra a analizar se coloca entre el polarizador y analizador como se ve
en la figura 4.1. El cambio relativo en la fase produce un cambio del estado
de polarización al salir respecto al estado que incidió. El analizador trans-
mitirá solo el estado de polarización que coincida con él, véanse G̊asvik[3],
Rastogi [17].

Figura 4.1: Polariscopio lineal oscuro V-H.

En este trabajo se mide la birrefringencia de materiales de plástico trans-
parentes de diferente tamaño usando un polariscopio V-H y se comparan los
resultados con los obtenidos al usar un polaŕımetro. La versatilidad de la
técnica permite cambiar la configuración del arreglo para medir la birrefrin-
gencia de objetos de área grande o pequeña.

4.1. Calibración del polariscopio V-H

Una fotograf́ıa con una correcta iluminación depende no solo de la luz que
ilumina la escena sino del tiempo de exposición, de la apertura del diafragma,
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de la peĺıcula o sensor. Este experimento depende de una buena fotograf́ıa
y antes de ir más lejos es necesario conocer los parámetros de tiempo para
obtener un buen resultado con la cámara digital que se utilizó, aśı como de
la potencia del láser y las condiciones de luz cuando se tomaron las imáge-
nes. Para hacer correctamente el experimento se realizó una calibración de
estos parámetros, se mantuvo constante la apertura de diafragma y se cap-
turó por separado la imagen de acetato haciendo un barrido en el tiempo de
exposición, se calculó el cambio de fase que introduce el acetato para cada
fotograf́ıa y se buscó el tiempo de exposición que mejor se aproximaba a la
fase calculada usando el polaŕımetro comercial.

El experimento se realizó variando la distancia entre la muestra y el filtro.
Véase el arreglo de la figura 4.2. Para distancias grandes entre la muestra y el
filtro el haz del láser esta más expandido por lo que se puede analizar una su-
perficie mayor de la muestra por fotograf́ıa, pero como la intensidad del láser
es la misma y se distribuye en una superficie mayor la amplitud de la onda
electromagnética es menor requiriendo mayores tiempos de exposición. Una
distancia pequeña entre la muestra y el filtro reduce la superficie a analizar
pero la amplitud de la onda electromagnética disminuye poco reduciendo el
tiempo de exposición. Un gran tiempo de exposición podŕıa ocasionar errores
debido a una sobreexposición del sensor o peĺıcula fotográfica o a un mal pro-
cesamiento de la información, pero reduce errores producidos por el cambio
de intensidades que pueda llegar a tener el láser, sin embargo para tiempos
muy pequeños se obtiene una subexposición donde el sensor o peĺıcula no
recibe suficiente información y no es posible calcular la fase.

Figura 4.2: Arreglo experimental donde P1 y P2 son polarizadores.

Debido a que la pantalla tiene pequeñas imperfecciones se produce efecto
Speckle y además considerando sensibilidad de la cámara se produce una
imagen ruidosa. Para resolver esto se procesa la imagen con un algoritmo de
suavizado.
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4.2. Metodoloǵıa

Antes de iniciar con el experimento se enciende el láser por aproximadamente
una hora con el fin de que se estabilice. Usando dos arreglos ligeramente
diferentes dependiendo del objeto que se esté analizando, si se analiza un
objeto plano como una peĺıcula de celofán o una caja de CD se utiliza el
arreglo cuyo esquema se ve en la figura 4.2. Si se analiza un objeto de otro
tipo como podŕıa hacerse al estudiar el estrés al cual esta sujeto un cuerpo
(véase la sección 3.5.1) se utiliza el arreglo mostrado en la figura 4.3. La
necesidad de usar dos arreglos se debe a que objetos con concavidades, bordes,
esquinas, etc, generan difracción en el arreglo 1 debido a que la iluminación
proviene de una misma fuente haciendo imposible distinguir el patrón de
franjas que se busca, para solucionar esto se introduce un vidrio esmerilado
que distribuye uniformemente la luz en toda su superficie y se toma este
como fuente de iluminación.

Figura 4.3: Arreglo experimental 2, donde P1 y P2 son polarizadores y E un
vidrio esmerilado.

En ambos arreglos las distancias entre los elementos del arreglo se mantie-
nen constantes, las fotograf́ıas tomadas con la misma cámara, desde la misma
posición, enfocada y con los parámetros de tiempo y apertura constantes y
ya optimizados se toman las fotograf́ıas de las muestras y se calcula la fase
con ayuda de un ordenador.

Como se tiene información de intensidad pixel por pixel se puede hacer
el cálculo de la fase pixel a pixel y aśı conocer la birrefringencia del material
pixel a pixel.

Como se ve en la ecuación 3.34 la irradiancia final Sd0 sobre la pantalla
es

Sd0 =
ρ2rρ

2
p

2

(
Sb0 − Sb0

(
cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α)

))
, (4.1)
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de la ecuación 4.1 se puede obtener la fase φ que introduce la muestra

sen2

(
φ

2

)
=

1

sen2(2α)

Sd0
ρ2rρ

2
pSb0

, (4.2)

que está en términos del ángulo α que está inclinado el eje rápido de la
muestra respecto al eje horizontal, la irradiancia inicial Sb0 sobre la muestra
y de parámetros de transmitancia del polarizador y de la muestra ρp y ρr
respectivamente que son todos observables. Como puede verse en la ecuación
4.2 es necesario tomar dos fotograf́ıas por muestra, una para capturar la
irradiancia inicial y otra para capturar el patrón de franjas.

Una vez obtenida la fase φ conociendo el espesor d se puede conocer la
birrefringencia ∆n ya que

φ+ 2πj =
2π

λ
∆nd, (4.3)

con j ∈ N y λ es la longitud de onda. Como en este trabajo no se puede
conocer el orden j de la muestra, se supondrá de orden 0, es decir j = 0

φ =
2π

λ
∆nd, (4.4)

combinando 4.2 y 4.4 se tiene

∆n =
λ

πd
arcsin

(
1

ρrρp sen(2α)

√
Sd0
Sb0

)
. (4.5)

Con fines comparativos se mide la fase con el polariscopio y el polaŕımetro
en un arreglo como el mostrado en la figura 3.8. Debido a que el polaŕımetro
mide la fase de forma puntual, se comparan solo una pequeña región de la
muestra. La muestra se secciona en regiones de 1cm x 1cm y se elige la región
que se desea medir con el polaŕımetro. La muestra se coloca en una montura
capaz de desplazarse horizontalmente con un tornillo micrométrico y se mide
la fase iniciando en un extremo del cuadrado seleccionado desplazando la
muestra transversalmente al láser en pasos de 0,5 mm hasta llegar al otro
extremo del cuadrado. Posteriormente se comparan las mediciones.

4.3. Algoritmos

En esta sección se muestran los algoritmos utilizados para calcular el cam-
bio de fase φ que introduce el objeto medido con el polariscopio y con el
polaŕımetro.
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4.3.1. Cálculo de fase con polariscopio

Las imágenes digitales son arreglos matriciales de m x n pixeles donde cada
pixel es un número que representa solo la intensidad de la luz, lo que haŕıa
que la imagen esté en escala de grises o un conjunto de números que descri-
ben la intensidad y el color, dando lugar a imágenes a color.

Una vez digitalizadas las fotograf́ıas tanto del patrón de franjas como de
la irradiancia inicial se puede calcular la fase y birrefringencia siguiendo el
algoritmo 1.

Algoritmo 1 Cálculo de fase con polariscopio

Entrada: Fotograf́ıa del patrón de franjas Ifin en forma matricial, fotograf́ıa
inicial Iini en forma matricial, ángulo del eje óptico respecto a la hori-
zontal α, factores de transmitancia ρp, ρr del polarizador y la muestra
respectivamente.

Salida: La fase.
1: si sen(2α) 6= 0 entonces
2: grisini ← EscalaDeGrises[Iini]
3: grisfin ← EscalaDeGrises[Ifin]
4: fase← grisini
5: para cada renglón j de la imagen hacer
6: para cada elemento i del renglón hacer

7: fase[i, j]← 2 arcsin
(

1
ρrρp sen(2α)

√
grisfin[i,j]

grisini[i,j]

)
8: fin para
9: fin para

10: fase← Suavizar[fase]
11: si no
12: imprimir No se puede calcular la fase al ángulo α debido a que

sen(2α) = 0
13: fase← 0fase
14: fin si
15: devolver fase

Si se desea saber la birrefringencia basta con agregar en la entrada el
espesor d, la longitud de onda λ y cambiar la ĺınea 7 por

fase[i, j]← λ

πd
arcsin

(
1

ρrρp sen(2α)

√
grisfin[i, j]

grisini[i, j]

)
,

teniendo cuidado con las unidades de la longitud de onda λ y del espesor d.
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4.3.2. Cálculo de fase con polaŕımetro

Una vez que el polaŕımetro mide los vectores de Stokes para una sección
de la muestra, se puede saber el cambio de fase φ que introduce la muestra
siguiendo el algoritmo 2.

Algoritmo 2 Cálculo de fase con polaŕımetro

Entrada: El conjunto de vectores de Stokes listaV ectores y el ángulo α en-
tre el eje óptico de la muestra y la horizontal y el factor de transmitancia
ρr de la muestra.

Salida: La fase.
1: si sen(2α) 6= 0 entonces
2: fase← listaV ectores
3: para cada elemento i de la lista de vectores listaV ectores hacer
4: vector ← listaV ectores[i]
5: S0 ← vector[1]
6: S1 ← vector[2]
7: S2 ← vector[3]
8: S3 ← vector[4]

9: fase1 ← arc cos
(
− 1

sen2(2α)

(
S1

ρ2rS0
+ cos2(2α)

))
10: si cos(2α) 6= 0 entonces

11: fase2 ← arc cos
(

S2

ρ2r sen(2α) cos(2α)S0
+ 1
)

12: si no
13: imprimir No se puede calcular la fase con la tercera coordenada

al ángulo α debido a que cos(2α) = 0, se iguala a cero
14: fase2 ← 0
15: fin si
16: fase3 ← arcsin

(
− S3

ρ2r sen
2(2α)S0

)
17: fase[i]← fase1, fase2, fase3
18: fin para
19: si no
20: imprimir No se puede calcular la fase al ángulo α debido a que

sen(2α) = 0
21: fase← 0fase
22: fin si
23: devolver fase

Las ecuaciones con las que se calculan las fases en las ĺıneas 9, 11 y 16
son las ecuaciones 3.40, 3.41 y 3.42 deducidas previamente.
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4.4. Análisis de errores en las mediciones

Debido a variaciones en la intensidad por el láser se tiene una incertidum-
bre al medir la intensidad sobre la muestra Sb0 y la intensidad a la salida
del analizador Sd0 por lo que la medición calculada por la fase tiene una
incertidumbre dada por

δφ =
1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

δSb

− 1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

Sd0
Sb0

δSd

, (4.6)

su derivación puede verse en el apéndice E. Debido a que se usa el mismo
láser para realizar la medición y se hace en un intervalo corto entre śı, las
incertidumbres δSd = δSb, las mediciones se realizaron para α = π/4 y
considerando ρr = ρp = 1, se puede reducir la expresión 4.6 a

δφ =

√
Sb0 − Sd0
S2
b0
Sd0

δSb, (4.7)

y la incertidumbre relativa porcentual

δφ

φ
=

√
Sb0
−Sd0

S2
b0
Sd0

δSb

2 arcsin
(√

Sd0

Sb0

) ∗ 100 %, (4.8)

la intensidad a la salida del analizador es a lo más la intensidad sobre la
muestra es decir 1 ≥ Sb0 ≥ Sd0 ≥ 0 y además Sb0 6= 0, sin pérdida de
generalidad se puede suponer Sb0 = 1 por lo que la incertidumbre absoluta
es

δφ =

√
1− Sd0
Sd0

δSb, (4.9)

y la porcentual

δφ

φ
=

√
1−Sd0

Sd0
δSb

2 arcsin
(√

Sd0
) ∗ 100 %, (4.10)

se puede ver que cuando la intensidad medida a la salida del analizador
Sd0 → 0 es decir cuando la fase medida φ→ 2πk con kεZ las incertidumbres
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divergen, un problema similar se puede ver en Jing-Fung [18] donde Jing-
Fung Lin reporta que su arreglo tiene pobre precisión al medir un retardo de
π. Y cuando Sd0 → 1 la incertidumbre absoluta δφ → 0 y la incertidumbre
relativa δφ/φ→ 0 %.

4.5. Resultados

Los objetos utilizados fueron: peĺıculas de celofán y de acetato, caja de CD
y una cuchara de plástico transparente. La figura 4.4 es una imagen t́ıpica
del patrón obtenido de una caja de CD colocada en el polariscopio. Se puede
observar de frente zonas claras y oscuras que son debidas a la birrefringencia
del plástico.

Figura 4.4: Fotograf́ıa de la caja de CD vista a través del polariscopio V-H
cuando es iluminado con un láser de He-Ne con λ = 543,5 nm. Las zonas
claras y oscuras se deben a la birrefringencia del plástico.

43
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La figura 4.4 muestra la fotograf́ıa de la caja de CD rotada 45◦ respecto de
su eje óptico. El eje óptico se encuentra colocando el objeto en el polariscopio
V-H y girando hasta que se observe un campo totalmente oscuro (o brillante
si se trata de un polariscopio de campo claro). En ese momento se tiene el
eje óptico paralelo a alguno de los ejes de los polarizadores. Las imágenes son
capturadas con una cámara digital Sony Cybershot DSC-F828, el tiempo de
exposición adecuado es 1/10 s, ISO-400 apertura máxima 2,0625. El objeto
es iluminado con un láser He-Ne con λ = 543,5 nm de 5 mW.

Como puede verse de la figura 4.4, la fotograf́ıa muestra un gradiente de
intensidad en el que el mı́nimo es cero (oscuro) y el máximo es 1 (claro); en
los vértices del cuadrado de la fotograf́ıa se tienen zonas oscuras (en las que
la intensidad es cero) debido a que la caja no llena por completo el campo de
visión de la cámara generando estas zonas por las que pasa la luz sin cambio
alguno, es decir, solo pasan a través de los polarizadores perpendiculares. So-
bre la caja de CD también se observa un anillo oscuro que indica que sobre
esa zona el haz de luz no sufre ningún cambio en su estado de polarización o
que tiene un desfase equivalente a ±2π o múltiplo de ella, es decir, 4π, 6π,
etc. Las zonas más claras indican que el estado de polarización fue rotado por
un ángulo de 90 grados, π/2 o múltiplos enteros de esta cantidad, es decir,
(2m+ 1)π/2 con m ∈ N.

También se observa en la fotograf́ıa de la figura 4.4 que hay zonas que
son intermedias, es decir, son zonas que no están ni totalmente claras ni oscu-
ras. En estas zonas se produce un cambio de polarización que tiene un valor
estimado en 0 ≤ ∆φ ≤ π/2.

Estos cambios en el estado de polarización del haz que pasa por la ca-
ja de CD son debidos a la birrefringencia del plástico la cual es producida
por variaciones en la organización de la estructura molecular de los materia-
les. Es precisamente esta birrefringencia la que se desea medir en este trabajo.

Usando la fotograf́ıa mostrada en la figura 4.4 se puede calcular la fase
por medio de la ecuación 4.4 y a partir de ésta, se conoce la birrefringencia
dada por la ecuación 4.5. La fase se calcula usando el algoritmo descrito en
la sección 4.3.1. Este algoritmo puede ser aplicado a toda la fotograf́ıa del
objeto deseado y conocer de esta forma la fase, pero para fines comparativos,
sólo se calculará sobre una pequeña región como la mostrada en la figura
4.5.
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Figura 4.5: Fotograf́ıa de la imagen de la sección analizada en la caja de CD.
La zona marcada entre ĺıneas oscuras mide 1× 1cm2.

La fotograf́ıa muestra una sección del objeto encerrado entre ĺıneas os-
curas con un tamaño de 1cm2. Sobre esta zona se mide la fase por los dos
métodos; usando el polariscopio V-H y usando el polaŕımetro. Las figuras
4.4 y 4.5 corresponden a fotograf́ıas de la misma caja de CD. Sin embargo,
para medir la fase se utilizó una nueva caja de CD porque la anterior caja
ya presentaba rayaduras en su superficie debido a su uso.

Usando el polariscopio, se hizo un mapa de fase de la imagen completa
de los objetos. En la figura 4.6 a) se muestra la fotograf́ıa de la sección de
CD que se utilizó para medir la fase y en la 4.6 b) se muestra el mapa de
fase de la caja de CD.
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Figura 4.6: (a) Fotograf́ıa tomada de la cubierta de CD y (b) el mapa de
fases calculado usando el polariscoio V-H.

La imagen 4.6 b) muestra el cambio de fase que sufre un haz de luz
al pasar por una caja de CD. El plano horizontal XY de la figura 4.6 b)
está formado por pixeles de la imagen original, mientras que el eje z de la
figura muestra la fase que se calcula.

En esta figura se observa que la fase tiene un cambio entre 0 y π radianes,
lo que provoca los diferentes estados de polarización que sufre el haz de luz.

Considerando la figura 4.4 se midió la fase empleando el polaŕımetro
Thorlabs modelo PA510. Para esto, se empleó un láser sin expander y se hizo
el barrido sobre la diagonal del cuadrado (mostrado en la 4.4) cada 0,5mm
utilizando una montura de desplazamiento xyz con un paso mı́nimo de 10
micras. La consola del polaŕımetro, conectada a un ordenador, muestra el es-
tado de polarización del haz de luz del que es muy sencillo deducir el cambio
de fase que experimenta el haz.

Las imágenes 4.7 a) 7 4.7 b) muestran un renglón de la imagen de la fase
calculada con el polaŕımetro y el polariscopio.
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Figura 4.7: De color naranja la fase calculada con el polariscopio, de color
morado la fase calculada con el polaŕımetro (a) sin suavizar y (b) suavizado.

También se hizo el mapa de fases usando diferentes longitudes de onda
para calcular la birrefringencia. En todos los casos se usaron Láser He-Ne con
longitudes de onda λ = 633,0 nm, 612,0 nm, 594,0 nm. El procedimiento para
calcular la birrefringencia es idéntico al descrito previamente. En las tablas
4.1, 4.4, 4.7 y 4.10 se muestran los resultados obtenidos para λ = 543,5 nm,
λ = 594,0 nm, λ = 612,0 nm y λ = 633,0 nm respectivamente de todos los
materiales.

En la tabla 4.2 se muestran algunos resultados de interés en las cua-
tro longitudes de onda utilizadas en este trabajo. En la segunda columna se
muestra el tiempo de exposición óptimo para calcular la fase. En las colum-
nas tres y cuatro se muestran el número de renglones cuya fase promedio
presenta una diferencia menor o igual al 10 %, 5 % respectivamente en com-
paración con la fase promedio calculada con el polaŕımetro sobre el número
de renglones analizados. Y la quinta columna la birrefringencia promedio de
toda la imagen.

Nótese que en la tabla 4.2 para la longitud de onda λ = 612,0 nm no
se encuentra ningún renglón con fase promedio menor o igual al 10 % de 120
renglones analizados. Esto se debe a que el cambio de fase producido por la
caja de CD a esta longitud de onda es muy pequeño o bien múltiplo entero de
π, esto se puede ver en la imagen de la tabla 4.1 para esta longitud de onda
que muestra una imagen prácticamente negra. Y como se ve en la sección
4.4 el error dado por 4.9 diverge cuando la fase medida tiende a cero.
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Tabla 4.1: Caja de CD.
Imagen Birrefringencia

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm

Tabla 4.2: Resultados con suavizado XY para la caja de CD.

tiempo de exposición error ≤ 10 % error ≤ 5 % Birrefringencia
λ = 543,5 nm 1/10 35/35 35/35 0.000139748
λ = 594,0 nm 1/6 38/78 20/78 0.0000262911
λ = 612,0 nm 1/13 0/120 0/120 0.0000318946
λ = 633,0 nm 1/30 40/40 40/40 0.000108215
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Tabla 4.3: Renglones de la caja de CD.
Renglones sin suavizado Renglones con suavizado

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm
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Tabla 4.4: Cuchara.
Imagen Birrefringencia

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm
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Tabla 4.5: Resultados con suavizado XY para la cuchara.
tiempo de exposición ≤ 10 % ≤ 5 % Birrefringencia

λ = 543,5 nm 1/200 16/16 7/16 0.0000738099
λ = 594,0 nm 1/320 21/30 4/30 0.0000846605
λ = 612,0 nm 1/125 19/19 15/19 0.0000731221
λ = 633,0 nm 1/2000 22/23 7/23 0.0000762866

Tabla 4.6: Renglones de cuchara.
Renglones sin suavizado Renglones con suavizado

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm
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Tabla 4.7: Celofán.
Imagen Birrefringencia

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm

Tabla 4.8: Resultados con suavizado XY para celofán.

tiempo de exposición ≤ 10 % ≤ 5 % Birrefringencia
λ = 543,5 nm 1/2 28/28 28/28 0.009746
λ = 594,0 nm 1/1.6 68/68 22/68 0.0101531
λ = 612,0 nm 1/1.3 136/136 136/136 0.00988181
λ = 633,0 nm 1/20 104/104 94/104 0.010498
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Tabla 4.9: Renglones de celofán.
Renglones sin suavizado Renglones con suavizado

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm
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Tabla 4.10: Acetato.
Imagen Birrefringencia

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm

Tabla 4.11: Resultados con suavizado XY para acetato.
tiempo de exposición ≤ 10 % ≤ 5 % Birrefringencia

λ = 543,5 nm 1/6 24/24 24/24 0.00158867
λ = 594,0 nm 1/2.5 40/40 37/40 0.000832757
λ = 612,0 nm 1/60 1/112 0/112 0.00114406
λ = 633,0 nm 1/125 45/45 45/45 0.00150138
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Tabla 4.12: Renglones de acetato.
Renglones sin suavizado Renglones con suavizado

λ = 543,5 nm

λ = 594,0 nm

λ = 612,0 nm

λ = 633,0 nm
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Conclusiones

La birrefringencia es una propiedad de algunos materiales que tienen al menos
dos ı́ndices de refracción debido a su simetŕıa molecular. Uno de los efectos
que fue analizado en este trabajo es el cambio de polarización que provoca
en un haz de luz que pasa a través de materiales birrefringentes. Analizando
el cambio en el estado de polarización se puede calcular el cambio de fase y
a partir de éste, la birrefringencia.

Se construyó un polariscopio V-H que permite medir la birrefringencia de
materiales tales como peĺıculas de celofán, de acetato, una caja de CD y una
cuchara de plástico.

El polariscopio es fácil de construir y consta de 2 polarizadores lineales
con sus ejes de transmisión perpendiculares entre śı, una cámara fotográfica
digital y el material a analizar se coloca entre los dos polarizadores.

Para analizar la imagen se creó un algoritmo en Mathematica a partir
del cual, se obtuvieron los resultados de la birrefringencia. El algoritmo que
procesa la imagen es de orden de O(n) donde n es número de pixeles de la
imagen, y con el avance de los ordenadores hace que el procesamiento de las
imágenes sea rápido; para una imagen de 278x280 (77 840 pixeles) demora
un promedio de 4.8033 segundos y para una imagen más grande de 664*448
(297472 pixeles) un promedio de 20.6249 segundos1 por lo que se puede ha-
cer el mapa de fase de un material en pocos segundos desde que se colocó la
muestra.

1tiempo estimado para un ordenador con un procesador Intel(R) Core(TM) i5 CPU M
460 @ 2.53 GHz 2.53 GHz, 4GB de memoria RAM y sistema operativo Windows 7 de 64
bits

56
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Los resultados de la birrefringencia obtenidos con el polariscopio fueron
comparados con los obtenidos con un polaŕımetro comercial y presentan erro-
res menor o igual a 5 % entre śı.

Una de las ventajas del polariscopio es que permite analizar superficies de
objetos grandes, mientras que el polaŕımetro solo permite hacer mediciones
puntuales incrementando el tiempo en que se lleva a cabo el experimento.
Además, el polariscopio tiene pocos instrumentos en su estructura lo que fa-
cilita su alineación y calibración.

Este trabajo es el primero que se desarrolla en esta ĺınea de investigación
en el laboratorio de holograf́ıa y se pretende analizar la birrefringencia de
tejidos animales y/o vegetales para distinguir los sanos de los enfermos.
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Apéndice A

Un poco de geometŕıa anaĺıtica

Se puede escribir las curvas de segundo grado en general como:

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0. (A.1)

Se puede considerar un sistema de coordenadas x′y′ rotado un angulo θ res-
pecto al sistema original xy de tal forma que el término cruzado se anule.
Considerando la rotación

x = x′ cos θ − y′ sen θ, (A.2)

y = x′ sen θ + y′ cos θ, (A.3)

sustituyendo en A.1

A(x′2 cos2 θ + y′2 sen2 θ − 2x′y′ cos θ sen θ)

+B(x′2 cos θ sen θ + x′y′ cos2 θ − x′y′ sen2 θ − y′2 cos θ sen θ)

+C(x′2 sen2 θ + y′2 cos2 θ + 2x′y′ cos θ sen θ)

+D(x′ cos θ − y′ sen θ) + E(x′ sen θ + y′ cos θ) + F = 0,

(A.4)

agrupando términos

x′2(A cos2 θ +B cos θ sen θ + C sen2 θ)

+x′y′(−2A cos θ sen θ +B cos2 θ −B sen2 θ + 2C cos θ sen θ)

+y′2(A sen2 θ −B cos θ sen θ + C cos2 θ)

+x′(D cos θ + E sen θ) + y′(E cos θ −D sen θ) + F = 0,

(A.5)

y usando identidades del doble ángulo se puede simplificar el coeficiente del
término cruzado que es idénticamente cero

B cos 2θ + (C − A) sen 2θ = 0, (A.6)
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⇒ cot 2θ =
A− C
B

. (A.7)

Con A.7 se puede identificar el ángulo que se encuentre rotado cualquier
curva de segundo grado.
Por otro lado recordando de la geometŕıa anaĺıtica la elipse es el lugar
geométrico del punto P que se mueve de tal manera que la suma de sus
distancias a los focos F1 y F2 permanece constante. La ecuación de la elipse
centrada en el origen cuya suma de distancias a los focos es la constante 2a
con distancias entre los focos de 2c es:

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1. (A.8)

En el caso de la elipse siempre pasa que a > c. La derivación de la ecuación
se puede ver en [19]. Para más detalles y una discución más amplia puede
revisarse [19], [20].
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Apéndice B

Derivación de los párametros
de Stokes

Si se piensa en dos ondas planas perpendiculares entre śı, con la misma
frecuencia ω, una sobre el eje x y la otra sobre el eje y y representada por

~Ex (t) = îE0x cos (ωt+ δx (t)) , (B.1)

~Ey (t) = ĵE0y cos (ωt+ δy (t)) . (B.2)

Suponiendo se está en el plano z = 0. La superposición de estas dos ondas
generan otra onda con polarización diferente, que depende de las amplitudes
E0x, E0y y las fases δx (t), δx (t). Analizando solo la magnitud de las ondas,
se puede escribir

Ex (t)

E0x (t)
= cos (ωt) cos (δx (t))− sen (ωt) sen (δx (t)) , (B.3)

Ey (t)

E0y (t)
= cos (ωt) cos (δy (t))− sen (ωt) sen (δy (t)) , (B.4)

multiplicando B.1 por sen (δy (t)), B.2 por − sen (δx (t)) y sumando se tiene

Ex (t)

E0x (t)
sen (δy (t))− Ey (t)

E0y (t)
sen (δx (t)) = cos (ωt) cos (δx (t)) sen (δy (t))

− sen (ωt) sen (δx (t)) sen (δy (t))

− cos (ωt) cos (δy (t)) sen (δx (t))

+ sen (ωt) sen (δy (t)) sen (δx (t))

,

(B.5)
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simplificando B.5 se tiene

Ex (t)

E0x (t)
sen (δy (t))− Ey (t)

E0y (t)
sen (δx (t)) = cos (ωt) sen (δy (t)− δx (t)) , (B.6)

similarmente multiplicando B.1 por cos (δy (t)) y B.2 por − cos (δx (t)) y
sumándolos se tiene

Ex (t)

E0x (t)
cos (δy (t))− Ey (t)

E0y (t)
cos (δx (t)) = cos (ωt) cos (δx (t)) cos (δy (t))

− sen (ωt) sen (δx (t)) cos (δy (t))

− cos (ωt) cos (δy (t)) cos (δx (t))

+ sen (ωt) sen (δy (t)) cos (δx (t))

,

(B.7)

simplificando B.7 se tiene

Ex (t)

E0x (t)
sen (δy (t))− Ey (t)

E0y (t)
sen (δx (t)) = sen (ωt) sen (δy (t)− δx (t)) , (B.8)

elevando al cuadrado B.6 y B.8 se tiene(
Ex (t)

E0x (t)

)2

sen2 (δy (t))− 2
Ex (t)

E0x (t)

Ey (t)

E0y (t)
sen (δx (t)) sen (δy (t))

+

(
Ey (t)

E0y (t)

)2

sen2 (δx (t)) = cos2 (ωt) sen2 (δy (t)− δx (t))

, (B.9)

(
Ex (t)

E0x (t)

)2

cos2 (δy (t))− 2
Ex (t)

E0x (t)

Ey (t)

E0y (t)
cos (δx (t)) cos (δy (t))

+

(
Ey (t)

E0y (t)

)2

cos2 (δx (t)) = sen2 (ωt) sen2 (δy (t)− δx (t))

, (B.10)

respectivamente.
Sumando B.9 con B.10 y agrupando términos semejantes se tiene(

Ex (t)

E0x (t)

)2 (
sen2 (δy (t)) + cos2 (δy (t))

)
−2

Ex (t)

E0x (t)

Ey (t)

E0y (t)
(sen (δx (t)) sen (δy (t)) + cos (δx (t)) cos (δy (t)))

+

(
Ey (t)

E0y (t)

)2 (
sen2 (δx (t)) + cos2 (δx (t))

)
=
(
cos2 (ωt) + sen2 (ωt)

)
sen2 (δy (t)− δx (t))

, (B.11)
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simplificando B.11 se tiene(
Ex (t)

E0x (t)

)2

− 2
Ex (t)

E0x (t)

Ey (t)

E0y (t)
cos (δy (t)− δx (t)) +

(
Ey (t)

E0y (t)

)2

= sen2 (δy (t)− δx (t))

, (B.12)

renombrando δ(t) = δy − δx B.12 toma la forma(
Ex (t)

E0x (t)

)2

− 2
Ex (t)

E0x (t)

Ey (t)

E0y (t)
cos (δ (t)) +

(
Ey (t)

E0y (t)

)2

= sen2 (δ (t)) . (B.13)

Algunos casos especiales de B.13 son cuando δ = 0 entonces se puede escribir
como

Ey (t) =
E0y

E0x

Ex (t) , (B.14)

que representa una ĺınea recta con pendiente E0y

E0x
, similarmente cundo δ = π,

se tiene polarización lineal con pendiente negativa.
Cuando δ = ±π/2 B.13 se escribe(

Ex (t)

E0x (t)

)2

+

(
Ey (t)

E0y (t)

)2

= 1, (B.15)

una elipse con ejes paralelos a los del sistema de coordenadas.
De forma más general B.13 es una elipse rotada un ángulo θ tal que

cot 2θ = −
E2

0y − E2
0x

2 cos δ (t)
. (B.16)

Véase el apéndice A.
El promedio temporal denotado por 〈〉T , se define como

〈H〉T = ĺım
T→∞

1

T

ˆ T

0

H dt, (B.17)

calculando el promedio temporal de B.13 pensando que la diferencia de fase
δ no depende del tiempo,

〈Ex (t)2〉T
E0x (t)2

− 2
〈Ex (t)Ey (t)〉 cos (δ (t))

E0x (t)E0y (t)
+
〈Ey (t)2〉T
E0y (t)2

= sen2 (δ (t)) , (B.18)

multiplicando B.18 por 4E0x (t)2E0y (t)2

4E0y (t)2 〈Ex (t)2〉T − 8E0x (t)E0y (t) 〈Ex (t)Ey (t)〉T cos (δ (t))

+4E0y (t)2 〈Ey (t)2〉T = (2E0x (t)E0y (t) cos (δ (t)))2
, (B.19)
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calculando el promedio temporal

〈Ex (t)2〉T = ĺım
T→∞

1

T

ˆ T

0

E2
0x cos2 (ωt+ δx) dt

= ĺım
T→∞

E2
0x

T

ˆ T

0

1

2
(1 + cos (2 (ωt+ δx))) dt

= ĺım
T→∞

E2
0x

2T

(ˆ T

0

dt+

ˆ T

0

cos (2 (ωt+ δx)) dt

)
= ĺım

T→∞

E2
0x

2T

(
T +

ˆ T

0

cos (2 (ωt+ δx)) dt

)
= ĺım

T→∞

E2
0x

2T
T + ĺım

T→∞

E2
0x

4Tω
(sen (2 (ωT + δx)) + sen (δx))

=
E2

0x

2
+ 0

=
E2

0x

2

,

es decir

〈Ex (t)2〉T =
E2

0x

2
, (B.20)

similarmente

〈Ey (t)2〉T =
E2

0y

2
, (B.21)

para el término cruzado se tiene

〈Ex (t)Ey (t)〉T = ĺım
T→∞

1

T

ˆ T

0

E0x cos (ωt+ δx)E0y cos (ωt+ δy) dt

= ĺım
T→∞

E0xE0y

T

ˆ T

0

(cos (ωt) cos (δx)− sen (ωt) sen (δx))

(cos (ωt) cos (δy)− sen (ωt) sen (δy)) dt

= ĺım
T→∞

E0xE0y

T

ˆ T

0

cos2 (ωt) cos (δx) cos (δy) dt

− ĺım
T→∞

E0xE0y

T

ˆ T

0

cos (ωt) cos (δx) sen (ωt) sen (δy) dt

− ĺım
T→∞

E0xE0y

T

ˆ T

0

sen (ωt) sen (δx) cos (ωt) cos (δy) dt

+ ĺım
T→∞

E0xE0y

T

ˆ T

0

sen2 (ωt) sen (δx) sen (δy) dt

,
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se puede simplificar las integrales negativas factorizando cos (ωt) sen (ωt) y
usando las identidades

sen(x) cos(x) =
1

2
sen(2x), (B.22)

sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y) = sen(x+ y), (B.23)

obteniendo

〈Ex (t)Ey (t)〉T = ĺım
T→∞

E0xE0y

T
cos (δx) cos (δy)

ˆ T

0

cos2 (ωt) dt

− ĺım
T→∞

E0xE0y

T

ˆ T

0

1

2
sen (2ωt) sen (δx + δy) dt

+ ĺım
T→∞

E0xE0y

T
sen (δx) sen (δy)

ˆ T

0

sen2 (ωt) dt

= E0xE0y cos (δx) cos (δy) ĺım
T→∞

1

T

ˆ T

0

1

2
(1 + cos (2ωt)) dt

− E0xE0y

2
sen (δx + δy) ĺım

T→∞

1

T

(
− 1

2ω
cos (2ωT ) + 1

)
+ E0xE0y sen (δx) sen (δy) ĺım

T→∞

1

T

ˆ T

0

1

2
(1− cos (ωt)) dt

=
E0xE0y

2
cos (δx) cos (δy) ĺım

T→∞

1

T

(
T − 0 +

1

2ω
sen (2ωT )− 0

)
+
E0xE0y

2
sen (δx) sen (δy) ĺım

T→∞

1

T

(
T − 0− 1

2ω
sen (2ωT ) + 0

)
=
E0xE0y

2
cos (δx) cos (δy) +

E0xE0y

2
sen (δx) sen (δy)

=
E0xE0y

2
(cos (δx) cos (δy) + sen (δx) sen (δy))

=
E0xE0y

2
(cos (δy − δx))

=
E0xE0y

2
cos (δ)

,

es decir

〈Ex (t)Ey (t)〉T =
E0xE0y

2
cos (δ) , (B.24)

sustituyendo B.20, B.21 y B.24 en B.19 se tiene

4E0y (t)2
(
E2

0x

2

)
− 8E0x (t)E0y (t)

(
E0xE0y

2
cos (δ)

)
cos (δ)

+4E0y (t)2
(
E2

0y

2

)
= (2E0x (t)E0y (t) cos (δ))2

, (B.25)
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sumando y restando E4
0x + E4

0y en B.25

2E0y (t)2E2
0x − 4E0x (t)2E0y (t)2 cos2 (δ) + 2E0y (t)2E2

0y

+E4
0x + E4

0y − E4
0x − E4

0y = (2E0x (t)E0y (t) cos (δ))2 ,
(B.26)

agrupando términos(
E4

0x + 2E0y (t)2E2
0x + E4

0y

)
−
(
E4

0x − 2E0y (t)2E2
0x + E4

0y

)
−4E0x (t)2E0y (t)2 cos2 (δ) = (2E0x (t)E0y (t) cos (δ))2

, (B.27)

simplificando(
E2

0x + E2
0y

)2
=
(
E2

0x − E2
0y

)
+ (2E0x (t)E0y (t) cos (δ))2

+ (2E0x (t)E0y (t) cos (δ))2
, (B.28)

los parámetros de Stokes se definen como

S0 = E2
0x + E2

0y, (B.29)

S1 = E2
0x − E2

0y, (B.30)

S2 = 2E0x (t)E0y (t) cos (δ (t)) , (B.31)

S3 = 2E0x (t)E0y (t) sen (δ (t)) , (B.32)

por lo que B.28 se reduce a

S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3 , (B.33)

en forma compleja
Ex (t) = E0xe

−i(ωt+δx), (B.34)

Ey (t) = E0xe
−i(ωt+δy), (B.35)

los parámetros de Stokes toman la forma

S0 = Ex(t)Ex(t)
∗ + Ey(t)Ey(t)

∗, (B.36)

S1 = Ex(t)Ex(t)
∗ − Ey(t)Ey(t)∗, (B.37)

S2 = Ex(t)Ey(t)
∗ + Ey(t)Ex(t)

∗, (B.38)
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S3 = i(Ex(t)Ey(t)
∗ − Ey(t)Ex(t)∗). (B.39)

Por otro lado, se sabe que la irradiancia se define como I = ε0c〈E2〉T
donde ε0 es la permitividad eléctrica del vaćıo, c la velocidad de la luz en el
vaćıo y de B.19 se ve que los parámetros de Stokes son proporcionales a la
irradiancia.
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Apéndice C

Derivación de matrices de
Müeller

Se puede conocer la matriz de Mueller de un polarizador lineal con eje de
transmisión horizontal sabiendo como se comporta la luz al pasar por él.
La matriz de un polarizador con eje de transmisión esta dada por

P (0) =
ρ2p
2


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 , (C.1)

con aij ∈ R ∀i, j ∈ {1, 2, 3, 4} donde 0 ≤ ρp ≤ 1 es un factor de transmitancia.
Al hacer incidir un haz de luz sobre un polarizador con eje de transmisión
horizontal el haz transmitido es la componente horizontal de la polarización
incidente, en particular para luz natural sobre un polarizador horizontal, el
haz transmitido tiene polarización horizontal, en vectores de Stokes se tiene

ρ2p
2


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44




1
0
0
0

 =
ρ2p
2


1
1
0
0

 , (C.2)

haciendo el producto matricial se tiene

ρ2p
2


a11
a21
a31
a41

 =
ρ2p
2


1
1
0
0

 , (C.3)

por lo que a11 = a21 = 1 y a31 = a41 = 0.
Ahora se hace incidir luz con polarización vertical, ésta no tiene componente

67
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horizontal por lo que no se transmite nada, en vectores de Stokes se tiene

ρ2p
2


1 a12 a13 a14
1 a22 a23 a24
0 a32 a33 a34
0 a42 a43 a44




1
−1
0
0

 =
ρ2p
2


0
0
0
0

 , (C.4)

haciendo el producto matricial se tiene

ρ2p
2


1− a12
1− a22
−a32
−a42

 =
ρ2p
2


0
0
0
0

 , (C.5)

por lo que a12 = a22 = 1 y a32 = a42 = 0.
Al incidir luz con polarización lineal a +45◦

ρ2p
2


1 1 a13 a14
1 1 a23 a24
0 0 a33 a34
0 0 a43 a44




1
0
1
0

 =
ρ2p
2


1
1
0
0

 , (C.6)

realizando el producto matricial

ρ2p
2


1 + a13
1 + a23
a33
a43

 =
ρ2p
2


1
1
0
0

 , (C.7)

por lo que a13 = a23 = a33 = a43 = 0.
Del mismo modo haciendo incidir polarización circular derecha

ρ2p
2


1 1 0 a14
1 1 0 a24
0 0 0 a34
0 0 0 a44




1
0
0
1

 =
ρ2p
2


1
1
0
0

 , (C.8)

haciendo el producto

ρ2p
2


1 + a14
1 + a24
a34
a44

 =
ρ2p
2


1
1
0
0

 , (C.9)
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obteniendo los últimos cuatro valores a13 = a23 = a33 = a43 = 0.
Y la matriz de Mueller de un polarizador con eje de transmisión horizontal
es

P (0) =
ρ2p
2


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (C.10)

Para conocer la matriz de Mueller de un polarizador lineal a un ángulo ar-
bitrario θ sobre la horizontal se puede hacer la rotación con el producto
matricial M(θ)P (0)M(−θ) donde M(θ) es la matriz de rotación. Véase [21],
[22], [23]

M(θ) =


1 0 0 0
0 cos(2θ) − sen(2θ) 0
0 sen(2θ) cos(2θ) 0
0 0 0 1

 , (C.11)

haciendo el producto de matrices

P (θ) =


1 0 0 0
0 cos(2θ) − sen(2θ) 0
0 sen(2θ) cos(2θ) 0
0 0 0 1

 ρ2p

2


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



1 0 0 0
0 cos(2θ) sen(2θ) 0
0 − sen(2θ) cos(2θ) 0
0 0 0 1



=
ρ2p

2


1 1 0 0

cos(2θ) cos(2θ) 0 0
sen(2θ) sen(2θ) 0 0

0 0 0 0



1 0 0 0
0 cos(2θ) sen(2θ) 0
0 − sen(2θ) cos(2θ) 0
0 0 0 1



=
ρ2p

2


1 cos(2θ) sen(2θ) 0

cos(2θ) cos2(2θ) cos(2θ) sen(2θ) 0
sen(2θ) cos(2θ) sen(2θ) sen2(2θ) 0

0 0 0 0



.

Por lo que la matriz de un polarizador lineal con eje de transmisión a un
ángulo θ

P (θ) =
ρ2p
2


1 cos(2θ) sen(2θ) 0

cos(2θ) cos2(2θ) cos(2θ) sen(2θ) 0
sen(2θ) cos(2θ) sen(2θ) sen2(2θ) 0

0 0 0 0

 . (C.12)

Para conocer la matriz de Mueller de un retardador con eje rápido que coin-
cide con el eje x y el eje lento con el eje y del sistema de coordenadas, que
introduce un desfase de φ, es decir introduce un cambio de fase de φ/2 en el
eje rápido y −φ/2 en el eje lento.
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Figura C.1: Arreglo de un retardador.

Considerando la notación compleja de la luz, la luz transmitida cumple
la relación

E ′x (t) = ρre
i(φ/2)Ex, (C.13)

E ′y (t) = ρre
−i(φ/2)Ey, (C.14)

donde Ex, Ey es el campo incidente y 0 ≤ ρr ≤ 1 es un factor de transmitan-
cia, los parámetros de Stokes son entonces

S ′0 (t) = E ′x(z, t)E
′∗
x (z, t) + E ′y(z, t)E

′∗
y (z, t)

= ρ2re
i(φ/2)e−i(φ/2)Ex(z, t)E

∗
x(z, t) + ρ2re

−i(φ/2)ei(φ/2)Ey(z, t)E
∗
y(z, t)

= ρ2rEx(z, t)E
∗
x(z, t) + ρ2rEy(z, t)E

∗
y(z, t)

= ρ2rS0

,

S ′0 (t) = ρ2rS0, (C.15)

S ′1 (t) = E ′x(z, t)E
′∗
x (z, t)− E ′y(z, t)E ′∗y (z, t)

= ρ2re
i(φ/2)e−i(φ/2)Ex(z, t)E

∗
x(z, t)− ρ2rei(φ/2)e−i(φ/2)Ey(z, t)E∗y(z, t)

= ρ2rEx(z, t)E
∗
x(z, t)− ρ2rEy(z, t)E∗y(z, t)

= ρ2rS1

,

S ′1 (t) = ρ2rS1, (C.16)
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S′2 (t) = E′x(z, t)E′∗y (z, t)− E′y(z, t)E′∗x (z, t)

= ρ2re
i(φ/2)Ex(z, t)ei(φ/2)E∗y(z, t)− ρ2re−i(φ/2)Ey(z, t)e−i(φ/2)E∗x(z, t)

= ρ2re
i(φ)Ex(z, t)E∗y(z, t)− ρ2re−i(φ)Ey(z, t)E∗x(z, t)

= ρ2r
(
(cos(φ) + i sen(φ))Ex(z, t)E∗y(z, t)− (cos(φ)− i sen(φ))Ey(z, t)E

∗
x(z, t)

)
= ρ2r cos(φ)

(
Ex(z, t)E∗y(z, t) + E∗x(z, t)Ey(z, t)

)
+

iρ2r sen(φ)
(
Ex(z, t)E∗y(z, t)− E∗x(z, t)Ey(z, t)

)
= ρ2r (cos(φ)S2 + sen(φ)S3)

,

S ′2 (t) = ρ2r cos(φ)S2 + ρ2r sen(φ)S3, (C.17)

del mismo modo a S2

S ′3 (t) = −ρ2r sen(φ)S2 + ρ2r cos(φ)S3, (C.18)

escribiendo el sistema de ecuaciones de forma matricial se tiene
S ′0
S ′1
S ′2
S ′3

 = ρ2r


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos(φ) sen(φ)
0 0 − sen(φ) cos(φ)



S0

S1

S2

S3

 , (C.19)

y la matriz de Mueller de un retardador con eje rápido que coincide con el
eje x y el eje lento con el eje y del sistema de coordenadas, que introduce un
desfase de φ es

R(0, φ) = ρ2r


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos(φ) sen(φ)
0 0 − sen(φ) cos(φ)

 , (C.20)

para conocer la matriz de un retardador con eje rápido inclinado un ángu-
lo α con la horizontal se puede hacer la rotación con el producto matricial
M(α)R(0, φ)M(−α) donde M(α) es la matriz de rotación como en la ecua-
ción C.11. Véase [21], [23].

R(α, φ) =


1 0 0 0
0 cos(2α) − sen(2α) 0
0 sen(2α) cos(2α) 0
0 0 0 1

 ρ2r


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos(φ) sen(φ)
0 0 − sen(φ) cos(φ)



1 0 0 0
0 cos(2α) sen(2α) 0
0 − sen(2α) cos(2α) 0
0 0 0 1



= ρ2r


1 0 0 0
0 cos(2α) − sen(2α) cos(φ) − sen(2α) sen(φ)
0 sen(2α) cos(2α) cos(φ) − cos(2α) sen(φ)
0 0 − sen(φ) cos(φ)



1 0 0 0
0 cos(2α) sen(2α) 0
0 − sen(2α) cos(2α) 0
0 0 0 1


.

Por lo que la matriz de un retardador con eje rápido inclinado un ángulo α
con la horizontal que introduce un desfase de φ es

R(α, φ) = ρ2r


1 0 0 0
0 cos2 2α+ cosφ sen2 2α cos 2α sen 2α (1− cosφ) − senφ sen 2α
0 cos 2α sen 2α (1− cosφ) sen2 2α+ cosφ cos2 2α senφ cosφ
0 senφ sen 2α − senφ cos 2α cosφ

 . (C.21)
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Apéndice D

Polariscopio lineal oscuro H-V

Se considera un polariscopio lineal oscuro H-V con un retardador entre los
polarizadores como se muestra Figura D.1.

Figura D.1: Polariscopio lineal oscuro H-V.

En este arreglo se le hace incidir en la región a luz natural, es decir no
polarizada, en la región b se tiene luz polarizada linealmente vertical con in-
tensidad inicial Sb0 , se puede representar por el vector de Stokes

Sb =


Sb0
Sb0
0
0

 . (D.1)

a continuación incide sobre el retardador obteniendo el haz en la región c

Sc = ρ2r


1 0 0 0
0 cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α) cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)) − sen(φ) sen(2α)
0 cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)) sen2(2α) + cos(φ) cos2(2α) sen(φ) cos(φ)
0 sen(φ) sen(2α) − sen(φ) cos(2α) cos(φ)



Sb0
Sb0
0
0

 ,

(D.2)

72



APÉNDICE D. POLARISCOPIO LINEAL OSCURO H-V

obteniendo

Sc = ρ2r


Sb0

Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))
Sb0 (cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)))

Sb0 (sen(φ) sen(2α))

 , (D.3)

por último pasa por el polarizador vertical y el haz transmitido en la región
d

Sd = ρ2r
ρ2p
2


1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




Sb0
Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))
Sb0 (cos(2α) sen(2α) (1− cos(φ)))

Sb0 (sen(φ) sen(2α))

 , (D.4)

cuyo resultado final es

Sd =
ρ2rρ

2
p

2


Sb0 − Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))
−Sb0 + Sb0 (cos2(2α) + cos(φ) sen2(2α))

0
0

 . (D.5)
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Apéndice E

Análisis de incertidumbre

Dada una medición x0 e y0 con una incertidumbre absoluta δx0, δy0 res-
pectivamente se puede calcular un valor z el cual depende de x e y de la
forma:

z = f(x, y), (E.1)

según [24] se puede conocer la incertidumbre absoluta δz con la ecuación:

δz =
∂f

∂x
δx+

∂f

∂y
δy, (E.2)

de la ecuación 4.2 se tiene

φ = 2 arcsin

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)
, (E.3)

es decir que el cambio de fase introducido depende de la intensidad incidente
a la muestra Sb0 y la final después del analizador Sd0 . Considerando las incer-
tidumbre en δSb y δSd respectivamente en la ecuación E.3 se puede calcular
la incertidumbre en la fase δφ según E.2. Por un lado

∂f

∂Sd0
=

2√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 ∂
(

1
sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)
∂Sd0

, (E.4)

∂f

∂Sd0
=

2

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1

2
√

Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

1

ρ2rρ
2
pSb0

, (E.5)

∂f

∂Sd0
=

1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2
√
ρ2rρ

2
pSb0
Sd0

1

ρ2rρ
2
pSb0

, (E.6)
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∂f

∂Sd0
=

1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

, (E.7)

similarmente

∂f

∂Sb0
=

2√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 ∂
(

1
sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)
∂Sb0

, (E.8)

∂f

∂Sb0
=

2

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1

2
√

Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

(
− Sd0
ρ2rρ

2
p

1

S2
b0

)
, (E.9)

∂f

∂Sb0
=

1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2
√
ρ2rρ

2
pSb0
Sd0

(
− 1

ρ2rρ
2
pSb0

Sd0
Sb0

)
,

(E.10)
∂f

∂Sb0
= − 1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

Sd0
Sb0

, (E.11)

por lo que la incertidumbre en la fase es

δφ =
1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

δSb

− 1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

Sd0
Sb0

δSd

. (E.12)

Como se tomaron las mediciones con un intervalo de tiempo pequeño y el
mismo láser es de esperarse que la incertidumbre en una medida sea la misma
que en la otra es decir δSb = δSd, por lo que

δφ =
1

sen(2α)

√
1−

(
1

sen(2α)

√
Sd0

ρ2rρ
2
pSb0

)2 1√
ρ2rρ

2
pSb0Sd0

(
1− Sd0

Sb0

)
δSb, (E.13)

como las mediciones se hicieron para α = π/2 y considerando ρr = ρp = 1 se
puede reescribir E.13 como

δφ =
1√

1− Sd0

Sb0

1√
Sb0Sd0

(
1− Sd0

Sb0

)
δSb, (E.14)
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δφ =

√√√√1− Sd0

Sb0

Sb0Sd0
δSb =

√
Sb0 − Sd0
S2
b0
Sd0

δSb. (E.15)

Se define la incertidumbre relativa como [24]

incertidumbrerelativa =
incertidumbreabsoluta

valormedido
, (E.16)

y lo se puede expresar como un porcentual considerando

incertidumbrerelativa =
incertidumbreabsoluta

valormedido
∗ 100 %, (E.17)

en este caso se tiene la incertidumbre relativa porcentual

δφ

φ
=

√
Sb0
−Sd0

S2
b0
Sd0

δSb

2 arcsin
(√

Sd0

Sb0

) ∗ 100 %. (E.18)
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[19] RANDOLPH, John F. Calculo Geometŕıa anaĺıtica Vectores. Ordoñez
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