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Resumen

Consideramos el sistema lineal de control
X1 = u,

kxpps1 +u, |ul <L,

Xok

ka+1:—kXQk, k:1,...,n—l n>2. (01)

Dados una condicion inicial xy y L > 0 se requiere hallar:
a) el conjunto de todos los controles u, (f) con |u,,(t)] < Ly
b) el conjunto X, de condiciones iniciales x,
tales que la trayectoria del sistema (0.1) con u = u,,(f) que comienza en X, termina en el origen en

tiempo T = 2n.

Palabras claves: Control admisible acotado, problema trigonométrico de momentos, método de

Potapov.






Abstract

We consider the linear control system
X1 =u,
Jok = kxorer +u, |ul <L,

ka+1:—kXQk, k:1,...,n—l n>2. (02)

For a given initial condition xy and L > 0 it is required to find:
a) the set of all controls u,,(¢) with |u,,(¢)] < L and
b) the set Xy, of initial conditions xg
such that the trajectory of the system (0.2) with u = u,(?) starting at x, terminates at the origin at

time T = 2.

Keywords: Admissible bounded control, trigonometric moment problem, Potapov method.
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Introduccion

Recordemos que un sistema de ecuaciones diferenciales que dependen de un parametro es

x = f(x,u). (0.3)
donde x € D C R™, u€ Q CR’, ylafuncién f : W — R es de clase C' con W = D x Q abierto
en R" X R".

Consideremos el problema con datos iniciales

x(to) = xo 0.4)

para el sistema (0.3). Generalmente se busca la una solucion x = x(¢, xo, u) de (0.3) con la condicién
inicial (0.4) y se estudia sobre la continuidad y diferenciabilidad de la funcidn x(¢, xy, u) respecto
del pardmetro u.

En la teoria de control (TC) se considera el problema (0.3) donde en lugar de una parametro
u figura una funcion u(¢) usualmente continua a trozos. A tales sistemas se le llaman sistemas de
control.

a) Si el control u = u(t) con t € [ty, T], puede tomar todos los valores de Q = R’, el sistema
(0.3) se llama sistema de control sin restriccion.

b) Si el control u = u(t) puede tomar valores de un subconjunto propio Q C R’, en particular,
Q ={u e R": ||u|| <L}, entonces el sistema (0.3) se llama sistema de control con restriccién

en el control u(?).

Un caso particular del sistema (0.3), es el siguiente sistema de control de la forma

X=Ax+ Bu (0.5)

donde A € M., B € M, son matrices constantes con entradas reales, a este sistema se le

llama sistema de control lineal.

Existen dos problemas principales en la TC para los sitemas (0.3) y (0.5):

IX



X INTRODUCCION

1) Determinar si el sistema de control es controlable, es decir, determinar si cualquier estado
del sistema de control se puede trasladar a otro estado distinto en algin tiempo finito 7', en
virtud a un control u(¢) definido en [fy, T'] (ver definicion 3.2 para el sistema lineal (0.5)).

2) Determinar el conjunto de controles que realicen el traslado de un estado a otro.

El problema 1) para sistemas de control lineal ha sido resuelto tanto para sistemas sin restriccion
como para sistemas con restriccion en el control u, ver [2] para el caso sin restriccion y [8], [9],

para el caso con control restringido.

En esta tesis se considera el problema 1) el cual resolvemos mediante métodos distintos a los a
los utilizados en [8] y [9]. El problema 2) es resuelto para un caso particular del sistema de la forma
(0.5). Para la solucion de 1) y 2), utilizamos el método de problema trigonométrico de momentos
truncado cldsico en combinacién con el método de la desigualdad matricial de Potapov y la funcion
de Carathéodory.

0.1. Planteamiento del problema. Sea dado el sistema de control

X1 = u,
Xor = kX1 +u, ul <L,

X2k+]:—kX2k, k:1,...,l’l—1 n22 (06)

Dada una condicién inicial xo y L > 0, se requiere hallar el conjunto de todos los controles
uy, (1), definidos y continuos a trozos en el intervalo [0, 2r], con valores que satisfacen la restriccion
luy, ()] < L, tales que la trayectoria x(¢) del sistema (0.6) con u = u,(¢) traslade la posicion inicial
Xo al origen en tiempo 7" = 2x. Tal problema se llama problema de control admisible en tiempo 2.
En adelante denotado como problema de CA. El conjunto de puntos x, desde los cuales se pueden
alcanzar el origen en tiempo 27 lo denotamos como Xy, € R?""! el cual es llamado conjunto 0-
controlable del sistema (0.6). Daremos una descripcion analitica y geométrica del conjunto S, =
0Xo,, para n = 2 y una descripcion analitica para n = 3. La estrategia que seguimos para resolver el

problema planteado es el siguiente:

a) Reducimos el problema CA a un problema trigonométrico de momentos truncado de Markov
(TMTM).

b) El problema TMTM se reduce a un problema trigonométrico de momentos truncado clasico
(TMTC).

¢) El problema TMTC se reduce al problema de resolver una desigualdad fundamental matri-
cial (DFM).
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d) Resolvemos la DFM.

Este camino permite hallar la solucion del problema CA en forma analitica y explicita. Un método
similar, pero para otro sistema de control ha sido utilizado en [3]. En [11] con métodos andlogos se

estudia el tiempo de control Optimo para sistemas de control de la forma (0.6).

OgservaciON 0.1. El sistema (0.6) se deriva como parte de la resolucion de un problema de
control de una ecuacion de onda no homogénea en un intervalo cerrado con control acotado, ver
[10].

Ahora daremos algunas nociones que utilizaremos en este trabajo.

0.2. Problema trigonométrico de momentos truncado clasico. Antes de plantear

el problema trigonométrico de momentos truncado cldsico damos algunas definiciones.

DEriNniciON 0.2. Una matriz A € C,, Hermitiana se dice que es positiva definida (no negativa
definida) si z7Az > 0 (z'Az > 0) para todo z € C" distinto de cero.

DeriNiciON 0.3. La secuencia yo + ¥, Y1, - - - » Y1 S€ llama positiva definida (no negativa defini-
da) si
Yo+tYo Vi Yan
Yoo Yo+Y ot Yo
To=| o 0 (0.7)
Y-t Yozt Yot Yo

es positiva definida (no negativa definida).

DEeFiniciON 0.4. Sea o : [a,b] — R una funcidén no decreciente. Decimos que o(f) es una

funcidn de distribucidn si o (¢) es continuo por izquierda, es decir si satisface

o(t-0)=o().

El problema TMTC consiste en: dada una secuencia de nimeros complejos yo+¥g, ¥1s - - - » Yn-1-

Se requiere hallar el conjunto de funciones de distribucion o (¢) en el intervalo [0, 2r] tales que

2 2r
Yo+, = de'(t), Vi = fe”“da(t) (k=1,2,...,n—1). (0.8)
0 0

Se conoce que el problema TMTC tiene soluciodn si y solo si la matriz T,_; es no negativa definida
ver [1], [13].
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Un método para encontrar la solucion o(f) no decreciente en el intervalo [0, 2xr] del problema
TMTC es asociar la funcidn distribucién o(¢) con una funcidn s(z) holomorfa definida en |z] < 1
tal que R s(z) > 0 en |z] < 1, tales funciones se llaman funciones de Carathéodory o C-funcién. En

virtud a que s(z) es una funcidn analitica, ésta satisface la expansion de la forma:

1

s(z)zs0+s1z+szz2+---+sn_1z”_ +---, 7 < 1.

donde s; son nimeros complejos. Resulta que la funcidon de Carathéodory s(z) asociada a la funcién

de distribucion o (¢) ver (0.8), tiene la siguiente expansion:

S(Q)=Yo+ViZ+ Y2+ Yl e, 2l < 1, (0.9)

es decir los primeros n coeficientes de (0.9) coinciden con los n momentos dados en (0.8) (ver
teorema 2.7).

La relacién mencionada entre o y s, que en realidad es una relacion biyectiva ver [1, Pé4gina
51], permite abordar un problema TMTC (hallar o) como un problema de interpolacién de una
funcién de Carathéodory.

Usando la férmula ver [1, Pagina 51]

t—0)+0o(+0 L[ :
ot-0)+o+0) _ const + 1im —f R s(re”")dr, 1 €0,2n],
2 r—1-0 71 Jo

se puede obtener o apartir de una funcién de Carathéodory s(z).

0.3. Problema trigonométrico de momentos truncado de Markov. Sea dada
una secuencia de nimeros complejos (cx);Zy. Se requiere hallar el conjunto de funciones continuas
a trozos f(¢) € R definidos en [0, 27] con valores —L < f(¢) < L, tales que

27
Cp = ferdt, k=0,...,n—1. (0.10)
0

Nos referiremos a este problema como problema de TMTM. Este problema tiene solucion (Ver, [1,
Pé4gina 61]) si y solo si

—2nL < ¢y < 2nL (0.11)
y si la sucesion yg + ¥y, Y1, - - . » Ya—1 determinada por la expansion
i (c
exXp (Z (50 FC1Z+ 4+ cn_lz”‘l)) =Yoo+ YIZ+ V2 A YT (0.12)

es no negativo definida.
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0.4. Desigualdad matricial fundamental. En los 60 del siglo pasado, V.P. Potapov
[5], [12] introdujo un método para la solucién de problemas de interpolacion, entre éstos el proble-
ma TMTC. Este método reduce el problema TMTC a una desigualdad matricial:

T, ‘ Ry 1(2)(vi-15(2) — ty-1)
SOHE) >0, (0.13)

1-zz

* |

-1
con Tt = (Ot llg Rust @) = (I = 1T00t) L vuct = c0l(1,0,...,0), woy = col(yo, Y1 -+ Yuo1)
donde 6 ;; denota el simbolo de Kronecker.

TeoreEMA 0.5. La funcion holomorfa s(z) en |z| < 1 es solucion asociada al problema TMTC si

y solo si s es solucion de (0.13).
(Ver, [12, Pégina 422])

0.5. Resultados de la tesis. Antes de mencionar los resultados principales recordemos
que X, es el conjunto de todas las condiciones iniciales x; del sistema (0.6) para los cuales la
trayectoria del sistema (0.6) comienza en X, y termina en el origen en tiempo 7' = 2x, y la matriz

T,_ es definido como en (0.7).

El siguiente teorema es anunciado y se demuestra por primera vez, en la pagina 29.

TeOoREMA A. Sea x; una condicién inicial para el sistema de control (0.6). El conjunto O-

controlable X, , esta dado por:

Xow={x0 € R*" ' :T,; >0, —27L < x,9 < 27L)}.

Los siguientes teoremas B y C son una aplicacion del teorema 2.9 que describen el conjunto de
controles para las condiciones iniciales xy € 0X,, del sistema (0.6).
TeoremA B. Si la matriz de Toeplitz T,_; es nulay —2nL < x;9 < 27L, entonces
(a) El conjunto O-controlable X, es
Xon = {x1, x2}
donde x; := (27L,0,0,...,0) 'y x :=(-2nL,0,0,...,0).
(b) El control que resuelve el problema de CA es:

() ==L, u,(t)=L, tel0,2n].
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TeoremMa C. Si la matriz de Toeplitz T,_; es no nulo y no negativa definida de rango p < ny

—2nL < xj9 < 2nL entonces existen 7y, 11, T2, - -+ , f, que pertenecen al intervalo [0, 27] tales que:

L, (Tj <t< tj)

Uy, () = (j:1,2,...,p;7'p+1:‘r1+27r)

-L, (lj<f<Tj+1)

donde, 74,11, 72, -+ , 1, satisfacen

P —imk _ piTk
s =i | ¢’ ez (0.14)

El siguiente teorema es una aplicacion del método de la desigualdad fundamental matricial de

Potapov, (ver teorema 2.13) para la solucion del problema de CA del sistema (0.6).

Este método permite hallar de manera explicita la funcion asociada s(z) de Carathéodory a la

funcion no decreciente o (¢) definida en [0, 2] que a su vez es la solucion del problema de TMTC.

TreoreEmMA D. Con las mismas condiciones del teorema anterior, la funcién de Carathéodory s(z)

se representa de la siguiente forma:

_ g*Rn—l (Z)un—l

$@) = ER, (D)t

(0.15)

1 1 -
conR,_(z) = 2(1— ETn—l) s Vpo1 = col(1,0,...,0),  wu,y =col(yo,vi,...¥n-1) Yy Tha =

(5‘,;k+1);;i0, (0jx+1 — Kronecker). Donde ¢ € C" es tal que T,_¢ = 0.

0.6. Algoritmo de solucion. A continuacién presentamos el algoritmo basado en los
teoremas A, B, C y D para encontrar la solucién del problema de CA. Sea dada x, € R*"~! una

condicion inicial y L > 0 para el sistema (0.6) .

Paso 1 Reducir el problema de CA al problema de TMTM, es decir hallar ¢, donde k =0, 1,...,n—

1 mediante las siguientes igualdades:

271 2 2
Co = f uy(Hdt, ¢ = f e'u, (@) dt, ...,cpq = f "Dy, (1) dt. (0.16)
0 0 0

donde,

Co i= —X10,C1 = —Xp0 — IX30, " * Cpel i= —X2(n=1)0 — LX2n-1)0- (0.17)
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Paso 2 hallar la secuencia yo + ¥y, Y1, - - - » Yn—1 apartir de (0.17) mediante la igualdad.

[ (Co 2 n-1 2 n-1
exp 3L 3+c1z+c2z + -+ 12 =Yoo+t ViZ+ 2T+ Y12+l

En particular, los primeros momentos de la secuencia yo+y,, Y1, - - - » Yn—1 qUE SE generan

de la anterior igualdad son los siguientes:

— X10
Yo + %o = 2608(—1L),

cos( )x30 sen( )xzo—l(cos( )Xo + sen( L)x30))

n= 2L( AL

vy = _( B COS( )xzo + X3 COS( ) +4Lxso COS(_) 2220X30 sen(—) 4Lxa0 sen(%)

+(—x§0 sen(31%) = 4Lxso sen(G0) = 20330 c0S() — 4Lsg cOS(50) + sen(5 )xzo))

4L

Paso 3 Construimos la matriz de Toeplitz

Yo + )70 7_/1 e ?n—l
+ v, - _n—
T = O T T T (0.18)
Yn-1 Yn2 Yo+ Yo

y verificamos si esta matriz es no negativa definida, si fuese el caso pasamos al siguiente
paso. En caso negativo, no existe un control u,,(f) tal que x, llegue al origen en tiempo
T =2m.
Paso 4 hallamos el control u,,(#), como sigue. Si la matriz T,_; no nulo es no negativa definida tal
que detT,_; = 0, construimos el vector u,_; (ver teorema D).
Determinamos un vector ¢ € C" tal que T,_;& = 0, luego calculamos
) = S @ty (0.19)
& Ru-1(2)Vn-1

esta funcion llevamos a la forma

P o=tk _ piTk
s@ =i | 5= (0.20)

L L
i1 €2 —edliz
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donde, p es el rango de la matriz de Toeplitz dada en (0.18), 71,1, 72,--- ,1, € [0,27] y
T <h <Ty<-<tl,<T|+2nm.

Paso 5 El control u, () buscado es dado por:

o) = L (r<t<t) (

L (tf<t<Tj+1) 21’2""’p;TP+1:7'1+271)

OgservaciON 0.6. El caso en que la matriz T,_; sea nula, le corresponde a las condiciones
iniciales

X0 = O

0
y el control u,, () correspondiente esta dado por u,,(f) = +L (ver teorema B).

0.7. Conclusiones.

(a) En la presente tesis se ha resuelto el problema de controlabilidad del sistema (0.6) con
control acotado para el caso degenerado, es decir cuando detT,_; = 0 donde T,_; es una
matriz de Toeplitz construida en base a la condicién inicial x, del sistema (0.6) (ver (3.31)).

(b) Se obtiene el conjunto de controles admisibles u = u,,(¢) con |u,,(#)] < L que trasladan
cualquier posible posicién inicial xy € Sy, (recordemos que Sy, = 0X;,) al origen en
tiempo T = 2.

1. Cabe serialar que los resultados (a) y (b) no habian sido resueltos anteriormente.
2. Noétese que el inciso (b), se puede tratar mediante el método de Ahiezer-Krein ver teo-
rema 2.9, o mediante la DFM ver teorema 2.13.

(c) Queda por resolver el caso no degenerado es decir cuando T,_; es positiva definida, que

corresponde a hallar el conjunto de controles u,,(t) acotados para x, € intXy,. Aparente-

mente este problema se deja resolver utilizando el método de Potapov (DFM). (ver (2.17))



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo reproducimos los resultados que aparecen en el libro de Ahiezer-Krein, que

permiten abordar el problema de existencia de solucion del problema TMTC.
DEriNicION 1.1. Sea dada una sucesion de nlimeros complejos,
co>0, c1,c0,...,Cp. (1.1)

Definimos en el espacio de todos los quasi-polinomios, con coeficientes complejos, de la forma

T,() = Z Ad . (z=¢")

k=-n

de “grado” no mayor que #n el funcional ® dado por

donde
C—k:_k (k:1,2,...,n)

(la barra denota el niimero complejo conjugado).

OBSERVACION 1.2. Notemos que, si T), (e” ) es un polinomio trigonométrico real (A_k =A, k=0,1,...

entonces todo valor del funcional ®{7,} es un valor real.

DEeFiniciON 1.3. La sucesion (1.1) se llama positiva definida ( o no negativa definida ) en la

circunferencia 0 < t < 2, si
T,x) 20, T,(e")20
implica que

O{T,} >0 (o06{T,}>0).

Ahora veremos algunas propiedades de la sucesion (1.1), en el caso cuando es positiva definida
(no negativa definida) sobre la circunferencia O < ¢ < 2. Por brevedad lo llamaremos simplemente
sucesion positiva definida (no negativa definida) sin mencionar la circunferencia.

1



2 1. PRELIMINARES

DErINICION 1.4. El quasi-polinomio T,(z) = 3. Axz* se llama simétrico si

k=—n

T,(2) =T, (1) (1.2)
Z

TreOREMA 1.5. La sucesion (1.1) es positiva definida (no negativa definida) si y solo si la forma

de Toeplitz

n

D crbid, (1.3)
0
es positiva (no negativa).
DEMOSTRACION. Sea
T, = ) A (1.4)
k=—n

un polinomio trigonométrico real (A_k = Zk). Demostramos que 7,(z) es simétrico, en efecto:

k=—n
n n
= ) A+ Ag+ ) Ak
k=1 k=1
n n
= ZAkZ k +Ap + ZA_kZ
k=1 k=1

1]

BN

L
—_——

a1l
N —
A

+

b

=

+
IM:

>

=
—_——
ISR
N —
~

1 k 1 )
T,(2) = pe l—[ (z—=z2) (z - 5) (z - (,1), (1.5)
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donde |z)| < 1, |4, =1, 2k+1=2m, m<n (m<n,si A, =0),reescribiendo (1.5) tenemos

2s

T,() = {l:[(z—m)e —Z)} {ZE ]_[(z—éy)}, (1.6)

u=1
con C una constante y s = m — k.
El primer factor tiene valores no negativos para z = €"; por lo tanto el segundo factor tiene la misma
propiedad y ademds, no puede tener raices de multiplicidad impar, lo que significa que podemos

establecer que

2s s

[1G-4)= (Z—fy)z- (1.7)

,11:1 }1:1

Luego sea I tal que [T'|*> = C, Entonces

k s n
e[ Je-w[[(e-2)=> &z (18)
A=1 u=1 v=0
asi tenemos
T, = ) &2 5},{ (1.9)
v=0 k=0

La funcién T, no asume valores negativos, entonces

n
Z fkeikt
k=0

donde &, son nimeros complejos. Por lo tanto

2 n
T, ( eit) _ _ Z &f—# ei(/l—/.t)t’
0

n

GIT,) = ) caubié,

0

NotaciON. De ahora en adelante denotaremos por T, a la matriz

CO c_ 1 o« e e c_n
(&1 Co Cl-n
Cp Cn—1 Co

llamada matriz de Toeplitz.
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OBSERVACION 1.6. Si la sucesion (1.1) es no negativa definida y no todos sus elementos son ceros

(consideraremos solo tales sucesiones) entonces ¢y > 0. En efecto, basta observar que

Co Ck
CQZO, >0 o C()Z|Ck| (k:(),l,...,l’l).
C_r Co
DEriNicION 1.7. Diremos que la sucesion ¢y > 0, ¢y, 3, ..., ¢, no negativa definida tiene rango
p si
Co €1 o Gk
C-1 Co Tt Gkl
A=, . >0 (k=0,1,...,n),
Ck Ck+1 - Qo

parap=n+1,y
Ao >0,A1>0,...,A,.1 >0,A, =0,

parap <n+ 1.

OgservaciON 1.8. Si la sucesion no negativa definida tiene rango p < n+ 1, entonces la sucesion
co > 0,c1,...,cp1 €s positiva definida.
En vista de la observacion (1.8), estudiaremos las propiedades de la sucesion
co>0,c1,¢62,...,Ch1 (1.10)

positiva definida, para luego extender a una sucesion no negativa definida con rango p < n. Con

este propdsito, vamos a examinar la region C, del plano complejo ¢ definida por la desigualdad

Co C1 st Oy 4
A =[O0 T G Gl (1.11)
Z T e Co

donde C, es un circulo con centro en el punto

Cq C LR G | 0
- ¢ Cl tt Cpen Cpe
Zo = A_2 0 1 2 1 (1.12)
Cny2 Cpy3 o0 0o Ci
y con radio
A,
r= A—l. (1.13)
n—2

La demostracion de (1.12) y (1.13) se puede ver en [1, Pédgina 15].



1. PRELIMINARES 5

TeoremA 1.9. [1, Teorema 7, Pagina 15] Dependiendo de si el punto c, se encuentra en la

frontera del circulo C,, dentro de este o fuera de este, todas las raices del polinomio

Co cr oy
C-1 Co Tt Gy
W.(2)=1| ... (1.14)
Copt1 Copy2 -0 C
1 z N

se encuentra en la frontera, dentro o fuera del circulo unitario.

TeorREMA 1.10. Si una sucesion cy,c1,...,c,1 es positiva definida y c, se encuentra en la fron-

tera de C,, es decir,
A, = Au(cn) = |c/l—y|g =0, (1.15)

entonces todas las raices del polinomio W,(z), definido en (1.14) son distintos y tiene moédulo

unitario.

DEemosTRACION. La demostracion se puede encontrar en [1, Péagina 17]. O

TeoremA 1.11. Si cy > 0,c¢y,...,c, 1 es una sucesion positiva definida, entonces para todo

niimero complejo c, ubicado en el circulo C,, cuya ecuacion es

Co C1 R 4
C-1 Co o Cp2 Cpeg _ O,
Z Copy1 00 C1 Cp
le corresponde una y solo una representacion canonica
=) pf (k=0,1,...,n-1) (1.16)
=1
donde p; >0, |aj| =1(j=1,2,...,n), ademds todos los a; son distintos tal que
Cp = ija;?. (1.17)
j=1

DEemosTrACION. La demostracion de este teorema se puede encontrar en [1, Pégina 19].
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TeorREMA 1.12. Si una sucesion cy, cy, . .., c,—1 no negativa definida tiene rango p < n, entonces

existe una unica representacion canonica
p
=) pet *k=01,...n-1), (1.18)
J=1
enlacualp; >0, |a;| =1y todas las aj son distintas.

DEemosTRACION. La demostracion se puede ver en [1, Pagina 24,25].



Capitulo 2
Problema trigonométrico de momentos

En este capitulo reproducimos los resultados relevantes sobre problema TMTC descritos en el
libro de Ahiezer-Krein [1]. Estos resultados se usan en la demostracion del teorema (2.9) para el

desarrollo del presente trabajo.

1. Problema trigonométrico de momentos y funciones de Carathéodory

En esta seccion nos enfocamos en la aplicacion de los teoremas del capitulo anterior a la solu-
cion del problema TMTC.

El problema TMTC puede formularse como sigue: sea dada una sucesion de nimeros complejos
Co,C1, - .., Cp1. Hallar el conjunto de funciones distribucién o : [0,27] — R no decrecientes tales

que
27 '
ck:f eMdo (), k=0,....,n—1. 2.1)
0

El siguiente teorema da la condicidn necesaria y suficiente para la existencia de tal funcién o
definida en el intervalo [0, 2r] tal que satisface (2.1).

DEeFiniciON 2.1. Sea f(¢) una funcién no decreciente continua por izquierda definida en [0, 27].
El punto 7, € [0, 27) se llama punto de crecimiento de la funcién f(7) si

f(to) < f(to +0).

TEOREMA 2.2. Sea dada una sucesion {c;} con al menos p elementos. Para que exista una fun-

cion no decreciente o (t), t € [0, 2], tal que tenga exactamente p puntos de crecimiento y satisfaga

2r

Cp = f efdo(t)  (k=0,1,2,...), (2.2)

0

es necesario y suficiente que la sucesion {c;} sea no negativa definida y tenga rango p.

7
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DEmoSTRACION. Si la sucesion {c;} es no negativa definida y tiene rango p, entonces por el

teorema 1.12 del capitulo 1, existe una tnica representacion,
)4
= ija’;. k=0,1,2,....,p—1,...)
=1

donde p; > 0, @; = €'/, con «; distintos, entonces podemos suponer que
0<ti<hh<--<t,<2nm

definimos o(¢) como
cB =00 =>p; (O<r<2m)

1<t

entonces obtenemos la representacion (2.2).

Reciprocamente, si la representacion (2.2) se cumple, entonces la sucesion {c;} es no negativa

definida. En efecto, supongamos

zm: Ae™ >0 (o <t<2nm, Z A > 0) (2.3)

k=—m
como o () tiene exactamente p puntos de crecimiento, param < p—1, entonces tenemos la siguiente

igualdad:
27

i Ay = f Zm: Akeiktd()'(t) (A_k = Zk , C_p = Ek)
k=—m

0 k=—m
lo que implica que

i Agcr > 0.
k=—m

Por otro lado, para m > p el polinomio trigonométrico (2.3) siempre puede ser seleccionado tal que

sea igual a cero en todos los puntos de crecimiento de la funcién o(¢) por lo tanto

i Aka =0.
k=—m

O

TreoremA 2.3 (F. Riesz - G. Herglotz). Para que exista una funcion no decreciente o(t) con un
conjunto infinito de puntos de crecimiento, es necesario y suficiente que satisfaga la condicion
2
cx = fe”“da(t) k=0,1,2,...)
0

y que la sucesion {c\} sea positiva definida.
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La demostracion de este teorema se puede ver en [1, Teorema 2, Pdgina 45]

DEernicION 2.4. Una funcion f(z) es llamada funcion de Carathéodory o una C-funcion si es

analitica en el circulo |z] < 1 y tiene valores en la parte real positiva.

TeOREMA 2.5. (F. Riesz - Herglotz) Para que una funcion f(z) sea una C-funcion, es necesario
y suficiente que
2n

£(2) = i3f(0) + f €Tz

et —z
0

it

dw(t)  (zZI < 1) (2.4)
donde w(t) es una funcion no decreciente.

DEemosTRACION. La condicion necesaria del teorema es inmediata, ya que la parte derecha de la

formula (2.4) es analitica en laregion |z] < 1y
21 it 27 2
+ 1 -
R f Ty = f d dw(t) > 0,
0 €'—z o 1—=2rcos(t—¢)+r?

donder =zl <1y =argz

Probaremos ahora que la condicidn es suficiente. Asumimos que f(z) es una funcién analitica
y que tiene la parte real no negativa definida en el circulo |z| < 1. Entonces, como es conocido por

la teoria de funciones analiticas, (ver [15]) f(z) es dado, para |z] < r < 1, por

re' + z

2
£ = i (0) + — f 2 e,
2 Jo ret —z

donde
f@re") + f(rei)
2

u(re) =
es la parte real de la funcién f(z). Por tanto
1 27 )
Rf(0) = —f u(re™)dt.
27T 0

La representacion indicada se puede escribir como

re + z

dw,(1), (2.5)

27
f(2) =i3f(0) +f0

donde

1 ! )
we(t) = — f u(re™)ds.
27T 0
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Ya que u(re') > 0 por hipétesis, w,(¢) es una funcién no decreciente de ¢ y, para 0 < ¢ < 2,

0 <w, (1) < w,(2m) = Rf(0).

Por lo tanto, el conjunto de funciones w,(f) (0 < r < 1) es uniformemente acotado. Por el

teorema de Helly, (ver [7]) existe una funcidn no decreciente w(¢) y la secuencia
rn<rn<r..(rj—1),

tal que

limw;(t) =w

Jj—oo

en todo los puntos de continuidad de w(¢). Aplicando el segundo teorema de Helly (ver [7]) a

(2.5), tenemos que

27 it
. +2Z
f2) = i3f(0) + f () (2.6)
o _
para todo z en el circulo |z| < 1. Por lo tanto, el teorema esta probado. O

OBSERVACION 2.6. Si consideramos la expansion de la funcion f(z)

f@=vo+yiz+72 +...

entonces por (2.6) obtenemos los coeficientes de la funcién f(z) de Carathéodory.

27
w%:zf dwi(o),
0

27
Vi = 2f e Mdw(t) (k=1,2,3,...).
0

TEOREMA 2.7. Para que una funcion f(z) sea una C-funcion, es necesario y suficiente que

2
v 1 1 it
F@=yo+ vzt 4= 200, 2 f o) (el <) 2.7)
2 2 1 —e¢iz
0

donde o(t) es una funcion no decreciente en [0, 2r].

DEMOSTRACION. Si

f@ =y +yiz+y22 + -
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es una C-funcidn, entonces para todo n y todo xg, x1, ..., X,: Se tiene lo siguiente (ver [1]):

2n

Z Ya-pXaXs = h’nll o f{f(re”) + f(re”)} Ixo + x1e” "+ + x,e M Pdt > 0.
r—1 271

a,=0
a#f 0

G+9 D bl +
a=0

Esto significa que la sucesion yy + ¥, ¥1, Y2, - . - €s no negativa definida. Entonces por los teoremas

2.2y 2.3, existe una funcion o (f) no decreciente que satisface las ecuaciones

2n 2n
Yo+ Yo = fda(t), Vi = fe”"dv(t) (k=12,...)
0 0

y por lo tanto
2n

Y I | 1+ ¢
f@Q=yo+ Nzt 4= L 7°+—f “Ldo) (2 <1).
2 2 1 — ez
0

Reciprocamente. Si para alguna funcion o(¢) no decreciente la ecuacion de arriba se cumple, en-
tonces f(z) es analiticaen el circulo [z] < 1y

2r

2
‘Rf(z)zé f L-r do(t) > 0.

1 —2rcos(@ +1) + r?

0
El teorema queda demostrado. O

De los teoremas 2.2 y 2.3 tenemos el siguiente resultado:
TeoREMA 2.8. (Carathéodory - Toeplitz)
1) Para que exista una C-funcion f(z) satisfaciendo la condicion

f@Q=yo+yiz+ - +y,d + 0@, <1

es necesario y suficiente que la sucesion yo+7%, Y1, Y2, - - . Yu—1 S€a no negativa definida.
2) La C-funcion f(z) es determinada uinicamente por sus primeros coeficientes Yo, Y1 - - - ¥Yn-1
siy solo si el rango p de la sucesion yy + Yy, Y1, - .., Yn—1 €S menor que n, y en este y solo
este caso es una funcion racional de la forma
Yo—% 1< l+eliz

+ — —0;, ->0, t; € 0,2 .
2 talii— ety P70 elh

f@) =

DemosTRACION. 1) La primera parte se sigue del teorema anterior. Por lo tanto probaremos la

segunda parte como sigue.

2) Si la funcion f(z) tiene la forma
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Yo—% 1< 1+ez
2 2 ‘= 1 - etz

f@)

entonces los coeficientes y; tiene una representacion (llamada representacion candnica)
)4
— 'kt.
YotYo=p1+tp2+-pp Vi = ije’ otk=1,...),
j=1

lo cual significa que la sucesion no negativa definida tiene rango p. Reciprocamente, si la sucesion
no negativa definida yy + y,,%1,71,... tiene rango p, entonces construyendo la representacion
candnica tenemos que
— p it;
Yo—7%Y 1 1+ ez

n—1 n
+ = ) ——pi =Yoo+ Y12+ F Vue + O(7").
> 22, el =0tz Yn-12 (")

Por lo tanto el teorema queda demostrado. |

2. El L-problema de momentos o problema de momentos de Markov

En la presente seccion consideramos el problema TMTM, que consiste en hallar el conjunto de

funciones continuas a trozos f(t) definidos en [0, 27] con valores —L < f(¢) < L, tales que

27
Cr = fHerdt k=0,...,n—1. (2.8)
0

Nota. En este problema suponemos que existe la derivada acotada de la funcion distribucion

w:[0,2n] — R tal que

du(r) = f(t)dt
~L<f(t)<L.

El académico A. A. Markov fue el primero en estudiar este problema. Tales problemas se lla-
man L-problema de momentos, o problema de momentos de Markov. Por abuso de notacién la
funcién f(¢) no es la misma que en los teoremas anteriores. La funcién f representa una funcion
real definida en [0, 27].

En el siguiente teorema, veremos la relacion que existe entre el problema TMTC y problema

TMTM. Este teorema es crucial para el desarrollo de la presente tesis.
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TeoremA 2.9. [1, Ahiezer, Krein] Para que exista una funcion continua a trozos f(t) que sat-

isfaga las relaciones
-L<f()<L (0<t<2n),

N 2.9
c = [ fe*dt  (k=0,1,2,....,n-1), et
0
es necesario y suficiente que se satisfaga la desigualdad
=2nL < ¢y < 2nL (2.10)
y que la sucesion
70 + 70,71,)’2, e 7’)/}’1—1
definidas por la expansion
el (Frazadrran ™)} — o 4 YAk TEEE R T L SP
Yo T Y12 T Y2 Yn-1%Z 2.11)

_— C|
Yo+ Y0 = 2cos 37

sea no negativa definida.

DEmosTRACION. Si existe una funcién f(7) tal que satisface las relaciones (2.9), entonces la fun-
cién
27 . |
1 1+e'z Co 2 -1
DO(z) = — . tdt:—(—+ + + -+ 7" +) 2.12
(2) 4Lf1—e”zf() o[ \5 taztaz Cn-12 (2.12)
0

es regular en el circulo |z| < 1y su parte real esta dado por:

2n

1 1-72 0
Ro@) = 4L f 1 —2rcos(t + 6) + r? fdi (Z - )
0

Por lo tanto, poniendo
F(z) = ¢,
tenemos que
RF(z) = |F(z)| cos {RD(2)} > 0,

para todo z € C tal que |z] < 1.

Es decir, F(z) es una C-funcion. Pero observando (2.12) y (2.11) tenemos que:
FRQ =y+y12+% + - +yud ™+
Asi, por el teorema 2.7, la sucesion

7/0 +70,71")/2,---,'yn—1’
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es no negativa definida. La condicién (2.10) es inmediata.

Reciprocamente, supongamos que la sucesion yo + ¥y, Vi, ¥2,--.,Ya—1 €S N0 negativa definida
y que cumple (2.10).

Sicy = £2nL, entonces yo+7y, = 0, y como la sucesion yp+7y,, Y1, - - - , Yu—1 €S NO negativa defini-
da esto significa que vy, 7, ..., ¥,—1 son iguales a cero, lo cual implicaquec; =c; =---=¢,-1 =0

y asi obtenemos la solucién trivial f(¢) = +L.

Supongamos ahora que,
|co| < 2mL. (2.13)

Entonces como la sucesion vy + ¥y, ¥1,%Y2,---,Yn—1 €S DO negativa definida, entonces por los

teoremas 1.11 y 1.12 del capitulo I, existe una representacion
Yo+ Yo=p1+p2+ - +pp

yk:pla’f+pza§+---+ppa]; k=12,....,.n-1),

donde p < n,p; > 0y a; = " son distintos, asi podemos asumir que
O<t<nhh<--<t,<t+2m
Luego definimos la siguiente funcién

Fz) = Yo — 7’0

l\)l'—‘

i 1 +ajz
=1 P 1-ajz
Luego vemos que

F@) =y +y12+ v+ 4y 4+,

es una funcién racional cuyo numerador y denominador son polinomios de grado p. Pero ya que

t+ t
Fi() = iF(e') = iZ2 =20 Z p; cot

entonces para cualquier € > 0 suficientemente pequefio tenemos,
Fl(—lk+6)<0,F1(—lk—€)>0 (k:1,2,...,p).

Asi los ceros de la funcién F'(z) se encuentran en el circulo |z| = 1y alternan con los puntos a;. Por

lo tanto

e sz _ezTI\Z
F(z) = Aﬂ

k=1 € “H— itz
donde podemos asumir que

T <Hh <Ty<-<t, <7 +2n.
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Pero como |F(0)| = |yg| = 1, tenemos que |A| = 1; y como la funcién F(z) tiene valores puramente

imaginarios en la circunferencia |z| = 1, tenemos que A = +i; por otro lado, como

RF©O0) = vy + 7, > 0

y ,
F(0) = iie%k;(tk_rk),
ademas
1 p
0<§§:m—fp<m
k=1
por lo tanto tenemos A = —i, lo cual significa que
P o= 5Tk _ o5k
Fe) =-i| | . (2.14)

Definimos la funcion

funy =" (i<t <u) (j=12....p: Tpu =71 + 27) (2.15)
-L, (tj <t< Tj+1)

Jut +27) = fi.(1), teR.
Por otro lado de (2.14) y (2.15) tenemos:

2n
1 1+ €'z 1
— | — = —log F(2), 2.1
I | T 0di = Slog F@) (2.16)
0

donde la rama del logaritmo se escoge de tal manera que:

2
1 1 pfk—Tk T
~log F(0) = — ndt = -,
~log F(0) 4LffL() > 3
0

k=1

lo cual significa por (2.13) que es igual a 7. Pero como

_ £ 0 _
F(z)=70+71z+---+7n-1z"lzeﬂ(§+01z+---+cn_1z” 1+---),

entonces de (2.16) tenemos

2n

1 (1+é'z o
- Zf()dt = — 4+ c1z+ Al
2fl—e”sz() ) a1z Cn-12

0
del cual se sigue que

2r
qzbfﬁﬂkww (*k=0,1,2,....,n—1).
0
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Por lo tanto la funcién f; constante a trozos satisface las condiciones dadas en (2.9), esto completa

la prueba del teorema.

O

OBsERVACION 2.10. En el capitulo 4 la funcion f;.(¢) definida en (2.15) jugara el papel del control
uy,(t) buscado en el problema de CA. Por otro lado la funcién F(z) en (2.14), determina la forma
conveniente para la funcién s(z) ver (4.6) y (4.9), que determinan los puntos de salto 7; y ¢; del

control u, (), ver teorema C.

3. Desigualdad fundamental matricial de Potapov

A continuacion presentamos algunas aplicaciones del método de la desigualdad fundamental

matricial (DMF) de Potapov para resolver el problema de CA.

En los 60 del siglo pasado, V.P. Potapov desarroll6 un enfoque particular para tratar problemas
clasicos de interpolacion y problema de momentos en su version matricial. Su método se basa en
la transformacion del problema original en una desigualdad matricial. Utilizando esta estrategia

varios problemas de interpolacién matricial fueron tratados con éxito, ver ([4], [3], [5], [12]).
La formulacién matricial del problema es motivada por la siguiente consideracion:

Existen problemas fisicos de naturaleza esencialmente multi-dimensional, por ejemplo en la
teoria de circuitos electrénicos, para la construccién de una red de 4 polos con frecuencia carac-
teristica dada. En [6] la impedancia (medida de resistencia que presenta un circuito a una corriente
cuando se aplica un voltaje) es una matriz de segundo orden. Nosotros aplicaremos el método de

Potapov al caso escalar.

A continuacién planteamos el problema de interpolacion para funciones de Carathéodory. Sea

dada una secuencia de nimeros complejos Yo, Y1, - - - » Va1, S€ requiere:

1. Encontrar las condiciones necesarias y suficientes para que v, V1, ..., Yn—1 Sea los coefi-

cientes iniciales del desarrollo en serie en el disco unitario
S@ =yo+yiz+- -y 40, (< D).
2. Describir las soluciones.
OBSERVACION 2.11. Del teorema 2.2 y teorema 2.8, los siguientes problemas son equivalentes:

a. Hallar el conjunto de soluciones del problema TMTC,

b. Hallar el conjunto de soluciones del problema de interpolacion de Carathéodory.
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El Problema de Carathéodory esta asociado a una desigualdad matricial fundamental (DFM),

de la forma :
Yo+Yo  Y-1 ot Vi 7' [5(2) — ol
A B Y Yot+Ye Yo 72 [5(2) = (yo + v12)]
= : : : : >0 (<1,
B* C _ | B
Yo ez Yo+ Yo | T [s@ = (vot izt 4y
* 5(2)+5(2)
1-zz
(2.17)

donde * indica la transpuesta conjugada del bloque
7! [5(2) = yol
s =0+ 2)]
T 5@ = (yo+ L+ + 1)

El siguiente teorema d4 las condiciones necesarias y suficientes para que una funcion s(z) sea

una funcién de Carathéodory en términos de la desigualdad (2.17).

Previo a este teorema damos un lema que da las condiciones necesarias y suficienes para que la

A B
H =

con A y C matrices cuadradas, sea no negativa, mds precisamente

matriz hermitiana

Lema 2.12. [6, Pégina 88] La matriz H es no negativa definida si y solo si se satisfacen las

siguientes condiciones
1A>0
2 La ecuacion AX = B tiene por lo menos una solucion
3 Para toda solucion X se satisface la desigualdad

C-XAX >0.

TeorEMA 2.13. [12, Potapov-Kovalishina] Dada una secuencia de niimeros complejos yo, ¥1, - - - » Vu-1-

Para que una funcion s(z) sea una funcion de Karathéodory satisfaciendo

S(2) = Yo+ yiz+ -yl 4 (2.18)
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es necesario y suficiente que s(z) satisfaga la desigualdad (2.17).

DEMOSTRACION. Supongamos que la funcién
s(z)=byg+biz+ - +by 2+
satisface (2.17), Entonces tenemos

5(z) +3(2)

— >0,
1-2z

ya que |z| < 1, se sigue que s(z) es una C-funcién. Ahora demostraremos que

by = %o b :71,---,bn—1 = VYn-1

Escribimos by — yo = ag, by —y, = ay, ... , by_1 — Yn—1 = a,—1 y consideramos la no negatividad

del bloque minor de segundo orden,

> 0.

70+'70 ‘ Z_"[ao+a1z+---+an_lzn—1 +]
‘ 5(2)+5(2)

* =
1-zz

8
da por T*, donde f y g son vectores arbitrarios. La no negatividad del determinante implica la

0
Multiplicamos esta desigualdad a la derecha por la matriz rectangular 7T = [g ) y a la izquier-

desigualdad
L . o 2 N € R €9
o (Fraog+ fargze s frag?™ + ) < f o+ 70 f8 ===
y como la parte derecha esta acotada, entonces haciendo z — 0, tenemos @y = a; = --- = a,_; = 0.

Por lo tanto
by = Yo, b, = )’1,---,bn—1 = Yn-1-

Reciprocamente. Supongamos que s(z) es una funcion de Carathéodory entonces,

2r

-, el + 7
s(z) = Yo—Y , feie — Za’T(H).

2
0

Verificamos la desigualdad (2.17) primero para una constante imaginaria pura (J3s(0)) y luego para

la funcion escalar

le?+7 1 &
— _ _ —ikf k
so(z)—zeia_z—2+ E e "z
k=1
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En el primer caso, la matriz se reduce a la matriz cero; en el segundo, tiene una representacion

1 .. i1 (eie _ Z)_l
AR 3 (2.19)
B C| oo 1 e—i(n—l)é)(eie_z)_l :

" =
: -

Luego verificamos las hipotesis del lema anterior, esto es:

1.

o—itn=1)0

2. La ecuacion AX = B tiene solucion

3. C-X'AX = |ei9 - z|_2 - |ei9 - Z| =0.

Para mostrar que (2.17) es vdlido para una C-funcién s(z), queda sélo multiplicar a (2.19) por
2 - dt(6) e integrar de 0 a 2r. O






Capitulo 3

Del problema de control admisible al problema de momentos

En la primera seccién de este capitulo introducimos algunos conceptos bésicos de la teoria de

control, para controles sin restriccion, es decir u(t) para t € [t, T] toma valores en R".

En la segunda seccién obtenemos el conjunto Xy ,, ver definicién (3.7) para el sistema (3.20)
con restriccion del control |u(?)| < L (r=1).

1. Control no acotado. Criterio de Kalman

El objeto bésico en el estudio de la teoria de control es un sistema lineal de la forma
X =Ax+ Bu 3.D
con la condicidn inicial
x(ty) = xo (3.2)
donde A € M, xn, B € M,%, son matrices constantes con entradas reales y u € Q C R”.

DEriNICION 3.1. Si para un par de puntos xy, x; € D C R™ existe un control u : [t),T] - Q C R"

tal que la solucion x(¢) del problema de valor inicial,
X =Ax+ Bu(r), x(ty) = xo, (3.3)
satisface x(T') = x;, entonces se dice que el control u(t) traslada la posicion xy a x; en tiempo 7.

Derinicion 3.2. El sistema lineal (3.1) se llama completamente controlable en el intervalo [z, T']
si para cualquiera dos puntos xg, x; € D C R™ existe un control u : [t),7T] — Q C R" que traslada

Xo a x; en tiempo 7.

El problema de determinar si un sistema de control es completamente controlable se llama

problema de controlabilidad.

Antes de enunciar el proximo teorema que da un criterio de controlabilidad del sistema (3.3)
enunciamos el siguiente lema que dice que una matriz exponencial se puede escribir como suma
finita.

21
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Lema 3.3. Sea A una matriz constante de m X m, con polinomio caracteristico
p(A) =det(A —A) = 2" + A" + -+ 1A + ¢ (3.4)

entonces

M = a1 (D] + ar(DA + a3(DA + -+ + @,y (HA™ !, (3.5)

donde los a;(t), 1 < k < m, son las soluciones de la ecuacion diferencial de orden m

@™ + @™V + -t +coa =0 (3.6)

satisfaciendo la condicion inicial

a1(0) =1 @(0)=0 @n(0) =0

7(0)=0 a,(0) =1 a, (0)=0

" (0) =0 oy (0) =0 o D(0) = 1
DEemosTRACION. La demostracion de este lema se puede ver en [14] O

Uno de los principales resultados para la controlabilidad, dado por R. Kalman (ver [2]) es el teorema
3.4. La demostracion de este teorema la incluimos integramente en virtud a que es dificil encontrarla
en la literatura sobre la teoria de control.

TeoreMA 3.4 (Criterio de controlabilidad de sistemas lineales). Las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

(a) El sistema lineal (3.1) es completamente controlable en el intervalo (ty, T|
(b) rang(B,AB, ...,A" 'B) = m, (Criterio de Kalman)
(¢c) La matriz N(T) es positiva definida donde N(T) esta definido por

T
N(T) := f e M"BB e dt (3.7)

to

Ademads la funcion
u(®) = B N (T)(e T x; — e x) (3.8)

es uno de los posibles controles que trasladan el punto x, al punto x, en tiempo T.
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DEMOSTRACION. [(a) = (b)]

Sea Q = (B,AB,...,A"'B). Asumimos que el sistema lineal (3.1) es completamente contro-
lable y probaremos que rang(Q) = m.
Supongamos lo contrario, es decir, rang(Q) < m. Entonces las filas de Q son linealmente dependi-
entes, de ahi existe un vector £ € R™ distinto de cero tal que {*Q = 0, desarrollando esta desigualdad

tenemos:

UB=(0CAB=---=A""'B=0. (3.9)
Por otro lado utilizando la férmula de Cauchy para (3.1) tenemos:

!
x(1) = A0 xo + f """ Bu(t) dr. (3.10)

fo

Luego por hipétesis el sistema (3.1) es completamente controlable, tomando xy = 0, x; = ¢,

entonces existe un control u(?) tal que traslada xo = 0 a x; = { en tiempo 7', entonces
T
{ = f AT Bu(t) dr. (3.11)
1o
Luego por el lema anterior desarrollamos la exponencial e’ como suma finita.
M=) a, A, (3.12)
s=1
Reemplazando (3.12) en (3.11) tenemos:

T ( m
(= f (Z ay(T - T)As_l] Bu(t) dt (3.13)
fo s=1

Ahora multiplicando por {* por la izquierda a (3.13) y empleando (3.9) tenemos:
T m
£E=1P = f > (T = A Bu(r) dr = 0
I s=1
lo cual implica que ¢ = 0, que es una contradiccion. Y por lo tanto tenemos que rang(Q) = m

[(b) = (c)] por contradiccion. Supongamos que N(7') no es definida positiva entonces existe un

x € R™ distinto de cero tal que

V(x) :=x'N(T)x <0 (3.14)
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tomando en cuenta (3.7) tenemos

T
V(x) = f (x"e™MB)(B e 'x) dt
0]
lo que implica que:

B*e‘A*’xnzdt >0

T
V(x):f |

de (3.14) y (3.15) se sigue que existe £ distinto de cero tal que V({) = 0 entonces,

fT
To

B*e‘A*Z“zdt =0

lo que equivale a
Be?'r=0

para todo t € [y, T].
Luego derivando (3.17) respecto de ¢ tenemos:

{'e B =0
~*Ae™B =0

(_l)mg*An—le—AtB — 0

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

tomando en cuenta que e*’A* = A*e?' y denotando g* = e ", donde ¢* # 0, las relaciones de

(3.18) se reescriben como sigue:

qgB=0
qg°AB =0

qTA™'B=0

(3.19)

lo cual quiere decir que: g*Q = 0 asi el rang(Q) < m. Lo que contradice a la condicién del

inciso (b), de donde N(T) es positiva definida.
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[(¢) = (a)]. Como N(T) > 0 entonces N(T) es invertible y por lo tanto existe N~'(T'), colocando
(3.8) en (3.10) para t = T tenemos:

T
x(T) = e* T xy + f AT Bu(t) dr

fo

T
— eA(T—to)xo + f eA(T—T)B (B*e—A*TN—l (T)(e_ATX1 _ e—AtoxO)) dr

fo

T
=M (eA’OxO + f e BB e dr - NN (T) (e x, — e_A’(’xo))

fo

=M (e_A’Oxo +N(T)- N N(T)(e ™ x, - e‘Atoxo))
=M (eMxy + e Tx; —e™0xy) = x
para cualquier xy, x; € R™. Por lo tanto el sistema lineal (3.1) es completamente controlable. O

OBserRVACION 3.5. El teorema anterior no es valido para sistemas de control con restriccion (ver
[81y [9D.

2. Problema de control admisible como problema trigonométrico de momentos

En esta seccidon construimos la matriz de Toeplitz T,_; vease (0.7) cuyos elementos y, +
Yo-Y1>---»Yn-1 dependen de la condicién inicial x, del sistema de control (3.20). Més adelante

verificaremos en términos de esta matriz si el sistema de control (3.20) es controlable.
Reproducimos el sistema de CA considerado en esta tesis
X1 = u,
Yo = kxoper +u, |ul <L,
Xoge1 = —kxoyp, k=1,...,.n—-1, n>2 (3.20)
con la condicién inicial xy = x(0).

DErINICION 3.6. El sistema lineal (3.20) se llama O-controlable en D ¢ R**~! en tiempo T, si

para cualquier x € D existe un control u : [ty, 7] — Q C R tal que traslada x al origen en tiempo 7.

DErINICION 3.7. Sea X, €l conjunto de todas las condiciones iniciales xo € D C R*7! del
sistema (3.20) para los cuales la trayectoria del sistema (3.1) con u = u(f) comienza en x, y termina

en el origen en tiempo 7. El conjunto X, se llama conjunto O-controlable.

Ahora reducimos el problema CA a un problema TMTC como sigue. El sistema (3.20) se

reescribe en forma vectorial de la siguiente manera:

X=Ax+Bu, |ul <L, (3.21)
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donde

o O O ©o O

S e

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
00 2 0 0
0 -2 0 0 0|
0 0 0 0 n-1
00 0 - —(n=1) 0

O =D = =

[

(3.22)

A € Mon_yx@n-1y Yy B € R, Por la férmula de Cauchy vease (3.23) para f, = 0, la solucién

del sistema (3.20) con la condicién inicial x(0) = x, tiene la forma

x(t) = e (xo + f e ™ Bu(t) dr).
0

La matriz fundamental del sistema homogenéo asociado a (3.20) es

At

1
0
0

0 0o --- 0
cost sent 0
—sent cost 0
0 0 cos(n—1)t sen(n— 1)t
0 0 —sen(n — 1)t cos(n— 1)t

(3.23)

(3.24)

Para que el sistema (3.20) sea O-controlable en X;,, C R**"! en tiempo T = 2, la trayectoria

x(t) del sistema (3.20) que se inicia en x(0) = xy € X, dada por la férmula (3.23), debe satisfacer

x(2m) = O en virtud a algtn control u,,(#) que satisface |u,,(f)] < L. De esta manera se debe satisfacer

la ecuacion

27
—-Xy = f e " Bu(1) dr.
0

Sustituyendo (3.24) y B de (3.22) a la igualdad (3.25) tenemos

(3.25)
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ETOY
fozn COS Uy, (1) dt

27
f eMBu(t) = _
0 fozn cos((n — Dr)uy,(r) dt
foh sen((n — 1)1) u,, (t) dt

Usando las coordenadas del vector x, la igualdad (3.25) toma la siguiente forma:

21
—X10 = f uxO(t) dt
0

271
—Xo9 = f COS t uy, (1) dt
0

27
—XQn-10 = f sen((n — 1)1) uy, (1) dt
0

donde xp = (x10, X20 * - * X2u-1y0)- Empleando la férmula de Euler e = cos(t) + isen(?), el sistema

(3.20) se representa de la siguiente manera,

21
cozf Uy, (1) dt
0

21 )
1 :f e'u,, (1) dt
0

27
Col = f ey, (¢)dt (3.26)
0

donde la sucesion {ck}Z;(l) estan definidas por:

Co := —X10,C1 = —X20 — 1X30, " " Cp—1 := —X2(n-1)0 — LX2n-1)0 (3.27)

y sus respectivos conjugados estan dadas por:

Co 1= —X10, C—1 1= —X20 + IX30, " C—(u=1) ‘= —X2(n-1)0 F IX2n-1)0-
Los valores ¢, de la parte izquierda de (3.26) se llama momentos del problema TMTM.

De esta manera hemos reducido el problema de CA al problema TMTM, que se distingue del
problema TMTC en lo siguiente: en el primer problema de busca una funcién continua a trozos
uy,(¢) en [0, 2] tal que —L < u(#) < L, mientras el problema TMTC busca una funcién distribucion

no decreciente o(¢) en el intervalo [0, 27].
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Ahora utilizando la igualdad (2.11), hallamos los valores vy + ¥, v1, - - . , Yn-1, qu€ Tepresentan

los momentos del problema TMTC. Desarrollando la parte derecha de (2.11) tenemos

) , i k 5 . Ko 4 icq . i
icy e ciz e Cy ey 5 led ¢y e cycy et cs | 4
e + + 77+

2L 8L?

2L T a4z T | (3.28)

Luego comparando coeficientes de (2.11) y (3.28) tenemos

icqy

Yo = e
. g
e Cq
Y1 =
2L
. i ico 2
e Cy e cy
Y2 = -
2L 812

0 3 i )
e cy €3 Cyr(Cy e cy
- +

4813 412 2L

Y3 =

(3.29)

Tomando en cuenta (3.27) y (3.29) tenemos los primeros coeficientes del desarrollo de (2.11)

en términos de la condicidn inicial x, del sistema (3.20)

. _ixp .
ie” L (=X — iX30)

2L
ix1o

. _ o . _0 . 2
e 3L (—Xxg0 — ixso) e L (=Xp0 — iX30)

2L 8L?

Y1

Y2
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Asi, obtenemos los primeros momentos

Yo+ = 2cos(@)

v = 3L (cos( )x30 — sen( L)xzo - l(COS( )Xo + sen( L)x30))
1
V)= —| — cos( )x20 + x30 cos( ) + 4Lxs cos(—) 2X20X30 sen(—) 4Lx4 sen(@)
8172 4L
n (—x§0 sen(31%) = 4Lxso sen(G) = 2030 c0s() — ALt cOS(0) + sen(52 )xzo) )
(3.30)
de la secuencia yy + ¥, V1, - - - , Yn—1 del problema TMTC, en términos de la condicién inicial x
del sistema (3.20).
De manera andloga es posible obtener los restantes ys, v, . . ., ¥,—1 momentos. Con la secuencia
Yo+ Yo Y1 - - - » Yu—1 construimos la matriz de Toeplitz
Yo+tYo Vi Yaa
+ vy .- ~ _
T = 7T e (3.31)
Yn-1 Yn-2 Yot %

OBservACION 3.8. Claramente la matriz construida en (3.31) depende de la condicién inicial x,
del sistema (3.20).

3. Caracterizacion del conjunto 0-controlable X,

En esta seccidn caracterizamos el conjunto O-controlable X, para el sistema lineal (3.20). Por
la observacion (3.8), de ahora en adelante consideraremos matrices de Toeplitz T,_; que estan

construidos apartir de la condicién inicial x, de sistema (3.20) como en (3.31).

TeEOREMA A. Sea x; una condicion inicial para el sistema de control (0.6). El conjunto O-

controlable X, , esta dado por:
Xow ={x0 €R*™ ' :T,; >0, —27L < x,9 < 27L)}.
DEMOSTRACION. Sea xy € X, entonces T,_; > 0 esto equivale a que la sucesion yo+¥g, Y1, - - - » Yn-1

es no negativa definida, luego como —27L < x;o < 2L entonces por el teorema (2.9) existe u,,(?)
tal que:
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—-L<u(t)<L (O<t<2n),

ripNg 3.32
o = [u®e®dt  (k=0,1,2,...,n-1). (32

0

Tomando en cuenta (3.27), la igualdad (3.32) es equivalente a

2
—Xo = f e " Bu(1) dr. (3.33)
0

De la férmula de Cauchy esta igualdad es equivalente a la igualdad x(27) = 0. De esta manera
para todo xy € X;, existe un control acotado u, (f) mediante el cual x, llega al origen en tiempo
T =2m. |

3.1. Ejemplo del Conjunto 0-controlable para n = 2. Parael cason = 2 el
sistema (3.20) toma la forma
X1 = U,
X, =x3+u (3.34)

fC3 = —X, |I/t| < 1.

Luego reescribiendo de forma més compacta el sistema (3.34) de CA tenemos

X=Ax+ Bu, |ul <1, (3.35)
donde
0 0 O 1
A=10 0 1|, B:=]1
0 -1 0 0

De (3.30) tenemos los siguientes momentos del problema TMTC:

Yo+ Yo = 2cos ?,
X30 COS(HL) — x50 sin(2L — X0 COS(HL) — x39 sin(22)) i
yy = 00D ~ o @, { : ») (3.36)

2 2

Luego por el teorema 2.9 nuestro sistema de CA (3.34) tiene soluciodn si y solo si, se cumple las

condiciones siguientes:
—2r < x19<2nm (3.37)

y que matriz de Toéplitz

+ Yo _
T, := [ Yo + %o Y 1_ ] (3.38)
Y1 Yo + Yo
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es no negativa definida.

En coordenadas del estado inicial xg, (3.37) y (3.38) se reescribe de la siguiente manera

—2r < X190 L 21
XO,Z = . (339)

2(m0) _ 42 _ 2
16 cos (4) X5 — X502 0

Estas desigualdades describe el conjunto O-controlable X .

El conjunto O-controlable X, paran = 2

Lo anterior quiere decir que para cualquier estado inicial x, ubicado en el conjunto O-controlable
Xo2, podemos encontrar un control u,,(¢) tal que la solucién x(¢) del sistema lineal (3.34) traslada
mediante el control u,,(7) del estado inicial x, al origen x; = (0,0, 0) en tiempo 7 = 2n. Y para los

estados iniciales que se encuentran en R® — X el sistema (3.34) no es controlable.

3.2. Ejemplo del conjunto 0-controlable para n = 3. Elsistema (3.20) paran = 3

tiene la forma

X =Ax+ Bu, x(0) = xo, |ul < 1. (3.40)

donde:
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0 0 0 0 O 1
0 01 0 O 1
A=10 -1 0 0 O B:=|0
0 0 0 0 2 1
0 0 0 -220 0

De manera andloga al caso n = 2 obtenemos el conjunto O-controlable X, ; que esta dado por:

2m > x0 = 21
16 cos® (42) — x5, — x3, > 0
cos (%) X3 + (2 cos (%) x5, — 8 (4 cos (%) + sin (’;ﬁ) x40)) x5, — 16sin (%) X30X50X20+
+cos (%) X3, — 8x3, (4 cos (ﬂﬂ) —sin (ﬂﬂ) x40) + 16cos (%) (16 cos? (%) —Xo - xgo) >0
(3.41)

Xo3 =



Capitulo 4

Solucion del problema de control admisible.

1. Caso degenerado

En este capitulo damos solucién al problema de CA, es decir dada una condicion inicial xy €
Xo,, del sistema (3.20) y L > 0, obtenemos el conjunto de todo los controles u,,(f) continuos
a trozos definidos en el intervalo [0, 27] y con valores que satisfacen |u,,(f)] < L. En particular
consideramos las condiciones iniciales xy de X, tales que detT,_; = 0 donde T,_; es una matriz
de Toeplitz construida apartir de la condicion inicial x, del sistema (3.20) (ver (3.31)).

TeoremA B. Si la matriz de Toeplitz T,_; es nulay —2nL < x;9 < 27L, entonces
(a) El conjunto O-controlable X, es
Xon = {x1, %2}
donde x; := (27L,0,0,...,0) 'y x :=(-2nL,0,0,...,0).
(b) El control que resuelve el problema de CA es:
u,(t)=-L, u,(®)=L, te[0,2nr].
DEMOSTRACION. (a) SiT,_; es idénticamente nulo, entonces cada elemento de la sucesion

70+?0’71’-~~’7n—1 (41)

son nulos donde y, + ¥, = 2 cos 37 este ltimo implica que

Co
2 —~ =0 4.2
cos L 4.2)
equivalentemente tenemos,
Co /4
+— = (21— 1> 4.3
7= @-D3 (4.3)

para cualquier / € Z. Pero de la condicién de que —27L < ¢y < 2zL implica que

co = x2nL 4.4)
y en consecuencia tenemos xjo = F2xrL. Por otro lado como vy, ..., y,-; son iguales a cero,
esto implica que cy, ¢, . . ., ¢,—1 son todos nulos.

33
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Por lo tanto
X10 = F2nL, x0=0, ..., xp,1 =0. (45)
(b) De (3.33) se sigue que existe u,,(f) = +L tal que ¢; = fozn e"kfux()(t)dt. Por lo tanto u,,(t) es

el control que traslada de x, al origen en tiempo 7 = 2r.

O

En el siguiente teorema damos el conjunto de soluciones del problema CA en el caso degenera-

do (detT,_; = 0) para el sistema (3.20) mediante el método de Ahiezer- Krein [1], ver observaciéon
2.10.

TeoreMaA C. Sea xy € Xo,, si la matriz de Toéplitz T,_; es no nulo y es no negativa definida de
rango p <ny —2nL < xj9 < 2L entonces existen 7y, #, T2, , 1, € [0, 27] tales que:

L, (T‘, <t< tj)

Uy, (1) = (j:1,2,...,p;7'p+1:7'1+27r)

—L, (tj<t<Tj+1)
donde, 74,11, 72, -+ , 1, satisfacen
P o=iTk _ piTk
. e 2k —exTky
s@=-i| | —/——— (4.6)
k=1 e_%tk - e%tkz

DemosTtrACION. Como T,,_; es no negativa definida de rango p < n entonces por el teorema 2.8

tenemos que

s@) =Yo+yiz+ - +yed T + O (4.7)

es una funcion de Carathéodory determinado por los primeros coeficientes o, Y1, Y2, » Vu-1-
Luego por (2.14) existen 71,1, 72, -+ ,t, € [0,2n] tales que la funcién de Carathéodory s(z)

tiene la reprentacion siguiente:
p 1
e 2" eszz

4.8
S(Z) l1—1[ él‘k _ eszz ( )

y por (2.15) y la observacion (2.10) resulta que la funcién continuo a trozos

o) = L (r<t<t) (

-L, (tf<t<7'j+1) 21’2""’p;7P+1:Tl+2ﬂ)

es el control del sistema (3.20). O

El siguiente resultado es una aplicacién de Kovalishina y Potapov, ver [12].
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TeoreMa D. Sea xy € Xj,. Con las mismas hipdtesis del teorema anterior, la funcion de

Carathéodory s(z) se representa de la siguiente forma:

_ f*Rn—l (Z)un—l

$@) = ERy1 (D)t

4.9)

1 1 !
donde R,_i(z) = _(I__Tn—l) Vot = col(1,0,...,0), w1y = col(yo,yi,.-s¥n-1) Y
Z Z

T, = (5.,-,k+1);;i0, (6 ;4+1— simbolo de Kronecker).
DemosTtrACION. Como T,_; es no negativa definida de rango p < n, entonces por el teorema 2.8
existe una funcion de Carathéodory
$(2) = yo +yiz+ -+ T+ O, 2l <1, (4.10)
determinado por los primeros coeficientes Yo, Y1, ¥2,* - » Yn-1-

Luego aplicando el teorema 2.13 para la funcion de Caratheodory s(z), resulta que s(z) es solu-

cion de la desigualdad de Potapov, esto es:

Yo+Yo V-1  Yien 7 '[5(2) = yol
Vi Yo+¥o o Ve | 2[5() = (vo +712)]
' ' B : >0 .11
Yacl Yoz Yo+ Yo |T5@) = o+ yiz+ -+ 2]
. $(z) + 5(z)
1 -2z
reescribiendo de manera méds compacta tenemos
Tn—l ‘ Rn—l(Z)(vn—ls(Z) - un—l)
5(2) +5(2) >0 (4.12)
* _—
1-zz
1, 1.\
conR,_(z) =—-|I--T,-1] ,donde
Z Z
0 O 0
1 0 --- 0
To=| . . (4.13)
0 1 0

es una matriz de dimension n, y



36 4. SOLUCION DEL PROBLEMA DE CONTROL ADMISIBLE.

Yo 1
Y1 0
Up—1 = . ’ V=
Yn-1 0
Notemos que
10 0
Z
Lo
R..1(x):=| °© .Z ) 4.14)
L N |
7" 2 z
Por hipétesis T,_; tiene rango p, entonces detT, = detT,,; = ... = detT,_; = 0, de ahi que
existe un £ distinto de cero en C” tal que
T,.1£=0. 4.15)

Por otro lado, multiplicando a (4.12) la matriz
&0
011
por izquierda, y multiplicando a (4.12) la matriz
10
01

por derecha, tenemos la siguiente matriz no negativa definida

é‘* 0 Tn—l ‘ Rn—l(Z)(vn—ls(_Z) - un—l) é—‘ 0 -0
ol . 5(z) +5(2) 0 =

1-2z

lo que equivale a la desigualdad

&, | ERy1@)(Va15@) = o) .
— 7 > 0.
(Rucr (2)(0-15(2) = t,1))'E Lo y

Lugo calculando el determinante de la siguiente matriz
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ETé ER1(@(V0-15E) = 1)
(Ru-1(@)(Va-15(2) = 1)) € S(ZI)_;ZSZ(Z)
de dimension 2 y observando (4.15) tenemos
e Ry ) 0n15) ~ )| 20 (4.16)
lo que implica lo siguiente
ER1(2)(Vpo15(z) — ty) =0 4.17)

por lo tanto la funcién de Carathéodory esta dada por

_ ‘f*Rn—l(Z)un—l
O ER A (19

O

OBSERVACION 4.1. Para resolver el problema de CA generalmente utilizamos la forma (4.18)
para representar la funcién de Carathéodory s(z) y luego esta funcién lo representamos como en la

relacion (4.6) esta estrategia lo utilizamos en los siguientes ejemplos.

2. Ejemplos

En esta seccion encontraremos controles u,, definido y continuo a trozos en el intervalo [0, 2r],
con valores que satisfacen la restriccion |u, ()] < 1, tales que la trayectoria x(7) del sistema (3.20)
para el caso n = 2 y n = 3 traslade la posicion inicial x, al origen en tiempo 7" = 27 de manera

explicita.

2.1. Solucion para el sistema de control para n = 2. Para encontrar el control del
sistema (3.34), resolveremos en dos casos:

a) Caso T = 0. Para las condiciones iniciales de la forma xy = (¥2r, 0, 0) para el sistema (3.34)
resulta que la matriz de Toeplitz T, es nula, entonces por el teorema B, existe un control u, (1) = £1
tal que la solucion x(¢) del sistema lineal (3.34) traslada mediante el control u, (f) = =1 del estado

inicial xj al origen x; = (0, 0,0) en tiempo T = 2.

Por otro lado notemos que el teorema de Kalman tambien resuelve este problema de CA para
Xo = (F2m,0,0) como sigue. Observemos que el rango de rang(B, AB, AB*) = 3, por lo tanto existe

un control u,, tal que traslada x, al origen en tiempo 7' = 27, uno de los controles posibles es

U () = =B "N~ (2m)x,, (4.19)
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donde
1 0 0 .
=10 cos(r) sin@) |, NQn) = f e BB e ds. (4.20)
. 0
0 —sin(?) cos(?)

Asi el control u,, () esta dado por:

= 0 0 T2
() =—(1,1,00 [ 0 <0 0 0 |==1

para todo ¢ € [0, 27].
Para u, () = —1, la solucién de (3.34) con xy = (27,0, 0) es
2n—t
x(t) =] (cos(t) — 1)sin(¢) — cos(¢) sin(t) |. “4.21)
sin’(7) + (cos() — 1) cos(f)
b) Caso T # 0y det T; = 0. Consideremos la condicion inicial

T
Xo = 2
2

para el sistema (3.34), es facil de ver que xy € Xp». luego de (3.36) obtenemos los siguientes
momentos

y+% = V2,
n=—i V2. (4.22)
Entonces la matriz de Toeplitz es
2 iV2
T, = \/_ i V2 (4.23)
-iV2 V2
que es claramente no negativa definida.
Observemos que rangT; = 1 y detT; = 0, entonces por el teorema D tenemos que
“R
s() = ERitan (4.24)
&R (v

donde
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0 1 Vi
foolieel) e

R(2) :[

NN|»— N =

&l
e[ ] 426

es tal que satisface T1¢ = 0. Luego reemplazando (4.26) y (4.25) en (4.24) tenemos que la
funcién de Carathéodory toma la siguiente expresion:

5(2) = &y + (Yoéo1 + &2y )Z. 4.27)

Ez+ &

Esta claro que
1
& =( . ) (4.28)

satisface T ;& = 0. Luego reemplazando (4.22) y (4.28) en (4.27) tenemos la siguiente funcién
de Carathéodory

_(1 +i)(z+ 1)

§5(2) = ——77— (4.29)
V2(z - i)
pero esta funcion de Carathéodory se puede escribir como
5(2) = =i, (430)
e 22" — 2277
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En efecto;
52) = (I+idz+1)
V2(z - i)
(1 +i)(z+1)

R
_l(l +i)(z+1)

_—\/i—i\/ﬁz
i(l1+(z+1)

(A —itz—iz—i+ 1 +iz+2)
—(1+diz+1)
(i (-1—itz-i2)

2(-i—iz)
—1
V2(-1—i+z-1i2)
: | — iZ
= l]
3 ¢

(@]
o
2]
—
)
[
N—
|
~.
2]
.
=
—
iy
~—
—

Ccos (T”) +isin (%7”)) Z

Luego por el teorema C el control del sistema (3.34) con la condicion inicial x, es

1, re[0n)
() =14 =1, t€[m3n)
1, te€ [%7‘(’, 2n].

2.2. Solucion del sistema de control con n = 3 y T, de rango 2. Dada la
condicidn inicial
2

V2

xo=|2-+v2],
1

-3

L = 1 para el sistema (3.40), se requiere hallar un control u,, (), definido y continuo a trozos en

el intervalo [0, 27], con valores que satisfacen la restriccion |u,,(¢)| < 1, tales que la trayectoria x(z)
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del sistema (3.40) traslade la posicion inicial x; al origen en tiempo 7" = 2, para encotrar dicho

control observemos (3.30) del cual tenemos los siguientes momentos:

Yo+%y= Y2+ V2 4.31)
Y1 =-i\2- V2
yo=iy2- V2
ya = -2+ V2
vo=—V2+ V2

y consecuentemente la matriz de Toeplitz,

\/2+x/§ \/2—@' —y2+ V2
T=|_\2-v3i 242 (2- 3 (432)
—\/2+\/§ —\/2—\/§i \/2+\/§

Notemos que rangT, = 2y detT, = 0, entonces por el teorema D, tenemos

R (Duy

$(z) = = , (4.33)
E Ry (2)v2
donde
1
RZ(Z):ZLZ % 0’ V2—0, u2_71
¥ o7 o: 0 72
y
&
&= & (4.34)
&

es tal que satisface T,¢ = 0. Luego reemplazando (4.33) y (4.34) en (4.33) tenemos que la
funcion de Carathéodory toma la siguiente expresion:



42 4. SOLUCION DEL PROBLEMA DE CONTROL ADMISIBLE.

(Yob1 + Viéoa + ¥26.3)T + (Yoba + Vi€3)z + 7’05—3.

5(z) = (4.35)
Ear+Eaz+Es
Por otra parte notemos que
1
£=|o (4.36)
1

es tal que satisface T,¢& = 0, luego reemplazando (4.36) y (4.31) en (4.35) obtenemos la siguiente

funcion de Carathéodory

s(2) = ﬁ((l +2(V2+ V201 -2 - y2- V20 +z)i)). (4.37)

Pero la igualdad anterior podemos reescribir de la siguiente forma

s(z) = ﬁ((l +Z)(\/2+ V2(1-2) - V2 - V231 +Z)i))
(z+1)(—mz—imz+ \/2+ \/i—i\/z— x/i)

2(2+1)
i(—iz—i)(—%\/2+ \/iz—%i\/Z— V2z + Vz;ﬁ—%i 2 - \/5)

(=iz - l.)(\/22+xF2 _; \/22—«/5 B \/242—\/52 _l.\/2;\@)

(i s+ 1) (s g~y + i)
(=iz — i) (cos(=%) + isin(=%) — z (cos(%) + isin(Z)))
(cos(—%) +isin(—%) — z(cos(%) + isin(;—r))) (cos(—%”) + isin(—%”) -z (cos(%”) + isin(%”)))

i(—iz —1) (e‘%r - e%z)
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Ast del teorema C tenemos que el control admisible para la condicién inicial xo = (7, V2,2 -

V2,1,-3) es

1, 1e[0,%]
~1, re[Z, 1]
uo =11, tel[Zn]
-1, 1€[r3%]
1, te[3%2x].

2.3. Solucion del sistema de control con n = 3y T, de rango 1. Al igual que
los ejemplos anteriores si consideramos la condicion inicial xy = (7,2,2,0,-2) para el sistema

(3.20), entonces la matriz de Toeplitz asociada a x, resulta ser:

V2 -iV2 -2
T,=|iV2 V2 —iv2|. (4.38)
-V2 iV2 W2

A diferencia del ejemplo anterior esta matriz de Toeplitz T, tiene rango 1.

Por otra parte observese que

(4.39)

N
Il
—_— O =

es tal que T, =0

Luego por reemplazando (4.39) en (4.35) y observando los elementos de la matriz de Toeplitz

dado en (4.38) tenemos la siguiente funcién de Carathéodory

ST

2

o = i \/E)zz—i\/iz+1\;é
Z2+1 '

Pero la anterior igualdad se puede escribir como
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2+1
3 1-D-272-2z+1—i
V2(z—i)(z+1)
_ 1-DGE-DE+1)—-2z(z+10)
V2(z=i)(z+1)
_(-DG-i)-2
V2(z-i)
_ d+dGE+1D
V2(z - 1)

s(z) =

Por lo tanto por el teorema C el control u,,(¢) esta dado como en el primer ejemplo.
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