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RESUMEN

En esta tesis, revisamos, usando técnicas vectoriales, los tépicos de un curso
normal de Geometria Analitica a nivel preparatoria o licenciatura. Las ventajas de
emplear técnicas vectoriales en lugar de la forma tradicional, es porque, se pueden
aprovechar los topicos anteriores y visualizar facilmente las conicas (circunferencia,
elipse, parabola e hipérbola) y la linea recta, sin las dificultades normales de las
ecuaciones, sin pérdida de formalidad. Pero estoy seguro de que no es todo,
porque es el primer intento de hacerlo y probablemente mucho mas accesible,
comprensible y mejor porque esta escrito en espafol.

Palabras clave: Vector, base, planos.



ABSTRACT

In this thesis we review, using vectorial techniques, the usual topics of the
undergraduate course Analytic Geometry, of any university or college. The
advantage of using vectorial techniques rather than the traditional ones is because,
besides given a new approach to those topics, they give an easy way of visualize
the conicals (circumference, ellipse, parabola and hyperbola) and the straight line,
without the usual troublesome equations and with no loss of formality of any kind. |
am well aware that this is not, at all, the first time this approach is intended but,
probably, in this work it is much more accessible and comprehensible and better
than that, it was written in Spanish language.

Key words: Vector, basis and plane(s).



Capitulo L.

ALGEBRA DE VECTORES

El objetivo de este capitulo, es presentar un tratado sistematico, tan riguroso como sea
posible del algebra de vectores en dos y tres dimensiones, desembocando
primeramente en el plano cartesiano, en donde se revisara un poco de algebra lineal.

Haremos uso de ciertas ideas intuitivas tales como punto, linea recta, plano, Etc.

Desde el punto de vista de la fisica, una fuerza actuando en una cierta direccién es un

. . m  km
vector, por lo tanto, las unidades del vector son unidades de fuerza, —, — y se usan los
zeg hr

numeros reales para indicar la cantidad de fuerza que esta actuando. Por convencion
se usan flechas (—) para representar simbdélicamente a los vectores, ya sea en un plano
6 en el espacio. Nosotros estaremos interesados en describir el algebra de estos
vectores para la unidad de fuerza arbitraria pero fija.

Empecemos por considerar un plano, el cual esta constituido por puntos. Nuestros
vectores seran libres, es decir, si una flecha determinada representa a un vector y a
esta flecha la dibujamos en el plano, no importara en qué lugar del plano hagamos su
dibujo, siempre y cuando respetemos su direccion, su longitud (magnitud) y su sentido.
Las siguientes flechas representan al mismo vector

\\ T~

Figura 1.

Definicion 1.Con /a letra V, denotaremos al conjunto de vectores y con las letras, u, v, w,
etc, a los vectores. Cada elemento de V, un vector, puede ser representado por una de
las flechas, \ /' v - v « etc.

Para fines de identificacidn, aclararemos a que le estaremos llamando punto inicial y
punto final de un vector o de la flecha que lo representa.

Definicidon 2.Para los vectores a8, P - Q C<D, sus puntos iniciales son,
respectivamente A, Py D y sus puntos finales son B, Q y C.



Definicion 3. La direccion de un vector u (dir(u)) serd el dngulo entre 0° y 360° que la
flecha que lo representa forma con la recta horizontal que pasa por el punto inicial de u,
medido a la derecha de dicho punto inicial y con un movimiento contrario al de las
manecillas del reloj (ver fig. 2).
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Figura 2

Definicion 4. A /a magnitud o norma de un vector u, que es el valor absoluto del niimero
que nos dice la cantidad de fuerza del vector, la representaremos haciendo que la flecha
que lo identifica tenga por longitud dicho numero. A la magnitud del vector u la
denotaremos asi || ul|.

De la figura 2 podemos decir que llull =1 = [lull = [lwl|l y [lu’'|l = 1.3 = ||w'll. Estos
numeros son, por un lado, las longitudes de las flechas que representan a los vectores

u, v, w, u, W' y por otro nos dicen que la cantidad de fuerza de dichos vectores es de 1 o
-1,1.30-1.3.

Observemos que al ser la magnitud de un vector, el valor absoluto de un nimero, es
siempre mayor o igual a cero (l/lull = @) y por eso puede ser identificada con una

longitud.

Nota 1. Asi es que un vector queda completamente caracterizado en cuanto sabemos su
direcciéon y magnitud, por lo tanto:

Definicion 5.Diremos que DOS VECTORES SON IGUALES si tienen la misma magnitud y
la misma direccion, si las flechas que los representan tienen la misma longitud y
ademads, forma cada una de ellas, el mismo dngulo con la recta horizontal que pasa por
su respectivo punto inicial.

Otra manera de caracterizar la igualdad de vectores es diciendo que dos vectores son
iguales si trasladando (sin girar) a una de las flechas que los representan hasta hacer
que coincidan en su punto inicial con el de la otra flecha, sus puntos finales también
coinciden, es decir, las dos flechas se funden en una sola.



b)

b)

Definicion 6.Se denota por -u, al unico vector que tiene la misma magnitud que el
vector u (|| —ull = |lull) y la siguiente direccion:

dir(-u) = dir(u) +180° si 0= dir(u) =180° 1800= dir (—u) =360°
dir(-u) = dir(u) -180°  si 1800= dir(w) <3600 (o< dir(—u) < 180°

Observemos en la definicion anterior que |dir(u) — dir(—u)| =180°

Figura 3

Definicion 7.Dado el vector u y el nimero real r = 0, obtenemos un nuevo vector ru

cuya direccion serd:

dir(ru) =dir(u) si r=0 y
dir(ru) = dir (-u) si r< 0.

La magnitud de ru es, en ambos casos, “|r| veces la magnitud de u”, es decir,
lrull = Irlllull, donde |r| denota el valor absoluto de r, es decir, [r|=r1 sir=0y
lr| = —rsir< 0.

Teorema 1.u = -(-u)

Demostraciéon. Probaremos que los vectores u y -(-u) tienen igual magnitud y

direccién:
De la definicion 6, tenemos que || —(—u]ll = [|—ull = [lu]
De acuerdo a la misma definicion:

dir(-(-u))=dir(-u)+180° si 0°= dir(—u) =180° pero a su vez 0°= dir(—u}) £180° si y
solo si 180°= dir(u) £3600, es decir, si y solo si dir(-u)=dir(u)-180°, de donde



b)

dir(-(-u))=(dir(u)-1809) +180° =dir(u)

dir(-(-u))= dir(-u)-180° si 180°= dir(—u) =360°, esto ultimo sucede si y solo si
0o dir(u) £180°, en cuyo caso

dir(-u)=dir(u) +180°, de donde

dir(-(-u)=dir(dir(u)+180°)-180°=dir(u)

Nota 2. Haremos la siguiente aclaracién: Si el nimero r es cero, entonces estaremos
admitiendo un “vector especial”, al que llamaremos el VECTOR CERO 0, el cual tiene
magnitud cero (||0]| = 0) pero NO TIENE DIRECCION y su representacion es solamente

un punto, no una flecha. Lo “especial” de este vector es que sera el unico vector de
magnitud cero y sin direccion.

I(=2)ull = [=2[llull = 2[lull y dir(-2u) = dir(-u),
| w{ﬁu| = |~T§|| ull = V3 |Ju|| y dir(v3u) = dir(u)

[loull = [o]|lull = 0llul ='D=|5 , de donde Ou= 0.

Nota3. Recordemos que por dos puntos distintos en el plano pasa una y solo una linea
recta; asi es que cada vez que tenemos la representacion de un vector por medio de una
flecha dibujada en el plano, podemos referirnos también a la recta que determinan sus
puntos inicial y final, que no es de ningiin modo, la recta determinada por el vector, ya
que como vector, la flecha que lo representa puede ser dibujada en cualquier parte del
plano, es decir, los puntos del plano que pueden ser sus puntos inicial y final, no son
Unicos.

Podemos decir que las rectas que determina un vector distinto del vector cero son
paralelas.

Notemos que si u=0, entonces r0 tiene magnitud |r|[ 0| = [r|0 = 0, por lo tanto r0=0.

Nosotros sabemos que cuando la unidades son las mismas, es posible sumar dos o mas
vectores, lo cual conduce a poder “sumar” dos o mas flechas (la representacién de los
vectores en el plano), lo interesante de esto es que el vector suma tiene por
representacion a la flecha que a continuacion se describe:

Definicidn 8. Dados dos vectores u, vE V', su suma es un tercer vector, denotado
u+vel,

La flecha que lo representa se obtiene en dos pasos:



Hacemos coincidir (trasladando sin girar) al punto inicial de v con el punto final de u.
Entonces

El punto inicial del vector u+v sera el punto inicial del vector u y el punto final del
vector u+v sera el punto final del vector v ver (fig. 4)

u v v 2 ua

u+v u+v

Figura 4

De acuerdo a la definicion anterior, el vector v+u queda representado por la flecha que
va del punto inicial de v, al punto final de u, después de haber hecho coincidir el punto
inicial de u con el punto final de v (ver fig. 5)

v v+u
u
v
v+u u

Figura 5

Los tridngulo de la figura 5, son congruentes ya que dos de sus lados, uy v, y el angulo

que ellos determinan, Y, son respectivamente iguales, de donde obtenemos que las
magnitudes (longitudes) de u+v y v+u son iguales; ademas, si deslizamos a uno de
esos tridngulos hasta hacer coincidir al vector v que esta en cada uno de ellos,
obtenemos un paralelogramo, es decir, un cuadrilatero con lados opuestos paralelos,
(fig. 5) y por lo tanto u+v y v+u tienen la misma direccidn, lo cual nos dice que u+v =
v+u.

Lo anterior es la demostracidn del siguiente lema:
Lema 1.Para cualquier par de vectores u, v, u+v = v+u.

Nota 4. Particularmente, cuando v sea el vector cero, u+0 =u =0 + u.



b)

Teorema 2.Para r y s numeros reales, u y v vectores, tenemos las siguientes igualdades:

a) lu=u

b) (rs)u = r(su)

¢) r(u+v) =ru +1rv
d) (r+s)u =ru + su

Demostracién:

El vector 1u tiene, por definicién, la misma direccién que u, ya que 1 > 0 y también la
misma magnitud que u ya que
| 1ull=I1[llull = 1llull = [lul]|

Caso 1: si r 0 s es el niimero 0, entonces rs=0 y (rs)u=0u=0, y por otro lado

r(su)=0(su)=0 o r(su) = r(0u) =ro = 0.

Caso 2: Siry s tienen el mismo signo, entonces rs > 0y, por lo tanto, el vector (rs)u
tiene la misma direccién que u y ademas, || (rs)ull = (rs)||ull.

En particular, si r, s > 0 entonces

dir(r(su))= dir(su)= dir(u) =dir((rs)u).

Si r,s <0 entonces -s>0 vy

dir(r(su)) = dir(-(su)) =dir((-s)u) =dir (u) =dir ((rs)u) y

lr(su)ll = |rlllsull = [r|(slllull) = (lrllsDlull = [rs|llull = rs|lu]

de donde, dado que en este caso los vectores (rs)u r(su) tienen la misma direccion ( la
del vector u u) y la misma magnitud (rsllull), ellos son iguales.

Caso 3: Si r<0 y s> 0 (rs < 0) entonces, de la definicion 6 tenemos que los
vectores (rs)u y -u tienen la misma direcciéon. Por otro lado, de acuerdo a la
definicién 7 dir(r(su)) = dir (-(su)) = dir (su)+180¢, si 0° < dir (su) < 180°, pero si
este es el caso, y dado que dir (su) =dir (u), tendremos que 0° < dir (u) < 180°y
entonces dir (-u) = dir(u) + 180°, de donde dir(r(su)) = dir(u) + 180° = dir(-u). su
magnitud es

lr(sw)|l = |rlllsull = |rllslllull = (—r)(s)lull = =(rs)llull = |rs|llull = || (rs)ul

El caso en quer > 0y s < 0 es analogo al anterior.

10
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d)

La magnitud del vector r(u+v) es |r|[lu+v|. Sir > 0 y su direccién dir(ru) =dir (u) y
dir (rv) =dir v, es la misma que la de u+v; si r < 0 entonces su direccidn es la misma

que la del vector -(u+v).

u+v

Figura 6.

En la figura 6 tenemos dos triangulos, uno cuyos lados son los vectoresu,v y u+v, el
otro, con ladosru, rv y ru + rv. Dado que los dos de los lados del primer triangulo
tienen longitudes |lull y /vl y estos son proporcionales a las longitudes del segundo

'1.‘1"

triangulo |r|llull y [r[llv], respectivamente, con coeficiente de proporcionalidad [r|y

el angulo que forman dichos lados, tanto en un tridngulo como en el otro, son iguales,

los tridngulos son semejantes. Esto implica que los terceros lados de cada triangulo son
también proporcionales, con el mismo coeficiente de proporcionalidad, |r], es decir,

llru+ rv|l = [r|llu+ vl, de donde, los vectores r(u+v) y ru + rv tienen la misma

magnitud.

En la figura 6 podemos ver que los vectores u+v y ru+ rv tienen la misma direccién
sir > 0y que sir < 0 entonces el vector ru+rv tiene la misma direccién que el vector
-(u+v), por lo tanto, en cualquier caso, r(u+v) y ru + rv tienen la misma direccion y
junto con que tienen la misma magnitud, ellos son iguales.

Recordemos que los vectores ru y su, forman un angulo de 0° si r y s tienen el mismo
signo, y forman un angulo de 180° si tienen signos contrarios.

Sir+s= 0, es decir, r =-s entonces (r+s)u=0u=0 y ru+su=-su+su=_0.

Sir,s = 0 entonces (r+s)u = ru+su, tienen la misma direcciéon que u. Sus magnitudes
son |[(r+s)ull = (r+s)llul y  llru+ sull® = [lrull* + |Isull* + 2[lrullllsull cos0®

=r?|lull® + s*|lull* + 2rscos0° = r2|lull*+s2|lull“+2rsllull*= (r+s)2llull®, de donde ,
llru+ sull= (r+s)llull=[/(r+ s)ull. Por lo tanto, los vectores (r+s)u y ru+su tienen

igual magnitu y direccidn, es decir son iguales.

11



Si r, s < 0 entonces los vectores (r+s)u y ru+su tienen la misma direccién que el

vector -u. |[(r+ s)ull=-(r+s)llull y llru+ sul?*=llrull® + lIsull*+2[lrullllsullcos0® =
Il [lull + [slFlull* 42l sl ull*=(-r)2llull*(-s)2llull*+2(-r) (-s) [l ull “cos00 =
= (-r-s)2|lull* = (r+s) ||u]| . Los casos restantes se dejan como ejercicio.

Nota 5. De acuerdo a las definiciones anteriores, el vector (-1)u tiene por direccion
dir(u)+180° y || {(—1)ull= [—1|llull =1]lull=[lull, es decir, las flechas que representan a

los vectores uy (-1)u tienen igual longitud.
Lema 2.(-1)u=-u

Demostracién: |[{—1)ull = [—1||lull = 1/lull = || —ul
Dir((-1)u)=dir((-u)) por la Definicién 7.

Definicion 9.Dados los vectores u,v se define el vector u-v como el vector u+(-v), es
decir u-v=u+(-v).

Asi es que u-u=u+(-u)=1u+(-1)u=(1+(-1))u =0u=0 y también -(u-v)=(-1)(u-v)=(-
D()+(-1)(v) = -u+v=v-u.

Si r<0 entonces ru tiene la misma direccién que -u, es decir, los vectores -2u 'y 2(-u), -
5vy 5(-v), -mtw y m(-w), etc., tienen la misma direccion y la misma magnitud y por lo
tanto son iguales.

u-v=u+(-v)=(-v)+u =(-1)v+1lu=(-1)(v+(-1)u=-(v-u), es decir, dir(u-v)=dir(v-
w)+180°0y [lu —vll=[—(v—u)ll = [lv—ull.

Definicién 10. Diremos que dos vectores u y v distintos del vector cero son paralelos si

. . - . 1
existe un numero r tal que u=rv 0 equivalentemente, v=su con s=-

Nota 6. Fijémonos en que decir que dos vectores son paralelos, es equivalente a que las
rectas que determinan sus respectivos puntos inicial y final (ver nota 3) son paralelas.
Por otro lado, al vector cero, técnicamente, lo consideraremos, de acuerdo a la
definicién anterior, paralelo a todos los vectores ya que 0=0v para todo vector vEV.

12



BASES 0 SISTEMAS REFERENCIALES Y PRODUCTO PUNTO

Definicion 11.Una base ordenada o un sistema referencial ordenado para el plano es
una terna {u, v,0} donde u y v son vectores no paralelos cuyos puntos iniciales
coinciden en O, y O es un punto en el plano, al cual le llamaremos punto de referencia
de la base o también origen del sistema referencial.

Nota 7. De lo anterior tendremos que dos bases {u,v,0} y {u’,v’,0’} son iguales si y solo si
u=u’,v=v' y O= O’. En particular, {u,v,0} y{v,u,0} son sistemas referenciales distintos,
ya que el orden de los vectores juega un papel fundamental en la definicién. Por otro
lado, si los puntos O y O’ son distintos, las bases {u,v,0} y {u,v,0’} son distintas ya que
difieren en su origen.

Teorema 3. Si {u,v,0} es una base ¢ sistema referencial para el plano, entonces para
cualquier vector w existen niimeros tinicos a y b tales que w = av+bu.

De la igualdad anterior diremos que el vector w es una combinacion lineal de los
vectores vy u, con coeficientes a y b.

Demostracién. Primero pongamos a las flechas que representan a los vectoresu,v y w
de tal forma que O sea el punto inicial de los tres. Segundo, a partir del punto final de w
tracemos lineas paralelas a los vectores u y v hasta que intersecten a las lineas que

determinan los puntos inicial y final de cada uno de ellos. Entonces, de acuerdo a la
definicion de suma de vectores, w es la suma de los vectores cuyos puntos iniciales son
el punto O y sus puntos finales son, respectivamente, los puntos de interseccion
anteriormente referidos. Estos vectores asi representados, son de la forma av y bu, con
ay b numeros reales y por lo tanto w=av+bu (figura 7).

En particular, u=1u+0v, v=0u+1v y el vector cero 0=0u+0v.

bu

Figura 7.

13



La unicidad de los nimeros a y b se prueba de la siguiente manera:

Si av+bu=w=a’v+b’u entonces (a-a")v=(b-b")u. Si a# a’ entonces v=ru con r= , 1o

a—al

cual dirfa que u y v son paralelos, contradiciendo la hipétesis. Por los tanto, a=a’, pero

- .o , b'-b 1 =
entonces (b’-b)u=(a-a")v=0v=e, de aqui, si b#b’ entonces uzfm] u=—01lo cual

también contradice la hipotesis.

Asi es que una de las ventajas de los sistemas referenciales es que podemos asociarle a
cada vector w del plano, coordenadas, es decir, si {v,u, O} es un sistema referencial y

w = av+bu , entonces diremos que el vector w tiene por coordenadas (a,b) con
respecto al sistema referencial {v, u, 0}, las cuales son tnicas con respecto al sistema.

El orden de descripcion del sistema referencial es muy importante, por ejemplo, si al
anterior sistema lo describimos {u, v,0}, entonces, w = bu+av y sus coordenadas
asociadas son (b,a)

Antes de ejemplificar todo lo anterior, necesitamos definir lo que entenderemos por el
angulo entre vectores, para lo cual, sin pérdida de generalidad supondremos que las
flechas que los representan tienen el mismo punto inicial, ya que si no fuera este el
caso, las trasladaremos (sin girar), a una de ellas o a ambas hasta hacer que sus puntos
iniciales coincidan, sin que por ello dejen de estar representando a los mismos
vectores.

Definicion 12. Dados los vectores u y v con el mismo punto inicial, al angulo que forman
Y cuya medida se encuentre entre 0° y 1800 le llamaremos el dngulo entre u y v y lo
denotaremos asi: <(u,v).

Nota 8. De la definicion vemos que <(u,v) =< (v,u).

Habiendo definido el concepto de angulo entre vectores, podemos encontrar las
normas de los vectores suma y resta usando la Ley de Cosenos (LC):

14



Figura 8(a) Figura 8(b)

En la figura 8(a) tenemos un par de vectores u y v formando un angulo 6. Dichos
vectores forman, con el vector u+v, un tridngulo, de donde por Ley de Cosenos
tenemos

lu+vl? = lull?+ lIvll* = 2llull vl cos(180° — &)

24+ 2||ul cosh

= ||lull* + ||~ v

Por otro lado, en la figura 8(b) tenemos el tridngulo formado por los vectores u,v y u-v,
nuevamente por Ley de Cosenos tenemos

lu =17 = [lull* + |I¥]l? = 2|lullllv|lcosB

El ntimero |[lul/[|v| cosB resulta de particular importancia y por lo tanto se le identifica

como el producto punto de los vectores u y v.

Definicion 13.Para todo par de vectores u y v distintos del vector cero, su PRODUCTO
PUNTO es u-v=||ul

a9
(5

cos < (u,v),
Cuando uno de ellos (o ambos) sea el vector cero definimos:

0:v=0=v-0=0:0=0

Ahora podemos decir que

lu+v|* =lull*+ |Iv||*+2u-v lu=v|I* =lull* <+ |Iv||* —2u-v

Nota 9. Observemos inmediatamente que u-v = v-u ya que el producto de nimeros
ulll y <(uv) =<(v,u) y notemos que el

reales es conmutativo (|lull[lv v

producto punto de dos vectores NO ES otro vector sino un nimero.



Ejemplos. Para los ejercicios siguientes supondremos que < (u,v)=60°, |[[v|| =2, [lul/=3

y estaremos encontrando los nimeros a y b que sean los coeficientes del vector w
cuando lo representamos como una combinacion lineal de v y u, es decir a y b sean
tales que w=av+bu. Ademas, calcularemos u-w y v-w

L-lwll =1 <(wu) =450, <(w,v)=15°

av

bu a

Figura 9.

En la figura 9 podemos ver que se forma un tridngulo con los vectores av, bu,y w con
angulos de 45°,120° y 15° aplicando la Ley de Senos tenemos que

gen 45° _ sen 120° __sen 15°

lavl |lwll  |lbu]
de aqui

= = .2588

2lal 1 3b

Resolviendo las ecuaciones anteriores y observando que a y b deben ser positivas,

tenemos que a = %, b= E_T'_:', de donde
1 L5176
w=—v+——u
] 343

uw = [lull[lwllcos < (u,w) = (3)(1)cos45° = ST_

vw = ||[v]|lwl]lcos < (v,w) = (2)(1)cos15° = 2(.965) = 1.931

2.-wll=2, <(w,u)=300, <(w,v)=90c.

16



En la figura 10 vemos que en el tridngulo formado por los vectores av, bu y w, los

Figura 10.

angulos que se forman son de 90°, 60° y 30°.

Aplicando la Ley de Senos tenemos

gen 90° _ sen 30° B zens”

Ibull  lavll  |lwl

Por lo tanto,

l =

3lb|  2lal 2

1
Porlo tanto |al = —

Resolviendo las ecuaciones anteriores y viendo que ahora a, debe ser negativa y b debe

s 1
ser positiva, tenemos que a8 = ——
W
1 4
wW=——vVvo-———1u
Y3 343

u-w=(3)(2)cos 30°=6§=3\;§

y b=—=

33

de donde
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v-w=(2)(2)cos 90°=4(0)=0

3.-llwll =, = (u,w) =120°, <(v,w)=180°

¥

120

Figura 11.

En la figura 11 vemos que w = ;v, es decir, a = —; y b=0

uw=(3)(m)cos1200=3m(7) ==

v-w=(2)(m)cos180°=-2m

Definicién: Dado un sistema referencial o base {v, u, 0}, diremos que:

Es un sistema ortogonal si los vectores u y v son perpendiculares, <(v,w)=90°
Es un sistema normal silos vectoresu y v tienennorma 1, [|u]|=1=||v||

Es un sistema ortonormal si es ortogonal y normal

Una de las ventajas de tener un sistema referencial ortonormal es que por medio de él
podemos calcular facilmente el producto punto de dos vectores:

Tomemos un sistema referencial (base) {e1,e2,0} ortonormal, es decir, <(e1,e2)=90° y
lle;|l = 1 = |le,|l. Tomemos ahora dos vectores cualesquiera u, v y sean a,b,c,d€ R tales

que u=aei1+bez y v=cei+dez, representan a los vectores ae1, bez y u, entonces por el
Teorema de Pitagoras tenemos

llull® = [lae, |IF + lIbe,|I* = [al*lle)]l* + [bI*]le,I* = a* + b*
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Analogamente, en el tridngulo T’ formado por las flechas que representan a los vectores
cel, dez2 y v tenemos

v||? = ¢? + 42

.z as, lal be, bl
En el triangulo T vemos que cos<(u,e1)=T' =Y sen<(u,e1)= T
begll _ [bl

aes.,

En el triangulo T’ tenemos que cos<(v,e1)=———= ﬂ y sen<(v,e1)=

Ademas <(u,v)=<(ue1) - <(v,e1)=<(v,e2) - <(u,e2)
De donde,

(u-v)2= |lul 2|v||?cos? < (u,v)

=|lull®|lv

*(cos(= (wey)—=< (v,e)))°

= lJull*|lvlI*(cos(= (u,e,)cos < (v,e;) — sen < (u,e,)sen < (v,e,))*

(iﬂ):_g l I ol 41 (1ol o )
full [l v] [l el ] [Fe] [l vl

. h%

= [lull*[lv]|?

=a‘c?42]abed| + b?d? = (ac+ bd)?
Por lo tanto, sacando raices cuadradas tenemos uv = ac + hd

Aunque la demostracién anterior asumié que el producto abcd=>0, el resultado es
igualmente valido para abcd<O0 con tal de que en la demostracion anterior hagamos los
respectivos ajustes.

Sin embargo, algo muy importante es que lo anterior solo es valido cuando tenemos
una base ortogonal. Enunciémoslo en el siguiente teorema:

Teorema 4.5/ los vectores u y v tienen asociadas, respectivamente, las coordenadas
(a,b) y (cd) con respecto a un sistema referencial ortogonal cualquiera, entonces
u-v=ac+bd

El producto punto satisface las siguientes propiedades

Teorema 5. a) Los vectores u, v son ortogonales si y solo si u-v =10

b) u-v=|lull
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b)

d)

¢) ru-sv = rs(u-v) para todo par de numeros realesry s
d) u-(v+w) = u-v+u-w para toda terna de vectoresu, v y w.

Demostracion:

Los vectores u, v (distintos de cero) son ortogonales (perpendiculares) si y solo si
<(u,v) =90° de donde, u-v=|ullllvlcoss0®=|lull|v|0=0. Por otro lado, si
0 = uv = |lullllvllcos < (u,v) siendo |lull # 0 = |Iv|l entonces cos<(u,v)=0 y como el
angulo de dos vectores esta entre cero y 180°, el unico valor posible es <(u,v) = 907,
es decir, uy v son perpendiculares (ortogonales).

Como <{(wu) = 0%, u-u = |lullllullceso® = [[ull*1=(ull?

En la figura 11(a) vemos que sir,s >0 6 si r, s <0, es decir rs > 0, entonces
<(ru,sv) =< (u,v) por lo tanto,
(ru)(su) = |lrullllsv|lcos < (ru,sv) = |r||lullllslllvllcos < (w,v) = Irllslu-v=|rs|u-

v =rs(u-v)

En la figura 11(b) vemos que si r y s tienen signos contrarios, es decir rs < 0, entonces
<(ru,sv) =180°-<(u,v), de donde (ru)-(sv)=lrlllullllsllllvlicos(180°—= (u,v) =

lrs||lull|lv] [:—ccrs = (u,v)} =(—rs]|::—(m-']} =rs(u-v)

Para probar este inciso tomemos un sistema referencial (base) ortonormal {e,,e,, 0} y

supongamos que u=aei+bez, v=cei+dez, y w=fei1+ge2. De aqui obtenemos, que con
respecto a la base tomada, v+w=(c+f)e1+(d+g)e2.
De acuerdo al teorema anterior tenemos: u-v=ac+bd, u-w=af+bgy
u-(v+w)=a(c+f)+b(d+g)=ac+af+bd+bg

=(ac+bd)+(af+bg)=u-v+u-w

Nota 10. El proceso anterior, es decir, dar un par de vectores v, u no paralelos con
punto inicial en O y encontrar los nimeros a y b tales que w=av+bu , suele también
expresarse diciendo que los nimeros que forman la pareja ordenada (a,b) son las
coordenadas del vector w en términos de la base {v,u, 0} , notando que el orden en que
se expresan las coordenadas estd de acuerdo al orden en que se expresa la base, es
decir, si (a,b) son las coordenadas del vector w con respecto a la base {v, u, 0}; la pareja

de coordenadas de w con respecto a la base {v, u, 0}, es la pareja ordenada (b,a)#(a,b)

si a#b.
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IDENTIFICACION DE PUNTOS DEL PLANO Y VECTORES

Podemos ahora “ubicar” a los puntos del plano tomando como marco de referencia a
una base (v, u,0) arbitraria, pero fija, a la cual la representaremos con un par de flechas

con un mismo punto inicial O.

Entonces, dado cualquier punto P del plano, consideramos la flecha con punto inicial en
O y punto final P, como la representacién de un vector w, hecho esto, procedemos como
en los ejemplos 1,2 y 3 a encontrar las coordenadas (a,b) del vector w con respecto a la
base ordenada {v,u, O}.

Con estas mismas coordenadas identificamos al punto P. Es necesario desde luego
mantener fija a la base, ya que, como lo hicimos notar anteriormente, aunque tomemos
el mismo punto P del plano y el mismo punto O como punto de referencia de una base
(origen), si cambiamos a uno de los vectores, ya sea u o v, cambian las coordenadas que
identifican al punto P (ver figura 12). Si cambiamos el origen, también cambian las
coordenadas aunque permanezcan los mismos vectores.

PR

Figura12(a) Figura 12(b)

En la figura 12(a) vemos que los puntos P1,P2, y P3 tienen con respecto a la base
ordenada {v, u, 0}, coordenadas (a1,b1), (az,b2) y (a3,b3) respectivamente y con respecto

a la base ordenada {v’,u’,0’} figura 12(b) sus coordenadas son (a;.b}), (as.b,) y
(33, by).

Lo que estamos haciendo es “etiquetar” a cada punto P del plano, con una pareja
ordenada de numeros reales (a, b), para ubicarlo de manera precisa con respecto a un
sistema referencial de vectores {v,u, 0} fijado previamente. Por cierto, al primer
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numero de esta pareja ordenada, a, se le llama la abscisa del punto P y al segundo
numero en este orden, b, se le llama la ordenada del punto P.

La manera de expresar esta identificacion o “etiquetacién” sera P=(a,b) manteniendo
en mente que aunque el punto P permanezca, los nimeros ay b cambian ( la etiqueta
cambia) si cambiamos de base.

Inversamente, dado un sistema referencial, entonces, para cada par de niimeros (a,b)
podemos asociarle de manera tnica un punto P en el plano. Es decir, dada una base
ordenada, existe una correspondencia biunivoca (uno a uno) entre los puntos del plano
y parejas ordenadas de niumeros reales que sirven como identificacién del punto.

Habiendo fijado un punto O en el plano (origen), el proceso inverso al anterior es
asociarle a cada vector w un punto P tnico en el plano. Esto se consigue apoyando el
punto inicial del vector w en el origen O y llamarle P a su punto final; de esta manera
volvemos a tener una correspondencia uno a uno entre los vectores y puntos del plano.

Habiendo fijado ya una base {v,u, 0} podemos definir las operaciones suma y resta

entre los puntos del plano de la siguiente manera:

Definicién 14. Si P=(ab) y Q=(cd) entonces los puntos P+Q y P-Q del plano son
aquellos cuyas coordenadas son P+Q=(a+c¢b+d) y P-Q=(a-¢b-d)

También podemos definir lo que se entendera por producto escalar:
Definicion 15. Dado P=(a b) y t€R, tP=(ta,th).

Por otro lado, nos podemos preguntar si el proceso de encontrar las coordenadas de un
punto o el proceso inverso, es decir, dadas las coordenadas, localizar al punto, es
menos laborioso o mas sencillo con respecto a unas bases y mas complicado con
respecto a otras; la respuesta es si con ciertas bases los calculos resultan mas sencillos
que con otras; este tipo de bases que facilitan los procesos anteriores son aquellos en
donde los vectores que conforman la base, son ambos de magnitud uno y forman entre
si un angulo de 909, a estas bases se les refiere como bases ortonormales.

Ejemplos:

Para los ejercicios 4,5, y 6 supondremos que los vectores basicos v, u son
perpendiculares y de magnitud 1 (ortonormales), lo cual de entrada nos dice que
llavll = lal|lv]| = lal y lbvll = Ibll|v]| = |bl.
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Sin embargo, pondremos a las flechas que los representan de tres formas distintas ver
las figuras 13(a), 13(b) y 13(c). El vector w sera el mismo en cada caso, de norma 3.

(llwll = 3).

Veremos que por el hecho de que la base conste de vectores ortonormales, no
importando en qué posicion los representemos, ni qué punto O como origen escojamos,
los calculos para encontrar sus coordenadas se facilitan (comparar lo que sigue con lo
hecho en los ejercicios 1,2 y 3).

av

i

Figura 13(a)

bu .
o av
av w
\1

Figura 13(b) Figura 13(c)

4.- <(v,w)=600°, <(u,w)=30°. En la figura 13(a) vemos que el tridngulo determinado
por los vectores bu, av, w es rectangulo, por lo tanto, podemos hacer uso de las

. . yo s av bu 3
funciones trigonométricas seno y coseno: sen30® = Tl ’ cos30® = o1 de donde a=-

yb=22_ Porlo tantow = ~v + 2y,

lfo de donde,

5.- <(v,w)=105°, <(w,u)=15°, de donde sen15° = —— y cos15°=

observando en la figura 13(b) que a, debe ser negativa y b positiva, a=-, y
b=3(.9659)=2.8977.
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6.- <(v,w)=60°, <(w,u)=150° por lo que sen30%=— L o =?a - |al =

W 2 W

y

ba |

ba |

observando la figura 13(b) obtenemos que a = <. De aqui usando el Teorema de

Pitagoras obtenemos que

Ilbull? = [[wll* = lavll® - [b]* =9 - % = :j y observando nuevamente la figura 13(c)

an 2
vemos que b = ——.

Por otro lado, también vemos la siguiente situaciéon: dado el sistema referencial
{v,u,0}, a cada par de puntos P=(ab), Q=(c,d) podemos asociarles dos vectores,

ambos que tengan punto inicial en O y magnitud igual a la distancia que hayde Pa Qy
ambos paralelos al segmento PQ, la unica diferencia entre estos vectores es su punto
final, en un caso es el punto Q-P y en el otro su punto final es P-Q. A dichos vectores los
referimos precisamente como Q-P y P-Q, los cuales, si los trasladamos (sin girar), el
primero tendra punto inicial P y punto final Q y el segundo tendra punto inicial y punto
final P.

Habiendo aprendido a asociar puntos y vectores y partes de puntos con partes de
vectores, en términos de una base, previamente determinada y habiendo visto que las
coordenadas de un punto o un vector con respecto a la base elegida son Unicas
(aunque diferentes de base a base) procederemos en el siguiente capitulo a describir
las distintas representaciones de la linea en el plano que se describe analiticamente de
manera mas sencilla que es la recta.
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EJERCICIOS PARA EL CAP{TULO 1.
1.- Prueba que si u es un vector entonces -3u+3uy 3(-u)+3u son el vector cero.

2.- Muestra que los vectores 5u y 23v forman el mismo angulo que los vectores uy v,
asf como los vectores -4u y -6v.

3.- Encuentra 7u-2u, -3u-u, y -8u-5u si [l u| =§.

4.- Encuentra u-v si
a) llull=3=[lvlly £(uv)=60°
b) llull=2, [l¥ll=4 y £ (u,-v)=300°.

5.- Si con un sistema referencial u,v las coordenadas del vector w son (a,b). ;Cuales
serdn las coordenadas del mismo vector w si los sistemas referenciales son

au,-v b)-2u, 3v c)-3u,-3v

6.- Si el sistema referencial u, v es ortonormal y las coordenadas de los vectores w , z
son (-2,5) y (4,-7) respectivamente, encuentra w-z para

a) El sistema referencial original b)u,-v ¢)-u,-v

7.-Obtén las magnitudes de los vectores w,z del ejercicio anterior y el angulo que
forman.

8.- Obtén w-z del ejercicio 6, con respecto a los sistemas referenciales del ejercicio 5,
observando que estos ultimos sistemas ya no son normales.

9.- Encuentra los vectores w+z, 3w-5z y sus normas respectivas (w y z como en el
ejercicio 6).
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CAPITULO II

LA LINEA RECTA

Podemos ver en la figura 14 que tomando dos vectores arbitrarios wi,w2 con el mismo
punto inicial, se obtiene la familia de vectores de la forma {wi+rw2z|r€R}, para los
cuales, los puntos finales de las flechas que los representan forman una linea recta; este
hecho no depende de que tengamos o no una base.

Definicion 1. A/ conjunto {wi+rwz[r€R} le [lamaremos la representacion vectorial de la
recta que pasa por el punto final del vector wi, paralela al vector w:.

Al nimero r variando en el conjunto de todos los nimeros reales se le llama
parametro y al vector wz que va multiplicado por el parametro r le llamaremos vector
guia.

Nota 1. Si en la representacion vectorial de una recta reemplazamos al vector guia por
cualquier otro vector paralelo a él, distinto del vector cero, obtendremos otra
representacion vectorial de la misma recta.

Pr4 Prs Po Prl P1 Pr

- -5 - —
LW, T;wy hw, W 2
Figura 14.

Si fijamos un punto O en el plano y si al punto inicial de cada flecha que representa a un
vector de la forma wi+rwz lo hacernos coincidir con O y finalmente le llamamos Pr, al
punto final de dicha flecha (Po sera el punto final de w1) podemos decir que el conjunto
de puntos {Pr|r€ER} forman una linea recta cuyo vector guia es wo.

Notemos también que dicha linea recta es paralela, precisamente, a la flecha que
representa al vector wo.

De este modo, el conjunto de puntos finales de las flechas que representan a los
vectores e la forma wz+twi, haciendo variar el parametro t en el conjunto de todos los
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numeros, describe una linea recta que pasa por el punto final de w2 (P2 ) y es paralela a
la flecha que representa al vector wi, que es, en este caso, el vector guia de la recta.

Si w3 es un tercer vector cuyo punto inicial también es O, entonces el conjunto de
puntos finales de las flechas que representan a los vectores {ws+sw2z|s€R} es una linea
recta que pasa por el punto final de w3 y es paralela a w2 (vector guia). Si denotamos
por Ps al conjunto de dichos puntos finales, diremos que, haciendo variar al parametro
s en el conjunto de nimeros reales, los puntos Ps forman una linea recta.

Nota 2. Por lo tanto, dos rectas seran paralelas inicamente si sus vectores guia lo son.

Por otro lado, en el siguiente teorema probaremos lo que mencionamos anteriormente,
es decir, que la representacion vectorial de una recta no es Unica.

Teorema 1. Sean w1, wz, ws y wy vectores tales que ws=wi+rowz para algin nimero
real ro y wz paralelo a wz, es decir, wa=towz para algiun real to distinto de cero,
entonces, {wi+rwz[r€R}= {ws+swis/sER}, es decir, las dos son representaciones
vectoriales de la misma recta.

Demostraciéon: La primera hipo6tesis del teorema nos dice que el punto final de w3
pertenece a larecta que pasa por el punto final de w1 y es paralela al vector wo.

Probaremos la siguiente contencion de conjuntos: {ws+swy/sER}  {wi+rwz[/r€ER}

Sea w=ws+rws=(wi+rowz)+r(towz)=wi+(ro+rto)wz, lo cual dice que la recta
determinada por w3 y ws esta contenida en la que determinan w1y wa.

Dado que dos rectas que tienen dos puntos en comun son iguales, el teorema queda
probado.

Para ilustrar lo anterior procedamos a fijar una base ortonormal con origen O, es decir,
€,,8, dos vectores ortogonales y de norma uno (ortonormales) con punto inicial

comun O.

De esta forma, cualquier vector w se puede representar como w=a&;+bg,, lo cual lo

expresaremos simplemente como w=(a,b), en donde, a los nimeros a,b los referiremos
como las coordenadas del vector w con respecto a la base, mas auln, al nimero a se le
llama abscisa y al niimero b la ordenada del vector w.

Particularmente, identificaremos al vector cero con el punto en el origen O, de esta
forma 0= 0&,+0&,, es decir, las coordenadas del vector O son (0,0) que seran las

mismas que identifiquen al punto O. €,=1&,+0&, y &,=08,+1&,, es decir, las

coordenadas de los vectores basicos €, y €, son (1,0) y (0,1) respectivamente.
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Veamos los siguientes ejemplos:

1.- Sean w1=(3,2) y w2=(-2,4) entonces, la recta {wi1+rwz|r€ER}={(3,2)+r(-2,4)|rER} =
{(x,y)|x=3-2r, y=2+4r} este ultimo conjunto nos dice que la recta es el conjunto de
puntos del plano cuyas coordenadas son de la forma (3-2r,2+4r).

A las ecuaciones x=3-2r , y=2+4r que son satisfechas SOLAMENTE por los puntos de
las rectas, se les llaman las ECUACIONES PARAMETRICAS de la recta (pardmetro r). De
esta forma, si queremos conocer algunos de los puntos que conforman la recta, todo lo
que tendremos que hacer es darle valores al parametro, por ejemplo, para r=0,
obtenemos el punto de coordenadas (3,2), para r=1 obtenemos que (1,6) pertenece a
larecta, parar=-1, (5,-2) esta en la recta, etc.

A su vez, estas ecuaciones también sirven para decidir si un punto dado pertenece o no
a la recta, por ejemplo, el punto del plano cuyas coordenadas son (1,-5) NO pertenece a
la recta ya que no existe un nimero real r que haga ciertas, simultaneamente a las
igualdades 1=3-2r, -5=2+4r, asi mismo, (4,7) TAMPOCO pertenece a la recta ya que no
existe ningin nimero real r que haga posible simultdneamente a las igualdades

4=3-2r y 7=2+4r.

2.- Sean w1=(1,-3) y w2=(5,2), entonces, la recta {wi+twz|[tER}=}={(1,-3)+t(5,2)|tER}
= {(xy)|x=1+5t, y=-34+2t}, este ultimo conjunto nos dice que las ecuaciones
paramétricas de la recta son x=1+5t, y=-3+42t, por lo tanto, podemos afirmar que los

puntos del plano cuyas coordenadas son (11,1) [t=2], (-14,-9) [t=-3], (5, -2)[t=% ]

pertenecen a la recta y puntos tales como (0,0), (-2,2) NO pertenecen, ya que no existe
un numero real t, tal que satisfaga simultaneamente las igualdades 0=1+5t, 0=-3+2ty
por otro lado -2=1+5t, 2=-3+2t.

Definicién 2. Se le llama ANGULO DE INCLINACION de la recta {wi+rwz[r€R} al dngulo
a entre (° y 180° que se obtiene cuando hacemos el movimiento circular en sentido
contrario al de las manecillas del reloj, empezando en el punto final del vector €, y

terminando en la recta {0+ rwz[r€R.

Definicion 3. A /la recta {0+rei/r€R} la referiremos como el eje X y a la recta
{0+rez[r€R} la referiremos como el eje Y. Le llamaremos la parte positiva (negativa)
del eje a los puntos donde el pardmetro r es positivo (negativo).
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Asi es que el dngulo de inclinacién de una recta es el angulo que forma la recta con el
eje X medido desde la parte positiva del mismo, en movimiento contrario al de las
manecillas del reloj.

Nota 3. Por lo tanto, dos rectas serdn paralelas si sus angulos de inclinacién son iguales.
El angulo de inclinacion del eje X es 0° y del eje Y es 90¢.

Definicién 4.Diremos que el nimero m es la PENDIENTE DE UNA RECTA si m=tan a
donde a es el dngulo de inclinacion de la recta y a#90° y diremos que m=co si a=90°.

Nota 4. Dos rectas seran paralelas si sus pendientes son iguales. La pendiente del eje X
es ceroy la del eje Y es oo.

Teorema 2. Si el vector guia de una recta es 1= (u1, uz), entonces:

m=:“:—= si ur#0

m=oco si ur=70

Demostracion: Sea a el dngulo e inclinacién de la recta.

Figura 15(a) 15(b).

si 0°< o <900 (figura15(a)) entonces m =tan o = :—

Si 90°< a <1800 (figura 15(b) entonces m = tan a = -tan(180°-a) =

s
e

Si u1=0 entonces el angulo que forman el vector €, y la recta {0+ru} es de 90° y por lo

tanto m=oco.
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Corolario 1. Sean u=(u1,uz) el vector guia de una recta, o su dngulo de inclinacion y
u1>0 entonces:

Siuz> 0 entonces o = arctan—=

Siuz2< 0 entonces a = 180°+ arctan “—

Si u1=0 entonces a=90°

Demostracién: Consecuencias inmediatas del teorema anterior.

Corolario 2. Si la abscisa u1 del vector guia u es negativa entonces, para conocer el
angulo de inclinacién de la recta tomamos como vector guia a u'=(-u,uz) y aplicamos
el corolario anterior.

Una vez que tenemos las ecuaciones paramétricas de una recta podemos obtener, a
partir de ellas, su ecuaciéon general y su ecuacién punto pendiente.

Ejemplos:

b= &
=r=22de

-

x

Del ejemplo 1, x=3-2r, y=2+4r, despejamos en cada igualdad a r,

donde 4(x-3)=(-2)(y-2) por lo que 4x+2y-16=0 6 equivalentemente 2x+y-8=0 que es
la ecuacion general de la recta. Si de esta ecuacion despejamos a y, obtenemos su
ecuacion punto pendiente y=-2x+48 la cual nos dice que la pendiente de la rectaes -2 y
su ordenada al origen es 8 (el punto (0,8) es donde la recta corta al eje Y).

Obsérvese que los coeficientes de x y y son, respectivamente, los nimeros uz y -us.

Nota 5. La situacion anterior es para todas las rectas, es decir, si ax+by+c=0 es la
ecuacion general de una recta, entonces, un vector guia para esta recta es el vector u de
coordenadas ui=-b, uz=a.

El problema inverso también se puede resolver; dada la ecuacién de una recta en el
plano en su forma general o en su forma punto pendiente, podemos obtener su
ecuacion vectorial y sus ecuaciones paramétricas:

Ejemplos:

3x-4y+25=0, equivalentemente y=3:x+¥ Entonces, u=(4,3) es un vector guia para la

recta. Por otro lado, el punto final del vector w de coordenadas (-3,4) pertenece a la
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recta, por lo tanto la ecuacion vectorial de la misma es {w+ru|r€ER} y ademas x=-3+4r,
y=4+3r son sus ecuaciones paramétricas.

De acuerdo a la dltima seccion del Capitulo 1, fijada la base €, €,, con punto inicial O

(origen), identificaremos a los vectores con sus puntos finales, haciendo que su punto
inicial sea O, 0, equivalentemente, identificaremos al vector con sus coordenadas con
respecto a la base {&,, €;, 0}. Asi es que si P es el punto final del vector w y u es

cualquier otro vector, entonces {P+ru|r€R} es la ecuacidn vectorial de la recta que pasa
por P y es paralela al vector u, donde u es un vector guia para la recta, tanto como
cualquier otro vector paralelo a él distinto del vector cero.

Hemos establecido: Dado un punto P del plano y un vector distinto de cero, u, existe
una Unica linea recta que pasa por P y es paralela a u, para la cual hay cuatro formas
distintas de referirla, a saber; su forma vectorial, su forma paramétrica, su forma
general y por medio de su pendiente y el punto en donde cruza al eje Y, a cuya ecuacion
se le llama ecuacién punto-pendiente .

De acuerdo a la ultima seccién del capitulo anterior, dos puntos distintos en el plano P,
Q determinan dos vectores, uno con punto inicial en P y punto final en Q, denotado Q-P
y otro con punto inicial en Q y punto final en P, denotado P-Q. Con cualquiera de estos
vectores 6 uno paralelo a ellos (distinto de cero) podemos representar a la tinica recta

que pasa por Py Q.

Proposicionl. Dados P y Q puntos del plano y u=Q-P entonces L={P+ru/€R} es la
representacion vectorial de la linea recta que determinan P y Q.

Demostracion: Tomando r=0 vemos que P € L y para r=1 vemos que

P+1(Q-P)=P+Q-P=Q, es decir, Q € L, por lo tanto L es la Unica recta que contiene a
los puntos P y Q dados.

Corolario 3.57 L es /la recta que pasa por los puntos P y @, de coordenadas (a,b) y (¢cd)
respectivamente, con respecto a un sistema referencial ortonormal, entonces su
pendiente m, es igual a:

d—b .
m=—— Sl a*c¢
2

m=co si a=c

Demostracion. Por la proposiciéon 1, u=Q-P=(c-d, d-b) es un vector guia para la recta
que pasa por los puntos Py Q, de aqui, el resultado se sigue del Teorema 2.
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Ejemplos:

Sean P=(2,-5), Q=(-1,3) , de esto, u= Q-P = (-1-2, 3-(5))=(-3,8), por lo que una
representacion vectorial de la recta que pasapor Py Qes
{P+tu|t€ER}={(2,-5)+t(-3,8) |tER}={(x,y) |x=2-3t, y=-5+8t}

éstas ultimas son las ecuaciones paramétricas de dicha recta, con parametro t (nimero
: g g
real); su pendiente esm = — = — - , de donde,
-

3

y-(-5)= _ES(X-Z) VY = _iax+% que es su ecuacion punto-pendiente y finalmente 8x+3y=1
es su ecuacion general.

Cabe mencionar que la representacion vectorial también es correcta si en vez del punto
P tomamos a Q y/o si en vez del vector Q-P tomamos como guia al vector P-Q 6 a
cualquier multiplo distinto de cero de uno de ellos: (3,-8), (-4,16), (-9,24), etc.

6.- Sean P=(-4,-2), Q=(-4,1). En este caso, el vector guia es u=Q-P=(0,3) que tiene
abscisa cero, por lo tanto, su pendiente es m=oco. Una representacion vectorial de la
recta es {Q+su|sER}={(-4,-2)+s(0,3)|sER}={(xy)|x=-4,y=-2+3s}, que son sus
ecuaciones paramétricas, sin embargo, en este caso, como la x no depende del
parametro s, la inica ecuacién que se toma en cuenta es precisamente x=-4, lo cual nos
dice que lo Unico que necesita un punto del plano para pertenecer a esta recta es que su
abscisa sea -4.

DISTANCIAS

Seguimos suponiendo que hemos escogido y fijado un sistema referencial (base)
ortonormal, de modo que en todo lo que sigue las coordenadas asociadas a cada punto
estaran dadas con respecto a esa base fija.

Dados dos puntos cualesquiera, que tengan la misma abscisa 6 la misma ordenada,
digamos P=(a,b), Q=(a,d) 6 P=(a,b) y Q=(c,d), la distancia de P a Q, d(P,Q) es
simplemente |b-d| para el primer caso y |a-c| para el segundo caso (ver figura 16).

En donde | . | significa el valor absoluto del nimero, en este caso, |a-c| =a-c sia>c

y |a-c|=c-a si c>a Analogamente para |b-d|.
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|
Q I
dr——» |
'p p. b Q

bi-——b - ¢ S Rttt -+
|

o | I

a c d C

Figura 16(a) Figura 16(b)

Ejemplos
7.d((3,-5),(3,1))=|-5-1|=1-(-5)=6,
d((0,3),(0,1))=|3-1|=3-1=2,
d((4,-1),(-1,-1))=]4-(-1)|=4+1=5
d((3,-2),(7,2))=|3-7|=7-3=4.

Proposicion 2. Sean P=(ab), Q=(cd) dos puntos en el plano, entonces, la distancia
entre los puntos P y Q estd dada por la formula d(P,Q)=\/(a —c)* + (b —d)>.

Demostracion:

Figura 17.

Consideremos el triangulo rectangulo P, Q , R = (ad) , figura 17, en donde la
hipotenusa es el lado PQ, por lo tanto, por el Teorema de Pitagoras
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d(P,Q)? = d(R,Q)? + d(P,R)2 ; por lo visto en el primer parrafo de esta seccion
d(R,Q)=|a-c| y d(P,R)=|b-d|, como al elevar al cuadrado desaparecen las barras de
valor absoluto, d(P,Q)?=(a-c)?+(b-d)?, de donde, el resultado se sigue sacando la raiz
cuadrada positiva a ambos lados de la igualdad.

Ejemplos:

8.d((8,-11),(3,5))=+/(8 —3)% + (—11 — 5)?=y25 + 256=+/281

9.d((-4,6),(7,-3))=y(—2% — 7)2 + (6 — 3)°=y/121 + 9=4130

Por supuesto que la distancia entre dos puntos dados es siempre la misma y no
depende del sistema de coordenadas que usemos, en cualquier caso, la formula que
hemos definido anteriormente nos da siempre la distancia correcta, mientras la base
que utilicemos sea ortonormal.

Existe también el concepto de distancia de un punto a una recta:

Definicién 5. Sean Po un punto y L una recta en el plano, entonces, la distancia del
punto Po alarecta L estd dada por la formula d(Po,L) = min {d(Po, Q)/QEL}.

Proposicién 3. Dados Po y L siempre existe Qo€ L tal que d(Po,L) = d(Po,Qv)

P,

Figura 18.

Demostracion: En la figura 18 vemos que si trazamos por Po una recta perpendicular a
L y le llamamos Qo, al punto de interseccién, entonces, para cualquier otro punto Q€L,

el segmento PoQ resulta ser la hipotenusa del tridngulo rectdngulo PoQQo y por lo tanto
d(Po,Q) > d(Po,Qo).
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Teorema 3. S7 Po=(xv,y0) y la ecuacion general de L es Ax+By=C entonces

d(Pol) =250 7C

+By, -
VATHE"

Demostracion: Consideremos primero que B=#0, Observemos que entonces la

pendiente de la recta L es - % y por lo tanto, cualquier recta perpendicular a ella tiene
: 5 ., .
pendiente -, de donde, la ecuacion de la recta perpendicular que pasa por Po es y-

B . . . / .
yo=;(x-xo). Resolviendo el sistema simultaneo de ecuaciones entre esa y la recta L

) ., AC+BY—ABy, BC+AY i —ABx
obtenemos que el punto de interseccion de ellas es Qo=( T R D]

Por lo que

d(Po,L) = d(Po,Qu) = LA Axe™BreCIwB (Axg 28y, =C) _ |y 8ya=C

. . c . .
Si B=0 entonces se trata de una recta paralela al Eje Y (x=7), (si también A fuera cero,

no tendriamos una recta), por lo tanto, las rectas perpendiculares a ella son paralelas al
Eje X, es decir, de pendiente cero, de donde, la recta que contiene al punto P tiene por

L : ./ C .
ecuaciéon y=yoy el punto de interseccién es Qo=( _1.',:_] de aqui

P
A J

d(PO'L)=d(PO,QO)=‘xG _ E‘ _ g —c|

Ejemplos:

10. Sea P=(2,5) y 3x+7y=6 la ecuacion de la recta L, entonces

d(P,L)= 3: Tis)-el _ 12

3=+7- A58

11. P=(8,0) y -2x+4y=-5, entonces

20

d(PL)="

5 -11 11

JIm

ra

o

La distancia entre dos rectas paralelas se define como la distancia de un punto de una
de ellas a la otra recta.
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12. Sean Li={(x,y)|x-3y-4=0} y La={(x,y)|2x-6y+9=0}. Estas dos rectas son paralelas
porque sus pendientes son iguales fﬂ pero distintas ya que L1 corta al eje Y en el punto

L=

[‘1 —é] y L2 lo hace en el punto [‘DJ %] En este caso la distancia de L1 a Lz es

Py

dstd =d((0-3) L) =g =% =75
3 o-3 [:;;':Z—;. = 1=
d[[G’EJ*LiJ =TT S in o om
AREA DE UN TRIANGULO

Existe también algo que podriamos llamar una férmula para encontrar el area de un
triangulo si conocemos las coordenadas de sus tres vértices.

Figura 19

Supongamos que las coordenadas de los vértices de un tridngulo son P=(a,b), Q=(c,d),
R=(e,f) (figura 19). Escojamos como base el lado QR, es decir,

base=d(Q,R)=4/(c —e)* + (d — f)*. Entonces, la altura en este caso es la distancia del

f-d
-, por

vértice P a la recta L que determinan Q y R; esta recta tiene por pendiente m=

a—-

lo tanto su ecuacién es y-d=m(x-c), (e-c)(y-d)= (f-d)(x-c),

(d-H)x+(e-c)y+cf-de=0, ya que la ecuacidon general de dicha recta (L). Por lo tanto,

altura=d(P,L)= ll‘d_’;m_w_—w_dﬁl. De donde

o (d—F1t+ie—c)®
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Area = %(base) (altura)

(Ve T @ ) (el

Jld— i+ la—c)?

:§|a((d—f) —ble—e) + (cf —de))|

B =
1R T

1
1
1

A, o

Este ultimo es un determinante de 3x3 y para fines de area tomaremos siempre su
valor absoluto.

Ejemplos.

13. Si los vértices de un triangulo T son P=(2,5), Q=(1,4) y R=(6,3), entonces

srea(T) = =2(4—3)—5(1—6)+(1)(3)—(6)(4) =6

B =
o d

L o= LN

e e
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EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 2

En los siguientes ejercicios estaremos suponiendo que tenemos un sistema referencial
ortonormal (no importa cual), con el cual daremos las coordenadas de los demas
vectores.

1.- Describe la recta que pasa por los vectores (7,3), (2,-v'3) tanto en forma vectorial

como paramétrica.

2.- Haz lo mismo que en el ejercicio 1, si los vectores son (8,-8), (v2,12).

3.- Encuentra el angulo que forman las rectas de los ejercicios 1 y 2, asi como las
pendientes de cada una de ellas.

4.- Si las ecuaciones paramétricas de una recta son x=3-r, y=2+4r, encuentra su vector
guia y su ecuacion punto-pendiente.

t |

2

5.- Si la pendiente de una recta es (%] y pasa por el punto de coordenadas (

encuentra su ecuacion vectorial y su ecuacién general.

6.- Si la ecuacion general de una recta es 3x-4y+25=0 encuentra su vector guia y sus
ecuaciones parameétricas.

7.- Obtén la distancia entre los puntos E 5], (—1,6) y entre (1,—8), (% ?].
8.- Encuentra las distancias entre los puntos del ejercicio 7 y la recta del ejercicio 6.
9.- Calcula el area del triangulo determinado por los puntos (%, 4], (—2,-5),(0,0).

10.- Determina los angulos interiores del triangulo del ejercicio anterior.

11. Encuentra las ecuaciones de las rectas a) de pendiente '3 y ordenada al origen
2In3.

b) con pendiente % y ordenada al origen -3.

12.- Calcula el area del tridngulo que forma la recta del ejercicio anterior con los ejes de
coordenadas.

13.- Obtén la distancia del origen a las rectas del ejercicio 11.
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CAP{TULO III
VECTORES EN EL ESPACIO

En este capitulo volvemos a considerar el mismo tipo de vectores que en el Capitulo I.
Su representacion serd también por medio de flechas, solo que ahora dichas flechas no
estardn situadas en un plano sino en el espacio de tres dimensiones, es decir, ahora
podemos tener tres vectores mutuamente perpendiculares.

Seguiremos hablando de plano y recta como conceptos “primitivos” (no definidos),
seguiremos usando las letras u, v, w (solas, con primas o subindices) para representar
alos vectores ylas letrasa, b, c, r, s nos serviran para los nliimeros reales; igualmente
||l serd el nimero real (positivo si u no es el vector cero) que nos indica cual es la

magnitud del vector u o equivalentemente, la longitud de la flecha que lo representa.
De igual forma que antes, el dngulo entre dos vectores sera el dngulo entre cero y 180
grados, que formen las flechas que los representan cuando a estas las hacemos
coincidir en sus puntos iniciales.

La manera de sumar dos vectores es tal como se definié en el Capitulo I, es decir, la
flecha que representa al vector u+v es la que se obtiene de la siguiente forma: hacemos
coincidir el punto inicial de v (trasladandolo sin cambiar direccién ni sentido) con el
punto final de u y entonces trazamos el segmento que une al punto inicial de u
(también punto inicial del vector u+v) con el punto final de v (que sera también el
punto final del vector u+v).

Analogamente, ru sera el vector cuya magnitud es [r||lull, de donde, si r=0, ru es el

vector cero, pero si r#0 tenemos que dar un dato adicional a fin de determinar al
vector ru de manera Unica, dicho dato depende del signo de r; si r>0 el angulo entre
los vectores ru y uescerogradosysi r <0, el angulo entre ru y ues de 180 grados.

De acuerdo con lo anterior u y -u tienen la misma magnitud y forman un dngulo de
180°, ademas, u+(-u)=0.

Hay, sin embargo, una diferencia importante entre considerar s6lo vectores en un
plano y vectores en el espacio y es el concepto de direcciéon de un vector, ya que como
podemos recordar, en el Capitulo I dijimos que un vector queda determinado de
manera Unica cuando especificamos su magnitud y direccion.

Definicion 1. Dados un vector u y un plano I1 en el espacio que contenga al punto inicial
de la flecha que representa a u, detinimos al vector proyeccion de u sobre el plano Il a
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aquel vector cuya representacion es la flecha totalmente contenida en I, que se obtiene
de la siguiente manera: a partir del punto final de u trazamos un segmento
perpendicular a I y le [lamamos Q al punto de interseccion del segmento con el plano,
entonces, el vector proyeccion es la flecha cuyo punto inicial coincide con el de u y su
punto tinal es Q (ver figura 1).

Figura 1.

Definicion 2. La direccion de un vector u en el espacio es la pareja de dngulos (p, 6)
donde p es el dngulo que forma la flecha que representa al vector u con el plano
horizontal apoyado en su punto inicial, de aqui que la variacion del dngulo p serd
0°<p=<90V si el vector u estd por encima de dicho plano horizontal y su variacion serd --
-90°<p<0° si u queda por debajo del plano. O es la direccion del vector proyeccion de
u sobre el plano (ver figura 1).

Nota 1. Observemos en la figura 2, que el vector u es la suma del vector proyeccién y el
vector w con punto inicial igual al punto final de la proyeccién y punto final de w igual
al de u (u=proy+w) y por el Teorema de Pitagoras, |lull* = |lproyv|® + [lw]l-.

Definicion 3. Dos vectores en el espacio u, v son iguales si y sdlo si tienen la misma
magnitud y la misma direccion, es decir, si y solo si ||ull = , Pu=pv Y Gu=0y.

a4
[

Notemos que si dos vectores son iguales entonces estan contenidos en un mismo plano,
es decir, son coplanares. Por otro lado, dos vectores en un mismo plano no tienen que
ser iguales.

Definicion 4. Dos vectores u, v se dirdn paralelos si existe un numero real s, tal que,
u=sv 0 v=su.

De acuerdo a ésta definicion el vector cero es paralelo a cualquier otro vector.

Se pueden probar las siguientes propiedades:
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Proposicién 1. u+v = v+u ; (u+v)+w=u+(v+w); r(u+v)=ru+rv; (r+s)u=ru+su;
= [lull = llwll.

e + vl <llull + 1wl lle—v

Demostraciéon: Probemos u+v=v+u

Figura 2.

Vemos en la Figura 2 que los tridngulos son congruentes ya que tienen dos lados
respectivamente iguales y el angulo comprendido entre ellos es el mismo, por lo tanto
los terceros lados también son iguales, es decir, ||u + v

v + ull, mas aun, dado que
los dos tridngulos son coplanares, los terceros lados de dicho triangulo son paralelos y

por lo tanto, tomando en cuenta que los puntos iniciales de u+v y v+u coinciden con el
punto inicial de u y v, ellos tienen la misma direccion.

Probemos r(u+v)=ru + rv.

ru
EV v

e r( u+v ) u-+tv

Figura 3(a) Figura 3(b)
Si r=0 entonces ru+rv = Qu+0v = 0+0 = 0(u+v) = r(u+v).

Si r#0, aplicamos la ley de cosenos al triangulo de la figura 3(a) y tendremos que
llru + roll*= llrull® + |lrell*-2)lrullllrvllcos < (ru,rv) =



—2

= r¥(|lu v u cos < (ru,7v))  Si r>0 6 si r<0 tenemos

que <(ru,rv)=<(u,v), entonces, extrayendo raiz cuadrada en la igualdad anterior
— 2|lul

Gl

= |rlyllull® +

Gl

obtenemos que lru+ rv v vllcas < (u,v)

=lrlyllu + vll?=lrlllu + v

= |l (u+ vl
Nos resta probar que los vectores r(u+v) y ru+rv tienen la misma direccidn.

En los triangulos de la Figura 4, observamos que sus angulos son respectivamente
iguales y los lados r(u+v) y ru+rv tienen igual longitud, por lo tanto, los triangulos
son congruentes y los lados respectivos son paralelos y coplanares, de donde, los
vectores r(u+v) y ru+rv tienen la misma direccidn.

a9
[“8 1

=" |l =
< |lull +

Probemos ahora que |lu + v

Aplicando nuevamente la ley de cosenos al tridngulo de la figura 3(b) y recordando que
el coseno de un angulo es un ndmero entre -1 y 1, tenemos
2 = [lull? + vl = 2l "= 2llul

lu+ v cos < (ru,rv) < |lull* + =

(lull +

obtenemos lo que queriamos.

a7 a7 a7 a7
[ [ [ [

)7, de donde, extrayendo rafz cuadrada en ambos lados de la igualdad

-
[

Las demostraciones no escritas aqui siguen un proceso analogo.

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

Analogamente a como se hizo en al Capitulo 1, diremos que el conjunto de puntos
finales de los vectores de la forma v+tu, con t€R, u#0 estin en una linea recta. Esta

recta contiene al punto final del vector v (t=0); asi es que le llamamos P a dicho punto
final, entonces, podemos decir que la recta pasa por P 6 contiene a P y tiene por vector
guia al vector u . De hecho, la flecha que representa al vector u y la recta v+tu , son
paralelas, de donde, dos rectas son paralelas (perpendiculares u ortogonales)
Unicamente si sus vectores guia lo son.

Notemos que el conjunto de puntos finales de los vectores u+tv (variando t) estan en
una linea recta que contiene al punto final de u y su vector guia es v. El conjunto de
puntos finales de los vectores 3v+tu con t€R, es una recta que contiene al punto final
del vector 3v con vector guia u. Finalmente u+t3v, estan en una recta que contiene al
punto final de u y tiene por vector guia al vector 3v.

Por otro lado, dados dos vectores v, u, no paralelos, en particular ambos distintos del
vector cero, el conjunto de puntos finales de los vectores de la forma rv+su con r,s€ER

42



estdn en un plano. Observemos en este caso que no solo los puntos iniciales (r=0=s) y
finales (r=1, s=0;r=0, s=1) de v y u respectivamente estan en dicho plano sino
también estan todos los puntos de las flechas que representan a cada uno de ellos,
entre el inicial y final. De hecho, lo que estd sucediendo es que cualquier otro vector
cuya representacion esté contenida en dicho plano, sera una combinacidn lineal de los
vectores v y u, en particular, rectas como las definidas en los parrafos anteriores
estan contenidas en este plano.

Notemos que dos rectas en el espacio pueden no intersectarse y no ser paralelas, Figura
4 , sin embargo, dos planos que no se intersecten seran necesariamente paralelos;
ademas, la interseccion de dos planos es un conjunto infinito de puntos.

Figura 4.
Teoremal. La interseccion de dos planos distintos no paralelos es una linea recta.

Demostracion. Sean P={rv+su|r,s€ER} y P’={r'v’+s’u’|r’,s’ER}, dos planos distintos no
paralelos, sea O el punto inicial de los vectores v y u, sea O’ el punto inicial de los
vectores u’ y v’ , sin pérdida de generalidad podemos suponer que OZP y O’£P’, de esta

forma los vectores u, v ZP’ y u’,v'&P.
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Si qo € Pri P’ entonces qo es el punto final de un vector wo=P con punto inicial O y por

lo tanto es combinacién lineal de u y v, es decir, existen nimeros reales ro, so tales que
Wo=rov+sou, qo también es el punto final de un vector w;, =P’ con punto inicial O’ y por

lo tanto también existen nimeros reales 7 , s, tales que wy=rv" + s;u’. Si q1#qo es
otro punto en la intersecciéon de dichos planos, entonces, por las mismas razones de
antes, q1 es el punto final de vectores wi=P, w; = P’, los cuales son, respectivamente,

combinaciones lineales de v y u (con escalares r1,s1) y v',u’ (con escalares (7, 51).
Sean w=w1-wo=(r1-ro)v+(S1-so)u y w'=w, — wy

Afirmacion 1. £/ conjunto de puntos finales de L={wo+tw/tER} coincide con el
conjunto de puntos finales de L'=fw; +t'w’|t €R}, en otras palabras, las rectas L y L’ son

iguales.

Para t=0, tenemos qo € L que es también el punto final de w; (t'=0), de donde qo € L’.
Para t=1 tenemos a q1 € L que es el punto final de los vectores w1y wy (t'=1) de aqui,
qi€L".

Lo anterior nos esta indicando que las rectas L y L’ tienen dos puntos en comun y por lo
tanto tienen que ser la misma recta, es decir, L=1L".

Afirmacién 2. L =Pn P’

Sea (€L, es decir, q es el punto final de un vector de la forma
wo+tw=rov+sou+t(riv+siu-rov-sou)= ((1+t)ro+tri)v+((1-t)so+s1)u€P.

Por otro lado, q es también (Afirmaciéon 1) el punto final de un vector de la forma
wy Ht'w'=((1-t) 1+t )V’ +((1-t")s;+5,)u’€EP’, de donde, g € P N P’, es decir, L= P N P’.

Sea ahora q € P " P’, donde q es el punto final de vectores de la forma v=rv+suc=P y

v=rv'+s'u'cP’, v=wo+(v-wo)= wo+((r-ro)v+(s-so)u) =

_E ET‘l - 'fc-j"v’ T
o

]

W0+(1_

Wy

__E: (5, — Sc_jix]z wo+tw€L, lo cual implica que PNP’cL.

T 4

Antes de dar por terminada la demostracion tenemos que referirnos a las diferencias
ri-ro y si-so ya que aparecen como denominadores. Primero, no pueden ser ambas
cero porque entonces tendriamos que wo=w1 y por lo tanto qo = q1 lo cual contradice
la eleccion de dichos puntos. Lo mismo se puede decir de las diferencias # —7; y
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Asi es que siri-ro= 0 entonces s2=s1-so# 0 y ademas w = szu. El hecho de que una de
las igualdades anteriores sea cero nos asegura que ©; =7 —7T; y S;=5; — 5; Son
ambos distintos de cero, ya que de lo contrario sucederia que, por ejemplo, si ;=0

, ' ’ 1 . ' '
entonces w=s,U’, de aqui, para t'=—7 existe t tal que w; +u’'=w,+t'w'=wo+t'w'=wo+tw

= wo+tszu, de donde, s2u-s;3u’=wo-w;=u’-tszu, lo cual implica que s2(1+t)u=(1+s)u’
esto dltimo dirfa que u, u’ € PNP’ que estd en contradiccién con nuestra hipétesis

adicional.

Una contradiccion similar se obtiene si suponemos que s;=0. Con estas observaciones,

podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ri-ro y si-so son ambos nimeros
distintos de cero ya que en otro caso nos remitiriamos a probar que PnP’cL’=L.

BASES 0 SISTEMAS REFERENCIALES

Recordemos que en el capitulo 1, cuando tratamos s6lo vectores en el plano, dijimos
que una base o sistema referencial es una terna ordenada {v, u, 0}, donde uy v son
vectores no paralelos y O un punto del plano, los cuales tienen la propiedad de que
cualquier otro vector w cuyo punto inicial coincida con O se puede representar como
una combinacién lineal de v y u (w = av+bu con a y b nimeros reales tinicos para
cada w).

De acuerdo al orden que se menciona en el parrafo anterior nos dice que las bases
{v,u,0} y {u,v,0} nosoniguales.

Definicion 5. £n el espacio una base o sistema referencial es un conjunto ordenado de
cuatro elementos {u:, uz, usz, O}, donde ui, uz y us son vectores del espacio no
contenidos en un mismo plano los tres, dos a dos no paralelos y O un punto arbitrario
en el espacio, pero fijo.

Nuevamente, el orden al que nos referimos es que las bases {u1, uz, us, 0}, {uz,u1,uz,0},
{us,u1,u2,0}, etc., no nos iguales.

Teorema 2. Si {uz, uz, us, O} es una base, entonces, cualquier otro vector v con punto
inicial O se puede representar de manera tinica como una combinacion lineal de ellos,
es decir, existen nimeros reales a, b, ¢ (inicos para cada v) tales que v=aui+buz+cus.

Demostracidn. Sea v un vector cualquiera en el espacio con punto inicial O. Si el vector

v es paralelo a ui, entonces v=aui+O0Ouz+0Ous, si v es paralelo a uz entonces
v=0u1+buz+0us y andlogamente si es paralelo a us. Sea P el plano determinado por los
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vectores ui, uz, es decir P= {rui+suz|r,s€R}. Si vEP entonces a=r, b=s y c=0, es decir,
v=ru1+s uz+ Ous.SivZP, entonces trazamos por g, punto final de v, una linea L
paralela a us ( ver figura 5) y consideramos los siguientes vectores vi=P con punto

inicial O y final qi=LNP y v2CL con punto inicial q1 y punto final g.

Podemos observar en la figura 5 que, de acuerdo a la definicién de suma de vectores
v=v1+V2y que, por construccion, vz es paralela al vector us.

Como el vector v1 esta contenido en el plano P, vi=rui+suz y por el paralelismo de vz y
u3, v2=cus, por lo tanto v=vi+vz2=rui+suz+cus.

Para probar la unicidad de los nimeros a , b , ¢ para cada vector v, procedemos
suponiendo que a’ui+b’uz+c’'us = v = aui+buz+cus, de donde

(a’-a)ui+(b’-b)uz+(c’-c)uzs = ¥, de aqui que si alguna de las diferencias a’-a, b’-b, c¢’-c
fuera distinta de cero, entonces podriamos escribir a uno de los vectores como
combinacién lineal de los otros dos, lo cual diria que los tres vectores estan en el
mismo plano, contradiciendo la definicién de base, porlo tantoa’=a,b’=b y c’=c.

Nota 2. Habiendo probado el teorema anterior, podemos decir que por cada base que
tomemos existe una biyeccion (funcién uno a uno y sobre) entre vectores y ternas
ordenadas de numeros reales de la siguiente forma: Si {uiuzus30} es una base,
entonces a cada vector v le asociamos la terna (a,b,c) Unica, tal que v=aui+buz+cus.
Mas atn, habiendo fijado el punto O del espacio, también tenemos una correspondencia
biyectiva entre vectores y puntos del espacio de la siguiente manera: A cada vector vlo
representamos con una flecha cuyo punto inicial sea O y su punto final g, entonces, la
asociacién es v —+q y viceversa, a cada punto q del espacio le asociamos el vector v con

punto inicial O y final q (v = @g). En particular el vector cero queda identificado con el

punto O.

Por lo tanto, habiendo fijado una base, también tenemos una biyeccién entre puntos del
espacio y ternas ordenadas que es: a cada punto g, le asociamos la terna (a,b,c) cuyos
numeros sean los coeficientes con los que el vector Og se representa como

combinacién lineal de la base. En particular, al punto O le asociamos la terna (0,0,0).

Definicion 6.En este contexto, dados los puntos del espacio q,q’ cuyas ternas asociadas
sean (ab,c) y (a,b,c’) respectivamente, entonces detinimos q + q’ como el punto del
espacio cuya terna asociada es (a+a,b+b,c+c’) que es también la terna asociada al
vector Oq + Oq’; similarmente, si r es un numero, entenderemos por rq al punto del
espacio cuya terna asociada es (ra,rb,rc) que es la que se le asocia al vector r0q, en
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otras palabras, los vectores asociados a los puntos q+q’ y rq son, respectivamente
O0q+0q’ y rogq.

Definicion 7.5/ v=aui:+buz+cusz entonces a los nimeros ab,c se les [llama las
coordenadas del vector v con respecto a la base {ui:, uz, us, O}.

Nota 3. Finalmente, gracias a estas biyecciones, estaremos abusando del lenguaje y de
la notacion identificando a un vector indistintamente con una terna ordenada de
numeros o con un punto del espacio 6 a un punto con un vector o con una terna y a una
terna con un punto 6 un vector.

Como lo comentamos en el capitulo 1, escoger bases con vectores mutuamente
ortogonales y de norma uno (ortonormales), es con el fin de que las “cuentas”, sean
menos complicadas y geométricamente mas manejables.

Asi que, para todo lo que sigue trabajaremos con una base ortonormal ordenada fija
B={e1,eze3,0}.

Definicion 8.Sea Py, ij€{1,2,3)}, i#j el plano que determinan los vectores eje€j, es decir
Pj={rei+sez[r,sER}.

Lema 1.5/ u=azei+azez+ases entonces el vector proyeccion uy del vector u sobre el
plano Pj es aiei+aje;.

Demostracion. Daremos la prueba para el caso i=1, j=2. Las demas son similares

P1 2

Figura 5.
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Sea ui2 el vector proyeccion de u sobre el plano P12, existen entonces niimeros reales r,s
tales que uiz=rei1+sez y u=ui2+w (ver figura 5).Los vectores e3 y w son paralelos ya
que ambos son perpendiculares al plano Pi2, de donde, w=tes. Por lo tanto
aiei+azez+ases= u = rei+sezt+tes y por el teorema sobre la unicidad de la
representacion de un vector, tenemos que ai=r, a:=s, as3=t y en consecuencia
uiz=aiei1+azez.

Proposicion 2. Sean u, v vectores cuyas ternas asociadas con una base B son (a1, az, as)
y (b1,bz,b3) respectivamente, es decir u=aiei+azez+ases, v=biei+bzez+bses que, de
acuerdo a las identificaciones mencionadas anteriormente, podemos decir

u=(ai, az,as), v=(bi,bz,bs). Entonces

u#0 si y solo si alguna de las ai no es el niimero cero.

u+v=(ai+biaz+bzas+bsz), ru=(rairazras)
? =y-u=aj +as +a;

u

u - v=aibi+azbz+azbz

= (u,v) =arccos

Demostracioén iii) Fijandonos nuevamente en la figura 5 y el Lema 1 observamos que
por el Teorema de Pitagoras aplicado al tridngulo rectdngulo del plano P12, tenemos
g7 = llaje -+ llase, = lay[Flles 17 + la, Flles == aj1° + a;1° = aj + as.

Aplicando nuevamente el Teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo que forman los
vectores u, uiz y w=aszes tenemos que ||ull* = [lu; |17 + [lwl? = ai + a3 + |az|*|le;ll*=

iy — ax Tazlt=aj + ay +ag

I

iv) Por definicion u-v= |lul [|v[cos<(u,v)
v
u-v
u
Figura 6.
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Consideremos el tridngulo rectangulo de la figura 6, formado por los vectores u,v y u-v,
a=<(u,v). Por la ley de cosenos |lu — |l = [[ull* + [lv]l* — 2[lullllv|lcosa, esto implica
que (ai-b1)2+(az-b2)2+(asz-b3)2= aj + a3 + a3 + b; + b; + b3-2u-v, desarrollando los
binomios del lado izquierdo y cancelando términos iguales obtenemos que u-v=
aibi+azbz+asbs.

Podemos ahora encontrar la distancia entre dos puntos Q1 y Q2 del espacio en términos
de sus ternas asociadas, recordando que estas ternas son también las que les asocian a
los vectores u=0¢g, y v=00,, respectivamente.

Lema 2. Sean (aiazasz) y (b1 bzbs3) las ternas asociadas a los puntos Q1 y Qz, entonces
dist(Q1,Q2)=+/(a; — by )* +(a, —b,)* +(a; —by)2

Demostracion

Q

Figura 7

Notemos que en la figura 7 que la distancia entre Q1 y Q2 es igual a la norma del vector
03,-03, = (a1-by, az2-bz, a3z-bs) ver Figura 6, y por lo tanto el resultado se sigue de esta

observacion.
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PRODUCTO VECTORIAL

Una diferencia importante entre s6lo considerar vectores en un plano y vectores en el
espacio es que dados dos vectores cualesquiera en el espacio siempre existen vectores
distintos del vector cero, ortogonales a ambos; en un solo plano, esto es imposible. De
hecho, en el plano, habiendo obtenido uno, todos los demdas son maultiplos de él, es
decir, todos los vectores paralelos a uno dado, distinto del vector cero son paralelos
entre si.

Asi es que procedamos a encontrar, en el espacio, un vector ortogonal a dos vectores
dados.

Sean u={a1, az, a3}, v={b1,bz, b3} dos vectores cualesquiera.

Si el vector w va a ser ortogonal tanto a u como a v, si el angulo que formen los
vectores uy w, vy w va a ser de 90 grados, entonces, de acuerdo a la definicion de
producto punto, u'w =|lu/l[lw|lcos90° =0 = v-w ya que c0s90°= 0, asi es que andamos
buscando un vector w cuya terna asociada (x , y , z) que son sus coordenadas con
respecto a la base B, satisfaga las siguientes dos igualdades

u'w=aix+azy+asz =0
v:-w=Db1x+b2y+bsz =0

que no es otra cosa que resolver un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas. Una
terna particular que satisface dicho sistema es x=azbs-asbz, y=asbi-aibs, z=aibz-azba.
Asi es que el vector w cuyas coordenadas son los numeros anteriores es ortogonal a los
vectoresuyv.

Definicion 9. Se /e /lama producto vectorial de u y v, uxv, al vector cuyas coordenadas
son las anteriormente descritas, es decir, uxv= (azbs-asbz, asbi-aibs, aibz-azbz).

Nota 4. Observemos que en la definicion anterior de producto vectorial el orden de los
factores es importante: vxu=(bzas-bsaz, bsai-bias, biaz-bz2a1), de donde podemos ver
que vxu =-(uxv) o equivalentemente uxv=(-uxv), en cualquier caso, lo que nos dicen
estas igualdades es que uxv y vxu son paralelos pero con direcciones opuestas, lo cual
no impide que ambos sean ortogonales a los vectores u y v.

Por otro lado, el producto vectorial también existe cuando uno de los factores es el
vector 0 =(0,0,0), Oxu=0 = ux0. Solo que en este caso, se pierde la interpretacién

geométrica de ortogonalidad.
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Lema 3. Si el vector w es ortogonal tanto al vector u como al vector v, entonces es
paralelo al vector uxv.

Demostracion. Sean (a,b,c) la terna asociada al vector w con respecto a una base fija B,
es decir, w=(a,b,c). El hecho de que w sea ortogonal a uy a v, lo que dice es que dicha
terna es solucion del sistema (*). Como el espacio de soluciones del sistema (*) tiene

dimension vectorial 1, se sigue que w=t(uxv).
Ejemplos

1.- u=(2,-1,3) v=(3,-2,1), entonces uxv= {(-1)(1)-(3)(-2), 3)(3)-(2)(1), (2)(-2)-(-
DA)}= (G7-D.

u(uxc)=(2,-1,3)-(5,7,-1)= (2)(5)+(-1)(7)+(3)(-1)=0,
v-(uxv)=(3,-2,1):(5,7,-1) =(3)(5)+(-2)(7)+(1)(-1)=0.

Ademas, vxu=-(uxv)=-(5,7,-1)=(-5,-7,1). ;Es el vector w=(2,3,4) ortogonal auy a v?
NO, porque w=r(uxv) para todo real r, es decir, porque w y uxv no son paralelos.

2.-u=(3,4,0), v=(-2,0,-5).
uxv={(4)(-5)-(0)(0), (0)(-2)-(3)(-5), (3)(0)-(4)(-2)} =(-20,15,8)
vxu=-(-20,15,8)=(20,-15,-8).

¢Es el vector w=(5, —_%E, -2) ortogonal a u y a v? Si, porque w=— E(uxv), es decir, los

vectores w y uxv son paralelos.

3.- u=(3,-2,7), v=(9,-6,21). uxv={(-2)(21)-(7)(-6),(7)(9)-(3)(21), (3)(-6)-(-
2)(9)}=(0,0,0)= 0 =vxu.

Proposicion 3.5ean u,v,w vectores y r.s niimeros reales.

ux(v+w)=_uxv)+(uxw)
TUXSV=rsuxv=uxrsv=rs(uxv)
(uxv)xw=_u-w)v-(v-w)u

Demostracion. Probaremos solo iii).

Sean u=(ai1,azas), v=(b1,bz,b3) y w=(c1,c2,c3).
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uxv= (azbs-asbz, asbi-aibs,aibz-azb1), asi es que (uxv)xw= {(asbi-aibs)cs-(aibz-azb1)cz,
(aib2-azb1)ci-(azbs-asb2)cs, (asbi-aibs)ci)

(u'w)v=(aici+azcz+ascs)(b1,bz,bs)
(v-w)u= (bici+bzcz+bscs)(ai,az,a3s)

Proposicién 4. Sean u=(ai, az, a3) y v=(b1,bz, bz) vectores. uxv=0 = ul| v.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u= 0 = v.

Mas aun, el caso en que dos de las coordenadas de un vector sean cero, se deja al lector.

Supongamos que b2#0bs.

=) Si azbs-aszb2=0, asbi-aib3=0, aib2-azb3=0, entonce z—f=%=r, de donde, az=rb2 y

as=rbs. Sustituyendo a a3 en la segunda igualdad y despejando a ai,tenemos ai=rb1 y
con esto hemos probado que u=rv.

=) Si v=su=(sa1, saz , sa3) entonces uxv =(azsasz-azsaz, assai-aisasaisaz-azsai) =
(0,0,0) =0.

Corolario 1.uxu=0=vxv

Teorema 3.57 /os vectores u,v no son paralelos, N=uxv y O es un punto cualquiera del
espacio, entonces {N,uv,0} es una base, es decir, cualquier otro vector 6 punto del
espacio es una combinacion lineal de ellos.

Demostracion. Definicién 5 y Teorema 2.

Nota 5. Si q y q’ son puntos del espacio, identificamos al punto qxq’ como el punto del
espacio cuyo vector asociado sea 0qx0q’ 6 la terna asociada a este ultimo vector.

MAS ACERCA DE PLANOS.
Seguimos trabajando con una base ordenada ortonormal arbitraria {e1, ez, e3,0}.

Definiciéon 10.Dados dos vectores no paralelos u,v al conjunto P={ru+svfrs €R} le
llamaremos la representacion vectorial del plano determinado por los vectores u,v.

De la representacién anterior vemos que si r=0=s, entonces el vector cero pertenece al
plano P 6 equivalentemente el punto O esta en P.
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Como no todos los planos que consideraremos contendran necesariamente al punto O,
necesitamos también la representacidon vectorial del plano determinado por los
vectores u y v que contenga a un punto qo del espacio, Pqez{q|q=qo+ru+sv con 1,s€R}

0 F,_={qo+ru+sv|r,s€R}.

Si qo=0, entonces simplemente escribimos P={q|q=ru+sv con r,s€ER} 6 P={q|q=ru+sv
con 1,s€R}.

Cabe aclarar que la representacién vectorial de un plano no es Unica, sin embargo, esto
lo ejemplificaremos después de los siguientes resultados.

Sean N=uxv entonces para cualquier punto q de P={q=qo+ru+sv|r,s€R}, es decir,
g=qo+ru+sv tenemos N-(q-qo)=N-(ru+sv)=r(N-u)+s(N-v)= r0+s0=0, es decir, el
vector N es ortogonal a cualquier vector de la forma g-qo cuando q€F, .

Nota 6. Aclaremos la notacién que usaremos si q1 y qz2 son puntos del espacio y u, un
vector cualquiera, diremos que qi-qz forma un dngulo « con el vector u, refiriéndonos al
angulo que forme el vector 0qi-0qz con u. En particular, diremos que qi-qz es ortogonal
(paralelo) al vector u si (0q1-0q2)-u=0 ((0q1-0qz)xu=0).

Recordemos que las ternas asociadas a los vectores 0q1 y 0qz son las mismas que las
asociadas a los puntos qi1 y g2 respectivamente. Supongamos ahora que qi1=(a1,b1 ,c1)
gz=(az,bz,c2) entonces la terna asociada al vector 0qi1-0qz es (a1-az,bi-bz,ci-c2) que es la
misma que tiene asociada el punto qi-qa.

Podemos decir mas, tomando en cuenta que los vectores u y v no son paralelos.

Teorema 4. Cualquier punto p del espacio tal que q-qo sea ortogonal a N=uxv pertenece
al plano’F; , es decir, g=qo+ru+sv.

Demostracion. Supongamos que el vector q-qo no se puede representar como una
combinacion lineal de los vectores u y v, es decir, el vector q-qo no esta contenido en el
plano P={ru+sv|r,s€R} por lo tanto de acuerdo a la definicién {q-qo,u,v,0} es una base
y por el teorema cualquier otro vector es una combinacion lineal de ellos, en

particular para el vector N, existen nimeros reales a,b,c tales que [|N|/=0, de aqui N=0

y de esto ultimo u y v serian paralelos. Esta contradiccion nos dice que q-qo€P y por lo
tanto g=qo+ru-+sv.

Corolario 2.57 q es ortogonal a N entonces q € P = {ru+sv[,sER).

Demostracién. En este caso podemos considerar que qo=0 y el resultado se sigue del

teorema anterior y del hecho de que q=q-0=q-qo.
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Corolario 3.£/ vector N=uxv es ortogonal al plano P={ru+sv|r,s€R.

Corolario 4.5/ qo € P={ru+sv[r,s€R} entonces los planos P y F;, ={q=qo+tu+zv[tzZER}

son ajenos y por lo tanto paralelos.

Demostracién. Supongamos que qEPIF, . Entonces existen numeros r,s,t,z tales que

ru+sv=q=qo+tu+zv, de donde, qo=(r-t)u+(s-z)v€EP, lo cual contradice la hipotesis.

Corolario 5.57 qo€P entonces P=F; .

Demostracion. qo€P=qo=rou+sov

Sean g=ru+sv€P entonces q-qo=(r-ro)u+(s-so)v, de aqui N-(g-qo)=(r-ro)(N-u)+(s-
s0)(N-v)= (r-ro)0+(s-s0)0=0 y de acuerdo al teorema q€F, . Con esto hemos probado

que PcPF, . Sea ahora q€F,, es decir, gq=qot+tutzv=(rou+so)+tutzv =
(ro+t)u+(so+z)vEP, de donde P, =Py por lo tanto F__.

Corolario 6.57 PP'P'-?.; #¢ entonces P=F, .

Demostracidn. Si q€PMF, , la prueba del corolario anterior nos muestra que qo€P y el

resultado se sigue del corolario 5.

Corolario 7. Sean P1={q:+ru+sv}y Po={qo+tu+zv}. Si P11\ Po#¢ entonces P1=Po.

Demostracion. Sea qz€ Pi[1Po, entonces existen nimeros reales rz,sz,tz,z2 tales que

qi+rzu+s2v= q2 = qo+t2u+z2v, de aqui obtenemos las siguientes dos igualdades:
qi1=qo+(t2-r2)u+(z2-s2)v€Po y qo=q1+(rz-t2)u+(s2-zz)v€EP1. Tomemos ahora un punto
q cualquiera en el plano Pi, es decir, q=qi+ru+sv = (qo+(tz-rz)u+(z2-s2)v)+ru+sv=
qo+(t2-r2+r)u+(z2-s2+s)v€Po, es decir, P1=Po.

Por otro lado, si gEPo entonces q=qo+tu+zv=qi+(rz-t2)u+(sz2-z2)v +tu+zv = q1+(rz2-
t2+t)u+(s2-z2+z)vEP1, es decir, Po=P1.

Con esto hemos probado la doble contencidon entre los conjuntos P1y Po y por lo tanto,
ellos son iguales.

Nota 7. Observemos que en todo plano de la forma Po={qo+ru+sv} e punto qo estd en P
asi como también los puntos finales de los vectores u,v.

Lema 4.5/ g1, qz € P, entonces la recta que ellos determinan , {q/q=q:1+t(qz-q1)}, estd
contenida en P.
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Demostracién. Sean qi=qo+riu+siv y qz=qo+rzu+szv, entonces q=qi1+t(qz-q1) =
qo+riu+siv+t(rz-ri)u+t(sz-s1)veP.

Ejemplos: 4) Sean P={(2,3,5)+r(-1,4,-2)+s(0,-3,1)}y
P'={(1,4,4)+t(-1,4,2)+z(0,-3,1)}. Afirmacién P=P’.

Como q'=(1,4,4)=(2,3,5)+(-1,4,-2)+(0,-3,1), ' €EP y como
qQ'=(1,4,4)+0(-1,4,2)+0(0,-3,1) , q’EP’, por lo tanto PriP’#d y por el corolario P=P’.
Proposicion 5. Dos planos F,  ={qo+ru+sv} y F, ={qi+tu+sv’} son paralelos si y solo
si N=uxv y N’=u’xv’son paralelos.

Demostracion.

=) Si P, =P, entonces existen nimeros r , s, t, z tales que ru+sv=qo-qi1=tu’+zv’.
= Q.

Ademas N-(qo-q1)=0 =N’-(qo-q1), lo cual dice que los vectores N y N’ son ortogonales
al plano {ru+sv} (también al plano {tu’+zv’}) y por lo tanto ellos son paralelos.

Sl qu ] Pq___= CI]

Si N’ es perpendicular a P1 entonces también es perpendicular a Po y entonces es
paralelo a N.

=) Sean N y N’ paralelos (N=kN").

Supongamos que existe un punto qz€F;_ N P, entonces N-(qz-qo)= 0 y N"-(qz2-q1)=0,
q€Po= N-(q-qo)=0 de aqui N(q-q1)=N"-((q-q0)+(qo-q2)+(qz2-q1)) = N*(q-qo) +
N’-(qo-q2)+N'-(q2-q1)=0+0+0=0, de donde q€F, , es decir P, =P, . Lo que hemos

probado es que si los planos B, , P, se intersectan, entonces son iguales , en otras

L
palabras si no son iguales son paralelos.

ECUACIONES PARAMETRICAS Y GENERAL DE UN PLANO

Sean u=(u1, uz, us) y v=(vi, vz, v3) vectores no paralelos, qo=(ao, bo, co) un punto
cualquiera del espacio, N= uxv = (a,b,c) y P={q=(xy,2)|q=qo+ru+sv} la ecuacién
vectorial del plano P. Es decir,

P={q=(xy,z)|x=ao+rui+svi, y=bo+ruz+svz, z=co+rus+svs}. A las tres igualdades de
esta representacion de P se les conoce como las ecuaciones paramétricas del plano P.
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Por otro lado, sabemos que q€EP = N-(q-qo)=0, es decir, si y solo si N-q=N-qo, 6 en
otras palabras, q=(x,y,2)EP Unicamente si su terna asociada satisface la igualdad
ax+by+cz=d, donde d= aao+bbo+cco. De aqui que P={q=(x,y,z)|ax+by+cz=d= N-qo}.
Alaigualdad que aparece en esta representacidn se le conoce como la ecuacién general
del plano P.

Ejemplos:

5. Sean qo=(1,-1,0), u=(1,2,3), v=(-1,2,1). De aqui N=uxv= ((2)(1)-(2)(3),(3)(-1)-
(D@D, OH2)--1)(2)) = (-4,-4,4). Por lo tanto, la ecuaciéon general del plano
determinado por los vectores uy v y que pasa por qo consta de los puntos q=(x,y,z) que
satisfacen la igualdad N-q=N-qo, es decir, (-4,-4,4)-(x,y,2)=(-4,-4,4)-(1,-1,0) de donde,
la ecuacion es -4x-4y+4z=0. Asi es que puntos tales como (0,0,0), (1,-1,0), (0,1,1), (2,-
1,1) pertenecen a este plano porque al sustituir sus coordenadas en la ecuacién
satisfacen la igualdad a cero; puntos tales como (2,3,5), (-3,1,-4) no pertenecen a este
plano porque sus coordenadas no satisfacen la ecuacidon general. Por lo cierto, las
ecuaciones paramétricas de este plano son x=1+4r-s, y=-14+2r+2s, z=0+4+3r+s. Se
puede checar también que las coordenadas de los puntos que estan en el plano
satisfacen simultaneamente las tres ecuaciones paramétricas.

6. Sean q1=(4, 2, -3) ,u=(1,-3,5),v=(3, 2, 2), de aqui N=uxv= (-16,13,11) y la
ecuacion general de este plano es -16x+13y+11z= -71=N-qi. Las ecuaciones
paramétricas en este caso son x= 4+4t+3s, y=2-3t+2s, z=-34+5t+2s. Ahora (0,0,0) ,
(3,-1,2) no son puntos de este plano; (5,-1,2),(7,4,-1) silo son.

Nota 8. Cabe recordar que para definir la ecuacion general de un plano no es requisito
indispensable usar al vector N=uxv, es suficiente con cualquier vector no cero que sea
paralelo a N, es decir, si N y N’ son vectores paralelos (N'’=tN) distintos de cero (t#0),
los puntos q del espacio que satisfacen la igualdad N-q= N-qo, es decir, tampoco la
ecuacion general de un plano tiene una representaciéon Unica. En el ejercicio 5
podemos ver que 4x+4y-4z=0 6 x+y-z=0 son representaciones equivalentes de la
ecuacion general del mismo plano, para las cuales estamos tomando, respectivamente,

los vectores N'=(4,4,-4) =-NyN"=(1,1,-1) = — % N.

Puede ser que a veces, la informacion que tengamos de un plano no sea un punto de el
y los vectores que lo determinan sino sepamos de tres puntos no colineales
perteneciendo al plano. ;COmo encontrar sus ecuaciones vectoriales, paramétricas y
generales?
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Proposicién 6.57 los puntos qi1,qz,qs pertenecen al plano Py no son colineales, definimos
u =qs-qi1, v=qz-q1 y P={q/qg= qi+ru+sv} = {q/N-(q-q1) =0, entonces P=P" (N es
cualquier vector paralelo a uxv distinto de cero).

Demostraciéon. Sea qEP. La no colinealidad de los puntos qi,q2,q3 implica que los
vectores u y v no son paralelos y de acuerdo al lema ellos estan contenidos en P. Por lo
tanto, cualquier otro vector contenido en P es una combinacion lineal de ellos, en
particular q-qi= ru+sv, de donde, q=qi+ru+sv€P’. Hemos probado que P=P’ y por lo

tanto son iguales.
Ejemplo.

7. Sean q1=(4,2,-3), q2=(5,-1,2), q3=(7,4,-1). u= q3-q1= (3,2,2), v=qz2-q1= (1,-3,5),
N=uxv= (-16,13,11). Por lo tanto, la ecuacién del plano que contiene a los tres
puntos dados es

P ={q=(xy,2)|q=(4,2,-3) + r(3,2,2) +s(1,-3,5)} =
={q=(xy,2)|-16x+13y+11z=-71}.
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PROBLEMAS PARA EL CAP{TULO 3.

1.- Dado el vector u en el espacio y P un plano conteniendo al punto de aplicaciéon de u y
sea w el vector de proyeccion del vector u sobre el plano P. Obtén la magnitud de w en
términos de la magnitud de u y el angulo que este vector forma con el plano P.

Para los siguientes ejercicios, supondremos que tenemos un sistema referencial de tres
vectores ortonormales fijos, con los cuales podremos expresar a cualquier otro vector,
de manera Unica, con una terna ordenada.

Escribe las ecuaciones paramétricas y vectoriales de las rectas que:

2.- Contiene al vector u=(2,-3,4).

3.- Es perpendicular a dos de los vectores del sistema referencial por el origen.
4.- Es paralela a dos de los vectores del sistema referencial por el origen.
Encuentra las ecuaciones del plano que:

5.- Determinan las rectas de los ejercicios 2y 3, 2y 4 y 3y 4, respectivamente
6.- Los vectores u=(2,-1,7) y (-3,8,9).

7.- Encuentra el angulo que forma el plano del ejercicio 6 con cada uno de los planos del
ejercicio 5.

Encuentra todos los vectores ortogonales a los siguientes pares de vectores.
8.-u=(3,-2,1) yv=(5,7,-1)
9.-u=(3,4,0) y v=(5,-6,-8)

10.-u=(0,0,0) y v=(9,7,5).
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