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RESUMEN

En el presente documento es reportada la investigacion experimental cuyo objetivo
fue estudiar el rol de un ambiente CAS y un enfoque Técnico-Teorico del algebra
en el desarrollo del conocimiento algebraico de los estudiantes de bachillerato. Los
antecedentes de los que partio la investigacion fue, el potencial que ofrecen las
nuevas tecnologias digitales, en particular los manipuladores simbdlicos, en la
promocién del razonamiento algebraico.

La experimentacién consistié de cuatro paquetes de hojas de trabajo, las cuales
por el marco teorico consistieron de trabajo con papel y lapiz, asi como con CAS,
también se conformaron de trabajo por parejas y discusiones grupales. Las
actividades fueron disefiadas por un equipo de trabajo conformado por los
doctores Fernando Hitt y Carolyn Kieran, incluso en particular la segunda actividad
se experiment6 en una secundaria de Canada.

Los resultados que arrojo la experimentacion en si fueron favorables, ya que se
logré identificaren en qué temas ocurren mas errores, ademas en la Ultima
actividad se logré un avance considerando que los estudiantes no conocian el

tema.

Palabras clave: TAD, Ambiente CAS, Génesis instrumental, Aproximacion
instrumental.



ABSTRACT

This document reports an experimental research study whose goal was to
investigate the role played by a CAS environment and Tasks designed with a
Technical-Theoretical approach to algebra on the development of students’
algebraic knowledge. Past studies on which this research was based include, the
more recent studies on the potential technological tools, such as CAS, to promote
the development of algebraic reasoning.

The experimentation consisted of four work sheets, they by the frame theory
consisted of work with paper and pencil, and with CAS too, and they consisted too
of work in couple and group discussions. The activities were designed by a work
team conformed by doctors Fernando Hitt and Carolyn Kieran, in particular the

second ones work sheets were experimented in a high school from Canada.

The results given by the experimentation were favorable, they permitted identify
the topics in which occurs more errors, and in the last activity a great achievement

considering that students didn’t know the topic.

Key words: TAD, CAS environment, Instrumental genesis, Instrumental approach.
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CAPITULO 1

EL PROBLEMA DE
INVESTIGACION



Introduccién

El desarrollo de la humanidad ha acarreado consigo el avance tecnoldgico, con un
fuerte cambio en diferentes areas como la vida, la ciencia y la educacion. Sobre
este ultimo rubro surgen las llamadas Nuevas Tecnologias Informéticas, como las
hojas de calculo, bases de datos, calculadoras graficas algebraicas, etc. Estas
herramientas nos permiten diversas facilidades, y de hecho en las mateméticas
nos posibilitan obtener distintos sistemas de representacion de objetos
matematicos, por lo que generan un cambio en el modo de hacer matematica (si
se usan en las clases de matematicas) y se postulan como herramientas
convenientes para ambientes educativos.

Se debe ser consiente que las expectativas que se tengan en la implementacion
de estas herramientas en la ensefianza de las matematicas, requiere analizar sus
contribuciones, limitaciones y sobre todo, su uso efectivo. Por lo que para lograr
cambios positivos al implementar estas herramientas en la educacion matematica,
no solo son necesarios acondicionamientos fisicos, también se requiere hacer
cambios en las actividades de ensefianza y aprendizaje.

Si Unicamente se integra el uso de la tecnologia a los cursos de matematicas, es
muy probable que incluso pueda ser perjudicial (por ejemplo hacer las operaciones
aritméticas con la calculadora que se dejan en la primaria). Debido a eso es
necesario replantear algunas actividades para obtener el mayor beneficio posible.

En la presente investigacion se pusieron a prueba actividades de algebra para
estudiantes de bachillerato con el uso de calculadoras con CAS (Sistema
algebraico computacional).

Justificacion

Actualmente, los avances en computo estan ligados al desarrollo del software
matematico; entre ellos los sistemas de algebra por computadora (CAS)
desempeiian un papel en crecimiento. Los profesionales aceptan que hay un costo
que pagar por aprender a utilizar con eficacia este nuevo software. También saben
que estas nuevas herramientas han cambiado progresivamente sus practicas
matematicas y, para algunos de ellos, incluso la “problematica” de su actividad
matemaética.

Por otro lado durante los cursos de algebra (bachillerato en este caso) son
bastantes los estudiantes que tienen diferentes obstaculos durante el curso
(incluso los mas capaces). Una forma diferente de atacar estos obstaculos es



mediante el uso las nuevas tecnologias, precisamente este es un campo en el que
existen varias preguntas.

Los obstaculos de los estudiantes en torno al aprendizaje del algebra
(manipulacién algebraica) han sido objeto de investigacion desde hace mas de
treinta afios, sin embargo estos en su gran mayoria han sido realizados en
ambientes de papel y l4piz, por lo cual es necesario analizar el papel de la
tecnologia CAS sobre esta problematica.

Desde el surgimiento de manipulaciones simbdlicos (CAS), el uso de este tipo
de tecnologia para el aprendizaje del algebra ha sido una linea de investigacion
gue ha interesado a la comunidad. De acuerdo con Kieran y Yerushalmy (2004)
los diferentes tipos de tecnologia digital han permitido distintos enfoques en torno
a la investigacion acerca del aprendizaje del algebra en estos ambientes.

En una sintesis sobre las investigaciones sobre el uso de tecnologia para el
aprendizaje y ensefianza del algebra, Kieran y Yerushalmy mencionan que los
distintos tipos de estudios llevados a cabo, entre otros, sobre ambientes de
representacion multiple, de control dindmico (éste involucra la manipulacion
directa de objetos matematicos) y de célculo simbdlico; todos estos acercamientos
muestran los diversos enfoques de la ensefianza y el aprendizaje del algebra.

Investigaciones en la década pasada (e.g., Drijvers, 2001; Drijvers, 2003; Kieran
& Damboise, 2007; Kieran & Drijvers, 2006; Lagrange, 2003; entre otras) en torno
al uso de CAS han puesto en evidencia el potencial de este tipo de tecnologia
para el aprendizaje de conceptos algebraicos del estudiante. Estas investigaciones
han mostrado que el uso de CAS promueve la comprensién conceptual algebraica
de los estudiantes cuando se toma en cuenta la técnica.

En la presente experimentacién se hace uso del CAS bajo una aproximacion
teoria-técnica-tarea, la cual se explica posteriormente. Un propdésito es aportar una
parte que ayude en el tratamiento de las nuevas tecnologias dentro de los cursos
de algebra.

Objetivo de investigacion general

Experimentar las hojas de trabajo en las que se utiliza el CAS inmerso en una
aproximacion teoria-técnica, con la finalidad de investigar aspectos relacionados
con el aprendizaje del algebra en los estudiantes de primer semestre de
bachillerato.



Objetivos de investigacién particulares

Investigar si el uso del CAS de la calculadora ayuda a los estudiantes a promover
el desarrollo del conocimiento algebraico respecto a la factorizacion.

Investigar si el uso del CAS de la calculadora ayuda a los estudiantes a promover
el desarrollo del conocimiento algebraico respecto racionalizar expresiones.

Realizar una exposicion de las hojas de trabajo.

Problema de investigacion

Estudiar un ambiente CAS bajo una aproximacion teoria-técnica-tarea, para
analizar si de esta manera se puede promover el razonamiento algebraico de los
estudiantes.

Preguntas de investigacion
¢ Es viable que los estudiantes utilicen el CAS en las clases de algebra?
¢, Qué técnicas emergen en los estudiantes en el contexto de este ambiente CAS?

¢ El debate cientifico ayuda a los estudiantes a sugerir puntos de vista respecto a
una situacion dada?



CAPITULO 2

MARCO TEORICO



Uso de Tecnologia en la educacion
Introduccion

El impacto que ha tenido la tecnologia en la vida cotidiana de la mayoria de la
poblacion es enorme, sin embargo no se puede afirmar lo mismo en las clases de
matematicas. Cada vez son mas las escuelas que cuentan con un aula de
computo asi como diversos materiales tecnolégicos, e incluso son mas los
estudiantes que tienen acceso a una computadora y a varios dispositivos
electronicos; a pesar de esto, el empleo que se hace de estos dispositivos en la
clase de matematicas es poco.

En México (y probablemente en muchos paises) sobre el uso de la tecnologia en
el aula de matematicas, se pueden encontrar dos tendencias en los profesores.
Por una parte estan los docentes que estan en contra del uso de la tecnologia, ya
que basicamente piensan que con la tecnologia se puede inhibir el desarrollo de
algunas habilidades matematicas, por ejemplo al momento de hacer operaciones
con fracciones en un curso de secundaria. Mientras que por otro lado se
encuentran los profesores que estan a favor del uso de la tecnologia.

A su vez sobre esta Ultima postura aparecen dos corrientes, los profesores que
usan la tecnologia sin modificar el tipo de ensefianza: por ejemplo dejar utilizar la
calculadora para resolver los ejercicios clasicos que se dan en libros (por ejemplo
en educacién secundaria, resolver la ecuaciéon 2x+3=7 para X). Y finalmente los
docentes que usan la tecnologia pero con algunas modificaciones al tipo de
ensefianza, por ejemplo realizar ejercicios de operaciones aritméticas (suma y

resta) de fracciones con la calculadora pero sin introducir directamente las
2x+4

3

. . 2 . . .,
fracciones (por ejemplo resolver = -+ 3). La investigacion presente se centra

en esta ultima linea.

Antecedentes

En la politica educativa se sigue presentando la vision futurista del salén de
clases lleno de tecnologia, en la cual en ocasiones el profesor se remplaza por un
programa de ensefianza por la computadora. Sin embargo las investigaciones han
mostrado que esta es una idea errada. El interés de los desarrolladores e
investigadores en tecnologia computacional se empezo6 centrando en el desarrollo
de software para la ensefianza, en ocasiones para los profesores y en otras para
los estudiantes, pero eso si, siempre manejados por un profesor y no por un
técnico.



Una vez que se empezaron a crear diversos programas de computacion, se ha
intentado que estos tengan un impacto positivo en la educacion (aun hoy en dia se
sigue desarrollando software). Por ejemplo en los noventas Hoyles y Noss
plantearon algunas de las ventajas que ofrece aprender Logo (un programa que
permite dibujar por medio de instrucciones, en el que se manejan distancias y
angulos. No muy conocido actualmente) para el aprendizaje de las matematicas.
Con el desarrollo de programas de geometria dinamica y sistemas algebraicos
computacionales se dio lugar a diversas investigaciones.

En los noventas (la investigacion de uso de la tecnologia en la educacion inicio a
mediados de los ochentas) Kilpatrick menciona: “Esta tecnologia no solamente le
permite a los estudiantes investigar sobre temas tradicionales de maneras nuevas
(por ejemplo, al presentar transformaciones de figuras geométricas de dos y tres
dimensiones y al manipular informacion por medio de hojas de célculo
electrénicas), sino también les permite explorar nuevos temas como la geometria
fractal. Los nuevos modelos ofrecen al estudiante un medio potente para explorar
las ideas matematicas”.

Ciertamente no se puede afirmar que ya se cuenta con todo el software para
utilizar en las clases de matematicas, pero al menos si se puede decir que se
cuentan con programas que parecen prometedores en este rubro. En particular
algunos de los mas frecuentes son los programas de geometria dinamica y los
sistemas algebraicos computacionales (CAS). Por lo que otra tematica de interés
en los investigadores de matematica educativa reside en examinar coémo la
disponibilidad de la tecnologia computacional puede interactuar tanto con las ideas
y capacidades del profesor, asi como las restricciones institucionales y sociales.

A finales de los noventa, una comunidad de investigadores franceses (de
diferentes grupos) se encamino a analizar la influencia de los sistemas algebraicos
computacionales en la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas, a esto le
comenzaron a llamar “ambientes CAS”. Una parte importante de estas
investigaciones reside entre los conceptos y el trabajo técnico en matematicas.

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico

Al termino de los noventas Yves Chevallard le da forma a lo que él llama “Teoria
Antropoldgica de lo Didactico” (TAD), la cual se encamina hacia lo que constituye
el saber matematico (una estructura de su didactica y aprendizaje). Esta teoria
parte del principio que el saber matematico se construye como una respuesta al
analisis de cuestiones problematicas de un proceso de estudio. En la que la
actividad lleva a la construccion y reconstruccion del conocimiento matematico.



En la TAD el “estudio” se refiere a diversas nociones de ensefanza y
aprendizaje que son utilizadas en la pedagogia, basicamente engloba a todo lo
que se hace para dar respuesta a los obstaculos que se presenten para realizar
las tareas que se plantean.

Chevellard propone la nocién de organizacién praxeolégica mateméatica o
praxeologia matematica para describir el conocimiento matematico, es decir la
nocion de praxeologia matematica corresponde a la concepcion del trabajo
matematico, como es la resolucion de problemas o el estudio de la misma. De
hecho menciona que el saber matematico se organiza en dos niveles:

- El primer nivel es el que remite a la practica que se realiza, la praxis o
saber-hacer, es decir, las clases de problemas o tareas que se estudian y
las técnicas que se construyen y utilizan para abordarlos.

- El segundo nivel recoge la parte descriptiva, organizadora y justificadora de
la actividad, (el saber). Incluye las descripciones y explicaciones que se
elaboran para hacer inteligibles las técnicas, esto es, el discurso
tecnologico (la razén de la técnica) y la teoria que da sentido a los
problemas planteados.

Es decir describe la nociébn de praxeologia mediante cuatro conceptos: tarea,
técnica, tecnologia y teoria.

La génesis instrumental

La TAD se encamino al saber matematico en general. Otra cuestion importante es
precisamente el papel de las herramientas tecnoldgicas en la educacion, es asi
gue para inicios del 2000 Trouche principalmente menciona el término de “génesis
instrumental”, lo que menciona como el proceso mediante el cual un artefacto se
convierte en un instrumento en las manos de un usuario.

Trouche menciona que un instrumento se puede considerar como una extension
del cuerpo, un oOrgano funcional hecho de un artefacto y de una componente
psicolégica. Entonces en un entorno determinado, un usuario a partir de un
artefacto construye un instrumento para realizar una tarea especifica.
Precisamente a todo este proceso complejo le llama génesis instrumental.

A su vez esta génesis contiene dos esencias, una que se refiere a la apropiacion
del artefacto y de sus propiedades; y otra que se refiere a la construccion de los
esquemas de uso, lo que se denomina la instrumentalizacion y la instrumentacion
respectivamente.

En la instrumentalizacion el sujeto se apodera de las propiedades del artefacto.
El usuario se adapta al artefacto, también es posible que el usuario construya
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nuevas funciones del artefacto. Mientras que en la instrumentacién se refiere a los
esquemas de uso creados por el sujeto, los cuales tienen una componente privada
ya que son una construccion consustancial al sujeto. A esta Ultima parte
posteriormente se le llamo ergonomia cognitiva.

La aproximacion instrumental

Finalmente Artigue principalmente, fusiona por asi decirlo la TAD y la génesis
instrumental, para dar forma a la llamada aproximacion instrumental, en la que se
combinan las ideas anteriores.

Para resumir (y delinear el trabajo presente), un panorama teérico que tiene
reconocimiento entre la comunidad de investigadores educativos para el analisis e
interpretacion del aprendizaje en medios tecnolégicos es la aproximacion
instrumental del uso de herramientas tecnolégicas (Artigue, 2002; Drijvers y
Trouche, 2008; Lagranje, 2003, 2005), y en especial su enfoque antropolégico
conocido como Teoria-Técnica-Tarea. Para este planteamiento, el hincapié es el
progreso que tiene el estudiante en técnicas y teorias cuando este hace uso de
herramientas tecnoldgicas para resolver un problema.

Artigue menciona (2002) que la aproximacion instrumental del uso de
herramientas tecnolégicas tiene dos vertientes: la teoria antropoldgica de lo
didactico (Chevallard, 1999) y la otra es la ergonomia cognitiva (Verillon, &
Rabardel, 1995). Por lo que desde este punto de vista tedrico, se pueden delinear
dos direcciones: en una linea se tiene la ergonomia cognitiva, en la cual el
propdsito es investigar los esquemas que el estudiante desenvuelve en el
desarrollo de la génesis instrumental, asi como distinguir un artefacto de un
instrumento. En la otra linea el hincapié radica en analizar la teoria y la técnica
que el alumno lleva a cabo al momento de realizar cierta clase de tarea una vez
que éste usa la tecnologia para resolverla (la linea de interés en esta
investigacion).

Artigue (2002) y sus colegas condensan los cuatro elementos que constituyen
una praxeologia (Chevallard, 1999) en tres: teoria, técnica y tarea; dentro de esta
aproximacion instrumental conviene definir qué se entiende por estos términos. La
tarea alude al problema a resolver, usualmente se expresa mediante un verbo
(sumar, multiplicar, simplificar, etc). La técnica es el método o la manera de
resolver la tarea, su esencia no es forzosamente de naturaleza algoritmica, en
ocasiones es el conjunto de trabajo rutinario y razonamiento que tiene un valor
tanto pragmatico como epistémico.



Las técnicas ayudan a diferenciar y estructurar las tareas. Es decir estas
funcionan como un elemento para la reflexion conceptual una vez que se
comparan con otras y cuando se discute su consistencia (Lagrange, 2003).
Finalmente esta la teoria, esta se refiere al discurso matematico que justifica o
explica la técnica. Esta funcion epistémica de la técnica ha sido el meollo de
interés en diversas investigaciones respecto del incremento en términos de la
teoria y la técnica que los alumnos desenvuelven en el momento que utilizan
artefactos tecnoldgicos, especialmente en las que se hace uso de CAS como una
nueva técnica que posibilita solucionar cierta tarea propuesta.

Las hojas de trabajo que se proponen fueron realizadas por Carolyn Kieran y
Fernando Hitt, en particular la segunda actividad la experimentaron en una
secundaria de Canada (lo que en México vendria siendo tercero de secundaria).
Sin embargo los resultados que se obtuvieron fueron distintos a los del presente
trabajo, aunque el proceso que llevaron los estudiantes en Canada fue similar al
que presentaron los estudiantes del CBTIS 94 en las dos Ultimas actividades.

En la conclusion de la experimentacion Fernando Hitt sefala: “En vista de las
investigaciones presentadas en este trabajo, nosotros consideramos que los
maestros pueden usar esta actividad en un ambiente de aprendizaje sociocultural,
para promover en los estudiantes algin razonamiento profundo en los conceptos
matematicos involucrados en la actividad- no solo factorizacién, sino también
aspectos importantes del desarrollo de razonamiento matematico que tiene que
ver con conjeturar, el uso de contra-ejemplos, los procesos de generalizacion y
argumentacion. Mas aun, tenemos la firme creencia de que en el disefio de
actividades T-T-T, existe un equilibrio entre papel y lapiz y actividades con
tecnologia, con esto podemos llenar los agujeros que entre los maestros que
rechazan el uso de la tecnologia en las clases y aquellos maestros entusiastas
gue usan la tecnologia de una forma ingenua. Nuestra metodologia con un disefio
T-T-T promueve un cambio radical en el uso de la tecnologia en el aula.”

Ventajas del CAS

Por CAS nos referimos a un sistema algebraico computacional (computer algebra
system), el cual es un software que facilita el calculo simbdlico. La principal
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funcionalidad de un CAS es la manipulacibn de expresiones matematicas
mediante una forma simbolica. En 1987 Hewlett-Packard presentd la primera
calculadora CAS de bolsillo, en la cual por primera vez se hizo posible resolver
ecuaciones lineales, hacer operaciones algebraicas, diferenciar, etc. En la
actualidad existen diversas calculadoras CAS, asi como también programas
computacionales que tienen integrado el CAS.

Se ha encontrado que el uso de la tecnologia CAS alienta el uso del
razonamiento general matematico y mejora la postura del estudiante, esto de
acuerdo con reportes de investigaciones hechas de 2003 a 2008 en las
conferencias anuales del grupo internacional para la psicologia de la educacion
matematica (PME por sus siglas en inglés). De acuerdo a algunos de estos
reportes el uso del CAS:

Permite generar, probar y mejorar conjeturas.

Permite desarrollar conciencia e intuicion.

Conduce a los estudiantes a explorar sus propias conjeturas.
Proporciona retroalimentacién sin prejuicios.

Desarrolla la confianza del alumno.

De hecho en una investigacion hecha por Carolyn Kieran, con un grupo de
secundaria, encontré6 que el uso del CAS puede ayudar al estudiante en el
desarrollo del conocimiento algebraico: el entendimiento de equivalencia (Ball,
Pierce & Stacey, 2003) y parametros y variables (Drijvers, 2003).

En particular para la experimentacion uno de los logros més significativos fue
que los estudiantes pudieron deducir la necesidad de multiplicar por el conjugado
para racionalizar una expre5|on a partir de un resultado mostrado por el CAS

R 3 | (Pwm\_

-1 l “"Z‘“J-l G 35@_@4:@?

|

|
{
|
|
|

Figura 1. Extracto de una respuesta de la actividad D.

Para una practica efectiva de ensefianza con CAS, Carolyn Kieran recomienda
tener en cuenta una planeacion similar a la siguiente:

1. Empezar con una idea clave matematica.
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2. Pensar en ambos aspectos técnico y tedrico de la idea clave.

3. Intentar algunos ejemplos técnicos en el CAS para ver como obtener las
mejores ventajas de la tecnologia (si se produce alguna sorpresa que
pueda ser integrada en una secuencia interesante).

4. Decidir el rol que jugara el artefacto tecnoldgico (generar ejemplos, crear
sorpresas, ayudar a hacer calculos, etc.).

5. Decidir el proceso epistemoldgico que sera ligado (predecir, hacer
conjeturas, resolver un conflicto cognitivo, etc.).

6. Reflexionar en cémo ligar efectivamente la matematica y la tecnologia
dentro de las discusiones grupales.

Problemas de aprendizaje relativos al algebra

Son demasiados los estudiantes que tienen dificultades cuando inician y
desarrollan sus cursos de algebra, incluso los estudiantes mas destacados pueden
tener algun obstaculo. Para el profesor es indispensable tener conocimiento de los
errores basicos cometidos por los estudiantes, ya que esto proporciona
informacion acerca de la forma en que éstos interpretan los problemas y ademas
nos menciona coémo utilizan diferentes técnicas para responder.

Al respecto existen diversas investigaciones y formas de clasificar los errores,
entre ellas, Socas (1997) menciona tres ejes que permiten analizar el origen de un
error: obstaculo, ausencia de sentido y actitudes afectivas y emocionales.

Se considera obstaculo a un conocimiento adquirido que tiene efectividad en
ciertos contextos. Una vez que el estudiante utiliza estos conocimientos fuera de
dichos contextos, puede originar respuestas erréneas (Bachelard; Brosseau,
1983).

Los errores que se originan en una ausencia de sentido tienen raiz en los
distintos estadios de desarrollo que se presentan en los sistemas de
representacion, que se pueden clasificar en tres etapas:

Errores que tienen su origen en la aritmética

Errores de procedimiento de virtud de los cuales los alumnos utilizan de forma
incorrecta formulas o algoritmos.
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Errores debido a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico.

Los Errores de origen en actitudes afectivas y emocionales se refieren a faltas de
concentracion, demasiada confianza, olvidos, etc.

En la investigacién “Analisis y clasificacién de errores cometidos por alumnos
de secundaria en los procesos de sustitucion formal, generalizaciéon y modelacion
en algebra” (Ruano R, Socas M & Palera M, 2003) concluyen:

“En definitiva, independientemente del origen del error, la superacion del mismo
requiere una participacion activa del estudiante. Para ello, el profesor debe
provocar conflicto en la mente del alumno a partir de la inconsistencia de sus
propios errores, y buscar estrategias para que participe activamente en la
resolucién del conflicto, sustituyendo los conceptos falsos por la comprension
conceptual dada”.

Problemas de aprendizaje de los temas

Segun los reportes de la literatura especializada, una problemética identificada
desde hace algunas décadas, trata sobre los errores que los estudiantes cometen
cuando intentan realizar tareas algebraicas que involucran manipulacién simbdlica
(por ejemplo resolver ecuaciones, hacer simplificaciones, etc). De hecho la
problematica en torno a errores matematicos ha sido objeto de estudio desde
inicios del siglo pasado.

Es por esto que a partir del reconocimiento de esta problematica en el
aprendizaje del algebra, existen diversas investigaciones al respecto (Davis &
Mckinght, 1978; Lewis & Bernard, 1980; entre otros). Si bien la investigacion
presente no se centra en esta problematica, es necesario conocer los resultados
de algunas de estas investigaciones, asi como tener presente qué es lo que se
puede encontrar a lo largo de la experimentacion.

Para la investigacion de este trabajo se realizé la puesta en practica de unas
hojas de trabajo, estas consistieron en actividades relacionadas con: suma y
diferencia de expresiones cubicas, resolucion de ecuaciones mediante
factorizacion de expresiones con radicales y por ultimo de racionalizacion de
expresiones.

Por ende alguno de los errores mas comunes y persistentes tuvieron que ver
precisamente con las investigaciones citadas anteriormente, ademas de la
manipulacion algebraica algunas dificultades en la experimentacion fueron las
siguientes:
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No poder reconocer una expresion cubica.

Problemas para definir un nimero primo, asi como saber si un nimero es primo o
no.

Dificultades en entender el proceso de racionalizacion.

Dificultades para factorizar una expresion, especialmente cuando se traté de una
expresion radical.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA
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El CBTIS 94

Se trabajo en el Centro de bachillerato tecnoldgico industrial y de servicios numero
94 (CBTIS 94) de la ciudad de Péatzcuaro Michoacan. El CBTIS 94 pertenece a la
Direccion General de Educacion Tecnoldgica Industrial (DGTI), los programas de
estudio que se ofrecen tienen las siguientes tres areas: Area Fisico-Matematica,
Area Econémico-Administrativa y Area Quimico-Biolégica. Durante el ciclo escolar
en el que se realizo la experimentacion, en el plantel se ofrecieron las siguientes
especialidades: Computacion Fiscal Contable, Electricidad, Informética,
Puericultura, Trabajo Social y Turismo.

De hecho a partir del 2013 existe el sitio “Mejora tu escuela” este programa es a
nivel nacional y en este se califican a las escuelas de educacion basica y media
superior de México. Segun este estudio el CBTIS 94 es la mejor escuela de
Patzcuaro, esta escuela ocupa la posicion 26 (de 447) del estado, mientras que la
siguiente escuela mejor ocupa la posicion 48 y la tercera esta en el lugar 213.

Descripcién del grupo

La experimentacién se llevé a cabo desde el martes 8 de octubre del 2013 hasta el
martes 19 de noviembre del 2013. El grupo en cuestidén fue de primer semestre
grupo “A”, de la especialidad de puericultura (Area Quimico-Bioldgica), y consto de
46 alumnos.

Una gran preocupacion radico en tener la certeza de si el grupo en general se
podria considerar homogéneo en sus conocimientos matematicos (para la
experimentacion los estudiantes apenas tenian dos meses de clases y provenian
de grupos y escuelas diferentes), pero al analizar el contexto se puede advertir
que no esto no fue un problema.

En la ciudad de Patzcuaro basicamente son tres las escuelas de secundaria que
tienen la mayor cantidad de estudiantes, estas son la escuela secundaria técnica
#24, la escuela secundaria Lazaro Cardenas y la secundaria técnica #4. De hecho
son las Unicas secundarias de Patzcuaro que tienen turno matutino y vespertino.
Por lo que la gran mayoria proviene de estas escuelas. Cabe destacar ademas
gue el programa de estudio de educacién basica secundaria en matematicas es el
mismo en todo el pais.

Por si fuera poco lo anterior, en el CBTIS 94 se hace un examen de admision (el
CBTIS 94 es la preparatoria que tienen mayor demanda de ingreso en la region y
por ende la escuela que rechaza a mas estudiantes) en el que los reactivos estan
precisamente basados en matematicas y comprension lectora. Por tanto, se puede
decir que no hay una gran discrepancia entre los alumnos del CBTIS 94.
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En particular es esta interesado en el area de Algebra, por lo que cabe destacar
los conocimientos que se supone obtuvieron los estudiantes durante el tercer
grado de secundaria (el grado anterior). El programa de secundaria de
matematicas se divide en cinco bloques, los cuales a su vez se dividen en tres
ejes: Sentido numérico y pensamiento algebraico; Forma, espacio y medida; y
Manejo de la informacion. El primer eje se refiere al Algebra, el segundo a
Geometria y el tercero se refiere a Probabilidad y Estadistica. Para Sentido
numérico y pensamiento algebraico se tiene el siguiente esquema:

SENTIDD HUMERICO
Y PENSAMIENTOD ALGEBRAICO

Bloque | Bloque Il Bloque Il
* Rasolucion de problemas * |J30 OB eCuaciones * Rasolucion de problemas que
gque impliquen &l uzo de cuadraticas para modelar implican el uso de ecuacionss
BCuACIONEs cuadraticas Situaciones y resohverias cuadraticas. Aplicacion de la
sencilas, utiizando usando |a factorizacion. férmula genaral para resotver
procedimientos personales u dichas ecuaciones.

O[peracionas inversas.

Bloque IV Bloque V

* Resolucion de problemas qu
implican &l uso de ecuacions
lineales, cuadraticas o
fiztemas de ecuaciones.
Fomulacién de
problemas a partir de
una ecuacion dada.

* Obtencion de una expresion
general cuadratica para definir
el enésimo téming de una
BUCESION.

Figura 2. Esquema Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico.
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Por otra parte, precisamente en el primer semestre de puericultura (y de hecho
en todos los de primer semestre de la DGTI) se estudia Algebra, a continuacion se
muestra la estructura de contenidos conceptuales de esta asignatura.

Lenguaje algebraico

Expresion Operaciones
algebraica fundamentales
* Notacion & Suma, resta,
+ Representacion multiplicacion
algebraica de y division
expresiones en ¢ leyesdelos
lenguaje comin exponentes y
* Interpretacion de radicales
expresiones ¢ Productos
algebraicas notables
+ Evaluacion numérica +  Factorizacion
de expresiones
algebraicas

ALGEBRA

Ecuaciones
Ecuaciones Ecuaciones
lineales cuadraticas
Conuna Con dos y tres
incognita incognitas
Resolucion # Sistemas de Metodos de
¥ ecuaciones solucion
evaluacion » Métodos de
de salucion
ecuaciones
GRAFICACION

Figura 3. Estructura de contenidos conceptuales de Algebra de la DGTI.

Para determinar la parte socio-econdmica del grupo se les pregunto a los
estudiantes las ocupaciones de sus padres o tutores, asi como el nimero de
hermanos que tenian. Solo ocho estudiantes tuvieron al menos a uno de sus
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papas trabajando como profesionista mientras que solo dos estudiantes tuvieron a
a su mama y papéa con trabajo de profesionista. Poco mas del 50% de las madres
son amas de casa y alrededor del 33% de los padres son jornaleros o
comerciantes. Cerca del 50% de estudiantes tienen uno o dos hermanos, mientras
que la otra parte tiene tres 0 mas hermanos.

Segun la Secretaria de Economia de México, existen seis clases sociales en
México (Baja Baja 35%, Baja Alta 25%, Media Baja20 %, Media Alta 14%, Alta
Baja 5% y Alta Altal%), por lo que muy presumiblemente por los resultados
anteriores (aunque no completamente exhaustivos), la mayoria del grupo
pertenece a la clase Baja Alta).

Para poder trabajar con el grupo, se les explicd que a los alumnos que asistieran
y les fuera bien se les darian puntos extra para su evaluacion, también se les dio
un escrito para que se enteraran sus tutores, ya que en la mayoria de los casos se
trabaj6é una vez que salian de clase.

Para la experimentacion se ocuparon cuatro horas a la semana, dos horas
consecutivas el martes de 13:00 hrs a 15:00 hrs (en cuanto salian de clases),
aunque usualmente se salia alrededor de las 14:30 hrs; y el jueves de 11:00 hrs a
12:00 hrs (en la hora de clase de algebra) y posteriormente de 13:00 a 14:00 (en
cuanto salian de clases).

Sesién para la manipulacion del CAS

En la primera sesion se conté con la presencia de la profesora del grupo de la
asignatura de algebra asi como con el compafiero Esteban Alonzo Castillo, mas
sin embargo yo dirigi la clase. Para esta sesion se colocd una camara fija y el
compafiero Esteban manipulo otra cdmara, realmente esta sesidon no se grabd,
esto se hizo con la idea de empezar a acostumbrar a los estudiantes a la
presencia de las camaras.

En esta sesién (asi como en todas las demas) se juntaron los estudiantes por
parejas. La calculadora que usaron fue la Ti-Nspire CX CAS.

Para esta sesion utilice una computadora con el programa Ti-Nspire y un
proyector. De esta manera se les explicé y mostro las regiones de botones en el
CAS (en el proyector se mostraba una calculadora igual a la que los estudiantes
estuvieron usando).

Se inici6 con el encendido del CAS, y la creacion de un nuevo documento.
Posteriormente se siguié con operaciones aritméticas de enteros, enseguida se les
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ensefio a hacer operaciones con fracciones asi como la utilizacién de signos de
agrupacion mediante paréntesis. Para esta parte se mencionaron algunas
operaciones (como por ejemplo: 4/5+4-23) y se le preguntaba a una pareja de
estudiantes su resultado para ver si concordaba con el de la mayoria.

Finalmente se les mostro como hacer operaciones algebraicas (usando letras),
en esta parte también se les ensefio la manera de copiar y pegar. Después de
esto se les mostro la forma de llegar (ubicar la localizacion) al comando expand y
también su utilizacion. Para esta parte efectué dos productos en el pizarron
((a+b)(atb) y (a-b)(a+b)) en los que segui las sugerencias de los estudiantes,
después rectificamos los resultados con el comando.

Para culminar, se les dio una lista de siete productos para que los realizaran con el
comando expand bajo la siguiente dinamica, para el primer ejercicio se le pregunté
a una pareja al azar y se verificO que todos estuviéramos de acuerdo, después
para pasar al siguiente ejercicio se le preguntd a otra pareja y se hizo lo mismo.
Cabe destacar que para los tres ultimos ejercicios no se alcanzaron a notar
discrepancias o problemas con el uso del comando.

Descripcion de las fases de cada actividad

Ya en la experimentacion, las pruebas fueron dirigidas por el compafiero de la
licenciatura, Esteban Alonzo Castillo; en esta parte no se contd con la presencia
de la profesora del grupo; yo Unicamente me encargue de la filmacién asi como de
despejar algunas dudas relativas al uso de ciertos comandos.

Se emplearon dos camaras de video, su utilizacion fue del siguiente modo: una
camara se colocaba al frente del grupo (camara fija), en un tripie junto al pizarrén
apuntando hacia los alumnos, mientras que yo manipulé la otra camara (camara
en movimiento). Unicamente se filmaron las discusiones grupales. No siempre se
logré utilizar ambas camaras, pero siempre se utilizé al menos una.

La forma de trabajar fue agrupar a los alumnos por parejas ya que se contaba
con solo 25 calculadoras; se intentd que las parejas no se modificaran, mas sin
embargo hubo algunos alumnos que cambiaron de parejas a lo largo de la
experimentacion.

La experimentacion consto de cuatro pruebas, es decir cuatro paquetes de hojas
de trabajo. A cada estudiante se le proporcioné un juego, y se les pidi6 que
contestaran con lapicero. La primera prueba se compuso de cinco paginas, la
segunda se compuso de nueve y finalmente la tercera y cuarta constaron de cinco
paginas.
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La primera prueba consto de dos discusiones, para la primera discusion se
utilizaron las dos camaras mientras que para la segunda discusion solo se usoé la
camara de movimiento.

La segunda prueba consto de cuatro discusiones, en las cuatro discusiones se
usaron ambas camaras; antes de empezar esta prueba se les explico brevemente
como usar el comando factor, de hecho solo se les explico la sintaxis y su funcion.

La tercera prueba se compuso de tres discusiones, para la primera discusion se
usaron las dos cdmaras mientras que para las discusiones restantes solo se us6 la
camara fija; antes de iniciar la prueba se les ensefio la sintaxis del comando solve
y se les hablo brevemente de su funcion; finalmente después de la primera
discusién se les mostro la sintaxis y la funcién del comando “tal que”.

Por dltimo la cuarta prueba se conformé de tres discusiones, para la primer
discusion se utilizé solo la cadmara fija, mientras que para las otras discusiones se
uso solo la camara de movimiento.

Implementacion de la experimentacién (acopio de datos) y seleccion de la
muestra

Para seleccionar a una muestra, primero se procedid a revisar qué estudiantes
contestaron todas las pruebas. Los estudiantes que no tenian contestada al
menos una prueba no fueron tomados en cuenta para seleccionar la muestra, si
un estudiante tenia dos paginas o0 mas sin contestar, se consideré que no
completo la prueba.

La primera prueba la hicieron los cuarenta y seis alumnos, la segunda la
realizaron cuarenta y tres, la tercera treinta y ocho, y finalmente la ultima la
hicieron cuarenta y dos. De manera que solo veintinueve estudiantes completaron
las cuatro actividades.

De estos veintinueve alumnos, solo hubo siete parejas que se mantuvieron
desde el inicio hasta el final, dos parejas que se mantuvieron juntas en tres
actividades y tres parejas que estuvieron juntas en tres actividades. Los demas
cambiaron constantemente de parejas a lo largo de las pruebas. Por ello, se
puede decir que hubo quince resultados diferentes.

De estos alumnos seleccione cinco, cuatro que siempre tuvieron la misma pareja
(un estudiante de cada pareja, no dos de la misma), y un estudiante que siempre
cambio de pareja (de hecho al parecer estos alumnos no se copiaron en algun
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punto). Los estudiantes en cuestion fueron: Alejandro, Andrea, Eduardo, Laura y
Mayra.

Como se ha mencionado anteriormente, los datos los obtuvimos a través de las
hojas de trabajo divididas en cuatro actividades y de las videograbaciones de los
debates. Estos datos los analizamos de la siguiente manera:

Se revisO cada una de las actividades por escrito, de manera que cada reactivo
se calific6 como bien o mal. Las respuestas de argumentos se consideraron bien
si tenian cierta idea plausible (segin mi criterio).

Para las videograbaciones se analizaron los comentarios de cada uno de estos
cinco alumnos, asi como algunos comentarios ajenos a ellos pero que tuvieron su
importancia en el contexto de los comentarios de los alumnos seleccionados. En
esta parte se hicieron transcripciones, por lo que fue necesario marcar el tiempo
en el que se realizé cada comentario.

Posteriormente se cotejo lo respondido en las hojas de trabajo con las
respuestas y argumentos obtenidos de las videograbaciones de los debates. De
esta manera se pudieron complementar algunas respuestas, ya que en algunos
casos, ciertos estudiantes dieron respuestas correctas en las hojas de trabajo,
pero sus argumentos no fueron del todo claros; mientras que en otras ocasiones
algunos estudiantes dieron buenos argumentos pero sus respuestas en las hojas
de trabajo fueron diferentes.
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CAPITULO 4

ANALISIS Y DISCUSION DE DATOS
Y RESULTADOS DE LAS HOJAS
DE TRABAJO
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Actividad A: Suma y diferencia de cubos

Esta fue una actividad de profundizacion sobre factorizacion. El propésito de esta

actividad es apoyar las habilidades de

los estudiantes,

cuando abordan

expresiones algebraicas que involucran la suma o la diferencia de potencias

multiplos de 3.

La actividad consto de dos discusiones, una entre los ejercicios y otra al final.
Para el inicio se pidi6 que contestaran una tabla con la ayuda del CAS, a
continuacion se muestra lo contestado por Eduardo:

Forma fuctorizada

Forma expandida mostrada por la calculadora

L (x+2) -2+ 4

x%‘t‘

2. (=3 +3x+9)

X -t

L8]

C(x+ 7 = Tx+ 49

X0-3473

4 x+IDE -TIx+ 11

X3 AT

in

Y Z 2 .
. (x——j)(x _+?XT§

L B
o

Figura 1.1. Resultados dados por Eduardo.

De hecho Eduardo fue el Unico que no puso correctamente el resultado de la
cuarta expresion, aunque sin embargo parece ser que fue debido a una falta de
concentracion, ya que su pareja si lo anoto bien, ademas posteriormente mostro
un entendimiento superior al de algunos compairieros.

La parte dos se contestd enseguida y consistid en cinco incisos, el primero de

ellos fue el siguiente:

24



a) Observa la forma de cada resultado mostrado por la calculadora. ;Como se relaciona esta
forma con los factores correspondientes? Describe esta relacion.

Las respuestas fueron en general muy superficiales, por ejemplo Andrea contesto:

I5 6l rtﬁau'\lradc de mu‘tl‘sp‘\imv Un emwo RoY otre.

Figura 1.2. Respuesta dada por Andrea.

De hecho dos estudiantes pusieron respuestas similares a esta. Alejandro puso
algo un poco mas especifico:

€3 Una MUIKPITCaddn en cada uno de 165 elercic 16, |o coal e € fecive
d¢ un Polinomic povehro PaliNomiZ ¥ Pov jo UiSto, dTencn Ssemejnnza
2n g1 Primie $erm ™t Gug es ;,;;3‘ &n i Cougl

Sl eFeCir - -
ﬂf{ﬁ}{xl) i Ruikreied oioh
Figura 1.3. Respuesta dada por Alejandro.

Una de las respuestas mas elaboradas fue proporcionada por Eduardo, él
menciono:

% et / g
i"/t-h Hﬁf&‘:?{'ﬂ{”.r {'{? et o L'.é E_:f": :/"' e e ,ﬁ& ’.f%/‘ﬁ‘:'? -Jr-‘f..rl ey b
o e g ol ~ . ., € e |

/T g L*J;ﬁ?é}, W Os  pffinos & Eepra,
- e
/’f.ll-fl{.;' I.:.---'m“_.I 5 .
" ot S oy _ 3
’Q.&__/f“_.a-!\ ol ..‘,:' . }k\ 4 g //
L & 17 il 50

Figura 1.4. Respuesta dada por Eduardo.

De hecho Eduardo es el Unico que ya parece intentar dar una regla.

El inciso siguiente fue:

b) Establece la regularidad o los patrones que hayas observado (a través de los cinco ejemplos
precedentes) en términos de dos reglas algebraicas generales.

De nueva cuenta las respuestas fueron un tanto superficiales, y mas bien las
respuestas fueron parecidas a dar observaciones, por ejemplo Laura contesto:

I*leoa parenifm?a TndSean fﬂul'.','ifp]rmcfdﬂ
1: En ot resollade lns erpan«en{ca ot cotocan da foima descendende.

Figura 1.5. Respuesta dada por Andrea.
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La respuesta de Andrea fue similar, Mayra intenté dar una regla, pero terminé por dar el
producto de conjugados, su respuesta también muestra similitud con las anteriores:

1. Ley de loy 5Gnes

2-—1-&, de lo3 exporenles

(aib)(o-b)= o - Peip-bre gl

3.6 producto del primer keemind por el de la seqonda

CCOALIEn

Figura
1.6. Respuesta dada por Andrea.

Las respuestas mas completas fueron proporcionadas por Eduardo y por Alejandro,
Alejandro y Eduardo mencionan:

1] drierencin de Coadiads (Prodocias A o-eb ey

L.e¥ § . e ]
2) Leres de 108 EAPonenES J TSmOt da b 9% K
- 'a 1 - ] |
4) Lef de 1e5 smnos A i' o M X
' m‘%m,—_ L2t
--‘x l

i . — > _ —-
L Ge o c?f%"""“"j IR ol e Feruhies g /i
Lt I

sl PN )

L 2 - 4

ot = (K32 L1209 = X748

9Ny L o fegar — al sl 4
AL .-’_;./T,c«t (e Frupacs /’cw G Ao @l ATpirede o= fo pruSote |
I e & , J -‘ [
.:r‘:.j /a'-'r_r)a‘w::zr_fﬁ '(/;';:.-_-.'5;-‘:-'}_'3 f."’:‘::{'.i- ..’/f-{-'-" /‘{'F-'-"-"-"“l'-"-rc_'-_'a /{f iV j:)’ -':/':’ ) ﬁ;?f;fj/';'r:r |

. oA '
Z*f/"""mﬁﬁ /6‘” é‘ y ez _féfwn fi? = (x4 ( R :;I'V')

Figura 1.7. Respuesta dada Alejandro y Eduardo.

Alejandro efectud los dos productos y dio algunas caracteristicas similares a las
de sus comparieros, aunque no enuncia reglas parece ser que tiene una nocion de
gue hay una diferencia de cubos. Por otro lado Eduardo ya pudo dar la formula de
la suma de cubos, y mas importante se ha dado cuenta de la relacion que tienen
los términos de los factores.

Para el siguiente inciso Laura dio una respuesta un tanto fuera de lugar:
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¢) Usa papel y lapiz para mostrar que las reglas que encontraste anteriormente en la Pregunta b,
funcionan.

- 2(")=
"z 1',!‘ T2y 112y 1353'14q.{3,j5+1055

= U+ g 0 .5135 RioTy
1.8. Respuesta dada por Laura.

Alejandro y Mayra hicieron los productos de dos y una expresion cubica
respectivamente, aunque Eduardo pone un mejor orden a sus ideas, e incluso
ahora menciona.

1. Ubi:.e flflﬂcu":, 1o 9;'1§m=5
2. Oosecuampy Se lo% %&P@ﬁr’\hﬁtﬁ Le Loman l"',l_‘_l i\&-ﬂa glgﬂﬂ?:-

Se moligl Aot S
éhm%‘?mm? T poc o Y " POt dg y ~ por-
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0=t
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o I-—crri

s L

W,.-. ﬁf@%gﬁﬁa@ ~ |

GGk oo s s s o fes o i

Jrﬁf & secvencin Lo Norer o el E5 /L matrne
| 'z ’pﬂhqf/aﬁ Armiae s Wf}i@/ﬂ&j e F ;//p.re:a{z:fé ar/._s ,_cég
le:f/«"i‘r*‘ﬂ'i Arraal . e S

Figura 1.9. Respuesta dada por Mayra y Eduardo.

El Gnico detalle es que no las comprueba con un ejemplo. Por ultimo Andrea pone:
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(13) (2-2c)
t 2o 48) -
L O

3

2O form Ulg
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'-ﬂ;‘—-a -‘1

- Ad O
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Figura 1.10. Respuesta dada por Andrea.

o -1

Lo cual es un tanto parecido a lo que contesté Eduardo en el inciso a).

El inciso siguiente consisti6 en: d) ¢Cémo usarias la calculadora para verificar las reglas
algebraicas obtenidas de la Pregunta b precedente? Usa la tabla de abajo para mostrar tu trabajo.

Laura y Mayra pusieron expresiones que no tenian que ver con expresiones
cubicas, y Andrea volvi6 a poner las expresiones 1, 2, 3y 5 de la tabla del inicio.
Similarmente Eduardo puso la primera expresion de la tabla, y luego puso el

cuadrado y el producto del conjugado:
" Expresion introducida en la CAS

) (»2)
(~>)(3)
(-s0)(~19)

(1) L-49)
eV

__Resultado mostrado en la pantalia de la CAS |
& 6 l‘l
J'f"\- zﬂ-

=
-15
Yot -

!{"{5{}_
~-1a5.
fey

Expresion introducida en la CAS

F.esultado mostrado en la pantalla de o CAS

Expard (342} (k%7 44)

G ACT DRI
iﬁﬂdfik’ﬁj ’}'Ebcr—jj

X345

\\. gj. j’)l

& < ,'jﬂ (>-y)
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[ "I'En-rcsif'm introducida en la CAS Resultado mostrado en la pantalia de la CAS |

| Ea?4q41) Ca-1) =expand i a3 -1

| e
Figura 1.11. Respuesta dada por Mayra, Eduardo y Alejandro respectivamente.

Para el inciso e) todos los estudiantes mencionaron que sus reglas funcionaron,
aunque usualmente se desviaron, una de las respuestas méas cercanas fue dada
de nueva cuenta por Eduardo, Aunque él menciona ahora el producto de

binomios. Finalmente Alejandro menciona:
7
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Figura 1.12. Respuesta dada por Eduardo y Alejandro en el inciso e)

De hecho en esta parte en lugar de justificar o desechar sus ideas anteriores, mas

bien parece ser que divagan un poco, los estudiantes que no pudieron dar una
regla siguen sin poder hacerlo, Alejandro que incluso puso como reglas dos
productos (que parecid dar las reglas de factorizacion) para la Ultima parte
menciona que en el Ultimo término aparece un numero y no dice cdmo se obtuvo.
Finalmente Eduardo termina hablando de conjugados.

Después de este inciso se procedid a hacer la discusion, se pidi6 a los
estudiantes que se juntaran con otra pareja y comentaron sus resultados. Al
principio no querian participar, por lo que el profesor hizo una pregunta y algunos
estudiantes comenzaron a responder.

En general, solo algunos estudiantes pudieron ver la relacion que tienen las
expresiones con los resultados. En la discusién se pueden encontrar tres puntos
interesantes. Primero el profesor pregunto si podian ver alguna relacion de los
resultados de la tabla, algunos estudiantes comentaron sus respuestas, por
ejemplo Alejandro menciono:
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2.15 Al: Mire lo que yo observe o bueno con ella con aquel equipo lo que observamos fue de que
porque cada uno tiene una formula en k, pero tienen simbolos diferentes. (Pide el plumén al
profesor) O sea pues la formula que observamos siempre. 2.45: Lo que nosotros observamos es
que el por en todas siempre se tiene que hacer esta operacidn (escribe en el pizarrén (a?+a+1)(a-
1)). Eso en un principio se tiene que llevar la operacién en casi todas para poder realizar la
operacion pues necesitamos hacer la multiplicacion (efectlan la multiplicacidn mencionada
anteriormente).

El estudiante logré anotar la formula para factorizar una diferencia de cubos,
algunos estudiantes parecen escépticos en un inicio aunque terminan aceptando
la validez de la férmula. Otro momento interesante fue puesto en evidencia por
Laura, ella menciono la forma en que el CAS presenta las expresiones
(exponentes en forma descendente) y la forma de utilizar el comando "expand”
pero finalmente incluso al frente se dio cuenta de que eso no era precisamente lo
que se pedia.

Finalmente Eduardo paso al frente y menciona la forma de obtener el resultado:

12.59 Ed: la relacidon que hay entre todas las multiplicaciones es el primer término, multiplicar el
primer término por el primer término x? por x es igual a x* y dos por cuatro es igual a ocho.

Incluso paso al frente junto con Alejandro, y ambos no se dieron cuenta que
basicamente estaban diciendo lo mismo, Alejandro mostraba la férmula y Eduardo
mencionaba la forma de obtener el resultado, para la mayoria la respuesta de
Eduardo era la correcta. Sin embargo una vez que el profesor pidi6 las formulas
generales ningun estudiante pudo responder, una vez que el profesor anoto6 las
dos férmulas varios estudiantes parecieron comprender e incluso algunos
mencionaron que era lo que tenian.

Para la parte tres fueron seis incisos y se hicieron sin el CAS, primero se empez6
con una tabla con tres ejercicios. Se les dieron tres expresiones y se les pidié que
las factorizaran con lapiz. Todos respondieron acertadamente el primer ejercicio
(Factorizar 8u3-v3), incluso Alejandro lo corroboré:

Coy ~) C4U™ - 20 #9 =
2o¥ ~ § U3V FROVE YLy ppwegE -l

Alejandro.

Figura 1.13. Respuesta dada

El ejercicio dos de la tabla los cinco estudiantes pusieron bien el primer factor
(Factorizar 27w3+8z%), sin embargo en el segundo factor Mayra y Andrea se
equivocaron en el término de en medio. Mayra puso:
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(.3'41 "riﬂ (. qiﬂz" 5“-’ z t L{%l) Figura 1.14. Respuesta dada por Mayra.

Al parecer ella sumo los nimeros de los términos del primer factor y recordo el
signo. Por otro lado Andrea puso:

Figura 1.15. Respuesta dada por,
Andrea.

Tal vez aqui fue una falta de concentracion.

Sin embargo en el ejercicio tres las cosas dan un giro (Factorizar (u+2)3-(u-2)3), en
esta ocasion los que fallan son los otros estudiantes, si bien Mayra y Andrea no
dan la respuesta correcta, son las que mas se acercan o las que ponen un
procedimiento muy cercano. Mayra y Andrea contestaron:

(cotn) - Co -Zﬂ ( (ota) (otg-0-2) (o-2F )

C
- ¥
g
S
K:
-
(D
c
S
2,
RCh
r"“-\.
.
a3
Y
Lo
L -
ot
A=
L]

-

Figura 1.16.
Respuesta dada por Mayra y Andrea.

La siguiente pregunta fue: Explica como usaste las identidades de la suma y de la diferencia de
cubos para factorizar las expresiones precedentes.

Mayra y Andrea contestan un poco fuera de lugar, mientras que Laura y Alejandro
solo mencionan que usaron las reglas de diferencia y suma de cubos. El que
mejor contesta es Eduardo:
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Figura 1.17. Respuesta dada por Eduardo.

) . : 9 9
Después se les pidioé que factorizaran la expresion v + w’. Laura y Eduardo
dieron la misma respuesta:

(v+w) (il v+ w )

ey
Figura 1.18. Respuesta dada por Mayra, Eduardo

Lo cual es incorrecto, parece ser que cuidan que los exponentes del segundo
factor den como producto nueve, y por supuesto el primer factor también esta mal.
Andrea puso algo similar aunque antes puso otro resultado, que también esta mal:

C\_ﬁ{- LL.,) {\,‘;‘f 5‘3 L:;-'r": } SN LD &

) L : .
I\ 1‘_,\,1&_3'} L\Ja}hﬂ TLQS) ]

Yoo o o E Figura 1.19. Respuesta dada por
Mayra, Eduardo

Por otra parte Alejandro y Mayra ponen el nimero de términos correcto en cada
factor y también los exponentes, aunque ambos se equivocan en un signo, Mayra
se equivoca en el primer factor y Alejandro en el segundo, aqui lo dado por Mayra:

(W) (Bt f)

Figura 1.20. Respuesta dada por Mayra, Eduardo

Enseguida se hace la pregunta:
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¢Qué identidades te ayudaron a factorizar la expresion de la Pregunta B 1 precedente? Por favor,

explica cdmo aplicaste estas identidades.

Andrea, Alejandro y Laura mencionaron que usaron las formulas. De hecho
Alejandro pone la formula general pero de diferencia no de suma de cubos:

qdicanos |y Fomug
CKE - 3} A2 -AZVRE )

Figura 1.21. Respuesta dada por Alejandro.

La respuesta que da Eduardo no es del todo clara, pero parece ser que busca
gue los exponentes se puedan expresar con la férmula, él puso:

ﬂ'zﬁ L Aﬁc“c— 4 A C?é FEL /éﬁ/fap é{’ 5
Aoty er Y ?v:' w3 75 2 r PLIEER for /’f?:-]éff.rfugﬁ
Jire f;fn/@df Foa /5?‘-""""“ /fé e P f S /.é? G’é}\_

ek woo de \g expresie

Ya Que ol meldplienia ey qf
fﬁ‘bu\"kﬂdﬂ Figura 1.22. Respuesta

dada por Eduardoy Mayra respectivamente.

Menos clara pero con idea similar, Mayra da un paso importante puesto que
expresa que hay que encontrar la expresion que al cubo nos dé lo dado.

Luego se les pidié que factorizaran a'’ —b'*:

En esta ocasién Laura siguié con el mismo error. Ahora Eduardo y Mayra pusieron la
misma expresion. Lauray Mayra respondieron:

(a-0) ("0 - ")

(a>-) (b 4bY)

Figura 1.23. Respuesta dada por Lauray Mayra.

Andrea también puso la misma expresion que Eduardo y Mayra, pero también
agrego una diferencia de cuadrados que si esta bien, aunque no era lo que se
perseguia:
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Figura 1.24. Respuesta dada por
Andrea.

Aunque esto ya representa un avance a comparacion de la anterior (excepto para
Mayra).

El Gnico que dio la respuesta correcta fue Alejandro:

(67 -b%)(aBrat 4 6P)
cﬂﬁ - q‘BEﬁ? + tc:::."dr:f:ﬂ '_‘:l% £ "“'—?ﬁﬁ% f"li. B
Q?_b*
Figura 1.25. Respuesta dada por
Alejandro.

Para la Ultima pregunta: ¢Qué identidades te ayudaron a factorizar la expresidn
precedente? Por favor, explica cdmo aplicaste estas identidades.

Laura y Alejandro mencionan solo que utilizaron la formula general, Andrea solo
dice que factorizo. Mientras que Mayra y Eduardo ponen basicamente lo mismo
(ellos estaban muy separados y no parecian llevarse mucho):

ipé— reul A hcacton 4 s m/wﬁaw{qiya So  Joreiaq

J 5 = /% Ju se  ronlipn
Figura 1.20. Respuesta dada por Eduardo.

A excepcion de Laura, los demas estudiantes parece ser que tienen una nocién de
qué es lo que se debe hacer, pero no ponen detalladamente los pasos que se
siguen por lo que es probable que se pierdan. El que contesto acertadamente
ambas factorizaciones fue Alejandro, pero no es claro con los procedimientos.

A continuacion se realiz6 la segunda y ultima discusion.

Anteriormente se hicieron ejercicios de factorizacion con exponentes multiplos de
tres, en esta parte hubo varios errores en diferentes partes, incluso aun cuando ya
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se tienen las formulas correspondientes. La discusién ayudo para que los
estudiantes que no sabian como hacerlo lo aprendieran, o en otros casos que lo
reafirmaran.

En un momento se dedic6 a hacer algunos de los ejercicios, mientras que al final
se hizo hincapié en la forma de proceder para factorizar una expresion cubica,
aunque se contaban con las formulas muchos estudiantes no sabian cudl era el
primer paso (Sacar la raiz cubica de las dos expresiones planteo el problema
principal), o en otro caso lo hacian pero no lo mencionaban.
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Actividad B: Factorizacion

El objetivo es: establecer conexiones entre si de los conceptos que los
estudiantes ya conocen, mediante la aplicacién de estas formulas:

X2 —1=(x-1)x+1); ¢ —1= (x—1)2 +x+1); *+1=(x+1)( —x+1)

y desarrollar la generalizacién dada por: X" —1= (X —1)(Xn_1 +X" 2+ X2+ X +1].
La primera actividad fue la siguiente:

(a) Antes de usar la calculadora, trata de recordar la factorizaciéon de cada una de las
expresiones algebraicas enlistadas en la columna izquierda de la siguiente tabla:
Para esta parte la mayoria contestd acertadamente la parte de la factorizacion a
lapiz y todos lo hicieron bien con el CAS. Andrea y Alejandro se equivocaron en la
segunda expresion, a continuacién los resultados respectivos:

Andrea.

Factorizacion usando papel y lapiz Verificacion usando FACTOR. (muestra el
resultado exhibido en la pantalla de la CAS)

a*-b' = ((grb) (O+ 07 - bﬁ’/(tﬂh}[u—b{l J-L.CJH-b'] (a-10).
o - m L) o s avmtEP)(d-Ben 2= Ca-b), (o™ gy o)

A1 (xeet) x50 4 ‘l)f{,ul (x-) 3 (K 1) . {_1*—‘\)
eai= o) Gapat /GG 45 (=10 G exi)

‘ Factorizacion ueandﬁ-fﬁ}ﬁi y ldpiz Verificacion usando FACTOR (muestra el
resultado exhibido en la pantalla de la CAS)

|a -5 = Catb) q—b) = artab ~ab- “b2| Cgtb)-(&-k)
o™ _
L -y = Ca bR, k&wbﬂvbi’ (g-b) > (G2t q -6+ b5)

e c;'l "b‘3 ) :n
oG | |<-1= C?ﬁ)%ﬁ-i} =F2 =)yt | € K13 = O ) -
oo !; =) =61 S CXZ Br H ) = x2 9t *ox Tty CA~VC x&4x )

= =T AEF<) - e

Discusiton en ¢l salon de clases de la Parte I, 1a
G-t « CFrabH) =P e 2y byt ~ b = B~ 63267 g% ¢ ob2,
Figura 2.1. Respuesta dada por Andreay Alejandro.

Aqui no se realizo la discusion ya que los estudiantes recordaban los resultados
anteriores. Se siguio con las siguientes preguntas:
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1. (b) Efectua las operaciones indicadas:

La mayoria respondié bien, muchos estudiantes incluso no pusieron las
operaciones. A continuacion lo contestado por Laura.

um 'L_i.

CDoel b m-x—) = x
i

=1l b x+1)s e -1 = -
R TN R S T A B

=77
Figura 2.2. Respuesta dada por Laura.

2. (a) Sin hacer operacion algebraica alguna, anticipa el resultado del producto
(x—1) (¢ +% + x+1).

En esta pregunta solo Laura se equivoco, se muestra la respuesta dada por Laura
y Alejandro respectivamente.

et s e e e
|
!

[ {x L'I{.'c" x4 x4 1:|_ )'IH . ;ﬁ“ = e
)+t 1) K4 |

Figura 2.2. Respuesta dada Laura.

2. (b) Verifica el resultado anticipado precedente, usando papel y lapiz (en el rectdngulo

de abajo) y, después, usando la calculadora.

Resultados dados por Laura, Alejandro y Andrea.

(x-\‘id(;tﬁ*rt;rf*l\}"' (- (et x+ 1)
NN AP P B ey o)

= x|

1, — o

Pzpt'l g 'lip?z

Figura 2.3. Respuesta dada por Laura.
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Figura 2.4. Respuesta dada por Alejandro y Andrea.

Practicamente todas las respuestas cayeron en algo similar a lo dado por Laura y
Alejandro, es decir rectificar lo contestado. Por otro lado se puede apreciar que
puesto que Andrea lo hizo bien, se preocupa por ya intentar dar una explicacion
del resultado.

Finalmente las respuestas ya empiezan a ser diferentes. Se muestran las
respuestas de Mayra, Eduardo y Alejandro.

2. (c) éQué tienen en comun las siguientes tres expresiones? Y, éen qué difieren?
(x=1)(x+1), (x-1)0 +x+1) y (X—l)(X3+X2+X+1).

Cue Yol esln izu‘lmhgadab 0 Seran ﬁ{.t{ﬁtisa&a%

k_jqﬁff \05 @ﬂp@ﬂ@ﬂkﬁﬂ CL UN encuentran de
Mot a moger en \a g
Yo (\,05 Yo bmﬂmloi_‘)__ "

Figura 2.5. Respuesta dada por Mayra.
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Figura 2.6. Respuesta dada por Eduardo y Alejandro.

Andrea dio una respuesta similar a la de Alejandro pero mostrando el resultado de
los productos, y Laura menciono que los factores aumentan y los exponentes
cambian. De todas estas respuestas se aprecia que al menos algunos estudiantes
ya mencionan que su resultado es un binomio y parece ser que tienen idea de
cOmo es que se deben agregar los términos en el segundo factor para conseguir la
misma estructura.

Ahora se muestran las respuestas dadas por todos excepto por Laura (Ella
menciona que son dos términos al cuadrado, cubo, cuarta y asi sucesivamente).

2. (d) éComo explicas el hecho de que los productos precedentes son todos ellos un
binomio, si se llevd a cabo la multiplicaciéon de: dos binomios, un binomio con un
trinomio, y un binomio con un tetranomio?

Andrea;:

|Fb1 que. 3e oot plicon dos devmainos

) @f—q;@ ol w{qikk9\acar estos 8o
‘ Cewlhod ey on bingmio Qﬁfi‘gun el ns(
S o st

Figura 2.7. Respuesta dada por Andreay Mayra.
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Figura 2.8. Respuesta dada por Eduardo y Alejandro.

Ahora si parece ser claro a los estudiantes que los resultados son binomios,
algunos siguen dando respuestas no muy complejas (Andrea, aunque
anteriormente intento explicar algo similar); Sin embargo solo Alejandro intenta
responder, al parecer se ha dado cuenta que los términos se deben eliminar al
hacer el producto (o también puede ser que los otros no sepan expresarlo).

Después de esta parte se realizo la discusion.

La gran mayoria de los estudiantes dieron respuestas poco profundas. Alejandro
menciond diferencia de cuadrados y cubos pero no menciono claramente el por
qué se eliminan los términos. Por lo que en la discusion una parte estuvieron
comentando esas respuestas. Finalmente un estudiantes llamado Jesus menciono
frente al profesor

3.10 Profesor: Porque tiene cuatro términos. Entonces. La pregunta es la misma, por qué
en todas nos da un monomio.

3.44 Jesus: porque los términos que estan dentro de la diferencia de cubos se restan ya
gue ya que el binomio que esta al principio es positivo y lo que provoca que se resten
cuando se quieran, este...

A partir de su comentario la mayoria de estudiantes noté que era cierto lo que
menciono.

En la siguiente pregunta todos contestaron afirmativamente.
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2. (e) Tomando como base en las expresiones que has encontrado hasta ahora,

pronostica una factorizacion de la expresion: x> —1.
Eduardo:

Ot} O 3ttt} 235

por Eduardo.

Figura 2.9. Respuesta dada

Enseguida las respuestas de todos a excepcion de Alejandro (el comenta algo
similar a Eduardo y Mayra).

2. (f) Explica por qué el producto (x —1) (x*> + x** + x13 + ... + x> + x + 1) da como resultado:
x16-1
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Figura 2.10. Respuesta dada por Laura, Mayra, Andrea y Eduardo.
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Parece ser que todos ya saben cual sera el resultado de una expresion de este
estilo, sin embargo Andrea y Laura no mencionan que al realizar el producto solo
queda precisamente la expresion que mencionan (valla el por qué del resultado).

Posteriormente todos los estudiantes contestaron que sus reglas valian, pero no
mencionaron por qué, a continuacion las respuestas que no fueron de esa
manera.

2. (g) Tu explicacion (anterior en (f)) étambién es valida para la siguiente igualdad?
(x=1) (x3*+ x133 + x132+  +x2+ x+ 1) = x*3-1

T Qifgre  DAN PO a:-m{m fas
Ooemlney ol deto 'E:ngE: Siendo el  Adaw

de ftﬂffﬁ“‘ﬂﬁ gl 4 en el ff)ohhﬁmia.

M/-’W/ s Vst ﬁ’/}ﬂ/&%f ﬁVf{fé 506
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/“f 2 a‘/“"’g "5'43 Sos V/V?} g3 043’7;“1'416 ¥

Figura 2.11. Respuesta dada por Mayra y Eduardo.

Enseguida se realizd la discusion, parece ser que todos los estudiantes ya
saben como factorizar una expresion de este estilo, solo hubo un problema en la
discusién, los estudiantes no pudieron dar la generalizacién de factorizar “x" — 1”
como producto de dos factores. Una estudiante puso la siguiente factorizacién en
el pizarréon: (x -1)(x™1 + x™2 + ..+ x"133 4 x1344 1) esta opiniébn en particular tuvo
muchas opiniones a favor y encontrar (podria decirse mitad y mitad), el profesor
modero la platica pero finalmente termino anotando la férmula, incluso asi solo un
estudiante se atrevid a preguntar por qué era cierta (ya que luego se noté que
muchos tenian la misma duda).

Finalmente después de que el profesor explicé los detalles parecié que los
estudiantes comprendieron la factorizacion (x -1)(x"1 + x"2 + ...+ x? + x+ 1).
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Se pidi6 a los estudiantes que contestaran una tabla, en este caso se muestran los

resultados de Alejandro.
Parte 11(A):

Tabla 2.1. Factorizacidon a papel y lapiz, asi como con CAS de Alejandro.

Factorizacién usando papel y [apiz

Resultado dado por el

comando FACTOR

Calculos algebraicos para
reajustarlas, si es necesario

x-1= (x + D(x—-1)
x> +x—x—1

=x>-1

x—1-(x+1)

x—1-(x+1)
x+Dxx-1)

Diferencia de cuadrados

xX-1= (x —1)(x> +x + 1)
x34+x?+x—x2—-x—-1

=x3-1

(x—1-(x?+x+1)

x—=1D-(x?+x+1)

Diferencia de cubos

1= (x — D3 +x2+x+1)
X+t x—x3—-x?—-x-1

x*-1

x—1D-(x+1)- x*+1)

(x—DE3+x2+x+1)

Diferencia de cuartas

3-1= (x —Dx*+x3+x2+x+1)

x4 x—xt—x3
—x2—x—-1

=x°-1

(x—=1D-(x*+x3+x%+x
+1)

=D+ x3+x2+x
+1)

Diferencia de quintas

x6-1=
x+1)

(x—D(x> +x*+x3+x2+

X+ xS+ xt a3+ x%— x5 —xt
—x3—-x%-1

=x°-1

(x—Dx+ D2 +x
+1D(x?—x
+1)

(x — D(x> +x* + x3 +x2
+x+1)

Diferencia de sextas

En este caso todos los estudiantes hicieron bien la primera columna (solo
Alejandro la comprobd), para la segunda solo Mayra cometié un error en el tercer
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rengléon (agrego “+ x” en el ultimo factor). En la ultima columna los demas
estudiantes dejaron en blanco los dos primeros y cuarto renglones.

En el tercer renglon Eduardo menciona: “Pues se factoriza el segundo factor y eso
nos hace llegar al resultado”, Mayra menciona algo similar: “(x — 1) - (x2 +x + 1) Se
factoriza el segundo termino. “, Andrea efectua el producto también y finalmente Laura
menciona: “Si multiplicas dos factores iguales pero con signos contrarios por otros dos
factores con las mismas caracteristicas se llega al resultado”.

Mientras que para el quinto renglon Mayra lo deja en blanco (a pesar de que
obtuvo otra factorizacion), Laura pone exactamente lo mismo que en el tercer
renglén, Eduardo escribe: “Pues la expresion sigue igual solo que el segundo factor se
descompone y asi se llega al resultado.”, y Andrea vuelve a verificar que el producto los
factores dados por el CAS dé la expresion dada.

Para culminar esta parte se hicieron las siguientes preguntas (se muestran las respuestas
de todos los estudiantes):

2. Intenta elaborar una regla general, ¢ para qué numeros n la factorizacion de x" —1:

i) contiene exactamente dos factores?
ii) contiene mas de dos factores?
iii) incluye a (x +1) como factor?
Por favor explica:
Alejandro:

Fadtproy o €7 W00 Co CmEgma £5 Gre SBfgy 95 Som O radd G Fepen @l YOS b

3&3 aPITLG SVEMPTE favs AW 3Sidw VSR YOS, 0 Can .- i} se OBt -

CRK=DCRY 4 ™ 1),

1)5:, focam Faca obtencr X"-1 $lenpre Se debe ofectier Si3s ES‘*“.CK'?}(_,(”;{K.,”

-"I i)‘ &Y, Gl efeChnr 1t S0um ctey ¥ Cop @ oSt dn Saisy (A1} Puedgn haler mos

ﬁj)n;,p.;m._-q No SR &1 tewitade DA 1) 7 Saidyg D400 rrnieadd ¥ Siem fre

)

SF . onkienen exactamendes 2 facleves Cant) (x41)
on Eﬁ COWJFI‘U‘\E“ WS O %dorcb. o> qlx SO ihpayts 2o o qge,

¥
Yieren cko  Tactores.
‘i“‘i’f’) Acavece. o) factor (D) en 105 Lodores que oon poreds.

Figura 2.12. Respuesta dada por Alejandro y Andrea.

—
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Figura 2.13. Respuesta dada por Eduardo, Lauray Mayra.

La primera (contiene exactamente dos factores) parece ser que Alejandro y
Andrea no entendieron la pregunta, Eduardo solo menciona la diferencia de
cuadrados, Mayra logra dar la respuesta correcta y aunque también lo hace Laura,
es evidente (mas adelante se aclara) que Laura puso su respuesta después de la
discusion.

En la segunda Laura no contesta, parece ser que Alejandro piensa que siempre
existen muchas factorizaciones, Eduardo no considera los contra ejemplos que
existen sobre su idea, Andrea llega a una respuesta correcta (los pares) y
finalmente Mayra vuelve a acertar.

En la tercera Laura no vuelve a contestar, Eduardo tampoco contesta, Alejandro
rechaza que se incluya este factor en algunos casos (tal vez no comprendio la
pregunta), Mayra contesta bien de nuevo al igual lo hace Andrea.

La discusion se centré en dos ideas principales, primero en relacion a las ultimas
preguntas, en particular para la primera en la que se menciona en qué casos es
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gue hay dos factores. Algunos estudiantes comentaron sus resultados, pero ya
muy temprano (minuto 2 de iniciada la discusion) Mayra da con la respuesta,
menciona que esto ocurre para numeros primos (aunque luego en una parte del
video se aprecia que Maya no reconoce del todo los primos) y por consiguiente
logra dar una guia para las siguientes preguntas.

Posteriormente el profesor se centr6 en mostrar las diferentes factorizaciones
que existen (y que se han visto) para algunas expresiones, en particular la
expresion x6 — 1.

En la siguiente parte se hizo algo similar a la tabla anterior, de nueva cuenta aparecen

los resultados dados por Alejandro.

Tabla 2.2. Factorizacidon a papel y lapiz, asi como con CAS de Alejandro.

Factorizacién usando papel y lapiz

Resultado dado por el

comando FACTOR

Cdélculos algebraicos para
reajustarlas, si es necesario

(x — 1) (x® + x5

(x — 1)(x® + x5 + x* + x3 + x?

x’-1=
+x* 423 +x+1)
(x — D(x® 4+ x5 + x* + x3 + x? +x2+x+1)

+x+1)

x&-1=
(x = D7 +x°+ x>
+x*+x3 +x?
+x+1)

(= D0+ 1)(x? + 1D(x*
+1)

(c—1D)(x7 +x° +x°

+1)

x°-1=
(x—1D)(x®+x7 +x% +x°
+x* +x3 +x?
+x+1)

c=DE2+x+ D0 +x3 {(x—D(x® +x7 +x° + x°
+1)

+ 11

Para la primera columna los estudiantes pusieron la misma factorizacién (solo
Andrea puso (x* + 1)(x* — 1)), en la segunda columna solo Eduardo se equivocd
en la segunda expresion (agrego “+ x” y “-x” en el tercer y cuarto factor) y también
en la tercera expresion (puso lo mismo que en la primera columna, es decir no lo
hizo con el CAS adecuadamente). En la tercera columna Eduardo y Andrea no
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pusieron algo, en el segundo renglén Laura puso: “La factorizaciéon cambia porque el
exponente del primer término es un nimero par.” Y Mayra tampoco contesto.

Finalmente en el tercer rengldn Laura respondio: “La factorizacion cambia porque el
exponente del primer término es un numero no primo.” Y Mayra: “Se llegara por medio

de una segunda factorizacion segun los exponentes”.

Tabla 2.3. Factorizacidn a papel y lapiz, asi como con CAS de Alejandro.

x10-1=
(x—1D(x%+x8 +x7 +x% + x5
+ x* + x3 + x?
+x+1)

(c—D(x + D(x*+x3 + x2
+Xx
—1)(x* +x3
+x2+x+1)

(x =D +x8+x7 +x° + x5
+xt+x3+x%+x
+1)

(x — 1) (x1° + x°
+x8% +x7 + x°
+ x°
+x* + x3 + x?
+x+1)

(x — 1) (x0 + x°
+ x8 + x7
+ x% 4+ x°
+x* + x3
+x2+x+1)

(x — 1) (x0 + x°
+x8 +x7 + x°
+ x°
+x*+x3+x2+x
+1)

X12_1=
(x — D + x10 + x°
+x8% +x7 +x°
+ x>
+x* +x3 +x?
+x+1)

(x—1D(x + 1) (x* + x10
+ x°
+x8 +x7
+ x6 + x>
+ x* + x3
+x*+x+1)

(x — DM + x10 + x°
+x8 +x7 + x°
+ x°
+x*+x3+x2+x
+1)

x13-1=
(= D% + x4+ x10 + x°
+x8 + x7 + x°
+ x5
+x* +x3 + x?2
+x+1)

(= D02 + x1 + x10 + x°
+x8 +x7
+ x% + x°
+x* + x3
+x%2+x+1)

(=D (x? + x4+ x10 + x°
+x8 +x7 + x°
+ x>
+xt+x3+x2+x
+1)

En esta ocasion no hubo muchos cambios, los otros estudiantes pusieron lo
mismo en la primera columna, solo Andrea puso la primera y tercera expresion
como un producto de conjugados (de forma correcta). En la segunda columna
pusieron lo mismo a excepcién de Eduardo en el tercer renglén, él puso lo mismo
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que en la primera columna. Por ultimo en la tercera columna no pusieron algo, a
excepcion de Laura en el primer y tercer rengldn que puso en ambos: “La

]

factorizacion cambia porque el exponente del primer término es un nimero par. “.

Para la siguiente pregunta (de tres incisos) hubo varios estudiantes que tuvieron
problemas.

2. Con base en los patrones que observaste en la tabla B precedente, revisa (si es
necesario) tu conjetura de la Parte Il (A) 2.

Esto es, épara qué nimeros n la factorizacién de x" —1:
i) contiene exactamente dos factores?
ii) contiene mas de dos factores?
ii) incluye a (x+1) como factor?
Por favor, explica:
Eduardo:
/‘fﬂ /g‘_} 79‘6’ Aﬂm & sp /@Qﬂ!l Wﬂ ;Z,

/é:,rér‘ff 7 éﬂﬁd#@ ,4»4;” Son mm:w,
pres femen 5 sas ;{;4/5:.

Figura
2.14. Respuesta dada por Eduardo.

Mayra escribe:

i) x7-1, x1-1, x*3-1
ii) Todos los demas

i) x8-1, x*0-1, x*2-1

Laura:

i) Cuando el exponente es un numero primo.
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ii) Cuando el exponente es un numero par.

iii) Cuando el exponente es también numero par.

Alejandro:

i) No, puede incluir mas factores.

ii) No contiene mas de dos factores porque siempre resulta x"-1, pero en los paréntesis
osea la operacion a efectuar si tiene mas de dos factores (x-1) (x+x"...+1)

iii) No, siempre se incluye como factor(x-1)

Andrea:

i) No contiene en todas las expresiones exactamente dos factores.
ii) Si en algunas contiene mas de dos factores porque son numeros primos.

i) En algunos que son primos.

La respuesta de Eduardo no es clara de a qué se refiere, parece ser que Alejandro
no comprende bien la pregunta al igual que Andrea. Las que si contestan bien son
Laura y Mayra, a Mayra le falto especificar los nUmeros (primos, pares).

Posteriormente se muestran las respuestas de los estudiantes.

(C) Sin usar tu calculadora, contesta las siguientes preguntas:

1. La expresién: x*°%*—1

i) écontiene mas de dos factores?
ii) éincluye a (x +1) como factor?
Por favor, explica:

Eduardo:

@(5; g arnFL 2 @e,—f:dnmie = P i@qrfwﬂq
Jlere el A ;‘:cu"'vﬂi, g A2 f@ff ﬂf(?i'f'f;.

O e @”ﬁbde_ s ol B Factores
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Figura 2.15. Respuesta dada por Eduardo y Mayra.

Para el primer inciso la mayoria contesta acertadamente, si bien Alejandro
contesta: “Si, porque hay mas formas de resolver la operacion. ” no es claro a lo que se
refiere; por otro lado la respuesta de Mayra es acertada para el primer inciso pero
no es del todo clara.

En la segunda pregunta Laura y Andrea responden acertadamente (si bien la
respuesta de Andrea no es del todo clara pero parece referirse a lo dicho
anteriormente). Eduardo falla, la respuesta de Andrea no es del todo clara y la
respuesta de Alejandro parece referirse a que hay muchas formas de factorizar.

A continuacidon se muestran los resultados de Eduardo:

2. La expresion: x3%—1

i) écontiene mas de dos factores?
ii) ¢incluye a (X +1) como factor?

Por favor, explica:

Eduardo:

: : FUlarterps
p?_:- M i/;;w'ﬁ'ﬁ -4 ?ﬂ san
e le’;’.;acéyfd:f (xril. gor €2 30%

cmfrate & 74-::9!‘9/1?-’5

Figura 2.16. Respuesta dada por Eduardo.

Laura:

i) No porque el exponente es un nimero primo.
ii) No porgue es un nimero primo.

Alejandro:

i) Si, hay mas formas de efectuar la operacion.
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ii) Si, dependiendo de la forma de resolver la operacion.

Mayra:

No
No
Porque es un nimero primo.

Andrea:

Si porque se puede descomponer con sus numeros primos.

Eduardo y Mayra responden erroneamente; Laura responde mal, pero es debido a
que piensa que 3003 es primo (lo que indica que tiene problemas para identificar
nameros primos). Alejandro y Andrea responden acertadamente aunque la
respuesta de Alejandro no es del todo clara.

Finalmente se muestran las respuestas dadas por los cinco estudiantes.
3. La expresion: x¥°—1

i) écontiene mas de dos factores?
ii) éincluye a (X +1) como factor?

Por favor, explica:

Eduardo:

A ool gue €S H goves | B,

Figura 2.17. Respuesta dada por Eduardo.

Alejandro:

i) Si, depende de la forma de resolucion.

i) Si, porque hay muchas formas de resolver la operacion.

Andrea;

i) Si tienen mas de dos factores.

ii) Si contiene (x+1)
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Porque tiene su descomposicion con los numeros primos

Laura:

i) No porque el exponente es un nimero primo.
i) No porgue es un nimero primo.

Mayra:

No
No
Porque es un nimero primo.

Se puede apreciar que para la primera pregunta Eduardo, Laura y Mayra
responden acertadamente. Mientras que Andrea responde mal y Alejandro
también pero debido a su respuesta (piensa que toda factorizacion se puede llevar
a cabo de distintas maneras).

En la segunda pregunta responden acertadamente los mismos estudiantes,
Alejandro sigue con su misma idea y Andrea no responde claramente.

En la discusion los estudiantes se notaron algo cansados y enfadados (la
discusion se realizé a las 14.20), el profesor volvio a hacer las preguntas que
estan enseguida de la primera tabla y los estudiantes contestaron acertadamente
(alrededor de ocho estudiantes que estaban separados), puesto que no hubo
discrepancias se dio por terminada.
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Actividad C: Factorizacion de ecuaciones gque involucran
expresiones con radicales (una actividad de integracién)

Idea central: la factorizacién (obtencion de factores comunes) como herramienta
para resolver ecuaciones; particularmente, cuando se usa en conjuncion con el
teorema del “cero como producto de factores”. Es decir, “si el producto de varios

factores es cero, entonces al menos uno de ellos es cero”.

1. Supdn que se te pregunta cdmo resolver esta ecuacion:

3
SWx—4) +11x—4 =Qx+IWx—4 (%)
a) ¢Como procederias cuando se te presenta tal “monstruo” de ecuacién?

La respuesta a esta pregunta dada por Laura y Mayra fue muy similar, Laura
menciona:
ﬂf?fﬂp{ﬂ' S fe_jufh'd'f,ﬁ i'.a::- pﬁ#enﬁtléﬁa‘, iu o fﬂ;z ﬂuad-‘&c‘:ﬁ,
[ #] ] ’-E-
despues se climinan paenlests hadendo \z tac\iplieacion |
que se 169 HuE:}L meaf} Ij TE-—"}\R? 3 per U‘L"'.-nm e 16y |
__Ihg[h?.aﬁ {E:mlnhj__‘ ’F“xd AnNICS . e e e ————————

Orimere s0Caria ¢l Cobode CVK-)3 sesevcs 10 que
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Figura 3.1. Respuesta dada por Laura y Alejandro respectlvamente

Basicamente los tres estudiantes se enfocan en realizar las operaciones,
Alejandro intenta ir un poco mas lejos y responder qué sucedera después, aunque
no es del todo claro, de hecho parece ser que en lugar de multiplicar se refiera a
dividir. De una forma méas compacta Eduardo escribe:

3 r ) / /baffmhn-m#?,— S ,4&(&’# ,é; Wﬂg{:ﬂrgﬁ}"
Oy ES T ey 5 e c"g'cf Er_;E‘r X “

Figura 3.2. Respuesta dada por Eduardo.
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Al parecer Eduardo se refiere a hacer las operaciones y despejar, sin embargo
no se percata de las complicaciones que esto podria acarrear. Finalmente Andrea
responde:

\O Nuijrig’i}cmmob pw_é,;a

Figura 3.3. Respuesta dada por Andrea.

Pareciera que Andrea tiene una idea mas clara de cémo resolver la ecuacion, al
menos por su primera respuesta, en si su respuesta parece ser un tanto
incompleta.

Enseguida se les dio una ecuacion y se les pidio resolverla, aqui el inciso:

b) Usando papel y lapiz, observa si puedes resolver primero la siguiente ecuacion:
(y-2)° -10(y-2) = y(y-2) (**)

Sugerencia: la factorizacién (obtencion de factores comunes) puede ser util en este caso.

En esta ocasion todos los estudiantes intentaron resolver la ecuacién haciendo las
operaciones (es decir no intentaron factorizar, incluso Andrea que lo menciono
anteriormente). Andrea y Mayra tuvieron errores similares, por parte de Mayra:

(§-T-10ly-2)-4(4-D = O
53'8"03420-3%2 =0
| J -
() (~piey) = 8-20
By - -2

Figura 3.4. Respuesta dada por Mayra.
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Y Andrea:
g Y-8 0yr0= gy,
3(\5 s

(- .{)Uﬁ 2) 3*& Zg — 2y *u - 10 (y- )= ~10y A
_.'tj "'Likj A4 \JL‘J'L\J‘-ﬂi"E‘j

Ltf— L’lj*r"’q) —(_!Cl\j "Z.) - \.'5

(g3~ -M¥6) = Yo-Uy

Figura 3.5. Respuesta dada por Andrea.

L

Ambas se equivocaron en elevar al cubo, Andrea se percata de que esta mal en
el cubo y lo realiza de nuevo, pero se equivoca de nueva cuenta. Mayra comete un
fuerte error al multiplicar todos los términos que tiene al final. Similarmente

Eduardo y Alejandro se equivocan.

{(¥*~4 ¥4 TJCI’ =2}/ iy e a ipf %,r 2 04
SY¥egv2~ vy

Cr¥-e¥2—d4y+4) - (m)07-2) Zy2-2y
¥2-652-4r49
~ 107 A
"Trmﬁs_
G2 -e¥ - (37 ¥6) = F2-2¥

Figura 3.6. Respuesta dada por Eduardo y Alejandro respectivamente.

( 2)( 2) = m 2 F "_L‘-';'LrEj ?-}wrcuﬂ?cj,
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Los dos estudiantes no ponen inmediatamente el resultado de la expresion
cubica y optan por hacerla producto por producto, sin embargo los dos también se
equivocan. Eduardo puso las respuestas, aunque es evidente que €l no logro
llegar al resultado y mejor lo hizo con el CAS. Finalmente Laura responde:

I.I.E T ; =
3 LZ‘nlJ B i JJ l:'l ID“_ b f,:. oy - ':‘. 1y
J ‘
_. o i .':_ | oy
é:—j \ 1 e \: 131 = ) }".. 'L] . '1‘
5*11"& _1:| TR “.J . Ji_

(

Figura 3.7. Respuesta dada por Laura.

Laura si desarrolla de forma correcta todas las operaciones, aunque omite el
signo igual, al parecer ya no pudo o no supo como resolver la Gltima expresion. Es
de destacar que en la pregunta anterior fue una de las que respondié de forma
mas confusa.

El inciso siguiente fue:

¢) Compara tu solucién de la ecuacion (**) con la obtenida al usar el comando SOLVE de
la calculadora. Si las soluciones obtenidas son diferentes, verifica tu trabajo algebraico,
usando papel y lapiz. Si la calculadora da una solucién adicional a la que encontraste,
determina qué manipulaciones algebraicas, con papel y lapiz, te llevaron a perder la
solucion adicional. Por favor, muestra todo tu trabajo en el espacio siguiente.

Para esta parte la gran mayoria de estudiantes solo puso las respuestas dadas

por el CAS, pareciera que los estudiantes no saben o no recuerdan cémo
factorizar. Por ejemplo Laura puso:
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Figura 3.8. Respuesta dada por Laura.

Casi la totalidad de los estudiantes solo pusieron las tres respuestas. Alejandro
por otro lado puso:

7==] Ort=2 or =6,

;E""“-ﬁﬁ‘ﬂbﬁﬁb r“‘ru'.+f'P|ir'q:m;',5ca«'-‘IuE las capgfrdgd G\ C<d o
|1 BFechuq |o resty, 7 €n |G Coeviodors Mmues ol ef Vage
de ¥, Cr-2)3~ 10L#~2) =#¢¥-2)=0
¥ : [ :.9} C?‘_E)z"‘ i.l'_:l E."z__: _-"L: :.{'._-'3"_5 i a
CT-2)C+2)2 - 1o ]zo
& -2) @
F-2)z~-to -7z
TP 44%4 -jOo-¥ =0
¥2-57"¢€*0

Figura 39 Respuesta dada- bbr Alejandro.

Algunas partes tenian corrector, lo mas probable es que esto lo haya resuelto
despues (no en el momento que se pidid), sin embargo es bueno que muestre el
interes, aunque de todas formas no resulve completamente, ya parece manejar
bien la factorizacién para resolver ecuaciones.

Para la discusion pasaron al frente dos equipos a resolver la ecuacién dada
anteriormente, sin embargo ambos (y de hecho todos los estudiantes) solo
intentaron hacer los productos y despues reducir e intentar resolver pero nadie lo
logro. Por lo tanto el profesor explico primero qué sucede si se tiene un producto
igualado a cero y posteriormente explico el proceso de factorizar la ecuacion.
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El nUmero dos consistio de lo siguiente:

2. a) Tomando como base las estrategias empleadas para resolver la ecuacion previa (**),
usa papel y lapiz para encontrar el conjunto solucion de la siguiente ecuacion:

SWu) + 4vu=Gu-7Wu (*+%)

En este ejercicio los estudiantes ya intentaron resolver mediante factorizacion, la
es respuesta de Alejandro:

YJo < C3v-2) «VUg =0

3y =~ C3¢=7) =0
2 Ju =30 +7 =0
U= 4+3-3x @

u: 2 E ey
u:’-ﬂI OO0

Figura 3.10. Respuesta dada por Alejandro.
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En la que se puede advertir que no factorizo adecuadamente, y posteriormente al

parecer quiso forzar la ecuacion para que le diera la solucion cero.

Eduardo casi pudo llegar a la solucion:

a—

PR SRR . - -

Figura 3.11. Respuesta dada por Eduardo.

Se puede observar que su primera expresion estd mal escrita, sin embargo ya
para su segunda expresion esta bien hecho el resultado de la factorizacion. El

error que tuvo fue no eliminar el radical.

Por otro lado Andrea puso:
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UGG 4 u T (Y- )L,
u- o
6505 )31 uV0 ~Go- )0
Erodd _

VOUS(G Y2 44 - (30-1)=0

Ju=0
=0,

Figura 3.12. Respuesta dada por Andrea.

Se observa que primero intentd sustituir directamente un valor y después opto
por factorizar, su factorizacion esté bien salvo por el primer término, o tal vez pudo
ser una omision de paréntesis. Ella solo logro llegar a la solucién cero, aunque no
es del todo claro al parecer aplico el teorema del cero como producto de factores.

Un trabajo mejor se muestra con Laura:

50w ) tHfu ((Bu-INE)=0
5(J0)2+4J0 (3.~-3VW5 ) =0

t e \Z, ( = Y20
JO(5{Vu ) *4-(3u-¥))
3 "y U [f SutB-{ 3O~ 3}\{1 il —~}
v f e ke AR u
::::_E)* 44y e L &
"f“‘\u"’-‘ o L + 3 )

Figura 3.13. Respuesta dada por Laura.
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Se puede ver que Laura hizo bien la factorizacion, solo se equivocé en el signo,
muy probablemente ocurrié debido a la omision del signo igual en la antepenultima
expresion. No anoto la respuesta cero, no se puede saber si le olvido o no supo
como obtenerla.

Finalmente Mayra escribe:

SWE Y Tiﬁiﬂfr\

5J—‘)°+“IF*E5:J+,7}U -
SUa) M =)
uu“k Do -7
Du-D0= ~7 - d%;ﬁi ﬁ@ﬂcﬁm

N 1 }a\ﬂﬁ; ted \es
Yy ©=0

Figura 3,14. Respuesta dada por Mayra.

Ella logra llegar a la respuesta correcta, al parecer las anotaciones que estan a
la derecha las hizo posteriormente, por lo que presumiblemente no llego a la
solucién cero.

Para el siguiente inciso:

2. b) Verifica las soluciones obtenidas de (***): sustituye los valores dados por la
calculadora en la variable u de la ecuacion (***). ;Hay algunas soluciones que
descartarias? ;Por qué si o por qué no?
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Para esta parte Andrea y Mayra se limitaron a poner los resultados mostrados por
el CAS, aunque Andrea anoto mal uno y Mayra corrige, sus respectivas
respuestas fueron:

Ue_;_:% or 0=0. ‘j:ﬁ%lgjajcﬁ

Figura 3.15. Respuesta dada por Mayra.

Algo similar ocurre con la respuesta de Laura:

solve (5-(/5)2 +4- Jo=(3-0-D-/5,0) |

5(@7}”%@ = (33

Figura 3.16. Respuesta dada por Laura.

e

-7) Jo

et

Al parecer sustituye mal y aun asi no pone alguna implicacion del “false” que le
debi6 devolver el CAS.

Eduardo responde:

/‘%E-} af  dar  paleses “ A PR T
o Ao walosey TG e S s o At g

A ,/a;-af‘éffﬁ ‘v T e I, f*".r;:.r/% 7 o
&Pl e & m/d;* . .
Figura 3.17. Respuesta dada por Eduardo.

Parece ser que Eduardo piensa que la ecuacion es algo similar a una funcion
(claro esta que él lo dice de manera intuitiva, el concepto de funcién se estudia en
cursos mas avanzados).

Por ultimo Alejandro escribe:
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Ut ol st =0
2

lu de *%: Porque No SaBrR @1 rese)tude @xucw

! haberg Mgcenas LOMPIY, ¢ roaes

Figura 3.18. Respuesta dada por Alejandro.

Al darle el CAS “false”, él piensa que puede haber problemas con este numero,
pero no indaga un poco mas.

El altimo inciso de este ejercicio fue el siguiente:

2. ¢) Si al sustituir los valores obtenidos como soluciones de la ecuacion (***), usando
calculadora “con el operador” («|»), (qué mostraria la calculadora como resultado?
(Observas alguna contradicciéon entre algunos de los resultados mostrados por la
calculadora respecto a esta ecuacion?

Para esta parte Andrea prefiri6 no mencionar la respuesta -11/2:

| 5W0)? 4 4fu (30~ IO tu=0 Troe. |

covdo €N s Soludio-

Gue hise & \eo lado T

Nes qoe NWOS dio A ca

Figura 3.19. Respuesta dada por Andrea.

Eduardo sigue con su idea anterior:
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fxﬁyﬁs ol s S A fos 1doreS e —
JJ&H % fﬂﬂﬁépf Y s’ 5 Ao
Lra 67/ ;':-ﬁ'é’f c{é e A gt slo 5
J@fpé’?‘égﬂi"dé p’#ﬁ{?xff_‘j q/;}pﬁ;:%ﬁfd P /‘;:

(-a,{-wé A e ({ﬁ- e O S A A }

— —

£
Figura 2.20. Respuesta dada por Eduardo.

Tampoco se nota mucho cambio en la respuesta de Alejandro; Mayra y Laura por
otro lado tienen algo diferente.

O, Ne, Sark & mishe Yesvitedo SO0 CON PLO Gdimrenn

AfeveategeeCroands la POf+ipli €oC/ 05 .
EE“'D Nnoes ﬁiuﬂS‘ffq Covo C&MPmme E‘ re S J‘iﬁdo‘
obte hl_dn £ noestrg Em:&' 37 Saie e ™ @5
Coffecre ¥ Cuandd Sgip T fbeTE& - FACETOSCTOLH
sest(4odo,

S @y Jedaded & Thes

kJ'l{'j Jeiddde (0 AL
Calso oon Vol de U7

Ong de \ \q | .Qm-\adlé'\xmm
y vaieley e .
de oo 0of Yo dands N *""IUE*JEM’A S8

Veldaders o Yals, L_"L

Figura 3.21. Respuesta dada por Alejandro y Mayra respectivamente.
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ECURC T o % g 4 M e W, 4 \
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L= i i [ S ! Ii ]
c Gbaﬁf WA S BIILQL.:'E'. A ceafViiragiocra D ETIIIE AAUBON e
o " - 5
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BB il E : } Frits % R
o l-é'--‘higtﬂ"f- eI ES 2Mins WESVMN AN diatentos

Figura 3.22. Respuesta dada por Laura.

Constatamos que Mayra y Laura ya se percatan de que al parecer existe una
contradiccion.

En esta ocasion la discusidon tuvo como eje principal el por qué el CAS daba dos
soluciones pero después mostraba “falso” con una de esas soluciones, por
ejemplo Alejandro menciono:

3.33 Al: No es muy exacta la calculadora, no sale exacto

Incluso hubo quienes sugirieron que estaba mal programada:
3.49 Es: Porque la calculadora no la manejaron bien o algo asi

Finalmente Andrea proporciono la respuesta: 4.15 An: porque estamos trabajando con
numeros negativos

Finalmente de aqui los estudiantes se percataron que una raiz negativa no tiene
sentido (en los reales), por lo que el profesor termino diciéndoles que esa solucién
solo tiene sentido en el campo de los complejos.

Finalmente el dltimo ejercicio fue el siguiente:
3. Continuando el trabajo en papel y lapiz, ahora trata de resolver la ecuacion original (*):

SWrx—4) +11Vx—4 = Qx+ x4

Determina primero las condiciones bajo las cuales las soluciones son aceptables, dados los
radicales. Después, compara tu solucién con la obtenida por la calculadora, y discute la
validez de cada valor encontrado. Muestra todo tu trabajo en el espacio que sigue:

Eduardo en esta ocasion hizo lo siguiente:
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Figura 3.23. Respuesta dada por Eduardo.

Se puede observar que puede factorizar bien, pero tiene problemas con el
radical del primer término, tampoco logra llegar a la respuesta “cuatro”, mas bien
intenta que las operaciones lleguen al resultado que se pide.

Algo similar ocurrié con Andrea:
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X

: (_G'—TA‘}?} = (Za VWY
Fqiﬁﬁ-ﬁ)h I eI S
_ {fad?’-’q}'ﬁnl-{zm-t)f*’!

5{”-{?;1“)('1 fm"m*“_a;m

cq i -2x 7 noAL)

S -2x ) In-A= O 4otociCne 3
=G Yy
~fs r 5D '%'::_;{ x_:_‘l_(-}__. o )‘f—Lt
%0 5 5
E*r"*"“l\ji“t'“l?‘i‘q:_(_z.ﬂ'l)dx*q kx—_-.'ul
Trod

#.!;Il (s (X)) T W L8 ¥ (= 55

VA -4 L5Lv‘x—u)?~—\\{.-txﬂ)(l*]fﬁq
(5 Cx-A) ENCZxEV) (4=
5 -2C £\ “Lrti 71 =0

2 1-0= 0
= 10
AL

Figura 3.24. Respuesta dada por Andrea.

Su respuesta la dividié en tres partes, en la primera parte intento resolver y anot6
las soluciones dada por el CAS, en esta parte se equivoco en la factorizacion, en
la izquierda omitio el término x-4 al inicio, y a la derecha en lugar de multiplicar por

uno al final lo paso sumando en la otra expresion, por lo que le dio nueve en lugar
de diez.
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En la segunda parte parece ser que solo sustituyo. Por ultimo en la tercera parte
intento volver a hacer la ecuacion, tuvo el mismo error que al inicio.

Por parte de Alejandro tenemos:

I G ggﬁ?q}"ﬁ Filve-¢ = C2KY ) J X=4

cCdeme)’ P avRT@Cz ) TR - o
hq.-——""_i"'}-j B

Fox- | ~
Lids - carvl] = O
Vx4

Cada=s - C 2r41)-0VXAT > @ o

Vx4 22—} ~oNvNx-y

pxed - 2x-|

= =372

¥ H
LA \a CAlCuwdora, 105 yeaui tgdos 3007

X:ég o K T

N e Tl +1)
ex ~20+ W= (EAd

= |
5&—11':-*2&'“

gl
5 4
i D

ns o

Figura 3.25. Respuesta dada por Eduardo Alejandro.
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Se puede decir que su respuesta la divide en dos partes, en la primera se
equivoca en la factorizacién e intenta aplicar el teorema del cero pero con la

expresion erronea.

En la segunda parte pone los resultados dados por el CAS y resuelve
satisfactoriamente para llegar a 10/3 si bien no pone el signo igual en la penultima

y antepenultima expresion.

Mayra escribe:

SR I N=C7 .51V

bﬂ iOl—\"(F2x+\
_xa+?ﬂ e 5 e

® t\wﬁq 51—]*GU
Wi -. € x=]
Xz |l-a4-2-\

Az -7
x=H

Figura 3.26. Respuesta dada por Mayra.

69



Se puede observar que Mayra llega sin muchas dificultades a la respuesta x=10/3,
sin embargo esto no ocurre para la respuesta x=4.

De alguna manera intenta forzar para llegar a solucién de cuatro. No se da
cuenta del uso de teorema del cero.

Por ultimo Laura escribe:

STn falau) i e ) =0

{Lx-20+1i-2.+11=0

(Ha-2» =20-1+11)=0

(31“1‘*1”2 G

(3“.‘,15} = -0 R Sole g¥%l en niumoras

E [h R
:?,{,-{' iﬂmgﬂﬂ.lf{yi Pt L'?E'lﬁ‘.ti'-
..-'-.-.'-_-—I—_-_-_-—l— -.-..._.--_--.“_‘-‘__.-._._._
e -
f f fw T jonoon PRI ST
.::l. v E
o i wi :‘u“?l.;:?' Sl
- - Wl ;
o i
r:l\_ |'I‘|e ||'!I|1. ] N "-!‘:' “}
o v :

Figura 3.27. Respuesta dada por Laura. '

También Laura factoriza sin muchas complicaciones, ya menciona que esta
respuesta no es util en los reales.

70



Posteriormente intento llegar a la otra solucién, en el segundo rengléon intento
factorizar de otra forma. No es del todo claro pero parece ser que se le ocurrid
sustituir la x para que le diera cero. Presumiblemente no llego a la solucién
“cuatro”.

Para la discusion se volvio a tocar el punto de las raices cuadradas de numeros
negativos, a algunos estudiantes no les habia quedado claro el tema. Por ultimo
se comentd la solucion x =4 ya que la mayoria no dio esa respuesta, al parecer
después de la discusion quedo clara esta solucion.
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Actividad D: Racionalizacién del denominador de una expresion

El Objetivo es: habilitar a los estudiantes en la racionalizacion de denominadores,
y en la simplificacion de expresiones, usando la multiplicacién de formas
conjugadas.

Nota: la racionalizacion tiende a ser caracterizada como aquella operaciéon
algebraica que consiste en eliminar el o los radicales que aparecen en el
denominador de una expresion. El conjugado de la suma de dos términos
se define como la diferencia de esos términos y viceversa.

Esta actividad fue un poco mas corta en relacion a las otras, por lo que en la
mayoria de los casos se pusieron las respuestas de los cinco estudiantes. A
continuacion los resultados de los estudiantes;

2 . .
a-i) Introduce en tu calculadora la expresion ﬁ .y presiona ENTER ¢équé observas?

Para esta pregunta las respuestas fueron diversas, Mayra puso una observacion.
Similarmente lo hizo Eduardo. Finalmente Andrea incluso hace uso del valor absoluto.

L Ee e 1 denormunddex
J%: = AES Do ﬁ%‘?ﬂf&;‘iﬁcfm Ee":‘:ﬂumt&:b1

b L sedip el volor dbsoloto dd
c?a'm«'ﬁdm .

Figura 4.1. Respuesta dada por Mayra, Eduardo y Andrea respectivamente.

Aunque eso por el momento no tiene que ver, tal vez se refiera a que la expresion
sigue teniendo el mismo signo. Alejandro también menciona algo extra:
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dot se pone b tadizando,
Flgura 4.2. Respuesta dada por Alejandro y Laura.

Podria decirse que lo que menciona Alejandro es correcto pero en otros contextos
ya que no dice en qué se usa. Finalmente Laura responde algo similar a lo que dicen
Mayra y Eduardo, pero intenta dar una regla, solo que no explica (nadie lo hizo) el por
qué sucede esto (claro que esto no se pide por el momento).

Para la siguiente pregunta se tiene:
a-i1) (Qué calculos simbolicos(es decir qué pasos), con papel y lapiz, produciran el mismo
resultado dado por la calculadora (en la parte anterior)?

Esta pregunta nos permite conocer qué piensan los estudiantes sobre lo anterior.
Por ejemplo Eduardo y Alejandro d|cen

/ﬂm_i /w ol A;ﬁm{ .ﬁff /w/a/j //}:.«1
/g,&ﬂ?::- é j,.u_r /ﬂﬁ_ﬁ:ﬂ 25 - X0 :5:»;; Zj f&;‘-{g @{

Yogar,

| g
| Apltcundy l1as 1€7es de \ng Tadicsies

Ve ) - Ja
&= %

Figura 4.3. Respuesta dada por Eduardo y Alejandro.

Por lo que se puede decir que Eduardo no tiene idea o no recuerda qué se debe
hacer. Mientras que Alejandro esta bien lo que dice, pero vemos que en este

73



contexto no se aplica esto. Laura sigue con su idea, parece ser que quiere dar una
regla pero sigue sin responder el por qué:

Cvanao Vrcreos  una fraccidn aoe comiieng oo
&eﬁgﬁ-.?r‘-}ﬁﬁar A OND AT cuadrac}&, E'a']i'a, E'.!|1|‘. T &Er
exncda posD ah poresiadoe BAIA Ut L Mul-ﬁf’p\f‘que
pot 2} Tajmeio AUs A aotama er 2t ememiador,

coro derorinador s pene soto el (adirands de
\o FristAD Ay, .

Figura 4.4. Respuesta dada por Laura.

Finalmente Andrea y Mayra dan con las respuestas respectivas:

|i 2 _UF _ayx
AN ERr il

——r-—— -

_____________________ B
g U e 6 cal
-’Jj'\_ Qo @ ve S\ sale P, 2] noy dare

Cﬂﬂﬂﬂﬁ' % ia.dﬂ _;’.' E;Cﬁuq_ {a bg d:. ...fm fﬂﬂl‘ff .
Figura 4.5. Respuesta dada por Andrea y Mayra.

Incluso Mayra pone que se esta multiplicando por uno. Se puede considera que
Andrea y Mayra dan las respuestas mas precisas.

Para la discusion se pregunto6 a algunos estudiantes codmo llegar al resultado dado

por el CAS, Andrea paso al frente y multiplico por uno de la siguiente manera %

los estudiantes comprendieron enseguida. El profesor termino comentandoles que
este proceso se llama racionalizar.
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Enseguida se dio una tabla y se pidid que la contestaran, primero se da una
expresion en el primer renglon de la primera columna, en la segunda columna se
pide el resultado mostrado por el CAS al dar “enter” y por ultimo se piden los
pasos para llegar al resultado dado por el CAS.

Parte I. b) En la siguiente actividad se continta con el trabajo en torno a la racionalizacién
de denominadores de expresiones. Completa, en la tabla siguiente, una fila a la vez;

trabaja de arriba hacia abajo:

Resultados de la tabla dados por Alejandro:

7 , iy -
E 7 ;,FS l lu‘—n—_:g_ =X ngl: ﬁrlgﬁ‘
s g e
1 - _—
ST S _ o o r = -
-1 | 3+l G TP I - “51#
5 " ]
! 3
| WY R Y o pogi )
Vi+2 |\ 7-2 Hr ’%' ?ﬂ-ﬁ*\*?*"‘”ﬁé‘“
3 ' -
1 s cape C LN
F-h | Y—a N2 G =2
_5:_3_._ V5 +%2 4 3’;&@
37 -5 3?_@5— %-a:'?%ﬂ f%ﬁ%ﬁ s 2 e
3% E =B
Bot | o ~CfE-d) PEob. B~ S FT oINS
JE-;-[ ‘ T— VTS ".I'E_"-I - -?-_JE?"'I &
. — Gil WSl - 3FE BT .
;’E‘E ~ (VT H2) ‘:}"E}éﬁ 3+ u.u;;*{im 7 ~3+2)

_@u_ra 4.6. Résbuesta dada por Alejandro.
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Resultados de la tabla dados por Andrea:

f S
31“1' V4] f—‘ MEL) ELRN N
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| W) -7 Gl Vel

Figura 4.7. Respuesta dada por Andrea.
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Resultados de la tabla dados por Eduardo:

e
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Figura 4.8. Respuesta dada por Eduardo.




Resultados de la tabla dados por Laura:
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Figura 4.9. Respuesta dada por Laura.
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Resultados de la tabla dados por Mayra:
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Figura 4.10. Respuesta dada por Mayra.
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Para la primera expresion nadie se equivoco, lo hicieron bien en el CAS y
multiplicaron adecuadamente.

En la segunda expresién solo Laura se equivocO con el CAS, pero todos
multiplicaron por el factor correcto y llegaron al resultado esperado.

En la tercera expresion sucedio lo mismo para la segunda columna, sin embargo
Unicamente Eduardo se equivocd en multiplicar (multiplico por una suma en lugar
de la diferencia).

En la cuarta Eduardo se equivocé con el CAS, solo Mayra y Alejandro
multiplicaron por el factor correcto, los deméas aunque se equivocaron en el factor
llegaron al resultado (parece ser que no se dieron cuenta de eso).

En la quinta Eduardo y Laura se equivocaron con el CAS, también los dos se
equivocan en multiplicar por el factor correcto.

Para la sexta solo Mayra y Alejandro lo hacen correcto con el CAS; Mayra, Laura
y Andrea multiplican por el factor adecuado pero Unicamente Mayra llega al
resultado.

En la dltima expresion, todos aciertan con el CAS, solo Eduardo elige mal el
factor y es el inico que no llega al resultado dado por el CAS.

Aungque todos se equivocaron en algun momento, la mayoria tiene presente la
forma en que tiene que ser el factor para racionalizar, el Unico que tuvo el mismo
problema fue Eduardo, él no empleaba el conjugado, méas bien elevaba al
cuadrado. Es interesante lo que logro la mayoria de los estudiantes, puesto que no
se les habia dicho cémo racionalizar una expresion (de hecho la profesora me
habia comentado anteriormente que pensaba que tendria muchos problemas con
esta actividad debido a los radicales).

La discusion se centr6 en analizar la forma de escoger el factor adecuado, sin
embargo esto fue muy rapido, el profesor termino por mencionar que cuando
aparecen dos términos se debe multiplicar por el llamado “conjugado” (que de
hecho los estudiantes fueron quienes llegaron a esta estructura).

Parte | c) Tomando como base las estrategias usadas para racionalizar los denominadores
de las expresiones precedentes, completa las celdas vacias de la tabla siguiente:
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Tabla 4.1

Expresion
20yd20)

A

Manipulacién simbélica que permite racionalizar el denominador de las
expresiones dadas

Para esta parte solo Andrea y Alejandro se equivocaron en el primer y segundo
ejercicio respectivamente.

I R T ra
-1 et —— f—
Ve +Hl | C+
J:Lg Na Td #1 oA-dd
d+1 u’-a-i-l. U"a_.| ; fjl-L.}_-
1 1 Ve - (CH — Ve +i
e-l NC=l g C4E-vE-1" -l
“IE '.rg d=i e — ~{
R A = A
I 1 Nex) _Jen

Jd
Jd +1

Lo cual es un avance significativo puesto que Eduardo tuvo un error recurrente en
la parte anterior.

Para esta

parte se pensé en una discusién, sin embargo los estudiantes

respondieron casi de inmediato por lo que se omitio.

Para la siguiente pregunta se dan las respuestas de todos los estudiantes.
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a) /Qué manipulaciones simbolicas, con papel y lapiz, racionalizaran el denominador de la

expresion avb—bva
Ja-+b

Alejandro:

ol5- VG  Vatb - alg-ela - g-bVa
VA Va-rvg = ar-b R

Z-bVa® 4 aVp* - b Vai®,

, donde a, b > 0?

aveod + a¥b = b EJEI bz FayBr ~byeb2

Jo b
Mﬁ UT' Q_M___, =
2 _m —Trfr@ - a b -b

G=h
O-o —

¥

alomble Var Vb ab bl rdiR ok
(a5 {—d +1“ a-b

alab-bards Wb ofib-blh (1

_____---"'-7.-__‘ 1-=-_____.————'—._.i_-‘-__'_

a0 a-bh J/

Figura 4.12. Respuesta dada por Alejandro, Mayra y Eduardo.
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Andrea:
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ENRRIES
ddae S e e bl
a=- b
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..H 1a 2o |
Ja-b)(Jasy . dab
SN .
Aot Figura

4.13. Respuesta dada por Andrea y Laura.

Al parecer Mayra no pudo hacer las operaciones, Alejandro lo estaba haciendo

bien pero le falt6 multiplicar un término, asi como también eliminar algunos
radicales. Los demas lo hicieron bien.

Todos los estudiantes respondieron correctamente la siguiente pregunta. Se
muestra la respuesta de Andrea (que todos pusieron).
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avb —bva

IT b) Introduce en tu calculadora la expresion ——=————, presiona ENTER vy escribe, en la
Ja-+b

parte de abajo, el resultado obtenido:

No . {b

Andrea: Figura 4.14. Respuesta dada por Andrea.

La siguiente pregunta fue disefada para los estudiantes que cometieron errores
anteriormente. Por lo que se muestran las respuestas de Mayra y Alejandro.

IT ¢) Si la calculadora muestra un resultado que es diferente del obtenido en la Parte II a), ;qué
puedes hacer para ajustarlos?

Alejandro:

fnTen ter naeepe @t Profedrmiente bitn oM P robir

M: ProcediMienis ¥ resoitadd

Mayra:

A AV A W -t =
%_E\q Cjaﬂj—ﬁ T ok
L/_’i_,_lc.ﬂbi |

Q =b
f_,_.——— —

-

Figura 4.15. Respuesta dada por Alejandro y Mayra.

Se puede apreciar que Mayra lo intentd una vez mas pero no lo pudo hacer, tuvo
errores en la multiplicacion de los numeradores. Mientras que Alejandro solo
menciona lo que debe hacer y parece una buena forma de llegar al resultado.

Aqui se realiz6 otra discusion con la finalidad de reafirmar ideas, para esta parte
Laura menciono como procedié a resolver el ejercicio, realmente no hubo un
estudiante que estuviera en desacuerdo.
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La siguiente parte se tituld “un desafio (papel y lapiz)”, ciertamente hubo un problema en la
dinamica del cual me percate después. Se da una expresion y con el CAS que yo contaba al
momento de introducir la expresion, el CAS devolvia el mismo resultado (es decir no hacia la
racionalizacion). Pero el CAS usado en la experimentacion si podia hacer la racionalizacion, de
todas formas se siguid trabajando aunque muchos estudiantes intentaron forzar para llegar al
resultado pero fallaron (el resultado mostrado por el CAS no es tan facil de deducir), a
continuacion los resultados.

Se desea usar una estrategia similar a la empleada hasta esta parte para racionalizar el
V22
2+42

denominador de la expresion

IIT a) Introduce en tu calculadora la expresion , presiona ENTER vy escribe, en la parte

V22
242
de abajo, el resultado obtenido. ;Qué observas?

Mayra:

Loy ndmeres o¢
/g-¢ i picaren y 3¢
NG L 1 4 Qe

ekl dendt de oty Y
g\s o gueds ung.

Figura 4.16. Respuesta dada por Mayra.

IIT b) (Qué calculos simbdlicos, con papel y lapiz, debes usar para racionalizar el denominador
v2-42
2++2

de la expresion

Laura:
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Figura 4.17. Respuesta dada por Laura y Andrea.

A pesar de que no pudieron llegar al resultado, posteriormente se les coment6 a
los estudiantes que lo intentaran de nuevo de manera mas detallada, y bastantes

estudiantes lograron llegar al resultado “v2 — 1” que en realidad es el mismo dado

por el CAS

Para esta ultima actividad también pudo influir el hecho de que ya eran las
Gltimas hojas de trabajo, ya que varios estudiantes ya querian terminar.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

87



Conclusiones respecto a las preguntas de investigacion.

Los estudiantes mostraron un rapido aprendizaje para la manipulacion del CAS,
solo basto de una sola sesion para que supieran utilizar los comandos que se
vieron a lo largo de las actividades, por lo que integrar el CAS a una clase no
representa una pérdida de tiempo significativa.

Durante las actividades los alumnos mostraron diversas formas de pensamiento,
desde ideas superficiales hasta otras mas profundas, sin embargo en muchas
ocasiones aunque un estudiante podia llevar la delantera en cierta actividad no
siempre se garantizé que el mismo estudiante tuviera un mejor desempefio en las
siguientes.

El debate ayudo a que los estudiantes conocieran ideas diferentes y algunas
ocasiones incluso los estudiantes que no eran los originarios de cierta idea podian
tener una mejor comprension, ademas el debate permitid6 conocer las dudas que
algun estudiante tenia y en realidad en muchas ocasiones resultaron ser dudas
compartidas por varios mas.

En las actividades llevadas a cabo, los estudiantes tuvieron oportunidad de
poner a prueba sus habilidades, en un principio fue complicado que los
estudiantes dieran sus puntos de vista y se atrevieran a equivocarse, sin embargo
para las dltimas actividades mostraron una mayor iniciativa e incluso cuando
erraron en un principio no se desmotivaron.
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Anexo A

Nombre:
Fecha:

Actividad A: Suma y diferencia de cubos

Parte I (con CAS): de la forma factorizada a la forma expandida

Las siguientes formas factorizadas son diferentes de aquellas que ya se han abordado. Usa el
comando EXPAND de tu calculadora para investigar si los resultados obtenidos, al efectuar la
multiplicacion indicada por los factores, presentan alguna regularidad.

Forma factorizada Forma expandida mostrada por la calculadora

C(x+2)(x° =2x+4)

[E

C(x=3)(xX*+3x+9)

N

w

C(x+7)(x =7x+49)

(VI —A1Ix+11)

IS

(x=P+ix+9)

S,
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Parte II (con papel y lapiz, asi como con CAS): Construccion y verificacion de una regla
algebraica general

a) Observa la forma de cada uno de los resultados mostrados en la pantalla de la calculadora.
(Como es esta forma relacionada con los factores correspondientes? Describe esta relacion.

b) Establece la regularidad o los patrones que hayas observado (a través de los cinco ejemplos
precedentes) en términos de dos reglas algebraicas generales.

¢) Usa papel y lapiz para mostrar que las reglas que encontraste anteriormente en la Pregunta b,
funcionan.

d) {Como usarias tu calculadora para verificar las reglas algebraicas que obtuviste de la
Pregunta b anterior? Usa la tabla siguiente para mostrar tu trabajo.
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Expresion introducida en la CAS

Resultado mostrado en la pantalla de la CAS

e) {Hay alguna conexion entre: (i) las reglas que obtuviste y (ii) las ecuaciones formadas por

expresiones equivalentes? Por favor, explica.

Discusion en el salon de clases de las Partes 1 'y 11
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Parte III (con papel y lapiz): de la forma expandida a la forma factorizada

(A) Factoriza cada una de las siguientes expresiones, usando solo papel y lapiz. Muestra todo
tu trabajo en la parte derecha de las columnas de abajo:

Expresion dada Trabajo involucrado en la factorizacion de la expresion dada

1. 8u’ —v’

2. 27w’ +8z2°

3. (u+2)°—u-2)°

4. Explica como usaste las identidades de la suma y de la diferencia de cubos para factorizar las
expresiones precedentes.
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(B) 1. Factoriza esta expresion, usando papel y lapiz: v+ w’

2. (Qué identidades te ayudaron a factorizar la expresion de la Pregunta B 1 precedente? Por
favor, explica como aplicaste estas identidades.

3. Factoriza la expresion, usando papel y lapiz: a”—b".

4. (Qué identidades te ayudaron a factorizar la expresion precedente? Por favor, explica como
aplicaste estas identidades.

Discusion en el salon de clases de la Parte III, Ay B
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Anexo B

Nombre: Fecha:

Actividad B: Factorizacion

Parte I (con papel y lapiz, asi como con CAS): observacion de patrones en los factores

1. (a) Antes de usar la calculadora, trata de recordar la factorizacion de cada una de las
expresiones algebraicas listadas en la columna izquierda de la siguiente tabla:

Factorizacion usando papel y lapiz Verificacion usando FACTOR (muestra el
resultado exhibido en la pantalla de la CAS)
a?-b?=
a’-b’=
X —1=
x*—1=

Discusion en el salon de clases de 1a Parte I, 1a

1. (b) Efectua las operaciones indicadas (usando papel y lapiz)

(x-D(x+1)=

(-1 +x+1)=

2. (a) Sin hacer manipulacion algebraica alguna, anticipa el resultado de los siguientes
productos:

(x—1) (¢ + % + x+1)=

2. (b) Checa los resultados anteriores por anticipado, usando papel y lapiz (en el rectangulo de
abajo), y después usando la calculadora.
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2. (c) ({Qué tienen de comun las siguientes tres expresiones? Y ;en qué son diferentes?

(x=1)(x+1), (x-1)( +x+1)y (x—1) (x3 + X2+ X +1).

2. (d) (Como explicas el hecho de que los productos anteriores son todos ellos
un binomio, si se llevdo a cabo la multiplicacion de: dos binomios, un
binomio por un trinomio y un binomio por un tetranomio?

Discusion en el salon de clases de la pregunta 2d
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2. (e) Tomando como base las expresiones que has encontrado hasta ahora, pronostica una
. ., .7 5
factorizacion de la expresion: X° —1.

2. (f) Explica por qué el producto: (x—1) (x> +x"+x3+ ... + x> + x+ 1) da como
resultado: x!°—/

2. (g) Tu explicacion (anterior en (f)) ;también es valida para la siguiente igualdad?
=D +x3B+xB2+ 2+ x+ ) =xP]

Explica:

Discusion en el salon de clases de la Parte |
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Parte I1: Hacia una generalizacion (actividad con papel y ldpiz, asi como con calculadora)

II(A) 1. En esta actividad, cada linea de la tabla de abajo debe ser completada en su totalidad (las tres celdas) una fila a la vez. Empieza de
arriba hacia abajo.

Si, para una fila dada, los resultados de las columnas de la izquierda y de en medio son diferentes, reajustalas usando manipulaciones
algebraicas, y escribe tus resultados en la columna de la derecha.

Factorizacion usando papel y lapiz Resultado dado por el comando FACTOR | Calculos algebraicos para reajustarlas, si es
necesario
X2 —1=
X} —1=
x'—1=
X°—1=

101



IL.(A).2. Intenta elaborar una regla en general, ;para qué nimeros # la factorizaciéon x" —1:

iv) contiene exactamente dos factores?
v) contiene mas de dos factores?
vi) incluye a (X +1) como factor?

Por favor, explica:

Discusion en el salon de clases de la Parte IT A
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Parte II, continuacion (con papel y lapiz asi como con calculadora)
II(B) 1. Como con la Parte anterior A, cada una de las lineas de la tabla de abajo, debe ser completada en su totalidad (las tres celdas), una
fila a la vez, antes de proceder a la fila siguiente. Trabaja de arriba hacia abajo.

Si, para una fila dada, los resultados de las columnas de la izquierda y de en medio son diferentes, reajustalas usando manipulaciones
algebraicas pertinentes; escribe tu trabajo en la columna de la derecha.

Factorizacion usando papel y lapiz Resultado dado por el comando Calculos algebraicos para reajustarlas, si es
FACTOR necesario
X' —1=
x*—1=
x° 1=
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12
x—=1=
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I1.(B).2. Con base en los patrones que observaste en la tabla II.B anterior, revisa (si es

necesario) tu regla de la Parte A. Esto es, ;para qué numeros 7 la factorizacion de X" —1:
1) contiene exactamente dos factores?
i1) contiene mas de dos factores?
i1) incluye a (X + 1) como factor?

Por favor, explica:

II(C) Sin usar tu calculadora, responde las siguientes preguntas:

1. La expresion: x*%**—1
1i1) ;contiene mas de dos factores?
iv) incluye a (x +1) como factor?
Por favor, explica:

2. La expresion: x*°®—1

j) ¢contiene mas de dos factores?
i1) incluye a (X +l) como factor?

Por favor, explica:
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3. La expresion: x*°—1

J) ¢(contiene mas de dos factores?
i) incluye a (x +1) como factor?

Por favor, explica:

Discusion en el salon de clases de la Parte I By C
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Anexo C

Nombre: Fecha:

Actividad C: Factorizacion y solucion de ecuaciones que involucran

expresiones con radicales (una actividad de integracion)

Nota para el estudiante: El objetivo central de esta actividad es que veas el uso de la
factorizaciéon (obtencion de factores comunes) como una herramienta para resolver
ecuaciones, particularmente, cuando es usada en conjuncién con el teorema del “cero como
producto de factores”.

He aqui algunos objetivos especificos:

Comprender que la factorizacion (obtencion de factores comunes) puede ser
aplicada no solo en constantes y variables, sino también en expresiones
algebraicas compuestas; las cuales pueden ser tomadas como objetos para operar
con ellas;

Ser capaz de reactivar, en cierto momento, los métodos aprendidos para resolver
ecuaciones lineales y cuadraticas. Debes ser capaz de emplear esos métodos
cuando resuelves ecuaciones que no son ni lineales ni cuadraticas, por ejemplo;
Comprender que la simplificaciéon de una ecuacion, al dividir ambos lados por
un mismo factor, puede llevar a la pérdida de soluciones. En ecuaciones donde
tales simplificaciones son posibles, la estrategia de llevar ciertos términos de un
solo lado de la ecuacion y usar el teorema del cero como producto de factores,
generalmente, permite un mejor control sistematico de las soluciones buscadas;
Comprender la necesidad de verificar las soluciones de las ecuaciones que
involucran variables bajo el signo radical.

1. Supdn que se te pregunta como resolver esta ecuacion:

5(\/m)3 HWx—4=Cx+1Wx—4 (%

a) ;Como procederias cuando se te presenta tal “monstruo” de ecuacion? (De hecho, no

resuelvas la ecuacion, s6lo muestra la forma general de como procedes para abordarla.)
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b) Usando papel y lapiz, observa si puedes resolver primero la siguiente ecuacion, que es,
de algiin modo, parecida al “monstruo” precedente:

(7-2)° ~10(»-2) = y(»-2) **)

Sugerencia: la factorizacion (obtencion de factores comunes) puede ser util en este caso.

¢) Compara tu solucidn de la ecuacion (**) con la obtenida al usar el comando SOLVE de
la calculadora. Si las soluciones obtenidas son diferentes, verifica tu trabajo algebraico,
usando papel y lapiz. Si la calculadora da una solucién adicional a la que encontraste,
determina qué manipulaciones algebraicas, con papel y lapiz, te llevaron a perder la
solucion adicional. Por favor, muestra todo tu trabajo en el espacio siguiente.

(Discusion en el salon de clases de las preguntas 1b y 1¢)
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2. a) Tomando como base las estrategias empleadas para resolver la ecuacidon previa
(**), usa papel y lapiz para encontrar el conjunto solucion de la siguiente
ecuacion:

SWu) + 4vu=Gu-7Wu (++%)

Muestra todo tu trabajo en el espacio que sigue:

2. b) Verifica las soluciones obtenidas de (***): sustituye los valores dados por la
calculadora en la variable u de la ecuacion (***). ;Hay algunas soluciones que
descartarias? ;Por qué si o por qué no?
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2. ¢) Si al sustituir los valores obtenidos como soluciones de la ecuacion (***), usando
calculadora “con el operador” (« | »), {qué mostraria la calculadora como resultado?
(Observas alguna contradiccion entre algunos de los resultados mostrados por la
calculadora respecto a esta ecuacion?

(Discusion en el salon de clases de la Pregunta 2)
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3. Continuando el trabajo en papel y lapiz, ahora trata de resolver la ecuacion original (*):

5(\/m)3 +1Wx—4=Qx+1)Wx—4.

Determina primero las condiciones bajo las cuales las soluciones son aceptables, dados los
radicales. Después, compara tu solucion con la obtenida por la calculadora, y discute la
validez de cada valor encontrado. Muestra todo tu trabajo en el espacio que sigue:

(Discusion en el salon de clases de la Pregunta 3)
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Anexo D

Nombre: Fecha:
Actividad D: Racionalizacion del denominador de una expresion
Contenido: Racionalizacion del denominador de una expresion.

Objetivo: Ser capaz de racionalizar un denominador y de simplificar expresiones, usando
la multiplicacion de formas conjugadas.

Parte I: Actividad con calculadora asi como con papel y lapiz

a-1) Introduce en tu calculadora la expresion % .y presiona ENTER ;qué observas?

a-i1) ;Qué célculos simbolicos(es decir qué pasos), con papel y lapiz, produciran el mismo
resultado dado por la calculadora (en la parte anterior)?

(Discusion en el salon de clases de las preguntas a-i y a-ii)
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Parte 1. b) En la siguiente actividad se continta con el trabajo en torno a la racionalizacion de
denominadores de expresiones. Completa, en la tabla siguiente, una fila a la vez; trabaja de
arriba hacia abajo:

Expresion Introduce en tu calculadora cadal Trabajo con papel y lapiz que transforma la
una de las expresiones dadas y |expresion original en la forma producida por
escribe el resultado mostrado. | calculadora.

7
5
1

o

P
+
[EEN

QI

3+1

a

(Discusion en el salon de clases de la Pregunta Parte I b)
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Parte I ¢) Tomando como base las estrategias usadas para racionalizar los denominadores de las
expresiones precedentes, completa las celdas vacias de la tabla siguiente:

Expresion | Manipulacion simbélica que permite racionalizar el denominador de las
(c20yd=>0) expresiones dadas
1

1

N
Jd

+

)

(Discusion en el salon de clases de la Pregunta Ic)

Parte II: Actividad con calculadora asi como con papel y lapiz

a) ;Qué manipulaciones simbolicas, con papel y lapiz, racionalizaran el denominador de la

avb —bva

expresion ——————
P Ja—b

, donde a, b > 0?
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avb —bva

II b) Introduce en tu calculadora la expresion —=——=, presiona ENTER y escribe, en
Ja-+b

parte de abajo, el resultado obtenido:

IT ¢) Si la calculadora muestra un resultado que es diferente del obtenido en la Parte 11 a),
(qué puedes hacer para ajustarlos?

(Discusion en el salon de clases de Parte I y Parte II)
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Parte I11: Un desafio (papel y lapiz)

Se desea usar una estrategia similar a la empleada hasta esta parte para racionalizar el

denominador de la expresion v2-v2
V2442

o V2— . :
III a) Introduce en tu calculadora la expresion ﬁ, presiona ENTER vy escribe, en la
242

SE

parte de abajo, el resultado obtenido. ;Qué observas?

IIT b) ;Qué calculos simbolicos, con papel y lapiz, debes usar para racionalizar el
V2-v2
2+2

denominador de la expresion
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Anexo E

Analisis cuantitativo de la informacioén

Solo 29 estudiantes completaron las cuatro actividades, de estos 29 hubo 7
parejas que trabajaron juntas durante las cuatro actividades, dos parejas que
trabajaron juntas en tres actividades y tres parejas que trabajaron juntas en solo
dos actividades y dos estudiantes que tuvieron resultados similares a algunos de
estos compaferos (al parecer trabajaron con diferentes parejas o copiaron). Hubo
alumnos que cambiaron constantemente de parejas, por lo que después de revisar
la informacién de los alumnos, se logré concluir que hubo 15 resultados diferentes.

A continuacion se presenta la lista de los 15 estudiantes, a cada uno se le asocia
un ndamero.

Alejandro 1 Manuela 9
Paola 2 Fernanda 10
Andrea 3 Rodrigo 11
Edgar 4 Jazmin 12
Mayra 5 Julissa 13
Elizabeth 6 Eduardo 14
Arturo 7 Enrique 15
Laura 8

Tabla el. Nombre y nimero de los estudiantes considerados con resultados diferentes.

Enseguida se muestran las tablas de los resultados de cada actividad. Una
respuesta correcta se marca con 1, mientras que una respuesta incorrecta con 0.
En la primera columna se listan los reactivos de la actividad, al final se pone el
total de aciertos que tuvo el estudiante. En el primer renglon se puso el nimero de
cada estudiante de acuerdo a la tabla anterior y al final se puso el nimero total de
estudiantes que respondieron bien al reactivo en cuestién. Cada renglén en blanco
indica cambio de pagina, mientras que la “D” indica que después de ese reactivo
se llevé a cabo una discusion.

Actividad A
Reac./Estu. 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15|TOTAL
R1 1| 1| 1 1| 1| 1| 1] 1| 1 1| 1| 1| 1] 1| 1 15
R2 1| 1] 1 1] 1| 1| 1| 1| 1 1| 1| 1| 1| 1| 1 15
R3 1| 1| 1 1| 1| 1| 1] 1| 1 1| 1| 1| 1] 1| 1 15
R4 1| 1] 1 1] 1| 1| 1| 1| 1 1| 1| 1| 1| o] 1 14
R5 1| 1| 1 1| 1| 1| 1] 1| 1 1| 1| 1| 1] 1| 1 15
R6 1| 1] 1 1| 1| 1| 21| 1| 1| o] 1| 1| o 1| 1 13
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Reac./Estu. 2 4 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| TOTAL
R7 1 0 ol ol ol of of 1| 1 0 8
R8 0 0 1/ 0| 0| 0o/ 1| 0| O 1 8
R9 1| 1 1| 1| of 1| 1| of o o| 1| 1| 1| 1| © 10
R10 D 1/ of o| 1| of 1| 1| ol o] o| of 1| 1| 1| © 7
R11 of 1| of o 1| 1| 1| 1| o| 1| 1| 1| 1| 1] O 10
R12 1| 1 o| 1| of 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| © 12
R13 o] o| o/ o| of of of o| of of Of Of Of O] O 0
R14 1| 1 o| 1| of 1| 1| 1| 1| o| 1| 1| 1| 1| © 11
R15 o] o| o/ of of 1/ o| o| o oOof O| 1| Ol O] O 2
R16 ol ol ol o/ 1, 1, o o] 0| 0| 0| 1| 0| 0| © 3
R17 1/ of 1| o of 1| o| of 1| o| ol O0| 0| Ol O 4
R18 D 1| 1| 1| o| 1| 1| o] o| 1| ol of of of 0| O 6
TOTAL 14| 12| 11| 10| 11| 17| 12| 9| 10| 7| 11| 14| 11| 12| 7
Tabla e2. Resultados de la actividad A.

Actividad B
En esta actividad se contestaron tablas, se comienza con la primera columnay el
primer renglon, posteriormente con el segundo renglén de la misma columna y asi
sucesivamente, luego que se terminan con los renglones se sigue con la siguiente
columna hasta terminar con la tabla de la actividad.
Reac./Estu. 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15|TOTAL
R1 1| 1| o 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| © 13
R2 o| 1| 1| o| 1| 1| 1| 1| 1| 1| o 1| o] 1| 1 11
R3 1| 1 o 1| 1| 1| of 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| © 12
R4 1| 1 1| o| 1| 1| 1| 1| o| 1| of 1| o| 1| © 10
R5 1 1 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1] 1| 1 15
R6 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1 15
R7 1| 1 1| 1| 1| 1| o| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1 14
R8 1 1 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1 15
R9 1| 1 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| o© 14
R10 1 1 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| © 14
R11 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| of 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1 14
R12 1 1 1| o| of 1| 1| 1| 1| 1| 1| o] 1| 1| 1 12
R13 1| 1| 1| o| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 1 14
R14 D 1/ of o| o of 1| of 1| 1| 1| 1| o] 0| O © 6
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14
9

14

14
13
14
14
15
14
15
15

13
15
6
2

4
3

12

12
14
14
13

12
14
11
14
15
13
14
15
3

2
0
2

15 | TOTAL

1

1

1

1

1

1

1
1

1

0

14

13

12

11

10

9

8

1

Reac. /Estu.

R15
R16

R17D

R18
R19
R20
R21
R22
R23
R24
R25

R26
R27
R28
R29
R30

R31D

R32
R33

R34
R35

R36
R37

R38
R39
R40
R41
R42
R43

R44
RA5

R46

R47
R48
R49
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11
4
6
5
3
5

15 | TOTAL

0

26

14

13

40| 41

12

45

11

36

10

38

9

39

8

48

31

41

45

36

42

45

1

43

Reac. /Estu.

R50
R51
R52
R53

R54

R55 D
TOTAL

Tabla e3. Resultados de la actividad B.

Actividad C

14

13

10

15 | TOTAL

14

13

12

11

10

9

8

1

Reac./Estu.

R1

R2

R3D

R4
R5

R6 D

R7D

TOTAL

Tabla e4. Resultados de la actividad C.

Actividad D

15

15

13
11
13

14
12

15 | TOTAL

13| 14

12

11

10

1

Reac./Estu.

R1

R2D

R3
R4
R5
R6
R7
R8
R9

R10
R11
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5
4

2
5

7
9

14
8

15

15 | TOTAL

1

0

0
1

1
0

1
10

13| 14

10| 12

12

12

11

18

10

11

8| 17|12

20| 15

18| 11

1

18| 13

Reac./Estu.

R12
R13
R14
R15

R16 D

R17

R18 D
R19

R20

R21D

R22

R23 D
TOTAL

Tabla e5. Resultados de la actividad D.
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