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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo el solucionar una de las ecuaciones
mas utilizadas en diversos campos cientificos: la ecuacién de Poisson
—V(kVu) = f, mediante la aproximacién del problema por métodos numéricos.

En el transcurso de este texto, nos enfocaremos en el Método de Diferencias
Finitas Generalizadas (MDF), que se caracteriza por producir una buena
aproximacién a las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales en dominios
irregulares. En la solucién de dicho problema se emplean conjuntos de puntos
que estdn en el interior de una regién, los cuales forman mallas. Estas
mallas pueden ser generadas utilizando diversos métodos, como puede ser
la particién de una regién en segmentos de igual tamano o la divisién del
dominio en dreas de la misma superficie. Pero estos mallados no siempre traen
consigo buenas aproximaciones, si bien se han obtenido buenos resultados en
regiones rectangulares, puesto que no todos los problemas a resolver tienen una
geometria sencilla que nos permita crear una malla satisfactoria. Ante esto, nos
enfrentamos al problema de generar buenas mallas para poder emplear el MDF
y solucionar nuestro problema.

Un enfoque ante nuestro cuestionamiento es el mapear los puntos de la region
irregular en una regién rectangular utilizando una malla inicial obtenida por el
Método de Interpolacién Transfinita, que luego serd utilizada como malla inicial
para solucionar las Ecuaciones de Winslow o por algiin método variacional para
encontrar la malla requerida. Estas mallas se pretenden mejorar al emplear
un método heurfstico (2013 Dominguez-Mota et al), que consiste en encontrar
ciertos pesos utilizando un esténcil (conjunto de puntos vecinos de un punto
p(xs,y;)) de nueve puntos para aproximar un operador diferencial de segundo
orden. Para ello, emplearemos un método adaptativo con las ecuaciones de

Winslow y el funcional de Dirichlet I = [ (g%,l + g??.)dSTz7 junto con una

funcién de control, que nos permitird obtener una malla en una regién irregular.
Las expresiones de dichas ecuaciones las aproximaremos con el método heuristico
y diferencias finitas.

Palabras clave: Mallas, regiones irrequlares, Diferencias Finitas, Winslow,
generacion de mallas, adaptividad, esquema heuristico.
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Abstract

The current work has the objective of solving one of the most used equations
among several scientific fields: the Poisson equation —V(kVu) = f, by the
approximation to the problem through numerical methods.

In the course of this paper, we will focus on the Generalized Finite Difference
Method (FDM), which is characterized by producing a good approximation
to the solution of partial differential equations over irregular domains. In the
solution to the stated problem, the set of the inner points of a region is used,
forming meshes. These meshes can be generated using different methods, as it
can be the partition of a region into segments of equal length or the division of
the domain into areas of equal size. But these meshes do not always bring
with them good approximations, although good results have been obtained
in rectangular regions, given that no all the problems to solve have an easy
geometry that help us to create a satisfactory mesh. In light of this, we deal
with the problem of generating good meshes so we could employ the FDM and
we could solve our problem.

An approach to our questioning is mapping the points of the irregular region
into a rectangular region, using an initial mesh obtained by the Transfinite
Interpolation Method, which will be used later as an initial grid to solve the
Winslow Equations or by a variational method to find the required mesh.
These meshes are intended to improve by using a heuristic method (2013
Dominguez-Mota et al), which lies in finding some weights using a stencil of
nine points to approximate a second order differential operator. In doing so, we
will employ an adaptive method with the Winslow equations and the Dirichlet

functional I = f (g%r1 + gff)dS”, together with a control function, which will

help us to obtain a mesh in an irregular region. The expressions of the stated
equations will be approximated the heuristic method and finite differences.

Key words: Meshes, irreqular regions, Finite Differences, Winslow, mesh
generation, adaptability, heuristic scheme.
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Prefacio

La presente tesis trata sobre la solucién numérica de la ecuaciéon de Poisson,
utilizando diferencias finitas generalizadas y empleando mallas generadas
mediante un sistema de Winslow modificado en regiones irregulares. La forma
en la que se desarrollara el presente trabajo sera a través de cinco capitulos, los
cuales se resumen a continuacién.

Capitulo 1. Antecedentes. En este capitulo trataremos la motivacién
del presente trabajo, hablaremos un poco sobre los métodos para solucionar
las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), centréndonos en la solucién al
problema de Poisson —V (kVu) = f mediante el Método de Diferencias Finitas
(MDF). Trataremos de ver cémo es que un cambio en la regién, o en la forma
de generar mallas en la misma regién, puede dar como resultado una buena
aproximacién o una aproximacién muy pobre, empleando como ejemplo una
regién cuadrada y una circular.

Capitulo 2. Diferencias en regiones rectangulares. Aqui, se
describird el tipo de EDP’s que se utilizardn a lo largo del desarrollo del
texto: las EDP’s lineales de segundo orden. Asi mismo, hablaremos un poco
sobre los métodos numéricos para la soluciéon de dichas EDP’s mas populares,
concentrandonos en el MDF. Desarrollaremos este método para una y dos
dimensiones, utilizando el desarrollo de Taylor para aproximar la derivada
de primer y de segundo orden, con condiciones de frontera de Neumann.
Analizaremos su error de truncamiento local (ETL) y el error global; ademas,
revisaremos la convergencia, la consistencia y la estabilidad del método.
Finalmente, utilizaremos el MDF en una y dos dimensiones para solucionar
algunos ejemplos con diversos dominios y reflexionaremos sobre los errores
obtenidos.

Capitulo 3. Aspectos de generacion de mallas. En este apartado,
abordaremos tres generadores de mallas: el método de Interpolacién Transfinita
(TFI), las ecuaciones de Winslow y los métodos variacionales. El TFI es un
método rapido y facil de programar para generar mallas en regiones sencillas
mediante un mapeo entre un cuadrado unitario y una regién fisica que preserva
fronteras. Por otra parte, la solucién a las ecuaciones de Winslow dan como
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VIII

resultado una malla en la que el dominio fisico es mapeado a un cuadrado
unitario, cuyas expresiones se aproximaran mediante diferencias finitas. Ademaés,
se abordaran algunos conceptos de Calculo Variacional, que se necesitaran en
el transcurso de nuestro trabajo, asi como el uso de diversos funcionales para
generar mallas a través de su solucion.

Capitulo 4. Diferencias en regiones irregulares. Esta parte
tratard sobre el Método de Diferencias Generalizadas y sobre el Esquema
Heuristico de Diferencias Finitas para operadores lineales de segundo grado de
la forma Lu = Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + F, mediante el uso de pesos
para los nodos vecinos de un punto de una malla de una regién irregular, con
dominio poligonal simplemente conectado (2013 Dominguez-Mota et al). Este
método nos serd de utilidad en el capitulo siguiente para la aproximacion de
derivadas parciales.

Capitulo 5. Adaptividad y aplicaciones. En esta parte, se abordara el
método de generaciéon de mallas de Ivanenko, para lo cual se empleard el
funcional de Dirichlet [ = [ (gg] + ggf,)dsﬂ y se analizardn la condicién
de positividad del Jacobiano para que una malla regular sea no degenerada,
encontrando funciones (z(&,n),y(&,n)) tales que mapeen uno a uno el cuadrado
unitario en la regién fisica, preservando las fronteras. Ademds, se emplearan
las ecuaciones de Winslow obtenidas de las ecuaciones de Euler-Lagrange del
problema antes mencionado para encontrar la malla al solucionarlas con métodos
numeéricos.

Capitulo 6. Conclusiones. Finalmente, se terminard con algunas
conclusiones y lineas de trabajo a futuro.



Introduccion

En el modelado de fenémenos fisicos, las ecuaciones diferenciales siempre han
estado presentes, algunas de las cuales no pretendian dejar al avido cientifico
acercarse a la solucién por métodos tradicionales. Sin embargo, éste no se da
por vencido, buscando formas de llegar a ella; una de éstas metodologias es el
aproximar la solucién e una regién empleando mallas (conjuntos de puntos del
dominio) mediante el uso de métodos numéricos.

A través del tiempo, ha desarrollado diversos métodos de aproximacién, tales
como el Método de Elementos Finitos (MEF), el Método de Volimenes Finitos
(MVF), el Método de Diferencias Finitas (MDF), etc. No obstante el método
de aproximacién, los resultados han mostrado que una buena aproximacion
depende muchas veces de la malla utilizada, haciendo necesario el estudio de
las mismas para desarrollar buenos generadores.

La generacion de mallas de forma numérica es una de las ramas mas jévenes
de los métodos numéricos y ha cobrado un gran interés en los ultimos anos,
debido principalmente al avance computacional. A pesar de que su historia
comienza con mapeos empleados en las areas aeroespacial para estudiar alerones,
no fue sino hasta los trabajos de A. Winslow [1966] que surge una metodologia
para mallados irregulares en 2 dimensiones. En esta tesis, se empleara un método
propuesto por Winslow para generar mallados.

Ademsds, en el presente trabajo, vamos a revisar el Método de Diferencias
Finitas (MDF) para la solucién de la ecuacién de Poisson —V(kVu) = f y
llegaremos a una aplicacién del Método de Diferencias Finitas Generalizadas
(MDFG), utilizando un esquema heuristico [4] para calcular los pesos de los
nodos de la malla. Asi mismo, abordaremos algunos generadores de mallas,
como el método de Inerpolacién Transfinita (TFI), las ecuaciones de Winslow y
algunos métodos variacionales.

Emplearemos las ecuaciones de Winslow del funcional de Dirichlet I =
Ik (g,g7 — gg,%)dS”z con el método de Ivanenko y una versiéon modificada con el
método heuristici antes mencionado, con el objetivo de generar una buena malla
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que nos permita obtener una buena aproximaciéon de la ecuacién de Poisson,
utilizando nuestro MDFG modificado en una malla irregular.
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Capitulo 1

Antecedentes

En los tltimos anos, la solucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
mediante el uso de mallas se ha desarrollado empleando diversos métodos
numéricos, como el método de elementos finitos (MEF), el método de diferencias
finitas (MDF), el método de voltimenes finitos (MVF), entre otros. Estas técnicas
transforman las EDPs en sistemas de ecuaciones cuyas incognitas son una
aproximacién a la solucién de dicho problema en una regién, bajo ciertas
condiciones de frontera. En estas regiones se debe encontrar un conjunto discreto
de puntos que pertenezcan al dominio de nuestra ecuacién de estudio, el cual
minimice el error de nuestra aproximacion a la solucién exacta de la EDP. Estos
conjuntos de puntos a encontrar es lo que se denomina malla y el proceso de
hallarlos es lo que llamamos generacién de mallas.

La forma ma&s natural de hacer esta generacién de mallas es mediante una
distribucién uniforme de puntos en una cuadricula en el espacio. Esta generacién
de mallado puede ser util en ciertas regiones, como las regiones regulares y
rectangulares, pero en regiones irregulares y curvas no siempre lleva a un
resultado muy preciso.

No obstante, la generacién de mallas en regiones no regulares y curvas es un
problema, ya que algunas veces es dificil obtener la distribucién de los puntos
del dominio para minimizar el error. La dificultad de trabajar en regiones no
poligonales se puede notar en un ejemplo tan simple como una circunferencia
de radio r = 1 y centro en (0, 0).

Aplicando el esquema heuristico [4], que se describird en el Capitulo 4,
al problema de Poisson —V(kVu) = f, se implementardn distintos mallados
realizados a la circunferencia de radio r = 1 y centro en (0,0), como las que se
describen enseguida.

Primero tomemos un mallado rectangular del cuadrado que contiene a la
circunferencia y tomamos aquellos puntos dentro de la misma, como se observa
en la Fig. 1.1a.



2 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

(a) Puntos interiores en la circunferencia de
radio 1 y centro (0,0) de la malla rectangular
del cuadrado unitario de 12 x 12 puntos.

Luego tomemos como frontera de la malla, descrita anteriormente, los puntos
formados por las intersecciones de las lineas paralelas al eje x que pasan por los
puntos cercanos a la frontera con la circunferencia; y en la parte superior e
inferior, tomamos las intersecciones de las lineas paralelas al eje y que pasa por
los puntos cercanos a la frontera con la circunferencia, como observamos en la
Fig. 1.1b, donde tomaremos un esténcil o conjunto de puntos vecinos de un
punto p(z;,y;), de 5 puntos. Esta serd nuestra malla M1.

(b) Malla rectangular de la circunferencia de
radio 1 y centro (0,0), donde la frontera es
formada por las intersecciones de las lineas
paralelas al eje © que pasan por los puntos
cercanos a la frontera con la circunferencia; y
en la parte superior e inferior, tomamos las
intersecciones de las lineas paralelas al eje y
que pasa por los puntos cercanos a la frontera
con la circunferencia.



Otra manera de tomar la frontera de la malla rectangular antes mencionada
es el conjunto de duplas formadas por la intersecciones de las lineas paralelas al
eje = y las lineas paralelas al eje y que pasa por los puntos cercanos a la frontera
con la circunferencia, vista en la Fig. 1.1c, con esténcil de 5 puntos. A esta malla
la denominaremos M?2.
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(c) Malla rectangular de la circunferencia de radio 1 y
centro (0,0), donde la frontera es el conjunto de duplas
formadas por las intersecciones de las lineas paralelas al
eje x y las lineas paralelas al eje y que pasa por los puntos
cercanos a la frontera con la circunferencia.



4 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Ahora, tomemos la frontera de nuestra malla formada por las duplas de
la interseccién de la linea paralela al eje xz con los puntos y cercanos a la
circunferencia, y las duplas de la interseccion de las linea paralela al eje y con
los puntos x cercanos a la circunferencia, como vemos en la Fig. 1.1d, la cual
nombraremos M3 y tendria un esténcil de 9 puntos.
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(d) Malla rectangular de la circunferencia de radio 1 y centro (0, 0),
donde la frontera es formada por las duplas de la interseccién de la
linea paralela al eje x con los puntos y cercanos a la circunferencia,
y las duplas de la interseccién de las linea paralela al eje y con los
puntos x cercanos a la circunferencia.



Ahora bien, creamos una malla con n — 2 lineas perpendiculares al eje y que
pasan por los n puntos que dividen la semicircunferencia en arcos iguales, sin
tomar el primer ni el Ultimo punto, y dividdmoslas en n puntos y sea su frontera
las intersecciones de estas lineas con la circunferencia, junto con los puntos que
dividen el arco que forman las orillas de nuestra malla, mostrada en la Fig. 1.1e,
que serd M4 y para ésta se utilizard un esténcil de 9 puntos.
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(e) Malla de la circunferencia de radio 1 y centro (0,0),
donde la malla consta de 10 lineas perpendiculares al
eje y que pasan por 10 de los 12 puntos que dividen
la semicircunferencia en arcos iguales y se dividen en 12
puntos, con frontera las intersecciones de estas lineas con
la circunferencia, junto con los puntos que dividen el arco
que forman las orillas de nuestra malla.

Tomemos una malla a la cual formamos por los puntos que dividen en
n partes a la circunferencia y andlogamente dividamos cada radio de dichas
divisiones en n partes, como observamos en la Fig. 1.1f, que serd Mb5. Aqui,
nuestro esténcil serd de n puntos para el centro y de 9 puntos para los demés
puntos que conforman la malla.
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(f) Malla de la circunferencia de radio 1 y centro
(0,0), formada por los puntos que dividen en
12 partes a la circunferencia y la divisién de
cada uno de los 12 radios que conforman dichas
divisiones en 12 partes iguales, incluyendo el
centro de la circunferencia.

Figura 1.1: Otro ejemplo del mallado de una circunferencia de radio 1 y centro
(0,0).

Y una malla rectangular en un cuadrado [—1,1] x [—1,1]:

a4

a,

dr o& o4 a3 [ vz a4 af  of

Figura 1.2: Malla rectangular del cuadrado [—1,1] x [—1,1].

Al aplicar el método del Capitulo 4 en nuestro ejemplo a las distintas mallas
antes mencionadas, se obtienen los siguientes errores y graficas de los errores de
las mismas:



No. deeltos. | ¢ 6 | gxg | 10x10 | 12 x 12 21 x 21 41 x 41 81 x 81
Malla
M1 0.1631 | 3.4816 | 1.9189 | 5.1932 3.0087 10.9015 13.1389
M2 0.1631 | 3.5090 | 2.0641 | 5.3374 8.3039 11.0326 13.0563
M3 0.1631 | 3.5090 | 2.0641 | 5.3636 8.3039 11.0442 13.0627
M4 0.7243 | 1.8226 | 4.2806 | 9.2095 | 1.0906e+002 | 75.6175 | 2.8129¢-+004
M5 57300 | 7.1952 | 8.9682 | 9.9920 11.5569 12.0218 NAN
Cuadrado unitario 0.8016 | 0.4055 | 0.2441 | 0.1630 | 4.9085¢-2 | 1.2252¢-2 | 3.0620e-3

Cuadro 1.1: Errores de las mallas ejemplo.

Analizando y comparando los resultados de los errores mostrados en la Tabla
1.1 y las graficas 1.3a-1.7c de las mallas M1-M5 con los resultados y las graficas
1.8a-1.8d de la malla rectangular del cuadrado [—1,1] x [—1,1] , mostrada en
Fig. 1.2, vemos que los mallados propuestos para la circunferencia de radio 1 y
centro (0,0) no tienen muy buena aproximacién a nuestro problema de Poisson,
por lo que requerimos mejores métodos de generacién de mallado. Esto es los
que se discutird en los siguientes capitulos.

Los programas empleados para dichas mallas aparecen en el Apéndice A.

(b) Errores para malla M1 de 21 por 21 puntos.

(c) Errores para malla M1 de 41 por 41 puntos. (d) Errores para malla M1 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.3: Errores en la solucién de la ecuacién de Poisson en las mallas M1.
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(a) Errores para malla M2 de 12 por 12 puntos.

(b) Errores para malla M2 de 21 por 21 puntos.

(d) Errores para malla M2 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.4: Errores en la solucién de la ecuacién de Poisson en las mallas M2.



(b) Errores para malla M3 de 21 por 21 puntos.

(d) Errores para malla M3 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.5: Errores en la solucién de la ecuacién de Poisson en las mallas M3.
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(a) Errores para malla M4 de 12 por 12 puntos.

am, |

(c) Errores para malla M4 de 41 por 41 puntos.

(d) Errores para malla M4 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.6: Errores en la solucién de la ecuacién de Poisson en las mallas M4.



11

(c) Errores para malla M5 de 41 por 41 puntos.

Figura 1.7: Errores en la solucién de la ecuaciéon de Poisson en las mallas M5.
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(a) Errores para malla del cuadrado [—1,1] x [—1,1] de 12 por 12
puntos.

(b) Errores para malla del cuadrado [—1,1] x [—1,1] de 21 por 21
puntos.

(c) Errores para malla del cuadrado [—1,1] x [—1, 1] de 41 por 41
puntos.

(d) Errores para malla del cuadrado [—1,1] x [—1,1] de 81 por 81
puntos.

Figura 1.8: Errores en la solucién de la ecuacién de Poisson en las mallas M2.



Capitulo 2

Diferencias en regiones
rectangulares

2.1. Introduccion

Muchas veces en el modelado de fenémenos naturales se requiere de una
solucién aproximada mediante métodos numéricos, pues no siempre es posible
encontrar una solucién exacta a dicha cuestién. Durante las ultimas décadas y
gracias al desarrollo computacional, estos procesos se han hecho més populares
y se han estudiado a mayor profundidad en forma formal.

Algunos de estos problemas son descritos por ecuaciones diferenciales
parciales (EDP), de las cuales nos interesan especialmente las EDPs lineales
de segundo orden que son de la forma general

AUy + DUgy + Clyy + dug + euy + fu+ g =0,
las cuales se clasifican dado el valor de su discriminante b — 4ac en:

» Si su discriminante es b2 —4ac > 0, se denominan ecuaciones hiperbélicas.
Estas ecuaciones describen fenémenos fisicos conservativos y dependientes
del tiempo que no se desarrollan en estado continuo, como la conveccién,
que transportan informacion en direcciones determinadas. Como ejemplo
podemos pensar en los vertidos de petrdleo en el mar, que son
transportados por la corrientes marinas lejos de donde tuvieron lugar,
o en los huracanes, que arrastran todo tipo de particulas a su paso. Un
ejemplo de ello es la ecuacion de onda uyr — Uz, = 0.

» Si su discriminante es b> — 4ac = 0, se llaman ecuaciones parabdlicas, las
cuales describen fenémenos fisicos disipativos y dependientes del tiempo
que se desarrollan en estado continuo, como los fenémenos de difusion.
Ejemplo de éstas son la ecuacién de calor uy — ug, = 0.

13



14 CAPITULO 2. DIFERENCIAS EN REGIONES RECTANGULARES

» Finalmente, si su discriminante es b?> — 4ac < 0, se nombran ecuaciones
elipticas y describen fenémenos fisicos que alcanzan un estado continuo
y que por lo tanto son independientes del tiempo, como la ecuacién de
Laplace: ug, + uyy = 0.

Los métodos numéricos clésicos para la solucién son el método de diferencias
finitas (MDF), el método de elemento finito (MEF) y el método de volumen
finito (MVF).

El método que emplearemos en este apartado es uno de los mas antiguos
para aproximar soluciones a problemas que involucran EDP: el método de
diferencias finitas (MDF). Este método se basa en la aproximacién de una
ecuacion diferencial a su expansion local en serie de Taylor en una regién con
una red topolégicamente cuadrada.

El MDF es empleado para encontrar aproximaciones del conjunto infinito de
valores de la soluciéon continua de la EDP representados por un conjunto finito
de valores que aproximan a la solucién en un conjunto de puntos del dominio,
i.e. la solucién discreta. Dicho conjunto de puntos es el resultado de la particion
del dominio en subdominios pequenos que denominamos malla.

Desarrollaremos el MDF en R. Por simplicidad, tomemos una malla con
dominio en [0,1] C R, la cual se divide en N + 1 puntos, donde el primer como
el la Fig. 2.1, en donde el i-ésimo punto se define como x; y en el cual la solucién
aproximada se define como u; = u(x;).

i i } I
D-x, X x, X, X Xy Fala X l=x__,\,

Figura 2.1: Malla con N + 1 puntos que parte a [0,1] C R en N —1 subdominios.

Recordando la definicion de derivadas:

’ Axz—0 AT
. u(x) —u(z; — Ax)
2.1
AI;HO Az ( )
_ oy u(r; + Az) — u(x; — Ax)
o A;—»O 2Ax

Y haciendo x; + Az = x;41 = y x; — Ax = x,;_1, junto con la ecuacién (2.1),
obtenemos las siguientes aproximaciones de diferencias finitas hacia adelante,
hacia atrds y centradas de u,(x;) siguientes, respectivamente:
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Ujt+1 — Uj

U (i) & — (2.2)
U; — Uj—
g (1) r L Uizt (2.4)

2Ax

En la seccion siguiente se desarrollarda este método con la utilizacién del
desarrollo de Taylor y las ecuaciones (2.2)-(2.4).

2.2. Anadlisis del error del MDF

Antes de iniciar con la deduccion del MDF, analicemos los errores que hay
al aproximar nuestra solucién. Al emplear el desarrollo de Taylor de u(x;11)
alrededor de un punto x;, obtenemos:

Az? Az?
w(ziv1) = w(w;) + ug () Az + um(xl)Tgf + umgc(xz)?)—a'j +
d™u Az™ d"tu L Agttt

+c137”(xi) ST TR (n+1)V

(2.5)

dn+1u n Al‘”'H
X
dxn+l (n+1)!

con x; < at < x;41 y resto . Este resto es el error de la

aproximacion a u(z;4+1).

Empleando la expansién de Taylor (2.5) con dos términos y la aproximacién
de diferencias finitas hacia adelante (2.2), tenemos:

u(Tiv1) =u(z;) + ug (@) Az + umm(:v+)ATgf2 (2.6)
= —u(xmi; u(z) =y () + um(ﬂﬁ)%

Antes de proseguir, definamos a O grande:
Definicién 2.2.1 (O grande)
Sean f(h) y g(h) dos funciones de h. Decimos que f(h) es O grande de g(h):

O(g(h)) = f(h) mientras h — 0,
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si existe una constante C' tal que
f(h) , "
W < C para toda h suficientemente pequernia.
g
De (2.7) se observa que el error de truncamiento de la aproximacién es
O(Az) = —ug,(z7)4E, para algin z; < 27 < z;41. Como este valor es
indefinido, generalmente se toma z; = z™T.
Aplicando este método a nuestra aproximacién de diferencias finitas hacia
atras, obtenemos:

_Ax?

u(@imy) =) — e (@) A + s (27) (2.8)
para algin z; 1 < x~ < z;.
N u(x;) —Az(aziq) (1) — um(x_)%
= nalr) =" o) (2.9)
_ W) —ulzia) _AZ(“?H) + O(Ax).

Para las diferencias centradas, restemos (2.6) y (2.8), tomando 4 términos:

Ax? Ax3
w(Tir1) —u(wi—1) = [u(xz) + Uy (z;) Az + um(ajl)TJ‘C + umz(afr)?)—a:} —
Ax? Azx?
|:U/(xz) — ug (7)) Az + um(xz)ix - “mz(x_)ix}
2! 3!
+ —
= 2uy () A 4 Ve ;“w”(x ) Ax®,
Utilizando el Teorema del Valor Intermedio:
Ugae (TT) + U (27) .
9 ( = uxa:a:(-r )7
para z~ < z* < zt.
= u(Tiy1) — u(wi—1) =2u,(x;) Az + uw%ém)Ax:‘
i+1) — u(Ti— Az?
= () :u(ﬂc +1)2A w(zi—1) B umm(:v*)—w
z 6 (2.10)

_U(ZL’Z 1) —’LL(.’Eifl)
=— AL +0(Az?)
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2.3. Aproximaciéon de la derivada mediante
desarrollo de Taylor

2.3.1. Primer orden

Para aproximar la primera derivada con la expansién de Taylor,
consideraremos el caso de una dimensién con tres puntos z;_1, T; ¥ Zi+1, los
cuales consideraremos que tienen ciertos pesos «, [ y 7, respectivamente:

) 1) ) i) (2.11)

Utilizando (2.6) y (2.8) con 6 elementos y sustituyendo en (2.11):

ou(wigr) + Buls) +yuwi 1) 1 | | Az

Az? Azt Ax®

31 + Umugc(.Tz) a1 + Uxacz;cx(x+)7>
Az?

+ Bules) +7(ulw) = e A + g (@) 5

Ax3 Ax?* _Axb

+ Uz (xz)

au(zit1) + Bulz;) + yu(wi—1)
Ax

—A [(a+ﬂ+v) (z )+(a—v)uz(%)Afﬂ

( )um 7 AQ—x,Q + (a - V)Umxa:(mi)AT:fg

Azt

— VlUgzras (m_)) A;s )}

o o (xz+1)+512(;3%)+7“ Tiz1) _ (a+ﬁ+7) ;) + (a—v)um(%)

( )um T A; + (a - ’Y)uwma:(xi)ATmf

3

( )umm x;) Aﬁ +0(Az?)

(2.12)

Para calcular los coeficientes de (2.12), de manera que sea consistente con
ordenes mayores de precisién, haremos las siguientes restricciones:
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ug (z;) constante a+p+v=0 (2.13a)
Ugp(x;) lineal a—vy=1 (2.13Db)
Ugz(zi) =0 a+~v=0 (2.13c)

Resolviendo el sistema (2.13), tenemos:

_ 1
‘T2
=0 (2.14)
_ L
T
Al sustituir los valores de los coeficientes (2.19) en (2.11) tenemos:
u\x; — U\T;—
Ug (1) ~ ( “)QM( ) (2.15)

Vemos que (2.15) es la expresion a la aproximacién por diferencias centradas
(2.10).

2.3.2. Segundo orden
Ahora, para aproximar la segunda derivada con la expansion de Taylor,
propuesta en la Seccién 2.3.1, con

Uy (z7) LQu(@i) + 51(522') + yu(wi-1) (2.16)

Tenemos:

ou(@it1) + Bulzi) + yu(zi-1) _ (a + 8+ 'y)u(sci) + é (a - 7) U (25)

N N
+ (a + ’Y)Uxx(xi)% + (O‘ - 7)“”’”(%)%
+ (a + ’Y) Umm(%)ATTQ + O(AI4)
: (2.17)

Utilizando las restricciones de (2.13):
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ug(z;) constante a+B8+v=0 (2.18a)
ug (x;) lineal a—v=0 (2.18b)
Ugaz(zi) =0 a+y=2 (2.18c¢)

y solucionando el sistema anterior obtenemos los siguientes valores:

a=1
8=-2 (2.19)
vy=1

Empleando estos valores en (2.16), se llega a la siguiente expresién de la
segunda derivada:

w(xipr) — 2u(z;) + u(x;—1)
Az? ’

la cual es la aproximacién por diferencias centradas de la segunda derivada.

(2.20)

De manera andaloga, con el desarrollo de Taylor se puede obtener
aproximaciones a derivadas de ordenes mayores.

2.4. Desarrollo del MDF en 1 dimensién

Para desarrollar nuestro MDF, tomemos la ecuacién eliptica de calor,
independiente del tiempo

en la regién Q = {x:x € [0,1]} (que puede ser generalizada a otros dominios
y que por simplicidad utilizaremos), con condiciones de frontera de Dirichlet

u(0) = a, u(l) = B.

Consideremos la discretizaciéon de nuestro dominio {2 en n intervalos de
longitud Ax = %, tomando z; = iAx = % Sea u; la aproximacion i-ésima a la
solucién en el punto z;, i = 0, ...,n + 1. Por las condiciones de frontera sabemos
que ug = @y Up41 = «, por lo cual falta encontrar las otras n soluciones
aproximadas.

Para ello, emplearemos la aproximacién de diferencias centradas (2.20) para
cada x;, i =1,...,n en (2.21)

w(wiv1) — 2u(z;) + u(a;—1)
Az

= f(zi), (2.22)
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forméndose el sistema

Ug =
R
u(ws) — 272(;22) +u() F()

(2.23)
w(wipr) — 2u(w;) +ulri—1)
- A2 = f(xi)
—2u Tn U(Tp—1

CELTCSESTORTI.

Un+1 = B

Este sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas puede ser representado
en forma matricial de la siguiente forma:

1 0o o0 0O0 - 00 0 O Ug «
1 -2 1 00 - 00 0 O Uy Az?f(z1)
o 1 -2 10 --- 00 0 O Ug Az?f(z2)
o o0 o 00 -+ 01 =21 Up, Az?f ()
o o o0 00 -+ 00 0 1] [ tnyr | i B ]
(2.24)
El cual es equivalente al sistema
-2 1 00 -~ 00 0 O Uuq f(r1) — 3%
. 1 =210 - 00 0 0 Us f(z2)
A | - :
0o 0 00 01 -2 1 Up—1 flzn_1)
0o 0 00 o0 1 =2 Up, flay,) — Aiﬁ
(2.25)
El sistema anterior se puede escribir de la forma MU, = F, el cual se

puede resolver mediante alguno de los métodos de solucién de sistemas de
ecuaciones lineales, como la factorizacién LU, la factorizaciéon de Cholesky,
Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, gradiente conjugado, entre otros.
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2.4.0.1. Error de truncamiento local (ETL)

Si reemplazamos la solucién exacta u(x;) de cada punto de la malla en la
ecuacién de diferencias finitas (2.20) encontraremos una discrepancia a la que
definiremos

u@mq)—22§?+”“%+”._f@g, (2.26)

para cada i = 1,...,n. Como en la mayora de los casos no conocemos la solucién
exacta, utilizaremos la expansién de Taylor encontrada en (2.17)

T =

1
Ti = Uge(Ti—1) + EAxZumm(zi) + O(Az4) — f(=). (2.27)
Por 2.21
1
n:EAﬁ%Mmm+om#y (2.28)

Ya que Ugzq.(x;) es independiente de Az y es una funcién fija, entonces si
Az — 0

7 = O(Az?). (2.29)
i
Haciendo 7 = (7’1,72,....,7'n) y U, el vector de soluciones exactas, de
nuestro sistema matricial (2.25) tenemos

7=MU,~F (2.30)

2.4.0.2. Error global

Si llamamos U, al vector de soluciones exactas de nuestro problema,
definamos al vector de los errores encontrados en cada punto de la malla

E=U, -U.,.

Este error es el que llamamos error global.

Sustituyendo F' de (2.30) en nuestro sistema matricial (2.25) obtenemos que

MU, =MU, —T1
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Obsérvese que este sistema tiene la forma de nuestra discretizacién, por lo
cual puede ser interpretado como la discretizacién de

ere(x) = —7(2), (2.32)

para 0 < x < 1y con condiciones de frontera e(0) = up —a = a« — a = 0, de
forma andloga e(1) = 0

Por (2.28),
1
T(z) ~ EAgczumm(nc).
Por lo que
() % = 15 ATt ()
Crx )~ 12 T Ugggpx T
= e(x) ~ —iAa:QU () + isz (u (0) + 2 (uge (1) — u (O)))
12 T 12 Tx Tx e

De aqui vemos que el error global es O(Az?).

2.4.1. Convergencia, consistencia y estabilidad del MDF
en 1 dimensién

Una vez que hemos desarrollado nuestro MDF es importante analizar su
convergencia, para lo cual se emplearia el teorema de equivalencia de Lax, el
cual establece que [18]

Dado un problema de wvalores iniciales bien planteado y una aproximacion
en diferencias finitas que satisface la condicion de consistencia, la estabilidad
es una condicion necesaria y suficiente para la convergencia.

2.4.1.1. Estabilidad

Primero, veamos c6mo se comporta el sistema (2.31) cuando varfa el tamarfio
de las particiones Ax = h

M"EM = —7", (2.33)
Resolviendo este sistema y obteniendo su norma, obtenemos
IE™ ||=] (M™) =t <[ (™) =1l " |

Por (2.29), tomando la norma 2 y al ser M una matriz simétrica se tiene que
el radio espectral es igual a su norma 2, por lo cual
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I E" [lz2<[l (M")7" [l2 O(h?) = p(M")"O(h?)

1
E" ||a< O(h? — 2.34
I B < O mis | 5 (230
Como los valores propios de la matriz M son
2
Ap = ﬁ(cos(pwh) -1 (2.35)
Luego
h? 1

1 —
) 2(cos(pmh) — 1) pPr2

Para que este valor sea méaximo, requerimos que p = 1. Asi obtenemos en
(2.34)

1
=|| E" |~ O(h*) = (2.36)
o

2.4.1.2. Consistencia

Para analizar la consistencia de nuestro MDF, tomemos el limite de || 7" ||

con h — 0. Como || 7" ||= O(hP) con grado p > 0

{ k= 1f Py =
lim [| 7% [|= lim O(h*) =0 (2.37)

De donde vemos que el MDF es consistente.

2.4.1.3. Convergencia

Como se habia mencionado anteriormente, un método es convergente si es
consistente y estable.

Por (2.36), si h — 0 entonces || E" ||— 0.

Asi hemos demostrado que en nuestro ejemplo el MDF es convergente.
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2.4.2. MDF con condiciones de frontera de Neumann

Ahora, si tomamos como condiciones de frontera las condiciones de Neumann
uz(0) = vy u(l) = B, tendriamos:

u(z1) — u(zo)

uz(0) =7 = s (2.38)
Al emplear (2.38) en (2.23), obtenemos el sistema
w(zy) —ulzo) _
Az
u(ze) — 2u(z1) + @
Ax? = f@)
u(xs) — 2u(ze) + u(xq)
A.’I}2 :f(IQ)
(2.39)
(i) — 2u(wy) Fu(w;_1) ‘
A.TQ _f(ml)
6 - 2U(l’n) + ’U,((Enfl)
Az? = f(=z1)
unJrl:ﬁ
Cuya forma matricial es
(<1 1 0 00 -~ 00 0 Ol w | [ ~Az
1 =2 1 00 - 00 0 0| w Az?f(z1)
1 -2 10 - 00 0 0 U Az?f(z2)
o 0 o0 o0 -+ 01 =21 Up Az?f(z,)
0 0 0 00 - 00 0 1| ws] | B |
(2.40)

Ya que su error es de primer orden O(Ax) y nuestra EDP es eliptica, esta
aproximacion no resulta muy precisa, por lo que tomaremos una aproximacion
de segundo orden, la cual requerird de un valor desconocido u_; = u(z_1).

Utilizando la aproximacién en xg

U_1 — 2ug + uz
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y como
Uy — U_1

2Ax
= u_1 =u — 27Ax

Sustituyendo en 2.41

uy — 2vAx — 2ug + ug
Ax? = /(o)

= up —up = Aw(%f(xo) +7)

Asi, nuestro sistema en forma matricial es

-1 1 0 0 0 --- 0 0 0 O0][ w ] _Ax(% ($0)+’Y>_
1 -2 1 00 --- 0 0 0 O Uq A$2f(x1)
0 1 -2 10 - 00 0 0 Us Ax? ()
0 0 0 00 - 01 -2 1| u Az2f ()
(0 0 0 00 -~ 00 0 1] | ups1 | 3
i (2.42)

2.5. MDF en 2 dimensiones

2.5.1. Desarrollo del MDF en 2 dimensiones

Para el desarrollo del MDF en dos dimensiones, consideraremos un esténcil
de 5 puntos, como el que se muestra en la Fig. 2.2.

Consideraremos la Ecuacién de Poisson

Ugy + Uyy = f(xv y)a (243>

la cual es una EDP eliptica. Tomando como regién el cuadrado unitario 2 =
{(z,y) : 0 <2 <1,0<y <1}y condiciones de frontera de Dirichlet.
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- - 4 " -
- 2 &2 -
(@isr, RYi15)

(Zi=1f Mig-1) (i, By ) (Figed Yiger)

* £ - o+ " 3 $—
(- Bi-1.5)
= * 3 E F—

IR

Figura 2.2: Estencil de 5 puntos.

Utilizando la ecuacién de diferencias centradas (2.20) para cada variable x
vy y, obtenemos

i) — 2u( s 1, Yi
(i1, i) ug;yl)+u<xl 1,4i) = Uga (T4, i)

u(wi, Yit1) — QUZ;;%) +ultiyien) Uyy (i, i)

Sustituyendo en la ecuacién de Poisson (2.43)

wW(@it1,Yi) — 2u(@i, vi) + u(zi—1, ys)
Az?

w(xi, Yiyr) — 2u(xq, yi) + u(wi, yi—1)
Ay? =f(zi,9i)

+

Si tomamos Ax = h = Ay, la expresion anterior se reduce a

w(@it1,yi) + w(@iz1,yi) — 4u@i, yi) + u(@, Yiv1) +uw(@i, yi-1) Flzs,y2)
h2 - xl’yl

(2.44)

parat=0,...n+1yj53=0,...,n+ 1.

De donde se origina un sistema de n? x n? ecuaciones con n? incégnitas, las

cuales se pueden expresar en una forma matricial andloga a (2.25).
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T I 00 0 0
I T I 0 0 0
1
h2 . t.
o o0 o0 o0 --- 0 I
o 0o OO0 --- 0 O
f(fvhyl)

f(x2,y2)

~ N

f(l‘nQ—lv ynz—l)

f(xﬂ27 ynz)

Donde I es la matriz identidad de n x n, T es la siguiente matriz:

-4 1 0 0

1 -4 10
T =

0 0 0 0

0 0 0 0

o O

S =

0 U1

0 U2

I Unp2_-1

T Up2
1 N
23G(X.Y)

0 0
0 0
-4 1
1 -4

y G(X,Y) es el vector de las condiciones de frontera de Dirichlet.
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(2.45)

(2.46)

De la misma manera, resolvemos el sistema MU, = F' con algtin método de
solucion de sistemas lineales antes mencionados.

2.5.2. Precision y estabilidad del MDF en 2 dimensiones

2.5.2.1. Error de truncamiento local (ETL)

Procediendo como en la seccién 2.4, tomemos el error de truncamiento

w(wi—1,y5) + w(@ip1, y;) — dulws, y;) +w(x, yj—1) +u(@, yj+1)

Tig =

Ax?

- f(xl)a
(2.47)

para cada i = 1,...,n. Al utilizar las diferencias en = y en y, junto con la

ecuacién de Poisson (2.43) tenemos

1
Tij =

ﬁhQ (u””(xi’ Yi) + Uyyyy (Ti, y])) + O(h4).

(2.48)

Como Ugzze(TisY;) ¥ Uyyyy(Ti, y;) son independientes de h y son funciones

fijas, al hacer h — 0
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7.5 = O(h*). (2.49)

Haciendo 7 la matriz de errores de truncamiento de cada punto de la malla,
U, el vector de soluciones exactas, de nuestro sistema matricial y F' la matriz
de la funcién f(z;,y;) (2.45) tenemos

r=MU, - F (2.50)

2.5.2.2. Error global

Sea U, la matriz de soluciones exactas de nuestro problema y F la matriz
de los errores globales encontrados en cada punto de la malla

E=U,—-U..

Sustituyendo F' de (2.50) en nuestro sistema matricial (2.45) obtenemos que

MU, =MU, —T1

= ME =—7 (2.51)

Como este sistema tiene la forma de nuestra discretizacién, se puede
interpretar como la discretizacién de

Caa (2, Y) + eyy (2, y) = —7(z,y), (2.52)

para0 <z < 1,0 <y < 1y con condiciones de frontera de Dirichlet.

De manera andloga al caso de 1 dimensién vemos que el error global es O(h*).

2.5.3. Convergencia, consistencia y estabilidad del MDF
en 2 dimensiones

Vamos a emplear el criterio de Lax como lo hicimos para el caso de 1
dimension, revisando primero la estabilidad y luego la consistencia.
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2.5.3.1. Estabilidad

Seguiremos el analisis del sistema (2.51) como en la seccién 2.4.1.1
M"EM = 7", (2.53)
Resolviendo y tomando su norma, obtenemos

FE™ (|=[ (M)~ ™ (<) (™) =" |

Por (2.49), empleando la norma 2 y el hecho de que M una matriz simétrica,
se tiene

I E" [lz2<[l (M")™" [l2 O(h?) = p(M")"O(h")

1
=| E" |2< O(h* 2.54
I E* [l2< O( )Ogﬁ%ggmup’“ (2.54)
Los valores propios de la matriz M son de la forma
2
Ap,q = 75 (cos(pmh) — 1) + (cos(qmh) — 1)). (2.55)

h2

Y de igual forma a la de 1 dimensién, tomamos p = 1 = ¢ para que el valor
sea MAaximo

i h? 1
m - = ——
h—0 4(cos(wh) — 1) 272
1
E" |~ 0(h?)— 2.
=l E* I~ O(h") 5 (2.56)

De donde observamos la estabilidad del MDF.

2.5.3.2. Consistencia

Procediendo a tomar el limite de || 7" || cuando A — 0 como en el MDF para
1 dimensién:

lim || 7" ||= lim O(h?) = 0, (2.57)
h—0 h—0

para un entero p > 0. Asf encontramos que el MDF es consistente.

2.5.3.3. Convergencia

De (2.56), tomando h — 0 tenemos que || E" ||— 0.

Y por lo tanto el MDF en 2 dimensiones es convergente.
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2.5.4. Ejemplos numéricos del MDF
2.5.4.1. Ejemplos en 1 dimensién

Nuestro ejemplo es u,,(z) = 8¢?* en el intervalo [0, 1], con condiciones de
frontera G(x) = 2€2*. Programando en Matlab el MDF de la seccién 2.5.4.1 y
tomando mallas de 21, 41, 61 y 81 puntos mostradas en la Fig. 2.3a

L O T T T T S

N L L L L L " L N
L] A& ai oz 0 oz LE} 06 n3 1

(b) Malla del intervalo [0, 1] de 41 x 41 puntos.
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LERS
nzr
v,
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DAF
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.1-1 -OIB DIB Dlﬂ 4]"_’ 6 DI? Dlﬂ DIE DIS
(a) Malla del intervalo [0,1] de 61 x 61 puntos.
1 T T T T T T
naE
0B
DA
oar
02
DA
-0E [
DA
-1-1 4]‘3 DIE -OI-! ~D.’2 DI OI? 0’4 DIE OIS
(b) Malla del intervalo [0, 1] de 81 x 81 puntos.
Figura 2.3: Mallas ejemplo.
Como sabemos la solucién exacta de nuestro problema, el cual es u(x) =
2¢%* podemos tomar la norma de los errores || E ||=| U, — U, ||2 registrados en

la tabla siguiente:
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No. de elementos | Error Orden
21 x 21 8.04e-3
41 x 41 1.56e-3 | 2.45
61 x 61 5.82e-4 2.48
81 x 81 2.88e-4 2.48

Cuadro 2.1: Errores de las mallas ejemplo.

u] T T T T T T T T T

(b) Error en la malla del intervalo [0, 1] de 41 X 41 puntos.
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02F B

04t .

L6 B

RIR: A B

w10°

(d) Error en la malla del intervalo [0, 1] de 81 x 81 puntos.

Figura 2.4: Error en la mallas ejemplo.

2.5.4.2. Ejemplos en 2 dimensiones

Tomemos como ejemplo el caso de Uz, (7, y) + uyy(r,y) = —10e2*TY en el
cuadrado unitario, con condiciones de frontera G(z,y) = 2e2*7Y. Para ello,
programamos en Matlab el MDF descrito en la seccién 2.5.1 y tomamos varias
mallas de 21, 41, 61 y 81 puntos.
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Las mallas se muestran en la Fig. 2.5a
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(a) Malla rectangular del cuadrado unitario de 21 x 21 puntos.
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(b) Malla rectangular del cuadrado unitario de 41 x 41 puntos.
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Figura 2.5: Mallas ejemplo.

(d) Malla rectangular del cuadrado unitario de 81 x 81 puntos.
La norma de los errores || E |=|| Ue — U, ||2 con solucién exacta u(z,y) =

2e2**Y_ para las mallas anteriores se muestran en la tabla siguiente:
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No. de elementos | Error Orden
21 x 21 2.78e-4
41 x 41 4.18e-5 | 2.83
61 x 61 1.32e-5 2.90
81 x 81 5.75e-6 | 2.93

Cuadro 2.2: Errores de las mallas ejemplo.

C
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(b) Error en la malla rectangular del cuadrado unitario
de 41 x 41 puntos.
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(d) Error en la malla rectangular del cuadrado unitario de 81 X 81 puntos.

Figura 2.6: Error en la mallas ejemplo.
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para las cuales tomamos los puntos dentro de la frontera y las intersecciones

con la circunferencia.

oo

)
o2 cH1 qG

EOE P P

-

+

RE

a5
s
B

(a) Malla rectangular del circulo de radio » = 1 y centro (0, 0)

de 305 puntos.

-
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Al analizar estos resultados vemos que el MDF da buenas aproximaciones a

las soluciones de EDP con condiciones de frontera.
Ahora, jqué pasa si el dominio no es rectangular? Tomemos un circulo de

radio r = 1 y centro (0, 0) y apliquemos el MDF que aplicamos para el cuadrado

unitario.
Con el mismo ejemplo pero con mallas circulares mostradas en la Fig. 2.7,

38
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(b) Malla rectangular del circulo de radio r = 1 y centro (0, 0)

de 1245 puntos.
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(c) Malla rectangular del circulo de radio r =1y
centro (0,0) de 2809 puntos.

1

LEI N -

(d) Malla rectangular del circulo de radior =1y
centro (0,0) de 5013 puntos.

Figura 2.7: Mallas circulares.

Los errores || E |=|| U. — U, ||2 encontrados en este tipo de malla son:
No. de elementos | Error Orden
305 6.16e-1
1245 2.34e-1 1.45
2809 1.24e-1 1.59
5013 8.18e-2 1.47

Cuadro 2.3: Errores de las mallas ejemplo.
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a) Error en la malla rectangular del circulo de radio r = 1 y centro (0, 0)

de 305 puntos.

(

05 04 02

-08

(b) Error en la malla rectangular del circulo de radio » = 1 y centro (0,0)

de 1245 puntos.



2.5. MDF EN 2 DIMENSIONES

(c¢) Error en la malla rectangular del circulo de radio » = 1 y centro (0,0) de
2809 puntos.

1]

D015 i
1

(d) Error en la malla rectangular del circulo de radio » = 1 y centro (0,0) de
5013 puntos.

Figura 2.8: Error en la mallas ejemplo.

41
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En estos ejemplos se ve que el MDF antes empleado no da buenas
aproximaciones en regiones curvas. Para estas regiones necesitamos una mejor
estructuracion de la malla.

Los programas empleados en la aproximacion de la ecuaciéon de Poisson con
el MDF aparecen en el Apéndice B.



Capitulo 3

Aspectos de generacion de
mallas

3.1. Interpolacién transfinita (TFI)

3.1.1. Introduccion

La Interpolacién Transfinita (TFI por sus siglas en inglés) es el generador
de mallas algebraico mas utilizado. Construye muy buenas mallas y en espacios
donde otros métodos no pueden; ademds, los espacios de la malla se pueden
tener en control directo.

Antes de iniciar, veamos la definicién de dos conceptos que vamos a
trabajar: el espacio fisico y el espacio l6gico ( computacional). El espacio fisico
estd conformado por nuestra EDP y sus condiciones de frontera e iniciales.
Mientras tanto, el espacio légico es aquél en el cual vamos a solucionar el
problema planteado mediante métodos numéricos y crear nuestra malla, que
generalmente es un cuadrado unitario.

No obstante, presenta problemas con algunos tipos de geometrias, como la
superficie de sustentacién; ademads de la falta de suavidad en geometrias con
discontinuidades en el gradiente de las fronteras y la tendencia a doblarse en
geometrias complejas y debido a su rapidez y facil programacién es un método
muy utilizado.

3.1.2. TFI en 2 dimensiones

Supongamos que r = r(§,1) = (z(§,1),y(§,1)), 0 < <1, 0<n <1 es
una transformacién que mapea el cuadrado unitario en la region fisica ABCD

43
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mostrada en la Fig. 3.1 tal que mapea a los ejes ¢ = 0 en ACy £ = 1 en BD,
lo cual podemos expresar como r(0,7n) y r(1,7) respectivamente; andlogamente,
proyecta 7 =0 en AB y n =1 en CD, expresado como r(£,0) y (&, 1).

K 3 ¥ 3

<—

B -
> i}

v

Figura 3.1: Mapeo del cuadrado unitario en la regién fisica ABCD.

Sea

Pe(§m) = (1= &)r(0,m) +&r(1,m) (3.1)

el proyector que mapea los puntos en el espacio computacional en puntos en el
espacio fisico.

De forma andloga se puede definir el proyector
que mapea el cuadrado unitario en la regién ABCD mostrada en la Fig. 3.2

K N [ 3

<

0 1 » < 0

v

Figura 3.2: Mapeo del cuadrado unitario en la regién fisica ABCD.

Tomando el producto tensorial de Pr y F,, podemos formar el mapeo
siguiente:

Pe(Py(&,m)) = Pe((1 = n)r(€,0) +nr(E, 1))

Desarrollando obtenemos la transformacion bilineal
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Pe(Py(&,m) = (1= &) [(1 = n)r(0,0) +nr(0, D] + £[(1 —n)r(1,0) + nr(1,1)]
=(1-8@A—=n)r(0,0)+ 1 —&nr(0,1)
+§(1 nr(1,0) + &nr(1,1)

(3.3)

Esta transformacién preserva los cuatro vértices A, B, C y D, tomando las
lineas que pasan por ellos como sus fronteras como se muestra en la fig. 3.2.

De forma similar se puede tomar la composicién P,(P¢(&,n)) y desarrollando
tenemos

Py(Pe(&,m) = (1 =n) [(1 = &r(0,0) + &r(1,0)] + n[(1 = &)r(0,1) + &r(1,1)]
=1 =1 —=&r(0,0)+ &1 —n)r(1,0)
+ 77(1 =&r(0,1) +nér(1,1)

= Pe(Py(&m))s (3.4)

de donde vemos que es conmutativa. Por otro lado, tomemos la
composicionPg (P: (€, 1)), desarrollando tenemos

Pe(Pe(§,m) = (1 =€) [(1 = &)r(0, Tl)+§7“(1 ]+ &1 =&)r(0,n) +&r(1,m)]
= (1 =0 =r(0,n) + (1 = &&r(1,n)

+&(1 = 8)r(0,n) +€2T(1,§)

=1 =&r(0,n) +&r(1,n)

= Pe(&,m),
(3.5)

de ahi que se cumple la propiedad de los operadores de proyeccion.

El método de TFI necesita de funciones lineales de £ y n para interpolar
las fronteras de la regiéon fisica. Como vimos anteriormente, las ecuaciones
(3.1)-(3.2) interpolan dichos lados de esta frontera, por lo cual si aplicamos
la suma Booleana a las transformaciones P: y P,, obtenemos la interpolacién
de la frontera completas:

(P @ Py)(&;m) = Pe(§,m) + Pyl&:m) + Pe(Py(&:m)) (3.6)

(Pe ® Py)(&,m) = (1 = &)r(0,m) +&r(L,n) + (1 = n)r(£,0) +nr(&, 1)
— (1 =@ =n)r(0,0) = (1 = nr(0,1) — &1 —n)r(1,0) (3.7)
1

1-—
—fnr( ’ )
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Si tomamos valores discretos de £ y de n: &;, n; con

0§522~ IS]- 1=1,2, )1
-
. 3.8)
—1 (
OSm=t—y <1 j=12..]

para algtin 1y j, podemos generar una malla. Si tomamos las fronteras del lado
derecho(r), izquierdo(l), arriba(t) y abajo(b) de la frontera de la regién fisica
mostrada en la fig. 3.1 en la expresién (3.6), tendrfamos la expresién dada por

r(&n) = (L =&ri(n) +&rr(n) + (1 = n)ro(§) + nre(§) — (1 = )1 —n)rp(0)

— (1= &nre(0) — £(1 —n)rp(1) — Enre (1)
(3.9)

Para que en (3.9) se preserven las fronteras de la regién légica en la regién
fisica, es decir, que sea consistente, se deben cumplir las condiciones siguientes:

75(0) = 7,(0)
rp(1) = 7-(0)
(1) = ro(1) (3.10)
ri(1) = r¢(0)

Descomponiendo (3.9) en sus componentes z(£,7n) y y(&,n), obtenemos las
expresiones

z(&m) = (1 =& xi(n) + Exr(n) + (1 = n)xp(§) +nze(€) — (1= (1 —n)zp(0)

— (1= &)nae(0) — £(1 — )y (1) — Enae(1)
(3.11)

y(&m) =1 =8u(n) +&yr(n) + (1L —n)yp(§) +nye(§) — (L = )(1 —n)ys(0)

— (1= ny:(0) = &1 = n)yp(1) — Enye(1),
(3.12)

Si tomamos incrementos iguales A = 1 y Ap = L podemos utilizar (3.11)

y (8.12) para calcular el (i,j)-ésimo punto de nuestra malla de forma siguiente:



3.2. WINSLOW 47

2(ir) = (L= D)) + —oe(i) + (1= L))+ L) = (1= DA = Lyzy(1)
-9 - 20 - Dynym+ 1) - 2 Laym+1)

y(i,7) = (1= %)yz(J) +—ye(i) + (1 - %)yb(i) + =) = (1= —)(1 = =)y (1)
~ =2y - 0= Dy + 1) - 2Ly + 1)

(3.13)

Finalmente hemos obtenido nuestro método de Interpolacién Transfinita. El
TFTI es rapido y origina buenas mallas pero en regiones sencillas.

3.2. Winslow

3.2.1. Problemas directos y problemas inversos

Como vimos en la seccién anterior, se puede generar una malla en un
dominio fisico no rectangular mediante una transformacién entre el dominio
fisico y el dominio computacional. Esto permite simplificar e incorporar las
condiciones fisicas de frontera en términos de las nuevas coordinada curvilineas
para simplificar los célculos numéricos.

En la solucién de problemas directos en dos dimensiones se tiene un dominio
fisico R con cuatro curvas como frontera y se pretende determinar dos funciones
&(x,y) v n(z,y), con (z,y) € R, tales que £ es constante en dos fronteras
opuestas, con 7(x,y) mondtona creciente para obtener una relacién uno a
uno entre (z,y) y n en la frontera; de igual manera se hacen las mismas
consideraciones para 7 constante en las otras dos fronteras opuestas.

Al seleccionar una red en coordenadas (£,7) podemos crear una malla en el
espacio fisico, en el cual pueden existir varias soluciones al problema directo y a
las mallas; sin embargo, se pueden obtener una solucién particular al hacer que
&(x,y) y n(x,y) satisfagan una EDP en R.

No obstante lo anterior, es més conveniente resolver el problema inverso, el
cual transforma el problema en el espacio fisico en un problema en el espacio
computacional con dominio rectangular £, . Tomamos una EDP y la invertimos,
expresando z y y en términos de £ y 7, resolviéndola con una malla rectangular
y el método de diferencias descrito en el Capitulo 2.
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3.2.2. Ecuaciones de Winslow

En este apartado, desarrollaremos un método de generacion de mallas
que fue propuesto por Ivanenko. Para ello, tomemos la ecuacién eliptica mas
utilizada en la generacién de mallas con lineas de flujo mutuamente ortogonales
y equipotenciales: la ecuacién de Laplace

V=0 y Vi =0 (3.14)

Este sistema presenta el principio de los extremos, por lo cual no existen
minimos ni miximos en R. Mas atn, por las imposiciones de las fronteras antes
mencionado de £ y 7, éstas varian mondtonamente sobre las lineas de la malla,
evitando dobleces.

Utilizando el tensor métrico contra variante g = ¢' - ¢7, con componentes
(¢"); = ng;’ j=1,2,3, y el hecho de que [13, pag. 17]

8%xP Oy ox™ dxt 9%y

y; 0y, dzp Oy BT/jG:vmaxl’
se llega a que
Oy Pyr
2,.p\2Ik ml_ Y Ik
(Vi )c'?xp 9 Grmarl

Tomando esta expresién en dos dimensiones se tiene

N i 0%y
(Vi )63; =9 8$i8];j’ (315)
para k = 1,2. Por (3.14)
ij aka
FEr i (3.16)

Haciendo z! = &, 22 =0, 41 = 7, y2 = y y empleando los componentes del
tensor métrico contra variante

g't g g% 922/9 —g12/9 0O
92 92 ¢®| =|-g12/9 9u/g 0], (3.17)
gl3 923 g33 0 0 1
en las ecuaciones dadas por (3.16) para k = 1,2
11 2yl g12 823/1 921 82y1 922 ‘921/1 _
Oxlox! Oztox? 0x20x! Oxlox!
11 D%y, 12 9*ya 21 D%y, 22 9o

=0
Ozxlox! t9 Ozxlox? t9 020! t9 Ozrlox! ’
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se tienen las ecuaciones

0%z ) 0%z N O?x 0
922 oe? 912 acon 921 oz
) ) ) (3.18)
Py o Oy Y
g22 oe? g12 dEom g21 on? =Y,
en donde g;; son las componentes del tensor métrico variante
911 912 913 x? + i TeTy + Yeyn 0
g12 922 93| = |Texy+yeyn T +yr 0] (3.19)
913 923 933 0 0 1

Estas EDPs elipticas son conocidas como Fcuaciones de Winslow, las cuales
generalmente son acopladas por g;; y no lineales.

Los generadores de malla elipticos permiten obtener mallados suaves, es
decir, las discontinuidades en el gradiente no se propagan al interior del dominio
fisico. Ademads, los tipos de generadores como el (3.14) satisfacen que su malla
minimiza

I=//R(|vu2+|w|2)dxdy,

lo cual es equivalente a la generacion de la malla con mayor suavidad.

3.2.3. Solucién de las Ecuaciones de Winslow mediante
métodos numéricos

Para solucionar las ecuaciones de Winslow (3.18), mediante métodos
numéricos, procederemos como en el caso del MDF, tomando incrementos
iguales A¢ y An en la regién computacional &n mostrada en la Fig. 3.3 y
utilizando un esténcil de 9 puntos.
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If‘

» ¢

0 |

Figura 3.3: Regién computacional &n.

Utilizando las diferencias finitas (2.2)-(2.4) en (3.18) se obtienen las
siguientes expresiones

I (3.20)

2 2
Yi+1,5 — Yi—1,5
* ( IAE )

2 2
Yij+1 — Yi,j—1
9y \ (9y
_ LTit1,5 — Ti—1,5 -rz,j—i-l_xz,] 1 (322)
IAE
+ Yi+1,5 — Yi—1,5 Yij+1 — Yij—1
2An

2AE

Empleando (2.20)
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0%z Tit1,5 — 2x; j + X1 j
— = : : : 3.23
<a§2> ) 3 (323
i,j
3258 xZ; j+1 — Zzij + xij—l
— = — - : 3.24
(8772) . (An)? (324
i3
Ademis, aplicando las diferencias en £ y en 7
O?x _ Tit1,541 + Ti—1,j—1 — Ti—1,j4+1 — Tit1,5—1 (3 25)
oon ) A(AE)(An)

Anédlogamente, procedemos para las derivadas parciales de y

%y Yirls — 2ij T Yi-1,5
A S (12 Ak 1 : 3.26
(ae) . G (326)
3
%y Yig+1 — 2Yij T Yij—1
A R g T Y, 2
(W) ) @n)? (327
Z’j
%y N _ v Yo = Yo~ Vg1 (3.28)
agan | 4(AS)(An)

Con estas aproximaciones podemos reescribir las ecuaciones (3.18) de la
forma

Tit1, — 255+ Ti—1, Tij+1 — 255 + Tij—1
(=) (e

Tit1,541 + Ti—1,j—1 — Ti—1,j4+1 — Tit1,5—1
—2(g12)i, ( =0,

4(AE)(An)

Yit1, — 2Yi5 + Yi-1,j Yij+1 — 2Yij + Yij—1
(922)1‘,;‘( ! (Ag)]Q J) + (911)7:,j< ! (An;Q ! )

Yitlj+1 T Yim15-1 — Yi—1,41 — Yit1,j—1
— 2(g19)s 5 -
(912)i ( 4(A€)(An) ) ’

respectivamente. Si reacomodamos las ecuaciones anteriores, despejando el
punto (%, j)-ésimo, se llega a las siguientes expresiones
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= (A¢)? ($i+17j + 331‘—17]‘) + (An)? (xi)j_i'_]_ + Ii,j—l)

Tig1,j+1 + Tim1,j—1 — Tie1,j4+1 — Tit1,j—1
- 2(912)i,j< =0,

2(g11)m]x} _(922)i (911)i;
7

4(AE)(An)
(3.29)

2(g11)i,5 (922)i.5 (911)i.
Lyij = (Ag); (yi+1,j eri—l,j) + (An); (yz',j+1 + yi,j—l)

Yit1j+1 T Yi-1j-1 — Yi-1,j+1 — Yit1,j-1
_ 2 P - 0.
(912)i5 ( 4(AE)(An) )

(3.30)

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto de forma iterativa con el
Algoritmo de Thompson o con el Método de Sobrerelajacién (SOR), tomando
valores iniciales para (z,y) € R mediante el método de TFI, dados los valores
de (z,y) en la frontera.

3.3. Meétodos variacionales

Los modelos de generaciéon de malla algebraicos y diferenciales pueden
presentar dificultades en nuevos problemas, pues pueden estar mal sesgada,
comprimido o expandido, presentar doblez e incluso no converger. Para conllevar
estos problemas se ha optado por utilizar métodos variacionales.

Como la presicién de la solucién numérica de las EDPs es afectada por la
calidad de las mallas que discretizan el dominio fisico, es necesario que éstas
tengan

= una densidad adecuada de puntos, dado el gradiente de las variables del
campo y

= ortogonalidad entre los puntos de la malla.

Sin embargo, no siempre es posible generar este tipo de mallado debido a
la complejidad geométrica del dominio fisico. De ahi que surja la necesidad de
otro enfoque que permita el control sobre estos puntos: el enfoque variacional.

Antes de iniciar con la generacion de mallas con este método, analicemos
algunos conceptos de calculo variacional.
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3.3.1. Preliminares

El Célculo Variacional se dedica al estudio de los métodos para encontrar
maximos y minimos de un funcional. Una funcional es una magnitud variable
determinada por una o varias funciones de alguna clase, es decir, L = L[x(¢)] es
una funcional si a cada funcién z(t) le corresponde un valor L. Estas funcionales
se presentan en gran cantidad de leyes fisicas, un ejemplo de ellas es

b
L:/ F(:Chl’g,...,In,fl,ﬂf27...,$.",t)dt (331)

Otro concepto bésico es el de incremento o variacién dz del argumento x(t)
de la funcional L[z(t)], el cual se define como

ox = x(t) — x;(t),
donde x(t), z;(t) son dos funciones de cierta clase.

Un extremal de una funcional es una funcién solucién al problema variacional
dado. Asi mismo, en Célculo de Variaciones se encuentra que las condiciones
necesarias que deben satisfacer los extremales son las llamadas Ecuaciones de
Euler-Lagrange:

d(oF\ oF .
dt(&x’i>_8xi_0’ i=1,2,...,n. (3.32)

No obstante, las condiciones de suficiencia son ma&as complicadas de
establecer, por lo que se solucionan las n Ecuaciones de Euler-Lagrange, sujetas
a 2n condiciones de frontera, para poder encontrar las n extremales.

Suponiendo que F' no depende de t y utilizando la Regla de la Cadena, junto

con (3.32), se obtiene
(i
P dt 811

=0 (3.33)

dF G~ OF doy | <& aidéi_ﬁ: d (OF dvi\  OF du;
dt &= 0w, dt < 0x; dt o7; dt ) "oz &t

=1 1=

d . OF

Si generalizamos (3.31), suponiendo que depende de 4;, es decir

b
:/ F(%1, %2, Ty 1, T2y ooy Ty 1, Ty o, Ty, £)dL. (3.34)
a
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Supongamos que z;, ¢ = 1,2,...,n, son funciones con derivadas con
valores en la frontera. Tomando las variaciones dx;, i = 1,2,...,n, de algunas
extremales y férmulas de incremento de primer orden, se tiene

b b n OF
o:aLz/aathz/a 1.2187:1533’ Z 5xz+z

integrando por partes

- "\ OF b1~ d [ OF
0=06L= —dx; | dt —x; — — | 0x; | dt
[ [Saonloc gt - [ 15:4(5)
b
"\ OF . b~ d [OF
+Zad:'i5xi —/ [Zdt<8a}'i>5wz]dt
=1 a a =1
Por las condiciones de frontera, dx; = 0 = d4;, i = 1,2,...,n, quedando la

expresion anterior como

b n
OF d [ OF d(0F ..

Integrando nuevamente por partes el tercer miembro

d [ OF
0=0L = / (axz o dt(@x))am] Z @ (m«,)m
b
oF
ow;
+ /a ; ar (ax ) Ti
y por las condiciones de frontera, se tiene:

d [ oF oF
0=0L= / a:m dt(()x‘i>+dt2<6>

2 C . . . .
Como [% — % (gf) + éi? (%)} es independiente de las variaciones dx;,

puede observarse que
oF oF OF
or; (8%) + — p7e (8%) 0, (3.36)

b
a

Szidt. (3.35)
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parai=1,2,...,n, con 4n condiciones de frontera. Las soluciones a este sistema
son las variacionales de (3.34).

De forma similar, consideremos el funcional
= [ Pyt e, e)is dy (337

Tomando el incremento L y empleando las expresiones de primer orden
para este incremento, se tiene

OF F
0=0L= // OFdxdy = // <5u + —du, + géuy> dz dy,
Uy Uy

Integrando por partes con respecto de x y luego con respecto de y, y tomando
en consideracién las condiciones de frontera, llegamos a la expresion siguiente

oF o [ OF
0=0L= // ou (8%) 8y<8uy>

La expresién anterior se hace 0 si para todo (z,y) € R, las extremales
satisfacen las Ecuaciones de Euler-Lagrange

oF 0 ([ oF 0 [ OF

A continuacién analizaremos algunas formas de generar mallados utilizando
variacionales.

ou dx dy.

3.3.2. Generacion de mallas en 1-dimension

Sea x = () una transformacién unidimensional entre el dominio
computacional I' = {¢ € [0,1]} y el fisico Q = {z € [a,b]}. Supongamos que la
densidad de los puntos de la malla estd dada por una funcién de peso ¢(€), que

satisface la ecuacion
d 1 dz
—_—— 0 3.39
df( ©d 5) (3:39)

Notemos que esta expresion es la Ecuacién de Euler-Lagrange del problema
variacional con las condiciones de frontera z(0) = a, (1) = b
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L1 ()
I— §/0 @<d§> de. (3.40)

Ahora, supongamos que z = Z(£) 4+ v(§), con Z(£) que satisface la ecuacién
(3.39) y las condiciones de frontera; por su parte, v(§) cumple las condiciones
de que v(0) = 0 = v(1). Asi, la expresién (3.40) queda

L1 (dE a1t 1 (a)

=) m<ds+da> =5 @)(df) *
' (dadn\ L1 ()
+ <§><d5d5> ety | w(wg) .
Integrando por partes el segundo miembro de la parte derecha, se tiene
Lt (@) 1 dz | Y10 1 dz
IT=- [ — (=) de+——0| — | 2| —=]vd

), <£><d5> EGr] /o§<<p(£)d€>v€

11 ()
*3 ), @@)(dg) al

va que Z(€) satisface la expresién (3.39) y las condiciones de fronteras, entonces
el segundo y tercer miembro se desvanecen, quedando

L1 (@) 11 ()
=3 (@(d&) de+g M(d&) “

Haciendo

1t (dz\

-~ z

1:7/ I e 3
2 ), ¢(€)<d§>

y como (&) > 0, entonces

Lt ()

~ v ~

I:I+f/ — | 5] d¢ > 1.

2 Jy w(&)(dé“) ¢

Por lo tanto, Z(¢) minimiza I. Ahora, utilizando diferencias finitas y la
discretizacion de la malla en los puntos zg = a,z1,22,...,Zn,Tpnty1 = by
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tomando los intervalos & = =0,1,2,...,n,n 4+ 1, la ecuacién (3.40)

se convierte en

i
n+1? ?

I n+1 1 n+1 i — 2 1)2
;2w(5i—2@>< Ae ) A= 22%,, Ag

Nuestro problema se ha convertido en minimizar la funcién

jlass (v; — mi_1)?
P — Ti_1
f(x1,1:27...,1'n) = Zlﬁ
1=

Obteniéndose, al derivar, el sistema:

0 i — Ti— i+l — Ty
ai:xé i1 _f”'2+1 Ti _y, (3.41)
Li Yi-1 Pitl

de donde se observa que la distancia entre los puntos de la malla es proporcional
a la funcion de peso evaluada en el punto medio del intervalo i-ésimo, ya que
1 — Xo Xo — I Tn+1 — L

n
201 2p3 20p4 1

3.3.2.1. Adaptacién dinamica

Este tipo de generador de mallas es empleada cuando se requiere mayor
densidad de puntos en las regiones del dominio fisico con gradiente alto.

Tomemos los puntos de la malla a = zg,x1,...,&n, Tne1 = by sea W(x)
una funcién de peso que varia con el error en z, se tiene el funcional

W@ = (3.42)
dx
= W) 3 =, (3.43)

parai=0,1,2,...,n — 1,n; tomando x(0) = a y x(1) = b. Integrando (3.43)

/abW(x)dx:C/Oldgzc,
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/:W(x)d:c:C/Ogdf:C@

Despejando £ de la expresién anterior

B f; W(z)dx
g - O )
sustituyendo C:
- f; W (x)dz
)= 1PW (@) da

Para las funciones de peso W (x), generalmente se utilizan funciones que
dependan de la derivada de la solucién en el dominio fisico y que permitan que
tenga un valor grande en donde ésta tiene un valor alto. Algunas de las funciones
de peso y que son las més empleadas son

W(zx) = 1+ a?(ug)? (3.44)
(14 Br)V1+ a?(ug)?

con « y B son parametros a escoger y k la curvatura de la solucién

| Uge |

_ (3.45)
(1 + (u,;)Q)

Nlw

Utilizando (3.43) se tiene
dr  du
e e = = O

observandose que los incrementos de u entre £ y = se mantienen constantes, sin
embargo, se presenta un espaciado en la mala muy grande para u, pequena.

Procediendo de la misma forma para W(z) = /1 + a?(uz)?, con o = 1,

consideremos la distancia s entre los puntos de la curva solucién como

ds = /(du)? + (dx)? = \/T+ (u,)%de = W(a),

(3.43) se tiene
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ds dj ds

dwde

obteniéndose que los incrementos de la longitud del arco de la curva solucién
de u entre £ y = es constante. Cuando u, es pequena, los puntos tenderdn a
distribuirse uniformemente.

No obstante, si u, = 0, estas dos funciones de peso no se acercaran a los
extremos de la curva solucién, pero si tomamos en cuenta la curvatura k y el
pardmetro 3, es decir, haciendo W(x) = (1 4+ Bk)y/1 + a?(u,)?, la curvatura
reduce el tamano de los espacios entre los puntos de la malla en donde la
curvatura de la curva solucion es alta.

3.3.2.2. Curvas del espacio

Sea r = r(x), con x — £ una reparametrizacién que mapea el conjunto
de puntos espaciados uniformemente 0 < £ < 1 en el conjunto de puntos no
espaciados uniformemente 0 < y < 1, generando un conjunto de puntos () en
la curva.

Tomemos el funcional

1t gn
I*z/o ™

con gi1 = (@y)% + (yx)? + (2y)% Si se considera el caso general H(gi1), el
funcional anterior se expresa

_ 1 [ H(gu)
B 2/0 [w(x)Pdg' (3.46)

Como

2
— @ @ — ﬁ ﬁ CLX = gu| ]2
g11 = e de = dx dx dé = g11|X¢],

nuestra variacional queda como

_ 1P H@Gulxe?)
=5 ), b (347
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con g11 = (zy)? + (yy)? + (24)%. Ya que no depende de ¢ de forma explicita, por
la ecuacidn (3.33), la ecuacién de Euler-Lagrange es

d | H 1 0

£ LDQ - X&(pgaxgH@n[Xf]Q)] =0

d | H=2(xe)gunH (guilxe?) |
M3 [ o ] -

Si H = g11, la expresién anterior queda

a [éu[ng - 2§11[X€]2] _ _
3

con condiciones x(0) = 0,x(1) = 1.

3.3.3. Generacion de mallas en 2-dimensiones

En dos dimensiones, las variacionales que nos interesan son las de longitud,
las de area y las de ortogonalidad. Las funcionales de longitud estan relacionadas
por los términos del tensor métrico covariante (3.19) g11 v ga2 en el sistema
fisico. Por otro lado, las de drea estan asociadas al valor local del Jacobiano /g
de las transformaciones. Y finalmente, las de ortogonalidad estdan dadas por la
componente del tensor covariante gis.

3.3.3.1. Funcional de longitud L

Sea R' ={(&,n) ] 0<¢<1,0<n<1}. Consideremos el funcional

L= %/ {(2e)? + (x)%) + (y)?) + (y)?) } dédn. (3.48)
I

Por (3.38), las ecuaciones de Euler-Lagrange de la variacional (3.48) son
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ot
02 o2

By oo (3.49)
Y 9V _,

0&2

Por (3.19), la funcional se puede reescribir como

- / / (911 -+ g)dedn, (3.50)

con condiciones de frontera hacia la derecha (r), la izquierda (1), hacia arriba
(t) v hacia abajo (b):

2(§,0) = xp(£), (6, 1) = m4(¢

(€)
z(0,n) =ai(n), x(1,n)=z:(n) (3.51)

(€)

(n)

y(&:0) =€), y(&1) =l
y(0,m) =w(n), y(l,n) =y

Ya que este variacional depende de los componentes del tensor métrico
covariante, éste da la propiedad de longitud al funcional. Esta transformacién
genera buenas mallas, no obstante, no se garantiza que el Jacobiano no se anule
ni que la malla no se doble, sobre todo en dominios fisicos no convexos.

Si tomamos el problema en el dominio computacional
R={(z,y) |0<2<1,0<y<1},

se tiene

A (5) ) ) ol o

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange, por (3.48), son

2
e ot

or? = Oy?

oy ot (3.53)
22T,

or?  Oy?

Notemos que éste es el sistema de las ecuaciones de Winslow (3.14), de
ahi que las transformaciones que satisfagan las ecuaciones de Winslow son los



62 CAPITULO 3. ASPECTOS DE GENERACION DE MALLAS

extremales de la funcional (3.52). Empleando los componentes del tensor métrico
contravariante (3.17), la funcional se expresa como

// g"t + ¢*)dxdy. (3.54)

Utilizando
Yn Tn
fz = 5 E =
N AN
Ye Te
Ne = — 5 Ny =
Vit Vg

en la variacional, se tiene

_1 gu + 922 _1 g1 + 922
_2///< ; >\/§d€dn 2//}3( T )dgdn. (3.55)

Con el método de Winslow siempre se obtiene una malla no doblada, salvo
problemas dados por la discretizacién, sobretodo cuando R no es convezxo.

3.3.3.2. Funcional de longitud ponderada

Sea L,, el funcional que hace proporcional las longitudes de los puntos de la
malla (£§,7) a las funciones de peso ¢(&,7n) y ¥(&,7n) en £ y n, respectivamente,

dado por
_ xe)? + (2) | (ye)?) + (yn)?
=gl ( () R () )dgd”' (359

Utilizando los componentes del tensor métrico covariante (3.19), la funcional

se puede expresar como
g11 g22
dédn. (3.57)
/// ( (ga ))

Utilizando (3.38), sus ecuaciones de Euler-Lagrange se expresan como

o (1ox) o f1oc)
oc\pde ) “om\van)

(3.58)
9 (1oy) 0 (1dy)_,
§<¢85>+3n<w3n> .
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haciendo r = (5)7 las ecuaciones de Euler-Lagrange se reescriben como
a(10r o (1o0r
-] +5|-5] =0 3.59
o€ <<p 85) on (w 577) (8:59)
Desarrollando las ecuaciones (3.58)
1ot (o (00) 1o 1 (o) (on)
oz 2\ ¢ J\o¢ ) wonr yr\on)\on)

162y_1 Ay \ [ Op 1323/_1 Oy \ [ O —0
poez 2\ oe J\oc ) Twar w2 \aw ) \an ) T

{8

/o x§§> 1<1 O) (“’ﬁn)_( Te wlzx”> <“p5>:<0>
:><p<0 1)(1/55 T\ 1)\ Ye  3zYn) \Un 0/

Haciendo

x x Lo
= (1) rea= (07) o= () (360

1 0 0 0 1 0
A11=;(0 1>7A12=(0 O)’AQQ:i(O 1>,

1 1
s (1) ()
Ve ) \Un)’

nuestra expresién anterior se reescribe como

Airee + Avarey + Aoty + S = 0. (3.61)
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3.3.3.3. Funcional de area ponderada

Ahora, supongamos que L, es el funcional que hace proporcional el area
de las grillas de la malla a una funcién de peso ¢(&,7). Ya que el Jacobiano
J = (xeyy + xpYe) es proporcional al drea fija de las grillas, propongamos como
la variacional de area a

o o o

con g = J2. Por la expresién (3.38), las ecuaciones de Euler-Lagrange del

variacional son
O ( Ty _ 9 (Jue) _
o\ ¢ om\ ¢ ’
(3.63)

0 [ Jxy, 0 [ Juxe
-—=|—+=(—]=0

haciendo r, = (m") yre = (zﬁ) las expresiones anteriores se pueden reescribir
n Yn ye/’

CcOmo
<‘]T”> (‘m) = 0. (3.64)
0 0
13 n

Procederemos como lo hicimos en la seccién anterior para obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange como un sistema matricial, desarrollando las
ecuaciones (3.63) se obtienen las expresiones:

(yn)*Tee — Tyynyee — 2YeynTen + (Teyn + Tnye)en
J
+(yf)233m/ —XeYeYnn — ;(%7‘;05 - y&@n) =0,
(0)?yee — TnynTee — 2TeTnYen + (Tely + Tyye)Ten

J
—|—(x§)2y,m — TeYeTnyy + ;(l"n@& — Tepn) =0,

= ((yn)2 _xnyn) <5”££) I ( —2Yeyn ey "’xnyé) (xén)
2
—Tpyy  (2y) Yeg TeYn + TnYe —2xexy Yen
2 —_— .
—zeye (@) Ynn Y \"Ty  Tg Pn 0

Utilizando las expresiones (3.60) y
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E - -2 T +x
Ay = ((yn) nyzn A = Yen EgnQ nY¢ 7
Tyyn  (T) TeYn + Tyl Leln

2 _ _
Ay — (_(ys) 9%1/25), §—_J (_yn yg) <<P£>’
zeye  (x¢) Y \~Ty T ) \¥n

se puede expresar el sistema matricial anterior como

Au’rgg + AlQ""gn + Aggrnn +S5=0. (3.65)

3.3.3.4. Funcional de ortogonalidad

Como g12 = (e, +ygyn)2 se relaciona con la ortogonalidad, tomemos como
funcional de ortogonalidad al funcional

Lo=3 [[ toeracan (3.66)

Como se puede observar, el valor minimo que puede obtener g2 es cero y
ocurre sélo para puntos ortogonales. Por la expresion (3.38), las ecuaciones de
Euler-Lagrange del variacional son

0 0
= (zyg12) + %(xgglz) =0,

o (3.67)
0 0
675(:%7912) + 6777(115912) =0.
Sean 1, = (zj’) yre= (Zz), se expresa (3.67) como
(912%)5 + (9127“§>77 =0. (3.68)

Desarrollando las ecuaciones (3.67) se obtienen las expresiones:

(In)Qxﬁé + ToynYee + (4Texy + 2Yeyn)Ten + (Teyy + TyYe)Yen + (1'5)2%?7 + Teyeynn =0,
TnYnTee + (yn)2y€€ + (Teyn + Tnye)Ten + (4Yeyy + 22Ty Yen + TeYeTpy + (yf)zynn =0,

N ((%)2 Cﬂn%%) (x&) + <4x§xn +2Yeyn  Teyy + Tyye ) (%n)
Tyyn  (Yn) Yee Teyn +TpYe  Aeyy + 2wy Yen

+ ((%)2 175?!%) (zrm) - (O) )
Teye  (Ye) Ynm 0

Sustituyendo (3.60) en el sistema anterior y haciendo
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A = ((%)2 xnyg) Ay — (4965% + 20y Teyn + Tyye )
Tyyn  (y)?)’ Teyn + TyYe  Aeyn + 2weny )’

ze)? =z 0
AQQ((E) §yf2’S: 0/’
zeye  (ye)
se obtiene el sistema matricial

Allrﬁf + Algr@, + Agg’l“»,m +5=0. (369)

3.3.3.5. Funcionales combinados

Algunas veces, el empleo de estos generadores de forma individual no
producen un buen mallado debido a la geometria del dominio fisico, por lo
cual se ha visto a través de experimentos numéricos que la combinaciéon de
estos tres funcionales (drea, longitud y ortogonalidad) junto a funciones de peso
constantes, generan una mejor malla.

La forma de hacerlo es con la expresion

I=wl;+wyLg+wyLy, (3.70)

donde w;, w,, w, es el peso de longitud, de area y de ortogonalidad,
respectivamente, que satisfacen que

w; + wg +w, =1

Asi mismo, L;, L,, L, son los funcionales de longitud, area y ortogonalidad
antes analizados. Esta combinacién de funcionales permiten controlar estas
caracteristicas segin convenga al dominio fisico del problema. La forma de
encontrar los parametros para cierto problema es dandoles diversos valores a
éstos hasta que se encuentre una malla adecuada.



Capitulo 4

Diferencias en regiones
irregulares

En la solucién de problemas de EDP, la geometria de la regién influye en el
resultado de las aproximaciones. Para las regiones irregulares, los métodos de
generacién de mallas que se han discutido hasta aqui empleados en el MDF,
analizado en el Capitulo 2, pueden no dar los resultados deseados, haciéndose
necesario la implementacion de otro tipo de enfoques y esquemas.

En este apartado, estudiaremos dos métodos para solucionar EDP en
regiones irregulares: el Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) y
un esquema heuristico de Diferencias Finitas para el Operador Lineal de segundo
orden [4].

4.1. Método de Diferencias Finitas
Generalizadas

El Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) puede ser
considerado una extensién del MDF al caso de nubes de puntos irregularmente
distribuidos. A continuacién, desarrollaremos este método.

4.1.1. Desarrollo del MDFG

Tomemos la EDP

67
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?*U(x,y)  , 0°U(zy) , , PU(x,y) , , OU(z,y)  , OU(z,y)
A A A A d A L =F
1, T2 929y +A3 TR T (z,9),
(4.1)
con dominio Q C R? y frontera I', con condicién de frontera
oU (x, oU(zx,
arU(z,y) + az (E)w v as éy b _ flz.y), (4.2)

con Uz, y) al menos dos veces diferenciable en 2, A; y a; constantes, ¢ =
.,5,7=1,2.3.

Como el MDF, tomaremos un esténcil de 9 puntos, considerando a (g, yo) €l
punto central del mismo. Desarrollemos la serie de Taylor de U(z,y) alrededor
del nodo anterior,

2 2 2 2 2
Ui:UoJrhaU +k%+hi o | ki 0Us .1, 9%

D270 L M ZE0 g 220 4.
ox Oy 2 Ox? 2 Oy? Oxy + (43)

con h; = x; —x9 y ki = y; — xo. Al truncar la expresion (4.3) hasta el segundo
orden se puede aproximar a U;; llamando a dicha aproximacién w;, se puede
definir un error cuadratico con peso F

B Oup Oug 2 oud
“)_Z[( by +kc’Ty+28x2

j=1

2
k? Gu? ou?
Ry Oup
*20 + hyk o )(h k)|,

donde w(h;j, k;) es la funcién de ponderacién. Al minimizar (4.4) con respecto
a las parciales, podemos obtener la mejor aproximacion y el siguiente sistema
de 5 x5
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_ auo -
1 -
Zw2h2 S wihik; %Zw?hf’ 5 S wihik? szhzk Ox
6U0
S wihik; S w?k? %wakzhf = Zw2k3 S wik2h; By
1 0%u
Zw2h3 5 Twikh? g Zw2h4 - wahfkf Zthgk 57
1 27 1.2 21.3 27272 274 L 2y 13| | 9w
§Zwihiki fzwk szhzkl wak §Ewlhlkz e
1
Swhk; S wlkZh Zth?’k S whikd S wh2k? | | 9%uo
2 dry
—ug Yo wihi + Y uiwih; ]
—Up Z wfk‘l + Z uiwfk‘i
2
B —Uo Z wz 5 + Z U;w ?’L
2
—uo Ew +2 i 52
—Ug Z w?hik‘i + Z uiwfhiki
) (4.5)
haciendo
Ew2h2 S w2hik; = Zw2h3 Swihik? Y wihik;
S w2hik; ST w?k? =S w2k;h? Zw2k3 S w?k?h;
1 2p3 1 2y 2 1 opa 1 27272 1 213
A= 52“’1’% §Zwi/€ihi ZZw»hi ZZwihlki §Zwihiki ’
1
% S whik? - z wid L z wih2k? z Wikl S Suhik?
S wih?k; S wik2h; szh?’k S w?hik3 Y wihik?
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- % -
Oz [ —uo Yo wih + 3 wpwih;
6’[1,0
37y —ug Y wik; + 5 ww?k;
9%ug —uOZw —i—Zu w2h—22
Df = | 922 |, b= 2
2 )
9 uo —ug Y w? —|— S ujw?
Oy? 2
oxy - -
podemos expresar el problema de forma matricial
ADf =0b. (4.6)

Este sistema puede ser resuelto utilizando algin algoritmo de solucién de
sistemas lineales.

4.2. Esquema heuristico de Diferencias Finitas

4.2.1. Preliminares

En este esquema, se buscan solucionar problemas que se encuentran de forma
recurrente: problemas de tipo Poisson. Este tipo de problemas se han estudiado
bastante en geometrias simples; no obstante, este tipo de espacios son muy poco
frecuentes en la realidad, mas bien se tienen dominios irregulares y no simétricos,
en los cuales no se obtienen buenas aproximaciones al utilizar el MDEF.
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V.

Vi
L ] Vn
@

\'L

Figura 4.1: Dominio con m =4 y n = 4.

Para ello, consideremos dominios poligonales simplemente conectados e
irregulares. Sea entonces

V= {Ula V2, ... 7vm+n—2}a (47)

el dominio 2 € R? representado por una curva de Jordan poligonal y orientada
positivamente, con m y n el nimero de nodos en el “lado vertical’y el “lado
horizontal”del dominio. Como ejemplo de lo anterior, observemos la Fig. 4.1,
en donde tomamos 4 nodos en el “lado vertical’y 3 en el “lado horizontal”del
dominio.

Sea

G={P ll<i<m, 1<j<n} (4.8)

el conjunto de puntos en el dominio £ con frontera fija V' que forman la malla
estructurada con cuadrilateros como grillas, el cual tiene un orden de m X n.

Una malla G se dice convexa si y solo si cada grilla de vértices
{P,;,Pix1, Pij+1, Pi+1j+1}, 1 <i<m, 1 < j <n,delas (m—1)(n—-1)
grillas que componen a G es convexa y no degenerada.

Como ejemplo, tomemos la malla del dominio mostrado en la fig. 4.1,
mostrada en la Fig. 4.2. A continuacién, veremos el desarrollo de este esquema.
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Figura 4.2: Malla del ejemplo mostrado en la Fig. 4.1.

4.2.2. Esquema de Diferencias Finitas para Operadores
Lineales de segundo grado

Consideremos el operador lineal de segundo orden

Lu = Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + F, (4.9)

donde A, B, C, D, E, F son funciones suaves definidas en un conjunto abierto
contenido en el dominio 2. Supongamos que L se puede aproximar en un punto

Po = (170,110) por

k
Lug ~ Z Liu(pi),
i=0

con po = (z0,%0),P1 = (1,Y1),---,Pk = (T, yx) es el conjunto finito de nodos
requeridos para encontrar los coeficientes I'g,T'1,...,'x. Entonces, podemos
expresar (4.9) como

k
> Tiu(pi)  [Atsy + Bugy + Cuyy + Duy + Buy + F| . (4.10)

1=0 Po
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Por la condicién de consistencia débil, se tiene que

k
Z Tiu(p;) — [Aum + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + F|  —0 (4.11)

=0 Po

al p1,pa,...,pq — 0. Al expandir u(p;) en serie de Taylor, alrededor de pg, hasta
el tercer orden, se obtiene la expresion

w(pi) =u(po) + vz (Po) Azi + Uy (Po) Ayi + ey (po) Az; Ay;

1

+ o7 [aw (P0) AT + 1ty (0)AY; + Uy (00) ATi AY + sy (o) Az7 Ay
L Az Ay

+ 3 Uz (P0) ATF + tyyy (po) Ay; | + ...,

| ES—

con Ax; = x; — xo, Ay; = y; — xo, 1 <@ < k. Al sustituir en (4.11), obtenemos:

k
[Aum + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + F} — Z Tiu(p;) =

Po i—0
|Attzs + Bty + Cuyy + Duy + Buy + F| = Tou(po)

Po

k
= 3T o) + e (o) A + 14y (p) Ay + iy (p0) Ai Ay
i=1
1

1 7’
+3 (ul-a;;c(po)A:cl3 + uyyy(po)Ayf)} + O(méx{Az; Ay, })* = 0.

Reacomodando términos, llegamos a la expresion
[Aum + Bugy + Cuyy + Dug + Fuy + F} - Zriu(pi) =

K K
(F(po) - ZD) u(po) + (D(po) - ZHA%) uz(po)

1=0 i=1

k
+ (E(Po) - ZFiAyi> uy(po) + (A(Po) - Z W)Um@o)

i=1 i=1

K
+ (B(PO) - ZFiA%Ayi>ny(Po) + (C(Po) - Z W)“yy(%)

i=1 i=1
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i=1

Az (Ay;)? J(Ay,)? (4.12)
FZAQ(Ay)> Ugyy (Po) + ( - Z I‘(§'y)> Uyyy (Do)

" Ty(Az)? ((Azi)? Ay,

+ ( ZW)Uzzz(pO) + ( ZW)Uzmy(pO)
’L;l
2

i=1

+ O(max{Az;Ay; })* = 0.

Ya que esta expresién tiene un valor de 0, cada uno de los términos que
multiplican a las parciales en py deben de eliminarse, por lo cual se tiene el
sistema

k
Ro=> Ti— F(po) =0,
=0
k
Ry =Y TiAz; — D(py) =0,
i=1

k
Ry =Y TiAy; — E(py) =0,
=1

k
R3 = ZFZ(AJ)Z)Q — ZA(pQ) = 07

i=1
k
Ry = TiAz;Ay; — B(po) =0,

i=1

k
Rs =Y Ti(Az;)* —2C(po) = 0,
=1

k
Rg = Ti(Az;)* =0,
=1
k

R7 = ZD(AQ:Z)QA% = O,

i=1

k
Rg = ZRAM(A%)Q = 0,

i=1

k
Rg = Zfz(AyZ)S = O,
i=1

el cual se puede reescribir como el sistema matricial
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1 1 1 F(po)

0 Axq Axy, D(po)

0 Ay e Ay, Lo E(po)

0 (Az1)?2 ... (Az)? Iy 2A(po)

0 AzxziAy oo AxpAyyg Iy | B(po) (4.13)
0 (Awm)?* .. (Aw)? o [ 2C (o) '

0 (Axzp)3 .. (Axy)? Ty s 0

0 (Az1)?Ayr ... (Axp)?Ay Ty 0

0 (Ay)?Axy ... (Ayp)?Axy 0

0 (Ayy)3 . (Ayg)? 0

Para el caso de un esténcil de 9 puntos, delimitado por los puntos
Do, D1, - - -, Ps, donde pg es el punto (i, j)-ésimo de la malla, como es mostrado en
la Fig. 4.3, se tiene que k = 8 en el sistema (4.13) y que éste se puede expresar
en un sistema matricial como

Figura 4.3: Esténcil considerado en el sistema (4.14).
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1 1 . 1 r F(po)

0 Al’l ce Axg FO D(po)

0 Ay e Ays Fl E(po)

0 (Aaﬁl)Q e (ALES)Q F2 2A(p0)

0 Al‘lAyl e AJ?gAyg F3 o B(po) (4 14)
0 (Ay)* ... (Ag)? | |2Cm) '

0 (Aéﬂl)g ce (A.Zg)g F5 0

0 (Axl)QAyl N (A$8)2Ay8 FG 0

0 (Ay)?Ax; ... (Ayg)?Azs I‘7 0

0 (Ayl)g N (Ayg)g 8 0

Este sistema no estd bien determinado, por lo que en [4] se propone tomar
la primera ecuaciéon R; del sistema anterior y separarla en

8
Z Iy — F(po) = 0. (4.15)

Y se resuelve el sistema por minimos cuadrados definido por

F

Az - A938 Iy DE;;E;

Ayp , Ayg , Iy E(po)

Az1Ayr ... AzgAys : B(po)

(Ap)? ... (Ag)? ) \I's 2C(po)

Definamos
F

Axq .. Azg Ty DEZE%
Ayl , o Ayg ) I's E(po)
M= (Azy) <o (Azg) = E 8= 2A(po)
Al‘lAyl C AJ?gAyS . B(po)
(Ayl)Q oo (AyS)Z Ls 2C (po)

Por lo que podemos expresar y resolver el problema (4.16) mediante la
factorizacién de Cholesky de las ecuaciones normales

MTMD = MTB. (4.17)

Para obtener I'g, utilizamos R;
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Lo = F(po) — Zri (4.18)

Estos pesos I';, 0 < ¢ < 8, de cada uno de los puntos de la malla de (m +
1) X (n+ 1), pueden ser utilizados para aproximar la solucién de problemas de
EDP, generandose un sistema de ecuaciones que se puede expresar en un sistema
matricial algebraico de la forma

AU = b,

donde A es la matriz de m x n, U es el vector de las soluciones aproximadas y b
es el vector de la funcién dada por nuestro problema de Poisson y las condiciones
de frontera, definidos por:

ALQ Al’g 0 0 . 0 0 0
0 Agyl AQ’Q A2’3 . 0 0 0
A=l z |
0 0 0 0 ... Am—1n Am—12 Amois
o 0 0 0 .. 0 At Amo
f(xi,y1)
U f(x27y1)
U2
U= ab: f(xiayj) _Ca
Umn—1
tmn f(xmayn—l)
f(xmvyn)

donde uy es la solucién aproximada, C' es el vector de condiciones de frontera y

Aij,i=1,2,...,m, j=1,2,3, estd dada por las matrices tridiagonales
LI | | 0 0
L e | | 0 0
o Pyt o0 0 0
Ai,l = . . . . . . . .
o 0 0 0 .. rytorpiettopentt

o 0 0 0 ... 0 | R N
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]_'1671 Pi’l

re? T2

0 I3
Agp = ’
0 0
0 0

F;’l Fé’l

FZGQ 1’\1772

0 I8
Az = ?
0 0
0 0

en donde F;;j es el elemento p-ésimo del vector I' que calculamos en (4.16), para

DIFERENCIAS EN REGIONES IRREGULARES

0
rlf
ry?

i,2
F83
1,

I';

0
0
re?

0 0 0
0 0 0
0 0 0

i,n—1 i,n—1 in—1
e Iy Iy
5 0 1
0 Fi,n Fi,n
5 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

i,n—1 i,n—1 in—1
ry" I Iy
6 7 8
0 Fi,n Fi,n
6 7

cada punto (z;,y;) de la malla, tomandolo como py.




Capitulo 5

Adaptividad y aplicaciones

5.1. Preambulo

En la cuestién de la generacién de mallas, se puede observar que existen dos
problemas principales:

= Encontrar condiciones para mapeos discretos no degenerados, para lo
cual se debe cumplir la condiciéon de convexidad que es equivalente a la
positividad del Jacobiano. Al ser convexas las celdas de la malla, éstas
estan en el dominio y no presentan celdas auto-intersecantes.

= Desarrollar un marco tedrico apropiado para la generacion de mallas.
Para esto se emplea la teoria de mapeo armoénico, reformulando el
problema como una construccion de coordenadas armoénicas mediante
el mapeo arménico de la superficie de una funcién de control en un
cuadrado unitario, cuya proyeccién en una regién fisica produce una malla
armonico-adaptativa.

Para la soluciéon a estos problemas, se recurre a las soluciones numéricas.
Para ello son empleados dos métodos: la aproximacién de las ecuaciones de
Euler mediante diferencias finitas y la minimizacién del andlogo discreto de un
funcional armonico.

5.2. Condicién de positividad del Jacobiano

La condicion del Jacobiano positivo es asumida como condicién para que una
malla regular no sea degenerada. Para ello, tomemos una malla en el dominio

79
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simplemente conectado €, el cual estd en el plano xy, como se muestra en la
Fig. 5.1,

(z,9)i; t=1,...,m j=1,...,m (5.1)

P <

P X 3

Figura 5.1: Mapeo del cuadrado unitario &£, 1 en la regién fisica 2 en el plano
x, y.

El problema es encontrar las funciones z(£,n) v y(£,n), tales que realicen
un mapeo uno a uno del cuadrado unitario en 2, bajo la condicién de que sea
una transformacién de las fronteras del cuadrado unitario en las fronteras de €2,
tomando en cuenta las funciones (3.51).

Bobilev, Ivanenko e Ismailov [1996] demostraron el siguiente teorema:

Teorema 5.2.1 Si un mapeo suave de un dominio a otro con un mapeo uno a
uno entre las fronteras posee un Jacobiano positivo no solo dentro del dominio,
sino también en su frontera, entonces tal mapeo serd uno a uno.

En base al teorema anterior, nuestro problema puede ser reformulado como
encontrar un mapeo suave del cuadrado en el dominio €2 tal que cumpla con la
condicion de positividad del Jacobiano:

J=xpye —x¢yy >0 01T 0<n<1 (5.2)

Para el caso discreto, Ivanenko y Charakhch’yan [1988] propusieron como la
condicion de convexidad de una celda de la malla al andlogo del discreto de la
positividad del Jacobiano, aproximando al mapeo z(&,7n), y(£,7n) por elementos
finitos cuadrilaterales, como se muestra en la fig. 5.1.

Para ello, tomemos el cuadrildtero formado por los puntos (x; j, i ; ), (Zit+1,55
Yit1,5)s (Tig1,+1, Yit1,j41)s (@i j+1, Vi j+1). Ahora, asignemos a cada uno de los
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vértice respectivos del cuadrildtero, los nimeros 1, 2, 3, 4, como se muestra en
la fig. 5.1. A cada uno de estos vértices se le puede asignar un tridngulo, como
se muestra en la fig. 5.2.

Figura 5.2: Tridngulos asociados a los vértices del cuadrilatero [(J1234.

Definamos el area doble del k-tridngulo Jy de nuestro cuadrildtero como
J = (-1 — k) Wkt1 — k) — Wk—1 — Yx)(Try1 — 1) k=1,2,3,4. (5.3)
Tomando en cuenta de que para el caso k = 1, tomamos a xx_1 = T4 ¥
Yk—1 = Y4, Y para el caso k = 4, tomamos a Tx41 = T1 Y Yk+1 = Y1-

Sea el mapeo z"(£,7), y"(&,n) del cuadrado paramétrico

l<€é&<n 1<n<m, (5.4)

en (), parai < ¢ <4, 7 <n<j+ 1 dado por

a"(&n) =21 + (34 — 1) (€ — i) + (32 — 1) (0 — J)
+ (23 — 24 — w2 +21)(§ —9) (0 — )

v" (&m) =1+ (ya—y1)(E =) + (Y2 — v1) (0 — j)
+ (Y3 —ya —y2 +y1)(€ =) (n —j)

Ya que cada lado del cuadrado es transformado linealmente en el lado
correspondiente del cuadrilatero tomado, concluimos que esta transformacion
es continua en las fronteras.

Por otro lado, falta ver que la transformacién es uno a uno. Para ello,
tomamos el Jacobiano de (5.5)



82 CAPITULO 5. ADAPTIVIDAD Y APLICACIONES

h o .k
J" = det [xi xZ]
y{ yn

_ {m—xl—i—(;vg—x4—m2+x1)(n—j) xo— a1+ (3 — g — 20+ 21)(E — 1)

Ys—y1+ W3 —va—ve+y)n—3) y2—y1+ s —vya—y2+y1)(§—1)

Haciendo A = (3 — 24 — 22+ 1) y B = (y3 — y4 — y2 + y1), sustituyendo
en la expresion anterior, tenemos:

J" =[zq — 21+ A — J)|ly2 — y1 + B(€ —1)]

—[ya —y1 + B — j)l[z2 — 21 + A(§ — )]
=(xg —21)(y2 —y1) + B(ag — x1)(§ — 1)

+ A(n—j)(y2 —y1) + AB HE—1)
= (ya —y1)(r2 — 1) — A(ya — v1)(§ — 1)
—B(n—j)(x2 — 1) — AB HE— 1),

observandose que el Jacobiano es linear. Para que el Jacobiano no se haga cero
dentro del cuadrado, es necesario que no sea J" > 0 en las esquinas del mismo.
Si tomamos el tridngulo del primer vértice Ayyo, se tiene que £ =i, n =7, y se
observa que los términos que tienen A y B se cancelan y obtenemos

' = (x4 — 1) (Y2 — 1) — (Ya — y1) (w2 — 71), (5.6)

de donde se ve que éste es el doble del area del triangulo A412. De aqui, se sigue
que la condicién de positividad del Jacobiano (5.2) es equivalente al sistema de
inecrialuaciones

Je>0 k=17234. (5.7)

Entonces, si se satisface esta condicién en todas las celdas de la malla, la
malla es convexa y se satisface que el mapeo hecho por funciones bilineales a
trozos es uno a uno.

5.3. Planteamiento del problema

Para el planteamiento de nuestro problema, utilizaremos el método
propuesto por Winslow [1966], visto en el capitulo (3.2). Para ello, tomemos
dos funciones £(x,y) v n(x,y) como contornos de las celdas de la malla, que
satisfacen la las ecuaciones de Laplace
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Eow + Eyy =0 Mag +1yy =0 (5'8)

con condiciones de frontera de Dirichlet.

Sea 2 un dominio simplemente conectado, con frontera suave en el plano
(x,9). Sean f(x,y) la funcién de la superficie C?(w) = S™ y Q? el cuadrado
paramétrico, r = (z,y, f(z,y)) € S2 C R3, u = (z,y) € Q C R? £ = (&) €
Q? c R%.

El problema es encontrar el mapeo del cuadrado en € tal que haya un mapeo
dado entre fronteras y que el mapeo de la superficie en el cuadrado sea armoénico.
Esto se traduce en la minimizacion del funcional de Dirichlet

I= / (gg,% + g?f)dS” (5.9)

1

donde ggr, ggf y ggf son los elementos del tensor métrico contravariante Gy, el

cual se relaciona con los elementos del tensor métrico covariante G™¢ mediante
las expresiones (3.17). Por Célculo Tensorial, sabemos que

g€ = det(G7S) = g9 — (453)°.

5.10
dS™ = /gt dédn. (5.10)

Sustituyendo estas expresiones y las equivalencias (3.17) en el funcional (5.9),

se obtiene
Er Er
911 +9g
= /52(2?)2 91195 — (g53)? dédn

911922 — 912

e e
- 1= / 91 £ 952 gea. (5.11)
951955 — (g55)?

Tomando en cuenta las expresiones

gii = e = a + e + 2,
ggg :7‘,,27 :mf,+y,27+f,f, (5.12)
gis = gir =re Ty = Tey + Yeyn + fe o,

en donde



84 CAPITULO 5. ADAPTIVIDAD Y APLICACIONES

Je = foe + fyye

(5.13)
fn = fxxn + fyyn

Utilizéndolas en (5.10), conseguimos

9" =(af +yi + [ @ +yp + f2) — (wewy + yeyn + fefy)”
=x3yp — 2xeynTyye + Toye + (fon + fyyn)? (37 + y2) + (fore
+ fyyﬁ)z(x% + y727) = 2(wewy — Yeyn) (fore + fyye) (fozn + fyyn)
=(xgyn — yewn)® + fo(x3y; — 2weynnye + 22y7) (5.14)
+ fe(@dyp — 2weynanye + Toy7)
=(weyy — yﬁxn)z + ff:(xﬁyn - yﬁxn)Q + fyz(xfyn - yixn)z
=(zeyy — yﬁxn)Q(l + 7+ fi)

y sustituyéndolas en (5.11) se obtiene el funcional

2,2 2 2 2 2
I:/x5+y€+f§+xn+yn+fn

(weyy — yﬁxn)\/ 1+ f2+ fl?

_/:L'g ‘H/g + (fsz +fyy5)2+x727+y%+(fml'n+fyyn)2

(Teyn — yﬁzn)\/ L+ f2+ ny

d&dn

dgdn,

de donde podemos expresar este funcional en la forma

I / (wg +20) (5 f2) + e+ yn) L+ Jy) + 2o by(@eye + 2ba) oo

(Teyn — yexn) /1 + f2+ f2

(5.15)

Este funcional debe de ser minimizado para poder encontrar la malla
solucién. Antes de proceder a su solucién, analizaremos las ecuaciones de
Euler-Lagrange de este funcional.
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5.4. Ecuaciones de Lagrange del funcional de
Dirichlet

En este apartado, n y m no tienen el mismo significado que en las seccién
anterior: las dimensiones de nuestra malla, sino que n sera la dimensién del
espacio en el cual estemos resolviendo nuestro problema y denotar un subindice.
Habiendo hecho esta aclaracién, prosigamos a encontrar las ecuaciones de
Euler-Lagrange del funcional (5.9).

El funcional (5.9) es de la forma
I= /gfrdSm (5.16)
con n = 2. Utilizando las siguientes propiedades de tensores

Jur Gum gul’

dS™ = /g"¢du’

ggr

el funcional anterior se puede expresar como

Jur Gum Gul

I—/xﬁ( g 08 agj)du o du™,

Como /g€ y g™ son independientes de £*(u) y sus derivadas, las ecuaciones
de Euler-Lagrange se expresan como

<

3

-y ajﬂ(fzgm - > (5.17)

para ¢ = 1,..., n. Multiplicando por 85, "y sumando sobre 7, obtenemos
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- 8uj - ml afl 8uj
Z agz 1;1 dum (‘ﬁz Jur aw) ¢

U o %81”
- Z 8Um < Z Fgurl ouP a€z>

i,l=1

Z Tu ml a§7 8£t aQUJ =0
Jur gl Gum 0L O ’

i,m,l,t=1
paraj=1,...,n

1
Tomando el miembro de la parte derecha y multiplicando por W’ se

obtiene

- 9 e - mlaigiauj _ - mi agz 878 82£Z =
um ( g Gur OuP a§1> ( Z Gur uP O 85165t = Oa

m=1 i,l=1 i,m,lt=1

y recordando que

Z o0&t ot
oul dum’

Z 851 8UJ
oul g’

podemos reescribir la expresion anterior como

J
4 0%u

9er peiggr \/W Z g (VIT705). (5.18)

paraj=1,...,n

Finalmente, podemos expresar las ecuaciones de FEuler-Lagrange del
funcional (5.16) como:

n ,
J
lt(‘?u

1 n 8 o
Yo ogiagt ~ Vg 2, b (vrea) <o (5:19)
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para j =1,...,n.

Utilizando (5.19) con n = 2 tenemos el caso de nuestro funcional (5.9), por
lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange son expresadas como

a2u1 aZul a2u1 82u1

gﬁlrl DETET +9§£ DE1E? + ggrl 9E29ET + ggf ae2ae?

1 9 [T 11 9 [T 21 —
g ﬁ( g guT) + W( g ur) - O’
- - 5.20
11 *u? 4ql2 d*u? 4+ g2 d*u? + g2 9*u? . ( )
9er 351351 Jer 351352 9er 352351 Jer 352852
1 _ 9 w12 9 U 522 ] _
yw_aul(vg 9:2) + 5z (V9 gw)_-o
Hagamos
9%ul 0%ul 0%ut o%u!
agrogr ~ " pgagz oot T T pgragr T T
0%u? 0%u? 0%u? 0%u?

DETDEL = Yee» DETHEE ~ De2aE! = Yen, 9E208 = Ynn-

Recordando que r = (z,y, f(z,y)), calculemos g;i" y g™

git =r2 = (1,0, f2)* =1+ f?

g1 =g51 =712y = (1,0, £2) - (0,1, f,)* = fufy

g5 =ry = (0,1, f,)* =1+ f;

9" =g1195 — (915)? = UL+ )+ f2) = (fofy)? =1+ f2+ f}

Utilizando las equivalencias de los tensores métricos covariante y
contravariante (3.17), podemos calcular g%, como sigue

g9 _ Lt

v g TN R
912 _ 91142r — fmfy

“r g L+ f2+ f2
0 9 1+ f2
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Utilizando las expresiones anteriores, junto con (5.12) y (5.14), en (5.21) se
tiene

(@) +yp + f)wee o (@en + Yeyn + fefn)zen
(L4 f2+ f))(@eyy —wqye)® (L f2 + f7)(@eyn — wnye)?
(302 + y? + fg)xrm
1+ f2+ fg)(xﬁyn — Tyye)?
1

9 1+ f2
e - I+ 2+ h
(vt — wque) 1+ 12+ 17 192 (my” 1B f)
9 *fmf
=T B )

(7 + Y2 + [2)yee o (@ey + Yeyn + fefu)yen
(1 + f2+ ) (@eyn — xnye)? (1 + 2 + ) (@eyy — wpye)?
(xF + Y2 + [E)ym

(L4 F2 + [ (@eyn — nye)?
1

9 _ el

(xﬁyn _ xnyﬁ)m ox ((l'ﬁyn .Tnyﬁ)\/ml I fo + f;)
0 1+ z2

a1 i

=0

=0.

Multiplicando por (1 + f2 + fg)(:zrgyn — z,y¢)? y simplificando, se obtiene

(7 + v + [ wee — 2Ty + yeyn + fefn)zen + (T2 + U¢ + [E)Tgm—
d 1+ f7 d —fa
o - T () o ()
z L4 f2+ f2 Yy L4 f2+ f2
(@2 + Y2+ [D)yee — 2(xen + Yeyy + fefo)Ven + (@F + VZ + FE)Yn—

) o( 1t o _1+fi
(zﬁyn - xnyi) m or (m) " @ <m>

=0

=0.

Haciendo
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a =z, +yo+ f7, D= \/1+f2+f2,

B =xexn + Yeyn + fefn, J = Zeyy — Tnye,
v =2+ g+ fE

podemos expresar las ecuaciones de Euler-Lagrange como

RTANR AN
D oy\ D -

0
L(z) = azee — 2Bxey + YTy — J*D |f91‘
0

_fzf 0 1+ f2
L(y) = -2 —J?’D|— Y — | —= = 0.
(y) = ayee — 2BYen + VY — J [ - < b ) tal D 0
(5.21)
5.5. Minimizacién del problema
Para encontrar el minimo del funcional (5.15), supongamos que
(z,y); t=1,....N=nxm (5.22)

son los puntos de la malla irregular dada, la cual es formada por elementos
cuadrilaterales.

Para obtener el minimo del funcional (5.15), recordemos los tridngulos que
se forman en el cuadrilatero, como se muestra en la figura 5.2. El mapeo del
cuadrado en la celda cuadrilateral se aproxima por las funciones lineales (5.5) en
cada triangulo. Calculando las parciales de éstas para el k-vértice del tridngulo,
con £ =iy n=j,se obtiene

Teg = Tk4+1 — Tk Ty =Tl — Tk—1
Ye = Yk+1 — Yk Yn = Yk — Yk—1-

Haciendo
Dy =(zp—1 — 21)* + (Toy1 — z)°
Dy =(yr—1 — yu)* + (yrr1 — yr)*
D3 =(xr-1 — k) (Yr—1 — Yx) + (@r41 — k) Yr+1 — Y&)
Ji =(@r-1 — 26) Yr+1 — Yk) — (@r41 — ) (Yr-1 — Yk)
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Sustituyendo

g2 D 09R) + D14 () + 25050y )

AR

Ya que la aproximacién al funcional estd dado en los tridngulos antes
mencionados y por la mitad de la suma de los valores de ésta integral, entonces
para el lI-ésimo cuadrilatero se tiene que

==Yy

=1 k=1

(Fk)l. (5.24)

=] =

Si el conjunto de mallas convexas no es vacio, la solucién del siguiente sistema
algebraico de funciones da como resultado una malla convexa:

ort

Ry = o, 0,
orr

Ry —_— @ — 0.

La solucion requiere de tener una malla convexa inicial para utilizarla en un
método de minimizacién sin restricciones, para lo cual utilizaremos el método
quasi-Newton. Supongamos que el [-paso de las iteraciones estda determinado,
entonces el (I + 1)-paso se obtiene al solucionar el sistema de ecuaciones lineales

OR OR
TR, + 5 (xln“ — xln) + = (yi“ - yi) =0

ox, MYn
6Ry +1 l aRy I+1 ! (525)
TRy + axn (anr — Ty + aiyn (yn+ - yn) =0

Despejando y4t! — ¢! en la primera ecuacién

OR 1
=yt gyl = | — 7R, — wa (Qiij_l - ;vlnﬂ S
n OYn

Sustituyendo en la segunda ecuacién
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=TRy + %(dﬁl — ) + ?9];: [— TR, — %(m?‘l — x%)} gll%z =0
Yn

OR, OR, I+l ! OR, OR, OR,OR,)\
=7 (Ry MYn — Byn> + (x” B x") 0z, OYn B ox, Oy, | 0

—1
OR OR OR, OR OR, OR
+1 _ .0 T Y g Yy Y x

Andlogamente

TR, + %(yﬁl —yh) + gz: | 7R, %(Wl -u)] £ ="

Ly

OR. . OR, w1 )\ (OR.OR, OR,OR.\
>7(Ry oz, e axn)+<yn o) 5y Oy Oy Oy ) O

—1
OR OR OR, OR OR, OR,
AR Tz Yy z Ofy  Olly Olig
~Yn Yn T<Ry Oxp e Oxy, ) <8xn Oy,  Ox, Oyn )

donde 7 es el pardametro de iteracién tal que la malla permanece convexa en
cada paso, para lo cual se verifica que las condiciones (5.7) se cumplan, pero si
no lo hacen, este parametro se multiplica por 0,5 y si de nuevo no se cumplen,

p
se vuelve a multiplicar por 0,25; es decir, se multiplica por (%) ,p=1,2....

Resumiendo, las expresiones del (I + 1)-paso son las siguientes

—1
OR OR OR, OR, OR,O0R
x, T =, T(R R, oun ) <axn Oyn  Oxn Oyn )

(5.26)

-1
OR, ., OR,\(OR,dR, OR,OR,
uht =k —7(R y)( Y )

Yoz, ~ oz, oxr, Oy,  Ox, Oyn

Estas ecuaciones pueden ser utilizadas en un algoritmo arménico-adaptativo
que encuentre la malla solucién dada una malla inicial (x,y),. Para ello, vamos
a considerar la siguiente enumeracién para los k-nodos, k = 1,2, 3:
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= 1 para el nodo correspondiente al nodo local k — 1,
= 2 para el nodo correspondiente al nodo local k,

= 3 para el nodo correspondiente al nodo local k£ + 1.

Llamemos

D1<1+(fz)i)+D2<l+ (f,) )+2D3 AN

[ G+ ] I
V= (z1 — 22)(y3 — y2) — (z3 — 22)(y1 — ¥2),

U =

podemos expresar las derivadas que necesitamos para (5.26) como

U
R=F=—
v
Ro—p UV UV Us—FV,
B V2 B Vv
u,v-uv, U,-FV,
By=b=""9— ="
R o_p  (Usy — By — FVy )V — (U, — FV,)V,
xx — Lxx — V2
_(Umv - F:EVa: _szx) - FwVw _ Ua:a: - 2FxV$ - Fsz
B 4 B 14
R, —F, :(Umy — BV — FVy)V — (U — FV,)V,
Yy Y V2
:(Uty - EJVT - FVTy) - Ft‘/y — ny - EJV.’I' - vay - thy
|4 Vv
_Fyx
R —=F :(Uyy - BV, - FVyy)V - (Uy — FVy)Vy
vy vy VQ
:(UZ/ZI — FyVy — FV?JZ/) — FyVy — UMI — 2EJ‘/ZJ — Fvyy
|4 Vv

(5.28)
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Para el triangulo con vértice 1, tomemos x = x1 y y = y1, calculando las

derivadas anteriores se obtiene

Ve =y3— 12

Vy =29 — 23

Vew = 0=V =V,
Dy, = 2(x1 — x2)
Dy, =0 = Dy,
D3z =11 — 42

Dy = 2(y1 — y2)

Dgy =T — T2

U, =2

U, =2

(5.29)
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Asi mismo, para el tridngulo con vértice 2, tomemos x = x2 y y = yo,
calculando las derivadas (5.28) tenemos

Vo=1y1—ys

Vy =3 — 21
Vie =0=Vay = Vyy
Dy, = —2(x1 — 22) — 2(x3 — x2) = 2(229 — 21 — 3)
Dy, = 0= Dqy
D3z = —(y1 —y2) — (Y3 —¥2) = 2y2 —y1 — Y3
Doy = =2(y1 — y2) — 2(y3 — y2) = 2(222 — 1 — 13)
D3y = —(x1 — x2) — (3 — x2) = 229 — 1 — X3

16 (1)) ora——o5) (1), 1), (om0 )
e () (1))
L ()] () + (), (8), () 530
e () ()]

(@

Uy, =2

1+ (), (6),]

1+ (5, + ()]
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Andlogamente, para el tridngulo con vértice 3, tomemos = = z3 y y = ys,

las derivadas son

Ve=y2—1

Vy =21 —x2

Vie =0=Vyy = Viyy
Dy, = 2(x3 — x2)
Dy, = 0= Dqy
D3y =y3 — y2

Dy = 2(y3 — y2)
D3y = w3 — x2

U, =2

U, =2

en donde f, y f, se calculan como

fo=(fi = f2)(yzs —y2) — (fs — f2)(y1 — ¥2)
fy = (v1 —22)(f3 = f2) — (3 — 22)(f1 — f2)

(5.31)

(5.32)
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5.6. Aplicaciones

En este apartado, vamos a aplicar el esquema heuristico, descrito en el
Capitulo 4, para desarrollar una aplicacién del problema (5.21), al aproximar
las derivadas de la funcién de control utilizadas.

5.6.1. Versién de Ivanenko

En esta parte, trabajaremos con la version de Ivanenko tratada en el
apartado anterior, para una regién circular de radio 1 y centro (0, 0).

5.6.1.1. Ejemplo numérico

Tomemos como funciones de control expresiones de la forma e’“(”CQ*(y*O’E’)Q),
con a un real para mallas de 420, 840 y 1624 elementos. Al aplicar el algoritmo
de Ivanenko, se encuentran los siguiente errores en las mallas:

Valor de a | No. de elementos | No. de iteraciones Error

0.0001 420 84 9.7217e-6
0.0001 840 181 9.9887e-6
0.0001 1624 355 9.9457e-6
0.01 420 84 9.7217e-6
0.01 840 181 9.9887e-6
0.01 1624 355 9.9457¢-6
1 420 84 9.7216e-6
1 840 181 9.9886e¢-6
1 1624 355 9.9457¢-6
100 420 84 9.7218e-6
100 840 181 9.9885¢-6
100 1624 355 9.9458¢-6
10000 420 84 9.7217e-6
10000 840 181 9.9884¢-6
10000 1624 355 9.9423e-6

Cuadro 5.1: Errores de las mallas circulares.

Las graficas de las mallas son 5.8-5.12. La solucién de la ecuacién de Poisson
para f = e**1Y utilizando el método heuristico de la seccién 4.2 arroja los
siguientes errores:
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Valor de a | No. de elementos Error

0.0001 420 3.3454e-2
0.0001 840 7.2616e-2
0.0001 1624 9.2521e-2
0.01 420 3.3454e-2
0.01 840 7.2616e-2
0.01 1624 9.2521e-2
1 420 3.3454e-2
1 840 7.2617e-2
1 1624 9.2521e-2
100 420 3.3454e-2
100 840 7.2616e-2
100 1624 9.2520e-2
10000 420 3.3454e-2
10000 840 7.2616e-2
10000 1624 9.2519e-2

Cuadro 5.2: Errores de la solucién de Poisson para las mallas circulares.

97

Podemos observar que la aproximacion se ha mejorado en comparacién a los
resultados obtenidos en los Capitulos 1 y 2.
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(c¢) Malla circular con a = 0,0001 y 1624 puntos

Figura 5.3: Mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
£—0,0001 (2 +(y—0,5)%)
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Figura 5.6: Mallas obtenidas con el método de Ivanenko para e~100(@"+(y=0,5))
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(¢) Malla circular con a = 10000 y 1624 puntos.

Figura 5.7: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
£—10000(z%+(y—0,5)%)
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Las graficas de los errores aparecen a continuacion:

(a) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 840 puntos.

(¢) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 1624 puntos.
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Figura 5.8: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para

6—0,0001(x2+(y—0,5)2)
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(a) Error de la malla circular con a = 0,01 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 0,01 y 840
puntos.

(¢) Error de la malla circular con a = 0,01 y 1624
puntos.

Figura 5.9: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e—0.01(z%+(y—0,5)%)
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(¢) Error de la malla circular con a = 1 y 1624
puntos.

Figura 5.10: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
6_(12—"_(?}_0’5)2)-
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(a) Error de la malla circular con a = 100 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 100 y 840
puntos.

(c¢) Error de la malla circular con a = 100 y 1624
puntos.

Figura 5.11: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e—100(2+(y—0,5)%)



5.6. APLICACIONES 107

(a) Error de la malla circular con a = 10000 y
420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 10000 y
840 puntos.

(c¢) Error de la malla circular con a = 10000 y
1624 puntos.

Figura 5.12: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
8710000(12+(y70,5)2).

Los programas de esta parte se pueden consultar en los Apéndices C.1y C.4.
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5.6.2. Winslow modificado
Tomemos las ecuaciones de Winslow del problema mencionado:

L(x) = axee — 2Bxey + yTnm =0,

(5.33)
L(y) = ayee — 2Byen + Yyny = 0,

en donde:

Je =fzxe + fyye,
fn :fzxn"‘fyynv
a=22+¢%+

n n n’
ﬂ:x§$n+yfyn+f§fna
~ :xg + yg + fg

Consideremos al conjunto de puntos

{(l‘z‘—l,j—l, yi—l,j—l)a (xi—l,ja yi—l,j)7 (l'i—l,j-i-lv yi—l,j+1), (fUi,j—L yi,j—1)7 (xi,j7 yi,j)7

(@i 541, Yijt1)s (Tit1, -1 Yit1,5-1), (Tit1,5, Yitr1,5)s (Tik1,54+15 Yit1,541) }s

como el esténcil de nueve puntos para el punto (2, ¥i,;)-

Calculemos x¢, =, y¢ ¥ y, mediante diferencias finitas:

e = Tij+1 — T4 j-1 = LTi41,5 — Ti—1,5
N 2A¢ ’ " 2An
5.34
ye = Yij+1 — Yij-1 Yy = Yi+1,j —Yi-1,45 ( )
¢ 2AE 7 2An

Ademaés, aproximemos las derivadas parciales f; y f, con el esquema de
Diferencias Finitas para operadores lineales de segundo grado (Seccién 4.2)

Lf = Afzx +foy +nyy +sz +Efy +F7

mediante la obtencién de los pesos I';, i = 1,2...,9 para cada caso.

Solucionemos el sistema (5.33), sustituyendo las aproximaciones obtenidas y
utilizando el algoritmo SOR.



5.6. APLICACIONES

Valor de a | No. de elementos | No. de iteraciones Error

0.0001 420 37 9.3063e-4
0.0001 840 73 9.6597¢-4
0.0001 1624 132 9.8318e-4
0.01 420 37 9.3059e-4
0.01 840 72 9.6597e-4
0.01 1624 132 9.8317e-4
1 420 35 9.4066¢-4
1 840 68 9.6100e-4
1 1624 126 9.7876¢-4
100 420 37 9.6443¢-4
100 840 69 9.7948¢-4
100 1624 138 9.9068¢-4
10000 420 39 9.6206e-4
10000 840 74 9.9961e-4
10000 1624 137 9.9668¢-4

Cuadro 5.3: Errores de las mallas circulares.

5.6.2.1. Ejemplo numérico
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Aplicando a una regién circular de radio 1 y centro (0,0), y utilizando

. _ 2 _ 2
funciones de control de la forma e *(@ +(®=05%  con @ un real, obtenemos,

para las mallas con 420, 840 y 1624 elementos, los errores siguientes:

Los mallados se muestran en las graficas 5.18-5.22. Resolviendo la ecuacién
de Poisson para f = e?*1¥ en dichas mallas, se obtienen los errores siguientes

Cuadro 5.4: Errores de la solucién de Poisson para las mallas circulares.

Valor de a | No. de elementos Error

0.0001 420 3.3581e-2
0.0001 840 1.8119e-2
0.0001 1624 1.1518e-1
0.01 420 3.3582¢-2
0.01 840 7.0912¢-2
0.01 1624 1.1518e-1
1 420 3.5194e-2
1 840 7.4172e-2
1 1624 1.1935e-1
100 420 3.6079¢-2
100 840 7.1107e-2
100 1624 4.5426e-2
10000 420 5.5129e-2
10000 840 1.8879¢-2
10000 1624 1.2780e-2

De los resultados, se observa que el error se ha mejorado en comparaciéon a
los resultados obtenidos en los Capitulos 1 y 2.
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(c) Malla circular con
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Las graficas de los errores pueden observarse a continuacion:

um,
oe
oo,

(a) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 840 puntos.

(¢c) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.18: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
6—0,0001(x2+(y—075)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 0,01 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 0,01 y 840
puntos.

(c¢) Error de la malla circular con a = 0,01 y 1624
puntos.

Figura 5.19: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e—0.01(z+(y=0,5)%)
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(b) Error de la malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(¢) Error de la malla circular con a = 1 y 1624
puntos.

Fiqura 5.20: 2Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
—(2*+(y=0,5)%)
e .
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(a) Error de la malla circular con a = 100 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 100 y 840
puntos.

(¢) Error de la malla circular con a = 100 y 1624
puntos.

Figura 5.21: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e—100(z+(y—0,5)%)
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(a) Error de la malla circular con a = 10000
y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 10000
y 840 puntos.

(¢) Error de la malla circular con a = 10000
y 1624 puntos.

119

Figura 5.22: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para

©—10000(2®+(y—0,5)%)

Los programas aqui empleados se encuentran en el Apéndice C.2 y C.4.
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5.6.3. Winslow modificado versién Ivanenko

Retomemos las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema (5.21):

1 2
L(x) = azge — 2Bxey + YTy — J2D li( +ny> - aiy (fgyﬂ =0,

_ 2
L(y) = ayee — 2Byen + Vyyn — J°D [a (M) + 9 <1 h fm)

Recordando las expresiones de fe, f, o, 8,7, Dy J:

f§ :fwx§+fyy£7 fn:fzxn+fyyn7
a =z +y, + i, D=1+ fz+ 1},
B =xexn + yeyn + fefn, J = Teyy — Tnye,

’yzx?—!-g?—!-fg.

2
Derivando las expresiones 8%( Ly >, @( Joly ), g( L=l )

VIR ) NI4T )7 92 \\14 F2+f3
y
By(m , obtenemos:

Joafo + fayf
2funfi 1+ B+ 1 = L+ £2) =
of e N C s
ANy L+ f2+ f3

2 dy (L 4 1D = L+ S aah + fu )
- T+ 2+ )7

8( fufy B J1+ 24 12

% M+ﬁ+ﬁ>_ LEFEtdy
(fayfy + fafyy) L+ f2 + fyz) = (fufy)(fay [z + fyyfy)
(L4 72+ 7
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(*fxmf *facfac ) 1+f§+f2*(*fxf1)7
O ng ) ! vV ! RN
ox /1+fz2+f;3 1+f§+fy2

(_fmcfy B fwfmy)(l + fg% + fg?) + (fwfy)(fllfl + flyfy)
(L4 2+ )2

o aep )\ T Ve
w\ enem) T

2oy fa(L+ 12+ £7) — L+ D) (fayfo + funfy)
- (L+ 2+ £

(5.35)
Haciendo
Dy = f:rryf:r + fyyfy
Sustituyendo en (5.35) se obtiene
8 1+ y2 72fzyfyD2*(1+f§)D$
ox D a D3
g fxfy _(fxyfy'i'fxfyy)DQ_fxfyDy
oy\ D | D3
(5.36)
2 _foy _(_flzfy _ffoy)D2+foyD1
ox D n D3
ﬁ 1+f12 _QfxywaQ_(1+f§)Dy
oy\ D N D3

Sustituyendo en (5.21) se obtiene
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L(x) =axee — 2By + Y2y

- J?D -meyfyD2 B (1 + fy2)Dr N (fryfy + frfyy)DQ — frfyDy‘| ’

D3 D3
=axee — 2Bzen + YTy

_ JQD (fo:yfy - fa:fyy)DQ - (1 +f5)Dw +fwfyDy‘| )

D3

L(y) =ayee — 2BYen + 1Ynn
—J2D (_fa::rfy_fmfzy)D2+fwfme +2fxyme2_(1+f3)Dy]7

D3 D3
=yee — 2BYen + VY
_ op|Uanfe = ufea)D* = (L+ £2)D, + fxfny]

D3

Tomemos al esténcil de nueve puntos para el punto (z; ;,¥; ), al conjunto
de puntos:

{($¢71,j71, yifl,jfl)» (fﬂiﬂ,j, yifl,j)v ($¢71,j+17 yz’—1,j+1), (xi,jfla yi,jfl)v (xi,ja yi,j)a

(l'i,j+17 yi,j+1)v ($¢+1,j—1, yi—i—l,j—l)» (l'i+1,j7 yi—i—l,j)a ($¢+1,j+1, yz‘+1,j+1)}-

Para las derivadas parciales x¢, x,, y¢ ¥ ¥y, utilicemos las diferencias finitas
para aproximarlas, mediante las expresiones (5.34).

Aproximamos las derivadas parciales fg, fy, fzz, foy ¥ fyy con el esquema
de Diferencias Finitas para operadores lineales de segundo grado visto en la
Seccion 4.2 Lf = Afpe + Bfoy + Cfyy + Dfe + Efy + F.

Finalmente, solucionemos el sistema (5.33), con las aproximaciones obtenidas
y utilizando el algoritmo SOR.

5.6.4. Ejemplo numérico

Para nuestros ejemplos numéricos, consideremos nuestro dominio al circulo
de radio 1 y centro en (0,0). Sea e=o(@"+(u=05)*) 14 familia de funciones de
control, con a un real, para las mallas con 420, 840 y 1624 elementos, los errores
fueron los siguientes:
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Valor de a | No. de elementos | No. de iteraciones Error

0.0001 420 37 9.3063e-4
0.0001 840 73 9.6600e-4
0.0001 1624 132 9.8318e-4
0.01 420 37 9.3063e-4
0.01 840 72 9.6595e-4
0.01 1624 132 9.8311e-4
1 420 35 9.6519¢-4
1 840 68 9.6955¢-4
1 1624 126 9.9956¢-4
100 420 37 9.2239¢-4
100 840 69 9.6465¢-4
100 1624 138 9.8052¢-4
10000 420 39 9.3063¢-4
10000 840 74 9.9405e-4
10000 1624 137 9.9930e-4

Cuadro 5.5: Errores de las mallas circulares.
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Los mallados ejemplo se muestran en las graficas 5.28-5.32. Empleando
estas mallas en la ecuacién de Poisson para f = e?*TY, se obtienen los errores

siguientes

Cuadro 5.6: Errores de la solucién de Poisson para las mallas circulares.

Valor de a | No. de elementos Error

0.0001 420 3.3582¢-2
0.0001 840 7.0911e-2
0.0001 1624 1.1518e-1
0.01 420 3.3581e-2
0.01 840 7.0899e-2
0.01 1624 1.1479e-1
1 420 3.3811e-2
1 840 3.6321e-2
1 1624 3.1681e-2
100 420 3.2931e-2
100 840 7.1028e-2
100 1624 1.1463e-1
10000 420 3.3581e-2
10000 840 7.0861e-2
10000 1624 1.1642e-2

De lo anterior, podemos notar que el error ha mejorado en comparacién a
los resultados obtenidos en los Capitulos 1 y 2.
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(c¢) Malla circular con a = 0,0001 y 1624 puntos

Figura 5.23: Mallas obtenidas con las ecuaciones de FEuler-Lagrange para
£—0,0001 (2 +(y—0,5)%)
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(c¢) Malla circular con a = 0,01 y 1624 puntos.

Figura 5.24: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Fuler-Lagrange

e—0,01(z®+(y—0,5)%)
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(c¢) Malla circular con a = 100 y 1624 puntos.

Figura 5.26: Mallas obtenidas con las ecuaciones de FEuler-Lagrange para
e—100(z%+(y—0,5)%)
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(¢) Malla circular con a = 10000 y 1624 puntos.

Figura 5.27: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Fuler-Lagrange

para
e—10000(z?+(y—0,5)%)
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Las graficas de los errores pueden observarse a continuacion:

(a) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 840 puntos.

(¢) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.28: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de FEuler-Lagrange
para 670,0001(z2+(y70,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 0,01 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 0,01 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 0,01 y 1624
puntos.

Figura 5.29: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e~0:01@"+(¥=0:5)%)
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(b) Error de la malla circular con a = 1y 840 puntos.

(¢) Error de la malla circular con a = 1 y 1624
puntos.

Figura 5.30: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e_(x2+(y_075)2) .
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(a) Error de la malla circular con a = 100 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 100 y 840
puntos.

(c¢) Error de la malla circular con a = 100 y 1624
puntos.

Figura 5.31: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e~ 100" +(y=0:5)%)
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(a) Error de la malla circular con a = 10000 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 10000 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 10000 y 1624
puntos.

Figura 5.32: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para 6—10000(x2+(y—0,5)2).
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Los programas utilizados en esta parte se encuentran en el Apéndice C.3 y
C.4.



Capitulo 6

Conclusiones

El Método de Diferencias Finitas (MDF) es un algoritmo muy utilizado en
la solucién numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) lineales de
segundo orden, presentes en muchos de los fenémenos fisicos que nos rodean
y en varias ramas de la ciencia. Este procedimiento aproxima la solucién a la
ecuacioén diferencial mediante su expansion local en serie de Taylor alrededor de
los puntos de una malla equidistantes de regiones sencillas, con un error global
de O(Ax?). Ademés, se demostré que el MDF es convergente, tanto en una como
en dos dimensiones, ya que utilizamos el Teorema de Equivalencia de Lax, segiin
el cual, al satisfacer la condicién de consistencia y de estabilidad, se cumple la
convergencia.

Como pudimos observar en el Capitulo 2, al cambiar nuestra regién de una
region sencilla, como un cuadrado, a una mas complicada, como una circular,
las soluciones aproximadas en las mallas ya no fueron lo suficientemente buenas.
Entonces, surgié la pregunta natural de cémo poder mejorar la aproximacion en
alguna regién que no sea sencilla, es decir, irregular. Una solucién propuesta fue
el cambiar la particién de los puntos de la malla de la circunferencia, utilizando
5 distribuciones de los puntos, como se observé en el Capitulo 1; no obstante,
éstas no nos llevaron a buenas aproximaciones.

Después se analizaron otros tres métodos mas para generar mallados, uno de
ellos fue el método de Interpolaciéon Transfinita (TFI, por sus siglas en inglés),
el cual se basa en una transformacién r(§,7), 0 < £ < 1, 0 < n < 1, que mapea
el cuadrado unitario en una regién fisica y preserva las fronteras; pero, a pesar
de su facil programacién y rapidez, éste presenta problemas con geometrias
complejas.

Otro método analizado fue la solucién de las ecuaciones de Winslow para
encontrar el mallado buscado, obtenidas a partir de la ecuacién de Laplace

V2¢ = 0y V?p = 0, junto con las componentes de los tensores métrico

135
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covariante y contravariante, que luego pueden ser resueltas al aproximar las
parciales mediante diferencias finitas y solucionar el sistema algebrdico con
algin algoritmo para la solucién de sistemas lineales, como el Método de
Sobrerelajacién (SOR), tomando un malla inicial obtenida con la TFI.

Ademsds, se revisaron algunos funcionales, cuyas ecuaciones de
Euler-Lagrange nos permitieron generar sistemas lineales de la forma

Au’l”gg + Al?""gn + AQQT,T,—, =0,

cuyas parciales se calculan con diferencias finitas y cuya solucién al sistema se
puede obtener con métodos de Algebra Lineal Numérica.

A pesar de que estos generadores de mallas dan buenos resultados en regiones
con geometrias sencillas, presentan problema con regiones méas complicadas,
como por ejemplo, algunas regiones requieren mas de un funcional para generar
buenas mallas.

Después, pasamos en utilizar el método de Diferencias Heuristicas [4] como
una aplicacién del Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) para
aproximar la solucién a operadores lineales de segundo grado de la forma

Lu = Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + D,

en regiones poligonales simplemente conectadas.

Asi, fue entonces que empleamos el método propuesto y desarrollado por
Ivanenko [1988], el cual utiliza las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional

de Dirichlet I = [ (g%,ll + ggg) dS™ y las diferencias finitas para calcular la malla

buscada. Ademads, empleamos una modificacién a esta, en donde empleamos el
método heuristico del Capitulo 4 para calcular las derivadas parciales.

Mas atun, tomamos las ecuaciones de Winslow y las ecuaciones de
Euler-Lagrange del método de Ivanenko, utilizando el método anterior para
calcular las parciales obtenidas en las ecuaciones. Los resultados obtenidos en
las tablas 5.2, 5.4 y 5.6 muestran que este método propuesto para generar una
malla permite una mejor aproximacién a la solucién de la ecuacién de Poisson

—V(kVu) = f.

Esto era de esperarse, pues citando a Smith [19], una propiedad muy
importante de los métodos variacionales es que los funcionales son aprorimados
de tal forma que todos sus andlogos discretos tienen una barrera infinita en
la frontera del conjunto de mallas no degeneradas. Los algoritmos resultantes
aseguran la generacion de mallas no degeneradas de acuerdo a las condiciones
discretas desarrolladas de la positividad del Jacobiano. Consecuentemente, la
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teoria del mapeo armdnico, aplicada a la generacion de mallados, puede ser
asumida como un marco general para el desarrollo de algoritmos totalmente
automatizados. Mds ain, en el nivel continuo, la teoria del mapeo armdnico
provee la construccion de coordenadas curvilineas no degeneradas;en el nivel
discreto, la aplicacion desarrollada de esta teoria garantiza la generacion de
mallas no degeneradas en dominios arbitrarios.
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Apéndice A

Programas empleados en
Capitulo 1

A.1. Programas para la malla M1

function [ xf,yf ] = FronteraCircunferenciav2( x,y,in,n,a,b,r )
% Acomoda los puntos frontera de una circunferencia, tomando las
% intersecciones de la recta que pasa por los puntos y la

% circunferencia.

xf=x;
yE=y;
% Calculamos el numero de iteraciones.
if mod(n,2)==1
in((n+3)/2, (n+3)/2)=0;

k=(n+1)/2;
else
k=(n+2)/2;
end
% Encuentra las intersecciones de las partes superior e inferior.
for i=2
for j=2:k
if in(i, j)==1 && in(i-1,3j)==0
yE(i-1,j)=b-sqrt(r"2-(x(i, j)-a) "2);
yE(i-1,n+1-9) =y£ (i-1, 3);
yE (n+2-1, §) =2xb-y£ (i-1, ) ;
yvE(n+2-i,n+1-3)= yf(n+2-i, j);
end
end
end

o

% Encuentra las intersecciones de las partes laterales
for i=2:k
for j=2:k
if in(i,3j)==1 && in(i, j-1)==
xf (i, j-1)=a-sqgrt (r"2-(y (i, 3)-b)"2);

141
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xf(i,n+2-73)=2+a-x£f(i,3-1);
xf(n+l-i, 3-1)=xf (i, j-1);
xf(n+l-i,n+2-j)= xf(i,n+2-3);
end
end

end
end

function [ E,SE ] = ErrorCuadraticoV2 (in,xf,yf,cf,Csol,n )
%Error cuadratico para M1l y M2

e=0;
pos=1;
for i=2:n-1

for j=2:n-1
if in(i,j)==1
SE (pos)=cf (xf(i,3),yf(i,3));
a=0.5xabs ((xf (i+1, J)-xf(i-1, 7))~ (yE(i, J+1)-yE(i,J-1))+...
(xf (i, J+1)-x£(i,3-1)) »(yE(1i-1,3)-y£(i+1,3)));
e=e+ (Csol (pos) —SE (pos) ) "2xa;
pos=pos+l;
end
end

end
E=sqgrt (e);
end

function [in,xf,y,x,yf,eltos ] = CircunferenciaVl( a,b,r,n )

do oo e

o°

Programa para obtener los puntos de la malla dentro de una
circunferencia y su frontera, con centro en (a,b) y radio r,
y n el numero de puntos.

Creamos circunferencia

theta=linspace (0,360,100);
xc=atrxcosd (theta);
yc=b+rxsind (theta);

3
S

Creamos mallado

x1l=linspace (a-r,a+tr,n);
yl=linspace (b-r,b+r,n);

<
g

[x,y]=meshgrid(xl,yl);

Vemos los puntos interiores y los frontera en la circunferencia

in=inpolygon (x,y, xc,ycC);

[ xf,yf 1 = FronteraCircunferenciav2( x,y,in,n,a,b,r );

end

function [ M ] = BorrarFilaColumna (M, v, r)

o o° o o

[
h

Borra la fila y la columna v-esima de una matriz M.
r=0 si borramos una fila

r=1 si borramos una columna

r=2 si borramos una fila y una columna

r==
M(:,v)=1[1;

APENDICE A. PROGRAMAS EMPLEADOS EN EL CAPITULO 1
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function [ gamma ] = VectorGamma5( xf,vy,x,vyf,i,3j,A,B,C,D,E,F )
Rutina para encontar el vector de pesos Gamma para un estencil
de 5 puntos
Sum_{1=0}"{k}Gamma_{i}u(p-{i}) que aproxima a
[Au_{xx}+Bu_{xy}+C_{yy}+D_{x}+E_{y}+Ful -{p-{0}}.
x,y son las matrices de la malla, j,1 son los valores del
punto p-{i,J}.

o o o

oo oo

o

% Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i, J)-esimo
p=zeros(5,2);

p(1,1)=x£(i,3); p(1,2)=yf(i,3J);
p(2,1)=xf(i,3+1); p(2,2)=yLf (i, 3+1);
p(3,1)=xf(i+1,3); p(3,2)=yf(i+1l,J);
p(4,1 )
p(5,1 )

)=x£(i,3-1); p(4,2)=y£(i,3-1);
)=x£(i-1,3); p(5,2)=y£f(i-1,]

% Deltas

dx(1:4)=p(2:5,1)-p(1,1);

dy (1:4)=p(2:5,2)-p(1,2);

% Construimos matriz M

M=zeros (4,4);

M(1l,:)=dx(:);

M(2,:)=dy(:);

3,:)=dx(:)."2;

4,:)=dy(:)."2;

% Construimos vector betta B

betta=zeros(4,1);

betta(l)=D(p(1,1),p(1,2));

betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));

betta (3)=2xA(p(1,1),p(1,2));

betta(4)=2xC(p(1,1),p(1,2));

% Resolvemos para Mgamma=B

gammal=M\betta;

% Obtenemos gamma.-0

gamma=zeros (5,1);

gamma (1)=feval (F,p(1,1),p(1,2))-sum(gammal) ;

gamma (2:5)=gammal (1:4);

end

’

M (
M (

function [ U ] = OLDF5( in,xf,y,x,vf,eltos, fun,cft,A,B,C,D,E,F)
Programa para encontrar la solucion de
Lu = Au_xx + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu,
A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal, en una
circunferencia, tomando un estencil de 5 puntos
{p(i,3),p(i-1,3),p i+, ), p (i, 3-1),p (i, 3+1) }.

o

o

o° oP

o
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8 [m,n]=size (x);

9 k=(m-2)*(n-2);

10 G=zeros(k,5);

11 % Encontramos el vector de pesos
12 for i=1:m-2

13 for j=1:n-2

14 if in(i+1, j+1)==

15 g = VectorGammab (xf,vy,x,vyf,i+1, j+1,A,B,C,D,E,F );
16 G((n=2)*(i-1)+73, :)=g(:);

17 end

18 end

19 end

% Creamos la matriz de solucion del sistema
21 % \psi_{xx}+\psi_-{yy} =4\pi \a(x)
22 M=zeros(k,k);
23 for i=1:k

24 M(i,1)=G(i,1);

25 end

26 for i=1l:m-2

27 for j=1:n-3

28 M((i-1)*(n=-2)+j, (i-1)*(n=-2)+Jj+1) =G ((1i-1) » (m-2)+3,2);
29 M((i-1)*(n=2)+3j+1, (1-1) * (n=-2)+3) =G ((1-1) x (m—2) +3+1,4);
30 end

31 end

32 for i=1:(m-3)* (n-2)

33 M(i+n-2,1)=G(i+n-2,5);

34 end

35 for i=1:(m-3)*(n-2)

36 M(i,i+n-2)=G (i, 3);

37 end

38 % Creamos el vector N.
39 N=zeros (k,1);
40 for i=2:m-1

41 for j=2:n-1

42 if in(i,3)==

43 N((m=2)x (i-2)+3-1)=fun(x(i,3),y (i, 3));
44 end

45 end

46 end

47 % Asignamos las condiciones de frontera.
48 CF=zeros(k,1);
49 for i=l:n-2

50 if in(2,i+1l)==

51 % Parte superior

52 CF(1)=CF (1)+G(i,5) *cf(x(1,1i+1),yf(1,i+1));
53 end

54 if in(m-1,i+1)==

55 % Parte inferior

56 CF((n=2)* (m=3)+1)=CF ((n-2)* (m=3)+i)+...

57 G((n-2)* (m-3)+1i,3)*xcf (x(m,i+1),yEf(m,i+1));
58 end

59 end

60 for i=l:m-2

61 if in(i+l,n-1)==

62 % Parte derecha

63 CF((n-2)*1)=CF ((n-2)*1)+G((n-2)*1i,2)*cf (xf(i+1l,n),y(i+1l,n));

64 end
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if in(i+1,2)==
% Parte izquierda
CF((n=2)(i-1)+1)=CF ((n-2)* (1i-1)+1)+...
G((n=2) % (i-1)+1,4) cf (xf (i+1,1),y(i+1,1));
end
end

% Quitamos las columnas y filas que no estan dentro de la circunferencia.

pos=1;
for i=1:m-2
for j=1:n-2
if in(i+l, j+1)==
pos=pos+1l;
else
M = BorrarFilaColumna (M, pos,2);
CF = BorrarFilaColumna (CF,pos,0);
N = BorrarFilaColumna (N, pos,0);
end
end
end
N=-N(l:eltos)-CF(l:eltos);
% Solucionamos el sistema
U=M\N;
end

function [ Csol,SE,E ] = OLDFPruebabVl( a,b,r,n )

Prueba de la solucion para el operador lineal

Lu = Au_-xxXx + Bu_-xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu

en circunferencia de radio r, centrada en (a,b), con malla de nxn.

oo oo oo

[in,xf,y,x,yf,eltos ] = CircunferenciavVl( a,b,r,n );

cf=@ (u,v) 2xexp(2xutv);

fun=0@ (u,v) -10xexp (2*xu+v);

[ Csol] = OLDF5 (in,xf,y,x,yf,eltos, fun,cf,@(u,v)1l,Q@(u,v)0,Q(u,v)1,...
@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );

[E,SE]= ErrorCuadraticoV2 (in,xf,yf,cf,Csol,n );

Error=reshape (Csol-SE', [4,4]); ¥Caso n=6.

o

% Error=reshape (Csol-SE', [8,4]); %Caso n=8.

% Error=reshape (Csol-SE"', [15,4]); %Caso n=10.
% Error=reshape (Csol-SE', [8,11]); %Caso n=12.
% Error=reshape (Csol-SE', [61,5]) %Caso n=21.

Error=reshape (Csol-SE', [15,83]); %Caso n=41.
Error=reshape (Csol-SE', [9,557]); %Caso n=81.
pos=1; % Encontramos los puntos dentro de la circunferencia.
format long;
for i=1l:n
for j=1:n
if x(i,3) "2+y(i,3)"2<r
xrl (pos)=x(i,J);
yrl(pos)=y(i,3J);
pos=pos+1l;
end
end
end
xm=reshape (xrl, [4,4]); ym=reshape (yrl, [4,4]); %Caso n=6.
xm=reshape (xrl, [8,4]); ym=reshape(yrl, [8,4]); % Caso n=8.
xm=reshape (xrl, [15,4]); ym=reshape(yrl, [15,4]); %Caso n=10.

o0 oo oo
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% xm=reshape (xrl, [8,11]); ym=reshape(yrl, [8,11]); % Caso n=12.
% xm=reshape (xrl, [61,5]); ym=reshape(yrl,[61,5]); ¥Laso n=21.
% xm=reshape (xrl, [15,83]); ym=reshape(yrl,[15,83]); %Caso n=41.
xm=reshape (xrl, [9,557]); ym=reshape (yrl, [9,557]); ¥Laso n=81.
surf (xm, ym, Error) %Graficamos el error.

end

A.2. Programas para la malla M2

function [ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r )

o° oP

o°

xf=x;
vE=y;

% Calculamos el numero de iteraciones
if mod(n,2)==1

n((n+3)/2, (n+3)/2)=0;
k=(n+1)/2;

else
k=(n+2)/2;

end

o
5
o
s

for i=2:k

for j=2:

k

if in(i,9)==1 && in(i-1,79)==

end
end
end
o
>
% asignamos
for i=2:k

for j=2:

yE(i-1,3j)=b-sqgrt(r"2-(x(i,3j)-a) "2);
yE(i-1,n+1-3J)=y£(i-1,3);

yEf(n+2-1, J)=2+b-yf (i-1,]);
yvf(n+2-i,n+1-9)= yf(n+2-1i, j);

a los puntos.

k

if in(i,3)==1 && in(i,3-1)==

end
end
end
end

xf (i, j-1)=a-sqrt(r"2-(y(i,3J)-b) "2);
xf(i,n+t2-3j)=2xa-x£f (i, 3j-1);

xf (n+l-1i, j-1)=xf (i, 3-1);

xf (n+l-i,n+2-3)= x£f(i,n+2-3);

Acomoda los puntos frontera de una circunferencia,
intersecciones de la recta que pasa por los puntos con la
circunferencia, utilizando ambos.

tomando las

Encontramos las intersecciones de arriba y abajo y las

Encontramos las intersecciones de los lados y las asignamos a
los puntos.
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function [in,xf,y,x,yvf,eltos ] = Circunferenciav2( a,b,r,n )

% Programa para obtener los puntos de la malla dentro de una
circunferencia y su frontera, con centro en (a,b) y radio r,
numero de puntos en el cuadrado que forma la circunferencia
es de n.

o

o

o° oP

o

% Creamos circunferencia

theta=linspace (0,360,100);

xc=atrxcosd (theta);

yc=b+rxsind (theta);

% Creamos mallado

xl=linspace (a-r,atr,n);

yl=linspace (b-r,b+r,n);

[x,y]=meshgrid(xl,yl);

if mod(n,2)==1
in((n+1)/2,n)=0;

end

% Vemos los puntos interiores y los frontera en la circunferencia

in=inpolygon (x,y, Xc,yc);

eltos=numel (in( in(:)==1 )); %um de eltos. dentro de circunferencia
[ xf,yf 1 = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r );

end

function [ gamma ] = VectorGammabv2l( xf,vyf,i,3j,A,B,C,D,E,F )

o

Rutina para encontar el vector de pesos Gamma
Sum_-{1=0}"{k}Gamma_{i}u(p-{i}) aproxima a
[Au{xx}+Bu{xy}+C_{yy}+D_{x}+E_{y}+Ful -{p_{0}}

X,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del

punto p_{i, j}.

oo oo oo

o°

o

Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i, j)-esimo

p=zeros (5,2);

p(l,1)=xf(i,3); p(1,2)=yf(i,3J);
p(2,1)=xf(i,3+1); p(2,2)=yf(i,J+1);
p(3,1)=xf(i+1,3); p(3,2)=yf(i+1l,]);
p(4,1)=xf(i,3-1); p(4,2)=yf(i,3-1);
p(5,1)=xf(i-1,3); p(5,2)=yf(i-1,3);

% Calculamos las as
dx(1:4)=p(2:5,1)-p(1,1);
dy (1:4)=p(2:5,2)-p(1,2);
% Construimos la matriz M
M=zeros (4,4);

M(1,:)=dx(:);

M(2,:)=dy(:);

M(3,: )=dx(:).”

M(4,:)=dy(:).

% Construimos el vector betta B

betta=zeros(4,1);
betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
betta(3)=2xA(p(1,1),p(1,2));
betta(4)=2xC(p(1,1),p(1,2));
% Resolvemos para Mgamma=B
gammal=pinv (M) xbetta;

% Obtenemos gamma-0
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gamma=zeros (5,1);

gamma (1)=feval (F,p(1,1),p(1l,2))-sum(gammal) ;
gamma (2:5)=gammal (1:4);

end

function [ U,M,N,CF,Mi,Ni,CFi ] = OLDF5V2( in,xf,yf,eltos, fun,cf,A,B,C,D,E,F)
$Programa para encontrar la solucion de

% Lu = Au_xxX + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu,

%A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal, en una
%circunferencia, tomando un estencil de 5 puntos

o

% {p(i, §),p(i-1,3),p(i+1l,3),p(i,J-1),p (i, +1)}.

[m,n]=size(xf);
k=(m-2) *x (n-2) ;
G=zeros (k,5);
% Encontramos el vector de pesos
for i=1:m-2
for j=1:n-2
if in(i+1, j+1)==
g = VectorGammab5v2l (xf,yf,i+1,3j+1,A,B,C,D,E,F );
G((n=2)*(1-1)+3,:)=g(:);
end
end
end
% Creamos la matriz de solucin del sistema
s \psi-{xx}+\psi_{yy} =4\pi \a(x)
M=zeros (k, k) ;
for i=1:k
M(i,1)=G(1i,1);
end
for i=1l:m-2
for j=1:n-3
M((1-1)*(n=2)+7, (i-1)* (n=-2) +j+1)=G((i-1) » (m=-2)+73,2);
M((i-1)*(n=-2)+3j+1, (1-1) * (n=-2)+3)=G((1-1) * (m-2)+3j+1,4);
end
end
for i=1: (m-3)* (n-2)
M(i+n-2,1)=G(i+n-2,5);
end
for i=1: (m-3)*(n-2)
M(i,i+n-2)=G(i,3);
end
% Calculamos el vector N.
N=zeros (k,1);
for i=2:m-1
for j=2:n-1
if in(i, J)==
N ((m-2)* (i-2) +j-1) =fun (x£ (i, 3), y£ (i, 3));
end
end
end
% Asignamos las condiciones de frontera.
CF=zeros (k,1);
for i=1:n-2
if in(2,1i+l)==

o

% Parte superior
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CF(1)=CF (1) +G(i,5) *cf(xf(1,i+1),yE(1,1i+1));
end
if in(m-1,i+1)==
% Parte inferior
CF((n=2)* (m=3)+1)=CF ((n-2)* (m=3)+1i)+...
G((n-2)* (m-3)+1i,3)»cf(xf(m,i+1),yf (m,1i+1));
end
end
for i=1:m-2
if in(i+l,n-1)==
% Parte derecha
CF((n=2)*1)=CF((n-2)*1)+G((n-2)*1,2)xcf(xf(i+1l,n),yE(i+1,n));
end
if in(i+1,2)==
% Parte izquierda
CF((n=2)* (i-1)+1)=CF ((n=-2) * (i-1)+1)+...
G((n=-2)*(i-1)+1,4)rcf(xf(i+1,1),yE(i+1,1));
end
end
% Quitamos las columnas y filas que no estan dentro de la
% circunferencia.
pos=1;
for i=1:m-2
for j=1:n-2
if in(i+l, j+1)==
pos=pos+1l;
else
M = BorrarFilaColumna (M, pos,2);
CF = BorrarFilaColumna (CF,pos,0);
N = BorrarFilaColumna (N, pos,0);
end
end
end
N=-N(l:eltos)-CF(l:eltos);
% Solucionamos el sistema.
U= M\N;
end

function [ Csol,SE,E ] = OLDFPruebabV2( a,b,r,n )

% Prueba de la solucion para el operador lineal

Lu = Au-xx + Bu-xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu

en circunferencia de radio r, centrada en (a,b), con malla de nxn.

do oo

[in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferenciav2( a,b,r,n );

cf=@ (u,v) 2xexp(2xutv);

fun=@ (u,v) -10xexp (2xu+v);

[ Csol,M,N] = OLDF5V2 (in,xf,yf,eltos, fun,cf,@(u,v)1,Q@(u,v)0,@(u,v)1,...
@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );

E,SE]= ErrorCuadraticoV2 (in,xf,yf,cf,Csol,n );

% Error=reshape (Csol-SE"', [4,4]); %Caso n=6.

% Error=reshape (Csol-SE', [8,4]); ¥Caso n=8.

% Error=reshape (Csol-SE"', [15,4]); %Caso n=10.
Error=reshape (Csol-SE', [8,11]); %Caso n=12.
% Error=reshape (Csol-SE', [61,5]); %Caso n=21.
% Error=reshape (Csol-SE', [15,83]); %Caso n=41.
% Error=reshape (Csol-SE', [9,557]); %Caso n=81.
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pos=1; fEncontramos los puntos interiores de la circunferencia.

format long;
for i=1:n
for j=1:n
if x(i,3) "2+y(i,3) 2<r
xrl (pos)=x(i,J);
yrl(pos)=y(i,J);
pos=pos+l;
end
end
end
xm=reshape (xrl, [4,4]
xm=reshape (xrl, [8,4]
xm=reshape (xrl, [15 4
xm=reshape (xrl, [8,11]

); ym=reshape (yrl, [4,4])
)
]
)
xm=reshape (xrl, [61,5]
3
7

; ym=reshape (yrl, [8,4]);
) ; ym=reshape (yrl, [15,4]);
ym=reshape (yrl, [8,11]);
ym=reshape (yrl, [61,5]);

o o o

xm=reshape (xrl, [15,8
xm=reshape (xrl, [9,55
Graficamos el error
surf (xm, ym, Error)

end

o0 oo do oo

A.3. Programas para la malla M3

function [ Csol,SE,E ] = OLDFPruebal( a,b,r,n )
Prueba de la solucion para el operador lineal
Lu = Au_xx + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu
en circunferencia de radio r, centrada en (a,b),

o° oo oo

[in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferencia( a,b,r,n );
cf=Q@ (u,v) 2xexp (2 utv);
fun=0(u,v) -10xexp (2*xu+v);
SE=zeros (eltos,1);
% Calculamos la solucion exacta
pos=1;
for i=2:n-1
for j=2:n-1
if in(i, j)==1
SE (pos)=cf(x(i,]),y(i,3));
pos=pos+1l;
end
end
end

[ Csol,M,N,CF,Mi,Ni,CFi ] = OLDF5(in,xf,y,x,yf,eltos, fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@Q(u,v)1,

@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
= ErrorCuadratico( in,x,xf,y,yf,cf,Csol,n );

% Error=reshape (Csol-SE', [4,4]); %Caso n=6.
% Error=reshape (Csol-SE', [8,4]) %Caso n=8.
% Error=reshape (Csol-SE', [15,4]); %Caso n=10.
Error=reshape (Csol-SE"', [8,11]); %Caso n=12.

Error=reshape (Csol-SE', [61,5]); %Caso n=21.

o oP

Error=reshape (Csol-SE', [15,83]); %Caso n=41.

4

)I

1); ym=reshape (yrl, [15,83]);
1); ym=reshape(yrl, [9,557]);

%Caso
%Caso
%Caso
Caso
¥Caso
“Caso
Caso

n=6.

n=8.

n=10.
n=12.
n=21.
n=41.
n=381.

con malla de nxn.
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A.4. PROGRAMAS PARA LA MALLA M4

% Error=reshape (Csol-SE', [9,557]); % Caso n=81.

pos=1; fEncontramos los puntos internos de la circunferencia.

format long;
for i=1:n
for j=1:n
if x(i,73) "2+y(i,3) "2<r
xrl (pos)=x(i,]J);
yrl(pos)=y(i,]J);
pos=pos+1;

end
end
end
% xm=reshape (xrl, [4,4]); ym=reshape(yrl, [4,4]); ¥Caso
% xm=reshape (xrl, [8,4]); ym=reshape(yrl, [8,4]); ¥ Caso
% ]

xm=reshape (xrl, [15,4]); ym=reshape(yrl, [15,4]); YCaso
xm=reshape (xrl, [8,11]); ym=reshape(yrl, [8,11]); %Caso
xm=reshape (xrl, [61,5]); ym=reshape(yrl,[61,5]); %Caso
xm=reshape (xrl, [15,83]); ym=reshape(yrl, [15,83]); %Caso
xm=reshape (xrl, [9,557]); ym=reshape(yrl, [9,557]); %Caso
Graficamos el error

surf (xm, ym, Error)

end

o° de oo oo

A.4. Programas para la malla M4

function [xc, yc ] = Circulo( a,b,r,n )

o

malla de nxn en una circunferencia con centro en (a,b)

o o o

radio r, todos al interior de una circunferencia.

% Angulos de los puntos en la frontera.
theta=linspace (0,180,n+2);
xc=zeros (n,n);

yC=XC;
% Puntos x's.
xc (1, :)=a+rxcosd(theta(n+l:-1:2));
for i=2:n
xc (i, :)=xc(1l,:);
end

% Puntos y's.
yc(n, :)=b+r+sind(theta(2:n+l1));
yc(l, :)=b+r+sind (180+theta(2:n+1));
for j=2:n-1
h=(yc(n, j)-yc(1,3))/(n-1);
for i=2:n-1
yc (i, 3)=yc (1, J)+(i-1) xh;
end
end

Dﬁtﬁ
= o)

n=12.
n=21.
n=41.
n=81.

Malla que se obtiene al dividir una circunferencia en una
y

% Puntos en la frontera derecha e izquierda que estan en la
o
>

circunferencia
ang=acosd((xc(1l,n)-a)/r);
ta=linspace (-ang, ang,n);
xc (2:n-1,n)=a+r+xcosd(ta(2:n-1));
yc(2:n-1,n)=pb+r+xsind(ta(2:n-1));
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xc(2:n-1,1)=a+rxcosd(180-ta(2:n-1));
yc(2:n-1,1)=b+r*sind(180-ta(2:n-1));

% Grafica de la circunferencia y de los puntos de la malla
theta2=linspace (0,360,100);

x=a+r*cosd (theta2);

y=b+rxsind(theta2);

plot (x,y,xc,yc, 'kx");

end

function [ gamma ] = VectorGammaCirculo( x,vy,i,3j,A,B,C,D,E,F )
Rutina para encontar el vector de pesos Gamma con estencil
de 9 puntos
Sum_{1=0}"{k}Gamma_{i}u(p-{i}) aproxima a
[Au_{xx}+Bu_{xy}+C_{yy}+D_{x}+E_{y}+Ful -{p-{0}}
X,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del
punto p-{i, 7}

o oo de oo o°

o

% Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i, j)-esimo
p=zeros (9,2);
p(l,1)=x(i,3); p(1,2)=y(i,3);

p(2,1)=x(i,3+1); p(2,2)=y(i,J+1);
p(3,1)=x(i+1,3+1); p(3,2)=y(i+l, j+1);
p(4,1)=x(i+1,3); p(4,2)=y(i+1,3);
p(5,1)=x(i+1l,3-1); p(5,2)=y(i+l, j-1);
p(6,1)=x(i,3-1); p(6,2)=y(i,3-1);
p(7,1)=x(i-1,3-1); p(7,2)=y(i-1,3-1);
p(8,1)=x(i-1,3); p(8,2)=y(i-1,3);

p(9,1)=x(i-1,3+1); p(9,2)=y(i-1,3+1);
% Calculamos las as
dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);

% Construimos la matriz M
M=zeros (5,8);

M(1l,:)=dx(:);

M(2,:)=dy(:);

M(3,:)=dx(:)."2;
M(4,:)=dx(:).xdy(:);
M(5,:)=dy(:)."2;

% Construimos el vector betta B
betta=zeros(5,1);
betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
betta(3)=2xA(p(1,1),p(1,2));
betta (4)=B(p(1,1),p(1,2));
betta(5)=2xC(p(1,1),p(1,2));
gammal=pinv (M) xbetta;

% Obtenemos gamma._0

gamma=zeros (9,1);

gamma (1)=feval (F,p(1,1),p(1,2))-sum(gammal) ;
gamma (2:9)=gammal (1:8);

end
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function [ U,M,N ] = OLDFCirculo( x,y, fun,cf,A,B,C,D,E,F)
% Programa para encontrar la solucion de

Lu = Au_xx + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu,
A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal,
circunferencia.

o\

o

o° oP

[m,n]=size (x);
k=(m-2)* (n-2);
G=zeros (k,9);
% Encontramos el vector de pesos
for i=1:m-2
for j=1:n-2
g = VectorGammaCirculo (x,vy,i+1,3j+1,A,B,C,D,E,F );
G((n=2) % (i-1)+3,:)=g(:);
end
end
% Creamos la matriz de solucion del sistema
s \psi_{xx}+\psi_{yy} =4\pi \a(x)
M=zeros (k, k) ;
for i=1:k
M(i,1)=G(i,1);
end
for i=1:m-2
for j=1:n-3

en una

M((i-1)* (n=2)+73, (i-1)* (n=2)+3+1)=G((i-1) x (m=2)+7,2);
M((i-1)*(n-2)+j+1, (i-1)* (n-2)+3)=G((i-1)* (m-2)+3,6);

end
end
for i=1: (m-3)* (n-2)
M(i+n-2,1)=G(i+n-2,8);
end
for i=1:m-3
for j=1:n-3
M(ix (n=-2)+73, (i-1)* (n-2)+3j+1)=G(i*x (n-2)+73,9);
M(ix (n-2)+73+1, (i-1)*(n-2)+3)=G(ix(n-2)+3+1,7);
end
end
for i=1: (m-3)* (n-2)
M(i,i+n-2)=G(i,4);
end
for i=1:m-3
for j=1:n-3
M((i-1)* (n-2)+3, i* (n-2) +3+1) =G ((i-1) * (n-2) +3,3) ;
M((i-1)* (n=2)+3+1,1* (n=2) +3) =G ((i-1) * (n-2)+3+1,5);
end
end
% Calculamos el vector N.
N=zeros (k,1);
for i=2:m-1
for j=2:n-1
N((m-2)* (1i-2)+3j-1)=fun(x (i, 3),y(i,3));
end
end
% Asignamos las condiciones de frontera.
CF=zeros (k,1);
for i=1:n-2

[

% Parte superior

153
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CF (i)=CF (1)+G(i,7)*cf(x(1,1),y(1,1));

CF (i)=CF (i)+G (i, 8)«cf (x(1,i+1),y(1,1+1));
CF (1)=CF (1) +G (i, 9) xcf (x(1,1+2),y(1,1+2));
% Parte inferior

CF ((n-2) % (m=3) +1)=CF ((n-2) » (m=3) +1i) +. ..
G((n-2)* (m=-3)+1i,5)*xcf (x(m,1i),y(m,1));

CF ((n-2) % (m=3) +1)=CF ((n-2) » (m=3) +1)+. ..
G((n-2)*(m=3)+i,4)«cf (x(m,i+1),y (m,1+1));
CF ((n-2) % (m=3) +1i)=CF ((n-2) » (m=3) +1) +. ..
G((n-2) % (m=3)+i,3) xcf (x(m,1+2),y (m, 1+2));

end
for i=1:m-2
% Parte derecha
CF ((n=2)*1)=CF ((n=-2) 1) +G ((n-2) 1, 9) xcf (x(i,n) ,y(i,n));
CF ((n-2)%i)=CF ((n-2) i) +G ((n-2) xi,2) *cf (x (i+1,n),y(i+l,n));
CF((n=-2)*1)=CF ((n-2)*1)+G((n-2) i, 3) xcf (x(i+2,n),y(i+2,n));
% Parte izquierda
CF((n=-2)* (1i-1)+1)=CF ((n-2) * (i-1)+1)+...
G((n=-2)*(i-1)+1,5)*cf(x(i,1),y(i,1));

(
CF((n-2)x(i-1)+1)=CF ((n-2)* (i-1)+1)+...
G((n=2)*(i-1)+1,6) xcf(x(i+1,1),y(i+1,1));
CF((n-2)x(i-1)+1)=CF ((n-2)* (i-1)+1)+...
G((n=-2)*(1i-1)+1,7)*cf(x(i+2,1),y(i+2,1));

end
% Quitamos los repetidos
F(n-2)=CF (n-2)-G((n-2),9)*cf(x(1,n),y(1l,n));
CF ((n-2) * (m-2))=CF ((n-2) * (m-2) ) -G ((n-2) » (m-2) ,3) »cf (x(m,n),y (m,n));
CF(1)=CF(1)-G(1,7)*cf(x(1,1),y(1,1));
CF((n=-2)* (m=-3)+1)=CF ((n-2)* (m=-3)+1)—-...
G((n-2)* (m=3)+1,5) xcf(x(m,1),y(m,1));
N=-N(1l:k)-CF(l:k);
% Solucionamos el sistema
U=M\N;
end

function [ E ] = ErrorCuadratico( in,x,xf,y,yf,cf,Csol,n )

o

% Error cuadratico malla M4

e=0;

pos=1;

for i=2:n-1

for j=2:n-1
if in(i, j)==1

a=0.5*abs ((x(i+1,J)-x(i-1,3))»(y (i, J+1)—...
y(i,3-1))+(x£(1, J+1) -x£(1, J-1)) »(yE(i-1,3)-yE(i+1,3)));
e=e+ (Csol (pos)-cf(x(i,3),v(i,3))) 2xa;
pos=pos+l;

end
end
end
E=sqgrt (e);
end
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A.5. PROGRAMAS PARA LA MALLA M5

function [Csol,SE,E] = OLDFPruebaCirculo( a,b,r,n )

o

Prueba de la solucion para el operador lineal
Lu = Au_xx + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu

o

o° oP

y con nxn puntos para la malla.

[x, v ] = Circulo( a,b,r,n );

cf=@ (u,v) 2xexp(2xu+tv);

fun=0@ (u,v) -10xexp (2xu+v);

% Calculamos la solucion exacta

SE=zeros ((n-2)"2,1);

for i=2:n-1
for j=2:n-1

SE((n=2)*(i-2)+j-1)=cf(x(i,3),y(i,3));

end

end

% Calculamos la solucion aproximada

o

3 Calculamos el error

E= ErrorCuadraticoCirculo( x,y,cf,Csol,n );
Error=reshape (Csol-SE, [n-2,n-2]);

% Graficamos el error
surf(x(2:n-1,2:n-1),y(2:n-1,2:n-1) ,Error)
end

A.5. Programas para la malla M5

function [ E ] = ErrorCuadraticoP( a,b,x1,yl,cf,Csol,n,m )

fError cuadratico M5.

e=0;

if mod(n,2)==
k=n/2;

else
k=(n-1)/2;

end

A=0.5%abs ((x1(2,1)-x1(2,k))*(y1(2,2)-y1(2,k+1))+...

(x1(2,2)-x1(2,k+1)) *x(-y1(2,1)+yl1(2,k)));
e=e+ (Csol(1l,1)-cf(a,b)) "2xA;
x=[x1(:,n) x1 x1(:,1)];
y=[yl(:,n) yl x1(:,1)];
for i=2:m-1
for j=2:n-1

a=0.5xabs ((x(i+1,J)-x(i-1,3) )~ (y (i, 3+1)—...
y(i,3-1))+(x(1,J+1)-x(i,3-1))*x(y(i-1,3)-y(i+1,3)));
e=e+ (Csol ((n-2)x (1i-2)+j-1)-cf(x(1,3),y(1,3))) "2*a;

end
end
E=sqgrt (e);
end

en circunferencia de radio r, centrada en (a,b)

Csol,M,N ] = OLDFCirculo( x,y,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)0,
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function [xc, yc ] = CircunferenciaPoligono( a,b,r,n, m )

Malla que se obtiene al dividir una circunferencia en un
poligono de n lados y cada recta del centro de la circunferencia
a uno de los vertices en m puntos, circunferencia con centro

en (a,b) y radio r.

o o o oP

o

Dividimos la circunferencia en n puntos
theta=linspace (0,360,n+1);
xc=zeros (m,n) ;

yc=xc;
for i=1:m
xc (i, :)=a+(i/m) *r*xcosd(theta(l:n));
yc (i, :)=b+(i/m)*rxsind(theta(l:n));
end

% Graficamos la circunferencia y los puntos en ella
theta2=linspace (0,360,100);

x=a+r*cosd (theta2);

y=b+r+sind(theta2);

plOt (x, y) i

hold on

plot (xc,yc, 'k*x");

hold off

end

function [G ] = VectorGammaC( m,n,xn,yn,A,B,C,D,E,F )

Rutina para encontar el vector de pesos Gamma para un estencil
de 9 puntos
Sum_{1=0}"{k}Gamma_{i}u(p-{i}) aproxima a
[Au_{xx}+Bu_{xy}+C_{yy}+D_{x}+E_{y}+Ful -{p-{0}}
X,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del punto
p,{i, ]}

o o o° o° o o

% Calculamos la mitad de los puntos
if mod(n,2)==0
h=n/2.0;
else
h=(n-1)/2.0;
end
Acomodamos los puntos correspondientes a los puntos
del centro de la circunferencia
G=zeros ((m-1)*n,9);
x=zeros (m+1,n);
Y=X;
x(2:m+1l,1:n)=xn(l:m,1l:n);
y(2:m+l,1:n)=yn(l:m,1l:n);
if mod(n,2)==
for j=1:h
x(1l,j)=xn(l,h+3);
y(1,3)=yn(l,h+3);
end
else
for j=1l:h+1
x(1,3)=xn(l,h+3);
y(1,3)=yn(l,h+3);
end

o oP

end
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if mod(n,2)==
for j=1:h
x (1, j+h)=xn (1, 3);
y (1, 3+h)=yn (1, J);
end
else
for j=1:h
x (1, j+h+1)=xn(1, Jj);
y (1, 3+h+1)=yn (1, 3);
end
end

% Creamos el vector de puntos que rodean al punto

G=zeros ((m-1)*n,9);
for i=2:m
for j=1l:n
p=zeros(9,2);
p(l,1)=x(1i,3); p(1,2)=y(i,3);
if j==n
p(2,1)=x(1,1); p(2,2)=y(i,1);
p(3,1)=x(i+1,1); p(3,2)=y(i+1,1);
p(9,1)=x(i-1,1); p(9,2)=y(i-1,1);
else
p(2,1)=x(1i,3+1); p(2,2)=y(i,]+1);

p(3,1)=x(i+1,3+1); p(3,2)=y (i+1l, J+1);
p(9,1)=x(1-1,3+1); p(9,2)=y(i-1,3J+1);

end

p(4,1)=x(i+1,3); p(4,2)=y(i+1,3);

if J==
p(5,1)=x(i+1l,n); p(5,2)=y(i+l,n);
p(6,1)=x(i,n); p(6,2)=y(i,n);
p(7,1)=x(i-1,n); p(7,2)=y(i-1,n);

else

p(5,1)=x(i+1l,3-1); p(5,2)=y(i+l,j-1);

p(6,1)=x(1i,3-1); p(6,2)=y(i,]-1);

p(7,1)=x(i-1,3-1); p(7,2)=y(i-1,3-1);

end

p(8,1)=x(i-1,3); p(8,2)=y(i-1,3);
% Obtenemos las as
dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);

% Construimos la matriz M
M=zeros (5, 8) ;

M(1l,:)=dx(:
M(2,:)=dy(:
M(3,:)=dx(:)."2;
M(4,:)=dx(:).xdy(:);
M(5,:)=dy(:)."2;

% Construimos el vector betta B
betta=zeros (5,1);
betta(1l)=D(p(1,1),p(1,2));
betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
betta(3)=2+A(p(1,1),p(1,2));
betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
betta (5)=2+C(p(1,1),p(1,2));
gammal=pinv (M) xbetta;

% Obtenemos gamma-0

gamma=zeros (9,1);

’

’

(i, j) —esimo
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gamma (1)=feval (F,p(1,1),p(1l,2))-sum(gammal) ;
gamma (2:9) =gammal (1:8);

G(n*(i-2)+73,

:)=gamma(:);

function [ U, G] = OLDFCPol( m,n,x,y, fun,ct,A,B,C,D,E,F)

% Programa para encontrar los valores de la caraga c, donde:
p es la matriz de nodos de la mallade mxn,

A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal:

o° o o° o

© ® N o G A W N o

Lu = Au_xx + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu,

k=(m-1) »n;
% Encontramos el vector de pesos
VectorGammaC( m,n,x,y,A,B,C,D,E,F );

G ]

o

Creamos la matriz de solucion del sistema

5 \psi-{xx}+\psi{yy} =4\pi \a(x)
M=zeros (k, k) ;

for i=1:k
M(i,1)=G(i,1);
end
for i=1l:m-1
for j=2:n-1
M((i-1)*n+3, (i-1)*n+3+1)=G((i-1)*n+3,2);
M((i-1)*n+3, (1-1) *n+j-1)=G((i-1)*n+7,6);
end
end
for i=1l:m-1
M( (i )*n+l,(i—l)*n+2)=G((i—l)*n+l,2);
M((i-1)*n+1l,1i*n)=G((i-1)*n+1,6);
M(l*n,(l 1) *n+1)=G(ix*n,2);
M(ixn,i*n-1)=G(i*n,6);
end
for i=1:m-2
for j=2:n-1
M((i-1)*n+7j,ixn+j+1)=G((i-1)*n+7,3);
M((i-1)#*n+7j,ixn+3j-1)=G((i-1)*n+7j,5);
end
end
for i=1:m-2
M( (i )*n+l,i*n+2)=G((i—l)*n+1,3)i
M((i-1)*n+1, (i+1)*n)=G((i-1)*n+1,5);
M(i*n,i*n+1)=G(i*n, 3);
M(ixn, (i+1)*n-1)=G(i*n,5);
end
for i=2:m-1
for j=2:n-1
M((i-1)*n+3j, (1-2) *n+3+1)=G((1i-1) *n+3,9);
M((i-1)*n+3, (1-2)*n+3j-1)=G((i-1)*n+3j,7);
end
end
for i=2: 2
M(( )*n+1l, (1-2)*n+2)=G((i-1) *n+1,9);
M( (i )*n+1,(i—l)*n)=G((i—1)*n+1,7);
M(ixn, (i-2)*n+1)=G(i*n,9);
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M(i*n, (1-1)*n-1)=G(ixn,7);
end
for i=2:m-1
for j=1:n
M((i-1)*n+7, (1-2) *n+3j)=G((i-1)~*n+3,8);
end
end
for i=1l:m-2
for j=1:n
M((i-1)*n+3, i+n+3)=G ((i-1)+n+3j,4);
end
end
% Calculamos la mitad de los puntos
if mod(n,2)==
h=n/2.0;
else
h=(n+1)/2.0;
end
Gx=zeros (m, 9) ;
% Encontramos los indices que corresponden a los puntos del centro
ind=zeros (m,1);
for j=1:h
Gx(j,1:9)=G(h+3,1:9);
ind(3)=h+3;
end
for j=1:h
Gx(j+h,1:9)=G(3,1:9);
ind (j+h)=3;
end
for j=2:n-1
M(J,ind(j+1))=Gx(3,9);
M(3,ind(3-1))=Gx(],7);
end
M(1l,ind(2))=Gx(1,9);
M(1l,ind(n))=Gx(1,7);
M(n,ind (1) )=Gx(n,9);
M(n,ind (n-1))=Gx(n,7);
for i=1l:n
M(i,ind(1))=Gx(1i,8);
end
% Calculamos el vector N.
N=zeros (k,1);
for i=1l:m-1
for j=1:n
N((i-1)*m+3j)=fun(x(i,3J),y(i,3));
end
end
% Asignamos las condiciones de frontera.
CF=zeros (k,1);
for i=2:n-1
% Parte inferior
CF (n* (m—-2) +1)=CF (nx (m-2) +i) +G (n* (m-2) +1, 5) xcf (x (m,1-1) ,y (m,1i-1));
CF (n* (m—2) +1)=CF (nx (m-2) +i) +G (n* (m-2) +i, 3) xcf (x (m, 1+1) ,y (m, i+1));
end
for i=1:n
% Parte inferior
CF (n* (m—2) +1)=CF (n* (m-2) +i) +G (nx (m-2) +1i,4) xcf (x(m, 1),y (m,1));
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end
% Parte derecha
CF((m=2)*n+1)=CF ((m-2) *n+1) +G ( (m-2) *n+1, 3) xcf (x(m,2),y(m,2));
CF((m-2)*n+1)=CF ((m-2) #n+1) +G ( (m-2) *n+1,5) xcf (x (m,n) ,y (m,n));
% Parte izquierda
CF ((m—1) *n) =CF ( (m=2) *n+1) +G ( (m-2) *n+1,3) xcf (x(m, 1),y (m,1));
CF((m-1)*n)=CF ((m-2)*n+1)+G((m-2) *n+1,5) xcf (x (m,n-1),y(m,n-1));
N=-N(1l:k)-CF(1l:k);
% Solucionamos el sistema
U=pinv (M) *N;

function [ Csol,SE,E ] = OLDFPruebaPol( a,b,r,n,m )

%Prueba de la solucion para el operador lineal

Lu = Au_xx + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu

en circunferencia de radio r, centrada en (a,b) y con malla

de mxn, con m el numero de elementos en que divido el radio

de la circunferencia y n el numero de partes en las que divido
la circunferencia.

o o o

o oP

[x, v ] = CircunferenciaPoligono( a,b,r,n, m );
cf=Q@ (u,v) 2xexp (2+u+v);
fun=0(u,v) -10xexp (2*xu+v);
[ Csol] = OLDFCPol (m,n,x,y,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1l...
,@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
for i=1:m
for j=1l:n
SE(i,J)=cf(x(i,3),y(i,3));
end
end
E= ErrorCuadraticoP( a,b,x,y,cf,Csol,n,m );
for i=1l:m-1
for j=1:n
Csolm(i, j)=Csol ((i-1)+73);
end
end
for j=1:n
Csolm(m, j)=SE(m, j);
end
Error=Csolm-SE;
surf (x,y,Error)
end
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A.6. PROGRAMAS PARA LA MALLA CUADRADA

A.6. Programas para la malla cuadrada

function [ gamma ] = VectorGamma( x,vy,i,3j,A,B,C,D,E,F )
Rutina para encontar el vector de pesos Gamma en cuadrado
con estencil de 9 puntos
Sum_{1=0}"{k}Gamma_{i}u(p_-{i}) aproxima a
(Au_{xx}+Bu-{xy}+C_{yy}+D_{x}+E_{y}+Ful -{p-{0}}
X,y son las matrices de la malla, j,i son los valores
del punto p-{i,j}

de o° oe oo oo

o

% Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i, J)-esimo

p=zeros (9,2);

p(l,1)=x(1i,3); p(1,2)=y(i,3);
p(2,1)=x(i,3+1); p(2,2)=y(i,J+1);
p(3,1)=x(i+1l,j+1); p(3,2)=y(i+l, j+1);
p(4,1)=x(1+1,3); p(4,2)=y(i+1,3);
p(5,1)=x(i+1,3j-1); p(5,2)=y(i+l, j-1);
p(6,1)=x(1,3-1); p(6,2)=y(i,J-1);
p(7,1)=x(1-1,3-1); p(7,2)=y(i-1,3-1);
p(8,1)=x(i-1,3); p(8,2)=y(i-1,3);
p(9,1)=x(1i-1,3+1); p(9,2)=y(i-1,3J+1);
% Calculamos las as
dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);

% Construimos la matriz M

M=zeros (5,8);

M(1,:)=dx(:);

M(2,:)=dy(:);

M(3,:)=dx(:)."2;

M(4,:)=dx(:).*dy(:);

M(5,:)=dy(:)."2;

% Construimos el vector betta B
betta=zeros(5,1);
betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
betta(3)=2xA(p(1,1),p(1,2));
betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
betta (5)=2+xC(p(1,1),p(1,2));

% Resolvemos para Mgamma=B
gammal=pinv (M) xbetta;

% Obtenemos gamma-0

gamma=zeros (9,1);

gamma (1)=feval (F,p(1,1),p(1,2))—-sum(gammal) ;
gamma (2:9)=gammal (1:8);

end

function [ U,M,N,G ] = OLDF( x,y,fun,cft,A,B,C,D,E,F)

Programa para encontrar los valores de la carga c, donde:

p es la matriz de nodos de la malla de mxn,

A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal:
Lu = Au_xxX + Bu.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu,

o

o

o° oP

[m,n]=size (x);
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8 k=(m—2)=*(n-2);
9 G=zeros(k,9);

10 % Encontramos el vector de pesos
11 for i=1:m-2

12 for j=1:n-2

13 g = VectorGamma (x,y,i+1,3j+1,A,B,C,D,E,F );
14 G((n=-2)*(i-1)+3,:)=g(:);

15 end

16 end

17 % Creamos la matriz de solucion del sistema
18 % \psi_{xx}+\psi_{yy} =4\pi \a(x)

19 M=zeros (k,k);

20 for i=1l:k

21 M(i,1)=G(i,1);

22 end

23 for i=1:m-2

24 for j=1:n-3

25 M((i-1)*(n=2)+73, (1-1)* (n-2)+3+1)=G((1i-1) » (n-2)+3,2);
26 M((i-1)*(n-2)+3j+1, (i-1)*(n-2)+3)=G((i-1)*(n-2)+3,6);
27 end

28 end

29 for i=1:(m-3)*(n-2)

30 M(i+n-2,1i)=G(i+n-2,8);

31 end

32 for i=1:m-3

33 for j=1:n-3

34 M(i*x (n=-2)+73, (i-1)* (n-2)+3+1)=G(i*x (n-2)+73,9);

35 M(ix (n=2)+3+1, (i-1)* (n-2)+3)=G(i* (n-2)+3j+1,7);

36 end

37 end

38 for i=1:(m-3)*(n-2)

39 M(i,i+n-2)=G(i,4);

40 end

41 for i=1:m-3

42 for j=1:n-3

43 M((i-1)* (n=2)+7j,ix (n-2)+3+1)=G((i-1) * (n-2)+3,3);
44 M((i-1)*x(n=-2)+j+1,ix (n-2)+3)=G((i-1)* (n-2)+3+1,5);
45 end

46 end

47 % Obtenemos el vector N.
48 N=zeros (k,1);
49 for i=2:m-1

50 for j=2:n-1

51 N((m=2)* (i-2)+j-1)=fun(x(i,]),y(i,3));
52 end

53 end

54 % Asignamos las condiciones de frontera.
55 CF=zeros(k,1);
56 for i=1:n-2

57 % Parte superior

58 CF(1)=CF(1)+G(i,7) *cf(x(1,1),y(1,1));

59 CF (1)=CF (1)+G(i,8)*cf(x(1,1i+1),y(1,1i+1));
60 CF(1)=CF(i)+G(1,9) *cf(x(1,i+2),y(1,i+2));
61 % Parte inferior

62 CF((n=2)* (m=3)+1)=CF ((n-2) % (m=3)+1i)+...
63 G((n=-2)*(m-3)+1i,5)*cf(x(m,1),y(m,1));

((
64 CF((n=2)* (m=3)+1)=CF ((n-2) % (m=3)+1i)+...
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G((n=-2)* (m-3)+1i,4)*cf(x(m,i+1l),y(m,i+1));

CF((n=-2)* (m=3)+1)=CF ((n-2) * (m=-3)+1i)+...

G((n=-2)* (m-3)+1i,3)*xcf(x(m,1i+2),y (m,1+2));

end

for i=1:m-2
% Parte derecha
CF ((n-2)*1)=CF ((n-2) *1) +G ((n-2) xi, 9) »cf(x(i,n),y(i,n));
CF((n-2)*1)=CF((n-2)*1)+G((n-2)*1i,2)*xcf (x(i+l,n),y(i+l,n));
CF((n=-2)*1)=CF ((n-2)*1)+G((n-2) 1, 3) xcf (x(1i+2,n),y (i+2,n));
% Parte izquierda
CEF((n=-2)* (i-1)+1)=CF ((n-2) * (i-1)+1)+...

G((n-2)*(1i-1)+1,5)*cf(x(i,1),y(1i,1));
CF((n=2)*(i-1)+1)=CF ((n-2)* (1-1)+1)+...
G((n=2)x(i-1)+1,6) xcf(x(i+1,1),y(i+1,1));
CF((n=2)*(i-1)+1)=CF((n-2)* (1-1)+1)+...
G((n=2)*(1-1)+1,7)*cf(x(i+2,1),y (i+2,1));
end
% Quitamos los repetidos
CF (n-2)=CF (n-2)-G((n-2),9)*cf(x(1,n),y(l,n));
CF((n=2)* (m=2))=CF ((n=-2)* (m=2))—...
G((n=2)* (m-2),3)*cf(x(m,n),y(m,n));
CF(1)=CF(1)-G(1,7)*cf(x(1,1),y(1,1));
CF((n=2)* (m=-3)+1)=CF ((n-2)* (m=-3)+1)—-...
G((n-2)*(m-3)+1,5)*cf(x(m,1),y(m,1));

N=-N(1l:k)-CF(1l:k);
% Solucionamos el sistema
U=pinv (M) *N;

end

function [ E ] = ErrorCuadratico( x,y,cf,Csol,n )
$Error cuadratico

e=0;
for i=2:n-1
for j=2:n-1
a=0.5*abs ((x(i+1,J)-x(i-1,3)) (v (i, 3+1) -y (i, 3-1))+...
(x(1,J+1)-x(i,3-1))»(y(1-1,3) -y (i+1,3)));
e=e+ (Csol ((n-2)x (i-2)+j-1)-cf(x(1i,3),y(1,3))) "2*a;
end
end
E=sqgrt (e);
end

function [Csol,SE,E] = OLDFPruebal(n )

o

x1l=linspace(-1,1,n);
yl=linspace(-1,1,n);
[x,y]=meshgrid(x1l,y1l);
cf=Q@ (u,v) 2xexp(2*utv);
fun=0@ (u,v) -10xexp (2*xu+v);
SE=zeros ((n-2)"2,1);

% Prueba de la solucion para el operador lineal Lu = Au.xx + Bu_.xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu



164 APENDICE A. PROGRAMAS EMPLEADOS EN EL CAPITULO 1

for i=2:n-1
for j=2:n-1
SE((n=2)* (1-2)+J-1)=cf(x(i,3),y(i,3));
end

end

plot (x,y, "*k");

[Csol ] = OLDF( x,y,fun,cf,@(u,v)1,Q(u,v)0,@(u,v)1,...

@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );

E= ErrorCuadratico( x,y,cf,Csol,n );
Error=reshape (Csol-SE, [n-2,n-21);
surf(x(2:n-1,2:n-1),y(2:n-1,2:n-1),Error)

end
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Apéndice B

Programas empleados en el
Capitulo 2

B.1. Programas para solucionar la ecuacion de
Poisson en 1D con el MDF

function x = Thomas (a,b,c,d)

5 Solucion de Au=X con el metodo de Thomas
% para matrices tridiagonales

N = length(d);

c(l) = c(l) / b(l);
d(1l) = d(1) / b(l);
for n = 2:1:N
temp = b(n) - a(n) *» c(n - 1);
c(n) = c(n) / temp;
d(n) = (d(n) - a(n) » d(n - 1)) / temp;
end
x(N) = d(N);
for n = (N - 1):-1:1
x(n) = d(n) - c(n) » x(n + 1);
end
end
function [ v2 , E, SE ] = MDF( f, g,n,a,b )
% Metodo de diferencias finitas en 1D para u(x)''=f (x)

% con malla regular en [a,b] y condiciones iniciales

o

% alpha=u(a) y betta=u(b), g=f(x) y n la cantidad de

o

3 intervalos de la malla.
x=zeros(n,1);

F=zeros(n,1);
A=zeros (n,n);

165
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h=(b-a)/ (n+l);
hg=h"2;
% Crear vector de xi
for i=1:n
x (i) =a+(ixh);
end
% Crear matriz de 1, 0 y -2
for i=1l:n
A(i,i1)=-2;
end
for i=1:n-1
A(i+1,1)=1;
A(i,1i+1)=1;

end
% Crear vector de h™2xf_i
F(1)=(hgxfeval (f,x(1)))-g(a);

F(n)=(hgxfeval (f,x(n)))-g(b);
for i=2:n-1
F(i)=hgxfeval (f,x(1i));
end
% Solucionamos el sistema Au=F
va=zeros(n,1l);
vb=zeros (n,1);
vc=zeros(n,1l);
for i=1:n
vb (1) =-2;
end
for i=2
(

end
for i=1:
(

end
u2=Thomas (va, vb, vc,F);
for i=1:n
SE (1)=g(x(i));
end
for i=1:n
Z(1)=g(x(i))-u2(i);
end
E=norm (SE-u2) ;
plot(x,Z,'r")
end

function [Csol,SE,E] = OLDFPruebalD (n )

% Prueba de la solucion de la ecuacion de Poisson en 1D
o

3 utilizando MDF.
xl=linspace(-1,1,n+2);

cf=@ (u) 2xexp(2*u);

fun=0 (u) 8xexp(2*u);

plot(x1,0, "xk");

figure

[Csol, E, SE] = MDF( fun, cf, n,0, 1);
end
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B.2. Programas para solucionar la ecuacion de
Poisson en 2D con el MDF

function [ u2, E] = MDF2D( £, g, c,a,b )

% Metodo de diferencias finitas en 2D para u(x,y)''=f(x,vy)
con malla regular en [a,blx[a,b] vy

g condiciones iniciales en la frontera;

v=f(x) y ¢ la cantidad de intervalos de la malla en un eje.

x=zeros(c,1);
F=zeros(n,1);
G=zeros (4*c,1);
A=zeros(n,n);
h=(b-a)/(c+1);
hg=hxh;

% Crear vector de xi
15 for i=l:c

16 x (1)=a+ (i*h);
17 end

18 % Crear matriz A
19 for i=1:n

© 0 N o U A W N e
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20 A(i,i)=-4;

21 end

22 for i=l:c

23 for j=l:c-1

24 A(cxi-(c-1)+j,c*xi-c+j)=1;
25 A(cxi-c+j,cxi-(c-1)+3)=1;
26 end

27 end

28 for i=l:c-1

29 for j=l:c

30 A(cxi+j,cx(i-1)+3)=1;

31 A(cx (1-1)+]j,c*xi+]g)=1;

32 end

33 end

34 % Crear vector de h™"2«f_i
35 for i=l:c

36 for j=1l:c

37 F(cx(i-1)+3j)=hgxfeval (f,x(J),x(i));
38 end

39 end

o

40 % Crear vector de h"2+f_i
41 for i=l:c

42 for j=l:c

43 F(cx(i-1)+j)=hgxfeval (f,x(J),x(1i));
44 end

45 end

46 % Crear vector de g-1
a7 for i=l:c

48 G(i)=feval(g,x(i),a);

49 G(c+l+2x (i-1))=feval(g,a,x(1));
50 G(c+2xi)=feval (g,b,x(1));

51 G(3*c+i)=feval (g, x(1i),b);

52 end
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for j=l:c
%asigna los v.f. de abajo
F(J)=F(J)-G(3);
%asigna los v.f. de arriba
F(cx (c=1)+J)=F (c* (c=1) +J) -G (3xc+3J) ;
%asigna los v.f. de la izquierda
F(c*x(J=-1)+1)=F (c* (jJ-1)+1)-G(c-1+2%(J));
%asigna los v.f. de la derecha
F(cxJ)=F (c*J)-G(c+2x(J));
end
% Solucionamos el sistema Au=F
uz2=pinv (A) «F;
[xp,ypl=meshgrid(x,x) ;
for i=l:c
for j=l:c
SE(c* (i-1)+3J)=g(xp(i,]),yp(i,3));
end
end
for i=l:c
for j=1l:c
Z(i,3)=g(xp(i,3J),yp(i,J))-u2(cx(i-1)+3);
end
end
E=norm (SE-u2');
surf (xp, yp, 2)
end

function [Csol,SE,E] = OLDFPrueba(n )
% Prueba de la solucion de la ecuacion de Poisson
% utilizando MDF en 2D.

% Crear malla

x1l=linspace(-1,1,n+2);
yl=linspace(-1,1,n+2);
[x,y]=meshgrid(xl,yl);

cf=@ (u,v) 2xexp(2xu+v);
fun=0(u,v) 10xexp (2xu+v);
SE=zeros ((n-2)"2,1);
for i=2:n-1
for j=2:n-1
SE((n-2)x (i-2)+j-1)=cf(x(1i,3),y(1,3));
end
end
plot (x,y, '*xk");
figure
[Csol, E] = MDF2D( fun, cf, n,0,1 );
end
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B.3. Programas para la ecuaciéon de Poisson en
la circunferencia

function [ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r )

% Acomoda los puntos frontera de una circunferencia, tomando las
% intersecciones de la recta que pasa por los puntos con la

% circunferencia.

if mod(n,2)==1
in((n+3)/2, (n+3)/2)=0;
k=(n+1)/2;
else
k=(n+2)/2;
end
for i=2:k
for j=2:k
if in(i,3j)==1 && in(i-1,3j)==0
yf(i-1,J)=b-sqrt (r"2-(x(i,3)-a)"2);
yE(i-1,n+1-9)=yf (i-1,73);
yf(n+2-1, j)=2+b-yf (i-1,3);
yif(n+2-i,n+1-3)= yf(n+2-i, j);
end
end
end
for i=2:k
for j=2:k
if in(i,j)==1 && in(i, j-1)==
xf (i, j-1)=a-sqrt (r"2-(y (i, Jj)-b) "2);
xf(i,n+t+2-3j)=2+a-x£f (i, j-1);
xf(n+l-i, j-1)=xf (i, j-1);
xf(n+l-i,n+2-3)= xf(i,n+2-3);
end
end
end
end

function [in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferencia( a,b,r,n )
Programa para obtener los puntos de la malla dentro de una
circunferencia y su frontera, con centro en (a,b) y radio r,
numero de puntos en el cuadrado que forma la circunferencia
es de n.

o o o oP

% Creamos circunferencia
theta=linspace (0,360,100);
xc=atr*xcosd (theta) ;
yc=b+rxsind (theta);

% Creamos mallado
xl=linspace (a-r,a+tr,n);
yl=linspace (b-r,b+r,n);
[x,y]=meshgrid(xl,y1l);
in=inpolygon (x,y, XC,yC);
if mod(n,2)==1
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n((n+l)/2,n)=0;

% Vemos los puntos interiores y los frontera en la circunferencia
[ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r );

end
% num de eltos. dentro de circunferencia
eltos=numel (in( in(:)==1 ));
pos=1;
for i=1l:n
for j=1:n

if (xf(1,3)-a) "2+ (y(i,J) -

xrl (pos)=xf (i, 3);
yrl(pos)=y (i, J);
pos=pos+1;

elseif (x(i,79)-a) 2+ (yf (i,

xr2 (pos)=x (i, J);
yr2(pos)=yf (i, J);
pos=pos+1l;
end
end

end

plot (xc,yc,xrl,yrl, "xk',xr2,yr2,

end

function [ M ] = VectorGammab( xf,y,x,vf,1i,3 )
%Rutina para crear la matriz Mdel MDF en 2D

% Construir matriz M

M=zeros (1,5);

M (1)=-2/ (xf (i+1, J) -x£ (i, 3)
M(2)=1/(xf(i+1, ) -xf(i,73)) " 2;
M(3)=1/(yE(i,3)-yE(L,3+1)) "2;
WM (4)=1/(xf(i,3)-xf(i-1,73))"2;
P(5)=1/(yE(i,3+1)-yE(i,3))"2;
M(1)=—4,

M(2)=

M(3)—

M(4)=

M(5)=

end

function [ U,E ] = MDFC( in,xf,y,x,yf,eltos, fun,cft,R)
Programa para encontrar la solucion de la ecuacion de Poisson
% en una circinferencia mediante el MDF en 2D.

o

[m,n]=size (x);
k=(m-2) * (n=2) ;
G=zeros (k,5);
% Encontramos el vector de pesos
for i=1l:m-2
for j=1:n-2
if in(i+1, 3+1)==

g = VectorGamma5 (xf,y,x,yf,i+1, j+1

G((n-2)*(i-1)+3,:)=g
end
end
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end
% Creamos la matriz de solucion del sistema
& \psi-{xx}+\psi{yy} =4\pi \a(x)
M=zeros (k, k) ;
for i=1:k
M(i,1)=G(i,1);
end
for i=1l:m-2
for j=1:n-3
M((i-1)%(n-2)+3, (1-1) % (n=2) +3+1) =G ( (i-1) » (m-2)+3, 2) ;
M((i-1)* (n=2)+3+1, (1-1) * (n=2)+3) =G ((1-1) x (m=2) +3j+1,4);
end
end
for i=1:(m-3)*(n-2)
M(i+n-2,1)=G(i+n-2,5);
end
for i=1: (m-3)* (n-2)
M(i,i+n-2)=G (i, 3);
end
% Vector N.
N=zeros (k,1);
for i=2:m-1
for j=2:n-1
if in(i, j)==1
N((m-2)*(1-2)+3-1)=((x(i+1, J) -
L.x(1,3))"2) «fun(xf (i, 3),vE(i, 3));
end
end
end
% Condiciones de frontera.
CF=zeros (k,1);
for i=1:n-2
if in(2,1i+1)==
% Parte superior
CF(1)=CF (1)+G(i,5) *cf(x(1,1i+1),vE(1,1i+1));
end
if in(m-1,i+1)==1
% Parte inferior
CF((n=2)* (m=3)+1)=CF ((n=2) * (m=3)+1i)+...
G((n-2)* (m-3)+1i,3)*cf (x(m,i+1),yEf(m,i+1));
end
end
for i=1:m-2
if in(i+l,n-1)==
% Parte derecha
CF((n=2)*1)=CF ((n-2)*i)+...
G((n-2)*i,2)xcf(xf(i+l,n),y(i+l,n));
end
if in(i+1,2)==1
% Parte izquierda
CF((n=2)*(i-1)+1)=CF ((n-2)* (i-1)+1)+...
G((n=-2)*(i-1)+1,4)*cf(xf(i+1,1),y(i+1,1));
end
end
CF2=CF;
% Quitamos las columnas y filas que no est n dentro de la
% circunferencia.
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pos=1;
for i=1:m-2
for j=1:n-2
if in(i+1, 3+1)==1
pos=pos+l;
else
M = BorrarFilaColumna (M, pos,2);
CF = BorrarFilaColumna (CF,pos,0);
N = BorrarFilaColumna (N, pos,0);
end
end
end
N=N(l:eltos)-CF (l:eltos);
% Solucionar
U=pinv (M) *N;
Z=zeros (n,n) ;

r=1;
for i=1:n
for j=l:n
if in(i,3j)==
Z(1,3)=(U(r)-CF2(r))* ((xf(i,J+1)-x£(i,3-1))~(yE(i+l,3)—...
yE(i-1,73)))/4;
r=r+l;
end
end
end
E=norm(Z2) ;
surf(x,y,2)
eltos
end
function [ Csol,SE,E ] = MDFCPrueba( a,b,r,n )

°

en circunferencia de radio r, centrada en (a,b),
nxn.

o o0 o

% Origina la malla
[in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferencia( a,b,r,n );
cf=Q@ (u,v) 2xexp(2*u+v);
fun=0(u,v) 1l0xexp (2*u+v);
% Solucion exacta
SE=zeros (eltos,1);
pos=1;
for i=2:n-1
for j=2:n-1
if in(i, 3)==1
SE (pos)=cf(x(i,]),y(i,3));
pos=pos+1l;
end
end
end
% Solucion aproximada
[ Csol,E ] = MDFC(in,xf,y,x,vf,eltos, fun,cf,r);

Prueba de la solucion de la ecuacion de Poisson con el MDF en 2D

con malla de



Apéndice C

Programas empleados en el

Capitulo 5

C.1. Programas para los ejemplos de Ivanenko

function [x,yl=winslowAHIMvI (m,n,x,y, fun)

Este es un ejemplo elemental del generador de Winslow
Para problemas de peque a escala

% Hay que resolver dos sistemas, (x,V)

d° oo

dxi=1/n;
deta=1/m;
kmaxout=1e3; iterout=1;
kmaxsor=6;tolout=1le-5;tolsor=1le-2;
residual=0;
flag0=1;
% Generamos la malla inicial
while (flagO&iterout<kmaxout)
xinitial=x;
yinitial=y;
flagl=1l;
itersor=1;
omega=1.3;
% Lo primero es calcular los valores del tensor metrico
for i=2:m-1
for j=2:n-1
fl=fun(x(i,3J),y(1,3));
f2=fun(x(i+l,3),y(i+1,3));
f3=fun(x (i+1, j+1),y (i+1, 3+1));

fx=(£1-£2) * (y (1+1, 3+1) -~y (1+1, 3)) — (£3-£2) x (y (1, J) -y (i+1, 7)) ;

£y=(£3-£2) * (x (i, J) -x (i+1, §)) - (E1-£2) * (x (i+1, 3+1) -x

xxi=(x(i,J+1)-x(i,3-1))/2/dxi;
xeta=(x(i+1, j)-x(i-1,7))/2/deta;
yxri=(y (i, 3+1)-y(i,3-1))/2/dxi;
yeta=(y (i+1, j)-y(i-1,3))/2/deta;

173
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fxi=fxrxxit+fy*yxi;

feta=fxxxetatfyxyeta;
gll (i, J)=xxirxxityxiryxi+fxixfxi;

gl2 (i, j)=xxixxetatyxisyetatfxixfeta;

g22 (i, j)=xetaxxetatyetaryetatfetaxfeta;

end
end

o° o

o

un estencil de 9 puntos
while (flaglé&itersor<kmaxsor
x0ld=x(2: (m-1),2:(n-1));
yold=y (2: (m-1),2: (n-1));
for i=2:m-1
for j=2:n-1

Ahora se trabaja la sobrerelajacion
Hacemos el recorrido y resolvemos con sobrerelajacion para

)

x (i, Jj)=soreval (x((i-1):(i+1), (J=1):(3+1)), ...
gll(i,j),gl2(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omeqga);
v (i, j)=soreval (y((i-1): (i+1), (3-1):(J+1)), ...
gll(i,j),qgl2(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega);

end
end
itersor=itersor+l;

if norm(xold-x(2: (m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:
%[ norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2: (m-1),2:

flagl=0;
end
end
iterout=iterout+1l;

residual=norm(xinitial-x)+norm(yinitial-y);

if residual<tolout
flag0=0;
end

(m-1),2:(n-1)))<tolsor

(n-1))) itersor]

disp(['outer=' num2str (iterout) ' err=' num2str(residual)])
cla;line(x,y);line(x',y"');drawnow

end

function p=soreval(x,gll,gl2,g22,dxi,deta, omega);

dxx=dxi*dxi;
dyy=detaxdeta;
dxy=4+dxi*deta;

p=omegax* (2xgl2/dxy (x(3,1)-x(1,1)+x(1,3)-x(3,3))+g22/dxx* (x(2,1)+x(2,3))+...

gll/dyy*(x(1,2)+x(3,2)))/2/(g22/dxx+gll/dyy)+ (l-omega) *x (2,2);

function k=1ij2n (i, j, n)
% Nos ubicamos en el arreglo
k=(i-1)*n+j;

function [x,y ] = EjemploAHIM( m,n,val)

% Prueba version Ivanenko

% Funcion de control

cf=@ (u,v) exp(valx(-(u-0.5)
% Creacion de malla inicial
a=0;
b=0;
r=1;

theta=linspace(0,180,n);

.72-(v=-0.5)."2));
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ri=linspace(r,0,n);

for k=1:n
x1i(k, :)=a+ri (k) xcosd(theta(l:n));
vi(k, :)=b+ri(k)*sind(theta(l:n));

end

% Malla calculada
xp,yp 1 = winslowAHIMvI (m,n,xi,yi,cf);

[

x(l:m,1l:n)=xp(l:m,1l:n);

y(l:m,1l:n)=yp(l:m,1:n);

for t=m+1l:2+m
x(t,l:n)=xp(2+m+1l-t,1l:n);
y(t,1l:n)=2+b-yp (2*m+l-t,1:n);

end

plot(x,y, "*k")

end

C.2. Programas para ejemplos de
modificado

function g=g(p)

for i=l:size(p,1)
g(i)=exp(l*(-(p(i,1)-0.5)."2-(p(1,2)-0.5).72));

end

g=g(:);

function [partx,partyl=parts(u,v, )

o

% Parciales primer orden

I=setdiff(1:9,5);
dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);
M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy];
U=u([5 I])'";Vv=v([5 I])"';

% u-x
Gamma=pinv (M)+x[1 0 0 O 0]"';
Gamma=[0-sum (Gamma) ; Gamma] ;
partx=Gamma'*f ([U V]);

% u-y

Gamma=pinv (M)+[0 1 0 0 01"';
Gamma=[0-sum (Gamma) ; Gamma] ;
party=Gamma'*f ([U V]);

function [x,y]l=winslowAHIMvVMT (m,n,x,Vy,9)

% Este es un ejemplo elemental del generador de Winslow
Para problemas de peque a escala

Hay que resolver dos sistemas, (x,V)

o o o

dxi=1/n;

deta=1/m;

kmaxout=1e3; iterout=1;
kmaxsor=6;tolout=1le-3;tolsor=1le-2;
residual=0;

Winslow
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flag0=1;
while (flagO&iterout<kmaxout)
xinitial=x;
yinitial=y;
flagl=1l;
itersor=1;
omega=1.3;
% Lo primero es calcular los valores del tensor m\'etrico
for i=2:m-1
for j=2:n-1
[px,pyl=parts(x(i-1:i+1, j-1:3+1),y(i-1:1i+1,3-1:3+1),9);
xxi=(x (i, j+1)-x(i,3-1))/2/dxi;
xeta=(x (i+1,Jj)-x(i-1,7))/2/deta;
yxi=(y(i,3+1) -y (i,3-1))/2/dxi;
yeta=(y(i+l,j)-y(i-1,73))/2/deta;
fxi=px*xxit+tpy*yxi;
feta=px*xetatpyxryeta;
gll (i, J)=xxixxxityxiryxi+fxixfxi;
gl2 (i, j)=xxixxetatyxisyeta+fxixrfeta;
g22 (i, j)=xetaxrxetatyetaxyetatfetaxfeta;
end
end
Ahora se trabaja la sobrerelajacion
Hacemos el recorrido y resolvemos con sobrerelajacion para
un estencil de 9 puntos
while (flagl&itersor<kmaxsor)
xold=x(2: (m-1),2:(n-1));
yold=y (2: (m-1),2: (n-1));
%disp (['inner="num2str (itersor)]);
for i=2:m-1
for j=2:n-1
x(i,Jj)=soreval (x((i-1): (i+1), (j-1):(j+1)), ...
gll(i,j),gl2(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omeqga);
y(i,J)=soreval (y ((i-1):(i+1), (3-1):(3+1)), ...
gll(i,j),gl2(i,j),g22(i,]j),dxi,deta,omega);
end
end
itersor=itersor+l;
if norm(xold-x(2: (m-1),2: (n-1)))+norm(yold-y(2: (m-1),2: (n-1)))<tolsor

do oo e

flagl=0; $[ norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2: (m-1),2:(n-1))) itersor]
end
end

iterout=iterout+l;
residual=norm(xinitial-x)+norm(yinitial-y);
if residual<tolout
£f1ag0=0;

end

disp(['outer=' num2str (iterout)
cla;line(x,y);line(x',y"');drawnow
end

err="' num2str (residual)])

function p=soreval (x,gll,gl2,922,dxi,deta, omega);
dxx=dxi*dxi;

dyy=detax*deta;

dxy=4xdxixdeta;

p=omegax (2xgl2/dxy (x(3,1)-x(1,1)+x(1,3)-x(3,3))+g22/dxx* (x(2,1)+x(2,3))+...
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gll/dyy*(x(1,2)+x(3,2)))/2/(g22/dxx+gll/dyy)+ (l-omega) *x (2,2) ;

function k=1ij2n(i, j, n)
WNos ubicamos en el arreglo
k=(i-1)*n+j;

function [x,y ] = EjemploAHIM( m,n,qg)
% Malla Winslow modificado

alla inicial

theta=linspace(0,180,n);
ri=linspace(r,0,n);
for i=1:n

xi (i, :)=a+ri(i)+cosd(theta(l:n));

yi(i, :)=b+ri(i)*sind(theta(l:n));
end
% Calculo malla
[ xp,yp ] = winslowAHIMvMT (m,n,xi,vyi,qg);

x(l:m,l:n)=xp(l:m,1:n);

y(l:m,1l:n)=yp(l:m,1:n);

for i=m+1l:2xm
x(i,1l:n)=xp(2*m+l-i,1:n);
y(i,1:n)=2+b-yp (2+*m+l-i,1:n);

end

plot(x,y, '*xk")

end

C.3. Programas para los
Winslow-Ivanenko

ejemplos

function [partxx,partxy,partyy,partx,partyl=parts(u,v, f)

o

% Parciales primer y segundo orden

I=setdiff(1:9,5);
dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);
M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy];
U=u([5 I])';V=v([5 I])";

$ u_xx

Gamma=pinv (M)*[0 0 2 0 0]"';
Gamma=[0-sum (Gamma) ; Gammal ;
partxx=Gamma'«*f ([U V]);

% u-xy

Gamma=pinv (M)*[0 0 O 1 0]"';
Gamma=[0-sum (Gamma) ; Gamma] ;
partxy=Gamma'xf ([U V]);

de



© 0 N e U oA W N R

178

% u-yy

APENDICE C. PROGRAMAS EMPLEADOS EN EL CAPITULO 5

Gamma=pinv(M)+«[0 0 0 0 21"';

Gamma=
partyy

o

s Uu-X

[0-sum (Gamma) ; Gamma] ;

=Gamma'xf ([U V]);

Gamma=pinv(M)+[1 0 0 0 01"';

Gamma=

[0-sum (Gamma) ; Gamma] ;

partx=Gamma'*f ([U V]);

o

$ u.y

Gamma=pinv(M)+[0 1 0 0 01"';

Gamma=

[0-sum (Gamma) ; Gamma] ;

party=Gamma'xf ([U V]);

functi
Este
Para
Hay

o

o oP

dxi=1/
deta=1
kmaxou
kmaxso
residu
flag0=
while

xin

yin
flagl=
iterso
omega=
% Lo p

for

end

on [x,y]l=winslowAHIMVMTA (m,n,X,Vy,Jq)

es un ejemplo elemental del generador de Winslow
problemas de peque a escala

que resolver dos sistemas, (x,V)

n;

/m;

t=1e3;iterout=1;

r=6;tolout=1e-3;tolsor=1le-2;

al=0;

1;

(flag0&iterout<kmaxout)

itial=x;

itial=y;

1;

r=1;

1.3;

rimero es calcular los valores del tensor m\'etrico

i=2:m-1

for j=2:n-1
% Aproximamos las derivadas
[pxx,PXy,PYyY,PX,pyl=parts (x (1-1:1+1, j-1:3+1),y (i-1:1+1,3-1:3+1),q);
xxi=(x (i, J+1)-x(i,3-1))/2/dxi;
xeta=(x(i+1,j)-x(i-1,73))/2/deta;
yxi=(y (i, 3+1) -y (i,3-1))/2/dxi;
yeta=(y(i+l,3)-y(i-1,3))/2/deta;
fxi=px+xxit+tpy*yxi;
feta=pxxxetatpyxyeta;
gll (i, j)=xxisxxityxiryxi+fxirfxi;
gl2 (i, j)=xxixxetatyxisyeta+fxixrfeta;
g22 (i, j)=xetaxrxetatyetaxyetatfetaxfeta;

Calculamos los valores de
Lx=J"2D[ ((1+(f_y)"2)/D)_x—(((f_x) (f_y))/D)_-y] ¥y
Ly=J"2D[ ((=(f-x) (f-y)) /D) -x+ ((1+(f-x) "2) /D) -y
D2=1+px"2+py~2;
DX=pxx*pX+pXy*py;
Dy=pxy*pX+pyy*py;
J2=(xxi+yeta-xetaryxi) "2;
Lx=(J2/D2) * ((pXy*py—-Pyy+*px) *D2+ (px*py+*Dy) — (1+py*py) *DX) ;
Ly=(J2/D2) * ( (pXy*pX-pxx*py) *D2+ (px*py*Dx) — (1+px*px) *Dy) ;
end

o oP

oe
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44 % Ahora se trabaja la sobrerelajacion

45 % Hacemos el recorrido y resolvemos con sobrerelajacion para

46 % un estencil de 9 puntos

47 while (flaglé&itersor<kmaxsor)

48 xo0ld=x(2: (m-1),2: (n-1));

49 yold=y (2: (m-1),2: (n-1));

50 isp (['inner="num2str (itersor)]);

51 for i=2:m-1

52 for j=2:n-1

53 x (i, j)=soreval (x ((i-1): (i+1), (3-1):(3+1)), ...

54 gll(i,J),gl2(i,3),g22(i,3),dxi,deta, omega, Lx);

55 v (i, j)=soreval (y((i-1):(i+1), (3-1):(3+1)), ...

56 gll(i,Jj),gl2(i,3),g922(1,3),dxi,deta,omega,Ly);

57 end

58 end

59 itersor=itersor+l;

60 1f norm(xold-x(2: (m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2: (m-1),2:(n-1)))<tolsor
61 flagl=0; %[ norm(xold-x(2: (m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2: (m-1),2:(n-1))) itersor]
62 end

63 end

64 1iterout=iterout+l;
65 residual=norm(xinitial-x)+norm(yinitial-y);
66 1f residual<tolout

67 flag0=0;

68 end

69 disp(['outer="' num2str(iterout) ' err=' num2str(residual)])
70 cla;line(x,y);line(x',y"');drawnow

71 end

72
73  function p=soreval(x,gll,gl2,g22,dxi,deta, omega,B);

74 dxx=dxixdxi;

75 dyy=detaxdeta;

76 dxy=4xdxixdeta;

77 p=omegax* (B+2+xgl2/dxy* (x(3,1)-x(1,1)+x(1,3)-x(3,3))+g22/dxx* (x(2,1)+x(2,3))+...
78 gll/dyy*(x(1,2)+x(3,2)))/2/(g22/dxx+gll/dyy)+ (l-omega) *x (2,2) ;

79

so function k=1ij2n(i, j,n)

81 %WNos ubicamos en el arreglo

82 k= (i-1)*n+7j;

1 function [x,y ] = EjemploAHIM( m,n,qg)

2 % Malla metodo Winslow-Ivanenko modificado
3

4 % Malla inicial

5 a=0;

6 b=0;

7 r=1;

8 theta=linspace(0,180,n);

9 ri=linspace(r,0,n);

10 for k=1:n

11 xi(k, :)=a+ri (k) +xcosd(theta(l:n));

12 yi(k, :)=b+ri (k) *sind(theta(l:n));

13 end

14 % Calcular malla

15 [ xp,yp 1 = winslowAHIMvVMTA (m,n,xi,yi,g);
16 size (xp)
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x(l:m,l:n)=xp(l:m,1l:n);

y(l:m,1l:n)=yp(l:m,1:n);

for t=m+1l:2xm
x(t,l:n)=xp(2+m+1-t,1:n);
y(t,1l:n)=2+b-yp(2*m+l-t,1:n);

end

plot(x,y, "*xk")

end

C.4. Programas para solucionar Poisson

function [ G ] = VectorGamma (m,n, x,v,A,B,C,D,E,F )
Rutina para encontar el vector de pesos Gamma
Sum_{1=0}"{k}Gamma_{i}u(p-{i}) aproxima a
(Au{xx}+Bu{xy}+C{yy}+D{x}+E_{y}+Ful -{p-{0}}

x,y son las matrices de la malla, j,1 son los valores
del punto p-{i,j}

o© o° o° o

oe

for i=2:m-1
for j=2:2xn-1
p=zeros(9,2);
p(l,1)=x(i,3); p(l,2)=y(i,3);

p(2,1)=x(1i,3+1); p(2,2)=y(i,J+1);
p(3,1)=x(i+1, 3+1); p(3,2)=y(i+1l,j+1);
p(4,1)=x(i+1,3); p(4,2)=y(i+1,3);
p(5,1)=x(i+1,3-1); p(5,2)=y(i+l,3-1);
p(6,1)=x(i,3-1); p(6,2)=y(i,3-1);
p(7,1)=x(i-1,3-1); p(7,2)=y(i-1,3-1);
p(8,1)=x(i-1,3); p(8,2)=y(i-1,3);
p(9,1)=x(i-1,3+1); p(9,2)=y(i-1,3+1);

% Deltas
dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
% Construir matriz M

M=zeros (5, 8);

M(1l,:)=dx(:);
M(2,:)=dy(:);
M(3,:)=dx(:)."2;
M(4,:)=dx(:).xdy(:);
M(5,:)=dy(:)."2;

% Construir vector betta B
betta=zeros (5,1);
betta(l)=D(p(1,1),p(1,2));
betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
betta (3)=2%A(p(1,1),p(1,2));
betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
betta (5)=2+C(p(1,1),p(1,2));
gammal=pinv (M) xbetta;
% Obtener gamma_0
gamma=zeros (9,1);
gamma (1) =feval (F,p(1,1),p(1l,2))-sum(gammal) ;
gamma (2:9)=gammal (1:8);
G(2%(n-1)*(i-2)+j-1,1:9)=gamma (1:9,1)"';
end

% Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i, J)-esimo



45

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57

59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101

C.4. PROGRAMAS PARA SOLUCIONAR POISSON

end
for i=m
for

end
for

p(7,1)=x
p(8,1)=x
p(9,1)=x
% Deltas
dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);

o

% Construir matriz M

l

i-1,3-1); p(7,2)=y(i-1,3-1);

i- l 3); p(8,2)=y(i-1,73);
,J+1); p(9,2)=y(i-1,3+1);

j=2:n
p=zeros (9,2);
p(l,1)=x(i,3); p(1,2)=y(i,]);
p(2,1)=x(1i,3+1); p(2,2)=y(i,J+1);
p(3,1)=x(i,J+n-2); p(3,2)=y (i, J+n-2);
p(4,1)=x(i,J+n-1); p(4,2)=y (i, J+n-1);
p(5,1)=x(i,J+n); p(5,2)=y (i, j+n);
p(6,1)=x(1i,3-1); p(6,2)=y(i,]-1);

x (

x (1

x (1

M=zeros (5, 8);

M(1, )*dx( )i
M(2,:)=dy(: ),
M(3,:)=dx(:).
M(4,:)=dx(:). *dY( )i
M(5,:)=dy(:).

o

% Construir vector betta B
betta=zeros (5,1);
betta(l)=D(p(1,1),p 2));
betta(2)=E(p (1, l),p(l 2)
betta(3)=2xA(p(1,1),p (1
betta(4)=B(p(1,1),p(l,2)
betta(5)=2xC(p(1,1),p (1,
gammal=pinv (M) xbetta;

% Obtener gamma_0
gamma=zeros (9,1);

gamma (1) =feval (F,p(1,1),p(1l,2))-sum(gammal) ;
gamma (2:9)=gammal (1:8);

G(2% (n-1) % (i-2)+j-1,1:9)=gamma(1:9,1)"';

)I
12));
)I
2))i

j=n+l:2xn-1;
p=zeros(9,2);
p(l,1)=x(1i,3); p(1,2)=y(i,3);

p(2,1)=x(1i j+l) p(2,2)=y(i,3+1);
p(3,1)=x(1i,3-n); p(3,2)=y(i,J-n);
p(4,1)=x(i, - n+l), p(4,2)=y (i, j—n+l);
p(5,1)=x(i,Jj-n+2); p(5,2)=y (i, J—n+2);
p(6,1)=x(i,3-1); p(6,2)=y(i,]-1);
p(7,1)=x(i-1,3-1); p(7,2)=y(i-1,3-1);
p(8,1)=x(1i-1,3); p(8,2)=y(i-1,3);
p(9,1)=x(i-1,3+1); p(9,2)=y(i-1,3J+1);

% Deltas
dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);

)

% Construir matriz M

M=zeros (5, 8) ;

M(1, )—dX( )
M(2,:)=dy(: ),
M(3,:)=dx(:).
M(4,:)=dx(:). *dY( )i

181
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M(5,
% Co
bett
bett
bett
bett
bett
bett
gamm
% Ob
gamm

)=dy(:)."2;

nstruir vector betta B
a=zeros(5,1);
a(l)=D(p(1,1),p(1,2));
a(2)=E(p(1,1),p(1,2));
a(3)=2xA(p(1,1),p(1,2));
a(4)=B(p(1,1),p(1,2));
a(5)=2«C(p(1,1),p(1,2));
al=pinv (M) xbetta;

tener gamma-0

a=zeros (9,1);

gamma (1)=feval (F,p(1,1),p(1l,2))-sum(gammal) ;

gamm

a(2:9)=gammal (1:8);

G(2x (n-1)x(i-2)+j-1,1:9)=gamma (1:9,1)';

end
end
end

function [ U

] = OLDF( m,n,x,y, fun,ct, A,

B,C,D,E,F)

fPrograma para encontrar los valores de la carga c, donde:

o° oP

A, B, C,

o°

oe

Encontramo
= VectorGa

@

D, E y F son las funciones

Lu = Au_xx + Bu_.xy + Cu_yy + Du.x

s el vector de pesos
mma (m,n,x,y,A,B,C,D,E,F );

p es la matriz de nodos de la malla de mxn,

del operador lineal:
+ Eu.y + Fu,

% Creamos la matriz de solucion del sistema \psi-{xx}+\psi-{yy} =4\pi \a(x)

t=2%(n—-1) * (m

M=zeros (t,t)
for i=2:m

for j=2:

h=2x*

M(hl

if j

else

end
if 1

else

end
if 1

else

-1);

;

2*n-1
(n=1) * (i-2)+j-1;
h)=G(h,1);
<2*n-2
M(h,h+1)=G(h,2);

M(h, 2 (n-1) * (i-2) +1) =G (h, 2) ;

<m-1
if j<2%n-2
M(h,h+2* (n-1)+1)=G (h, 3);
else
M(h,h+1)=G(h,3);
end

if j<n+1
M(h,h+n-2)=G(h, 3);
else
M (h, h-n)=G(h, 3);
end

<m-1
M(h, h+2% (n-1))=G(h, 4);

if i<n-1
M(h, h+n-1)=G (h,4);
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39 else

40 M(h,h-n-1)=G(h, 4);

41 end

42 end

43 if i<m-1

44 if 3>3

45 M(h,2x (n-1)* (i-1)+3-2)=G(h,5);
46 else

a7 M(h, 2% (n=1)*1)=G (h, 5);

48 end

19 else

50 if j<n-1

51 M(h, h+n)=G (h, 5);

52 else

53 M(h, h-n+2)=G(h,5);

54 end

55 end

56 if i<m

57 if 3>2

58 M(h,h-1)=G(h, 6);

59 else

60 M(h,2* (n-1)*(i-1))=G(h, 6);

61 end

62 else

63 if J==

64 M(h,2x (n=1)* (i-1))=G(h, 6);

65 else

66 M(h,h-1)=G(h, 6);

67 end

68 end

69 if i==

70 CF=zeros(t,1l); % Condiciones de frontera
71 for k=2:2xn-1

72 CF(k-1)=G(k-1,7)*cf(x(1,k-1),y(l,k=-1))+...
73 G(k-1,8)*cf(x(1,k),yv(l,k))+...
74 G(k-1,9)*cf(x(1,k+1),y(1l,k+1));
75 end

76 elseif 2<i<m

77 if 3>2

78 M(h, 2% (n-1) % (i-3)+j-2)=G (h,7);
79 M(h,2x (n-1)x (1-3)+3-1)=G (h, 8) ;
80 else

81 M(h,2* (n=1)*(i-2))=G(h,7);

82 M(h,2* (n=1) % (1-3)+1)=G(h, 8);
83 end

84 if j<2xn-1

85 M(h, 2% (n=-1) * (1-3)+3)=G(h, 9);
86 else

87 M(h, 2% (n=-1) * (1-3)+1)=G(h, 9);
88 end

89 elseif i==m

90 if 3>2

91 M(h,2x (n-1)* (1-3)+3J-2)=G(h,7);
92 M(h, 2% (n-1) * (1i-3)+j-1)=G (h, 8) ;
93 else

94 M(h, 2% (n-1)* (i-2))=G(h,7);

95 M(h, 2% (n-1) % (1-3)+1)=G(h, 8);
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end
if j<2#*n-1
M(h, 2% (n-1) % (1-3)+3)=G(h, 9);
else
M(h,2* (n=1)* (i-2)+1)=G(h, 9);
end
end
end

end
% Vector N.
N=zeros (t,1);
for i=2:m
for j=2:2xn-1
N(2x (n=1)* (i-2)+j-1)=fun(x(i,3),y(i,3));
end
end
N=-N(l:t)-CF(1l:t);

% Solucionar
U=pinv (M) *N;

function [E,eltos] = OLDFPrueba2 (x0,y0 )
% Prueba de la solucion para el operador lineal
% Lu = Au-xx + Bu-xy + Cu.yy + Du.x + Eu.y + Fu
[s,n]=size (x0);
m=s/2;
cf=0Q@ (u,v) 2xexp (2+utv);
fun=0(u,v) -10xexp (2xu+v);
x=zeros (m, 2xn) ;
Y=X;
x(l:m,2:n+1)=x0(l:m,n:-1:1);
y(l:m,2:n+1)=y0(l:m,n:-1:1);
x(l:m,n+2:2+n-1)=x0(2+m:-1:m+1,2:n-1);
y(l:im,n+2:2xn-1)=y0(2*m:-1:m+1,2:n-1);
x(:,1)=x(:,2*n-1);
y(:,1)=y(:,2%n-1);
x(:,2*n)=x(:,2);
y(:,2%n)=y(:,2);
[Csol ] = OLDF( m,n,x,y, fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,Q@(u,v)1, ...
@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
E= ErrorCuadratico( x,y,cf,Csol );
Csolm=reshape (Csol, [2* (n-1),m-1])"';
for i=2:m

for j=2:2xn-1

SE(i-1,3j-1)=cf(x(i,3),y(i,3));

end
end
Er=SE-Csolm;
Error(2:m,1)=Er(l:m-1,2x(n-1));
Error(2:m,2+n)=Er(1l:m-1,1);
Error(2:m,2:2+n-1)=Er(1:m-1,1:2x(n-1));

Error (1, :)=0;
surf (x,y,Error)
end
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