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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo el solucionar una de las ecuaciones
más utilizadas en diversos campos cient́ıficos: la ecuación de Poisson
−∇(k∇u) = f , mediante la aproximación del problema por métodos numéricos.

En el transcurso de este texto, nos enfocaremos en el Método de Diferencias
Finitas Generalizadas (MDF), que se caracteriza por producir una buena
aproximación a las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales en dominios
irregulares. En la solución de dicho problema se emplean conjuntos de puntos
que están en el interior de una región, los cuales forman mallas. Estas
mallas pueden ser generadas utilizando diversos métodos, como puede ser
la partición de una región en segmentos de igual tamaño o la división del
dominio en áreas de la misma superficie. Pero estos mallados no siempre traen
consigo buenas aproximaciones, si bien se han obtenido buenos resultados en
regiones rectangulares, puesto que no todos los problemas a resolver tienen una
geometŕıa sencilla que nos permita crear una malla satisfactoria. Ante esto, nos
enfrentamos al problema de generar buenas mallas para poder emplear el MDF
y solucionar nuestro problema.

Un enfoque ante nuestro cuestionamiento es el mapear los puntos de la región
irregular en una región rectangular utilizando una malla inicial obtenida por el
Método de Interpolación Transfinita, que luego será utilizada como malla inicial
para solucionar las Ecuaciones de Winslow o por algún método variacional para
encontrar la malla requerida. Estas mallas se pretenden mejorar al emplear
un método heuŕıstico (2013 Domı́nguez-Mota et al), que consiste en encontrar
ciertos pesos utilizando un esténcil (conjunto de puntos vecinos de un punto
p(xi, yj)) de nueve puntos para aproximar un operador diferencial de segundo
orden. Para ello, emplearemos un método adaptativo con las ecuaciones de

Winslow y el funcional de Dirichlet I =
∫ (

g11
ξr + g22

ξr

)
dSr2, junto con una

función de control, que nos permitirá obtener una malla en una región irregular.
Las expresiones de dichas ecuaciones las aproximaremos con el método heuŕıstico
y diferencias finitas.

Palabras clave: Mallas, regiones irregulares, Diferencias Finitas, Winslow,
generación de mallas, adaptividad, esquema heuŕıstico.
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Abstract

The current work has the objective of solving one of the most used equations
among several scientific fields: the Poisson equation −∇(k∇u) = f , by the
approximation to the problem through numerical methods.

In the course of this paper, we will focus on the Generalized Finite Difference
Method (FDM), which is characterized by producing a good approximation
to the solution of partial differential equations over irregular domains. In the
solution to the stated problem, the set of the inner points of a region is used,
forming meshes. These meshes can be generated using different methods, as it
can be the partition of a region into segments of equal length or the division of
the domain into areas of equal size. But these meshes do not always bring
with them good approximations, although good results have been obtained
in rectangular regions, given that no all the problems to solve have an easy
geometry that help us to create a satisfactory mesh. In light of this, we deal
with the problem of generating good meshes so we could employ the FDM and
we could solve our problem.

An approach to our questioning is mapping the points of the irregular region
into a rectangular region, using an initial mesh obtained by the Transfinite
Interpolation Method, which will be used later as an initial grid to solve the
Winslow Equations or by a variational method to find the required mesh.
These meshes are intended to improve by using a heuristic method (2013
Domı́nguez-Mota et al), which lies in finding some weights using a stencil of
nine points to approximate a second order differential operator. In doing so, we
will employ an adaptive method with the Winslow equations and the Dirichlet

functional I =
∫ (

g11
ξr + g22

ξr

)
dSr2, together with a control function, which will

help us to obtain a mesh in an irregular region. The expressions of the stated
equations will be approximated the heuristic method and finite differences.

Key words: Meshes, irregular regions, Finite Differences, Winslow, mesh
generation, adaptability, heuristic scheme.
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Prefacio

La presente tesis trata sobre la solución numérica de la ecuación de Poisson,
utilizando diferencias finitas generalizadas y empleando mallas generadas
mediante un sistema de Winslow modificado en regiones irregulares. La forma
en la que se desarrollará el presente trabajo será a través de cinco caṕıtulos, los
cuales se resumen a continuación.

Caṕıtulo 1. Antecedentes. En este caṕıtulo trataremos la motivación
del presente trabajo, hablaremos un poco sobre los métodos para solucionar
las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), centrándonos en la solución al
problema de Poisson −∇(k∇u) = f mediante el Método de Diferencias Finitas
(MDF). Trataremos de ver cómo es que un cambio en la región, o en la forma
de generar mallas en la misma región, puede dar como resultado una buena
aproximación o una aproximación muy pobre, empleando como ejemplo una
región cuadrada y una circular.

Caṕıtulo 2. Diferencias en regiones rectangulares. Aqúı, se
describirá el tipo de EDP’s que se utilizarán a lo largo del desarrollo del
texto: las EDP’s lineales de segundo orden. Aśı mismo, hablaremos un poco
sobre los métodos numéricos para la solución de dichas EDP’s más populares,
concentrándonos en el MDF. Desarrollaremos este método para una y dos
dimensiones, utilizando el desarrollo de Taylor para aproximar la derivada
de primer y de segundo orden, con condiciones de frontera de Neumann.
Analizaremos su error de truncamiento local (ETL) y el error global; además,
revisaremos la convergencia, la consistencia y la estabilidad del método.
Finalmente, utilizaremos el MDF en una y dos dimensiones para solucionar
algunos ejemplos con diversos dominios y reflexionaremos sobre los errores
obtenidos.

Caṕıtulo 3. Aspectos de generación de mallas. En este apartado,
abordaremos tres generadores de mallas: el método de Interpolación Transfinita
(TFI), las ecuaciones de Winslow y los métodos variacionales. El TFI es un
método rápido y fácil de programar para generar mallas en regiones sencillas
mediante un mapeo entre un cuadrado unitario y una región f́ısica que preserva
fronteras. Por otra parte, la solución a las ecuaciones de Winslow dan como

vii



viii

resultado una malla en la que el dominio f́ısico es mapeado a un cuadrado
unitario, cuyas expresiones se aproximarán mediante diferencias finitas. Además,
se abordarán algunos conceptos de Cálculo Variacional, que se necesitarán en
el transcurso de nuestro trabajo, aśı como el uso de diversos funcionales para
generar mallas a través de su solución.

Caṕıtulo 4. Diferencias en regiones irregulares. Esta parte
tratará sobre el Método de Diferencias Generalizadas y sobre el Esquema
Heuŕıstico de Diferencias Finitas para operadores lineales de segundo grado de
la forma Lu = Auxx+Buxy +Cuyy +Dux+Euy +F , mediante el uso de pesos
para los nodos vecinos de un punto de una malla de una región irregular, con
dominio poligonal simplemente conectado (2013 Domı́nguez-Mota et al). Este
método nos será de utilidad en el caṕıtulo siguiente para la aproximación de
derivadas parciales.

Caṕıtulo 5. Adaptividad y aplicaciones. En esta parte, se abordará el
método de generación de mallas de Ivanenko, para lo cual se empleará el

funcional de Dirichlet I =
∫ (

g11
ξη + g22

ξη

)
dSr2 y se analizarán la condición

de positividad del Jacobiano para que una malla regular sea no degenerada,
encontrando funciones (x(ξ, η), y(ξ, η)) tales que mapeen uno a uno el cuadrado
unitario en la región f́ısica, preservando las fronteras. Además, se emplearán
las ecuaciones de Winslow obtenidas de las ecuaciones de Euler-Lagrange del
problema antes mencionado para encontrar la malla al solucionarlas con métodos
numéricos.

Caṕıtulo 6. Conclusiones. Finalmente, se terminará con algunas
conclusiones y ĺıneas de trabajo a futuro.



Introducción

En el modelado de fenómenos f́ısicos, las ecuaciones diferenciales siempre han
estado presentes, algunas de las cuales no pretend́ıan dejar al ávido cient́ıfico
acercarse a la solución por métodos tradicionales. Sin embargo, éste no se da
por vencido, buscando formas de llegar a ella; una de éstas metodoloǵıas es el
aproximar la solución e una región empleando mallas (conjuntos de puntos del
dominio) mediante el uso de métodos numéricos.

A través del tiempo, ha desarrollado diversos métodos de aproximación, tales
como el Método de Elementos Finitos (MEF), el Método de Volúmenes Finitos
(MVF), el Método de Diferencias Finitas (MDF), etc. No obstante el método
de aproximación, los resultados han mostrado que una buena aproximación
depende muchas veces de la malla utilizada, haciendo necesario el estudio de
las mismas para desarrollar buenos generadores.

La generación de mallas de forma numérica es una de las ramas más jóvenes
de los métodos numéricos y ha cobrado un gran interés en los últimos años,
debido principalmente al avance computacional. A pesar de que su historia
comienza con mapeos empleados en las áreas aeroespacial para estudiar alerones,
no fue sino hasta los trabajos de A. Winslow [1966] que surge una metodoloǵıa
para mallados irregulares en 2 dimensiones. En esta tesis, se empleará un método
propuesto por Winslow para generar mallados.

Además, en el presente trabajo, vamos a revisar el Método de Diferencias
Finitas (MDF) para la solución de la ecuación de Poisson −∇(k∇u) = f y
llegaremos a una aplicación del Método de Diferencias Finitas Generalizadas
(MDFG), utilizando un esquema heuŕıstico [4] para calcular los pesos de los
nodos de la malla. Aśı mismo, abordaremos algunos generadores de mallas,
como el método de Inerpolación Transfinita (TFI), las ecuaciones de Winslow y
algunos métodos variacionales.

Emplearemos las ecuaciones de Winslow del funcional de Dirichlet I =∫ (
g11
ξη − g22

ξη

)
dSr2 con el método de Ivanenko y una versión modificada con el

método heuŕıstici antes mencionado, con el objetivo de generar una buena malla
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que nos permita obtener una buena aproximación de la ecuación de Poisson,
utilizando nuestro MDFG modificado en una malla irregular.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

En los últimos años, la solución de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
mediante el uso de mallas se ha desarrollado empleando diversos métodos
numéricos, como el método de elementos finitos (MEF), el método de diferencias
finitas (MDF), el método de volúmenes finitos (MVF), entre otros. Estas técnicas
transforman las EDPs en sistemas de ecuaciones cuyas incógnitas son una
aproximación a la solución de dicho problema en una región, bajo ciertas
condiciones de frontera. En estas regiones se debe encontrar un conjunto discreto
de puntos que pertenezcan al dominio de nuestra ecuación de estudio, el cual
minimice el error de nuestra aproximación a la solución exacta de la EDP. Estos
conjuntos de puntos a encontrar es lo que se denomina malla y el proceso de
hallarlos es lo que llamamos generación de mallas.

La forma más natural de hacer esta generación de mallas es mediante una
distribución uniforme de puntos en una cuadricula en el espacio. Esta generación
de mallado puede ser útil en ciertas regiones, como las regiones regulares y
rectangulares, pero en regiones irregulares y curvas no siempre lleva a un
resultado muy preciso.

No obstante, la generación de mallas en regiones no regulares y curvas es un
problema, ya que algunas veces es dif́ıcil obtener la distribución de los puntos
del dominio para minimizar el error. La dificultad de trabajar en regiones no
poligonales se puede notar en un ejemplo tan simple como una circunferencia
de radio r = 1 y centro en (0, 0).

Aplicando el esquema heuŕıstico [4], que se describirá en el Caṕıtulo 4,
al problema de Poisson −∇(k∇u) = f , se implementarán distintos mallados
realizados a la circunferencia de radio r = 1 y centro en (0, 0), como las que se
describen enseguida.

Primero tomemos un mallado rectangular del cuadrado que contiene a la
circunferencia y tomamos aquellos puntos dentro de la misma, como se observa
en la Fig. 1.1a.

1



2 CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES

(a) Puntos interiores en la circunferencia de
radio 1 y centro (0, 0) de la malla rectangular
del cuadrado unitario de 12× 12 puntos.

Luego tomemos como frontera de la malla, descrita anteriormente, los puntos
formados por las intersecciones de las ĺıneas paralelas al eje x que pasan por los
puntos cercanos a la frontera con la circunferencia; y en la parte superior e
inferior, tomamos las intersecciones de las ĺıneas paralelas al eje y que pasa por
los puntos cercanos a la frontera con la circunferencia, como observamos en la
Fig. 1.1b, donde tomaremos un esténcil o conjunto de puntos vecinos de un
punto p(xi, yj), de 5 puntos. Ésta será nuestra malla M1.

(b) Malla rectangular de la circunferencia de
radio 1 y centro (0, 0), donde la frontera es
formada por las intersecciones de las ĺıneas
paralelas al eje x que pasan por los puntos
cercanos a la frontera con la circunferencia; y
en la parte superior e inferior, tomamos las
intersecciones de las ĺıneas paralelas al eje y
que pasa por los puntos cercanos a la frontera
con la circunferencia.



3

Otra manera de tomar la frontera de la malla rectangular antes mencionada
es el conjunto de duplas formadas por la intersecciones de las ĺıneas paralelas al
eje x y las ĺıneas paralelas al eje y que pasa por los puntos cercanos a la frontera
con la circunferencia, vista en la Fig. 1.1c, con esténcil de 5 puntos. A esta malla
la denominaremos M2.

(c) Malla rectangular de la circunferencia de radio 1 y
centro (0, 0), donde la frontera es el conjunto de duplas
formadas por las intersecciones de las ĺıneas paralelas al
eje x y las ĺıneas paralelas al eje y que pasa por los puntos
cercanos a la frontera con la circunferencia.



4 CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES

Ahora, tomemos la frontera de nuestra malla formada por las duplas de
la intersección de la ĺınea paralela al eje x con los puntos y cercanos a la
circunferencia, y las duplas de la intersección de las ĺınea paralela al eje y con
los puntos x cercanos a la circunferencia, como vemos en la Fig. 1.1d, la cual
nombraremos M3 y tendŕıa un esténcil de 9 puntos.

(d) Malla rectangular de la circunferencia de radio 1 y centro (0, 0),
donde la frontera es formada por las duplas de la intersección de la
ĺınea paralela al eje x con los puntos y cercanos a la circunferencia,
y las duplas de la intersección de las ĺınea paralela al eje y con los
puntos x cercanos a la circunferencia.
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Ahora bien, creamos una malla con n− 2 ĺıneas perpendiculares al eje y que
pasan por los n puntos que dividen la semicircunferencia en arcos iguales, sin
tomar el primer ni el último punto, y dividámoslas en n puntos y sea su frontera
las intersecciones de estas ĺıneas con la circunferencia, junto con los puntos que
dividen el arco que forman las orillas de nuestra malla, mostrada en la Fig. 1.1e,
que será M4 y para ésta se utilizará un esténcil de 9 puntos.

(e) Malla de la circunferencia de radio 1 y centro (0, 0),
donde la malla consta de 10 ĺıneas perpendiculares al
eje y que pasan por 10 de los 12 puntos que dividen
la semicircunferencia en arcos iguales y se dividen en 12
puntos, con frontera las intersecciones de estas ĺıneas con
la circunferencia, junto con los puntos que dividen el arco
que forman las orillas de nuestra malla.

Tomemos una malla a la cual formamos por los puntos que dividen en
n partes a la circunferencia y análogamente dividamos cada radio de dichas
divisiones en n partes, como observamos en la Fig. 1.1f, que será M5. Aqúı,
nuestro esténcil será de n puntos para el centro y de 9 puntos para los demás
puntos que conforman la malla.
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(f) Malla de la circunferencia de radio 1 y centro
(0, 0), formada por los puntos que dividen en
12 partes a la circunferencia y la división de
cada uno de los 12 radios que conforman dichas
divisiones en 12 partes iguales, incluyendo el
centro de la circunferencia.

Figura 1.1: Otro ejemplo del mallado de una circunferencia de radio 1 y centro
(0, 0).

Y una malla rectangular en un cuadrado [−1, 1]× [−1, 1]:

Figura 1.2: Malla rectangular del cuadrado [−1, 1]× [−1, 1].

Al aplicar el método del Caṕıtulo 4 en nuestro ejemplo a las distintas mallas
antes mencionadas, se obtienen los siguientes errores y gráficas de los errores de
las mismas:
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````````````Malla
No. de eltos.

6× 6 8× 8 10× 10 12× 12 21× 21 41× 41 81× 81

M1 0.1631 3.4816 1.9189 5.1932 8.0087 10.9015 13.1389
M2 0.1631 3.5090 2.0641 5.3374 8.3039 11.0326 13.0563
M3 0.1631 3.5090 2.0641 5.3686 8.3039 11.0442 13.0627
M4 0.7243 1.8226 4.2806 9.2095 1.0906e+002 75.6175 2.8129e+004
M5 5.7309 7.1952 8.9682 9.9920 11.5569 12.0218 NAN
Cuadrado unitario 0.8016 0.4055 0.2441 0.1630 4.9085e-2 1.2252e-2 3.0620e-3

Cuadro 1.1: Errores de las mallas ejemplo.

Analizando y comparando los resultados de los errores mostrados en la Tabla
1.1 y las gráficas 1.3a-1.7c de las mallas M1-M5 con los resultados y las gráficas
1.8a-1.8d de la malla rectangular del cuadrado [−1, 1] × [−1, 1] , mostrada en
Fig. 1.2, vemos que los mallados propuestos para la circunferencia de radio 1 y
centro (0, 0) no tienen muy buena aproximación a nuestro problema de Poisson,
por lo que requerimos mejores métodos de generación de mallado. Esto es los
que se discutirá en los siguientes caṕıtulos.

Los programas empleados para dichas mallas aparecen en el Apéndice A.

(a) Errores para malla M1 de 12 por 12 puntos. (b) Errores para malla M1 de 21 por 21 puntos.

(c) Errores para malla M1 de 41 por 41 puntos. (d) Errores para malla M1 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.3: Errores en la solución de la ecuación de Poisson en las mallas M1.
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(a) Errores para malla M2 de 12 por 12 puntos.

(b) Errores para malla M2 de 21 por 21 puntos.

(c) Errores para malla M2 de 41 por 41 puntos.

(d) Errores para malla M2 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.4: Errores en la solución de la ecuación de Poisson en las mallas M2.
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(a) Errores para malla M3 de 12 por 12 puntos.

(b) Errores para malla M3 de 21 por 21 puntos.

(c) Errores para malla M3 de 41 por 41 puntos.

(d) Errores para malla M3 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.5: Errores en la solución de la ecuación de Poisson en las mallas M3.
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(a) Errores para malla M4 de 12 por 12 puntos.

(b) Errores para malla M4 de 21 por 21 puntos.

(c) Errores para malla M4 de 41 por 41 puntos.

(d) Errores para malla M4 de 81 por 81 puntos.

Figura 1.6: Errores en la solución de la ecuación de Poisson en las mallas M4.
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(a) Errores para malla M5 de 12 por 12 puntos.

(b) Errores para malla M5 de 21 por 21 puntos.

(c) Errores para malla M5 de 41 por 41 puntos.

Figura 1.7: Errores en la solución de la ecuación de Poisson en las mallas M5.



12 CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES

(a) Errores para malla del cuadrado [−1, 1]× [−1, 1] de 12 por 12
puntos.

(b) Errores para malla del cuadrado [−1, 1]× [−1, 1] de 21 por 21
puntos.

(c) Errores para malla del cuadrado [−1, 1] × [−1, 1] de 41 por 41
puntos.

(d) Errores para malla del cuadrado [−1, 1]× [−1, 1] de 81 por 81
puntos.

Figura 1.8: Errores en la solución de la ecuación de Poisson en las mallas M2.



Caṕıtulo 2

Diferencias en regiones
rectangulares

2.1. Introducción

Muchas veces en el modelado de fenómenos naturales se requiere de una
solución aproximada mediante métodos numéricos, pues no siempre es posible
encontrar una solución exacta a dicha cuestión. Durante las últimas décadas y
gracias al desarrollo computacional, estos procesos se han hecho más populares
y se han estudiado a mayor profundidad en forma formal.

Algunos de estos problemas son descritos por ecuaciones diferenciales
parciales (EDP), de las cuales nos interesan especialmente las EDPs lineales
de segundo orden que son de la forma general

auxx + buxy + cuyy + dux + euy + fu+ g = 0,

las cuales se clasifican dado el valor de su discriminante b2 − 4ac en:

Si su discriminante es b2−4ac > 0, se denominan ecuaciones hiperbólicas.
Estas ecuaciones describen fenómenos f́ısicos conservativos y dependientes
del tiempo que no se desarrollan en estado cont́ınuo, como la convección,
que transportan información en direcciones determinadas. Como ejemplo
podemos pensar en los vertidos de petróleo en el mar, que son
transportados por la corrientes marinas lejos de donde tuvieron lugar,
o en los huracanes, que arrastran todo tipo de part́ıculas a su paso. Un
ejemplo de ello es la ecuación de onda utt − uxx = 0.

Si su discriminante es b2 − 4ac = 0, se llaman ecuaciones parabólicas, las
cuales describen fenómenos f́ısicos disipativos y dependientes del tiempo
que se desarrollan en estado continuo, como los fenómenos de difusión.
Ejemplo de éstas son la ecuación de calor ut − uxx = 0.

13
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Finalmente, si su discriminante es b2 − 4ac < 0, se nombran ecuaciones
eĺıpticas y describen fenómenos f́ısicos que alcanzan un estado continuo
y que por lo tanto son independientes del tiempo, como la ecuación de
Laplace: uxx + uyy = 0.

Los métodos numéricos clásicos para la solución son el método de diferencias
finitas (MDF), el método de elemento finito (MEF) y el método de volumen
finito (MVF).

El método que emplearemos en este apartado es uno de los más antiguos
para aproximar soluciones a problemas que involucran EDP: el método de
diferencias finitas (MDF). Este método se basa en la aproximación de una
ecuación diferencial a su expansión local en serie de Taylor en una región con
una red topológicamente cuadrada.

El MDF es empleado para encontrar aproximaciones del conjunto infinito de
valores de la solución continua de la EDP representados por un conjunto finito
de valores que aproximan a la solución en un conjunto de puntos del dominio,
i.e. la solución discreta. Dicho conjunto de puntos es el resultado de la partición
del dominio en subdominios pequeños que denominamos malla.

Desarrollaremos el MDF en R. Por simplicidad, tomemos una malla con
dominio en [0, 1] ⊂ R , la cual se divide en N + 1 puntos, donde el primer como
el la Fig. 2.1, en donde el i-ésimo punto se define como xi y en el cual la solución
aproximada se define como ui = u(xi).

Figura 2.1: Malla con N+1 puntos que parte a [0, 1] ⊂ R en N−1 subdominios.

Recordando la definición de derivada:

ux(xi) = ux,i = ĺım
Mx→0

u(xi+ M x)− u(xi)

M x

= ĺım
∆x→0

u(xi)− u(xi −∆x)

∆x

= ĺım
∆x→0

u(xi + ∆x)− u(xi −∆x)

2∆x

(2.1)

Y haciendo xi+ ∆x = xi+1 = y xi−∆x = xi−1, junto con la ecuación (2.1),
obtenemos las siguientes aproximaciones de diferencias finitas hacia adelante,
hacia atrás y centradas de ux(xi) siguientes, respectivamente:
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ux(xi) ≈
ui+1 − ui

∆x
(2.2)

ux(xi) ≈
ui − ui−1

∆x
(2.3)

ux(xi) ≈
ui+1 − ui−1

2∆x
(2.4)

En la sección siguiente se desarrollará este método con la utilización del
desarrollo de Taylor y las ecuaciones (2.2)-(2.4).

2.2. Análisis del error del MDF

Antes de iniciar con la deducćıon del MDF, analicemos los errores que hay
al aproximar nuestra solución. Al emplear el desarrollo de Taylor de u(xi+1)
alrededor de un punto xi, obtenemos:

u(xi+1) = u(xi) + ux(xi)∆x+ uxx(xi)
∆x2

2!
+ uxxx(xi)

∆x3

3!
+ · · ·

+
dnu

dxn
(xi)

∆xn

n!
+
dn+1u

dxn+1
(x+)

∆xn+1

(n+ 1)!
,

(2.5)

con xi < x+ < xi+1 y resto
dn+1u

dxn+1
(x+)

∆xn+1

(n+ 1)!
. Este resto es el error de la

aproximación a u(xi+1).

Empleando la expansión de Taylor (2.5) con dos términos y la aproximación
de diferencias finitas hacia adelante (2.2), tenemos:

u(xi+1) =u(xi) + ux(xi)∆x+ uxx(x+)
∆x2

2!
(2.6)

⇒ u(xi+1)− u(xi)

∆x
=ux(xi) + uxx(x+)

∆x

2!

⇒ ux(xi) =
u(xi+1)− u(xi)

∆x
− uxx(x+)

∆x

2!
. (2.7)

Antes de proseguir, definamos a O grande:

Definición 2.2.1 (O grande)

Sean f(h) y g(h) dos funciones de h. Decimos que f(h) es O grande de g(h):

O(g(h)) = f(h) mientras h→ 0,
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si existe una constante C tal que∣∣∣f(h)

g(h)

∣∣∣ < C para toda h suficientemente pequeña.

De (2.7) se observa que el error de truncamiento de la aproximación es
O(∆x) = −uxx(x+)∆x

2! , para algún xi ≤ x+ ≤ xi+1. Como este valor es
indefinido, generalmente se toma xi = x+.

Aplicando este método a nuestra aproximación de diferencias finitas hacia
atrás, obtenemos:

u(xi−1) =u(xi)− ux(xi)∆x+ uxx(x−)
∆x2

2!
(2.8)

para algún xi−1 ≤ x− ≤ xi.

⇒ u(xi)− u(xi−1)

∆x
=ux(xi)− uxx(x−)

∆x

2!

⇒ ux(xi) =
u(xi)− u(xi−1)

∆x
+ uxx(x−)

∆x

2!

=
u(xi)− u(xi−1)

∆x
+O(∆x).

(2.9)

Para las diferencias centradas, restemos (2.6) y (2.8), tomando 4 términos:

u(xi+1)− u(xi−1) =
[
u(xi) + ux(xi)∆x+ uxx(xi)

∆x2

2!
+ uxxx(x+)

∆x3

3!

]
−[

u(xi)− ux(xi)∆x+ uxx(xi)
∆x2

2!
− uxxx(x−)

∆x3

3!

]
= 2ux(xi)∆x+

uxxx(x+) + uxxx(x−)

3!
∆x3.

Utilizando el Teorema del Valor Intermedio:

uxxx(x+) + uxxx(x−)

2
= uxxx(x∗),

para x− ≤ x∗ ≤ x+.

⇒ u(xi+1)− u(xi−1) =2ux(xi)∆x+
uxxx(x∗)

12
∆x3

⇒ ux(xi) =
u(xi+1)− u(xi−1)

2∆x
− uxxx(x∗)

∆x2

6

=
u(xi+1)− u(xi−1)

2∆x
+O(∆x2)

(2.10)
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2.3. Aproximación de la derivada mediante
desarrollo de Taylor

2.3.1. Primer orden

Para aproximar la primera derivada con la expansión de Taylor,
consideraremos el caso de una dimensión con tres puntos xi−1, xi y xi+1, los
cuales consideraremos que tienen ciertos pesos α, β y γ, respectivamente:

ux(xi) ≈
αu(xi+1) + βu(xi) + γu(xi−1)

∆x
(2.11)

Utilizando (2.6) y (2.8) con 6 elementos y sustituyendo en (2.11):

αu(xi+1) + βu(xi) + γu(xi−1)

∆x
=

1

∆x

[
α
(
u(xi) + ux(xi)∆x+ uxx(xi)

∆x2

2!

+ uxxx(xi)
∆x3

3!
+ uxxxx(xi)

∆x4

4!
+ uxxxxx(x+)

∆x5

5!

)
+ βu(xi) + γ

(
u(xi)− ux(xi)∆x+ uxx(xi)

∆x2

2!

− uxxx(xi)
∆x3

3!
+ uxxxx(xi)

∆x4

4!
− uxxxxx(x−)

∆x5

5!

)]

⇒ αu(xi+1) + βu(xi) + γu(xi−1)

∆x
=

1

∆x

[(
α+ β + γ

)
u(xi) +

(
α− γ

)
ux(xi)∆x

+
(
α+ γ

)
uxx(xi)

∆x2

2!
+
(
α− γ

)
uxxx(xi)

∆x3

3!

+
(
α+ γ

)
uxxxx(xi)

∆x4

4!
+
(
αuxxxxx(x+)

− γuxxxxx(x−)
)∆x5

5!

)]

⇒ αu(xi+1) + βu(xi) + γu(xi−1)

∆x
=

1

∆x

(
α+ β + γ

)
u(xi) +

(
α− γ

)
ux(xi)

+
(
α+ γ

)
uxx(xi)

∆x

2!
+
(
α− γ

)
uxxx(xi)

∆x2

3!

+
(
α+ γ

)
uxxxx(xi)

∆x3

4!
+ 0(∆x4)

(2.12)

Para calcular los coeficientes de (2.12), de manera que sea consistente con
ordenes mayores de precisión, haremos las siguientes restricciones:
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ux(xi) constante α+ β + γ = 0 (2.13a)

ux(xi) lineal α− γ = 1 (2.13b)

uxx(xi) = 0 α+ γ = 0 (2.13c)

Resolviendo el sistema (2.13), tenemos:

α =
1

2
β = 0

γ = −1

2

(2.14)

Al sustituir los valores de los coeficientes (2.19) en (2.11) tenemos:

ux(xi) ≈
u(xi+1)− u(xi−1)

2∆x
(2.15)

Vemos que (2.15) es la expresión a la aproximación por diferencias centradas
(2.10).

2.3.2. Segundo orden

Ahora, para aproximar la segunda derivada con la expansión de Taylor,
propuesta en la Sección 2.3.1, con

ux(xi) ≈
αu(xi+1) + βu(xi) + γu(xi−1)

∆x2
(2.16)

Tenemos:

αu(xi+1) + βu(xi) + γu(xi−1)

∆x2
=

1

∆x2

(
α+ β + γ

)
u(xi) +

1

∆x

(
α− γ

)
ux(xi)

+
(
α+ γ

)
uxx(xi)

1

2!
+
(
α− γ

)
uxxx(xi)

∆x

3!

+
(
α+ γ

)
uxxxx(xi)

∆x2

4!
+ 0(∆x4)

(2.17)

Utilizando las restricciones de (2.13):
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ux(xi) constante α+ β + γ = 0 (2.18a)

ux(xi) lineal α− γ = 0 (2.18b)

uxxx(xi) = 0 α+ γ = 2 (2.18c)

y solucionando el sistema anterior obtenemos los siguientes valores:

α = 1

β = −2

γ = 1

(2.19)

Empleando estos valores en (2.16), se llega a la siguiente expresión de la
segunda derivada:

uxx(xi) ≈
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

∆x2
, (2.20)

la cual es la aproximación por diferencias centradas de la segunda derivada.

De manera análoga, con el desarrollo de Taylor se puede obtener
aproximaciones a derivadas de ordenes mayores.

2.4. Desarrollo del MDF en 1 dimensión

Para desarrollar nuestro MDF, tomemos la ecuación eĺıptica de calor,
independiente del tiempo

uxx = f(x), (2.21)

en la región Ω = {x : x ∈ [0, 1]} (que puede ser generalizada a otros dominios
y que por simplicidad utilizaremos), con condiciones de frontera de Dirichlet
u(0) = α, u(1) = β.

Consideremos la discretización de nuestro dominio Ω en n intervalos de
longitud ∆x = 1

n , tomando xi = i∆x = i
n . Sea ui la aproximación i-ésima a la

solución en el punto xi, i = 0, ..., n+ 1. Por las condiciones de frontera sabemos
que u0 = α y un+1 = α, por lo cual falta encontrar las otras n soluciones
aproximadas.

Para ello, emplearemos la aproximación de diferencias centradas (2.20) para
cada xi, i = 1, ..., n en (2.21)

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

∆x2
= f(xi), (2.22)



20 CAPÍTULO 2. DIFERENCIAS EN REGIONES RECTANGULARES

formándose el sistema

u0 = α

u(x2)− 2u(x1) + α

∆x2
= f(x1)

u(x3)− 2u(x2) + u(x1)

∆x2
= f(x2)

...

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

∆x2
= f(xi)

...

β − 2u(xn) + u(xn−1)

∆x2
= f(x1)

un+1 = β

(2.23)

Este sistema lineal de n ecuaciones con n incógnitas puede ser representado
en forma matricial de la siguiente forma:



1 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −2 1 0 0 · · · 0 0 0 0
0 1 −2 1 0 · · · 0 0 0 0

. . .
. . .

0 0 0 0 0 · · · 0 1 −2 1
0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 1





u0

u1

u2

...
un
un+1


=



α
∆x2f(x1)
∆x2f(x2)

...
∆x2f(xn)

β


(2.24)

El cual es equivalente al sistema

1

∆x2


−2 1 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −2 1 0 · · · 0 0 0 0

. . .
. . .

0 0 0 0 · · · 0 1 −2 1
0 0 0 0 · · · 0 0 1 −2




u1

u2

...
un−1

un

 =


f(x1)− α

∆x2

f(x2)
...

f(xn−1)

f(xn)− β
∆x2


(2.25)

El sistema anterior se puede escribir de la forma MUa = F , el cual se
puede resolver mediante alguno de los métodos de solución de sistemas de
ecuaciones lineales, como la factorización LU, la factorización de Cholesky,
Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, gradiente conjugado, entre otros.
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2.4.0.1. Error de truncamiento local (ETL)

Si reemplazamos la solución exacta u(xi) de cada punto de la malla en la
ecuación de diferencias finitas (2.20) encontraremos una discrepancia a la que
definiremos

τi =
u(xi−1)− 2u(xi) + u(xi+1)

∆x2
− f(xi), (2.26)

para cada i = 1, ..., n. Como en la mayora de los casos no conocemos la solución
exacta, utilizaremos la expansión de Taylor encontrada en (2.17)

τi = uxx(xi−1) +
1

12
∆x2uxxxx(xi) +O(∆x4)− f(xi). (2.27)

Por 2.21

τi =
1

12
∆x2uxxxx(xi) +O(∆x4). (2.28)

Ya que uxxxx(xi) es independiente de ∆x y es una función fija, entonces si
∆x→ 0

τi = O(∆x2). (2.29)

Haciendo τ =
(
τ1, τ2, ...., τn

)⊥
y Ue el vector de soluciones exactas, de

nuestro sistema matricial (2.25) tenemos

τ = MUe − F (2.30)

2.4.0.2. Error global

Si llamamos Ue al vector de soluciones exactas de nuestro problema,
definamos al vector de los errores encontrados en cada punto de la malla

E = Ua − Ue.

Este error es el que llamamos error global.

Sustituyendo F de (2.30) en nuestro sistema matricial (2.25) obtenemos que

MUa = MUe − τ

⇒ME = −τ (2.31)
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Obsérvese que este sistema tiene la forma de nuestra discretización, por lo
cual puede ser interpretado como la discretización de

exx(x) = −τ(x), (2.32)

para 0 < x < 1 y con condiciones de frontera e(0) = u0 − α = α − α = 0, de
forma análoga e(1) = 0

Por (2.28),

τ(x) ≈ 1

12
∆x2uxxxx(x).

Por lo que

exx(x) ≈ − 1

12
∆x2uxxxx(x)

⇒ e(x) ≈ − 1

12
∆x2uxx(x) +

1

12
∆x2

(
uxx(0) + x

(
uxx(1)− uxx(0)

))
De aqúı vemos que el error global es O(∆x2).

2.4.1. Convergencia, consistencia y estabilidad del MDF
en 1 dimensión

Una vez que hemos desarrollado nuestro MDF es importante analizar su
convergencia, para lo cual se empleaŕıa el teorema de equivalencia de Lax, el
cual establece que [18]

Dado un problema de valores iniciales bien planteado y una aproximación
en diferencias finitas que satisface la condición de consistencia, la estabilidad
es una condición necesaria y suficiente para la convergencia.

2.4.1.1. Estabilidad

Primero, veamos cómo se comporta el sistema (2.31) cuando vaŕıa el tamaño
de las particiones ∆x = h

MhEh = −τh. (2.33)

Resolviendo este sistema y obteniendo su norma, obtenemos

‖ Eh ‖=‖ (Mh)−1τh ‖≤‖ (Mh)−1 ‖‖ τh ‖

Por (2.29), tomando la norma 2 y al ser M una matriz simétrica se tiene que
el radio espectral es igual a su norma 2, por lo cual
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‖ Eh ‖2≤‖ (Mh)−1 ‖2 O(h2) = ρ(Mh)−1O(h2)

⇒‖ Eh ‖2≤ O(h2) máx
0≤p≤n+1

1

| λp |
(2.34)

Como los valores propios de la matriz M son

λp =
2

h2
(cos(pπh)− 1) (2.35)

Luego

ĺım
h→0

h2

2(cos(pπh)− 1)
= − 1

p2π2

Para que este valor sea máximo, requerimos que p = 1. Aśı obtenemos en
(2.34)

⇒‖ Eh ‖≈ O(h2)
1

π2
(2.36)

2.4.1.2. Consistencia

Para analizar la consistencia de nuestro MDF, tomemos el ĺımite de ‖ τh ‖
con h→ 0. Como ‖ τh ‖= O(hp) con grado p > 0

ĺım
h→0
‖ τh ‖= ĺım

h→0
O(hp) = 0 (2.37)

De donde vemos que el MDF es consistente.

2.4.1.3. Convergencia

Como se hab́ıa mencionado anteriormente, un método es convergente si es
consistente y estable.

Por (2.36), si h→ 0 entonces ‖ Eh ‖→ 0.

Aśı hemos demostrado que en nuestro ejemplo el MDF es convergente.
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2.4.2. MDF con condiciones de frontera de Neumann

Ahora, si tomamos como condiciones de frontera las condiciones de Neumann
ux(0) = γ y u(1) = β, tendŕıamos:

ux(0) = γ =
u(x1)− u(x0)

∆x
(2.38)

Al emplear (2.38) en (2.23), obtenemos el sistema

u(x1)− u(x0)

∆x
= γ

u(x2)− 2u(x1) + α

∆x2
= f(x1)

u(x3)− 2u(x2) + u(x1)

∆x2
= f(x2)

...

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

∆x2
= f(xi)

...

β − 2u(xn) + u(xn−1)

∆x2
= f(x1)

un+1 = β

(2.39)

Cuya forma matricial es



−1 1 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −2 1 0 0 · · · 0 0 0 0
0 1 −2 1 0 · · · 0 0 0 0

. . .
. . .

0 0 0 0 0 · · · 0 1 −2 1
0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 1





u0

u1

u2

...
un
un+1


=



γ∆x
∆x2f(x1)
∆x2f(x2)

...
∆x2f(xn)

β


(2.40)

Ya que su error es de primer orden O(∆x) y nuestra EDP es eĺıptica, esta
aproximación no resulta muy precisa, por lo que tomaremos una aproximación
de segundo orden, la cual requerirá de un valor desconocido u−1 = u(x−1).

Utilizando la aproximación en x0

u−1 − 2u0 + u1

∆x2
= f(x0), (2.41)
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y como

u1 − u−1

2∆x
= γ

⇒ u−1 = u1 − 2γ∆x

Sustituyendo en 2.41

u1 − 2γ∆x− 2u0 + u1

∆x2
= f(x0)

⇒ u1 − u0 = ∆x
(∆x

2
f(x0) + γ

)
Aśı, nuestro sistema en forma matricial es



−1 1 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −2 1 0 0 · · · 0 0 0 0
0 1 −2 1 0 · · · 0 0 0 0

. . .
. . .

0 0 0 0 0 · · · 0 1 −2 1
0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 1





u0

u1

u2

...
un
un+1


=



∆x
(

∆x
2 f(x0) + γ

)
∆x2f(x1)
∆x2f(x2)

...
∆x2f(xn)

β


(2.42)

2.5. MDF en 2 dimensiones

2.5.1. Desarrollo del MDF en 2 dimensiones

Para el desarrollo del MDF en dos dimensiones, consideraremos un esténcil
de 5 puntos, como el que se muestra en la Fig. 2.2.

Consideraremos la Ecuación de Poisson

uxx + uyy = f(x, y), (2.43)

la cual es una EDP eĺıptica. Tomando como región el cuadrado unitario Ω =
{(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} y condiciones de frontera de Dirichlet.
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Figura 2.2: Estencil de 5 puntos.

Utilizando la ecuación de diferencias centradas (2.20) para cada variable x
y y, obtenemos

u(xi+1, yi)− 2u(xi, yi) + u(xi−1, yi)

∆x2
= uxx(xi, yi)

u(xi, yi+1)− 2u(xi, yi) + u(xi, yi−1)

∆y2
= uyy(xi, yi)

Sustituyendo en la ecuación de Poisson (2.43)

u(xi+1, yi)− 2u(xi, yi) + u(xi−1, yi)

∆x2
+

u(xi, yi+1)− 2u(xi, yi) + u(xi, yi−1)

∆y2
=f(xi, yi)

Si tomamos ∆x = h = ∆y, la expresión anterior se reduce a

u(xi+1, yi) + u(xi−1, yi)− 4u(xi, yi) + u(xi, yi+1) + u(xi, yi−1)

h2
= f(xi, yi)

(2.44)
para i = 0, ..., n+ 1 y j = 0, ..., n+ 1.

De donde se origina un sistema de n2 × n2 ecuaciones con n2 incógnitas, las
cuales se pueden expresar en una forma matricial análoga a (2.25).
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1

h2


T I 0 0 · · · 0 0 0 0
I T I 0 · · · 0 0 0 0

. . .
. . .

0 0 0 0 · · · 0 I T I
0 0 0 0 · · · 0 0 I T




u1

u2

...
un2−1

un2



=


f(x1, y1)
f(x2, y2)

...
f(xn2−1, yn2−1)
f(xn2 , yn2)

−
1

h2
G(X,Y )

(2.45)

Donde I es la matriz identidad de n× n, T es la siguiente matriz:

T =


−4 1 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −4 1 0 · · · 0 0 0 0

. . .
. . .

0 0 0 0 · · · 0 1 −4 1
0 0 0 0 · · · 0 0 1 −4

 , (2.46)

y G(X,Y ) es el vector de las condiciones de frontera de Dirichlet.

De la misma manera, resolvemos el sistema MUa = F con algún método de
solución de sistemas lineales antes mencionados.

2.5.2. Precisión y estabilidad del MDF en 2 dimensiones

2.5.2.1. Error de truncamiento local (ETL)

Procediendo como en la sección 2.4, tomemos el error de truncamiento

τi,j =
u(xi−1, yj) + u(xi+1, yj)− 4u(xi, yj) + u(xi, yj−1) + u(xi, yj+1)

∆x2
− f(xi),

(2.47)
para cada i = 1, ..., n. Al utilizar las diferencias en x y en y, junto con la

ecuación de Poisson (2.43) tenemos

τi,j =
1

12
h2
(
uxxxx(xi, yj) + uyyyy(xi, yj)

)
+O(h4). (2.48)

Como uxxxx(xi, yj) y uyyyy(xi, yj) son independientes de h y son funciones
fijas, al hacer h→ 0
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τi,j = O(h4). (2.49)

Haciendo τ la matriz de errores de truncamiento de cada punto de la malla,
Ue el vector de soluciones exactas, de nuestro sistema matricial y F la matriz
de la función f(xi, yj) (2.45) tenemos

τ = MUe − F (2.50)

2.5.2.2. Error global

Sea Ue la matriz de soluciones exactas de nuestro problema y E la matriz
de los errores globales encontrados en cada punto de la malla

E = Ua − Ue.

Sustituyendo F de (2.50) en nuestro sistema matricial (2.45) obtenemos que

MUa = MUe − τ

⇒ME = −τ (2.51)

Como este sistema tiene la forma de nuestra discretización, se puede
interpretar como la discretización de

exx(x, y) + eyy(x, y) = −τ(x, y), (2.52)

para 0 < x < 1, 0 < y < 1 y con condiciones de frontera de Dirichlet.

De manera análoga al caso de 1 dimensión vemos que el error global es O(h4).

2.5.3. Convergencia, consistencia y estabilidad del MDF
en 2 dimensiones

Vamos a emplear el criterio de Lax como lo hicimos para el caso de 1
dimensión, revisando primero la estabilidad y luego la consistencia.
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2.5.3.1. Estabilidad

Seguiremos el análisis del sistema (2.51) como en la sección 2.4.1.1

MhEh = −τh. (2.53)

Resolviendo y tomando su norma, obtenemos

‖ Eh ‖=‖ (Mh)−1τh ‖≤‖ (Mh)−1 ‖‖ τh ‖
Por (2.49), empleando la norma 2 y el hecho de que M una matriz simétrica,

se tiene

‖ Eh ‖2≤‖ (Mh)−1 ‖2 O(h2) = ρ(Mh)−1O(h4)

⇒‖ Eh ‖2≤ O(h4) máx
0≤p,q≤n+1

1

| λp,q |
(2.54)

Los valores propios de la matriz M son de la forma

λp,q =
2

h2
(cos(pπh)− 1) + (cos(qπh)− 1)). (2.55)

Y de igual forma a la de 1 dimensión, tomamos p = 1 = q para que el valor
sea máximo

ĺım
h→0

h2

4(cos(πh)− 1)
= − 1

2π2

⇒‖ Eh ‖≈ O(h2)
1

2π2
(2.56)

De donde observamos la estabilidad del MDF.

2.5.3.2. Consistencia

Procediendo a tomar el ĺımite de ‖ τh ‖ cuando h→ 0 como en el MDF para
1 dimensión:

ĺım
h→0
‖ τh ‖= ĺım

h→0
O(hp) = 0, (2.57)

para un entero p > 0. Aśı encontramos que el MDF es consistente.

2.5.3.3. Convergencia

De (2.56), tomando h→ 0 tenemos que ‖ Eh ‖→ 0.

Y por lo tanto el MDF en 2 dimensiones es convergente.
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2.5.4. Ejemplos numéricos del MDF

2.5.4.1. Ejemplos en 1 dimensión

Nuestro ejemplo es uxx(x) = 8e2x en el intervalo [0, 1], con condiciones de
frontera G(x) = 2e2x. Programando en Matlab el MDF de la sección 2.5.4.1 y
tomando mallas de 21, 41, 61 y 81 puntos mostradas en la Fig. 2.3a

(a) Malla del intervalo [0, 1] de 21× 21 puntos.

(b) Malla del intervalo [0, 1] de 41× 41 puntos.
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(a) Malla del intervalo [0, 1] de 61× 61 puntos.

(b) Malla del intervalo [0, 1] de 81× 81 puntos.

Figura 2.3: Mallas ejemplo.

Como sabemos la solución exacta de nuestro problema, el cual es u(x) =
2e2x, podemos tomar la norma de los errores ‖ E ‖=‖ Ue−Ua ‖2 registrados en
la tabla siguiente:
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No. de elementos Error Orden
21× 21 8.04e-3
41× 41 1.56e-3 2.45
61× 61 5.82e-4 2.48
81× 81 2.88e-4 2.48

Cuadro 2.1: Errores de las mallas ejemplo.

(a) Error en la malla del intervalo [0, 1] de 21× 21 puntos.

(b) Error en la malla del intervalo [0, 1] de 41× 41 puntos.
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(c) Error en la malla del intervalo [0, 1] de 61× 61 puntos.

(d) Error en la malla del intervalo [0, 1] de 81× 81 puntos.

Figura 2.4: Error en la mallas ejemplo.

2.5.4.2. Ejemplos en 2 dimensiones

Tomemos como ejemplo el caso de uxx(x, y) + uyy(x, y) = −10e2x+y en el
cuadrado unitario, con condiciones de frontera G(x, y) = 2e2x+y. Para ello,
programamos en Matlab el MDF descrito en la sección 2.5.1 y tomamos varias
mallas de 21, 41, 61 y 81 puntos.
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Las mallas se muestran en la Fig. 2.5a

(a) Malla rectangular del cuadrado unitario de 21× 21 puntos.

(b) Malla rectangular del cuadrado unitario de 41× 41 puntos.
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(c) Malla rectangular del cuadrado unitario de 61× 61 puntos.

(d) Malla rectangular del cuadrado unitario de 81× 81 puntos.

Figura 2.5: Mallas ejemplo.

La norma de los errores ‖ E ‖=‖ Ue − Ua ‖2 con solución exacta u(x, y) =
2e2x+y, para las mallas anteriores se muestran en la tabla siguiente:
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No. de elementos Error Orden
21× 21 2.78e-4
41× 41 4.18e-5 2.83
61× 61 1.32e-5 2.90
81× 81 5.75e-6 2.93

Cuadro 2.2: Errores de las mallas ejemplo.

(a) Error en la malla de 21× 21 puntos.

(b) Error en la malla rectangular del cuadrado unitario
de 41× 41 puntos.
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(c) Error en la malla rectangular del cuadrado unitario de 61× 61 puntos.

(d) Error en la malla rectangular del cuadrado unitario de 81× 81 puntos.

Figura 2.6: Error en la mallas ejemplo.
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Al analizar estos resultados vemos que el MDF da buenas aproximaciones a
las soluciones de EDP con condiciones de frontera.

Ahora, ¿qué pasa si el dominio no es rectangular? Tomemos un ćırculo de
radio r = 1 y centro (0, 0) y apliquemos el MDF que aplicamos para el cuadrado
unitario.

Con el mismo ejemplo pero con mallas circulares mostradas en la Fig. 2.7,
para las cuales tomamos los puntos dentro de la frontera y las intersecciones
con la circunferencia.

(a) Malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y centro (0, 0)
de 305 puntos.

(b) Malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y centro (0, 0)
de 1245 puntos.
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(c) Malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y
centro (0, 0) de 2809 puntos.

(d) Malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y
centro (0, 0) de 5013 puntos.

Figura 2.7: Mallas circulares.

Los errores ‖ E ‖=‖ Ue − Ua ‖2 encontrados en este tipo de malla son:

No. de elementos Error Orden
305 6.16e-1
1245 2.34e-1 1.45
2809 1.24e-1 1.59
5013 8.18e-2 1.47

Cuadro 2.3: Errores de las mallas ejemplo.
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(a) Error en la malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y centro (0, 0)
de 305 puntos.

(b) Error en la malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y centro (0, 0)
de 1245 puntos.
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(c) Error en la malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y centro (0, 0) de
2809 puntos.

(d) Error en la malla rectangular del ćırculo de radio r = 1 y centro (0, 0) de
5013 puntos.

Figura 2.8: Error en la mallas ejemplo.
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En estos ejemplos se ve que el MDF antes empleado no da buenas
aproximaciones en regiones curvas. Para estas regiones necesitamos una mejor
estructuración de la malla.

Los programas empleados en la aproximación de la ecuación de Poisson con
el MDF aparecen en el Apéndice B.



Caṕıtulo 3

Aspectos de generación de
mallas

3.1. Interpolación transfinita (TFI)

3.1.1. Introducción

La Interpolación Transfinita (TFI por sus siglas en inglés) es el generador
de mallas algebraico más utilizado. Construye muy buenas mallas y en espacios
donde otros métodos no pueden; además, los espacios de la malla se pueden
tener en control directo.

Antes de iniciar, veamos la definición de dos conceptos que vamos a
trabajar: el espacio f́ısico y el espacio lógico ( computacional). El espacio f́ısico
está conformado por nuestra EDP y sus condiciones de frontera e iniciales.
Mientras tanto, el espacio lógico es aquél en el cual vamos a solucionar el
problema planteado mediante métodos numéricos y crear nuestra malla, que
generalmente es un cuadrado unitario.

No obstante, presenta problemas con algunos tipos de geometŕıas, como la
superficie de sustentación; además de la falta de suavidad en geometŕıas con
discontinuidades en el gradiente de las fronteras y la tendencia a doblarse en
geometŕıas complejas y debido a su rapidez y fácil programación es un método
muy utilizado.

3.1.2. TFI en 2 dimensiones

Supongamos que r = r(ξ, η) = (x(ξ, η), y(ξ, η)), 0 < ξ < 1, 0 < η < 1, es
una transformación que mapea el cuadrado unitario en la región f́ısica ABCD

43
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mostrada en la Fig. 3.1 tal que mapea a los ejes ξ = 0 en AC y ξ = 1 en BD,
lo cual podemos expresar como r(0, η) y r(1, η) respectivamente; análogamente,
proyecta η = 0 en AB y η = 1 en CD, expresado como r(ξ, 0) y r(ξ, 1).

Figura 3.1: Mapeo del cuadrado unitario en la región f́ısica ABCD.

Sea

Pξ(ξ, η) = (1− ξ)r(0, η) + ξr(1, η) (3.1)

el proyector que mapea los puntos en el espacio computacional en puntos en el
espacio f́ısico.

De forma análoga se puede definir el proyector

Pη(ξ, η) = (1− η)r(ξ, 0) + ηr(ξ, 1) (3.2)

que mapea el cuadrado unitario en la región ABCD mostrada en la Fig. 3.2

Figura 3.2: Mapeo del cuadrado unitario en la región f́ısica ABCD.

Tomando el producto tensorial de Pξ y Pη, podemos formar el mapeo
siguiente:

Pξ(Pη(ξ, η)) = Pξ((1− η)r(ξ, 0) + ηr(ξ, 1))

Desarrollando obtenemos la transformación bilineal
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Pξ(Pη(ξ, η)) = (1− ξ) [(1− η)r(0, 0) + ηr(0, 1)] + ξ [(1− η)r(1, 0) + ηr(1, 1)]

= (1− ξ)(1− η)r(0, 0) + (1− ξ)ηr(0, 1)

+ ξ(1− η)r(1, 0) + ξηr(1, 1)
(3.3)

Esta transformación preserva los cuatro vértices A, B, C y D, tomando las
ĺıneas que pasan por ellos como sus fronteras como se muestra en la fig. 3.2.

De forma similar se puede tomar la composición Pη(Pξ(ξ, η)) y desarrollando
tenemos

Pη(Pξ(ξ, η)) = (1− η) [(1− ξ)r(0, 0) + ξr(1, 0)] + η [(1− ξ)r(0, 1) + ξr(1, 1)]

= (1− η)(1− ξ)r(0, 0) + ξ(1− η)r(1, 0)

+ η(1− ξ)r(0, 1) + ηξr(1, 1)

= Pξ(Pη(ξ, η)),
(3.4)

de donde vemos que es conmutativa. Por otro lado, tomemos la
composiciónPξ(Pξ(ξ, η)), desarrollando tenemos

Pξ(Pξ(ξ, η)) = (1− ξ) [(1− ξ)r(0, η) + ξr(1, η)] + ξ [(1− ξ)r(0, η) + ξr(1, η)]

= (1− ξ)(1− ξ)r(0, η) + (1− ξ)ξr(1, η)

+ ξ(1− ξ)r(0, η) + ξ2r(1, ξ)

= (1− ξ)r(0, η) + ξr(1, η)

= Pξ(ξ, η),
(3.5)

de ah́ı que se cumple la propiedad de los operadores de proyección.

El método de TFI necesita de funciones lineales de ξ y η para interpolar
las fronteras de la región f́ısica. Como vimos anteriormente, las ecuaciones
(3.1)-(3.2) interpolan dichos lados de esta frontera, por lo cual si aplicamos
la suma Booleana a las transformaciones Pξ y Pη, obtenemos la interpolación
de la frontera completa:

(Pξ ⊕ Pη)(ξ, η) = Pξ(ξ, η) + Pη(ξ, η) + Pξ(Pη(ξ, η)) (3.6)

(Pξ ⊕ Pη)(ξ, η) = (1− ξ)r(0, η) + ξr(1, η) + (1− η)r(ξ, 0) + ηr(ξ, 1)

− (1− ξ)(1− η)r(0, 0)− (1− ξ)ηr(0, 1)− ξ(1− η)r(1, 0)

− ξηr(1, 1)

(3.7)
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Si tomamos valores discretos de ξ y de η: ξi, ηj con

0 ≤ ξi =
i− 1

ı̃− 1
≤ 1 i = 1, 2, . . . , ı̃

0 ≤ ηj =
j − 1

̃− 1
≤ 1 j = 1, 2, . . . , ̃

(3.8)

para algún ı̃ y ̃, podemos generar una malla. Si tomamos las fronteras del lado
derecho(r), izquierdo(l), arriba(t) y abajo(b) de la frontera de la región f́ısica
mostrada en la fig. 3.1 en la expresión (3.6), tendŕıamos la expresión dada por

r(ξ, η) = (1− ξ)rl(η) + ξrr(η) + (1− η)rb(ξ) + ηrt(ξ)− (1− ξ)(1− η)rb(0)

− (1− ξ)ηrt(0)− ξ(1− η)rb(1)− ξηrt(1)
(3.9)

Para que en (3.9) se preserven las fronteras de la región lógica en la región
f́ısica, es decir, que sea consistente, se deben cumplir las condiciones siguientes:

rb(0) = rl(0)

rb(1) = rr(0)

rr(1) = rt(1)

rl(1) = rt(0)

(3.10)

Descomponiendo (3.9) en sus componentes x(ξ, η) y y(ξ, η), obtenemos las
expresiones

x(ξ, η) = (1− ξ)xl(η) + ξxr(η) + (1− η)xb(ξ) + ηxt(ξ)− (1− ξ)(1− η)xb(0)

− (1− ξ)ηxt(0)− ξ(1− η)xb(1)− ξηxt(1)
(3.11)

y(ξ, η) = (1− ξ)yl(η) + ξyr(η) + (1− η)yb(ξ) + ηyt(ξ)− (1− ξ)(1− η)yb(0)

− (1− ξ)ηyt(0)− ξ(1− η)yb(1)− ξηyt(1),
(3.12)

Si tomamos incrementos iguales ∆ξ = 1
n y ∆η = 1

m , podemos utilizar (3.11)
y (3.12) para calcular el (i,j)-ésimo punto de nuestra malla de forma siguiente:
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x(i, j) = (1− i

n
)xl(j) +

i

n
xr(j) + (1− j

m
)xb(i) +

j

m
xt(i)− (1− i

n
)(1− j

m
)xb(1)

− (1− i

n
)
j

m
xt(1)− i

n
(1− j

m
)xb(m+ 1)− i

n

j

m
xt(m+ 1)

y(i, j) = (1− i

n
)yl(j) +

i

n
yr(j) + (1− j

m
)yb(i) +

j

m
yt(i)− (1− i

n
)(1− j

m
)yb(1)

− (1− i

n
)
j

m
yt(1)− i

n
(1− j

m
)yb(m+ 1)− i

n

j

m
yt(m+ 1).

(3.13)

Finalmente hemos obtenido nuestro método de Interpolación Transfinita. El
TFI es rápido y origina buenas mallas pero en regiones sencillas.

3.2. Winslow

3.2.1. Problemas directos y problemas inversos

Como vimos en la sección anterior, se puede generar una malla en un
dominio f́ısico no rectangular mediante una transformación entre el dominio
f́ısico y el dominio computacional. Esto permite simplificar e incorporar las
condiciones f́ısicas de frontera en términos de las nuevas coordinada curviĺıneas
para simplificar los cálculos numéricos.

En la solución de problemas directos en dos dimensiones se tiene un dominio
f́ısico R con cuatro curvas como frontera y se pretende determinar dos funciones
ξ(x, y) y η(x, y), con (x, y) ∈ R, tales que ξ es constante en dos fronteras
opuestas, con η(x, y) monótona creciente para obtener una relación uno a
uno entre (x, y) y η en la frontera; de igual manera se hacen las mismas
consideraciones para η constante en las otras dos fronteras opuestas.

Al seleccionar una red en coordenadas (ξ, η) podemos crear una malla en el
espacio f́ısico, en el cual pueden existir varias soluciones al problema directo y a
las mallas; sin embargo, se pueden obtener una solución particular al hacer que
ξ(x, y) y η(x, y) satisfagan una EDP en R.

No obstante lo anterior, es más conveniente resolver el problema inverso, el
cual transforma el problema en el espacio f́ısico en un problema en el espacio
computacional con dominio rectangular ξ, η. Tomamos una EDP y la invertimos,
expresando x y y en términos de ξ y η, resolviéndola con una malla rectangular
y el método de diferencias descrito en el Caṕıtulo 2.
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3.2.2. Ecuaciones de Winslow

En este apartado, desarrollaremos un método de generación de mallas
que fue propuesto por Ivanenko. Para ello, tomemos la ecuación eĺıptica más
utilizada en la generación de mallas con ĺıneas de flujo mutuamente ortogonales
y equipotenciales: la ecuación de Laplace

∇2ξ = 0 y ∇2η = 0 (3.14)

Este sistema presenta el principio de los extremos, por lo cual no existen
mı́nimos ni máximos en R. Más aún, por las imposiciones de las fronteras antes
mencionado de ξ y η, éstas vaŕıan monótonamente sobre las ĺıneas de la malla,
evitando dobleces.

Utilizando el tensor métrico contra variante gij = gi · gj , con componentes

(gi)j = ∂xi

∂yj , j = 1, 2, 3, y el hecho de que [13, pág. 17]

∂2xp

∂yi∂yj

∂yk
∂xp

= −∂x
m

∂yi

∂xl

∂yj

∂2yk
∂xm∂xl

,

se llega a que

(∇2xp)
∂yk
∂xp

= −gml ∂2yk
∂xm∂xl

.

Tomando esta expresión en dos dimensiones se tiene

(∇2xi)
∂yk
∂xi

= −gij ∂2yk
∂xi∂xj

, (3.15)

para k = 1, 2. Por (3.14)

gij
∂2yk
∂xi∂xj

= 0 (3.16)

Haciendo x1 = ξ, x2 = η, y1 = x, y2 = y y empleando los componentes del
tensor métrico contra varianteg11 g12 g13

g12 g22 g23

g13 g23 g33

 =

 g22/g −g12/g 0
−g12/g g11/g 0

0 0 1

 , (3.17)

en las ecuaciones dadas por (3.16) para k = 1, 2

g11 ∂2y1

∂x1∂x1
+ g12 ∂2y1

∂x1∂x2
+ g21 ∂2y1

∂x2∂x1
+ g22 ∂2y1

∂x1∂x1
= 0

g11 ∂2y2

∂x1∂x1
+ g12 ∂2y2

∂x1∂x2
+ g21 ∂2y2

∂x2∂x1
+ g22 ∂2y2

∂x1∂x1
= 0,
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se tienen las ecuaciones

g22
∂2x

∂ξ2
− 2g12

∂2x

∂ξ∂η
+ g21

∂2x

∂η2
= 0

g22
∂2y

∂ξ2
− 2g12

∂2y

∂ξ∂η
+ g21

∂2y

∂η2
= 0,

(3.18)

en donde gij son las componentes del tensor métrico variante

g11 g12 g13

g12 g22 g23

g13 g23 g33

 =

 x2
ξ + y2

ξ xξxη + yξyη 0

xξxη + yξyη x2
η + y2

η 0
0 0 1

 . (3.19)

Estas EDPs eĺıpticas son conocidas como Ecuaciones de Winslow, las cuales
generalmente son acopladas por gij y no lineales.

Los generadores de malla eĺıpticos permiten obtener mallados suaves, es
decir, las discontinuidades en el gradiente no se propagan al interior del dominio
f́ısico. Además, los tipos de generadores como el (3.14) satisfacen que su malla
minimiza

I =

∫ ∫
R

(
| ∇ξ |2 + | ∇η |2

)
dx dy,

lo cual es equivalente a la generación de la malla con mayor suavidad.

3.2.3. Solución de las Ecuaciones de Winslow mediante
métodos numéricos

Para solucionar las ecuaciones de Winslow (3.18), mediante métodos
numéricos, procederemos como en el caso del MDF, tomando incrementos
iguales ∆ξ y ∆η en la región computacional ξη mostrada en la Fig. 3.3 y
utilizando un esténcil de 9 puntos.
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Figura 3.3: Región computacional ξη.

Utilizando las diferencias finitas (2.2)-(2.4) en (3.18) se obtienen las
siguientes expresiones

(g11)i,j =

[(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2]
i,j

=

(
xi+1,j − xi−1,j

2∆ξ

)2

+

(
yi+1,j − yi−1,j

2∆ξ

)2
(3.20)

(g22)i,j =

[(
∂x

∂η

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2]
i,j

=

(
xi,j+1 − xi,j−1

2∆η

)2

+

(
yi,j+1 − yi,j−1

2∆η

)2
(3.21)

(g12)i,j =

[(
∂x

∂ξ

)(
∂x

∂η

)
+

(
∂y

∂ξ

)(
∂y

∂η

)]
i,j

=

(
xi+1,j − xi−1,j

2∆ξ

)(
xi,j+1 − xi,j−1

2∆η

)

+

(
yi+1,j − yi−1,j

2∆ξ

)(
yi,j+1 − yi,j−1

2∆η

) (3.22)

Empleando (2.20)
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(
∂2x

∂ξ2

)
i,j

=
xi+1,j − 2xi,j + xi−1,j

(∆ξ)2
(3.23)

(
∂2x

∂η2

)
i,j

=
xi,j+1 − 2xi,j + xi,j−1

(∆η)2
(3.24)

Además, aplicando las diferencias en ξ y en η(
∂2x

∂ξ∂η

)
i,j

=
xi+1,j+1 + xi−1,j−1 − xi−1,j+1 − xi+1,j−1

4(∆ξ)(∆η)
(3.25)

Análogamente, procedemos para las derivadas parciales de y(
∂2y

∂ξ2

)
i,j

=
yi+1,j − 2yi,j + yi−1,j

(∆ξ)2
(3.26)

(
∂2y

∂η2

)
i,j

=
yi,j+1 − 2yi,j + yi,j−1

(∆η)2
(3.27)

(
∂2y

∂ξ∂η

)
i,j

=
yi+1,j+1 + yi−1,j−1 − yi−1,j+1 − yi+1,j−1

4(∆ξ)(∆η)
(3.28)

Con estas aproximaciones podemos reescribir las ecuaciones (3.18) de la
forma

(g22)i,j

(
xi+1,j − 2xi,j + xi−1,j

(∆ξ)2

)
+ (g11)i,j

(
xi,j+1 − 2xi,j + xi,j−1

(∆η)2

)

− 2(g12)i,j

(
xi+1,j+1 + xi−1,j−1 − xi−1,j+1 − xi+1,j−1

4(∆ξ)(∆η)

)
= 0,

y

(g22)i,j

(
yi+1,j − 2yi,j + yi−1,j

(∆ξ)2

)
+ (g11)i,j

(
yi,j+1 − 2yi,j + yi,j−1

(∆η)2

)

− 2(g12)i,j

(
yi+1,j+1 + yi−1,j−1 − yi−1,j+1 − yi+1,j−1

4(∆ξ)(∆η)

)
= 0,

respectivamente. Si reacomodamos las ecuaciones anteriores, despejando el
punto (i, j)-ésimo, se llega a las siguientes expresiones
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[
2(g22)i,j
(∆ξ)2

+
2(g11)i,j
(∆η)2

]
xi,j =

(g22)i,j
(∆ξ)2

(
xi+1,j + xi−1,j

)
+

(g11)i,j
(∆η)2

(
xi,j+1 + xi,j−1

)
− 2(g12)i,j

(
xi+1,j+1 + xi−1,j−1 − xi−1,j+1 − xi+1,j−1

4(∆ξ)(∆η)

)
= 0,

(3.29)
y

[
2(g22)i,j
(∆ξ)2

+
2(g11)i,j
(∆η)2

]
yi,j =

(g22)i,j
(∆ξ)2

(
yi+1,j + yi−1,j

)
+

(g11)i,j
(∆η)2

(
yi,j+1 + yi,j−1

)
− 2(g12)i,j

(
yi+1,j+1 + yi−1,j−1 − yi−1,j+1 − yi+1,j−1

4(∆ξ)(∆η)

)
= 0.

(3.30)

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto de forma iterativa con el
Algoritmo de Thompson o con el Método de Sobrerelajación (SOR), tomando
valores iniciales para (x, y) ∈ R mediante el método de TFI, dados los valores
de (x, y) en la frontera.

3.3. Métodos variacionales

Los modelos de generación de malla algebraicos y diferenciales pueden
presentar dificultades en nuevos problemas, pues pueden estar mal sesgada,
comprimido o expandido, presentar doblez e incluso no converger. Para conllevar
estos problemas se ha optado por utilizar métodos variacionales.

Como la presición de la solución numérica de las EDPs es afectada por la
calidad de las mallas que discretizan el dominio f́ısico, es necesario que éstas
tengan

una densidad adecuada de puntos, dado el gradiente de las variables del
campo y

ortogonalidad entre los puntos de la malla.

Sin embargo, no siempre es posible generar este tipo de mallado debido a
la complejidad geométrica del dominio f́ısico. De ah́ı que surja la necesidad de
otro enfoque que permita el control sobre estos puntos: el enfoque variacional.

Antes de iniciar con la generación de mallas con este método, analicemos
algunos conceptos de cálculo variacional.
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3.3.1. Preliminares

El Cálculo Variacional se dedica al estudio de los métodos para encontrar
máximos y mı́nimos de un funcional. Una funcional es una magnitud variable
determinada por una o varias funciones de alguna clase, es decir, L = L[x(t)] es
una funcional si a cada función x(t) le corresponde un valor L. Estas funcionales
se presentan en gran cantidad de leyes f́ısicas, un ejemplo de ellas es

L =

∫ b

a

F (x1, x2, . . . , xn, ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, t)dt (3.31)

Otro concepto básico es el de incremento o variación δx del argumento x(t)
de la funcional L[x(t)], el cual se define como

δx = x(t)− xi(t),

donde x(t), xi(t) son dos funciones de cierta clase.

Un extremal de una funcional es una función solución al problema variacional
dado. Aśı mismo, en Cálculo de Variaciones se encuentra que las condiciones
necesarias que deben satisfacer los extremales son las llamadas Ecuaciones de
Euler-Lagrange:

d

dt

(
∂F

∂ẋi

)
− ∂F

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.32)

No obstante, las condiciones de suficiencia son más complicadas de
establecer, por lo que se solucionan las n Ecuaciones de Euler-Lagrange, sujetas
a 2n condiciones de frontera, para poder encontrar las n extremales.

Suponiendo que F no depende de t y utilizando la Regla de la Cadena, junto
con (3.32), se obtiene

dF

dt
=

n∑
i=1

∂F

∂xi

dxi
dt

+

n∑
i=1

∂F

∂ẋi

˙dxi
dt

=

n∑
i=1

[
d

dt

(
∂F

∂ẋi

dxi
dt

)
+
∂F

∂ẋi

˙dxi
dt

]
=

n∑
i=1

d

dt

(
ẋi
∂F

∂ẋi

)

⇒ d

dt

[
F −

n∑
i=1

ẋi
∂F

∂ẋi

]
= 0 (3.33)

Si generalizamos (3.31), suponiendo que depende de ẍi, es decir

L =

∫ b

a

F (x1, x2, . . . , xn, ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, ẍ1, ẍ2, . . . , ẍn, t)dt. (3.34)
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Supongamos que xi, i = 1, 2, . . . , n, son funciones con derivadas con
valores en la frontera. Tomando las variaciones δxi, i = 1, 2, . . . , n, de algunas
extremales y fórmulas de incremento de primer orden, se tiene

0 = δL =

∫ b

a

δFdt =

∫ b

a

(
n∑
i=1

∂F

∂xi
δxi +

n∑
i=1

∂F

∂ẋi
δẋi +

n∑
i=1

∂F

∂ẍi
δẍi

)
dt,

integrando por partes

0 = δL =

∫ b

a

[
n∑
i=1

∂F

∂xi
δxi

]
dt+

n∑
i=1

∂F

∂ẋi
δxi

∣∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a

[ n∑
i=1

d

dt

(
∂F

∂ẋi

)
δxi

]
dt

+

n∑
i=1

∂F

∂ẍi
δẋi

∣∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a

[ n∑
i=1

d

dt

(
∂F

∂ẍi

)
δẋi

]
dt.

Por las condiciones de frontera, δxi = 0 = δẋi, i = 1, 2, . . . , n, quedando la
expresión anterior como

0 = δL =

∫ b

a

n∑
i=1

[(
∂F

∂xi
δxi −

d

dt

(
∂F

∂ẋi

))
δxi −

d

dt

(
∂F

∂ẍi

)
δẋi

]
dt.

Integrando nuevamente por partes el tercer miembro

0 = δL =

∫ b

a

n∑
i=1

[(
∂F

∂xi
δxi −

d

dt

(
∂F

∂ẋi

))
δxi

]
dt−

n∑
i=1

d

dt

(
∂F

∂ẍi

)
δxi

∣∣∣∣∣
b

a

+

∫ b

a

[
n∑
i=1

d2

dt2

(
∂F

∂ẍi

)
δxi

]
dt,

y por las condiciones de frontera, se tiene:

0 = δL =

∫ b

a

n∑
i=1

[
∂F

∂xi
− d

dt

(
∂F

∂ẋi

)
+
d2

dt2

(
∂F

∂ẍi

)]
δxidt. (3.35)

Como
[
∂F
∂xi
− d

dt

(
∂F
∂ẋi

)
+ d2

dt2

(
∂F
∂ẍi

)]
es independiente de las variaciones δxi,

puede observarse que

∂F

∂xi
− d

dt

(
∂F

∂ẋi

)
+
d2

dt2

(
∂F

∂ẍi

)
= 0, (3.36)
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para i = 1, 2, . . . , n, con 4n condiciones de frontera. Las soluciones a este sistema
son las variacionales de (3.34).

De forma similar, consideremos el funcional

L =

∫∫
R

F (x, y, u(x, y), ux(x, y), uy(x, y))dx dy. (3.37)

Tomando el incremento δL y empleando las expresiones de primer orden
para este incremento, se tiene

0 = δL =

∫∫
R

δFdxdy =

∫∫
R

(
∂F

∂u
δu+

∂F

∂ux
δux +

∂F

∂uy
δuy

)
dx dy,

Integrando por partes con respecto de x y luego con respecto de y, y tomando
en consideración las condiciones de frontera, llegamos a la expresión siguiente

0 = δL =

∫∫
R

[
∂F

∂u
− ∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
− ∂

∂y

(
∂F

∂uy

)]
δu dx dy.

La expresión anterior se hace 0 si para todo (x, y) ∈ R, las extremales
satisfacen las Ecuaciones de Euler-Lagrange

∂F

∂u
− ∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
− ∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
= 0. (3.38)

A continuación analizaremos algunas formas de generar mallados utilizando
variacionales.

3.3.2. Generación de mallas en 1-dimensión

Sea x = x(ξ) una transformación unidimensional entre el dominio
computacional Γ = {ξ ∈ [0, 1]} y el f́ısico Ω = {x ∈ [a, b]}. Supongamos que la
densidad de los puntos de la malla está dada por una función de peso ϕ(ξ), que
satisface la ecuación

d

dξ

(
1

ϕ(ξ)

dx

dξ

)
= 0 (3.39)

Notemos que esta expresión es la Ecuación de Euler-Lagrange del problema
variacional con las condiciones de frontera x(0) = a, x(1) = b
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I =
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dx

dξ

)2

dξ. (3.40)

Ahora, supongamos que x = x̂(ξ) + v(ξ), con x̂(ξ) que satisface la ecuación
(3.39) y las condiciones de frontera; por su parte, v(ξ) cumple las condiciones
de que v(0) = 0 = v(1). Aśı, la expresión (3.40) queda

I =
1

2

∫ b

a

1

ϕ(ξ)

(
dx̂

dξ
+
dv

dξ

)2

dξ =
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dx̂

dξ

)2

dξ

+

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dx̂

dξ

dv

dξ

)2

dξ +
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dv

dξ

)2

dξ.

Integrando por partes el segundo miembro de la parte derecha, se tiene

I =
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dx̂

dξ

)2

dξ +
1

ϕ(ξ)

dx̂

dξ
v

∣∣∣∣∣
1

0

−
∫ 1

0

1

ξ

(
1

ϕ(ξ)

dx̂

dξ

)
vdξ

+
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dv

dξ

)2

dξ,

ya que x̂(ξ) satisface la expresión (3.39) y las condiciones de fronteras, entonces
el segundo y tercer miembro se desvanecen, quedando

I =
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dx̂

dξ

)2

dξ +
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dv

dξ

)2

dξ.

Haciendo

Î =
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dx̂

dξ

)2

dξ,

y como ϕ(ξ) > 0, entonces

I = Î +
1

2

∫ 1

0

1

ϕ(ξ)

(
dv

dξ

)2

dξ ≥ Î .

Por lo tanto, x̂(ξ) minimiza I. Ahora, utilizando diferencias finitas y la
discretización de la malla en los puntos x0 = a, x1, x2, . . . , xn, xn+1 = b y
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tomando los intervalos ξi = i
n+1 , i = 0, 1, 2, . . . , n, n + 1, la ecuación (3.40)

se convierte en

I '
n+1∑
i=1

1

2ϕ(ξi − 1
2(n+1) )

(
xi − xi−1

∆ξ

)2

∆ξ =

n+1∑
i=1

1

2ϕi− 1
2

(xi − xi−1)2

∆ξ
.

Nuestro problema se ha convertido en minimizar la función

f(x1, x2, . . . , xn) =

n+1∑
i=1

(xi − xi−1)2

2ϕi− 1
2

.

Obteniéndose, al derivar, el sistema:

∂f

∂xi
=
xi − xi−1

2ϕi− 1
2

− xi+1 − xi
2ϕi+ 1

2

= 0, (3.41)

de donde se observa que la distancia entre los puntos de la malla es proporcional
a la función de peso evaluada en el punto medio del intervalo i-ésimo, ya que

x1 − x0

2ϕ 1
2

=
x2 − x1

2ϕ 3
2

= · · · = xn+1 − xn
2ϕn+ 1

2

= C.

3.3.2.1. Adaptación dinámica

Este tipo de generador de mallas es empleada cuando se requiere mayor
densidad de puntos en las regiones del dominio f́ısico con gradiente alto.

Tomemos los puntos de la malla a = x0, x1, . . . , xn, xn+1 = b y sea W (x)
una función de peso que vaŕıa con el error en x, se tiene el funcional∫ xi+1

xi

W (x)dx = C, (3.42)

⇒W (x)
dx

dξ
= C, (3.43)

para i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n; tomando x(0) = a y x(1) = b. Integrando (3.43)∫ b

a

W (x)dx = C

∫ 1

0

dξ = C,
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∫ x

a

W (x)dx = C

∫ ξ

0

dξ = Cξ.

Despejando ξ de la expresión anterior

ξ =

∫ x
a
W (x)dx

C
,

sustituyendo C:

ξ(x) =

∫ x
a
W (x)dx∫ b

a
W (x)dx

.

Para las funciones de peso W (x), generalmente se utilizan funciones que
dependan de la derivada de la solución en el dominio f́ısico y que permitan que
tenga un valor grande en donde ésta tiene un valor alto. Algunas de las funciones
de peso y que son las más empleadas son

W (x) =


ux(x)√

1 + α2(ux)2

(1 + βκ)
√

1 + α2(ux)2

(3.44)

con α y β son parámetros a escoger y κ la curvatura de la solución

κ =
| uxx |(

1 + (ux)2
) 3

2

. (3.45)

Utilizando (3.43) se tiene

ux
dx

dξ
=
du

dξ
= C,

observándose que los incrementos de u entre ξ y x se mantienen constantes, sin
embargo, se presenta un espaciado en la mala muy grande para ux pequeña.

Procediendo de la misma forma para W (x) =
√

1 + α2(ux)2, con α = 1,
consideremos la distancia s entre los puntos de la curva solución como

ds =
√

(du)2 + (dx)2 =
√

1 + (ux)2dx = W (x),

(3.43) se tiene
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ds

dx

dx

dξ
=
ds

dξ
= C,

obteniéndose que los incrementos de la longitud del arco de la curva solución
de u entre ξ y x es constante. Cuando ux es pequeña, los puntos tenderán a
distribuirse uniformemente.

No obstante, si ux = 0, estas dos funciones de peso no se acercarán a los
extremos de la curva solución, pero si tomamos en cuenta la curvatura κ y el
parámetro β, es decir, haciendo W (x) = (1 + βκ)

√
1 + α2(ux)2, la curvatura

reduce el tamaño de los espacios entre los puntos de la malla en donde la
curvatura de la curva solución es alta.

3.3.2.2. Curvas del espacio

Sea r = r(χ), con χ → ξ una reparametrización que mapea el conjunto
de puntos espaciados uniformemente 0 ≤ ξ ≤ 1 en el conjunto de puntos no
espaciados uniformemente 0 ≤ χ ≤ 1, generando un conjunto de puntos r(χ) en
la curva.

Tomemos el funcional

I =
1

2

∫ 1

0

g11

[ϕ(r)]2
dξ,

con g11 = (xχ)2 + (yχ)2 + (zχ)2. Si se considera el caso general H(g11), el
funcional anterior se expresa

I =
1

2

∫ 1

0

H(g11)

[ϕ(χ)]2
dξ. (3.46)

Como

g11 =
dr

dξ
· dr
dξ

=
dr

dχ
· dr
dχ
·

(
dχ

dξ

)2

= g̃11[χξ]
2,

nuestra variacional queda como

I =
1

2

∫ 1

0

H(g̃11[χξ]
2)

[ϕ(χ)]2
dξ, (3.47)
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con g̃11 = (xχ)2 + (yχ)2 + (zχ)2. Ya que no depende de ξ de forma expĺıcita, por
la ecuación (3.33), la ecuación de Euler-Lagrange es

d

dξ

[
H

ϕ2
− χξ

1

ϕ2

∂

∂χξ
H(g̃11[χξ]

2)

]
= 0

⇒ d

dξ

[
H − 2(χξ)g̃11H

′(g̃11[χξ]
2)

ϕ2

]
= 0.

Si H = g11, la expresión anterior queda

d

dξ

[
g̃11[χξ]

2 − 2g̃11[χξ]
2

ϕ2

]
= − d

dξ

[
g̃11[χξ]

2

ϕ2

]
= 0

⇒ g̃11[χξ]
2

ϕ2
=
g11

ϕ2
= C,

con condiciones χ(0) = 0,χ(1) = 1.

3.3.3. Generación de mallas en 2-dimensiones

En dos dimensiones, las variacionales que nos interesan son las de longitud,
las de área y las de ortogonalidad. Las funcionales de longitud están relacionadas
por los términos del tensor métrico covariante (3.19) g11 y g22 en el sistema
f́ısico. Por otro lado, las de área están asociadas al valor local del Jacobiano

√
g

de las transformaciones. Y finalmente, las de ortogonalidad están dadas por la
componente del tensor covariante g12.

3.3.3.1. Funcional de longitud L

Sea R′ = {(ξ, η) | 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 1}. Consideremos el funcional

Ll =
1

2

∫∫
R′

{
(xξ)

2 + (xη)2) + (yξ)
2) + (yη)2)

}
dξdη. (3.48)

Por (3.38), las ecuaciones de Euler-Lagrange de la variacional (3.48) son
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∂2x

∂ξ2
+
∂2x

∂η2
= 0,

∂2y

∂ξ2
+
∂2y

∂η2
= 0.

(3.49)

Por (3.19), la funcional se puede reescribir como

Ll =
1

2

∫∫
R′

(g11 + g22)dξdη, (3.50)

con condiciones de frontera hacia la derecha (r), la izquierda (l), hacia arriba
(t) y hacia abajo (b):

x(ξ, 0) = xb(ξ), x(ξ, 1) = xt(ξ)

x(0, η) = xl(η), x(1, η) = xr(η)

y(ξ, 0) = yb(ξ), y(ξ, 1) = yt(ξ)

y(0, η) = yl(η), y(1, η) = yr(η)

(3.51)

Ya que este variacional depende de los componentes del tensor métrico
covariante, éste da la propiedad de longitud al funcional. Esta transformación
genera buenas mallas, no obstante, no se garantiza que el Jacobiano no se anule
ni que la malla no se doble, sobre todo en dominios f́ısicos no convexos.

Si tomamos el problema en el dominio computacional

R = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ,

se tiene

δ

{
1

2

∫∫
R

[(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2

+

(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2]
dxdy

}
= 0, (3.52)

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange, por (3.48), son

∂2ξ

∂x2
+
∂2η

∂y2
= 0,

∂2η

∂x2
+
∂2η

∂y2
= 0.

(3.53)

Notemos que éste es el sistema de las ecuaciones de Winslow (3.14), de
ah́ı que las transformaciones que satisfagan las ecuaciones de Winslow son los
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extremales de la funcional (3.52). Empleando los componentes del tensor métrico
contravariante (3.17), la funcional se expresa como

Ll =
1

2

∫∫
R′

(g11 + g22)dxdy. (3.54)

Utilizando

ξx =
yη√
g
, ξy = − xη√

g

ηx = − yξ√
g
, ηy =

xξ√
g

en la variacional, se tiene

Ll =
1

2

∫∫
R′

(
g11 + g22

g

)
√
g dξdη =

1

2

∫∫
R′

(
g11 + g22√

g

)
dξdη. (3.55)

Con el método de Winslow siempre se obtiene una malla no doblada, salvo
problemas dados por la discretización, sobretodo cuando R no es convexo.

3.3.3.2. Funcional de longitud ponderada

Sea Lw el funcional que hace proporcional las longitudes de los puntos de la
malla (ξ, η) a las funciones de peso ϕ(ξ, η) y ψ(ξ, η) en ξ y η, respectivamente,
dado por

Lw =
1

2

∫∫
R′

(
(xξ)

2 + (xη)2

ϕ(ξ, η)
+

(yξ)
2) + (yη)2

ψ(ξ, η)

)
dξdη. (3.56)

Utilizando los componentes del tensor métrico covariante (3.19), la funcional
se puede expresar como

Lw =
1

2

∫∫
R′

(
g11

ϕ(ξ, η)
+

g22

ψ(ξ, η)

)
dξdη. (3.57)

Utilizando (3.38), sus ecuaciones de Euler-Lagrange se expresan como

∂

∂ξ

(
1

ϕ

∂x

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
1

ψ

∂x

∂η

)
= 0,

∂

∂ξ

(
1

ϕ

∂y

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
1

ψ

∂y

∂η

)
= 0;

(3.58)
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haciendo r =
(
x
y

)
, las ecuaciones de Euler-Lagrange se reescriben como

∂

∂ξ

(
1

ϕ

∂r

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
1

ψ

∂r

∂η

)
= 0. (3.59)

Desarrollando las ecuaciones (3.58)

1

ϕ

∂2x

∂ξ2
− 1

ϕ2

(
∂x

∂ξ

)(
∂ϕ

∂ξ

)
+

1

ψ

∂2x

∂η2
− 1

ψ2

(
∂x

∂η

)(
∂ψ

∂η

)
= 0,

1

ϕ

∂2y

∂ξ2
− 1

ϕ2

(
∂y

∂ξ

)(
∂ϕ

∂ξ

)
+

1

ψ

∂2y

∂η2
− 1

ψ2

(
∂y

∂η

)(
∂ψ

∂η

)
= 0,

⇒ 1

ϕ

(
1 0
0 1

)(
xξξ
yξξ

)
+

1

ψ

(
1 0
0 1

)(
xηη
yηη

)
−
( 1
ϕ2xξ

1
ψ2xη

1
ϕ2 yξ

1
ψ2 yη

)(
ϕξ
ψη

)
=

(
0
0

)
.

Haciendo

rξξ =

(
xξξ
yξξ

)
, rξη =

(
xξη
yξη

)
, rηη =

(
xηη
yηη

)
(3.60)

A11 = 1
ϕ

(
1 0
0 1

)
, A12 =

(
0 0
0 0

)
, A22 = 1

ψ

(
1 0
0 1

)
,

S = −
( 1
ϕ2xξ

1
ψ2xη

1
ϕ2 yξ

1
ψ2 yη

)(
ϕξ
ψη

)
,

nuestra expresión anterior se reescribe como

A11rξξ +A12rξη +A22rηη + S = 0. (3.61)
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3.3.3.3. Funcional de área ponderada

Ahora, supongamos que La es el funcional que hace proporcional el área
de las grillas de la malla a una función de peso ϕ(ξ, η). Ya que el Jacobiano
J = (xξyη + xηyξ) es proporcional al área fija de las grillas, propongamos como
la variacional de área a

La =
1

2

∫∫
R′

J2

ϕ(ξ, η)
dξdη =

1

2

∫∫
R′

g

ϕ(ξ, η)
dξdη, (3.62)

con g = J2. Por la expresión (3.38), las ecuaciones de Euler-Lagrange del
variacional son

∂

∂ξ

(
Jyη
ϕ

)
− ∂

∂η

(
Jyξ
ϕ

)
= 0,

− ∂

∂ξ

(
Jxη
ϕ

)
+

∂

∂η

(
Jxξ
ϕ

)
= 0,

(3.63)

haciendo rη =
(
xη
yη

)
y rξ =

(
xξ
yξ

)
, las expresiones anteriores se pueden reescribir

como (
Jrη
ϕ

)
ξ

−

(
Jrξ
ϕ

)
η

= 0. (3.64)

Procederemos como lo hicimos en la sección anterior para obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange como un sistema matricial, desarrollando las
ecuaciones (3.63) se obtienen las expresiones:

(yη)2xξξ − xηyηyξξ − 2yξyηxξη + (xξyη + xηyξ)yξη

+(yξ)
2xηη − xξyξyηη −

J

ϕ
(yηϕξ − yξϕη) = 0,

(xη)2yξξ − xηyηxξξ − 2xξxηyξη + (xξyη + xηyξ)xξη

+(xξ)
2yηη − xξyξxηη +

J

ϕ
(xηϕξ − xξϕη) = 0,

⇒
(

(yη)2 −xηyη
−xηyη (xη)2

)(
xξξ
yξξ

)
+

(
−2yξyη xξyη + xηyξ

xξyη + xηyξ −2xξxη

)(
xξη
yξη

)
+

(
(yξ)

2 −xξyξ
−xξyξ (xξ)

2

)(
xηη
yηη

)
− J

ϕ

(
yη −yξ
−xη xξ

)(
ϕξ
ϕη

)
=

(
0
0

)
.

Utilizando las expresiones (3.60) y
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A11 =

(
(yη)2 −xηyη
−xηyη (xη)2

)
, A12 =

(
−2yξyη xξyη + xηyξ

xξyη + xηyξ −2xξxη

)
,

A22 =

(
(yξ)

2 −xξyξ
−xξyξ (xξ)

2

)
, S = −Jϕ

(
yη −yξ
−xη xξ

)(
ϕξ
ϕη

)
,

se puede expresar el sistema matricial anterior como

A11rξξ +A12rξη +A22rηη + S = 0. (3.65)

3.3.3.4. Funcional de ortogonalidad

Como g12 = (xξxη+yξyη)2 se relaciona con la ortogonalidad, tomemos como
funcional de ortogonalidad al funcional

Lo =
1

2

∫∫
R′

(g12)2dξdη. (3.66)

Como se puede observar, el valor mı́nimo que puede obtener g12 es cero y
ocurre sólo para puntos ortogonales. Por la expresión (3.38), las ecuaciones de
Euler-Lagrange del variacional son

∂

∂ξ
(xηg12) +

∂

∂η
(xξg12) = 0,

∂

∂ξ
(yηg12) +

∂

∂η
(yξg12) = 0.

(3.67)

Sean rη =
(
xη
yη

)
y rξ =

(
xξ
yξ

)
, se expresa (3.67) como(

g12rη

)
ξ

+
(
g12rξ

)
η

= 0. (3.68)

Desarrollando las ecuaciones (3.67) se obtienen las expresiones:

(xη)2xξξ + xηyηyξξ + (4xξxη + 2yξyη)xξη + (xξyη + xηyξ)yξη + (xξ)
2xηη + xξyξyηη = 0,

xηyηxξξ + (yη)2yξξ + (xξyη + xηyξ)xξη + (4yξyη + 2xξxη)yξη + xξyξxηη + (yξ)
2yηη = 0,

⇒
(

(xη)2 xηyη
xηyη (yη)2

)(
xξξ
yξξ

)
+

(
4xξxη + 2yξyη xξyη + xηyξ
xξyη + xηyξ 4yξyη + 2xξxη

)(
xξη
yξη

)
+

(
(xξ)

2 xξyξ
xξyξ (yξ)

2

)(
xηη
yηη

)
=

(
0
0

)
.

Sustituyendo (3.60) en el sistema anterior y haciendo
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A11 =

(
(xη)2 xηyη
xηyη (yη)2

)
, A12 =

(
4xξxη + 2yξyη xξyη + xηyξ
xξyη + xηyξ 4yξyη + 2xξxη

)
,

A22 =

(
(xξ)

2 xξyξ
xξyξ (yξ)

2

)
, S =

(
0
0

)
,

se obtiene el sistema matricial

A11rξξ +A12rξη +A22rηη + S = 0. (3.69)

3.3.3.5. Funcionales combinados

Algunas veces, el empleo de estos generadores de forma individual no
producen un buen mallado debido a la geometŕıa del dominio f́ısico, por lo
cual se ha visto a través de experimentos numéricos que la combinación de
estos tres funcionales (área, longitud y ortogonalidad) junto a funciones de peso
constantes, generan una mejor malla.

La forma de hacerlo es con la expresión

I = wlLl + waLa + woLo, (3.70)

donde wl, wa, wo es el peso de longitud, de área y de ortogonalidad,
respectivamente, que satisfacen que

wl + wa + wo = 1

Aśı mismo, Ll, La, Lo son los funcionales de longitud, área y ortogonalidad
antes analizados. Esta combinación de funcionales permiten controlar estas
caracteŕısticas según convenga al dominio f́ısico del problema. La forma de
encontrar los parámetros para cierto problema es dándoles diversos valores a
éstos hasta que se encuentre una malla adecuada.



Caṕıtulo 4

Diferencias en regiones
irregulares

En la solución de problemas de EDP, la geometŕıa de la región influye en el
resultado de las aproximaciones. Para las regiones irregulares, los métodos de
generación de mallas que se han discutido hasta aqúı empleados en el MDF,
analizado en el Caṕıtulo 2, pueden no dar los resultados deseados, haciéndose
necesario la implementación de otro tipo de enfoques y esquemas.

En este apartado, estudiaremos dos métodos para solucionar EDP en
regiones irregulares: el Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) y
un esquema heuŕıstico de Diferencias Finitas para el Operador Lineal de segundo
orden [4].

4.1. Método de Diferencias Finitas
Generalizadas

El Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) puede ser
considerado una extensión del MDF al caso de nubes de puntos irregularmente
distribuidos. A continuación, desarrollaremos este método.

4.1.1. Desarrollo del MDFG

Tomemos la EDP

67
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A1
∂2U(x, y)

∂2x
+A2

∂2U(x, y)

∂x∂y
+A3

∂2U(x, y)

∂2y
+A4

∂U(x, y)

∂x
+A5

∂U(x, y)

∂y
= F (x, y),

(4.1)

con dominio Ω ⊂ R2 y frontera Γ, con condición de frontera

a1U(x, y) + a2
∂U(x, y)

∂x
+ a3

∂U(x, y)

∂y
= f(x, y), (4.2)

con U(x, y) al menos dos veces diferenciable en Ω, Ai y aj constantes, i =
1, . . . , 5, j = 1, 2, 3.

Como el MDF, tomaremos un esténcil de 9 puntos, considerando a (x0, y0) el
punto central del mismo. Desarrollemos la serie de Taylor de U(x, y) alrededor
del nodo anterior,

Ui = U0 + hi
∂U0

∂x
+ ki

∂U0

∂y
+
h2
i

2

∂U2
0

∂x2
+
k2
i

2

∂U2
0

∂y2
+ hiki

∂U2
0

∂xy
+ · · · (4.3)

con hi = xi − x0 y ki = yi − x0. Al truncar la expresión (4.3) hasta el segundo
orden se puede aproximar a Ui; llamando a dicha aproximación ui, se puede
definir un error cuadrático con peso E

E(u) =

8∑
j=1

[(
u0 − uj + hj

∂u0

∂x
+ kj

∂u0

∂y
+
h2
j

2

∂u2
0

∂x2

+
k2
j

2

∂u2
0

∂y2
+ hjkj

∂u2
0

∂xy

)
w(hj , kj)

]2

,

(4.4)

donde w(hj , kj) es la función de ponderación. Al minimizar (4.4) con respecto
a las parciales, podemos obtener la mejor aproximación y el siguiente sistema
de 5× 5
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(4.5)

haciendo
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,

podemos expresar el problema de forma matricial

ADf = b. (4.6)

Este sistema puede ser resuelto utilizando algún algoritmo de solución de
sistemas lineales.

4.2. Esquema heuŕıstico de Diferencias Finitas

4.2.1. Preliminares

En este esquema, se buscan solucionar problemas que se encuentran de forma
recurrente: problemas de tipo Poisson. Este tipo de problemas se han estudiado
bastante en geometŕıas simples; no obstante, este tipo de espacios son muy poco
frecuentes en la realidad, más bien se tienen dominios irregulares y no simétricos,
en los cuales no se obtienen buenas aproximaciones al utilizar el MDF.
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Figura 4.1: Dominio con m = 4 y n = 4.

Para ello, consideremos dominios poligonales simplemente conectados e
irregulares. Sea entonces

V = {v1, v2, . . . , vm+n−2}, (4.7)

el dominio Ω ∈ R2 representado por una curva de Jordan poligonal y orientada
positivamente, con m y n el número de nodos en el “lado vertical”y el “lado
horizontal”del dominio. Como ejemplo de lo anterior, observemos la Fig. 4.1,
en donde tomamos 4 nodos en el “lado vertical”y 3 en el “lado horizontal”del
dominio.

Sea

G = {Pi,j |1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}, (4.8)

el conjunto de puntos en el dominio Ω con frontera fija V que forman la malla
estructurada con cuadriláteros como grillas, el cual tiene un orden de m× n.

Una malla G se dice convexa si y solo si cada grilla de vértices
{Pi,j , Pi+1,j , Pi,j+1, Pi+1,j+1}, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, de las (m − 1)(n − 1)
grillas que componen a G es convexa y no degenerada.

Como ejemplo, tomemos la malla del dominio mostrado en la fig. 4.1,
mostrada en la Fig. 4.2. A continuación, veremos el desarrollo de este esquema.
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Figura 4.2: Malla del ejemplo mostrado en la Fig. 4.1.

4.2.2. Esquema de Diferencias Finitas para Operadores
Lineales de segundo grado

Consideremos el operador lineal de segundo orden

Lu = Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F, (4.9)

donde A, B, C, D, E, F son funciones suaves definidas en un conjunto abierto
contenido en el dominio Ω. Supongamos que L se puede aproximar en un punto
p0 = (x0, y0) por

Lu0 ≈
k∑
i=0

Γiu(pi),

con p0 = (x0, y0), p1 = (x1, y1), . . . , pk = (xk, yk) es el conjunto finito de nodos
requeridos para encontrar los coeficientes Γ0,Γ1, . . . ,Γk. Entonces, podemos
expresar (4.9) como

k∑
i=0

Γiu(pi) ≈
[
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F

]
p0

. (4.10)
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Por la condición de consistencia débil, se tiene que

k∑
i=0

Γiu(pi)−
[
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F

]
p0

→ 0 (4.11)

al p1, p2, . . . , pq → 0. Al expandir u(pi) en serie de Taylor, alrededor de p0, hasta
el tercer orden, se obtiene la expresión

u(pi) =u(p0) + ux(p0)∆xi + uy(p0)∆yi + uxy(p0)∆xi∆yi

+
1

2!

[
uxx(p0)∆x2

i + uyy(p0)∆y2
i + uxyy(p0)∆xi∆y

2
i + uxxy(p0)∆x2

i∆yi

]

+
1

3!

[
uxxx(p0)∆x3

i + uyyy(p0)∆y3
i

]
+ . . . ,

con ∆xi = xi − x0, ∆yi = yi − x0, 1 ≤ i ≤ k. Al sustituir en (4.11), obtenemos:

[
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F

]
p0

−
k∑
i=0

Γiu(pi) =[
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F

]
p0

− Γ0u(p0)

−
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i=1
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[
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+
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)
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i

)]
+O(máx{∆xi∆yi})4 = 0.

Reacomodando términos, llegamos a la expresión

[
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F

]
p0

−
k∑
i=0

Γiu(pi) =(
F (p0)−

k∑
i=0

Γi

)
u(p0) +

(
D(p0)−

k∑
i=1

Γi∆xi

)
ux(p0)

+

(
E(p0)−

k∑
i=1

Γi∆yi

)
uy(p0) +

(
A(p0)−

k∑
i=1

Γi(∆xi)
2

2

)
uxx(p0)

+

(
B(p0)−

k∑
i=1

Γi∆xi∆yi

)
uxy(p0) +

(
C(p0)−

k∑
i=1

Γi(∆yi)
2

2

)
uyy(p0)
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+
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−

k∑
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3

3!
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3!
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+O(máx{∆xi∆yi})4 = 0.

(4.12)

Ya que esta expresión tiene un valor de 0, cada uno de los términos que
multiplican a las parciales en p0 deben de eliminarse, por lo cual se tiene el
sistema

R0 =

k∑
i=0

Γi − F (p0) = 0,

R1 =

k∑
i=1

Γi∆xi −D(p0) = 0,

R2 =

k∑
i=1

Γi∆yi − E(p0) = 0,

R3 =

k∑
i=1

Γi(∆xi)
2 − 2A(p0) = 0,

R4 =

k∑
i=1

Γi∆xi∆yi −B(p0) = 0,

R5 =

k∑
i=1

Γi(∆xi)
3 − 2C(p0) = 0,

R6 =

k∑
i=1

Γi(∆xi)
3 = 0,

R7 =

k∑
i=1

Γi(∆xi)
2∆yi = 0,

R8 =

k∑
i=1

Γi∆xi(∆yi)
2 = 0,

R9 =

k∑
i=1

Γi(∆yi)
3 = 0,

el cual se puede reescribir como el sistema matricial
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

1 1 . . . 1
0 ∆x1 . . . ∆xk
0 ∆y1 . . . ∆yk
0 (∆x1)2 . . . (∆xk)2

0 ∆x1∆y1 . . . ∆xk∆yk
0 (∆y1)2 . . . (∆yk)2

0 (∆x1)3 . . . (∆xk)3

0 (∆x1)2∆y1 . . . (∆xk)2∆yk
0 (∆y1)2∆x1 . . . (∆yk)2∆xk
0 (∆y1)3 . . . (∆yk)3





Γ0

Γ1

Γ2

...
Γk−1

Γk


=



F (p0)
D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

0
0
0
0


(4.13)

Para el caso de un esténcil de 9 puntos, delimitado por los puntos
p0, p1, . . . , p8, donde p0 es el punto (i, j)-ésimo de la malla, como es mostrado en
la Fig. 4.3, se tiene que k = 8 en el sistema (4.13) y que éste se puede expresar
en un sistema matricial como

Figura 4.3: Esténcil considerado en el sistema (4.14).
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

1 1 . . . 1
0 ∆x1 . . . ∆x8

0 ∆y1 . . . ∆y8

0 (∆x1)2 . . . (∆x8)2

0 ∆x1∆y1 . . . ∆x8∆y8

0 (∆y1)2 . . . (∆y8)2

0 (∆x1)3 . . . (∆x8)3

0 (∆x1)2∆y1 . . . (∆x8)2∆y8

0 (∆y1)2∆x1 . . . (∆y8)2∆x8

0 (∆y1)3 . . . (∆y8)3





Γ0

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

Γ5

Γ6

Γ7

Γ8


=



F (p0)
D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

0
0
0
0


(4.14)

Este sistema no está bien determinado, por lo que en [4] se propone tomar
la primera ecuación R1 del sistema anterior y separarla en

8∑
i=1

Γi − F (p0) = 0. (4.15)

Y se resuelve el sistema por mı́nimos cuadrados definido por


∆x1 . . . ∆x8

∆y1 . . . ∆y8

(∆x1)2 . . . (∆x8)2

∆x1∆y1 . . . ∆x8∆y8

(∆y1)2 . . . (∆y8)2




Γ1

Γ2

...
Γ8

 =


F (p0)
D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

 (4.16)

Definamos

M =


∆x1 . . . ∆x8

∆y1 . . . ∆y8

(∆x1)2 . . . (∆x8)2

∆x1∆y1 . . . ∆x8∆y8

(∆y1)2 . . . (∆y8)2

, Γ =


Γ1

Γ2

...
Γ8

, β =


F (p0)
D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)



Por lo que podemos expresar y resolver el problema (4.16) mediante la
factorización de Cholesky de las ecuaciones normales

MTMΓ = MTβ. (4.17)

Para obtener Γ0, utilizamos R1
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Γ0 = F (p0)−
8∑
i=1

Γi (4.18)

Estos pesos Γi, 0 ≤ i ≤ 8, de cada uno de los puntos de la malla de (m +
1)× (n+ 1), pueden ser utilizados para aproximar la solución de problemas de
EDP, generándose un sistema de ecuaciones que se puede expresar en un sistema
matricial algebráico de la forma

AU = b,

donde A es la matriz de m×n, U es el vector de las soluciones aproximadas y b
es el vector de la función dada por nuestro problema de Poisson y las condiciones
de frontera, definidos por:

A =


A1,2 A1,3 0 0 . . . 0 0 0

0 A2,1 A2,2 A2,3 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . Am−1,1 Am−1,2 Am−1,3

0 0 0 0 . . . 0 Am,1 Am,2

,

U =


u1

u2

...
umn−1

umn

, b =



f(x1, y1)
f(x2, y1)

...
f(xi, yj)

...
f(xm, yn−1)
f(xm, yn)


− C,

donde uk es la solución aproximada, C es el vector de condiciones de frontera y
Ai,j , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, 3, está dada por las matrices tridiagonales

Ai,1 =



Γi,13 Γi,12 0 0 . . . 0 0 0

Γi,24 Γi,23 Γi,22 0 . . . 0 0 0

0 Γi,34 Γi,33 Γi,32 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . Γi,n−1
4 Γi,n−1

3 Γi,n−1
2

0 0 0 0 . . . 0 Γi,n4 Γi,n3


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Ai,2 =



Γi,10 Γi,11 0 0 . . . 0 0 0

Γi,25 Γi,20 Γi,21 0 . . . 0 0 0

0 Γi,35 Γi,30 Γi,31 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . Γi,n−1
5 Γi,n−1

0 Γi,n−1
1

0 0 0 0 . . . 0 Γi,n5 Γi,n0


,

Ai,3 =



Γi,17 Γi,18 0 0 . . . 0 0 0

Γi,26 Γi,27 Γi,28 0 . . . 0 0 0

0 Γi,36 Γi,37 Γi,38 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . Γi,n−1
6 Γi,n−1

7 Γi,n−1
8

0 0 0 0 . . . 0 Γi,n6 Γi,n7


,

en donde Γi,jp es el elemento p-ésimo del vector Γ que calculamos en (4.16), para
cada punto (xi, yj) de la malla, tomándolo como p0.



Caṕıtulo 5

Adaptividad y aplicaciones

5.1. Preámbulo

En la cuestión de la generación de mallas, se puede observar que existen dos
problemas principales:

Encontrar condiciones para mapeos discretos no degenerados, para lo
cual se debe cumplir la condición de convexidad que es equivalente a la
positividad del Jacobiano. Al ser convexas las celdas de la malla, éstas
están en el dominio y no presentan celdas auto-intersecantes.

Desarrollar un marco teórico apropiado para la generación de mallas.
Para esto se emplea la teoŕıa de mapeo armónico, reformulando el
problema como una construcción de coordenadas armónicas mediante
el mapeo armónico de la superficie de una función de control en un
cuadrado unitario, cuya proyección en una región f́ısica produce una malla
armónico-adaptativa.

Para la solución a estos problemas, se recurre a las soluciones numéricas.
Para ello son empleados dos métodos: la aproximación de las ecuaciones de
Euler mediante diferencias finitas y la minimización del análogo discreto de un
funcional armónico.

5.2. Condición de positividad del Jacobiano

La condición del Jacobiano positivo es asumida como condición para que una
malla regular no sea degenerada. Para ello, tomemos una malla en el dominio

79
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simplemente conectado Ω, el cual está en el plano x y, como se muestra en la
Fig. 5.1,

(x, y)i,j i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m. (5.1)

Figura 5.1: Mapeo del cuadrado unitario ξ, η en la región f́ısica Ω en el plano
x, y.

El problema es encontrar las funciones x(ξ, η) y y(ξ, η), tales que realicen
un mapeo uno a uno del cuadrado unitario en Ω, bajo la condición de que sea
una transformación de las fronteras del cuadrado unitario en las fronteras de Ω,
tomando en cuenta las funciones (3.51).

Bobilev, Ivanenko e Ismailov [1996] demostraron el siguiente teorema:

Teorema 5.2.1 Si un mapeo suave de un dominio a otro con un mapeo uno a
uno entre las fronteras posee un Jacobiano positivo no solo dentro del dominio,
sino también en su frontera, entonces tal mapeo será uno a uno.

En base al teorema anterior, nuestro problema puede ser reformulado como
encontrar un mapeo suave del cuadrado en el dominio Ω tal que cumpla con la
condición de positividad del Jacobiano:

J = xηyξ − xξyη > 0 0 ≤ ξ ≤ 1 0 ≤ η ≤ 1 (5.2)

Para el caso discreto, Ivanenko y Charakhch’yan [1988] propusieron como la
condición de convexidad de una celda de la malla al análogo del discreto de la
positividad del Jacobiano, aproximando al mapeo x(ξ, η), y(ξ, η) por elementos
finitos cuadrilaterales, como se muestra en la fig. 5.1.

Para ello, tomemos el cuadrilátero formado por los puntos (xi,j , yi,j), (xi+1,j ,
yi+1,j), (xi+1,j+1, yi+1,j+1), (xi,j+1, yi,j+1). Ahora, asignemos a cada uno de los
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vértice respectivos del cuadrilátero, los números 1, 2, 3, 4, como se muestra en
la fig. 5.1. A cada uno de estos vértices se le puede asignar un triángulo, como
se muestra en la fig. 5.2.

Figura 5.2: Triángulos asociados a los vértices del cuadrilátero �1234.

Definamos el área doble del k-triángulo Jk de nuestro cuadrilátero como

Jk = (xk−1 − xk)(yk+1 − yk)− (yk−1 − yk)(xk+1 − xk) k = 1, 2, 3, 4. (5.3)

Tomando en cuenta de que para el caso k = 1, tomamos a xk−1 = x4 y
yk−1 = y4, y para el caso k = 4, tomamos a xk+1 = x1 y yk+1 = y1.

Sea el mapeo xh(ξ, η), yh(ξ, η) del cuadrado paramétrico

1 < ξ < n 1 < η < m, (5.4)

en Ω, para i ≤ ξ ≤ i, j ≤ η ≤ j + 1 dado por

xh(ξ, η) = x1 + (x4 − x1)(ξ − i) + (x2 − x1)(η − j)
+ (x3 − x4 − x2 + x1)(ξ − i)(η − j)

yh(ξ, η) = y1 + (y4 − y1)(ξ − i) + (y2 − y1)(η − j)
+ (y3 − y4 − y2 + y1)(ξ − i)(η − j)

(5.5)

Ya que cada lado del cuadrado es transformado linealmente en el lado
correspondiente del cuadrilátero tomado, concluimos que esta transformación
es continua en las fronteras.

Por otro lado, falta ver que la transformación es uno a uno. Para ello,
tomamos el Jacobiano de (5.5)



82 CAPÍTULO 5. ADAPTIVIDAD Y APLICACIONES

Jh = det

[
xhξ xhη
yhξ yhη

]
=

[
x4 − x1 + (x3 − x4 − x2 + x1)(η − j) x2 − x1 + (x3 − x4 − x2 + x1)(ξ − i)
y4 − y1 + (y3 − y4 − y2 + y1)(η − j) y2 − y1 + (y3 − y4 − y2 + y1)(ξ − i)

]

Haciendo A = (x3 − x4 − x2 + x1) y B = (y3 − y4 − y2 + y1), sustituyendo
en la expresión anterior, tenemos:

Jh =[x4 − x1 +A(η − j)][y2 − y1 +B(ξ − i)]
− [y4 − y1 +B(η − j)][x2 − x1 +A(ξ − i)]

=(x4 − x1)(y2 − y1) +B(x4 − x1)(ξ − i)
+A(η − j)(y2 − y1) +((((((((

AB(η − j)(ξ − i)
− (y4 − y1)(x2 − x1)−A(y4 − y1)(ξ − i)
−B(η − j)(x2 − x1)−((((((((

AB(η − j)(ξ − i),

observándose que el Jacobiano es linear. Para que el Jacobiano no se haga cero
dentro del cuadrado, es necesario que no sea Jh > 0 en las esquinas del mismo.
Si tomamos el triángulo del primer vértice ∆412, se tiene que ξ = i, η = j, y se
observa que los términos que tienen A y B se cancelan y obtenemos

Jh = (x4 − x1)(y2 − y1)− (y4 − y1)(x2 − x1), (5.6)

de donde se ve que éste es el doble del área del triángulo ∆412. De aqúı, se sigue
que la condición de positividad del Jacobiano (5.2) es equivalente al sistema de
inecrialuaciones

Jk > 0 k = 1, 2, 3, 4. (5.7)

Entonces, si se satisface esta condición en todas las celdas de la malla, la
malla es convexa y se satisface que el mapeo hecho por funciones bilineales a
trozos es uno a uno.

5.3. Planteamiento del problema

Para el planteamiento de nuestro problema, utilizaremos el método
propuesto por Winslow [1966], visto en el caṕıtulo (3.2). Para ello, tomemos
dos funciones ξ(x, y) y η(x, y) como contornos de las celdas de la malla, que
satisfacen la las ecuaciones de Laplace
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ξxx + ξyy = 0 ηxx + ηyy = 0 (5.8)

con condiciones de frontera de Dirichlet.

Sea Ω un dominio simplemente conectado, con frontera suave en el plano
(x, y). Sean f(x, y) la función de la superficie C2(ω) = Sr2 y Q2 el cuadrado
paramétrico, r = (x, y, f(x, y)) ∈ S2 ⊂ R3, u = (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, ξ = (ξ, η) ∈
Q2 ⊂ R2.

El problema es encontrar el mapeo del cuadrado en Ω tal que haya un mapeo
dado entre fronteras y que el mapeo de la superficie en el cuadrado sea armónico.
Esto se traduce en la minimización del funcional de Dirichlet

I =

∫ (
g11
ξr + g22

ξr

)
dSr2 (5.9)

donde g11
ξr , g22

ξr y g12
ξr son los elementos del tensor métrico contravariante Grξ, el

cual se relaciona con los elementos del tensor métrico covariante Grξ mediante
las expresiones (3.17). Por Cálculo Tensorial, sabemos que

grξ = det(Grξ) = gξr11g
ξr
22 − (gξr12)2,

dSr2 =
√
gξr dξdη.

(5.10)

Sustituyendo estas expresiones y las equivalencias (3.17) en el funcional (5.9),
se obtiene

I =

∫
gξr11 + gξr22

gξr11g
ξr
22 − (gξr12)2

√
gξr11g

ξr
22 − (gξr12)2 dξdη

⇒ I =

∫
gξr11 + gξr22√

gξr11g
ξr
22 − (gξr12)2

dξdη. (5.11)

Tomando en cuenta las expresiones

gξr11 = r2
ξ = x2

ξ + y2
ξ + f2

ξ ,

gξr22 = r2
η = x2

η + y2
η + f2

η ,

gξr12 = g21
ξr = rξ · rη = xξxη + yξyη + fξfη,

(5.12)

en donde
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fξ = fxxξ + fyyξ

fη = fxxη + fyyη
(5.13)

Utilizándolas en (5.10), conseguimos

grξ =(x2
ξ + y2

ξ + f2
ξ )(x2

η + y2
η + f2

η )− (xξxη + yξyη + fξfη)2

=x2
ξy

2
η − 2xξyηxηyξ + x2

ηy
2
ξ + (fxxη + fyyη)2(x2

ξ + y2
ξ ) + (fxxξ

+ fyyξ)
2(x2

η + y2
η)− 2(xξxη − yξyη)(fxxξ + fyyξ)(fxxη + fyyη)

=(xξyη − yξxη)2 + f2
x(x2

ξy
2
η − 2xξyηxηyξ + x2

ηy
2
ξ )

+ f2
y (x2

ξy
2
η − 2xξyηxηyξ + x2

ηy
2
ξ )

=(xξyη − yξxη)2 + f2
x(xξyη − yξxη)2 + f2

y (xξyη − yξxη)2

=(xξyη − yξxη)2(1 + f2
x + f2

y )

(5.14)

y sustituyéndolas en (5.11) se obtiene el funcional

I =

∫
x2
ξ + y2

ξ + f2
ξ + x2

η + y2
η + f2

η

(xξyη − yξxη)
√

1 + f2
x + f2

y

dξdη

=

∫
x2
ξ + y2

ξ + (fxxξ + fyyξ)
2 + x2

η + y2
η + (fxxη + fyyη)2

(xξyη − yξxη)
√

1 + f2
x + f2

y

dξdη,

de donde podemos expresar este funcional en la forma

I =

∫
(x2
ξ + x2

η)(1 + f2
x) + (y2

ξ + y2
η)(1 + f2

y ) + 2fxfy(xξyξ + xηyη)

(xξyη − yξxη)
√

1 + f2
x + f2

y

dξdη

(5.15)

Este funcional debe de ser minimizado para poder encontrar la malla
solución. Antes de proceder a su solución, analizaremos las ecuaciones de
Euler-Lagrange de este funcional.
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5.4. Ecuaciones de Lagrange del funcional de
Dirichlet

En este apartado, n y m no tienen el mismo significado que en las sección
anterior: las dimensiones de nuestra malla, sino que n será la dimensión del
espacio en el cual estemos resolviendo nuestro problema y denotar un sub́ındice.
Habiendo hecho esta aclaración, prosigamos a encontrar las ecuaciones de
Euler-Lagrange del funcional (5.9).

El funcional (5.9) es de la forma

I =

∫
giiξrdS

rn, (5.16)

con n = 2. Utilizando las siguientes propiedades de tensores

gijξr =

n∑
m,l

gmlur
∂ξi

∂um
∂ξj

∂ul
,

dSrn =
√
grξdu1 · · · dun,

el funcional anterior se puede expresar como

I =

∫ √
grξ

(
n∑

i,m,l

gmlur
∂ξi

∂um
∂ξj

∂ul

)
du1 · · · dun.

Como
√
grξ y gmlur son independientes de ξi(u) y sus derivadas, las ecuaciones

de Euler-Lagrange se expresan como

L(ξi) =

n∑
m=1

∂

∂um

(√
grξ

n∑
l

gmlur
∂ξi

∂ul

)
= 0, (5.17)

para i = 1, . . . , n. Multiplicando por ∂uj
∂ξi y sumando sobre i, obtenemos
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n∑
i=1

L(ξi)
∂uj

∂ξi
=

n∑
i,m=1

∂

∂um

(√
grξ

n∑
l

gmlur
∂ξi

∂ul

)
∂uj

∂ξi

=

n∑
m=1

∂

∂um

(
n∑

i,l=1

√
grugmlur

∂ξi

∂up
∂uj

∂ξi

)

−
n∑

i,m,l,t=1

√
grugmlur

∂ξi

∂ul
∂ξt

∂um
∂2uj

∂ξi∂ξt
= 0,

para j = 1, . . . , n.

Tomando el miembro de la parte derecha y multiplicando por
1√
gru

, se

obtiene

1√
gru

n∑
m=1

∂

∂um

(
√
gru

n∑
i,l=1

gmlur
∂ξi

∂up
∂uj

∂ξi

)
−

(
n∑

i,m,l,t=1

gmlur
∂ξi

∂up
∂ξt

∂ul

)
∂2ξi

∂ξi∂ξt
= 0,

y recordando que

gijξr =

n∑
m,l

∂ξi

∂ul
∂ξt

∂um
,

δjl =

n∑
i=1

∂ξi

∂ul
∂uj

∂ξi
,

podemos reescribir la expresión anterior como

gitξr
∂2uj

∂ξi∂ξt
=

1√
gru

n∑
m=1

∂

∂um

(√
grugijur

)
, (5.18)

para j = 1, . . . , n.

Finalmente, podemos expresar las ecuaciones de Euler-Lagrange del
funcional (5.16) como:

n∑
i,t=1

gitξr
∂2uj

∂ξi∂ξt
− 1√

gru

n∑
m=1

∂

∂um

(√
grugmjur

)
= 0, (5.19)
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para j = 1, . . . , n.

Utilizando (5.19) con n = 2 tenemos el caso de nuestro funcional (5.9), por
lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange son expresadas como

g11
ξr

∂2u1

∂ξ1∂ξ1
+g12

ξr

∂2u1

∂ξ1∂ξ2
+ g21

ξr

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
+ g22

ξr

∂2u1

∂ξ2∂ξ2
−

1√
gru

[
∂

∂u1

(√
grug11

ur

)
+

∂

∂u2

(√
grug21

ur

)]
= 0,

g11
ξr

∂2u2

∂ξ1∂ξ1
+g12

ξr

∂2u2

∂ξ1∂ξ2
+ g21

ξr

∂2u2

∂ξ2∂ξ1
+ g22

ξr

∂2u2

∂ξ2∂ξ2
−

1√
gru

[
∂

∂u1

(√
grug12

ur

)
+

∂

∂u2

(√
grug22

ur

)]
= 0.

(5.20)

Hagamos

∂2u1

∂ξ1∂ξ1
= xξξ,

∂2u1

∂ξ1∂ξ2
=

∂2u1

∂ξ2∂ξ1
= xξη,

∂2u1

∂ξ2∂ξ2
= xηη,

∂2u2

∂ξ1∂ξ1
= yξξ,

∂2u2

∂ξ1∂ξ2
=

∂2u2

∂ξ2∂ξ1
= yξη,

∂2u2

∂ξ2∂ξ2
= yηη.

Recordando que r = (x, y, f(x, y)), calculemos gurij y gru

gur11 =r2
x = (1, 0, fx)2 = 1 + f2

x

gur12 =gur21 = rx · ry = (1, 0, fx) · (0, 1, fy)2 = fxfy

gur22 =r2
y = (0, 1, fy)2 = 1 + f2

y

gur =gur11 g
ur
22 − (gur12 )2 = (1 + f2

x)(1 + f2
y )− (fxfy)2 = 1 + f2

x + f2
y

Utilizando las equivalencias de los tensores métricos covariante y
contravariante (3.17), podemos calcular gijur como sigue

g11
ur =

gur22

gru
=

1 + f2
y

1 + f2
x + f2

y

g12
ur =− gur12

gru
= − fxfy

1 + f2
x + f2

y

g22
ur =

gur11

gru
=

1 + f2
x

1 + f2
x + f2

y

.
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Utilizando las expresiones anteriores, junto con (5.12) y (5.14), en (5.21) se
tiene

(x2
η + y2

η + f2
η )xξξ

(1 + f2
x + f2

y )(xξyη − xηyξ)2
− 2

(xξxη + yξyη + fξfη)xξη
(1 + f2

x + f2
y )(xξyη − xηyξ)2

+
(x2
ξ + y2

ξ + f2
ξ )xηη

(1 + f2
x + f2

y )(xξyη − xηyξ)2

− 1

(xξyη − xηyξ)
√

1 + f2
x + f2

y

[
∂

∂x

(
(xξyη − xηyξ)

√
1 + f2

x + f2
y

1 + f2
y

1 + f2
x + f2

y

)

+
∂

∂y

(
(xξyη − xηyξ)

√
1 + f2

x + f2
y

−fxfy
1 + f2

x + f2
y

)]
= 0

(x2
η + y2

η + f2
η )yξξ

(1 + f2
x + f2

y )(xξyη − xηyξ)2
− 2

(xξxη + yξyη + fξfη)yξη
(1 + f2

x + f2
y )(xξyη − xηyξ)2

+
(x2
ξ + y2

ξ + f2
ξ )yηη

(1 + f2
x + f2

y )(xξyη − xηyξ)2

− 1

(xξyη − xηyξ)
√

1 + f2
x + f2

y

[
∂

∂x

(
(xξyη − xηyξ)

√
1 + f2

x + f2
y

−fxfy
1 + f2

x + f2
y

)

+
∂

∂y

(
(xξyη − xηyξ)

√
1 + f2

x + f2
y

1 + f2
x

1 + f2
x + f2

y

)]
= 0.

Multiplicando por (1 + f2
x + f2

y )(xξyη − xηyξ)2 y simplificando, se obtiene

(x2
η + y2

η + f2
η )xξξ − 2(xξxη + yξyη + fξfη)xξη + (x2

ξ + y2
ξ + f2

ξ )xηη−

(xξyη − xηyξ)2
√

1 + f2
x + f2

y

[
∂

∂x

(
1 + f2

y√
1 + f2

x + f2
y

)
+

∂

∂y

(
−fxfy√

1 + f2
x + f2

y

)]
= 0

(x2
η + y2

η + f2
η )yξξ − 2(xξxη + yξyη + fξfη)yξη + (x2

ξ + y2
ξ + f2

ξ )yηη−

(xξyη − xηyξ)2
√

1 + f2
x + f2

y

[
∂

∂x

(
−fxfy√

1 + f2
x + f2

y

)
+

∂

∂y

(
1 + f2

x√
1 + f2

x + f2
y

)]
= 0.

Haciendo
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α =x2
η + y2

η + f2
η , D =

√
1 + f2

x + f2
y ,

β =xξxη + yξyη + fξfη, J = xξyη − xηyξ,
γ =x2

ξ + y2
ξ + f2

ξ ,

podemos expresar las ecuaciones de Euler-Lagrange como

L(x) = αxξξ − 2βxξη + γxηη − J2D

[
∂

∂x

(
1 + f2

y

D

)
− ∂

∂y

(
fxfy
D

)]
= 0,

L(y) = αyξξ − 2βyξη + γyηη − J2D

[
∂

∂x

(
−fxfy
D

)
+

∂

∂y

(
1 + f2

x

D

)]
= 0.

(5.21)

5.5. Minimización del problema

Para encontrar el mı́nimo del funcional (5.15), supongamos que

(x, y)i i = 1, . . . , N = n ∗m (5.22)

son los puntos de la malla irregular dada, la cual es formada por elementos
cuadrilaterales.

Para obtener el mı́nimo del funcional (5.15), recordemos los triángulos que
se forman en el cuadrilátero, como se muestra en la figura 5.2. El mapeo del
cuadrado en la celda cuadrilateral se aproxima por las funciones lineales (5.5) en
cada triángulo. Calculando las parciales de éstas para el k-vértice del triángulo,
con ξ = i y η = j, se obtiene

xξ = xk+1 − xk xη = xk − xk−1

yξ = yk+1 − yk yη = yk − yk−1.

Haciendo

D1 =(xk−1 − xk)2 + (xk+1 − xk)2

D2 =(yk−1 − yk)2 + (yk+1 − yk)2

D3 =(xk−1 − xk)(yk−1 − yk) + (xk+1 − xk)(yk+1 − yk)

Jk =(xk−1 − xk)(yk+1 − yk)− (xk+1 − xk)(yk−1 − yk)
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Sustituyendo

Fk =
D1

(
1 + (fx)2

k

)
+D2

(
1 + (fy)2

k

)
+ 2D3(fx)k(fy)k

Jk

[
1 + (fx)2

k + (fy)2
k

]1/2 (5.23)

Ya que la aproximación al funcional está dado en los triángulos antes
mencionados y por la mitad de la suma de los valores de ésta integral, entonces
para el l-ésimo cuadrilátero se tiene que

I ≈ Ih =

N∑
l=1

4∑
k=1

1

4

(
Fk

)
l
. (5.24)

Si el conjunto de mallas convexas no es vaćıo, la solución del siguiente sistema
algebráico de funciones da como resultado una malla convexa:

Rx =
∂Ih

∂xn
= 0,

Ry =
∂Ih

∂yn
= 0.

La solución requiere de tener una malla convexa inicial para utilizarla en un
método de minimización sin restricciones, para lo cual utilizaremos el método
quasi-Newton. Supongamos que el l-paso de las iteraciones está determinado,
entonces el (l+ 1)-paso se obtiene al solucionar el sistema de ecuaciones lineales

τRx +
∂Rx
∂xn

(
xl+1
n − xln

)
+
∂Rx
∂yn

(
yl+1
n − yln

)
= 0

τRy +
∂Ry
∂xn

(
xl+1
n − xln

)
+
∂Ry
∂yn

(
yl+1
n − yln

)
= 0

(5.25)

Despejando yl+1
n − yln en la primera ecuación

⇒ yl+1
n − yln =

[
− τRx −

∂Rx
∂xn

(
xl+1
n − xln

)] 1
∂Rx
∂yn

Sustituyendo en la segunda ecuación
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⇒τRy +
∂Ry
∂xn

(
xl+1
n − xln

)
+
∂Ry
∂yn

[
− τRx −

∂Rx
∂xn

(
xl+1
n − xln

)] 1
∂Rx
∂yn

= 0

⇒τ
(
Ry

∂Rx
∂yn

−Rx
∂Ry
∂yn

)
+
(
xl+1
n − xln

)(∂Rx
∂xn

∂Ry
∂yn

− ∂Ry
∂xn

∂Rx
∂yn

)
= 0

⇒xl+1
n = xln − τ

(
Ry

∂Rx
∂yn

−Rx
∂Ry
∂yn

)(∂Rx
∂xn

∂Ry
∂yn

− ∂Ry
∂xn

∂Rx
∂yn

)−1

Análogamente

⇒xl+1
n − xln =

[
− τRx −

∂Rx
∂xn

(
yl+1
n − yln

)] 1
∂Rx
∂xn

⇒τRy +
∂Ry
∂yn

(
yl+1
n − yln

)
+
∂Ry
∂xn

[
− τRx −

∂Rx
∂yn

(
yl+1
n − yln

)] 1
∂Rx
∂xn

= 0

⇒τ
(
Ry

∂Rx
∂xn

−Rx
∂Ry
∂xn

)
+
(
yl+1
n − yln

)(∂Rx
∂xn

∂Ry
∂yn

− ∂Ry
∂xn

∂Rx
∂yn

)
= 0

⇒yl+1
n = yln − τ

(
Ry

∂Rx
∂xn

−Rx
∂Ry
∂xn

)(∂Rx
∂xn

∂Ry
∂yn

− ∂Ry
∂xn

∂Rx
∂yn

)−1

donde τ es el parámetro de iteración tal que la malla permanece convexa en
cada paso, para lo cual se verifica que las condiciones (5.7) se cumplan, pero si
no lo hacen, este parámetro se multiplica por 0,5 y si de nuevo no se cumplen,

se vuelve a multiplicar por 0,25; es decir, se multiplica por
(

1
2

)p
, p = 1, 2, . . ..

Resumiendo, las expresiones del (l + 1)-paso son las siguientes

xl+1
n = xln − τ

(
Ry

∂Rx
∂yn

−Rx
∂Ry
∂yn

)(∂Rx
∂xn

∂Ry
∂yn

− ∂Ry
∂xn

∂Rx
∂yn

)−1

yl+1
n = yln − τ

(
Ry

∂Rx
∂xn

−Rx
∂Ry
∂xn

)(∂Rx
∂xn

∂Ry
∂yn

− ∂Ry
∂xn

∂Rx
∂yn

)−1
(5.26)

Estas ecuaciones pueden ser utilizadas en un algoritmo armónico-adaptativo
que encuentre la malla solución dada una malla inicial (x, y)n. Para ello, vamos
a considerar la siguiente enumeración para los k-nodos, k = 1, 2, 3:
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1 para el nodo correspondiente al nodo local k − 1,

2 para el nodo correspondiente al nodo local k,

3 para el nodo correspondiente al nodo local k + 1.

Llamemos

U =
D1

(
1 + (fx)2

k

)
+D2

(
1 + (fy)2

k

)
+ 2D3(fx)k(fy)k[

1 + (fx)2
k + (fy)2

k

]1/2 ,

V = (x1 − x2)(y3 − y2)− (x3 − x2)(y1 − y2),

(5.27)

podemos expresar las derivadas que necesitamos para (5.26) como

R = F =
U

V

Rx = Fx =
UxV − UVx

V 2
=
Ux − FVx

V

Ry = Fy =
UyV − UVy

V 2
=
Uy − FVy

V

Rxx = Fxx =
(Uxx − FxVx − FVxx)V − (Ux − FVx)Vx

V 2

=
(Uxx − FxVx − FVxx)− FxVx

V
=
Uxx − 2FxVx − FVxx

V

Rxy = Fxy =
(Uxy − FyVx − FVxy)V − (Ux − FVx)Vy

V 2

=
(Uxy − FyVx − FVxy)− FxVy

V
=
Uxy − FyVx − FxVy − FVxy

V
=Fyx

Ryy = Fyy =
(Uyy − FyVy − FVyy)V − (Uy − FVy)Vy

V 2

=
(Uyy − FyVy − FVyy)− FyVy

V
=
Uyy − 2FyVy − FVyy

V
(5.28)
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Para el triángulo con vértice 1, tomemos x = x1 y y = y1, calculando las
derivadas anteriores se obtiene

Vx = y3 − y2

Vy = x2 − x3

Vxx = 0 = Vxy = Vyy

D1x = 2(x1 − x2)

D2x = 0 = D1y

D3x = y1 − y2

D2y = 2(y1 − y2)

D3y = x1 − x2

Ux = 2

[
1 +

(
fx

)2

k

](
x1 − x2

)
+
(
fx

)
k

(
fy

)
k

(
y1 − y2

)
[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uy = 2

[
1 +

(
fy

)2

k

](
y1 − y2

)
+
(
fx

)
k

(
fy

)
k

(
x1 − x2

)
[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uxx = 2

1 +
(
fx

)2

k[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uxy = 2

(
fx

)
k

(
fy

)
k[

1 +
(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uyy = 2

1 +
(
fy

)2

k[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2

(5.29)
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Aśı mismo, para el triángulo con vértice 2, tomemos x = x2 y y = y2,
calculando las derivadas (5.28) tenemos

Vx = y1 − y3

Vy = x3 − x1

Vxx = 0 = Vxy = Vyy

D1x = −2(x1 − x2)− 2(x3 − x2) = 2(2x2 − x1 − x3)

D2x = 0 = D1y

D3x = −(y1 − y2)− (y3 − y2) = 2y2 − y1 − y3

D2y = −2(y1 − y2)− 2(y3 − y2) = 2(2x2 − x1 − x3)

D3y = −(x1 − x2)− (x3 − x2) = 2x2 − x1 − x3

Ux = 2

[
1 +

(
fx

)2

k

](
2x2 − x1 − x3

)
+
(
fx

)
k

(
fy

)
k

(
2y2 − y1 − y3

)
[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uy = 2

[
1 +

(
fy

)2

k

](
2y2 − y1 − y3

)
+
(
fx

)
k

(
fy

)
k

(
2x2 − x1 − x3

)
[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uxx = 4

1 +
(
fx

)2

k[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uxy = 4

(
fx

)
k

(
fy

)
k[

1 +
(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uyy = 4

1 +
(
fy

)2

k[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2

(5.30)
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Análogamente, para el triángulo con vértice 3, tomemos x = x3 y y = y3,
las derivadas son

Vx = y2 − y1

Vy = x1 − x2

Vxx = 0 = Vxy = Vyy

D1x = 2(x3 − x2)

D2x = 0 = D1y

D3x = y3 − y2

D2y = 2(y3 − y2)

D3y = x3 − x2

Ux = 2

[
1 +

(
fx

)2

k

](
x3 − x2

)
+
(
fx

)
k

(
fy

)
k

(
y3 − y2

)
[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uy = 2

[
1 +

(
fy

)2

k

](
y3 − y2

)
+
(
fx

)
k

(
fy

)
k

(
x3 − x2

)
[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uxx = 2

1 +
(
fx

)2

k[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uxy = 2

(
fx

)
k

(
fy

)
k[

1 +
(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2
Uyy = 2

1 +
(
fy

)2

k[
1 +

(
fx

)2

k
+
(
fy

)2

k

]1/2

(5.31)

en donde fx y fy se calculan como

fx = (f1 − f2)(y3 − y2)− (f3 − f2)(y1 − y2)

fy = (x1 − x2)(f3 − f2)− (x3 − x2)(f1 − f2)
(5.32)
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5.6. Aplicaciones

En este apartado, vamos a aplicar el esquema heuŕıstico, descrito en el
Caṕıtulo 4, para desarrollar una aplicación del problema (5.21), al aproximar
las derivadas de la función de control utilizadas.

5.6.1. Versión de Ivanenko

En esta parte, trabajaremos con la versión de Ivanenko tratada en el
apartado anterior, para una región circular de radio 1 y centro (0, 0).

5.6.1.1. Ejemplo numérico

Tomemos como funciones de control expresiones de la forma e−a(x2+(y−0,5)2),
con a un real para mallas de 420, 840 y 1624 elementos. Al aplicar el algoritmo
de Ivanenko, se encuentran los siguiente errores en las mallas:

Valor de a No. de elementos No. de iteraciones Error
0.0001 420 84 9.7217e-6
0.0001 840 181 9.9887e-6
0.0001 1624 355 9.9457e-6
0.01 420 84 9.7217e-6
0.01 840 181 9.9887e-6
0.01 1624 355 9.9457e-6
1 420 84 9.7216e-6
1 840 181 9.9886e-6
1 1624 355 9.9457e-6
100 420 84 9.7218e-6
100 840 181 9.9885e-6
100 1624 355 9.9458e-6
10000 420 84 9.7217e-6
10000 840 181 9.9884e-6
10000 1624 355 9.9423e-6

Cuadro 5.1: Errores de las mallas circulares.

Las gráficas de las mallas son 5.8-5.12. La solución de la ecuación de Poisson
para f = e2x+y utilizando el método heuŕıstico de la sección 4.2 arroja los
siguientes errores:
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Valor de a No. de elementos Error
0.0001 420 3.3454e-2
0.0001 840 7.2616e-2
0.0001 1624 9.2521e-2
0.01 420 3.3454e-2
0.01 840 7.2616e-2
0.01 1624 9.2521e-2
1 420 3.3454e-2
1 840 7.2617e-2
1 1624 9.2521e-2
100 420 3.3454e-2
100 840 7.2616e-2
100 1624 9.2520e-2
10000 420 3.3454e-2
10000 840 7.2616e-2
10000 1624 9.2519e-2

Cuadro 5.2: Errores de la solución de Poisson para las mallas circulares.

Podemos observar que la aproximación se ha mejorado en comparación a los
resultados obtenidos en los Caṕıtulos 1 y 2.
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(a) Malla circular con a = 0,0001 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 0,0001 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.3: Mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e−0,0001(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 0,01 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 0,01 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 0,01 y 1624 puntos.

Figura 5.4: Mallas obtenidas con el método de Ivanenko para e−0,01(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 1 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 1 y 1624 puntos.

Figura 5.5: Mallas obtenidas con método de Ivanenko para e−(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 100 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 100 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 100 y 1624 puntos.

Figura 5.6: Mallas obtenidas con el método de Ivanenko para e−100(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 10000 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 10000 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 10000 y 1624 puntos.

Figura 5.7: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−10000(x2+(y−0,5)2).
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Las gráficas de los errores aparecen a continuación:

(a) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.8: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e−0,0001(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 0,01 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 0,01 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 0,01 y 1624
puntos.

Figura 5.9: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e−0,01(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 1 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 1 y 1624
puntos.

Figura 5.10: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e−(x2+(y−0,5)2).



106 CAPÍTULO 5. ADAPTIVIDAD Y APLICACIONES

(a) Error de la malla circular con a = 100 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 100 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 100 y 1624
puntos.

Figura 5.11: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e−100(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 10000 y
420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 10000 y
840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 10000 y
1624 puntos.

Figura 5.12: Error de las mallas obtenidas con el método de Ivanenko para
e−10000(x2+(y−0,5)2).

Los programas de esta parte se pueden consultar en los Apéndices C.1 y C.4.
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5.6.2. Winslow modificado

Tomemos las ecuaciones de Winslow del problema mencionado:

L(x) = αxξξ − 2βxξη + γxηη = 0,

L(y) = αyξξ − 2βyξη + γyηη = 0,
(5.33)

en donde:

fξ =fxxξ + fyyξ,

fη =fxxη + fyyη,

α =x2
η + y2

η + f2
η ,

β =xξxη + yξyη + fξfη,

γ =x2
ξ + y2

ξ + f2
ξ .

Consideremos al conjunto de puntos

{(xi−1,j−1, yi−1,j−1), (xi−1,j , yi−1,j), (xi−1,j+1, yi−1,j+1), (xi,j−1, yi,j−1), (xi,j , yi,j),

(xi,j+1, yi,j+1), (xi+1,j−1, yi+1,j−1), (xi+1,j , yi+1,j), (xi+1,j+1, yi+1,j+1)},

como el esténcil de nueve puntos para el punto (xi,j , yi,j).

Calculemos xξ, xη, yξ y yη mediante diferencias finitas:

xξ =
xi,j+1 − xi,j−1

2∆ξ
, xη =

xi+1,j − xi−1,j

2∆η

yξ =
yi,j+1 − yi,j−1

2∆ξ
, yη =

yi+1,j − yi−1,j

2∆η
.

(5.34)

Además, aproximemos las derivadas parciales fx y fy con el esquema de
Diferencias Finitas para operadores lineales de segundo grado (Sección 4.2)

Lf = Afxx +Bfxy + Cfyy +Dfx + Efy + F,

mediante la obtención de los pesos Γi, i = 1, 2 . . . , 9 para cada caso.

Solucionemos el sistema (5.33), sustituyendo las aproximaciones obtenidas y
utilizando el algoritmo SOR.
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Valor de a No. de elementos No. de iteraciones Error
0.0001 420 37 9.3063e-4
0.0001 840 73 9.6597e-4
0.0001 1624 132 9.8318e-4
0.01 420 37 9.3059e-4
0.01 840 72 9.6597e-4
0.01 1624 132 9.8317e-4
1 420 35 9.4066e-4
1 840 68 9.6100e-4
1 1624 126 9.7876e-4
100 420 37 9.6443e-4
100 840 69 9.7948e-4
100 1624 138 9.9068e-4
10000 420 39 9.6206e-4
10000 840 74 9.9961e-4
10000 1624 137 9.9668e-4

Cuadro 5.3: Errores de las mallas circulares.

5.6.2.1. Ejemplo numérico

Aplicando a una región circular de radio 1 y centro (0, 0), y utilizando

funciones de control de la forma e−a(x2+(y−0,5)2), con a un real, obtenemos,
para las mallas con 420, 840 y 1624 elementos, los errores siguientes:

Los mallados se muestran en las gráficas 5.18-5.22. Resolviendo la ecuación
de Poisson para f = e2x+y en dichas mallas, se obtienen los errores siguientes

Valor de a No. de elementos Error
0.0001 420 3.3581e-2
0.0001 840 1.8119e-2
0.0001 1624 1.1518e-1
0.01 420 3.3582e-2
0.01 840 7.0912e-2
0.01 1624 1.1518e-1
1 420 3.5194e-2
1 840 7.4172e-2
1 1624 1.1935e-1
100 420 3.6079e-2
100 840 7.1107e-2
100 1624 4.5426e-2
10000 420 5.5129e-2
10000 840 1.8879e-2
10000 1624 1.2780e-2

Cuadro 5.4: Errores de la solución de Poisson para las mallas circulares.

De los resultados, se observa que el error se ha mejorado en comparación a
los resultados obtenidos en los Caṕıtulos 1 y 2.
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(a) Malla circular con a = 0,0001 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 0,0001 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.13: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−0,0001(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 0,01 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 0,01 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 0,01 y 1624 puntos.

Figura 5.14: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−0,01(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 1 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 1 y 1624 puntos.

Figura 5.15: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 100 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 100 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 100 y 1624 puntos.

Figura 5.16: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−100(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 10000 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 10000 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 10000 y 1624 puntos.

Figura 5.17: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−10000(x2+(y−0,5)2).
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Las gráficas de los errores pueden observarse a continuación:

(a) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.18: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−0,0001(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 0,01 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 0,01 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 0,01 y 1624
puntos.

Figura 5.19: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−0,01(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 1 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 1 y 1624
puntos.

Figura 5.20: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 100 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 100 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 100 y 1624
puntos.

Figura 5.21: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−100(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 10000
y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 10000
y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 10000
y 1624 puntos.

Figura 5.22: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Winslow para
e−10000(x2+(y−0,5)2).

Los programas aqúı empleados se encuentran en el Apéndice C.2 y C.4.
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5.6.3. Winslow modificado versión Ivanenko

Retomemos las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema (5.21):

L(x) = αxξξ − 2βxξη + γxηη − J2D

[
∂

∂x

(
1 + f2

y

D

)
− ∂

∂y

(
fxfy
D

)]
= 0,

L(y) = αyξξ − 2βyξη + γyηη − J2D

[
∂

∂x

(
−fxfy
D

)
+

∂

∂y

(
1 + f2

x

D

)]
= 0.

Recordando las expresiones de fξ, fη, α, β, γ, D y J :

fξ =fxxξ + fyyξ, fη = fxxη + fyyη,

α =x2
η + y2

η + f2
η , D =

√
1 + f2

x + f2
y ,

β =xξxη + yξyη + fξfη, J = xξyη − xηyξ,
γ =x2

ξ + y2
ξ + f2

ξ .

Derivando las expresiones ∂
∂x

(
1+f2

y√
1+f2

x+f2
y

)
, ∂
∂y

(
fxfy√

1+f2
x+f2

y

)
, ∂
∂x

(
−fxfy√
1+f2

x+f2
y

)
y
∂
∂y

(
1+f2

x√
1+f2

x+f2
y

)
, obtenemos:

∂

∂x

(
1 + f2

y√
1 + f2

x + f2
y

)
=

2fxyfy
√

1 + f2
x + f2

y − (1 + f2
y )
fxxfx + fxyfy√

1 + f2
x + f2

y

1 + f2
x + f2

y

=
2fxyfy(1 + f2

x + f2
y )− (1 + f2

y )(fxxfx + fxyfy)

(1 + f2
x + f2

y )3/2

∂

∂y

(
fxfy√

1 + f2
x + f2

y

)
=

(fxyfy + fxfyy)
√

1 + f2
x + f2

y − (fxfy)
fxyfx + fyyfy√

1 + f2
x + f2

y

1 + f2
x + f2

y

=
(fxyfy + fxfyy)(1 + f2

x + f2
y )− (fxfy)(fxyfx + fyyfy)

(1 + f2
x + f2

y )3/2
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∂

∂x

(
−fxfy√

1 + f2
x + f2

y

)
=

(−fxxfy − fxfxy)
√

1 + f2
x + f2

y − (−fxfy)
fxxfx + fxyfy√

1 + f2
x + f2

y

1 + f2
x + f2

y

=
(−fxxfy − fxfxy)(1 + f2

x + f2
y ) + (fxfy)(fxxfx + fxyfy)

(1 + f2
x + f2

y )3/2

∂

∂y

(
1 + f2

x√
1 + f2

x + f2
y

)
=

2fxyfx
√

1 + f2
x + f2

y − (1 + f2
x)
fxyfx + fyyfy√

1 + f2
x + f2

y

1 + f2
x + f2

y

=
2fxyfx(1 + f2

x + f2
y )− (1 + f2

x)(fxyfx + fyyfy)

(1 + f2
x + f2

y )3/2

(5.35)

Haciendo

Dx = fxxfx + fxyfy

Dy = fxyfx + fyyfy

Sustituyendo en (5.35) se obtiene

∂

∂x

(
1 + f2

y

D

)
=

2fxyfyD
2 − (1 + f2

y )Dx

D3

∂

∂y

(
fxfy
D

)
=

(fxyfy + fxfyy)D2 − fxfyDy

D3

∂

∂x

(
−fxfy
D

)
=

(−fxxfy − fxfxy)D2 + fxfyDx

D3

∂

∂y

(
1 + f2

x

D

)
=

2fxyfxD
2 − (1 + f2

x)Dy

D3

(5.36)

Sustituyendo en (5.21) se obtiene
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L(x) =αxξξ − 2βxξη + γxηη

− J2D

[
2fxyfyD

2 − (1 + f2
y )Dx

D3
− (fxyfy + fxfyy)D2 − fxfyDy

D3

]
,

=αxξξ − 2βxξη + γxηη

− J2D

[
(fxyfy − fxfyy)D2 − (1 + f2

y )Dx + fxfyDy

D3

]
.

L(y) =αyξξ − 2βyξη + γyηη

− J2D

[
(−fxxfy − fxfxy)D2 + fxfyDx

D3
+

2fxyfxD
2 − (1 + f2

x)Dy

D3

]
,

=αyξξ − 2βyξη + γyηη

− J2D

[
(fxyfx − fyfxx)D2 − (1 + f2

x)Dy + fxfyDx

D3

]
.

Tomemos al esténcil de nueve puntos para el punto (xi,j , yi,j), al conjunto
de puntos:

{(xi−1,j−1, yi−1,j−1), (xi−1,j , yi−1,j), (xi−1,j+1, yi−1,j+1), (xi,j−1, yi,j−1), (xi,j , yi,j),

(xi,j+1, yi,j+1), (xi+1,j−1, yi+1,j−1), (xi+1,j , yi+1,j), (xi+1,j+1, yi+1,j+1)}.

Para las derivadas parciales xξ, xη, yξ y yη, utilicemos las diferencias finitas
para aproximarlas, mediante las expresiones (5.34).

Aproximamos las derivadas parciales fx, fy, fxx, fxy y fyy con el esquema
de Diferencias Finitas para operadores lineales de segundo grado visto en la
Sección 4.2 Lf = Afxx +Bfxy + Cfyy +Dfx + Efy + F .

Finalmente, solucionemos el sistema (5.33), con las aproximaciones obtenidas
y utilizando el algoritmo SOR.

5.6.4. Ejemplo numérico

Para nuestros ejemplos numéricos, consideremos nuestro dominio al ćırculo
de radio 1 y centro en (0, 0). Sea e−a(x2+(y−0,5)2) la familia de funciones de
control, con a un real, para las mallas con 420, 840 y 1624 elementos, los errores
fueron los siguientes:
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Valor de a No. de elementos No. de iteraciones Error
0.0001 420 37 9.3063e-4
0.0001 840 73 9.6600e-4
0.0001 1624 132 9.8318e-4
0.01 420 37 9.3063e-4
0.01 840 72 9.6595e-4
0.01 1624 132 9.8311e-4
1 420 35 9.6519e-4
1 840 68 9.6955e-4
1 1624 126 9.9956e-4
100 420 37 9.2239e-4
100 840 69 9.6465e-4
100 1624 138 9.8052e-4
10000 420 39 9.3063e-4
10000 840 74 9.9405e-4
10000 1624 137 9.9930e-4

Cuadro 5.5: Errores de las mallas circulares.

Los mallados ejemplo se muestran en las gráficas 5.28-5.32. Empleándo
estas mallas en la ecuación de Poisson para f = e2x+y, se obtienen los errores
siguientes

Valor de a No. de elementos Error
0.0001 420 3.3582e-2
0.0001 840 7.0911e-2
0.0001 1624 1.1518e-1
0.01 420 3.3581e-2
0.01 840 7.0899e-2
0.01 1624 1.1479e-1
1 420 3.3811e-2
1 840 3.6321e-2
1 1624 3.1681e-2
100 420 3.2931e-2
100 840 7.1028e-2
100 1624 1.1463e-1
10000 420 3.3581e-2
10000 840 7.0861e-2
10000 1624 1.1642e-2

Cuadro 5.6: Errores de la solución de Poisson para las mallas circulares.

De lo anterior, podemos notar que el error ha mejorado en comparación a
los resultados obtenidos en los Caṕıtulos 1 y 2.
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(a) Malla circular con a = 0,0001 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 0,0001 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.23: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange para
e−0,0001(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 0,01 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 0,01 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 0,01 y 1624 puntos.

Figura 5.24: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange para
e−0,01(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 1 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 1 y 1624 puntos.

Figura 5.25: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange para
e−(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 100 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 100 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 100 y 1624 puntos.

Figura 5.26: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange para
e−100(x2+(y−0,5)2).
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(a) Malla circular con a = 10000 y 420 puntos.

(b) Malla circular con a = 10000 y 840 puntos.

(c) Malla circular con a = 10000 y 1624 puntos.

Figura 5.27: Mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange para
e−10000(x2+(y−0,5)2).
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Las gráficas de los errores pueden observarse a continuación:

(a) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a =
0,0001 y 1624 puntos.

Figura 5.28: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e−0,0001(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 0,01 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 0,01 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 0,01 y 1624
puntos.

Figura 5.29: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e−0,01(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 1 y 420 puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 1 y 840 puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 1 y 1624
puntos.

Figura 5.30: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e−(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 100 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 100 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 100 y 1624
puntos.

Figura 5.31: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e−100(x2+(y−0,5)2).
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(a) Error de la malla circular con a = 10000 y 420
puntos.

(b) Error de la malla circular con a = 10000 y 840
puntos.

(c) Error de la malla circular con a = 10000 y 1624
puntos.

Figura 5.32: Error de las mallas obtenidas con las ecuaciones de Euler-Lagrange
para e−10000(x2+(y−0,5)2).
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Los programas utilizados en esta parte se encuentran en el Apéndice C.3 y
C.4.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

El Método de Diferencias Finitas (MDF) es un algoritmo muy utilizado en
la solución numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) lineales de
segundo orden, presentes en muchos de los fenómenos f́ısicos que nos rodean
y en varias ramas de la ciencia. Este procedimiento aproxima la solución a la
ecuación diferencial mediante su expansión local en serie de Taylor alrededor de
los puntos de una malla equidistantes de regiones sencillas, con un error global
de O(∆x2). Además, se demostró que el MDF es convergente, tanto en una como
en dos dimensiones, ya que utilizamos el Teorema de Equivalencia de Lax, según
el cual, al satisfacer la condición de consistencia y de estabilidad, se cumple la
convergencia.

Como pudimos observar en el Caṕıtulo 2, al cambiar nuestra región de una
región sencilla, como un cuadrado, a una más complicada, como una circular,
las soluciones aproximadas en las mallas ya no fueron lo suficientemente buenas.
Entonces, surgió la pregunta natural de cómo poder mejorar la aproximación en
alguna región que no sea sencilla, es decir, irregular. Una solución propuesta fue
el cambiar la partición de los puntos de la malla de la circunferencia, utilizando
5 distribuciones de los puntos, como se observó en el Caṕıtulo 1; no obstante,
éstas no nos llevaron a buenas aproximaciones.

Después se analizaron otros tres métodos más para generar mallados, uno de
ellos fue el método de Interpolación Transfinita (TFI, por sus siglas en inglés),
el cual se basa en una transformación r(ξ, η), 0 < ξ < 1, 0 < η < 1, que mapea
el cuadrado unitario en una región f́ısica y preserva las fronteras; pero, a pesar
de su fácil programación y rapidez, éste presenta problemas con geometŕıas
complejas.

Otro método analizado fue la solución de las ecuaciones de Winslow para
encontrar el mallado buscado, obtenidas a partir de la ecuación de Laplace
∇2ξ = 0 y ∇2η = 0, junto con las componentes de los tensores métrico
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covariante y contravariante, que luego pueden ser resueltas al aproximar las
parciales mediante diferencias finitas y solucionar el sistema algebráico con
algún algoritmo para la solución de sistemas lineales, como el Método de
Sobrerelajación (SOR), tomando un malla inicial obtenida con la TFI.

Además, se revisaron algunos funcionales, cuyas ecuaciones de
Euler-Lagrange nos permitieron generar sistemas lineales de la forma

A11rξξ +A12rξη +A22rηη = 0,

cuyas parciales se calculan con diferencias finitas y cuya solución al sistema se
puede obtener con métodos de Álgebra Lineal Numérica.

A pesar de que estos generadores de mallas dan buenos resultados en regiones
con geometŕıas sencillas, presentan problema con regiones más complicadas,
como por ejemplo, algunas regiones requieren más de un funcional para generar
buenas mallas.

Después, pasamos en utilizar el método de Diferencias Heuŕısticas [4] como
una aplicación del Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG) para
aproximar la solución a operadores lineales de segundo grado de la forma

Lu = Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy +D,

en regiones poligonales simplemente conectadas.

Aśı, fue entonces que empleamos el método propuesto y desarrollado por
Ivanenko [1988], el cual utiliza las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional

de Dirichlet I =
∫ (

g11
ξη+g22

ξη

)
dSr2 y las diferencias finitas para calcular la malla

buscada. Además, empleamos una modificación a esta, en donde empleamos el
método heuŕıstico del Caṕıtulo 4 para calcular las derivadas parciales.

Más aún, tomamos las ecuaciones de Winslow y las ecuaciones de
Euler-Lagrange del método de Ivanenko, utilizando el método anterior para
calcular las parciales obtenidas en las ecuaciones. Los resultados obtenidos en
las tablas 5.2, 5.4 y 5.6 muestran que este método propuesto para generar una
malla permite una mejor aproximación a la solución de la ecuación de Poisson
−∇(k∇u) = f .

Esto era de esperarse, pues citando a Smith [19], una propiedad muy
importante de los métodos variacionales es que los funcionales son aproximados
de tal forma que todos sus análogos discretos tienen una barrera infinita en
la frontera del conjunto de mallas no degeneradas. Los algoritmos resultantes
aseguran la generación de mallas no degeneradas de acuerdo a las condiciones
discretas desarrolladas de la positividad del Jacobiano. Consecuentemente, la
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teoŕıa del mapeo armónico, aplicada a la generación de mallados, puede ser
asumida como un marco general para el desarrollo de algoritmos totalmente
automatizados. Más aún, en el nivel continuo, la teoŕıa del mapeo armónico
provee la construcción de coordenadas curviĺıneas no degeneradas;en el nivel
discreto, la aplicación desarrollada de esta teoŕıa garantiza la generación de
mallas no degeneradas en dominios arbitrarios.
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Apéndice A

Programas empleados en el
Caṕıtulo 1

A.1. Programas para la malla M1

1 function [ xf,yf ] = FronteraCircunferenciaV2( x,y,in,n,a,b,r )
2 % Acomoda los puntos frontera de una circunferencia, tomando las
3 % intersecciones de la recta que pasa por los puntos y la
4 % circunferencia.
5

6 xf=x;
7 yf=y;
8 % Calculamos el numero de iteraciones.
9 if mod(n,2)==1

10 in((n+3)/2,(n+3)/2)=0;
11 k=(n+1)/2;
12 else
13 k=(n+2)/2;
14 end
15 % Encuentra las intersecciones de las partes superior e inferior.
16 for i=2
17 for j=2:k
18 if in(i,j)==1 && in(i-1,j)==0
19 yf(i-1,j)=b-sqrt(rˆ2-(x(i,j)-a)ˆ2);
20 yf(i-1,n+1-j)=yf(i-1,j);
21 yf(n+2-i,j)=2*b-yf(i-1,j);
22 yf(n+2-i,n+1-j)= yf(n+2-i,j);
23 end
24 end
25 end
26 % Encuentra las intersecciones de las partes laterales
27 for i=2:k
28 for j=2:k
29 if in(i,j)==1 && in(i,j-1)==0
30 xf(i,j-1)=a-sqrt(rˆ2-(y(i,j)-b)ˆ2);
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31 xf(i,n+2-j)=2*a-xf(i,j-1);
32 xf(n+1-i,j-1)=xf(i,j-1);
33 xf(n+1-i,n+2-j)= xf(i,n+2-j);
34 end
35 end
36 end
37 end

1 function [ E,SE ] = ErrorCuadraticoV2(in,xf,yf,cf,Csol,n )
2 %Error cuadratico para M1 y M2
3

4 e=0;
5 pos=1;
6 for i=2:n-1
7 for j=2:n-1
8 if in(i,j)==1
9 SE(pos)=cf(xf(i,j),yf(i,j));

10 a=0.5*abs((xf(i+1,j)-xf(i-1,j))*(yf(i,j+1)-yf(i,j-1))+...
11 (xf(i,j+1)-xf(i,j-1))*(yf(i-1,j)-yf(i+1,j)));
12 e=e+(Csol(pos)-SE(pos))ˆ2*a;
13 pos=pos+1;
14 end
15 end
16 end
17 E=sqrt(e);
18 end

1 function [in,xf,y,x,yf,eltos ] = CircunferenciaV1( a,b,r,n )
2 % Programa para obtener los puntos de la malla dentro de una
3 % circunferencia y su frontera, con centro en (a,b) y radio r,
4 % y n el numero de puntos.
5

6 % Creamos circunferencia
7 theta=linspace(0,360,100);
8 xc=a+r*cosd(theta);
9 yc=b+r*sind(theta);

10 % Creamos mallado
11 x1=linspace(a-r,a+r,n);
12 y1=linspace(b-r,b+r,n);
13 [x,y]=meshgrid(x1,y1);
14 % Vemos los puntos interiores y los frontera en la circunferencia
15 in=inpolygon(x,y,xc,yc);
16 [ xf,yf ] = FronteraCircunferenciaV2( x,y,in,n,a,b,r );
17 end

1 function [ M ] = BorrarFilaColumna(M,v,r)
2 % Borra la fila y la columna v-esima de una matriz M.
3 % r=0 si borramos una fila
4 % r=1 si borramos una columna
5 % r=2 si borramos una fila y una columna
6

7 if r==2
8 M(:,v)=[];
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9 M(v,:)=[];
10 end
11 if r==1
12 M(:,v)=[];
13 end
14 if r==0
15 M(v,:)=[];
16 end
17 end

1 function [ gamma ] = VectorGamma5( xf,y,x,yf,i,j,A,B,C,D,E,F )
2 % Rutina para encontar el vector de pesos Gamma para un estencil
3 % de 5 puntos
4 % Sum {1=0}ˆ{k}Gamma {i}u(p {i}) que aproxima a
5 % [Au {xx}+Bu {xy}+C {yy}+D {x}+E {y}+Fu] {p {0}}.
6 % x,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del
7 % punto p {i,j}.
8

9 % Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i,j)-esimo
10 p=zeros(5,2);
11 p(1,1)=xf(i,j); p(1,2)=yf(i,j);
12 p(2,1)=xf(i,j+1); p(2,2)=yf(i,j+1);
13 p(3,1)=xf(i+1,j); p(3,2)=yf(i+1,j);
14 p(4,1)=xf(i,j-1); p(4,2)=yf(i,j-1);
15 p(5,1)=xf(i-1,j); p(5,2)=yf(i-1,j);
16 % Deltas
17 dx(1:4)=p(2:5,1)-p(1,1);
18 dy(1:4)=p(2:5,2)-p(1,2);
19 % Construimos matriz M
20 M=zeros(4,4);
21 M(1,:)=dx(:);
22 M(2,:)=dy(:);
23 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
24 M(4,:)=dy(:).ˆ2;
25 % Construimos vector betta B
26 betta=zeros(4,1);
27 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
28 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
29 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
30 betta(4)=2*C(p(1,1),p(1,2));
31 % Resolvemos para Mgamma=B
32 gamma1=M\betta;
33 % Obtenemos gamma 0
34 gamma=zeros(5,1);
35 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
36 gamma(2:5)=gamma1(1:4);
37 end

1 function [ U ] = OLDF5( in,xf,y,x,yf,eltos,fun,cf,A,B,C,D,E,F)
2 % Programa para encontrar la solucion de
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu,
4 % A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal, en una
5 % circunferencia, tomando un estencil de 5 puntos
6 % {p(i,j),p(i-1,j),p(i+1,j),p(i,j-1),p(i,j+1)}.
7
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8 [m,n]=size(x);
9 k=(m-2)*(n-2);

10 G=zeros(k,5);
11 % Encontramos el vector de pesos
12 for i=1:m-2
13 for j=1:n-2
14 if in(i+1,j+1)==1
15 g = VectorGamma5(xf,y,x,yf,i+1,j+1,A,B,C,D,E,F );
16 G((n-2)*(i-1)+j,:)=g(:);
17 end
18 end
19 end
20 % Creamos la matriz de solucion del sistema
21 % \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)
22 M=zeros(k,k);
23 for i=1:k
24 M(i,i)=G(i,1);
25 end
26 for i=1:m-2
27 for j=1:n-3
28 M((i-1)*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(m-2)+j,2);
29 M((i-1)*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G((i-1)*(m-2)+j+1,4);
30 end
31 end
32 for i=1:(m-3)*(n-2)
33 M(i+n-2,i)=G(i+n-2,5);
34 end
35 for i=1:(m-3)*(n-2)
36 M(i,i+n-2)=G(i,3);
37 end
38 % Creamos el vector N.
39 N=zeros(k,1);
40 for i=2:m-1
41 for j=2:n-1
42 if in(i,j)==1
43 N((m-2)*(i-2)+j-1)=fun(x(i,j),y(i,j));
44 end
45 end
46 end
47 % Asignamos las condiciones de frontera.
48 CF=zeros(k,1);
49 for i=1:n-2
50 if in(2,i+1)==1
51 % Parte superior
52 CF(i)=CF(i)+G(i,5)*cf(x(1,i+1),yf(1,i+1));
53 end
54 if in(m-1,i+1)==1
55 % Parte inferior
56 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
57 G((n-2)*(m-3)+i,3)*cf(x(m,i+1),yf(m,i+1));
58 end
59 end
60 for i=1:m-2
61 if in(i+1,n-1)==1
62 % Parte derecha
63 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,2)*cf(xf(i+1,n),y(i+1,n));
64 end
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65 if in(i+1,2)==1
66 % Parte izquierda
67 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
68 G((n-2)*(i-1)+1,4)*cf(xf(i+1,1),y(i+1,1));
69 end
70 end
71 % Quitamos las columnas y filas que no estan dentro de la circunferencia.
72 pos=1;
73 for i=1:m-2
74 for j=1:n-2
75 if in(i+1,j+1)==1
76 pos=pos+1;
77 else
78 M = BorrarFilaColumna(M,pos,2);
79 CF = BorrarFilaColumna(CF,pos,0);
80 N = BorrarFilaColumna(N,pos,0);
81 end
82 end
83 end
84 N=-N(1:eltos)-CF(1:eltos);
85 % Solucionamos el sistema
86 U=M\N;
87 end

1 function [ Csol,SE,E ] = OLDFPrueba5V1( a,b,r,n )
2 % Prueba de la solucion para el operador lineal
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
4 % en circunferencia de radio r, centrada en (a,b), con malla de nxn.
5

6 [in,xf,y,x,yf,eltos ] = CircunferenciaV1( a,b,r,n );
7 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
8 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);
9 [ Csol] = OLDF5(in,xf,y,x,yf,eltos,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,...

10 @(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
11 [E,SE]= ErrorCuadraticoV2(in,xf,yf,cf,Csol,n );
12 % Error=reshape(Csol-SE',[4,4]); %Caso n=6.
13 % Error=reshape(Csol-SE',[8,4]); %Caso n=8.
14 % Error=reshape(Csol-SE',[15,4]); %Caso n=10.
15 % Error=reshape(Csol-SE',[8,11]); %Caso n=12.
16 % Error=reshape(Csol-SE',[61,5]); %Caso n=21.
17 % Error=reshape(Csol-SE',[15,83]); %Caso n=41.
18 Error=reshape(Csol-SE',[9,557]); %Caso n=81.
19 pos=1; % Encontramos los puntos dentro de la circunferencia.
20 format long;
21 for i=1:n
22 for j=1:n
23 if x(i,j)ˆ2+y(i,j)ˆ2<r
24 xr1(pos)=x(i,j);
25 yr1(pos)=y(i,j);
26 pos=pos+1;
27 end
28 end
29 end
30 % xm=reshape(xr1,[4,4]); ym=reshape(yr1,[4,4]); %Caso n=6.
31 % xm=reshape(xr1,[8,4]); ym=reshape(yr1,[8,4]); %Caso n=8.
32 % xm=reshape(xr1,[15,4]); ym=reshape(yr1,[15,4]); %Caso n=10.
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33 % xm=reshape(xr1,[8,11]); ym=reshape(yr1,[8,11]); %Caso n=12.
34 % xm=reshape(xr1,[61,5]); ym=reshape(yr1,[61,5]); %Caso n=21.
35 % xm=reshape(xr1,[15,83]); ym=reshape(yr1,[15,83]); %Caso n=41.
36 xm=reshape(xr1,[9,557]); ym=reshape(yr1,[9,557]); %Caso n=81.
37 surf(xm,ym,Error) %Graficamos el error.
38 end

A.2. Programas para la malla M2

1 function [ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r )
2 % Acomoda los puntos frontera de una circunferencia, tomando las
3 % intersecciones de la recta que pasa por los puntos con la
4 % circunferencia, utilizando ambos.
5

6 xf=x;
7 yf=y;
8 % Calculamos el numero de iteraciones
9 if mod(n,2)==1

10 in((n+3)/2,(n+3)/2)=0;
11 k=(n+1)/2;
12 else
13 k=(n+2)/2;
14 end
15 % Encontramos las intersecciones de los lados y las asignamos a
16 % los puntos.
17 for i=2:k
18 for j=2:k
19 if in(i,j)==1 && in(i-1,j)==0
20 yf(i-1,j)=b-sqrt(rˆ2-(x(i,j)-a)ˆ2);
21 yf(i-1,n+1-j)=yf(i-1,j);
22 yf(n+2-i,j)=2*b-yf(i-1,j);
23 yf(n+2-i,n+1-j)= yf(n+2-i,j);
24 end
25 end
26 end
27 % Encontramos las intersecciones de arriba y abajo y las
28 % asignamos a los puntos.
29 for i=2:k
30 for j=2:k
31 if in(i,j)==1 && in(i,j-1)==0
32 xf(i,j-1)=a-sqrt(rˆ2-(y(i,j)-b)ˆ2);
33 xf(i,n+2-j)=2*a-xf(i,j-1);
34 xf(n+1-i,j-1)=xf(i,j-1);
35 xf(n+1-i,n+2-j)= xf(i,n+2-j);
36 end
37 end
38 end
39 end
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1 function [in,xf,y,x,yf,eltos ] = CircunferenciaV2( a,b,r,n )
2 % Programa para obtener los puntos de la malla dentro de una
3 % circunferencia y su frontera, con centro en (a,b) y radio r,
4 % numero de puntos en el cuadrado que forma la circunferencia
5 % es de n.
6

7 % Creamos circunferencia
8 theta=linspace(0,360,100);
9 xc=a+r*cosd(theta);

10 yc=b+r*sind(theta);
11 % Creamos mallado
12 x1=linspace(a-r,a+r,n);
13 y1=linspace(b-r,b+r,n);
14 [x,y]=meshgrid(x1,y1);
15 if mod(n,2)==1
16 in((n+1)/2,n)=0;
17 end
18 % Vemos los puntos interiores y los frontera en la circunferencia
19 in=inpolygon(x,y,xc,yc);
20 eltos=numel(in( in(:)==1 )); %num de eltos. dentro de circunferencia
21 [ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r );
22 end

1 function [ gamma ] = VectorGamma5V21( xf,yf,i,j,A,B,C,D,E,F )
2 % Rutina para encontar el vector de pesos Gamma
3 % Sum {1=0}ˆ{k}Gamma {i}u(p {i}) aproxima a
4 % [Au {xx}+Bu {xy}+C {yy}+D {x}+E {y}+Fu] {p {0}}
5 % x,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del
6 % punto p {i,j}.
7

8 % Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i,j)-esimo
9 p=zeros(5,2);

10 p(1,1)=xf(i,j); p(1,2)=yf(i,j);
11 p(2,1)=xf(i,j+1); p(2,2)=yf(i,j+1);
12 p(3,1)=xf(i+1,j); p(3,2)=yf(i+1,j);
13 p(4,1)=xf(i,j-1); p(4,2)=yf(i,j-1);
14 p(5,1)=xf(i-1,j); p(5,2)=yf(i-1,j);
15 % Calculamos las ∆s
16 dx(1:4)=p(2:5,1)-p(1,1);
17 dy(1:4)=p(2:5,2)-p(1,2);
18 % Construimos la matriz M
19 M=zeros(4,4);
20 M(1,:)=dx(:);
21 M(2,:)=dy(:);
22 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
23 M(4,:)=dy(:).ˆ2;
24 % Construimos el vector betta B
25 betta=zeros(4,1);
26 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
27 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
28 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
29 betta(4)=2*C(p(1,1),p(1,2));
30 % Resolvemos para Mgamma=B
31 gamma1=pinv(M)*betta;
32 % Obtenemos gamma 0
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33 gamma=zeros(5,1);
34 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
35 gamma(2:5)=gamma1(1:4);
36 end

1 function [ U,M,N,CF,Mi,Ni,CFi ] = OLDF5V2( in,xf,yf,eltos,fun,cf,A,B,C,D,E,F)
2 %Programa para encontrar la solucion de
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu,
4 %A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal, en una
5 %circunferencia, tomando un estencil de 5 puntos
6 % {p(i,j),p(i-1,j),p(i+1,j),p(i,j-1),p(i,j+1)}.
7

8 [m,n]=size(xf);
9 k=(m-2)*(n-2);

10 G=zeros(k,5);
11 % Encontramos el vector de pesos
12 for i=1:m-2
13 for j=1:n-2
14 if in(i+1,j+1)==1
15 g = VectorGamma5V21(xf,yf,i+1,j+1,A,B,C,D,E,F );
16 G((n-2)*(i-1)+j,:)=g(:);
17 end
18 end
19 end
20 % Creamos la matriz de soluci n del sistema
21 % \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)
22 M=zeros(k,k);
23 for i=1:k
24 M(i,i)=G(i,1);
25 end
26 for i=1:m-2
27 for j=1:n-3
28 M((i-1)*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(m-2)+j,2);
29 M((i-1)*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G((i-1)*(m-2)+j+1,4);
30 end
31 end
32 for i=1:(m-3)*(n-2)
33 M(i+n-2,i)=G(i+n-2,5);
34 end
35 for i=1:(m-3)*(n-2)
36 M(i,i+n-2)=G(i,3);
37 end
38 % Calculamos el vector N.
39 N=zeros(k,1);
40 for i=2:m-1
41 for j=2:n-1
42 if in(i,j)==1
43 N((m-2)*(i-2)+j-1)=fun(xf(i,j),yf(i,j));
44 end
45 end
46 end
47 % Asignamos las condiciones de frontera.
48 CF=zeros(k,1);
49 for i=1:n-2
50 if in(2,i+1)==1
51 % Parte superior
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52 CF(i)=CF(i)+G(i,5)*cf(xf(1,i+1),yf(1,i+1));
53 end
54 if in(m-1,i+1)==1
55 % Parte inferior
56 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
57 G((n-2)*(m-3)+i,3)*cf(xf(m,i+1),yf(m,i+1));
58 end
59 end
60 for i=1:m-2
61 if in(i+1,n-1)==1
62 % Parte derecha
63 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,2)*cf(xf(i+1,n),yf(i+1,n));
64 end
65 if in(i+1,2)==1
66 % Parte izquierda
67 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
68 G((n-2)*(i-1)+1,4)*cf(xf(i+1,1),yf(i+1,1));
69 end
70 end
71 % Quitamos las columnas y filas que no estan dentro de la
72 % circunferencia.
73 pos=1;
74 for i=1:m-2
75 for j=1:n-2
76 if in(i+1,j+1)==1
77 pos=pos+1;
78 else
79 M = BorrarFilaColumna(M,pos,2);
80 CF = BorrarFilaColumna(CF,pos,0);
81 N = BorrarFilaColumna(N,pos,0);
82 end
83 end
84 end
85 N=-N(1:eltos)-CF(1:eltos);
86 % Solucionamos el sistema.
87 U= M\N;
88 end

1 function [ Csol,SE,E ] = OLDFPrueba5V2( a,b,r,n )
2 % Prueba de la solucion para el operador lineal
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
4 % en circunferencia de radio r, centrada en (a,b), con malla de nxn.
5

6 [in,xf,y,x,yf,eltos ] = CircunferenciaV2( a,b,r,n );
7 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
8 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);
9 [ Csol,M,N] = OLDF5V2(in,xf,yf,eltos,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,...

10 @(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
11 [E,SE]= ErrorCuadraticoV2(in,xf,yf,cf,Csol,n );
12 % Error=reshape(Csol-SE',[4,4]); %Caso n=6.
13 % Error=reshape(Csol-SE',[8,4]); %Caso n=8.
14 % Error=reshape(Csol-SE',[15,4]); %Caso n=10.
15 Error=reshape(Csol-SE',[8,11]); %Caso n=12.
16 % Error=reshape(Csol-SE',[61,5]); %Caso n=21.
17 % Error=reshape(Csol-SE',[15,83]); %Caso n=41.
18 % Error=reshape(Csol-SE',[9,557]); %Caso n=81.
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19 pos=1; %Encontramos los puntos interiores de la circunferencia.
20 format long;
21 for i=1:n
22 for j=1:n
23 if x(i,j)ˆ2+y(i,j)ˆ2<r
24 xr1(pos)=x(i,j);
25 yr1(pos)=y(i,j);
26 pos=pos+1;
27 end
28 end
29 end
30 % xm=reshape(xr1,[4,4]); ym=reshape(yr1,[4,4]); %Caso n=6.
31 % xm=reshape(xr1,[8,4]); ym=reshape(yr1,[8,4]); %Caso n=8.
32 % xm=reshape(xr1,[15,4]); ym=reshape(yr1,[15,4]); %Caso n=10.
33 xm=reshape(xr1,[8,11]); ym=reshape(yr1,[8,11]); %Caso n=12.
34 % xm=reshape(xr1,[61,5]); ym=reshape(yr1,[61,5]); %Caso n=21.
35 % xm=reshape(xr1,[15,83]); ym=reshape(yr1,[15,83]); %Caso n=41.
36 % xm=reshape(xr1,[9,557]); ym=reshape(yr1,[9,557]); %Caso n=81.
37 % Graficamos el error
38 surf(xm,ym,Error)
39 end

A.3. Programas para la malla M3

1 function [ Csol,SE,E ] = OLDFPrueba1( a,b,r,n )
2 % Prueba de la solucion para el operador lineal
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
4 % en circunferencia de radio r, centrada en (a,b), con malla de nxn.
5

6 [in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferencia( a,b,r,n );
7 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
8 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);
9 SE=zeros(eltos,1);

10 % Calculamos la solucion exacta
11 pos=1;
12 for i=2:n-1
13 for j=2:n-1
14 if in(i,j)==1
15 SE(pos)=cf(x(i,j),y(i,j));
16 pos=pos+1;
17 end
18 end
19 end
20 [ Csol,M,N,CF,Mi,Ni,CFi ] = OLDF5(in,xf,y,x,yf,eltos,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,...
21 @(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
22 E= ErrorCuadratico( in,x,xf,y,yf,cf,Csol,n );
23 % Error=reshape(Csol-SE',[4,4]); %Caso n=6.
24 % Error=reshape(Csol-SE',[8,4]); %Caso n=8.
25 % Error=reshape(Csol-SE',[15,4]); %Caso n=10.
26 Error=reshape(Csol-SE',[8,11]); %Caso n=12.
27 % Error=reshape(Csol-SE',[61,5]); %Caso n=21.
28 % Error=reshape(Csol-SE',[15,83]); %Caso n=41.
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29 % Error=reshape(Csol-SE',[9,557]); %Caso n=81.
30 pos=1; %Encontramos los puntos internos de la circunferencia.
31 format long;
32 for i=1:n
33 for j=1:n
34 if x(i,j)ˆ2+y(i,j)ˆ2<r
35 xr1(pos)=x(i,j);
36 yr1(pos)=y(i,j);
37 pos=pos+1;
38 end
39 end
40 end
41 % xm=reshape(xr1,[4,4]); ym=reshape(yr1,[4,4]); %Caso n=6.
42 % xm=reshape(xr1,[8,4]); ym=reshape(yr1,[8,4]); %Caso n=8.
43 % xm=reshape(xr1,[15,4]); ym=reshape(yr1,[15,4]); %Caso n=10.
44 xm=reshape(xr1,[8,11]); ym=reshape(yr1,[8,11]); %Caso n=12.
45 % xm=reshape(xr1,[61,5]); ym=reshape(yr1,[61,5]); %Caso n=21.
46 % xm=reshape(xr1,[15,83]); ym=reshape(yr1,[15,83]); %Caso n=41.
47 % xm=reshape(xr1,[9,557]); ym=reshape(yr1,[9,557]); %Caso n=81.
48 % Graficamos el error
49 surf(xm,ym,Error)
50 end

A.4. Programas para la malla M4

1 function [xc, yc ] = Circulo( a,b,r,n )
2 % Malla que se obtiene al dividir una circunferencia en una
3 % malla de nxn en una circunferencia con centro en (a,b) y
4 % radio r, todos al interior de una circunferencia.
5

6 % Angulos de los puntos en la frontera.
7 theta=linspace(0,180,n+2);
8 xc=zeros(n,n);
9 yc=xc;

10 % Puntos x's.
11 xc(1,:)=a+r*cosd(theta(n+1:-1:2));
12 for i=2:n
13 xc(i,:)=xc(1,:);
14 end
15 % Puntos y's.
16 yc(n,:)=b+r*sind(theta(2:n+1));
17 yc(1,:)=b+r*sind(180+theta(2:n+1));
18 for j=2:n-1
19 h=(yc(n,j)-yc(1,j))/(n-1);
20 for i=2:n-1
21 yc(i,j)=yc(1,j)+(i-1)*h;
22 end
23 end
24 % Puntos en la frontera derecha e izquierda que estan en la
25 % circunferencia
26 ang=acosd((xc(1,n)-a)/r);
27 ta=linspace(-ang,ang,n);
28 xc(2:n-1,n)=a+r*cosd(ta(2:n-1));
29 yc(2:n-1,n)=b+r*sind(ta(2:n-1));
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30 xc(2:n-1,1)=a+r*cosd(180-ta(2:n-1));
31 yc(2:n-1,1)=b+r*sind(180-ta(2:n-1));
32 % Grafica de la circunferencia y de los puntos de la malla
33 theta2=linspace(0,360,100);
34 x=a+r*cosd(theta2);
35 y=b+r*sind(theta2);
36 plot(x,y,xc,yc,'k*');
37 end

1 function [ gamma ] = VectorGammaCirculo( x,y,i,j,A,B,C,D,E,F )
2 % Rutina para encontar el vector de pesos Gamma con estencil
3 % de 9 puntos
4 % Sum {1=0}ˆ{k}Gamma {i}u(p {i}) aproxima a
5 % [Au {xx}+Bu {xy}+C {yy}+D {x}+E {y}+Fu] {p {0}}
6 % x,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del
7 % punto p {i,j}
8

9 % Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i,j)-esimo
10 p=zeros(9,2);
11 p(1,1)=x(i,j); p(1,2)=y(i,j);
12 p(2,1)=x(i,j+1); p(2,2)=y(i,j+1);
13 p(3,1)=x(i+1,j+1); p(3,2)=y(i+1,j+1);
14 p(4,1)=x(i+1,j); p(4,2)=y(i+1,j);
15 p(5,1)=x(i+1,j-1); p(5,2)=y(i+1,j-1);
16 p(6,1)=x(i,j-1); p(6,2)=y(i,j-1);
17 p(7,1)=x(i-1,j-1); p(7,2)=y(i-1,j-1);
18 p(8,1)=x(i-1,j); p(8,2)=y(i-1,j);
19 p(9,1)=x(i-1,j+1); p(9,2)=y(i-1,j+1);
20 % Calculamos las ∆s
21 dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
22 dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
23 % Construimos la matriz M
24 M=zeros(5,8);
25 M(1,:)=dx(:);
26 M(2,:)=dy(:);
27 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
28 M(4,:)=dx(:).*dy(:);
29 M(5,:)=dy(:).ˆ2;
30 % Construimos el vector betta B
31 betta=zeros(5,1);
32 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
33 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
34 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
35 betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
36 betta(5)=2*C(p(1,1),p(1,2));
37 gamma1=pinv(M)*betta;
38 % Obtenemos gamma 0
39 gamma=zeros(9,1);
40 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
41 gamma(2:9)=gamma1(1:8);
42 end
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1 function [ U,M,N ] = OLDFCirculo( x,y,fun,cf,A,B,C,D,E,F)
2 % Programa para encontrar la solucion de
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu,
4 % A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal, en una
5 % circunferencia.
6

7 [m,n]=size(x);
8 k=(m-2)*(n-2);
9 G=zeros(k,9);

10 % Encontramos el vector de pesos
11 for i=1:m-2
12 for j=1:n-2
13 g = VectorGammaCirculo(x,y,i+1,j+1,A,B,C,D,E,F );
14 G((n-2)*(i-1)+j,:)=g(:);
15 end
16 end
17 % Creamos la matriz de solucion del sistema
18 % \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)
19 M=zeros(k,k);
20 for i=1:k
21 M(i,i)=G(i,1);
22 end
23 for i=1:m-2
24 for j=1:n-3
25 M((i-1)*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(m-2)+j,2);
26 M((i-1)*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G((i-1)*(m-2)+j,6);
27 end
28 end
29 for i=1:(m-3)*(n-2)
30 M(i+n-2,i)=G(i+n-2,8);
31 end
32 for i=1:m-3
33 for j=1:n-3
34 M(i*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G(i*(n-2)+j,9);
35 M(i*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G(i*(n-2)+j+1,7);
36 end
37 end
38 for i=1:(m-3)*(n-2)
39 M(i,i+n-2)=G(i,4);
40 end
41 for i=1:m-3
42 for j=1:n-3
43 M((i-1)*(n-2)+j,i*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(n-2)+j,3);
44 M((i-1)*(n-2)+j+1,i*(n-2)+j)=G((i-1)*(n-2)+j+1,5);
45 end
46 end
47 % Calculamos el vector N.
48 N=zeros(k,1);
49 for i=2:m-1
50 for j=2:n-1
51 N((m-2)*(i-2)+j-1)=fun(x(i,j),y(i,j));
52 end
53 end
54 % Asignamos las condiciones de frontera.
55 CF=zeros(k,1);
56 for i=1:n-2
57 % Parte superior
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58 CF(i)=CF(i)+G(i,7)*cf(x(1,i),y(1,i));
59 CF(i)=CF(i)+G(i,8)*cf(x(1,i+1),y(1,i+1));
60 CF(i)=CF(i)+G(i,9)*cf(x(1,i+2),y(1,i+2));
61 % Parte inferior
62 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
63 G((n-2)*(m-3)+i,5)*cf(x(m,i),y(m,i));
64 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
65 G((n-2)*(m-3)+i,4)*cf(x(m,i+1),y(m,i+1));
66 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
67 G((n-2)*(m-3)+i,3)*cf(x(m,i+2),y(m,i+2));
68 end
69 for i=1:m-2
70 % Parte derecha
71 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,9)*cf(x(i,n),y(i,n));
72 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,2)*cf(x(i+1,n),y(i+1,n));
73 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,3)*cf(x(i+2,n),y(i+2,n));
74 % Parte izquierda
75 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
76 G((n-2)*(i-1)+1,5)*cf(x(i,1),y(i,1));
77 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
78 G((n-2)*(i-1)+1,6)*cf(x(i+1,1),y(i+1,1));
79 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
80 G((n-2)*(i-1)+1,7)*cf(x(i+2,1),y(i+2,1));
81 end
82 % Quitamos los repetidos
83 CF(n-2)=CF(n-2)-G((n-2),9)*cf(x(1,n),y(1,n));
84 CF((n-2)*(m-2))=CF((n-2)*(m-2))-G((n-2)*(m-2),3)*cf(x(m,n),y(m,n));
85 CF(1)=CF(1)-G(1,7)*cf(x(1,1),y(1,1));
86 CF((n-2)*(m-3)+1)=CF((n-2)*(m-3)+1)-...
87 G((n-2)*(m-3)+1,5)*cf(x(m,1),y(m,1));
88 N=-N(1:k)-CF(1:k);
89 % Solucionamos el sistema
90 U=M\N;
91 end

1 function [ E ] = ErrorCuadratico( in,x,xf,y,yf,cf,Csol,n )
2 % Error cuadratico malla M4
3

4 e=0;
5 pos=1;
6 for i=2:n-1
7 for j=2:n-1
8 if in(i,j)==1
9 a=0.5*abs((x(i+1,j)-x(i-1,j))*(y(i,j+1)-...

10 y(i,j-1))+(xf(i,j+1)-xf(i,j-1))*(yf(i-1,j)-yf(i+1,j)));
11 e=e+(Csol(pos)-cf(x(i,j),y(i,j)))ˆ2*a;
12 pos=pos+1;
13 end
14 end
15 end
16 E=sqrt(e);
17 end
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1 function [Csol,SE,E] = OLDFPruebaCirculo( a,b,r,n )
2 % Prueba de la solucion para el operador lineal
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
4 % en circunferencia de radio r, centrada en (a,b)
5 % y con nxn puntos para la malla.
6

7 [x, y ] = Circulo( a,b,r,n );
8 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
9 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);

10 % Calculamos la solucion exacta
11 SE=zeros((n-2)ˆ2,1);
12 for i=2:n-1
13 for j=2:n-1
14 SE((n-2)*(i-2)+j-1)=cf(x(i,j),y(i,j));
15 end
16 end
17 % Calculamos la solucion aproximada
18 [Csol,M,N ] = OLDFCirculo( x,y,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
19 % Calculamos el error
20 E= ErrorCuadraticoCirculo( x,y,cf,Csol,n );
21 Error=reshape(Csol-SE,[n-2,n-2]);
22 % Graficamos el error
23 surf(x(2:n-1,2:n-1),y(2:n-1,2:n-1),Error)
24 end

A.5. Programas para la malla M5

1 function [ E ] = ErrorCuadraticoP( a,b,x1,y1,cf,Csol,n,m )
2 %Error cuadratico M5.
3

4 e=0;
5 if mod(n,2)==0
6 k=n/2;
7 else
8 k=(n-1)/2;
9 end

10 A=0.5*abs((x1(2,1)-x1(2,k))*(y1(2,2)-y1(2,k+1))+...
11 (x1(2,2)-x1(2,k+1))*(-y1(2,1)+y1(2,k)));
12 e=e+(Csol(1,1)-cf(a,b))ˆ2*A;
13 x=[x1(:,n) x1 x1(:,1)];
14 y=[y1(:,n) y1 x1(:,1)];
15 for i=2:m-1
16 for j=2:n-1
17 a=0.5*abs((x(i+1,j)-x(i-1,j))*(y(i,j+1)-...
18 y(i,j-1))+(x(i,j+1)-x(i,j-1))*(y(i-1,j)-y(i+1,j)));
19 e=e+(Csol((n-2)*(i-2)+j-1)-cf(x(i,j),y(i,j)))ˆ2*a;
20 end
21 end
22 E=sqrt(e);
23 end
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1 function [xc, yc ] = CircunferenciaPoligono( a,b,r,n, m )
2 % Malla que se obtiene al dividir una circunferencia en un
3 % poligono de n lados y cada recta del centro de la circunferencia
4 % a uno de los vertices en m puntos, circunferencia con centro
5 % en (a,b) y radio r.
6

7 % Dividimos la circunferencia en n puntos
8 theta=linspace(0,360,n+1);
9 xc=zeros(m,n);

10 yc=xc;
11 for i=1:m
12 xc(i,:)=a+(i/m)*r*cosd(theta(1:n));
13 yc(i,:)=b+(i/m)*r*sind(theta(1:n));
14 end
15 % Graficamos la circunferencia y los puntos en ella
16 theta2=linspace(0,360,100);
17 x=a+r*cosd(theta2);
18 y=b+r*sind(theta2);
19 plot(x,y);
20 hold on
21 plot(xc,yc,'k*');
22 hold off
23 end

1 function [G ] = VectorGammaC( m,n,xn,yn,A,B,C,D,E,F )
2 % Rutina para encontar el vector de pesos Gamma para un estencil
3 % de 9 puntos
4 % Sum {1=0}ˆ{k}Gamma {i}u(p {i}) aproxima a
5 % [Au {xx}+Bu {xy}+C {yy}+D {x}+E {y}+Fu] {p {0}}
6 % x,y son las matrices de la malla, j,i son los valores del punto
7 % p {i,j}
8

9 % Calculamos la mitad de los puntos
10 if mod(n,2)==0
11 h=n/2.0;
12 else
13 h=(n-1)/2.0;
14 end
15 % Acomodamos los puntos correspondientes a los puntos
16 % del centro de la circunferencia
17 G=zeros((m-1)*n,9);
18 x=zeros(m+1,n);
19 y=x;
20 x(2:m+1,1:n)=xn(1:m,1:n);
21 y(2:m+1,1:n)=yn(1:m,1:n);
22 if mod(n,2)==0
23 for j=1:h
24 x(1,j)=xn(1,h+j);
25 y(1,j)=yn(1,h+j);
26 end
27 else
28 for j=1:h+1
29 x(1,j)=xn(1,h+j);
30 y(1,j)=yn(1,h+j);
31 end
32 end
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33 if mod(n,2)==0
34 for j=1:h
35 x(1,j+h)=xn(1,j);
36 y(1,j+h)=yn(1,j);
37 end
38 else
39 for j=1:h
40 x(1,j+h+1)=xn(1,j);
41 y(1,j+h+1)=yn(1,j);
42 end
43 end
44 % Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i,j)-esimo
45 G=zeros((m-1)*n,9);
46 for i=2:m
47 for j=1:n
48 p=zeros(9,2);
49 p(1,1)=x(i,j); p(1,2)=y(i,j);
50 if j==n
51 p(2,1)=x(i,1); p(2,2)=y(i,1);
52 p(3,1)=x(i+1,1); p(3,2)=y(i+1,1);
53 p(9,1)=x(i-1,1); p(9,2)=y(i-1,1);
54 else
55 p(2,1)=x(i,j+1); p(2,2)=y(i,j+1);
56 p(3,1)=x(i+1,j+1); p(3,2)=y(i+1,j+1);
57 p(9,1)=x(i-1,j+1); p(9,2)=y(i-1,j+1);
58 end
59 p(4,1)=x(i+1,j); p(4,2)=y(i+1,j);
60 if j==1
61 p(5,1)=x(i+1,n); p(5,2)=y(i+1,n);
62 p(6,1)=x(i,n); p(6,2)=y(i,n);
63 p(7,1)=x(i-1,n); p(7,2)=y(i-1,n);
64 else
65 p(5,1)=x(i+1,j-1); p(5,2)=y(i+1,j-1);
66 p(6,1)=x(i,j-1); p(6,2)=y(i,j-1);
67 p(7,1)=x(i-1,j-1); p(7,2)=y(i-1,j-1);
68 end
69 p(8,1)=x(i-1,j); p(8,2)=y(i-1,j);
70 % Obtenemos las ∆s
71 dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
72 dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
73 % Construimos la matriz M
74 M=zeros(5,8);
75 M(1,:)=dx(:);
76 M(2,:)=dy(:);
77 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
78 M(4,:)=dx(:).*dy(:);
79 M(5,:)=dy(:).ˆ2;
80 % Construimos el vector betta B
81 betta=zeros(5,1);
82 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
83 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
84 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
85 betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
86 betta(5)=2*C(p(1,1),p(1,2));
87 gamma1=pinv(M)*betta;
88 % Obtenemos gamma 0
89 gamma=zeros(9,1);
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90 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
91 gamma(2:9)=gamma1(1:8);
92 G(n*(i-2)+j,:)=gamma(:);
93 end
94 end
95 end

1 function [ U, G] = OLDFCPol( m,n,x,y,fun,cf,A,B,C,D,E,F)
2 % Programa para encontrar los valores de la caraga c, donde:
3 % p es la matriz de nodos de la mallade mxn,
4 % A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal:
5 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu,
6

7 k=(m-1)*n;
8 % Encontramos el vector de pesos
9 [G ] = VectorGammaC( m,n,x,y,A,B,C,D,E,F );

10 % Creamos la matriz de solucion del sistema
11 % \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)
12 M=zeros(k,k);
13 for i=1:k
14 M(i,i)=G(i,1);
15 end
16 for i=1:m-1
17 for j=2:n-1
18 M((i-1)*n+j,(i-1)*n+j+1)=G((i-1)*n+j,2);
19 M((i-1)*n+j,(i-1)*n+j-1)=G((i-1)*n+j,6);
20 end
21 end
22 for i=1:m-1
23 M((i-1)*n+1,(i-1)*n+2)=G((i-1)*n+1,2);
24 M((i-1)*n+1,i*n)=G((i-1)*n+1,6);
25 M(i*n,(i-1)*n+1)=G(i*n,2);
26 M(i*n,i*n-1)=G(i*n,6);
27 end
28 for i=1:m-2
29 for j=2:n-1
30 M((i-1)*n+j,i*n+j+1)=G((i-1)*n+j,3);
31 M((i-1)*n+j,i*n+j-1)=G((i-1)*n+j,5);
32 end
33 end
34 for i=1:m-2
35 M((i-1)*n+1,i*n+2)=G((i-1)*n+1,3);
36 M((i-1)*n+1,(i+1)*n)=G((i-1)*n+1,5);
37 M(i*n,i*n+1)=G(i*n,3);
38 M(i*n,(i+1)*n-1)=G(i*n,5);
39 end
40 for i=2:m-1
41 for j=2:n-1
42 M((i-1)*n+j,(i-2)*n+j+1)=G((i-1)*n+j,9);
43 M((i-1)*n+j,(i-2)*n+j-1)=G((i-1)*n+j,7);
44 end
45 end
46 for i=2:m-2
47 M((i-1)*n+1,(i-2)*n+2)=G((i-1)*n+1,9);
48 M((i-1)*n+1,(i-1)*n)=G((i-1)*n+1,7);
49 M(i*n,(i-2)*n+1)=G(i*n,9);
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50 M(i*n,(i-1)*n-1)=G(i*n,7);
51 end
52 for i=2:m-1
53 for j=1:n
54 M((i-1)*n+j,(i-2)*n+j)=G((i-1)*n+j,8);
55 end
56 end
57 for i=1:m-2
58 for j=1:n
59 M((i-1)*n+j,i*n+j)=G((i-1)*n+j,4);
60 end
61 end
62 % Calculamos la mitad de los puntos
63 if mod(n,2)==0
64 h=n/2.0;
65 else
66 h=(n+1)/2.0;
67 end
68 Gx=zeros(m,9);
69 % Encontramos los indices que corresponden a los puntos del centro
70 ind=zeros(m,1);
71 for j=1:h
72 Gx(j,1:9)=G(h+j,1:9);
73 ind(j)=h+j;
74 end
75 for j=1:h
76 Gx(j+h,1:9)=G(j,1:9);
77 ind(j+h)=j;
78 end
79 for j=2:n-1
80 M(j,ind(j+1))=Gx(j,9);
81 M(j,ind(j-1))=Gx(j,7);
82 end
83 M(1,ind(2))=Gx(1,9);
84 M(1,ind(n))=Gx(1,7);
85 M(n,ind(1))=Gx(n,9);
86 M(n,ind(n-1))=Gx(n,7);
87 for i=1:n
88 M(i,ind(i))=Gx(i,8);
89 end
90 % Calculamos el vector N.
91 N=zeros(k,1);
92 for i=1:m-1
93 for j=1:n
94 N((i-1)*m+j)=fun(x(i,j),y(i,j));
95 end
96 end
97 % Asignamos las condiciones de frontera.
98 CF=zeros(k,1);
99 for i=2:n-1

100 % Parte inferior
101 CF(n*(m-2)+i)=CF(n*(m-2)+i)+G(n*(m-2)+i,5)*cf(x(m,i-1),y(m,i-1));
102 CF(n*(m-2)+i)=CF(n*(m-2)+i)+G(n*(m-2)+i,3)*cf(x(m,i+1),y(m,i+1));
103 end
104 for i=1:n
105 % Parte inferior
106 CF(n*(m-2)+i)=CF(n*(m-2)+i)+G(n*(m-2)+i,4)*cf(x(m,i),y(m,i));
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107 end
108 % Parte derecha
109 CF((m-2)*n+1)=CF((m-2)*n+1)+G((m-2)*n+1,3)*cf(x(m,2),y(m,2));
110 CF((m-2)*n+1)=CF((m-2)*n+1)+G((m-2)*n+1,5)*cf(x(m,n),y(m,n));
111 % Parte izquierda
112 CF((m-1)*n)=CF((m-2)*n+1)+G((m-2)*n+1,3)*cf(x(m,1),y(m,1));
113 CF((m-1)*n)=CF((m-2)*n+1)+G((m-2)*n+1,5)*cf(x(m,n-1),y(m,n-1));
114 N=-N(1:k)-CF(1:k);
115 % Solucionamos el sistema
116 U=pinv(M)*N;

1 function [ Csol,SE,E ] = OLDFPruebaPol( a,b,r,n,m )
2 %Prueba de la solucion para el operador lineal
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
4 % en circunferencia de radio r, centrada en (a,b) y con malla
5 % de mxn, con m el numero de elementos en que divido el radio
6 % de la circunferencia y n el numero de partes en las que divido
7 % la circunferencia.
8

9 [x, y ] = CircunferenciaPoligono( a,b,r,n, m );
10 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
11 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);
12 [ Csol] = OLDFCPol(m,n,x,y,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1...
13 ,@(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
14 for i=1:m
15 for j=1:n
16 SE(i,j)=cf(x(i,j),y(i,j));
17 end
18 end
19 E= ErrorCuadraticoP( a,b,x,y,cf,Csol,n,m );
20 for i=1:m-1
21 for j=1:n
22 Csolm(i,j)=Csol((i-1)+j);
23 end
24 end
25 for j=1:n
26 Csolm(m,j)=SE(m,j);
27 end
28 Error=Csolm-SE;
29 surf(x,y,Error)
30 end
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A.6. Programas para la malla cuadrada

1 function [ gamma ] = VectorGamma( x,y,i,j,A,B,C,D,E,F )
2 % Rutina para encontar el vector de pesos Gamma en cuadrado
3 % con estencil de 9 puntos
4 % Sum {1=0}ˆ{k}Gamma {i}u(p {i}) aproxima a
5 % [Au {xx}+Bu {xy}+C {yy}+D {x}+E {y}+Fu] {p {0}}
6 % x,y son las matrices de la malla, j,i son los valores
7 % del punto p {i,j}
8

9 % Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i,j)-esimo
10 p=zeros(9,2);
11 p(1,1)=x(i,j); p(1,2)=y(i,j);
12 p(2,1)=x(i,j+1); p(2,2)=y(i,j+1);
13 p(3,1)=x(i+1,j+1); p(3,2)=y(i+1,j+1);
14 p(4,1)=x(i+1,j); p(4,2)=y(i+1,j);
15 p(5,1)=x(i+1,j-1); p(5,2)=y(i+1,j-1);
16 p(6,1)=x(i,j-1); p(6,2)=y(i,j-1);
17 p(7,1)=x(i-1,j-1); p(7,2)=y(i-1,j-1);
18 p(8,1)=x(i-1,j); p(8,2)=y(i-1,j);
19 p(9,1)=x(i-1,j+1); p(9,2)=y(i-1,j+1);
20 % Calculamos las ∆s
21 dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
22 dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
23 % Construimos la matriz M
24 M=zeros(5,8);
25 M(1,:)=dx(:);
26 M(2,:)=dy(:);
27 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
28 M(4,:)=dx(:).*dy(:);
29 M(5,:)=dy(:).ˆ2;
30 % Construimos el vector betta B
31 betta=zeros(5,1);
32 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
33 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
34 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
35 betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
36 betta(5)=2*C(p(1,1),p(1,2));
37 % Resolvemos para Mgamma=B
38 gamma1=pinv(M)*betta;
39 % Obtenemos gamma 0
40 gamma=zeros(9,1);
41 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
42 gamma(2:9)=gamma1(1:8);
43 end

1 function [ U,M,N,G ] = OLDF( x,y,fun,cf,A,B,C,D,E,F)
2 % Programa para encontrar los valores de la carga c, donde:
3 % p es la matriz de nodos de la malla de mxn,
4 % A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal:
5 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu,
6

7 [m,n]=size(x);
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8 k=(m-2)*(n-2);
9 G=zeros(k,9);

10 % Encontramos el vector de pesos
11 for i=1:m-2
12 for j=1:n-2
13 g = VectorGamma(x,y,i+1,j+1,A,B,C,D,E,F );
14 G((n-2)*(i-1)+j,:)=g(:);
15 end
16 end
17 % Creamos la matriz de solucion del sistema
18 % \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)
19 M=zeros(k,k);
20 for i=1:k
21 M(i,i)=G(i,1);
22 end
23 for i=1:m-2
24 for j=1:n-3
25 M((i-1)*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(n-2)+j,2);
26 M((i-1)*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G((i-1)*(n-2)+j,6);
27 end
28 end
29 for i=1:(m-3)*(n-2)
30 M(i+n-2,i)=G(i+n-2,8);
31 end
32 for i=1:m-3
33 for j=1:n-3
34 M(i*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G(i*(n-2)+j,9);
35 M(i*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G(i*(n-2)+j+1,7);
36 end
37 end
38 for i=1:(m-3)*(n-2)
39 M(i,i+n-2)=G(i,4);
40 end
41 for i=1:m-3
42 for j=1:n-3
43 M((i-1)*(n-2)+j,i*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(n-2)+j,3);
44 M((i-1)*(n-2)+j+1,i*(n-2)+j)=G((i-1)*(n-2)+j+1,5);
45 end
46 end
47 % Obtenemos el vector N.
48 N=zeros(k,1);
49 for i=2:m-1
50 for j=2:n-1
51 N((m-2)*(i-2)+j-1)=fun(x(i,j),y(i,j));
52 end
53 end
54 % Asignamos las condiciones de frontera.
55 CF=zeros(k,1);
56 for i=1:n-2
57 % Parte superior
58 CF(i)=CF(i)+G(i,7)*cf(x(1,i),y(1,i));
59 CF(i)=CF(i)+G(i,8)*cf(x(1,i+1),y(1,i+1));
60 CF(i)=CF(i)+G(i,9)*cf(x(1,i+2),y(1,i+2));
61 % Parte inferior
62 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
63 G((n-2)*(m-3)+i,5)*cf(x(m,i),y(m,i));
64 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
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65 G((n-2)*(m-3)+i,4)*cf(x(m,i+1),y(m,i+1));
66 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
67 G((n-2)*(m-3)+i,3)*cf(x(m,i+2),y(m,i+2));
68 end
69 for i=1:m-2
70 % Parte derecha
71 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,9)*cf(x(i,n),y(i,n));
72 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,2)*cf(x(i+1,n),y(i+1,n));
73 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+G((n-2)*i,3)*cf(x(i+2,n),y(i+2,n));
74 % Parte izquierda
75 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
76 G((n-2)*(i-1)+1,5)*cf(x(i,1),y(i,1));
77 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
78 G((n-2)*(i-1)+1,6)*cf(x(i+1,1),y(i+1,1));
79 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
80 G((n-2)*(i-1)+1,7)*cf(x(i+2,1),y(i+2,1));
81 end
82 % Quitamos los repetidos
83 CF(n-2)=CF(n-2)-G((n-2),9)*cf(x(1,n),y(1,n));
84 CF((n-2)*(m-2))=CF((n-2)*(m-2))-...
85 G((n-2)*(m-2),3)*cf(x(m,n),y(m,n));
86 CF(1)=CF(1)-G(1,7)*cf(x(1,1),y(1,1));
87 CF((n-2)*(m-3)+1)=CF((n-2)*(m-3)+1)-...
88 G((n-2)*(m-3)+1,5)*cf(x(m,1),y(m,1));
89 N=-N(1:k)-CF(1:k);
90 % Solucionamos el sistema
91 U=pinv(M)*N;
92 end

1 function [ E ] = ErrorCuadratico( x,y,cf,Csol,n )
2 %Error cuadratico
3

4 e=0;
5 for i=2:n-1
6 for j=2:n-1
7 a=0.5*abs((x(i+1,j)-x(i-1,j))*(y(i,j+1)-y(i,j-1))+...
8 (x(i,j+1)-x(i,j-1))*(y(i-1,j)-y(i+1,j)));
9 e=e+(Csol((n-2)*(i-2)+j-1)-cf(x(i,j),y(i,j)))ˆ2*a;

10 end
11 end
12 E=sqrt(e);
13 end

1 function [Csol,SE,E] = OLDFPrueba2(n )
2 % Prueba de la solucion para el operador lineal Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
3

4 x1=linspace(-1,1,n);
5 y1=linspace(-1,1,n);
6 [x,y]=meshgrid(x1,y1);
7 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
8 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);
9 SE=zeros((n-2)ˆ2,1);
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10 for i=2:n-1
11 for j=2:n-1
12 SE((n-2)*(i-2)+j-1)=cf(x(i,j),y(i,j));
13 end
14 end
15 plot(x,y,'*k');
16 [Csol ] = OLDF( x,y,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,...
17 @(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
18 E= ErrorCuadratico( x,y,cf,Csol,n );
19 Error=reshape(Csol-SE,[n-2,n-2]);
20 surf(x(2:n-1,2:n-1),y(2:n-1,2:n-1),Error)
21 end



Apéndice B

Programas empleados en el
Caṕıtulo 2

B.1. Programas para solucionar la ecuación de
Poisson en 1D con el MDF

1 function x = Thomas(a,b,c,d)
2 % Solucion de Au=X con el metodo de Thomas
3 % para matrices tridiagonales
4

5 N = length(d);
6 c(1) = c(1) / b(1);
7 d(1) = d(1) / b(1);
8 for n = 2:1:N
9 temp = b(n) - a(n) * c(n - 1);

10 c(n) = c(n) / temp;
11 d(n) = (d(n) - a(n) * d(n - 1)) / temp;
12 end
13 x(N) = d(N);
14 for n = (N - 1):-1:1
15 x(n) = d(n) - c(n) * x(n + 1);
16 end
17 end

1 function [ u2 , E, SE ] = MDF( f, g,n,a,b )
2 % Metodo de diferencias finitas en 1D para u(x)''=f(x)
3 % con malla regular en [a,b] y condiciones iniciales
4 % alpha=u(a) y betta=u(b), g=f(x) y n la cantidad de
5 % intervalos de la malla.
6

7 x=zeros(n,1);
8 F=zeros(n,1);
9 A=zeros(n,n);

165
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10 h=(b-a)/(n+1);
11 hq=hˆ2;
12 % Crear vector de xi
13 for i=1:n
14 x(i)=a+(i*h);
15 end
16 % Crear matriz de 1, 0 y -2
17 for i=1:n
18 A(i,i)=-2;
19 end
20 for i=1:n-1
21 A(i+1,i)=1;
22 A(i,i+1)=1;
23 end
24 % Crear vector de hˆ2*f i
25 F(1)=(hq*feval(f,x(1)))-g(a);
26 F(n)=(hq*feval(f,x(n)))-g(b);
27 for i=2:n-1
28 F(i)=hq*feval(f,x(i));
29 end
30 % Solucionamos el sistema Au=F
31 va=zeros(n,1);
32 vb=zeros(n,1);
33 vc=zeros(n,1);
34 for i=1:n
35 vb(i)=-2;
36 end
37 for i=2:n
38 va(i)=1;
39 end
40 for i=1:n-1
41 vc(i)=1;
42 end
43 u2=Thomas(va,vb,vc,F);
44 for i=1:n
45 SE(i)=g(x(i));
46 end
47 for i=1:n
48 Z(i)=g(x(i))-u2(i);
49 end
50 E=norm(SE-u2);
51 plot(x,Z,'r')
52 end

1 function [Csol,SE,E] = OLDFPrueba1D(n )
2 % Prueba de la solucion de la ecuacion de Poisson en 1D
3 % utilizando MDF.
4 x1=linspace(-1,1,n+2);
5 cf=@(u) 2*exp(2*u);
6 fun=@(u) 8*exp(2*u);
7 plot(x1,0,'*k');
8 figure
9 [Csol, E, SE] = MDF( fun, cf, n,0, 1);

10 end
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B.2. Programas para solucionar la ecuación de
Poisson en 2D con el MDF

1 function [ u2, E] = MDF2D( f, g, c,a,b )
2 % Metodo de diferencias finitas en 2D para u(x,y)''=f(x,y)
3 % con malla regular en [a,b]x[a,b] y
4 % g condiciones iniciales en la frontera;
5 % v=f(x) y c la cantidad de intervalos de la malla en un eje.
6

7 n=cˆ2;
8 x=zeros(c,1);
9 F=zeros(n,1);

10 G=zeros(4*c,1);
11 A=zeros(n,n);
12 h=(b-a)/(c+1);
13 hq=h*h;
14 % Crear vector de xi
15 for i=1:c
16 x(i)=a+(i*h);
17 end
18 % Crear matriz A
19 for i=1:n
20 A(i,i)=-4;
21 end
22 for i=1:c
23 for j=1:c-1
24 A(c*i-(c-1)+j,c*i-c+j)=1;
25 A(c*i-c+j,c*i-(c-1)+j)=1;
26 end
27 end
28 for i=1:c-1
29 for j=1:c
30 A(c*i+j,c*(i-1)+j)=1;
31 A(c*(i-1)+j,c*i+j)=1;
32 end
33 end
34 % Crear vector de hˆ2*f i
35 for i=1:c
36 for j=1:c
37 F(c*(i-1)+j)=hq*feval(f,x(j),x(i));
38 end
39 end
40 % Crear vector de hˆ2*f i
41 for i=1:c
42 for j=1:c
43 F(c*(i-1)+j)=hq*feval(f,x(j),x(i));
44 end
45 end
46 % Crear vector de g 1
47 for i=1:c
48 G(i)=feval(g,x(i),a);
49 G(c+1+2*(i-1))=feval(g,a,x(i));
50 G(c+2*i)=feval(g,b,x(i));
51 G(3*c+i)=feval(g,x(i),b);
52 end
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53 for j=1:c
54 %asigna los v.f. de abajo
55 F(j)=F(j)-G(j);
56 %asigna los v.f. de arriba
57 F(c*(c-1)+j)=F(c*(c-1)+j)-G(3*c+j);
58 %asigna los v.f. de la izquierda
59 F(c*(j-1)+1)=F(c*(j-1)+1)-G(c-1+2*(j));
60 %asigna los v.f. de la derecha
61 F(c*j)=F(c*j)-G(c+2*(j));
62 end
63 % Solucionamos el sistema Au=F
64 u2=pinv(A)*F;
65 [xp,yp]=meshgrid(x,x);
66 for i=1:c
67 for j=1:c
68 SE(c*(i-1)+j)=g(xp(i,j),yp(i,j));
69 end
70 end
71 for i=1:c
72 for j=1:c
73 Z(i,j)=g(xp(i,j),yp(i,j))-u2(c*(i-1)+j);
74 end
75 end
76 E=norm(SE-u2');
77 surf(xp,yp,Z)
78 end

1 function [Csol,SE,E] = OLDFPrueba(n )
2 % Prueba de la solucion de la ecuacion de Poisson
3 % utilizando MDF en 2D.
4

5 %Crear malla
6 x1=linspace(-1,1,n+2);
7 y1=linspace(-1,1,n+2);
8 [x,y]=meshgrid(x1,y1);
9

10 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
11 fun=@(u,v) 10*exp(2*u+v);
12 SE=zeros((n-2)ˆ2,1);
13 for i=2:n-1
14 for j=2:n-1
15 SE((n-2)*(i-2)+j-1)=cf(x(i,j),y(i,j));
16 end
17 end
18 plot(x,y,'*k');
19 figure
20 [Csol, E] = MDF2D( fun, cf, n,0,1 );
21 end
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B.3. Programas para la ecuación de Poisson en
la circunferencia

1 function [ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r )
2 % Acomoda los puntos frontera de una circunferencia, tomando las
3 % intersecciones de la recta que pasa por los puntos con la
4 % circunferencia.
5 xf=x;
6 yf=y;
7 if mod(n,2)==1
8 in((n+3)/2,(n+3)/2)=0;
9 k=(n+1)/2;

10 else
11 k=(n+2)/2;
12 end
13 for i=2:k
14 for j=2:k
15 if in(i,j)==1 && in(i-1,j)==0
16 yf(i-1,j)=b-sqrt(rˆ2-(x(i,j)-a)ˆ2);
17 yf(i-1,n+1-j)=yf(i-1,j);
18 yf(n+2-i,j)=2*b-yf(i-1,j);
19 yf(n+2-i,n+1-j)= yf(n+2-i,j);
20 end
21 end
22 end
23 for i=2:k
24 for j=2:k
25 if in(i,j)==1 && in(i,j-1)==0
26 xf(i,j-1)=a-sqrt(rˆ2-(y(i,j)-b)ˆ2);
27 xf(i,n+2-j)=2*a-xf(i,j-1);
28 xf(n+1-i,j-1)=xf(i,j-1);
29 xf(n+1-i,n+2-j)= xf(i,n+2-j);
30 end
31 end
32 end
33 end

1 function [in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferencia( a,b,r,n )
2 % Programa para obtener los puntos de la malla dentro de una
3 % circunferencia y su frontera, con centro en (a,b) y radio r,
4 % numero de puntos en el cuadrado que forma la circunferencia
5 % es de n.
6

7 % Creamos circunferencia
8 theta=linspace(0,360,100);
9 xc=a+r*cosd(theta);

10 yc=b+r*sind(theta);
11 % Creamos mallado
12 x1=linspace(a-r,a+r,n);
13 y1=linspace(b-r,b+r,n);
14 [x,y]=meshgrid(x1,y1);
15 in=inpolygon(x,y,xc,yc);
16 if mod(n,2)==1
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17 in((n+1)/2,n)=0;
18 end
19 % num de eltos. dentro de circunferencia
20 eltos=numel(in( in(:)==1 ));
21 % Vemos los puntos interiores y los frontera en la circunferencia
22 [ xf,yf ] = FronteraCircunferencia( x,y,in,n,a,b,r );
23 pos=1;
24 for i=1:n
25 for j=1:n
26 if (xf(i,j)-a)ˆ2+(y(i,j)-b)ˆ2≤rˆ2
27 xr1(pos)=xf(i,j);
28 yr1(pos)=y(i,j);
29 pos=pos+1;
30 elseif (x(i,j)-a)ˆ2+(yf(i,j)-b)ˆ2≤rˆ2
31 xr2(pos)=x(i,j);
32 yr2(pos)=yf(i,j);
33 pos=pos+1;
34 end
35 end
36 end
37 plot(xc,yc,xr1,yr1,'*k',xr2,yr2,'*k');
38 end

1 function [ M ] = VectorGamma5( xf,y,x,yf,i,j )
2 %Rutina para crear la matriz Mdel MDF en 2D
3

4 % Construir matriz M
5 M=zeros(1,5);
6 %M(1)=-2/(xf(i+1,j)-xf(i,j))ˆ2-2/(yf(i,j+1)-yf(i,j))ˆ2;
7 %M(2)=1/(xf(i+1,j)-xf(i,j))ˆ2;
8 %M(3)=1/(yf(i,j)-yf(i,j+1))ˆ2;
9 %M(4)=1/(xf(i,j)-xf(i-1,j))ˆ2;

10 %M(5)=1/(yf(i,j+1)-yf(i,j))ˆ2;
11 M(1)=-4;
12 M(2)=1;
13 M(3)=1;
14 M(4)=1;
15 M(5)=1;
16 end

1 function [ U,E ] = MDFC( in,xf,y,x,yf,eltos,fun,cf,R)
2 % Programa para encontrar la solucion de la ecuacion de Poisson
3 % en una circinferencia mediante el MDF en 2D.
4

5 [m,n]=size(x);
6 k=(m-2)*(n-2);
7 G=zeros(k,5);
8 % Encontramos el vector de pesos
9 for i=1:m-2

10 for j=1:n-2
11 if in(i+1,j+1)==1
12 g = VectorGamma5(xf,y,x,yf,i+1,j+1 );
13 G((n-2)*(i-1)+j,:)=g(:);
14 end
15 end
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16 end
17 % Creamos la matriz de solucion del sistema
18 % \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)
19 M=zeros(k,k);
20 for i=1:k
21 M(i,i)=G(i,1);
22 end
23 for i=1:m-2
24 for j=1:n-3
25 M((i-1)*(n-2)+j,(i-1)*(n-2)+j+1)=G((i-1)*(m-2)+j,2);
26 M((i-1)*(n-2)+j+1,(i-1)*(n-2)+j)=G((i-1)*(m-2)+j+1,4);
27 end
28 end
29 for i=1:(m-3)*(n-2)
30 M(i+n-2,i)=G(i+n-2,5);
31 end
32 for i=1:(m-3)*(n-2)
33 M(i,i+n-2)=G(i,3);
34 end
35 % Vector N.
36 N=zeros(k,1);
37 for i=2:m-1
38 for j=2:n-1
39 if in(i,j)==1
40 N((m-2)*(i-2)+j-1)=((x(i+1,j)-
41 ...x(i,j))ˆ2)*fun(xf(i,j),yf(i,j));
42 end
43 end
44 end
45 % Condiciones de frontera.
46 CF=zeros(k,1);
47 for i=1:n-2
48 if in(2,i+1)==1
49 % Parte superior
50 CF(i)=CF(i)+G(i,5)*cf(x(1,i+1),yf(1,i+1));
51 end
52 if in(m-1,i+1)==1
53 % Parte inferior
54 CF((n-2)*(m-3)+i)=CF((n-2)*(m-3)+i)+...
55 G((n-2)*(m-3)+i,3)*cf(x(m,i+1),yf(m,i+1));
56 end
57 end
58 for i=1:m-2
59 if in(i+1,n-1)==1
60 % Parte derecha
61 CF((n-2)*i)=CF((n-2)*i)+...
62 G((n-2)*i,2)*cf(xf(i+1,n),y(i+1,n));
63 end
64 if in(i+1,2)==1
65 % Parte izquierda
66 CF((n-2)*(i-1)+1)=CF((n-2)*(i-1)+1)+...
67 G((n-2)*(i-1)+1,4)*cf(xf(i+1,1),y(i+1,1));
68 end
69 end
70 CF2=CF;
71 % Quitamos las columnas y filas que no est n dentro de la
72 % circunferencia.
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73 pos=1;
74 for i=1:m-2
75 for j=1:n-2
76 if in(i+1,j+1)==1
77 pos=pos+1;
78 else
79 M = BorrarFilaColumna(M,pos,2);
80 CF = BorrarFilaColumna(CF,pos,0);
81 N = BorrarFilaColumna(N,pos,0);
82 end
83 end
84 end
85 N=N(1:eltos)-CF(1:eltos);
86 % Solucionar
87 U=pinv(M)*N;
88 Z=zeros(n,n);
89 r=1;
90 for i=1:n
91 for j=1:n
92 if in(i,j)==1
93 Z(i,j)=(U(r)-CF2(r))*((xf(i,j+1)-xf(i,j-1))*(yf(i+1,j)-...
94 yf(i-1,j)))/4;
95 r=r+1;
96 end
97 end
98 end
99 E=norm(Z);

100 surf(x,y,Z)
101 eltos
102 end

1 function [ Csol,SE,E ] = MDFCPrueba( a,b,r,n )
2 % Prueba de la solucion de la ecuacion de Poisson con el MDF en 2D
3 % en circunferencia de radio r, centrada en (a,b), con malla de
4 % nxn.
5

6 % Origina la malla
7 [in,xf,y,x,yf,eltos ] = Circunferencia( a,b,r,n );
8 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
9 fun=@(u,v) 10*exp(2*u+v);

10 % Solucion exacta
11 SE=zeros(eltos,1);
12 pos=1;
13 for i=2:n-1
14 for j=2:n-1
15 if in(i,j)==1
16 SE(pos)=cf(x(i,j),y(i,j));
17 pos=pos+1;
18 end
19 end
20 end
21 % Solucion aproximada
22 [ Csol,E ] = MDFC(in,xf,y,x,yf,eltos,fun,cf,r);



Apéndice C

Programas empleados en el
Caṕıtulo 5

C.1. Programas para los ejemplos de Ivanenko

1 function [x,y]=winslowAHIMvI(m,n,x,y,fun)
2 % Este es un ejemplo elemental del generador de Winslow
3 % Para problemas de peque a escala
4 % Hay que resolver dos sistemas, (x,y)
5

6 dxi=1/n;
7 deta=1/m;
8 kmaxout=1e3;iterout=1;
9 kmaxsor=6;tolout=1e-5;tolsor=1e-2;

10 residual=0;
11 flag0=1;
12 % Generamos la malla inicial
13 while (flag0&iterout<kmaxout)
14 xinitial=x;
15 yinitial=y;
16 flag1=1;
17 itersor=1;
18 omega=1.3;
19 % Lo primero es calcular los valores del tensor metrico
20 for i=2:m-1
21 for j=2:n-1
22 f1=fun(x(i,j),y(i,j));
23 f2=fun(x(i+1,j),y(i+1,j));
24 f3=fun(x(i+1,j+1),y(i+1,j+1));
25 fx=(f1-f2)*(y(i+1,j+1)-y(i+1,j))-(f3-f2)*(y(i,j)-y(i+1,j));
26 fy=(f3-f2)*(x(i,j)-x(i+1,j))-(f1-f2)*(x(i+1,j+1)-x(i+1,j));
27 xxi=(x(i,j+1)-x(i,j-1))/2/dxi;
28 xeta=(x(i+1,j)-x(i-1,j))/2/deta;
29 yxi=(y(i,j+1)-y(i,j-1))/2/dxi;
30 yeta=(y(i+1,j)-y(i-1,j))/2/deta;

173
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31 fxi=fx*xxi+fy*yxi;
32 feta=fx*xeta+fy*yeta;
33 g11(i,j)=xxi*xxi+yxi*yxi+fxi*fxi;
34 g12(i,j)=xxi*xeta+yxi*yeta+fxi*feta;
35 g22(i,j)=xeta*xeta+yeta*yeta+feta*feta;
36 end
37 end
38 % Ahora se trabaja la sobrerelajacion
39 % Hacemos el recorrido y resolvemos con sobrerelajacion para
40 % un estencil de 9 puntos
41 while (flag1&itersor<kmaxsor)
42 xold=x(2:(m-1),2:(n-1));
43 yold=y(2:(m-1),2:(n-1));
44 for i=2:m-1
45 for j=2:n-1
46 x(i,j)=soreval(x((i-1):(i+1),(j-1):(j+1)),...
47 g11(i,j),g12(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega);
48 y(i,j)=soreval(y((i-1):(i+1),(j-1):(j+1)),...
49 g11(i,j),g12(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega);
50 end
51 end
52 itersor=itersor+1;
53 if norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:(m-1),2:(n-1)))<tolsor
54 %[ norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:(m-1),2:(n-1))) itersor]
55 flag1=0;
56 end
57 end
58 iterout=iterout+1;
59 residual=norm(xinitial-x)+norm(yinitial-y);
60 if residual<tolout
61 flag0=0;
62 end
63 disp(['outer=' num2str(iterout) ' err=' num2str(residual)])
64 cla;line(x,y);line(x',y');drawnow
65 end
66

67 function p=soreval(x,g11,g12,g22,dxi,deta,omega);
68 dxx=dxi*dxi;
69 dyy=deta*deta;
70 dxy=4*dxi*deta;
71 p=omega*(2*g12/dxy*(x(3,1)-x(1,1)+x(1,3)-x(3,3))+g22/dxx*(x(2,1)+x(2,3))+...
72 g11/dyy*(x(1,2)+x(3,2)))/2/(g22/dxx+g11/dyy)+(1-omega)*x(2,2);
73 function k=ij2n(i,j,n)
74 % Nos ubicamos en el arreglo
75 k=(i-1)*n+j;

1 function [x,y ] = EjemploAHIM( m,n,val)
2 % Prueba version Ivanenko
3

4 % Funcion de control
5 cf=@(u,v) exp(val*(-(u-0.5).ˆ2-(v-0.5).ˆ2));
6 % Creacion de malla inicial
7 a=0;
8 b=0;
9 r=1;

10 theta=linspace(0,180,n);
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11 ri=linspace(r,0,n);
12 for k=1:n
13 xi(k,:)=a+ri(k)*cosd(theta(1:n));
14 yi(k,:)=b+ri(k)*sind(theta(1:n));
15 end
16 % Malla calculada
17 [ xp,yp ] = winslowAHIMvI(m,n,xi,yi,cf);
18 x(1:m,1:n)=xp(1:m,1:n);
19 y(1:m,1:n)=yp(1:m,1:n);
20 for t=m+1:2*m
21 x(t,1:n)=xp(2*m+1-t,1:n);
22 y(t,1:n)=2*b-yp(2*m+1-t,1:n);
23 end
24 plot(x,y,'*k')
25 end

C.2. Programas para ejemplos de Winslow
modificado

1 function g=g(p)
2 for i=1:size(p,1)
3 g(i)=exp(1*(-(p(i,1)-0.5).ˆ2-(p(i,2)-0.5).ˆ2));
4 end
5 g=g(:);

1 function [partx,party]=parts(u,v,f)
2 % Parciales primer orden
3

4 I=setdiff(1:9,5);
5 dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);
6 M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy];
7 U=u([5 I])';V=v([5 I])';
8 % u x
9 Gamma=pinv(M)*[1 0 0 0 0]';

10 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
11 partx=Gamma'*f([U V]);
12 % u y
13 Gamma=pinv(M)*[0 1 0 0 0]';
14 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
15 party=Gamma'*f([U V]);

1 function [x,y]=winslowAHIMvMT(m,n,x,y,g)
2 % Este es un ejemplo elemental del generador de Winslow
3 % Para problemas de peque a escala
4 % Hay que resolver dos sistemas, (x,y)
5

6 dxi=1/n;
7 deta=1/m;
8 kmaxout=1e3;iterout=1;
9 kmaxsor=6;tolout=1e-3;tolsor=1e-2;

10 residual=0;
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11 flag0=1;
12 while (flag0&iterout<kmaxout)
13 xinitial=x;
14 yinitial=y;
15 flag1=1;
16 itersor=1;
17 omega=1.3;
18 % Lo primero es calcular los valores del tensor m\'etrico
19 for i=2:m-1
20 for j=2:n-1
21 [px,py]=parts(x(i-1:i+1,j-1:j+1),y(i-1:i+1,j-1:j+1),g);
22 xxi=(x(i,j+1)-x(i,j-1))/2/dxi;
23 xeta=(x(i+1,j)-x(i-1,j))/2/deta;
24 yxi=(y(i,j+1)-y(i,j-1))/2/dxi;
25 yeta=(y(i+1,j)-y(i-1,j))/2/deta;
26 fxi=px*xxi+py*yxi;
27 feta=px*xeta+py*yeta;
28 g11(i,j)=xxi*xxi+yxi*yxi+fxi*fxi;
29 g12(i,j)=xxi*xeta+yxi*yeta+fxi*feta;
30 g22(i,j)=xeta*xeta+yeta*yeta+feta*feta;
31 end
32 end
33 % Ahora se trabaja la sobrerelajacion
34 % Hacemos el recorrido y resolvemos con sobrerelajacion para
35 % un estencil de 9 puntos
36 while (flag1&itersor<kmaxsor)
37 xold=x(2:(m-1),2:(n-1));
38 yold=y(2:(m-1),2:(n-1));
39 %disp(['inner='num2str(itersor)]);
40 for i=2:m-1
41 for j=2:n-1
42 x(i,j)=soreval(x((i-1):(i+1),(j-1):(j+1)),...
43 g11(i,j),g12(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega);
44 y(i,j)=soreval(y((i-1):(i+1),(j-1):(j+1)),...
45 g11(i,j),g12(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega);
46 end
47 end
48 itersor=itersor+1;
49 if norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:(m-1),2:(n-1)))<tolsor
50 flag1=0;%[ norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:(m-1),2:(n-1))) itersor]
51 end
52 end
53 iterout=iterout+1;
54 residual=norm(xinitial-x)+norm(yinitial-y);
55 if residual<tolout
56 flag0=0;
57 end
58 disp(['outer=' num2str(iterout) ' err=' num2str(residual)])
59 cla;line(x,y);line(x',y');drawnow
60 end
61

62 function p=soreval(x,g11,g12,g22,dxi,deta,omega);
63 dxx=dxi*dxi;
64 dyy=deta*deta;
65 dxy=4*dxi*deta;
66

67 p=omega*(2*g12/dxy*(x(3,1)-x(1,1)+x(1,3)-x(3,3))+g22/dxx*(x(2,1)+x(2,3))+...
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68 g11/dyy*(x(1,2)+x(3,2)))/2/(g22/dxx+g11/dyy)+(1-omega)*x(2,2);
69

70 function k=ij2n(i,j,n)
71 %Nos ubicamos en el arreglo
72 k=(i-1)*n+j;

1 function [x,y ] = EjemploAHIM( m,n,g)
2 % Malla Winslow modificado
3

4 % Malla inicial
5 a=0;
6 b=0;
7 r=1;
8 theta=linspace(0,180,n);
9 ri=linspace(r,0,n);

10 for i=1:n
11 xi(i,:)=a+ri(i)*cosd(theta(1:n));
12 yi(i,:)=b+ri(i)*sind(theta(1:n));
13 end
14 % Calculo malla
15 [ xp,yp ] = winslowAHIMvMT(m,n,xi,yi,g);
16 x(1:m,1:n)=xp(1:m,1:n);
17 y(1:m,1:n)=yp(1:m,1:n);
18 for i=m+1:2*m
19 x(i,1:n)=xp(2*m+1-i,1:n);
20 y(i,1:n)=2*b-yp(2*m+1-i,1:n);
21 end
22 plot(x,y,'*k')
23 end

C.3. Programas para los ejemplos de
Winslow-Ivanenko

1 function [partxx,partxy,partyy,partx,party]=parts(u,v,f)
2 % Parciales primer y segundo orden
3

4 I=setdiff(1:9,5);
5 dx=u(I)-u(5);dy=v(I)-v(5);
6 M=[dx;dy;dx.*dx;dx.*dy;dy.*dy];
7 U=u([5 I])';V=v([5 I])';
8 % u xx
9 Gamma=pinv(M)*[0 0 2 0 0]';

10 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
11 partxx=Gamma'*f([U V]);
12 % u xy
13 Gamma=pinv(M)*[0 0 0 1 0]';
14 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
15 partxy=Gamma'*f([U V]);
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16 % u yy
17 Gamma=pinv(M)*[0 0 0 0 2]';
18 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
19 partyy=Gamma'*f([U V]);
20 % u x
21 Gamma=pinv(M)*[1 0 0 0 0]';
22 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
23 partx=Gamma'*f([U V]);
24 % u y
25 Gamma=pinv(M)*[0 1 0 0 0]';
26 Gamma=[0-sum(Gamma);Gamma];
27 party=Gamma'*f([U V]);

1 function [x,y]=winslowAHIMvMTA(m,n,x,y,g)
2 % Este es un ejemplo elemental del generador de Winslow
3 % Para problemas de peque a escala
4 % Hay que resolver dos sistemas, (x,y)
5

6 dxi=1/n;
7 deta=1/m;
8 kmaxout=1e3;iterout=1;
9 kmaxsor=6;tolout=1e-3;tolsor=1e-2;

10 residual=0;
11 flag0=1;
12 while (flag0&iterout<kmaxout)
13 xinitial=x;
14 yinitial=y;
15 flag1=1;
16 itersor=1;
17 omega=1.3;
18 % Lo primero es calcular los valores del tensor m\'etrico
19 for i=2:m-1
20 for j=2:n-1
21 % Aproximamos las derivadas
22 [pxx,pxy,pyy,px,py]=parts(x(i-1:i+1,j-1:j+1),y(i-1:i+1,j-1:j+1),g);
23 xxi=(x(i,j+1)-x(i,j-1))/2/dxi;
24 xeta=(x(i+1,j)-x(i-1,j))/2/deta;
25 yxi=(y(i,j+1)-y(i,j-1))/2/dxi;
26 yeta=(y(i+1,j)-y(i-1,j))/2/deta;
27 fxi=px*xxi+py*yxi;
28 feta=px*xeta+py*yeta;
29 g11(i,j)=xxi*xxi+yxi*yxi+fxi*fxi;
30 g12(i,j)=xxi*xeta+yxi*yeta+fxi*feta;
31 g22(i,j)=xeta*xeta+yeta*yeta+feta*feta;
32

33 % Calculamos los valores de
34 % Lx=Jˆ2D[((1+(f y)ˆ2)/D) x-(((f x)(f y))/D) y] y
35 % Ly=Jˆ2D[((-(f x)(f y))/D) x+((1+(f x)ˆ2)/D) y]
36 D2=1+pxˆ2+pyˆ2;
37 Dx=pxx*px+pxy*py;
38 Dy=pxy*px+pyy*py;
39 J2=(xxi*yeta-xeta*yxi)ˆ2;
40 Lx=(J2/D2)*((pxy*py-pyy*px)*D2+(px*py*Dy)-(1+py*py)*Dx);
41 Ly=(J2/D2)*((pxy*px-pxx*py)*D2+(px*py*Dx)-(1+px*px)*Dy);
42 end
43 end
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44 % Ahora se trabaja la sobrerelajacion
45 % Hacemos el recorrido y resolvemos con sobrerelajacion para
46 % un estencil de 9 puntos
47 while (flag1&itersor<kmaxsor)
48 xold=x(2:(m-1),2:(n-1));
49 yold=y(2:(m-1),2:(n-1));
50 %disp(['inner='num2str(itersor)]);
51 for i=2:m-1
52 for j=2:n-1
53 x(i,j)=soreval(x((i-1):(i+1),(j-1):(j+1)),...
54 g11(i,j),g12(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega,Lx);
55 y(i,j)=soreval(y((i-1):(i+1),(j-1):(j+1)),...
56 g11(i,j),g12(i,j),g22(i,j),dxi,deta,omega,Ly);
57 end
58 end
59 itersor=itersor+1;
60 if norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:(m-1),2:(n-1)))<tolsor
61 flag1=0;%[ norm(xold-x(2:(m-1),2:(n-1)))+norm(yold-y(2:(m-1),2:(n-1))) itersor]
62 end
63 end
64 iterout=iterout+1;
65 residual=norm(xinitial-x)+norm(yinitial-y);
66 if residual<tolout
67 flag0=0;
68 end
69 disp(['outer=' num2str(iterout) ' err=' num2str(residual)])
70 cla;line(x,y);line(x',y');drawnow
71 end
72

73 function p=soreval(x,g11,g12,g22,dxi,deta,omega,B);
74 dxx=dxi*dxi;
75 dyy=deta*deta;
76 dxy=4*dxi*deta;
77 p=omega*(B+2*g12/dxy*(x(3,1)-x(1,1)+x(1,3)-x(3,3))+g22/dxx*(x(2,1)+x(2,3))+...
78 g11/dyy*(x(1,2)+x(3,2)))/2/(g22/dxx+g11/dyy)+(1-omega)*x(2,2);
79

80 function k=ij2n(i,j,n)
81 %Nos ubicamos en el arreglo
82 k=(i-1)*n+j;

1 function [x,y ] = EjemploAHIM( m,n,g)
2 % Malla metodo Winslow-Ivanenko modificado
3

4 % Malla inicial
5 a=0;
6 b=0;
7 r=1;
8 theta=linspace(0,180,n);
9 ri=linspace(r,0,n);

10 for k=1:n
11 xi(k,:)=a+ri(k)*cosd(theta(1:n));
12 yi(k,:)=b+ri(k)*sind(theta(1:n));
13 end
14 % Calcular malla
15 [ xp,yp ] = winslowAHIMvMTA(m,n,xi,yi,g);
16 size(xp)
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17 x(1:m,1:n)=xp(1:m,1:n);
18 y(1:m,1:n)=yp(1:m,1:n);
19 for t=m+1:2*m
20 x(t,1:n)=xp(2*m+1-t,1:n);
21 y(t,1:n)=2*b-yp(2*m+1-t,1:n);
22 end
23 plot(x,y,'*k')
24 end

C.4. Programas para solucionar Poisson

1 function [ G ] = VectorGamma(m,n, x,y,A,B,C,D,E,F )
2 % Rutina para encontar el vector de pesos Gamma
3 % Sum {1=0}ˆ{k}Gamma {i}u(p {i}) aproxima a
4 % [Au {xx}+Bu {xy}+C {yy}+D {x}+E {y}+Fu] {p {0}}
5 % x,y son las matrices de la malla, j,i son los valores
6 % del punto p {i,j}
7

8 % Creamos el vector de puntos que rodean al punto (i,j)-esimo
9 for i=2:m-1

10 for j=2:2*n-1
11 p=zeros(9,2);
12 p(1,1)=x(i,j); p(1,2)=y(i,j);
13 p(2,1)=x(i,j+1); p(2,2)=y(i,j+1);
14 p(3,1)=x(i+1,j+1); p(3,2)=y(i+1,j+1);
15 p(4,1)=x(i+1,j); p(4,2)=y(i+1,j);
16 p(5,1)=x(i+1,j-1); p(5,2)=y(i+1,j-1);
17 p(6,1)=x(i,j-1); p(6,2)=y(i,j-1);
18 p(7,1)=x(i-1,j-1); p(7,2)=y(i-1,j-1);
19 p(8,1)=x(i-1,j); p(8,2)=y(i-1,j);
20 p(9,1)=x(i-1,j+1); p(9,2)=y(i-1,j+1);
21 % Deltas
22 dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
23 dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
24 % Construir matriz M
25 M=zeros(5,8);
26 M(1,:)=dx(:);
27 M(2,:)=dy(:);
28 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
29 M(4,:)=dx(:).*dy(:);
30 M(5,:)=dy(:).ˆ2;
31 % Construir vector betta B
32 betta=zeros(5,1);
33 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
34 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
35 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
36 betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
37 betta(5)=2*C(p(1,1),p(1,2));
38 gamma1=pinv(M)*betta;
39 % Obtener gamma 0
40 gamma=zeros(9,1);
41 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
42 gamma(2:9)=gamma1(1:8);
43 G(2*(n-1)*(i-2)+j-1,1:9)=gamma(1:9,1)';
44 end
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45 end
46 for i=m
47 for j=2:n
48 p=zeros(9,2);
49 p(1,1)=x(i,j); p(1,2)=y(i,j);
50 p(2,1)=x(i,j+1); p(2,2)=y(i,j+1);
51 p(3,1)=x(i,j+n-2); p(3,2)=y(i,j+n-2);
52 p(4,1)=x(i,j+n-1); p(4,2)=y(i,j+n-1);
53 p(5,1)=x(i,j+n); p(5,2)=y(i,j+n);
54 p(6,1)=x(i,j-1); p(6,2)=y(i,j-1);
55 p(7,1)=x(i-1,j-1); p(7,2)=y(i-1,j-1);
56 p(8,1)=x(i-1,j); p(8,2)=y(i-1,j);
57 p(9,1)=x(i-1,j+1); p(9,2)=y(i-1,j+1);
58 % Deltas
59 dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
60 dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
61 % Construir matriz M
62 M=zeros(5,8);
63 M(1,:)=dx(:);
64 M(2,:)=dy(:);
65 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
66 M(4,:)=dx(:).*dy(:);
67 M(5,:)=dy(:).ˆ2;
68 % Construir vector betta B
69 betta=zeros(5,1);
70 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
71 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
72 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
73 betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
74 betta(5)=2*C(p(1,1),p(1,2));
75 gamma1=pinv(M)*betta;
76 % Obtener gamma 0
77 gamma=zeros(9,1);
78 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
79 gamma(2:9)=gamma1(1:8);
80 G(2*(n-1)*(i-2)+j-1,1:9)=gamma(1:9,1)';
81 end
82 for j=n+1:2*n-1;
83 p=zeros(9,2);
84 p(1,1)=x(i,j); p(1,2)=y(i,j);
85 p(2,1)=x(i,j+1); p(2,2)=y(i,j+1);
86 p(3,1)=x(i,j-n); p(3,2)=y(i,j-n);
87 p(4,1)=x(i,j-n+1); p(4,2)=y(i,j-n+1);
88 p(5,1)=x(i,j-n+2); p(5,2)=y(i,j-n+2);
89 p(6,1)=x(i,j-1); p(6,2)=y(i,j-1);
90 p(7,1)=x(i-1,j-1); p(7,2)=y(i-1,j-1);
91 p(8,1)=x(i-1,j); p(8,2)=y(i-1,j);
92 p(9,1)=x(i-1,j+1); p(9,2)=y(i-1,j+1);
93 % Deltas
94 dx(1:8)=p(2:9,1)-p(1,1);
95 dy(1:8)=p(2:9,2)-p(1,2);
96 % Construir matriz M
97 M=zeros(5,8);
98 M(1,:)=dx(:);
99 M(2,:)=dy(:);

100 M(3,:)=dx(:).ˆ2;
101 M(4,:)=dx(:).*dy(:);
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102 M(5,:)=dy(:).ˆ2;
103 % Construir vector betta B
104 betta=zeros(5,1);
105 betta(1)=D(p(1,1),p(1,2));
106 betta(2)=E(p(1,1),p(1,2));
107 betta(3)=2*A(p(1,1),p(1,2));
108 betta(4)=B(p(1,1),p(1,2));
109 betta(5)=2*C(p(1,1),p(1,2));
110 gamma1=pinv(M)*betta;
111 % Obtener gamma 0
112 gamma=zeros(9,1);
113 gamma(1)=feval(F,p(1,1),p(1,2))-sum(gamma1);
114 gamma(2:9)=gamma1(1:8);
115 G(2*(n-1)*(i-2)+j-1,1:9)=gamma(1:9,1)';
116 end
117 end
118 end

1 function [ U ] = OLDF( m,n,x,y,fun,cf,A,B,C,D,E,F)
2 %Programa para encontrar los valores de la carga c, donde:
3 % p es la matriz de nodos de la malla de mxn,
4 % A, B, C, D, E y F son las funciones del operador lineal:
5 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu,
6

7 % Encontramos el vector de pesos
8 G = VectorGamma(m,n,x,y,A,B,C,D,E,F );
9 % Creamos la matriz de solucion del sistema \psi {xx}+\psi {yy} =4\pi \∆(x)

10 t=2*(n-1)*(m-1);
11 M=zeros(t,t);
12 for i=2:m
13 for j=2:2*n-1
14 h=2*(n-1)*(i-2)+j-1;
15 M(h,h)=G(h,1);
16 if j≤2*n-2
17 M(h,h+1)=G(h,2);
18 else
19 M(h,2*(n-1)*(i-2)+1)=G(h,2);
20 end
21 if i≤m-1
22 if j≤2*n-2
23 M(h,h+2*(n-1)+1)=G(h,3);
24 else
25 M(h,h+1)=G(h,3);
26 end
27 else
28 if j≤n+1
29 M(h,h+n-2)=G(h,3);
30 else
31 M(h,h-n)=G(h,3);
32 end
33 end
34 if i≤m-1
35 M(h,h+2*(n-1))=G(h,4);
36 else
37 if i≤n-1
38 M(h,h+n-1)=G(h,4);
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39 else
40 M(h,h-n-1)=G(h,4);
41 end
42 end
43 if i≤m-1
44 if j≥3
45 M(h,2*(n-1)*(i-1)+j-2)=G(h,5);
46 else
47 M(h,2*(n-1)*i)=G(h,5);
48 end
49 else
50 if j≤n-1
51 M(h,h+n)=G(h,5);
52 else
53 M(h,h-n+2)=G(h,5);
54 end
55 end
56 if i<m
57 if j>2
58 M(h,h-1)=G(h,6);
59 else
60 M(h,2*(n-1)*(i-1))=G(h,6);
61 end
62 else
63 if j==2
64 M(h,2*(n-1)*(i-1))=G(h,6);
65 else
66 M(h,h-1)=G(h,6);
67 end
68 end
69 if i==2
70 CF=zeros(t,1); %Condiciones de frontera
71 for k=2:2*n-1
72 CF(k-1)=G(k-1,7)*cf(x(1,k-1),y(1,k-1))+...
73 G(k-1,8)*cf(x(1,k),y(1,k))+...
74 G(k-1,9)*cf(x(1,k+1),y(1,k+1));
75 end
76 elseif 2<i<m
77 if j>2
78 M(h,2*(n-1)*(i-3)+j-2)=G(h,7);
79 M(h,2*(n-1)*(i-3)+j-1)=G(h,8);
80 else
81 M(h,2*(n-1)*(i-2))=G(h,7);
82 M(h,2*(n-1)*(i-3)+1)=G(h,8);
83 end
84 if j<2*n-1
85 M(h,2*(n-1)*(i-3)+j)=G(h,9);
86 else
87 M(h,2*(n-1)*(i-3)+1)=G(h,9);
88 end
89 elseif i==m
90 if j>2
91 M(h,2*(n-1)*(i-3)+j-2)=G(h,7);
92 M(h,2*(n-1)*(i-3)+j-1)=G(h,8);
93 else
94 M(h,2*(n-1)*(i-2))=G(h,7);
95 M(h,2*(n-1)*(i-3)+1)=G(h,8);
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96 end
97 if j<2*n-1
98 M(h,2*(n-1)*(i-3)+j)=G(h,9);
99 else

100 M(h,2*(n-1)*(i-2)+1)=G(h,9);
101 end
102 end
103 end
104 end
105 % Vector N.
106 N=zeros(t,1);
107 for i=2:m
108 for j=2:2*n-1
109 N(2*(n-1)*(i-2)+j-1)=fun(x(i,j),y(i,j));
110 end
111 end
112 N=-N(1:t)-CF(1:t);
113 % Solucionar
114 U=pinv(M)*N;

1 function [E,eltos] = OLDFPrueba2(x0,y0 )
2 % Prueba de la solucion para el operador lineal
3 % Lu = Au xx + Bu xy + Cu yy + Du x + Eu y + Fu
4

5 [s,n]=size(x0);
6 m=s/2;
7 cf=@(u,v) 2*exp(2*u+v);
8 fun=@(u,v) -10*exp(2*u+v);
9 x=zeros(m,2*n);

10 y=x;
11 x(1:m,2:n+1)=x0(1:m,n:-1:1);
12 y(1:m,2:n+1)=y0(1:m,n:-1:1);
13 x(1:m,n+2:2*n-1)=x0(2*m:-1:m+1,2:n-1);
14 y(1:m,n+2:2*n-1)=y0(2*m:-1:m+1,2:n-1);
15 x(:,1)=x(:,2*n-1);
16 y(:,1)=y(:,2*n-1);
17 x(:,2*n)=x(:,2);
18 y(:,2*n)=y(:,2);
19 [Csol ] = OLDF( m,n,x,y,fun,cf,@(u,v)1,@(u,v)0,@(u,v)1,...
20 @(u,v)0,@(u,v)0, @(u,v)0 );
21 E= ErrorCuadratico( x,y,cf,Csol );
22 Csolm=reshape(Csol,[2*(n-1),m-1])';
23 for i=2:m
24 for j=2:2*n-1
25 SE(i-1,j-1)=cf(x(i,j),y(i,j));
26 end
27 end
28 Er=SE-Csolm;
29 Error(2:m,1)=Er(1:m-1,2*(n-1));
30 Error(2:m,2*n)=Er(1:m-1,1);
31 Error(2:m,2:2*n-1)=Er(1:m-1,1:2*(n-1));
32 Error(1,:)=0;
33 surf(x,y,Error)
34 end
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Real, 21-25 septiembre 2009 (pp. 18).

[4] Francisco J. Domı́nguez Mota, Pablo M. Fernández-Valdez, Erika Ruiz-Dı́az,
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Geometŕıas Irregulares y Complejas. Centro Nacional de Investigación y
Desarrollo Tecnológico. Departamento de Ingenieŕıa Mecánica. (2011).
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