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Resumen

Planteamiento del problema de control admisible (CA)

B :=(1,0,...,0).

Se considera el sistema de control © = Az + Bu. Sean dados 2o € R™, T > t,,in.
Hallar el conjunto de todos los controles |u| < 1, tales que la trayectoria z(t)
del sistema & = Ax(t) + Buy,(t), partiendo del punto inicial z(0) = z( llegue
al origen en tiempo T' > ., es decir x(T) = 0. Donde A := {5j,k+1};’7k:1 y

1. Resultados de la tesis.

a) Se analizaron cuatro articulos, de reciente publicacién del 2010 al 2015:

1) The admissible control problem from the moment problem of view. Ver [3].

2) The time optimal control as an interpolation problem. Ver [4].

3) The resolvent matriz for the Hausdorff matriz moment problem expressed in

terms of orthogonal matriz polynomials. Ver [5].

4) From the Potapov to the Krein-Nudel’'man representation of the resolvent

matriz of the truncated Hausdorff matriz moment problem. Ver [6].

b) Se usé el método de problema de momentos reescrito mediante polinomios orto-

gonales en [0, 7] del eje real.

2. Resultados nuevos.

a) El resultado principal de la tesis es la demostracion de la existencia de dos solu-
ciones, llamadas soluciones extremales (4.8) y (4.9) para el problema CA, tales
que las trayectorias extremales z(t) alcanzan el origen en el tiempo exacto T,
T > t,n- Los controles correspondientes toman valores de £1 y tienen m saltos,

donde m es la dimensién del sistema.

b) En comparacién con el control éptimo que garantiza no més de (m — 1) saltos,

los controles que obtenemos, poseen exactamente m saltos.

¢) Se dan varios ejemplos para diferentes dimensiones. Se comparan los tiempos de
conmutacion, del control éptimo y de los controles de las dos soluciones extrema-

les.

Palabras clave: Control admisible, Problema de momentos, Polinomios ortogonales, Soluciones extremales.
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Abstract

Statement of the admisible control (AC) problem
Consider the system & = Ax 4+ Bu. For a given initial condition z, € R™,
T > tpin. Find the set of all controls |u| < 1, such that the trajectory x(t) of
the system @ = Ax(t) + Bu,,(t), starting of z(0) = z( terminates at the origin
at time T > t,in, i.e. 2(T) = 0. Where A := {§;,1}7—, v B := (1,0,...,0)T.

1. Results of thesis

a) We analize four papers recently published between 2010 and 2015:

1) The admissible control problem from the moment problem of view. See [3].
2) The time optimal control as an interpolation problem. See [4].

3) The resolvent matriz for the Hausdorff matriz moment problem expressed in
terms of orthogonal matriz polynomials. See [5].

4) From the Potapov to the Krein-Nudel’'man representation of the resolvent
matriz of the truncated Hausdorff matriz moment problem. See [6].

b) We use the method of moment problems and orthogonal polynomials on [0, 7] on
real axis.

2. News results.

a) The main result of the thesis is the following: there are two solutions, called
extremal solutions (4.8) y (4.9) of the AC problem, which take the values £1 and

have exactly m switchings.

b) We compare these two solutions with the optimal control one which has no more
than (m — 1) switchings, while the extremal solutions have exactly m switchings.

¢) We give a number of examples for different dimensions. We compare switchings
of extremal solutions with switchings of the time optimal control.

Keywords: Admisible control, Moment problem, Orthogonal polynomials, Extremal so-
lutions.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo presentamos un breve resumen de las nociones que se emplearan en el
presente trabajo. En la primera seccién introducimos la funcién u(t) llamada “control”, que
representa una funcion que permite influir en el sistema estudiado. Mencionamos algunos
fundamentos de la teoria de control que requerimos en el transcurso de este trabajo. En la
siguiente seccién introducimos las propiedades importantes del problema de momentos en
un intervalo del eje real (finito e infinito), describimos la férmula inversa de Stieltjes. Para
finalizar el capitulo en la ultima seccién introducimos algunas nociones de los polinomios
ortogonales.

1.1. Nociones de la teoria de control

Los objetos controlables se ven literalmente a cada paso, el automovil, avion, todos los
instrumentos eléctricos equipados con reguladores, (por ejemplo, un refrigerador eléctrico),
etc. Lo comtn en todos estos objetos es que podemos “controlarlos”, podemos de una u otra
forma influir en su conducta.

Nosotros consideramos sistemas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir
trataremos con ecuaciones de la forma,

T = f(z,u), (1.1)

donde r € R™, u € R" y f es una funcién suave.

Recalquemos que a diferencia de los resultados principales del estudio de ecuaciones con
parametros, los cuales se refieren a la continuidad y diferenciabilidad de las soluciones del
sistema (1.1) que dependen del pardmetro u, en la teoria de control el pardmetro u es una
funcién u : [tg, T| — Q continua a trozos (por la izquierda), que depende del tiempo, llamada
control del sistema (1.1).

Conociendo la conducta del parametro de control u, es decir, conociendo la funcion de
control u(t) para t > ty, del sistema de ecuaciones

T = f(z,u(t)), (1.2)



2 Nociones del problema de momentos

podemos univocamente determinar el movimiento del objeto (para t > ty), si conocemos la
posicion de fase del objeto en el momento ¢t = 3. En otras palabras, mediante la funcién
dada u(t) y la posicién fase inicial zy de manera univoca se determina la trayectoria de fase
z(t), t > to.
Con frecuencia, el parametro de control u no puede admitir valores completamente arbi-
trarios, sino que estan sujetos a algunas restricciones, denominadas controles admisibles.
En la teoria de control son importantes los siguientes problemas:

a) Dado un modelo matemaético, ;se puede garantizar que es controlable?
b) ;Cémo determinar un control?
¢) ;(Cémo hallar un control 6ptimo en algin sentido?

La teorfa de control 6ptimo (TCO) surgié en los anos 50’s, en respuesta a los esfuerzos
de los estadounidenses y rusos por explorar el espacio césmico. La TCO incluye problemas
de optimizacion.

Se consideran iniciadores de TCO al matematico ruso Lev Pontryagin, quien con coau-
tores sugiri6 el método del Principio del Méaximo de Pontryagin (PMP), y al ingeniero esta-
dounidense Richard Bellman, autor del método de la Programacién Dinamica (PD).

Un ejemplo de problema de TCO, es el siguiente: deseamos construir trayectorias a lo
largo de las cuales un vehiculo espacial controlado por un motor a propulsion, pueda llegar
a su destino en un tiempo minimo o usando el minimo de combustible.

1.2. Nociones del problema de momentos

El matematico ruso Chebyshev fue, aparentemente, el primero en considerar el problema
de momentos.

co = /bf(u)du, = /buf(u)du, k= /bukf(u)du.

El concepto de problema de momentos (PM) lo introdujo Stieltjes en 1894, quien también
instauro el concepto de integral de Stieltjes.

Dar una distribucién de masa positiva en la recta [0,00), significa dar una funcién no
decreciente o(u) (u < 0) tal que el incremento o(/3) — o(«) representa para cualquier o < 0
y f > « la masa que corresponde al intervalo [, 5]. La masa completa del conjunto [0, c0)
se representa en la forma

It [o/(8) — o(0)] = / " do(u),

B—o0

/000 udo(u), /000 u?do(u),

mientras que
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representan los momentos estaticos de la distribuciéon de masa considerada y el momento
de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes llama momento generalizado de orden k a la

integral
/ uFdo(u).
0

Consecuentemente, en el problema de Stieltjes se tiene una sucesién de numeros si(k =
1,2,--+) y se busca una funcién no negativa o(u), para u < 0, tal que se satisface

/ uFdo(u) = s, (k=0,1,2,---).
0

Nuestro enfoque para el estudio del problema de momentos de Hausdorff I = [a,b] es
llevar o trasladar el problema PM, a un problema que involucra funciones holomorfas de la
forma

s(z) = /I(T — 2) o (1), (1.3)

donde ¢ es medida positiva (o funcién mondtona no decreciente de variacién acotada) sobre
I CR.
La solucion del PM se da mediante la relacién

a(z)w(z) + B(2)
Y(2)w(z) +6(2)
donde w pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas de la forma (1.3) y o, 5, 7y

son polinomios que dependen de los momentos {s; }f
Normalizando ¢ por la condicién

s(z) =

~o(t+0)—o(t—0)

o(t) = 5 , o(0)=0,

esta funcion es determinada unicamente por la siguiente férmula inversa de Stieltjes:

o(t) = 2 im [ S(s(z +i€))dz, t < [a,]

T e=0T J,

1.3. Nociones de polinomios ortogonales
En el calculo un ejercicio elemental es usar la identidad trigonométrica
2 cos kO cosmb = cos(k +m)f + cos(k —m)0 (1.4)

para obtener la férmula de integracion

/ coskOcosmbdl, k#+m; kkm=0,1,2,--- . (1.5)
0



4 Nociones de polinomios ortogonales

De hecho la intregral (1.5) desaparece, si decimos que cos k) y cosmf son ortogonales sobre
el intervalo (0, 7) para k # m. También decimos que {1, cosf,cos26,--- --- cosmb, -} es
una secuencia ortogonal sobre (0, 7). Ver [2].

Observemos que el cambio de variable, x = cosf, convierte (1.5) en

/_1 Tio(x) Ty () (1 — 22)"Y2de = 0, k #m, (1.6)

1

donde podemos escribir
T, (z) = cosmf = cos(mcos 'x), —1 <z <1 (1.7)

Tenemos:
To(z) =1, Ti(x) = cos O = x,

y por identidades trigonométricas,
Ty(x) = 22° — 1, Ty(z) = 42 — 3z, etc.

Usando la identidad (1.4) con k& = 1, por induccién se muestra que 7,,(z) es un polinomio en x
de grado m. Estos polinomios son llamados polinomios de Chebyshev de primer tipo. De (1.6)
decimos que T}, (x) son polinomios ortogonales con respecto a (1 —2)7%/2, -1 < 2 < 1. Més
precisamente, {7T,,,(z)}>°_, es una secuencia ortogonal polinomial con respecto a la funcidn
de peso (1 — x%)71/2 en el intervalo (—1, 1).

Algo mas general es considerar una funciéon w la cual es no-negativa e integrable en un
intevalo (a,b). También asumimos que w(x) > 0 en un subconjunto suficientemente grande
de (a,b) asi que

/abw(x)dx > 0.

En el caso que (a,b) sea abierto, también imponemos el requerimiento adicional de que los
“momentos”

b
fy = / "w(zx)dz, n=0,1,2,--- (1.8)

son todos finitos.
Ahora, si hay una secuencia de polinomios { P, (x)}>_,, Pn(x) de grado m, tal que

b
/ Py(x) Py (x)w(x)de = 0, para k # m,

entonces {P,,(z)} es llamada una secuencia ortogonal polinomial con respecto a la funcion
de peso w en (a,b).



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introducimos algunos conceptos y definiciones principales de la teoria
de control, ademas se mencionan tanto el principio de Pontryagin como algunos teoremas
importantes de la teoria de control éptimo.

Definiciéon 2.0.1. Sea D un subconjunto de R™, sea 2 un subconjunto compacto de R" y
f(z,u) definida en D x 2. A la funcién u(t) definida y continua a trozos en [0, T, con valores
en €2, se llama control admisible en el intervalo [0, T], si la trayectoria x(t) del sistema

i = fle.u(t)), (2.1)

traslada el estado xy a otro estado x; en tiempo T, es decir, (0) = zo y z(T") = z1. Donde
Zg, X1 pertenecen a R™.

Definicién 2.0.2. Se llama el espacio fase del sistema (2.1) al espacio R™. Los elementos x
de D C R™ se denominan estados del sistema (2.1). Se llama curva integral del sistema (2.1)
al conjunto I, = {(¢t,%(t)),t > 0} C R™"! donde 9 (¢) es una solucién del sistema (2.1) que
inicia en ¢(0) = xo. Se llama trayectoria fase del sistema (2.1) a la proyeccién de I, en R™.

Definicién 2.0.3. El sistema de control (2.1) se llama completamente controlable (CC) en
D C R™ si para cada par de estados g, 1 que pertenecen a D, existe un control admisible
para estos estados.

Definicién 2.0.4. Se llama problema de controlabilidad del sistema (2.1) en D C R™ al
problema de determinar si este sistema es CC en D.

2.1. Control 6ptimo

En esta seccién daremos la definicén de control éptimo y daremos el principio de Pontrya-
gin y uno de los teoremas importantes en la teoria de control.



6 Control éptimo

Definicién 2.1.1. Sea el sistema (2.1) CC. El problema de control éptimo (PCO) consiste
en hallar el conjunto de pares, de controles admisibles y trayectorias {u(t),z(t)} en [0,7]
para zo y x1, tales que el funcional

J(z,u) = /OT fo(x,u)dt

calculado con el control u(t) y su correspondiente trayectoria z(t) del sistema (2.1), alcanza
su minimo (maximo). Aqui fy(z,u) es una funcién continua acotada en D x €.

Si fo(z,u) = 1, entonces el PCO correspondiente, se llama tiempo de control éptimo. En
otras palabras, se minimiza el tiempo 7" de recorrido de la trayectoria x(t) desde x(0) = x
ax(T)=mx.

2.1.1. Principio de Pontryagin

Este principio es una condicién necesaria de optimalidad de un sistema de control respecto
de un funcional dado. Introducimos la funcién:

xo(t):/o fo(z,u)ds. (2.2)

Observemos que si evaluamos z(7") = J(x,u) derivando (2.2) tenemos

Ty = fO((xvu)) ( )
1= filz,u filz,u
; b= o) = | %)
Ty = fm(:C,’LL) fm(m7u)

wo &

Sea & = : :(:c )7 o) =0y [f(@u)=| |
Tm fm(3_7>u)
i = f(@u). (2.4)

Notemos que f(Z,u) no depende de x,. Consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, llamado sistema adjunto al sistema (1.1):

U = —iij, i =0,m. (2.5)

Si se escoge un control admisible u = u(t) definido en [0, ¢;] es posible hallar su trayectoria
correspondiente Z(t) con Z(ty) = To insertamos u(t), z(t) en (2.5)

G- LEO), o (26)
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El sistema (2.6) satisface las condiciones de existencia y unicidad. Las ecuaciones (2.2) y
(2.4) se pueden unir mediante la funcién,

H(, 2, u) = (¢, f(2,u)). (2.7)
donde - B B
Entonces (2.2) y (2.4) se pueden escribir como
. g%, i—0m (2.9)
OH S
)= gy =0 (2.10)

Notemos los vectores funciones Z(t) son continuos y v(t) son continuos diferenciales excepto
en los puntos donde el control admisible u(t) tiene saltos.

Para valores fijos de Z y 1, la funcién 3 es una funcién de u. Denotemos pu(1),z) =
maxueQJ{(z/), Z,u) si el maximo se alcanza.

Teorema 2.1.2. [17, Teorema 1]. Sea u(t), to < t < t1, un control admisible tal que la
trayectoria correspondiente Z(t) : Z(ty) = To y que pasa por la recta 11 para t = t;. Para que
u(t) y x(t) sean dptimos, es necesario que exista (2.8) vector-funcion 1 # 0, que corresponde
a las funciones u(t) y x(t), tales que:

1. YV t € [to,t1] la funcidn H (Y, Z,u) alcanza el mdz de u(t), es decir

F(W (1), 2(t), u(t)) = n(W(t), 2(1)). (2.11)

2. En el tiempo finito ty, tiene lugar la relacion.
do(t) <0, p(¥(ty), z(t)) = (2.12)
Se puede mostrar que los vectores funciones ¥ (t), Z(t) y u(t) satisfacen (2.9), (2.10) y la
condicién (2.11) entonces las funciones ¥y (t) v pu(1(t), Z(t)) son constantes, asi la condicién

(2.12) se puede verificar en cualquier ¢.
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2.2. Sistemas lineales controlables

En adelante estudiaremos el caso cuando f(z,u) de (2.1) es lineal respecto de x y de wu,
es decir, f(z,u) = Ar + Bu. Entonces tenemos el siguiente sistema de control

t=Axr+ Bu, x e R", ue QCR", (2.13)

donde §2 es un compacto de R" y representa la imagen del conjunto de controles admisibles
u = u(t).

Mencionamos un teorema del control éptimo para sistemas lineales el cual nos dice que
el nimero de saltos son no mas que m — 1, donde m es el grado del sistema.

Sean A y B matrices reales constantes de dimensiones m x m y m X r, respectivamente.
La notacion A* significa transpuesta de la matriz A. Consideremos el sistema de control
(2.13) con funciones continuas a trozos definidas en [0, T7.

Definicién 2.2.1. El sistema (2.13) se llama 0-controlable en D C R™ en tiempo T, si para
cada cualquier # € D existe un control admisible u : [0,7] —  C R” tal que traslada = al
origen en tiempo 7.

Para el sistema (2.13) son relevantes los siguientes problemas:

a) Determinar la O-controlabilidad local (es decir cuando D es un vecindad del origen) y
global (cuando D = R") del sistema (2.13).

b) Problema de control admisible (CA): Dado un sistema determinado de la forma (2.13)
con condicién inicial xy € R™ y un conjunto de restriccién dado €2, determinar todo
el conjunto de controles admisibles {u,,(¢)} tales que la trayectoria x(t) del sistema
& = Az + Buy,,(t) comienza en x(0) = xy y termina en el origen en tiempo 7', es decir,

z(T) = 0.

¢) Problema de control 6ptimo: si al problema CA se anade un funcional J(x,u) el cual es
necesario minimizar o maximizar.

Notese que para €2 = R", es decir, cuando no existen restricciones en el control, el inciso a)
se resuelve mediante el conocido criterio del rango de Kalman en [11]. El inciso b), en caso
de que el sistema (2.13) sea controlable en R™ lo resuelve, por ejemplo, el control

u(t) = —B*e " IN"HT) g (2.14)

T
donde N(T) := / e BB*e!dt. En [19], se demuestra que N(T') es una matriz positiva

0
definida, es decir, invertible si y sélo si el sistema (2.13) es controlable.
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2.2.1. Matriz exponente

Sea dada una matriz A de dimensién m x m. La matriz exponencial e se define mediante

la relacion
oo

o
M=)y A (2.15)
A

Esta matriz estd bien definida en virtud a la desigualdad |[e!|| < ell4Il.

Definicién 2.2.2. Sea A una matriz real de dimensiéon m x m. El polinomio p,,(\) =
CnA™ A+ Copp A N o e\ + ¢ de grado m se llama anulador de la matriz A si

pm<A) =A™ + CmflAmi1 +- A+ coly = 0y

donde I,,, y 0,, representa la matriz identidad y la matriz cero de dimensién m x m, respec-
tivamente.

Por el teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio caracteristico de una matriz es un
polinomio anulador de esta matriz.

Teorema 2.2.3. Cayley-Hamilton.
Sea A una matriz real de dimension m x m. Sea pa(\) = det(A — A) (polinomio carac-
teristico de A). Entonces pa(A) = 0.

Definicion 2.2.4. Sea A una matriz real de dimensién m x m. Se llama polinomio minimo
de la matriz A, denotado por my4(A), al polinomio anulador de A de menor grado.

La matriz e?* se puede calcular utilizando la forma de Jordan de la matriz A. Otro método

consiste en hallar la matriz e4?, a través de una suma finita de funciones quasipolinomiales
y exponentes de A.

Teorema 2.2.5. Sea A una matriz real de dimensidn m X m y ma(X\) = byA\P + b, 1 \P~1 +
o b A+ by el polinomio minimo de A. Entonces la matriz exponente et tiene la siquiente
forma: et =307 Lay(t) AP donde oy (t) para k =0,--- ,p— 1, es la solucién de la ecuacion
diferencial

bpl? 4 by_1alP Y o by = 0

con condiciones iniciales oz,(j)(()) = Ok;-

2.2.2. Controlabilidad de sistemas lineales de control

Definicion 2.2.6. Sea A de dimensiéon m x m, B de dimension m x r. La matriz
Q= (B,AB,A’B,--- A" 'B) (2.16)

se llama matriz de dimensién de Kalman.
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Definicion 2.2.7. La matriz
T *
N(0,7T) = / e B Bre Mt (2.17)
0

se llama matriz de control.

Teorema 2.2.8. [8, Teorema 1.3.1]
(Criterio de controlabilidad de sistemas lineales).
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. El sistema (2.18) es CC en [0,T].
2. Rango(Q))=m.
3. La matriz N(0,T) > 0 (positiva definida).
Ademdas la funcion
u(t)=B*e T NH0,T) (e oy — e ) (2.18)
es uno de los posibles controles que trasladan xo a x1 en tiempo T mediante el control u(t).

Teorema 2.2.9. [17, Teorema 10] Consideremos el sistema (2.13). Suponga que la region
del control U es el paralelepipedo o, < u” < B,, p = 1,2,--- 1., y que todos los valores
propios de la matriz A son reales. Entonces, para cada solucion no trivial (t) de (2.8), la
relacion ((t), Bu(t)) = P(i(t)), (donde P(¢(t)) es el maximo de (¢, Bu)) determina de
forma dnica el control u(t) = (u'(t), u*(t), -+ u"(t)). Ademds, resulta que cada funcion
uP(t) es constante a trozos, toma valores de «, y B,, y tiene no mds que (m — 1) saltos,
donde m es el grado del sistema.

Teorema 2.2.10. El control de tiempo minimo del sistema (2.13) estd dado por

u(t) = -1, <t <71, (2.19)
L 7y <t<tiy

donde 0 =t < 79 < t§ < 7§ < -+ <0, < 72 < to(< tmin(0)) satisfacen la funcion
racional

N CE [k YRR Gk
9(z) = (c—t)(z—13) - (z—12)

Demostraciéon. La demostracién se puede ver en [4, Teorema 3.7].
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2.3. Control admisible para el sistema candénico

El problema del tiempo de control admisible radica en determinar el tiempo minimo y
también el control correspondiente del conjunto Uy, r. Note que el caso sin restricciones en
el control es relativamente simple. Efectivamente, el control u(¢) de direccién al origen de

T

la posicién inicial xy deberia satisfacer la ecuacién —xy = / e AT Bi(t)dr. Sea w(t) un
0

control que transfiere 74 a 0 en tiempo 7', por ejemplo i(t) = —B*e " *N~1(T)z, donde

T
N~YT) = / e M BB*e "'dt. Entonces el conjunto de todos los controles no-restringidos
0

T
incluye este u(t), que admite la representacion @ (t) = ug(t)+u(t), donde / e M Ba(t)dt = 0.

En este caso de controles acotados, el problema CA llega a ser complicadc? considerablemente
y la descripcién del conjunto U,, 1 se convierte en una tarea dificil.
En el presente trabajo, trabajamos la solucién del problema CA para el caso de sistema
candnico, es decir,
A= {0k} Bi=(1,0,... L) (2.20)

Este sistema se denomina sistema candnico o sistema de Brunowsky.






Capitulo 3

Control admisible mediante el
problema de momentos

En este capitulo lo dedicamos a dar solucién al problema de control admisible en términos
de la solucién del problema de momento (PM).

Aparentemente, N.Krasovskii en [15] fue el primero en proponer el uso del método de
problema de momento para resolver problemas de control éptimo, él utiliza una aplicacion
del problema de momento de M.Krein en [16], la cual interpreta la funcién de costo como
una norma. Una solucién analitica del problema de control éptimo, fue dada por V.Korobov
y G.Skylar en [13] y [14], basados en tratamiento de un problema equivalente al de momento
potencia de Markov, llamado momento de Markov min-problema.

Ciertamente, la busqueda para el tiempo éptimo es uno de los objetivos centrales en la
teoria de control 6ptimo. Sin embargo, en muchas situaciones no es tan importante encontrar
un control en un intervalo minimo posible, pero el control deseado tiene que satisfacer mas
requerimientos adicionales, por ejemplo, que sea suave. En estos casos es natural ampliar
el tiempo de transferencia y sélo considerar controles continuos a trozos. Esto lleva a un
problema de describir todo el control admisible que traslada de zq al origen, dado un tiempo
T.

Como es costumbre, sea R™ y C denotamos el m—dimensional espacio Euclideano y los
numeros complejos, respectivamente. Usaremos Cp j para denotar el conjunto de todas las
funciones medibles en [0, 7] tal que 0 < f(7) < L para todo 7 € [0,7]. El simbolo M|0, T']
denotard medidas no-negativas en [0,7]. El conjugado de un ntimero complejo z y de una
funcién w los denotamos por z y w*, respectivamente. Ahora introducimos nociones acerca
de problemas de momento en [0, 77, los cuales son necesarios para el desarrollo del presente
trabajo.

13
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3.1. Planteamiento del problema
Consideremos el siguiente sistema completamente controlable
T = Ax + Ba. (3.1)

Donde A y B tienen la siguiente forma:

00 O 0 1
10 0 --- 0 0
A = O 1 0 A O B = 0
00 -~ 1 0 0

Dados la condicién inicial zg y T" > t,,,;,, encontrar el conjunto Uy, r de todos los controles
U = Uy, r(t) con || < 1 tal que la trayectoria del sistema cerrado @ = Az + By, r(t)
empiece en z, y termine en el origen en tiempo 7', es decir, x(7T') = 0. Aqui t,,;, denota el
tiempo minimo posible de esta transferencia, o el tiempo 6ptimo. Tal problema de control
es llamado problema de control admisible (CA).

3.2. Problemas de momento de Markov y Hausdorff

El problema de momento de Markov (PMM) para un intervalo [0, 7] es como sigue: Sea

dada una secuencia de nimeros reales (¢;);_,. Encontrar el conjunto de funciones f que
T

pertenecen a Cy; tal que ¢ = / ™ f(r)dr, k € {0,---j} se mantiene.

0
El problema de momento de Hausdorff (PMH) para un intervalo [0, 7] es como sigue:
Sea dada una secuencia finita de nimeros reales {sy},_,. Encontrar el conjunto de medidas

T
o que pertenecen a M[0, 7] tal que s = / ™*do(7), k € {0,---j} se mantiene.
0

Usaremos M([0, T, {sx }._,) para denotar el conjunto solucién de PMH.

3.3. Ciertas clases de funciones holomorfas

Necesitamos la representacién integral de dos clases de funciones holomorfas R[0, 7] y
8]0, T]. El siguiente resultado se refiere a la representacién integral de estas dos clases de
funciones.

Definicién 3.3.1. [16, Apéndice pag. 389 y 391]
Clase R. La funcién w(z) pertenece a la clase R si:

1. w(z) es holomorfa en el semiplano superior,



Control admisible mediante el problema de momentos 15

2. Qw(z) > 0 para Iz > 0. El simbolo § es la parte imaginaria de la funcién.
Definicién 3.3.2. [16, Apéndice pag. 394 y 395]
1. Clase R[0,T]. La funcién w(z) pertenece a la clase R[0, T si:

a) w(z) € R,

b) w(z) es holomorfa y positiva en el intervalo (—oo,0) y holomorfa y negativa en el
intervalo (7', c0).

2. Clase 8[0,T]. La funcién w(z) pertenece a la clase 8]0, T si:

a) w(z) € R,

b) w(z) es holomorfa y positiva en los intervalos (—o0,0) y (7', 00).

Teorema 3.3.3. [16, Teoremas A.6 y A.7] Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1.
w € R[0,T] si y sdlo si w(z) = /0 (1 — 2) " *do(7), (3.2)

T
w e 8[0,T] siy solo si w(z) = (T — z)/ (1 — 2)"'do(7), (3.3)
0
donde o pertenece a M[0,T.

T
La funcién holomorfa s(z) = / (1 — 2)"*do(7), definida en C\[0,7], es llamada la

0
transformada de Stieltjes o, donde o € M[0,T]. Por (3.2) s pertenece a R0, 7.
Recordemos la formula inversa de Stieltjes. Dado s en R[0, 7] se obtiene una correspon-
diente medida o que satisface la ecuacién (3.2) por
1 t
o(t)=—lim [ (s(z+ie))dx, t € [0,T]. (3.4)

T 6—>0+ 0
Podemos decir que ¢ es normalizada, es decir,

o(t) = J(t—i-O);a(t—O), #(0) = 0.

Con esta notacion el PMH puede ser reformulado:
Describir el conjunto R([0,T7], {sx}1—y) de transformadas de Stieltjes de todas las medidas
no-negativas las cuales pertenecen a M([0, T, {sr}._o)-
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3.4. Relacién entre PMM y PMH

Por teorema 3.3.3 existe una relaciéon de biyeccién entre el conjunto Cyr, para L =1y

T
las medidas o € M[0, T| que satisface / do(1) =1 dado por
0

.ATd”“):-f4mp<oTiﬁfﬁ). (3.5)

Z—T

Ver [16, pag. 243].
Las expansiones asintéticas formales del lado izquierdo y el lado derecho de (3.5) deter-
minan una tnica y explicita relacién entre {cx Vi_g v {81 }_o, 50 = 1, 81 = cq,

co ~1 . 0
1 201 Co - 0
Sk = i : . . : k> 2. (3.6)
(k—Depo (k—2)cps - —(k—1)
kck,1 (k’ — 1)Ck72 te Co

Para la propiedades de solubilidad de PMM y PMH, vamos a dar los siguientes resultados:

Proposicién 3.4.1. [3, Proposicion 1.1] El problema de momento de Markov con entradas
cr—1(T, o), k € {1,--- ,n}, es soluble siy sdlo si el problema de momento de Hausdorff-0,T]
con entradas si(T,xo), k € {0,--- ,n}, es soluble.

Usando relacién de biyeccion (3.6), el problema de momento Markov se puede resolver en
términos del problema de momento de Hausdorff en [0, 7.

En lo que sigue utilizamos la forma matricial ver [3], [4] y [6], para nuestro caso ¢ = 1,
que corresponde al caso escalar.

En la solucion, existe una diferencia notable entre los casos de un nimero par e impar
de datos.

Denotaremos por I, la matriz identidad de dimension m x m y por 0, ., la matriz cero
de dimension n x m. Con frecuencia denotaremos por 0,, a la matriz 0,,x,

Sea R; : C — CUtHexU+a dado por

1
Ri(2) = (Igsng — 2T3) =0 (3.7)
con TO = Oqu T} = < Oq]qu Oq ) s j Z 1.
S J quXq
ea
vo =1, vj = Iy Y (%) vi>o (3.8)
quXq Oq
0 )
U0 =04, Uy = ( —y[oqj—u ) ,1<ji<n (3.9)
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Ug,j-1 ‘= Ty[o’jfg] + y[l,jfl] 1 S] S n. (310)
Uy := Sp, Uz = —So, (3.11)

y para cada 1 < j < n — 1 denotamos

N 0 N
A ( —y[oqm ) > W25 == TYl0g]- (3.12)
Ademas, sea
Sj
S .
g =| T 0<ji<k<om (3.13)
Sk

Definicién 3.4.2. [7, Teorema 1.3] Sea m = 2n.
Sabemos que el problema PMH es soluble si y sélo si, las matrices de bloques H ,, y Hap,
son positivas semidefinidas, donde

Hy, = Hyn, n>0, (3.14)
H2,n71 = T}N[Ln,l - ﬁg’nfl, n Z 1 (315)
y H.; son definidas con ayuda de las matrices de Hankel,
Hoj = {sje1} 1m0 Hij = {jsus1 0 ¥ Haj = {Sjrs2} o
Para m = 2n + 1, el problema PMH es soluble si y sélo si,
Ky, :=TH,, — H,,, (3.16)
K27n = Hl,ﬂn (317)
ambas son positivas semidefinidas para n > 0.

Definicién 3.4.3. La funcién s es una solucién de un sistema de desigualdades (Desigualdad
Matricial Fundamental, DMF) de V.P. Potapov, si s satisface las siguientes propiedades:

(i) s es holomorfa en C/[0,T].
(ii) Para r € {1,2} se cumple la desigualdad

H ‘ R, (2)[vr5,:(2) — uyr ]

x| (3,:(2) = 51(2)) /(> = 2)
Donde H es K,; o H,;, R, u.j, s,(2) y v, estan definidas anteriormente, * significa la
conjugada compleja de R, (2)[v,5,(2) — u, ;.

>0. (DMF)
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Teorema 3.4.4. [/, Teorema 2.7] La funcidn s es una transformada de o € M (|0, T];{Sk}izo);
sty solo si s es una solucion del sistema (DMF) de Potapov.

Asumimos que las matrices K, ;, H, ; son positivas definidas, es decir, existen las matrices

1 -
inversas KTJ, H_ ;. En el caso cuando las matrices Hy; (K1 ;) y Haj (K2;) son positivas

definidas, introducimos una funcién matricial polinomial de dimensién 2q x 2¢, que tiene la

siguiente forma
Un(z) Ua(z)
( Uni(z) Usa(2) ) (3.18)

la llamada matriz resolvente de PMH.
Sean v,, R;, H, ;, K, ; t,; y u,; con r = 1,2 definidas anteriormente.
Sea m = 2n, definimos:

Ul (z) =1 — zaj R;(z) Ky},
Uly(2) us ; R*( )K2] Ug,j- (3.19)
U (2) :_<T_Z)ZU R;(z )K Ui .
Upp(2) =1+ zv} Ri(Z )KQJ TUgj.
Sea m = 2n + 1, definimos:
Ut (2) :1; zui; (2 )Hf]lv] .
Ufz(z) =7 (so+ (uj;_ 11+ 280 Vj_y) Rj_1(2) Hyj_yusj1). (3.20)
U3 (2) := —Zv; R;(Z) H1] v;.
U22(z) = (I +zv; R, (2)Hyj qugj1).

El siguiente teorema describe la solucion del conjunto de PMH en términos de clases de
funciones holomorfas (3.2) y (3.3).

Teorema 3.4.5. [3, Teorema 1.5] Sean los polinomios U},

, 1,9 =1,2, £ =1,2 definidos por
ij
(3.19) y (3.20). De la transformacion lineal fraccionaria

_ Ul w+ Ul (3.21)
Us, w + U, '
se obtienen las siguientes biyecciones:

(a) En el caso par £ = 1, entre el conjunto parametro w € R[0,T] U {oco} y el conjunto de
las transformadas Stzeltjes s € R([0,T], {sk}QjH)

(b) En el caso impar { = 2, entre el conjunto pardmetro w € 8[0,T| U {oc} y el conjunto de
las transformadas Stieltjes s € 8 ([0, 717, {sk}ijzo).
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3.5. Solucién al problema de control admisible

En esta seccién daremos la soluciéon del problema de control admisible en el caso de
controles continuos a trozos. El siguiente resultado se mantiene:

Teorema 3.5.1. [3, Teorema 2.1] Sea T > tp. El conjunto Uy, r de controles admisibles
del sistema (2.13) es dado por

u(t) = — (2 lim arg (—(t + €i)s(t + €i)) — 1) , t€[0,T7, (3.22)

T e—0t

donde s es la funcion asociada a la solucion de PMH, (ver 3.21) con los momentos depen-
diendo de xoy y T, correspondiente a un parametro funcional w en el caso completamente
indeterminado.

Demostracién. El sistema (2.13) con condicién inicial 2(0) = z, puede ser escrita como

z(t) = e (mo - /0 t e_ATBﬂ(T)dT) .

Deseamos encontrar un control u(t) que satisfaga z(7') = 0, en otras palabras queremos que

T
—Tg = / e A Ba(r)dr.
0
Usando el hecho de que A y B son canénicos, la ultima relacién puede escribirse en la forma

—rg = E;l_) 1_)! /0 rla(r)dr, ke {1, m},

donde —zk es la entrada k-ésima del vector zy € R™. Haciendo f := (@ + 1)/2, obtenemos

k _1\k L) oK T
a +(2;) il :/ " f(rydr, ke {1,--- ,m}.
0

Denotamos
TF + (—1)"C k! x’g

2k
el problema CA se reduce al problema de Markov, es decir, al problema de encontrar el
conjunto de funciones f con 0 < f(7) < 1 para7t € [0,7] y

cr1(T,xg) := , ke{l,--- ,m},

T
Ck—l(T7 IO) = / Tk_lf(7->d7_a ke {17 e 7m}'
0

Aplicando ahora la relacién (3.6) obtenemos conjunto de momentos del problema clasico de
Hausdorff para el intervalo [0, 77,

si(T,x0) = /o ™do(7), ke {0,---,m}.
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Usando la secuencia {sx (T, zo)}}-,, construimos las matrices de Hankel ya sea para un
ndmero par o impar, asumiendo que son positivas definidas. Usando (3.19), (3.20) y (3.21),
obtenemos la funcién asociada s(z), la cual tiene un representacion igual a

/T dU_(T)

como una funcién de clase R[0, T]. Ahora podemos escribir la relacién (3.5) en la forma

In(—zs(z)) :/0 d(fozf_(TT)dT)

donde In denota el valor principal del logaritmo complejo. Aplicando en la ltima ecuacién
la férmula inversa de Stieltjes (3.4) a fot f(m)dr, la cual es una funcién no-decreciente en
[0,T, con z = x + €i tenemos

1 t
— lim / S (—(x+e€i)s(x+ei))de, t€[0,T]
0

T e—0t

haciendo los calculos obtenemos (3.22).



Capitulo 4

Polinomios ortogonales de Hausdorff
y soluciones extremales

En el capitulo anterior ademas de ver la aplicacion de la teoria de momentos a problemas
de control, también usamos el andlisis del problema de momentos de Hausdorff para llegar a
la solucion del problema de control admisible. Por lo tanto para dar la solucién del proble-
ma de control admisible mediante polinomios ortogonales, es necesario conocer algunas de
las caracteristicas interesantes e importantes de los polinomios construidos con secuencias
positivas de Hausdorff en el intevalo [0,7]. También introducimos las soluciones extremales
del problema de momento de Hausdorff que se construyen con los polinomios mencionados.

4.1. Notacion y preliminares

Definicién 4.1.1. La secuencia {s;}7, ({s1};5') es llamada secuencia Hausdorff positiva

impar (positiva par) en [0,77, si las matrices de bloques Hankel Hy ; y Hoj—1 (K1, y Ks ;)
de la definicién 3.4.2 ambas son matrices positivas definidas.

Definicién 4.1.2. Sea {sk}ijzo una secuencia positiva impar de Hausdorff en [0, 7] y sean

Yij=ypa-y, 1<) <n, (1)
Yo, =921, 1 <j<n—1
donde
Y0 = TY141) — Yi+2,+2)- (4.2)
Definimos los siguientes polinomios de Hausdorff.
PUJ(Z) =1y, P270(Z) 1= Iy,
QI,O(Z) =0y, QQ,O(Z) = —(ugp + 280).

Pl,j(z) ( Y* ngl 17[ )R (Z)Ujv 1§] <n.
Poj(z) == (Y5, Hy - : ) i (2)v), I<j<n-L
Quy(2) = (Vi Hi 1 L) Ry (2, L<j<n
Qa(2) = —(=Y5;Hy i 1, 1)) Rj(2)(us + 2v580), 1<j<n—1

21
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Definicién 4.1.3. Sea {s;};' una secuencia positiva par de Hausdorff en [0, 7] y sean

¥[1,j] = Tyj25-1) — ?J[j.+1,2j]: (4.3)
Yo 0 = Y125, 1 <7< n.

Definimos los siguientes polinomios de Hausdorff

Fl,O(z) = ]q, F270(Z) =1,
@LQ(Z) = S, @2 O(Z) = —S.

)

Para todo z € C y 1 < j < n definimos

[y j(2) = (_}flijl_,;—lvle)Rj(Z)U]?
oj(2) = (=Y5 Ky 1, I) R(2)v;,
O1,(2) = (=Y K7y, I Ry(2)n g,
Os;(2) == (Y5, Ky 1, I Rj(2)tia

4.2. Polinomios ortogonales matriciales

En esta seccién recordamos los polinomios de Hausdorff en un intervalo finito [0, 7] C R.
Demostraremos que P, ;(t) y I'; ;(t) con r = 1,2 son polinomios ortogonales y Q. ;(t), ©, ;(t)
con r = 1,2 son polinomios de segunda especie.

Proposicién 4.2.1. [6, Proposicion 25] Sean P, ;(t), Q,;(t), I'.;(t) y ©,,(t) definidos en
(4.1.2) y (4.1.3). Ademds sean los complementos de Schur (Ver apéndice B.3) de H, ;_i en
HTJ Yy KT»j*1 en KT7]'7 conr = 1, 2.

Hyj= =Yy Hf,jl—lyl,j + 525,

Hyj:= ~Yy; Hyj 1Yo+ Tsojir — o,
Ky ; = —§~/ffj Kf’jl_lyu + T'syj — S9j41,
KQJ‘ = —Yr;] Kil_lyvgd‘ + S2j+1-

a) Los polinomios Py ;(t) y Py ;(t) son ortogonales en [0,T] con respecto a do(t) y (T —
t)tdo(t), respectivamente. Mds precisamente,

T 2 .
P . P 3 — )0
| rswawre={ o

T kS .
. o * — HQ,j’ J = k
/0 Poy(1)(T — ) tdo (1) P, (1) {07 e
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b) Los polinomios I'y ;(t) y I's;(t) son ortogonales en [0,T] con respecto a (T — t)do(t) y
tdo(t), respectivamente. Mds precisamente,

LAFM@@—ﬂm@mﬁﬂz{gm’izz

T > .
] * o K2,j7 J = k
[ restoeastors, o = { fo0 128,

c¢) Los polinomios de sequnda especie son determinados de forma tunica de la siguiente ma-
nera, parat € C:

Qs = [ D= o),

Q1) = /0 Py ;(t) — Py j() (T — x)zdo(x) — Pyy(t) (t — T)sg + 51) .

61,(t) = - / P =1ai@) o oy do(a) 1Ty ()50

t—x

O9,;(t) = —/O L) = Fz’j(x)l'da(w) — Ty (t)s0.

t—x
Demostracién. Ver apéndice B.1.

4.2.1. Version escalar

En esta subseccién, senalamos la conexiéon entre los POMs y los polinomios ortogonales

escalares, es decir cuando ¢ = 1. Ver [3], [4] y [6].
Sean n € Ny {sp}7., ({s1}:4!) una secuencia positiva de ntimeros de Hausdorff.

Sea
sg sy oSy
57 8y o Sig
= S L l<v<4 (4.4)
Sji-1 Sj Tt Sy
1 = x’

2 i=Tsj11 — Sj42, 5 = Ts; — sj41 y 5; = 5;41. Aderhas sea

1. o
con s; = S, 8 ;

S0 sy ce sy
sy S5 5741
EY) = : S L 1<v<d4 (4.5)
v DRI v
J—1 J
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donde
_Uff,jR;(f), para v =1
) —(u3; +avise)Rj(z), parav =2
Cevole) Cuale) o) )=\ g mh(a), para v — 3
@,jR}f@), para v = 4.

Observacién 4.2.2. [6, Observacion 26] Sean p,;(t), v,.;(t), ¢;(t) y 0, ;(t) la version esca-
lar de los POM P, ;(t), I, ;(t), Qr;(t) y ©,,(t), conr = 1,2. Entonces los polinomios pueden
ser escritos como Sigue:

pl,o(x) =1, p270($) =1,
To(z) =1, y0(z) =1,
D] |D%)|
p1j(2) [Hy ;| paj(z) := (Hy, |
D) D3l
() | Kl 124(T) = | K1l

Por otra parte,
QLO(x) =0, QQ,o(l’) =Tsy— s1 — xSp,
O10(2) = s0, Ba0(x) := —s0,

B, B2

z,] T,)

q17j($) = |H1 . 1|7 QQ,j(@ T |H2 1|7
3J— 3J—

b1 @) 2% 6 @) B
() = 2 , () = ——21
H (K| | K1l

Demostracién. Ver apéndice B.1 para detalles del producto de R;(z) con los diferentes
vectores. Sea v = 1. Teniendo en cuenta que M ;_; es positiva definida, tenemos

pri(z) = (=Y H o D)R;(x)v; = o + (=Y Hy )R (2)vj

. 1 Hy._ Y
_ ~1 _ 1,j—1 1,
=l — U;f—lR;—l(x)Hl,j—lYl,j = m Ujfle"]ffl(x) xjj

En la ultima igualdad empleamos el determinante del complemento de Schur de H; j_; en
1 o
Dg(”) De manera similar para ps ;(x), 71,;(2) v 72,().

poj(z) = (=Y55Hy, | ) Ri(x)v; = a7 + (=Y5,Hy ) ) Rj_1(x)v;y

1 , .
R j(v)Hy Yo = Hagoy Yo ‘

= gjj — p* _ - p
I |Haja| | v B_y(2) o

7—1
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(@) = (=YK DR (x)v; = a7 + (=YK} )R-

=1/ — Ujf1R*f1($>K1j}—1f/1,j =

J

]' Kl,]fl
[Kyjal | v R

1(7)vj—1
Yi,;
() a?

Yog(x) = (=Y5 Ky DRj(x)v; = a7 + (Y5, K5 ) ) Rj-1(x)v;

_ e
=) —vj R () Ky, (Yo = Koyl | v R

1 KQ,]*]. ]
() 2

Para g, ;(t) y 0,;(t) con r = 1,2, también se pueden verificar, usando los complementos

de Schur de H, ;1 y K, ;1 conr =1,2, en E( V) para v = 1,2, 3,4, respectivamente.

qj(r) = (=Y Hfj 1,1)Rj(:z:)u1]

= —(s02? ™ 4o so1) — (Y Hy 1)Rj711 (x)ur,j-1
= — (s ™! ‘|‘ cedsii) U1,J—1R () H ;Y

1 Hyj

Lj

|Hy 1| _ui,j—lR;—l(x) _(Soxjil + ot 8m1)

En la ultima igualdad empleamos el determinante del complemento de Schur de H; ;_;

en Eg(clj) ( Ver apéndice B.3). De manera similar para ¢o (), 01 ;(x) y 0s;(2).

p(r) = —(=Y5;Hy  ,1)R;(x)(us; + wv;s0)

= epj(x) — (Y5 Hy ) ) Rj—1(x)(uz + TV;-150)
= ey (x) + (Uz,jfl + xU;ASO)R;q(w)Hzf,J‘AYZj

1
|Hyj 1]

Ori(x) = (—Y75K 1:1)3'(95)@1

= e3;(7) + (=Y 1] DR ( )UIJ 1
= e3;(z) — ul] L () K 1] 1YIJ
_ 1 Kl,Jfl Yl,J

| K| | ul o1 R (z) es;(z)

0s5(x) = (_?ijKQj}—Ql)Rj(x)ﬁzj
= eaj(@) + (Y55 Ko )Ry (2)v
= 64,]’(33)_71;,3'—1}%;—1 ]
I Ky Yo

Hy ;1 Ys;
_(ug,jfl + xv;qSO)R;(m) es()
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Donde , '
e2j(x) = 2/ so+ (=Tso+s1)a7 + -+ + (=Tsj-1 + 55)
egj(@) = @so+ (s1=Tso)r! ™" -+ (s; = Ts;-1)
eaj(x) = —(iso+ st +-+s).

De aqui en adelante s6lo consideramos polinomios ortogonales versién escalar.

Lema 4.2.3. Sean los polinomios ortogonales version escalar p,;(t) y 7, ;(t) y sus respectivos
polinomios de sequnda especie ¢, ;(t) y 0, ;(t) conr =1,2.

a) Sipyj(t) es de grado j, entonces q1(t) es de grado (j — 1).
b) Sips;(t) es de grado j, entonces qoj(t) es de grado (j + 1).
c) Si(t) es de grado j, entonces 6, ;(t) es de grado j.

Demostraciéon. Se sigue directamente de la Observacién 4.2.2.
Ver apéndice B.2 para detalles de la demostracién.

4.3. Matriz resolvente de PMH mediante polinomios
ortogonales

En esta seccion recordamos la definicién de Matriz resolvente de PMH en los casos de
nimero par e impar de momentos y la representacién de la funcién asociada a la solucién de
PMH, via polinomios ortogonales en [0, 7] y su segunda especie de polinomios.

Teorema 4.3.1. [6, Teorema 35] Sea la matriz resolvente U™ dada por (5.18). Sean los
polinomios Iy, y O, para k = 1,2 como en la definicion 4.1.3. Entonces la siguiente
igualdad se mantiene para ¥ z € C:

03,,(2)05,'(0) 61, (2)I'1,'(0)
Uy 2n)

o15,(2)05,'(0) 17T, (A)11,(0)

Observacion 4.3.2. Del teorema 3.4.5 podemos construir la transformacion lineal fraccio-
naria (3.21), de la matriz resolvente U™,

o o _O8a(EI05 0w+ 161, (A1) o)
3,505, 0w+ 01, G 0)

Teorema 4.3.3. [6, Teorema 38] Sea la matriz resolvente U™V dada por (3.18). Sean
los polinomios Py, y Qrn para k = 1,2 como en la definicion 4.1.2. Entonces la siguiente
igualdad se mantiene para ¥V z € C:

Q3. (2)Q3,1(0) ~Q7 1 (2) P 41(0)

—2(T — 2)P;,,(2) ;;Ll 0) Pl (Z)Pi;i:l(())

Uentl) —
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Observacion 4.3.4. Del teorema 3.4.5 podemos construir la transformacion lineal fraccio-
naria (3.21), de la matriz resolvente U2 +1),

ey Q0O W= Q1 ()PLLL 0)

T e —— (4.7)
—2(T = 2)P5,,(2)@5,, (0) w + Pry 1 (2) P14 (0)

4.4. Soluciones extremales de PMH mediante polino-
mios ortogonales

En esta seccién recordamos la representacién de la funcién asociada a la solucién de
PMH, via polinomios ortogonales en [0, 7] y su segunda especie de polinomios.

Sean Py, Qkns L'k ¥ Ok, como en definiciones 4.1.2 y 4.1.3, las soluciones extremales
de Krein y Friedrichs para el PMH, admiten las siguientes representaciones para todo z € C/
0,77 :
Numero par de momentos

(2n+1) Q;,n<2> (2n+1) QT,n—l—l (2>
s (2) = — ——, 5 (2) = ————F=- (4.8)
* 2 (T—2)P5,(2) 7 P 1a(2)
Estas soluciones se obtienen de (4.7), haciendo w = co y w = 0..
Numero impar de momentos
05.(2) 01.(2)
2n 2,n 2n 1,n
st (2) = s s8R = m A (4.9)

C 23, T T (T2, (2)
Estas soluciones se obtienen de (4.6), haciendo w = oo y w = 0.

Usamos los indices K y F para distinguir entre las soluciones extremales del PMH.

En el siguiente capitulo estudiaremos mas a detalle las soluciones extremales de PMH,
las cuales daran las soluciones extremales al problema CA.






Capitulo 5

Soluciones extremales del problema
CA mediante polinomios ortogonales

En este capitulo nos dedicamos a desarrollar un par de teoremas, que son los mas impor-
tantes del presente trabajo, teorema 5.2.1 y teorema 5.2.3, los cuales nos dicen que existe un
par de controles admisibles para el sistema (2.13) y el nimero de saltos de cada control en
un intervalo [0, 7.

Para llegar a los teoremas mencionados, se trabajo con las soluciones extremales sy
y sy del PMH, que como vimos en el capitulo anterior su representacion es mediante los
polinomios ortogonales.

Cabe mencionar un resultado importante de este trabajo: el nimero de saltos del control
admisible es exactamente m saltos en [0,7], y en el teorema 2.2.9 el nimero de saltos del
control es a lo mas (m — 1) en [0, 7], donde m es el grado del sistema.

5.1. Propiedades especiales de las soluciones extrema-
les del problema CA

Lema 5.1.1. Sean (4.8) y (4.9) el par de soluciones extremales del PMH.

a) Se pueden representar de forma general como:

_ ()
se(z) = o) (5.1)

~—

b) Los polinomios q(z) y p(z) son de grado (n — 1) y n respectivamente.
Donde s¢(z) puede ser ss(z) y sx(2) de (4.8) y (4.9) segin el grado del sistema.
Demostracion.

29
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a) Es trivial, ya que tenemos la tabla siguiente.

Funcion extremal q(2) p(z)
) = — s | —6a3) 2 (T = 2p5.(2)
() = R g () plan(d)

S (z) = 22 5.,() 2 Y5a(2)
$$V() = Tt 0:.(2) (T —2071,(2)

b) Se sigue directamente del Lema 4.2.3.

A manera de resumen se tiene la tabla siguiente.

Funcién extremal q(2) p(z)
2n+1 43.n(%)

54 >(z):—z(Tj;Z—W (n+1) (n+2)
2n+1 A ni1(2)

s (2) = — g no (n+1)
(2n)< ) _ 03.n(2) ( + 1)

s ()= 25 m n n
2n 07 ,,(2)

57" (2) = no ()

En general el grado de ¢(z) es un grado menos que p(z).

Lema 5.1.2. Sean v, ;(z) y prj(z) con r = 1,2, como en (4.1.2) y (4.1.3). Los ceros de
Vi (2) Y prj(2) son reales, simples y se encuentran en el interior del intervalo [0, T.

Demostracion. v, ;(z) y p,;(z) deben tener al menos un cambio de signo en [0, T']. En otras
palabras 7, ;(2) y p,;(2) tienen al menos un cero de multiplicidad impar en [0, 7.
Sean z, 2y, - - 2k, los ceros distintos en [0, 7]. Sea

plz) = (z = 2) - (2 = 2).

Entonces en particular p(z)p1 j(z) es un polinomio que no tiene ceros de multiplicidad impar
en [0,77], por lo tanto p(z)p1;(z) = 0 para z € [0,7]. De ahi p(z)p; () > 0. Pero esto
contradice el hecho de que

7(2)p1j(z) =0 para m(z) de grado m < j
m(z)p1j(z) #0 para w(z) de grado m = j.
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Al menos que k = j. Esto es k = j asi py j(z) tiene j ceros simples en [0, 7.
Igual para los polinomios ps ;(2),71,(2) ¥y 72,;(2), por lo tanto también tienen j ceros
simples en [0, 7.

Lema 5.1.3. Sean el par de funciones extremales del PMH como en (5.1).
a) El polinomio q(z) tiene raices reales y simples.

b) Las raices de q(z) y p(z) se intercalan.

Demostracion.

a) Porlema 5.1.2 y teorema fundamental del dlgebra ¢(z) tiene (n—1) raices reales y simples.
q(z) = (2= &)+ (z — &)

b) Del Lema 5.1.2 vemos que p(z) tiene ceros reales y simples, de ahi que expandiendo s¢(z)
en fracciones parciales tenemos

Se

/—\
2\2
|

donde (2)
q\Zi .
Zi) = , =1, n.
p( ) p/(Zi>
Calculamos lim s¢(z), desarrollando la suma y aplicando el limite.
Z—2z;
Q(Zl) Q(Zn)
se(2) = ot
S ER ey R PR T
O ERST Ct ) BN Gt ) BT CEt o B
=a (- z)p(a) (2 = 2n)p'(2n)
o o8 m) | mG) (&)
=n (- z)p(a) (2 = 2n)p'(2n)
o GmE) o) (&) (=)
o (2= 2)p(2) (2 = zn)p/ (20)
Ahora haciendo uso del teorema de Bolzano (teorema del valor intermedio), existen ceros
en (z1,22),  * , (2n_1, 2n). Més precisamente

& € (21,22), & € (22,23), -+ & € (Zn—-1,2n).
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Por lo tanto las raices de ¢(z) y p(z) se intercalan.
21 <& <2 <& <& <z
Tal que la funcién s¢(z) de (5.1) tiene la siguiente representacion.

(z—8&)-- (2= &)

= . 5.2
SE(Z) (z—zl)---(z—zn) ( )
Lema 5.1.4. Sea z =z + et € C, tal que z > 0.
. v J 0, >0
el_l}IélJr arg(z + i€) = { T <0, (5.3)

Demostraciéon. De la definicién del argumento de un niimero complejo tenemos para z > 0,
es decir para ¢ > 0.

arctan -, x>0
m+arctant, <0, e>0"

arg(z + ie) = {

Aplicando el limite a la ecuacion anterior demostramos el Lema.

Definicién 5.1.5. Sean p, ;(t), 7, ;(t) polinomios ortogonales en [0,7] y ¢ ;(t), 0, ;(t) sus
respectivos polinomios de segunda especie, asociados al conjunto Xr.

Donde X7 es el conjunto de puntos xg desde los cuales se puede alcanzar el origen en tiempo
T.

Recordemos que en la construccién de las soluciones extremales, s5(z) y s5(z), existe una
notable diferencia entre el grado par y grado impar del sistema (2.13).

5.2. Forma explicita de los controles admisibles

Teorema 5.2.1. Sea g € R™, T > t, y prj(t), (1), ¢ ;(t) y 6,;(t) conr = 1,2
los polinomios asociados a Xr. Entonces existen ug(t) y usx(t) dos controles admisibles del
sistema (2.13) que dependen del grado.

a) Sea m =2n+ 1.

Construimos las soluciones extremales, sgnﬂ)(t) Yy sﬁ?nﬂ)(t), con los polinomios p, ;(t) y

¢r;(t) donde r =1,2.
El par de controles admisibles esta dado de la siguiente manera.
]., tj <t < Tj+1,
w1y = t e 0,7, (5.4)
—1, Tjt+1 <t<tj+1,
s tj <t < Tj+1,
uSer U (t) = te0,7). (5.5)
) Tj+1 <t< tj+17
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b) Sea m = 2n.

Construimos las soluciones extremales, 3?") (t) y 33?") (t), con los polinomios

Yri(t) v 0,,(t) donder =1,2.

El par de controles admisibles esta dado de la siguiente manera.

1, tj <t < Tj+1,
u () = te0,1], (5.6)
—1, Tj+1 <t<tj+1,

-1, tj <t<7’j+1,
uSem (t) = teo,7). (5.7)
1, Tjt+1 <t<tj+1,

donde 0 =1 < T <ty <73 <+ <7, <t,(<T) satisfacen las funciones extremales (4.8)

y (4.9).

Demostracion. El conjunto de control admisible esta dado por (3.22). Procedemos de esta
ecuacién para llegar a los controles deseados (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7). Teniendo en cuenta
(5.2) y (5.3), reescribimos (3.22) de la siguiente manera

u(t) = — <z lim arg (—(t + i€)se(t + i€)) — 1) . (5.8)

T e—0t

Aqui sg(t) toma cualquiera de las siguientes soluciones extremales.

Grado impar Grado par
2n+1 2n+1 2n 2n
P ST sE0) s,

a) Seam = 2n+ 1.
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a) Tomamos la solucién extremal sg ) (t). Entonces de (5.8) tenemos:

W) = — (2 lim arg (—(t + i€)se(t + i€)) — 1) .

T e—0t

= — <— lim arg (Q"H)(t —He)) - 1)

T e—0t

(thg)---(thn 1)
0. )t = O

2

-1 _|_ z
(t—T )"'(t_'rn )

(t—tl)(tz—tz)-~-(t—+tln+1) <0,

( 9 0, tj<t<7'j+1,

_1+_
T, Tit1 <t <tj41,

0, tj <t < Tj+1,
—1+
2, Ti+1 < t < tj+1>

1, tj<t<7'j+1,

—1, Ti+1 < t < tj+1'

b) Tomamos la solucién extremal sggnﬂ) (). Entonces de (5.8) tenemos:

2 " )
uggnJrl)(t) - _ (— lim arg( (t+ Zg) (2 +1)(t + 26)) — 1)

T e—0Tt

2
= — (= 1lm arg( s (¢ —i—ze)) — 1)

7T e—0T
(t—72)(t—Tny2)
o 0 wew Ty >0
(t—TQ)"'(t—’Tn 2)
T W)t <O
, T, tj<t<7'j+1,
- 142

0, Tji+1 < t < tj+1,
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2, tj<t<7'j+1,
= — | -1+
0, Tjt+1 <t<tj+1,
-1, tj<t<7'j+1,
1, Tj+1 <t< tj+1.
b) Sea m = 2n.

a) Tomamos la solucién extremal sgf ™) (). Entonces de (5.8) tenemos:

ugn)(t) = — (— lim arg

T e—0t

= —(— hmarg( t—i—ze)—l)
T e—0t1

—(t+ie)s (2") (t+ ZE)) - 1)

(t—72)(t—Tn41)
0, — et -tmyna= > 0

142
(tiTQ)"'(thn 1)
T )t )T < 0

( 0, by <t <Tjq1,

Tr?
_1+_
T, Tj+1<t<t]‘+1,
0, t; <t <Tjq,
—1+
2, Tj+1<t<t]‘+1,

, t] <t<7'j+1,

—]., Tj+1 <t< tj+1.
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b) Tomamos la solucién extremal SS?")(t). De manera anéloga de (5.8) tenemos:

ugg )= — (; elir(gr arg <—(t + Z€>S§<2 't + ze)) - 1>
_ (2 lim arg <—3(2n)(t + Ze)) -1
T e—0F x
(t—72)-(t—Tn+1)
0 — @t > 0
T, (t—ma) (t=Tns1) 0,

T (t—ta)(t—tnt1)

T, tj<t<7'j+1,
= —|-1+2
0, Ti+1 < t < tj+1>

2, t]‘ <t<7'j+1,
= — | -1+
O, Tj+1 <t< t]‘+1,

—]., tj <t< Tj+1,

].7 Tj+1 <t< tj+1.

Observacién 5.2.2. Sean (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7) los controles admisibles del teorema
5.2.1 los podemos reescribir de la siguiente manera.

Grado impar Grado par
w0 = sign (s§0®), W) = sign (s870).

W) = sign (sgcznﬂ)(t)), WSV () = sign (s&?")(t)>.

Teorema 5.2.3. Sean u(t) los controles definidos en (5.4), (5.5),(5.6) y (5.7); cada control
es constante a trozos y tiene exactamente m saltos, donde m es el grado del sistema.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema 5.2.1.

Observacion 5.2.4. Hacemos notar que en el niumero de saltos del control del teorema
2.2.9 es a lo mds (m—1), donde nosotros llegamos a que el nimero de saltos de los controles
admisibles son exactamente m saltos.

Observacion 5.2.5. En un trabajo posterior se demostrard que los controles admisibles
(5.4), (5.5), (5.6) y (5.7) son los inicos que tienen exactamente m saltos.
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El conjunto de controles que empiezan en xy y terminan en el origen en tiempo %,
(control 6ptimo) y T' > t,,;, (controles admisibles), estan dados por el teorema 2.2.10 y
teorema 5.2.1.

El control 6ptimo tiene la forma:

=1, 17 <t <7}y,
u(t) =

1, T <t <1tj.
Los controles admisibles son:
T T x X
Ug(t) = uf}C(t) =
T T x x
-1, 7T, <t <t L 75 <t<tp,.

Utilizamos los superindices o, F, K, para distinguir las raices de los controles. Ademas en
los tres controles denotamos 741 por t;11 y tj41 por tj;2, como se muestra en la siguiente
tabla

Control éptimo Control admisible

0=t <ty < -  <t2 <l =tpin| 0=t <t] <-- <t  <tI=T

0=tX <t¥ <. <td <tX=T

Notemos que las raices también cumplen las siguientes desigualdades.

Krein ()ptimo < Friedrichs | Friedrichs < Krein
x o F F %

()ptimo

<
(0]
2 <






Capitulo 6

Ejemplos de soluciones extremales
para sistemas en varias dimensiones

En este capitulo se presentan ejemplos de puntos iniciales zg, que se incluyen en el
conjunto X7, que representan las condiciones iniciales zy que pertenecen a R™ para las
cuales las trayectorias x(t) que corresponden a un control wu(t) seleccionado, alcanzan al
origen en tiempo T

Se toman puntos z( en sistemas de grado dos hasta el grado siete, donde se puede apreciar
el comportamiento de los controles, tanto éptimo como admisibles.

Los teoremas 5.2.1 y 5.2.3 nos dicen que el nimero de saltos de cada control admisible
son exactamente m en [0, T], ademés cada control alcanza el origen en el tiempo exacto T
T >t v toman valores de £1, lo cual observamos en los ejemplos.

Consideremos el sistema canoénico, es decir,

© = Az + Bu, lul <1
(6.1)
A = {5jak+1};7k=17 B = (1, O, e ,O)T.

con posicion inicial .
Presentamos ejemplos para puntos zy desde el grado dos al grado siete. En los cuales omiti-
remos los superindices de las raices de los tres controles. En los controles admisibles, us(t)
y ux(t) se alternan, uno empieza en 1, mientras el otro empieza en —1.

6.1. Dimension m = 2, con diferentes condiciones ini-
ciales

Presentamos ejemplos del sistema canénico (6.1) en dimensién m = 2 con diferentes
condiciones iniciales, donde por medio de graficas mostramos el comportamiento tanto del

control 6timo u(t) y de los controles admisibles ug(t) y ux(t), como de las trayectorias
correspondientes Z(t), x5(t) y x(t).

39



40 Dimension m = 2, con diferentes condiciones iniciales

6.1.1. Gréficas de controles con 7y = {1,1}, |u| <1

Control 6ptimo

u(t) t . =345
1.0] '
| |
| |
| |
! | t =223
t1: t?! ; ty = 3.45.
I
I
|
|
|
I
-1.0¢ ;
Control admisible de Friedrichs
UIT (t) T > tmin
1.0'>_| e |
| | |
| | |
| | | t = 0.42
| [ : ty = 3.42
| | I t T g
t1: t2: L,
| |
| |
| |
I I
—1.0j !
Control admisible de Krein
ux(t) T>t
1.0] .
I I
| |
t bt ty = 4.38
I 3 _
: | ; t T =5.
I I |
| | |
| | |
| | |
I | I
-1.0¢ : —
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6.1.2.

7,(1)

A

BN

Graéficas de trayectorias con zy = {1,1}, |u| <1

t = 2.23

e t, = 0.42
»(4) ty = 3.42
T =
> :L‘l(t)

2y (t,)

t1 = 2.38
ty = 4.38
T =

Trayectoria fase de xx(t) que corresponde al control admisible de Krein wus(t).
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xgl(t)
. 7, (1)
7 (1) K
xx(tl)
> T (t
(1) o

Gréfica 6.1: Comparacién de las trayectorias fase para zo = (1,1).

En la gréafica 6.1 comparamos tres trayectorias:

1. La trayectoria z(t) corresponde al control éptimo u(t) en color azul.

2. La trayectoria x5(t) corresponde al control admisible de Friedrichs wus(t) en color rojo.
3. La trayectoria xx(t) corresponde al control admisible de Krein ug(t) en color verde.

Claramente vemos que las tres trayectorias empiezan en el punto inicial xy y llegan al

origen.
Comportamiento de los controles y sus respectivas trayectorias:
El control 6ptimo wu(t) comienza con u = —1 tiene un salto en ¢, da el cambio a u = 1,

de ahi que la trayectoria Z(t) que comienza en z, cambia en Z(t;) hasta que llega al origen
en tiempo tin.

El control admisible ug(t) comienza con ugs(t) = 1 tiene un salto en t;, da el cambio a
ug(t) = —1, da otro salto en t9, vuelve a cambiar a us(t) = 1; de ahi que la trayectoria z(t)
que comienza en x, cambia en xs(t;), primer salto del control admisible ug(t); cambia en
xg(ts), segundo salto del control admisible us () hasta que llega al origen en tiempo 7.

De manera andloga para el control admisible ug(t) y la trayectoria z5(t), tomando en
cuenta que el control admisible comienza con ux(t) = —1 .

De esta comparacién notemos que las trayectorias de los controles admisibles comparten
un trozo de trayectoria con la trayectoria entre x(t1) y #(tmin) que corresponde al control
optimo.

Las trayectorias x5 (t) y Z(t
Z(t1) hasta T(tmin) y o5(T — t1

Las trayectorias x(t) y Z(t
xo hasta Z(t1) y x¢ hasta xg(t;

~—

comparten el trozo final de toda la trayectoria, que es en
hasta x(7"), donde este t; es del control 6ptimo.
comparten el trozo inicial de toda la trayectoria, que es en
, donde este t; es del control 6ptimo.

~—
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6.1.3. Gréficas de controles con 7y = {1,4}, |u| <1

Control 6ptimo

u(t) t =524
1.0(
| |
| |
| |
| | t = 3.12
L t, ty = 5.24.
I ' t
I
|
I
I
-1.0¢ !
Control admisible de Friedrichs
u[}‘(t) T > tmm
1.0—
| | |
| | |
| | | t, = 0.41
| [ : ty =4.16
! ' 't T =6.5.
tl: tg: t,
| |
| |
| |
I I
—1.0j :
Control admisible de Krein
uﬂ(f(t) T > tmin
1.0] . .
I I
| |
tl: t2: t3 tg =594
I I ; t T — 65
I I
| -
| | |
| | |
I Lo
-1.0¢ : —




44 Dimension m = 2, con diferentes condiciones iniciales

6.1.4. Gréficas de trayectorias con zy = {1,4}, |u| <1

z,(1)

A

—

Ly

t = 3.12

> xl(t)

Trayectoria fase de Z(t) que corresponde al control éptimo wu(t).

z,(1)
Xxg(tl)
K t, = 0.41
1 = V.
1, (1,) ty = 4.16
T =65.

> .’,Ul(t)

Trayectoria fase de x4(t) que corresponde al control admisible de Friedrichs ug(t).

z(?)
_\
L
t1 = 3.19
to = 5.94
xx(tl) T =6.5.
Z’K(t?) > xl(t)

Trayectoria fase de x4 (t) que corresponde al control admisible de Krein ug(t).
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(1)

21\

—ay — 4l

Gréfica 6.2: Comparacién de las trayectorias fase para zo = (1,4).

En la grafica 6.2 comparamos tres trayectorias:

1. La trayectoria z(t) corresponde al control éptimo u(t) en color azul.

2. La trayectoria x5(t) corresponde al control admisible de Friedrichs us(t) en color rojo.
3. La trayectoria zx(t) corresponde al control admisible de Krein ux () en color verde.

Claramente vemos que las tres trayectorias empiezan en el punto inicial xg y llegan al

origen.
Comportamiento de los controles y sus respectivas trayectorias:
El control 6ptimo wu(t) comienza con u = —1 tiene un salto en ¢, da el cambio a u = 1,

de ahi que la trayectoria Z(t) que comienza en zy cambia en Z(t;) hasta que llega al origen
en tiempo t,in.

El control admisible ug(t) comienza con ugs(t) = 1 tiene un salto en t;, da el cambio a
ug(t) = —1, da otro salto en t9, vuelve a cambiar a us(t) = 1; de ahi que la trayectoria z(t)
que comienza en x, cambia en xs(t;), primer salto del control admisible ug(t); cambia en
x5 (ta), segundo salto del control admisible us(t) hasta que llega al origen en tiempo 7.

De manera andloga para el control admisible ug(t) y la trayectoria z5(t), tomando en
cuenta que el control admisible comienza con ux(t) = —1 .

De esta comparacién notemos que las trayectorias de los controles admisibles comparten
un trozo de trayectoria con la trayectoria entre x(t1) y z(tin) que corresponde al control
optimo.

Las trayectorias x5 (t) y Z(t
Z(ty) hasta T(tmin) v x5(T — 14

Las trayectorias x(t) y Z(t
xo hasta Z(t1) y x¢ hasta xg(t;

~—

comparten el trozo final de toda la trayectoria, que es en
hasta z5(T'), donde este ¢; es del control 6ptimo.
comparten el trozo inicial de toda la trayectoria, que es en
, donde este 1 es del control éptimo.

~— N
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6.1.5. Graficas de controles con xy = {3,5}, |u| <1
Control 6ptimo
u(t) t . =916
1.0] '
| |
| |
| |
: | t; = 6.08
t! ! ty = 9.16.
[
|
|
|
|
!
-1.0¢ :
Control admisible de Friedrichs
UIT (t) T > tmm
1.0 —
| | |
| | |
I [ : to = 8.22
' ' - T =12.
t l t,
| |
| |
| |
| |
—1.0j : !
Control admisible de Krein
uj( (t) T > tmm
1.0]
t; =6.31
y ty = 10.81
! i T =12.

1.0}
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6.1.6. Graficas de trayectorias con zy = {3,5}, |u| <1
(1) 1

11 = 6.08
1y = 9.16.

Trayectoria fase de Z(t) que corresponde al control éptimo wu(t).

‘Z‘Q(t) A
t = 0.72
z, (1) 7y (1) ty = 8.22
T—12.
x()
>SL’1(t)

Trayectoria fase de x4(t) que corresponde al control admisible de Friedrichs ug(t).

z,(t) 4

t; =6.31
ty = 10.81
T =12.
(1)) %o
;l‘l(t)
Ty (1,)

Trayectoria fase de xx(t) que corresponde al control admisible de Krein wus(t).
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(1) 1

> T (T
Y

Gréfica 6.3: Comparacién de las trayectorias fase para zq = (3,5).

En la gréafica 6.3 comparamos tres trayectorias:

1. La trayectoria Z(t) corresponde al control éptimo u(t) en color azul.

2. La trayectoria x5(t) corresponde al control admisible de Friedrichs wus(t) en color rojo.
3. La trayectoria xx(t) corresponde al control admisible de Krein ug(t) en color verde.

Claramente vemos que las tres trayectorias empiezan en el punto inicial xy y llegan al

origen.
Comportamiento de los controles y sus respectivas trayectorias:
El control 6ptimo wu(t) comienza con u = —1 tiene un salto en ¢, da el cambio a u = 1,

de ahi que la trayectoria Z(t) que comienza en z, cambia en Z(t;) hasta que llega al origen
en tiempo tin.

El control admisible ug(t) comienza con ugs(t) = 1 tiene un salto en t;, da el cambio a
ug(t) = —1, da otro salto en t9, vuelve a cambiar a us(t) = 1; de ahi que la trayectoria z(t)
que comienza en x, cambia en xs(t;), primer salto del control admisible ug(t); cambia en
xg(ts), segundo salto del control admisible us () hasta que llega al origen en tiempo 7.

De manera andloga para el control admisible ug(t) y la trayectoria z5(t), tomando en
cuenta que el control admisible comienza con ux(t) = —1 .

De esta comparacién notemos que las trayectorias de los controles admisibles comparten
un trozo de trayectoria con la trayectoria entre x(t1) y #(tmin) que corresponde al control
optimo.

Las trayectorias x5 (t) y Z(t
Z(t1) hasta T(tmin) y o5(T — t1

Las trayectorias x(t) y Z(t
xo hasta Z(t1) y x¢ hasta xg(t;

~—

comparten el trozo final de toda la trayectoria, que es en
hasta x(7"), donde este t; es del control 6ptimo.
comparten el trozo inicial de toda la trayectoria, que es en
, donde este t; es del control 6ptimo.

~—
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6.1.7. Graficas de controles con xy = {0,1}, |u| <1

Control 6ptimo

U(t) tmin = 2
1.0]

1.0}

Control admisible de Friedrichs

U, (t) T>1

min

1.0——

t

I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I

-1.0F
Control admisible de Krein
Uy, (t) T>t
1.0(

1.0}

=1

t2 - 2

t = 0.42
to = 1.92
T =

t1 =1.08
to = 2.58
T = 3.
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6.1.8. Graficas de trayectorias con zy = {0, 1}, |u| <1

(1)

f, = 0.42
T, (1,) ty=1.92
T =

> Jfl(t)

Trayectoria fase de x4(t) que corresponde al control admisible de Friedrichs ug(t).

z,(1)
xﬂ
t; = 1.08
to = 2.58
(1) T =

Trayectoria fase de zx(t) que corresponde al control admisible de Krein wus(t).
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Gréfica 6.4: Comparacién de las trayectorias fase para zo = (0, 1).

En la grafica 6.4 comparamos tres trayectorias:

1. La trayectoria z(t) corresponde al control éptimo u(t) en color azul.

2. La trayectoria x5(t) corresponde al control admisible de Friedrichs us(t) en color rojo.
3. La trayectoria zx(t) corresponde al control admisible de Krein ux () en color verde.

Claramente vemos que las tres trayectorias empiezan en el punto inicial xg y llegan al

origen.
Comportamiento de los controles y sus respectivas trayectorias:
El control 6ptimo wu(t) comienza con u = —1 tiene un salto en ¢, da el cambio a u = 1,

de ahi que la trayectoria Z(t) que comienza en zy cambia en Z(t;) hasta que llega al origen
en tiempo t,in.

El control admisible ug(t) comienza con ugs(t) = 1 tiene un salto en t;, da el cambio a
ug(t) = —1, da otro salto en t9, vuelve a cambiar a us(t) = 1; de ahi que la trayectoria z(t)
que comienza en x, cambia en xs(t;), primer salto del control admisible ug(t); cambia en
x5 (ta), segundo salto del control admisible us(t) hasta que llega al origen en tiempo 7.

De manera andloga para el control admisible ug(t) y la trayectoria z5(t), tomando en
cuenta que el control admisible comienza con ux(t) = —1 .

De esta comparacién notemos que las trayectorias de los controles admisibles comparten
un trozo de trayectoria con la trayectoria entre x(t1) y z(tin) que corresponde al control
optimo.

Las trayectorias x5 (t) y Z(t
Z(ty) hasta T(tmin) v x5(T — 14

Las trayectorias x(t) y Z(t
xo hasta Z(t1) y x¢ hasta xg(t;

~—

comparten el trozo final de toda la trayectoria, que es en
hasta z5(T'), donde este ¢; es del control 6ptimo.
comparten el trozo inicial de toda la trayectoria, que es en
, donde este 1 es del control éptimo.

~— N
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6.1.9. Graficas de controles con zy = {—0.6,0.18}, |u| <1

Control 6ptimo
u(t) t =06

min

=

1.0—
|
l
|
tl; . tl = 06
-1.0t
Control admisible de Friedrichs
U, (1) T>1t
1.0] . .
| |
| |
t! t! T ty = 2.2
1 2
| | 1 T=
[ [ |
| | |
| [ I
I | |
| | |
-10—' [ |
Control admisible de Krein
Uy, (t) T>t
1.0t . —
| |
| |
| | tp=1.2
| I tg =24
| ¢ T-3
t : T
|
|
|
|

1.0}
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6.1.10. Graficas de trayectorias con xy = {—0.6,0.18}, |u| <1
(%)
()

»,(1) t = 0.6

Trayectoria fase de Z(t) que corresponde al control éptimo wu(t).
(¢)

'/EO tl =04

>z, (t) ty = 2.2

z, (1) T =

() =12
1 — 1.
’wl(t) to = 2.4
T —

Trayectoria fase de xx(t) que corresponde al control admisible de Krein wus(t).
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Grafica 6.5: Comparacion de las trayectorias fase para o = (—0.6, 1.18).

En la grafica 6.5 comparamos tres trayectorias:

1. La trayectoria z(t) corresponde al control éptimo u(t) en color azul.

2. La trayectoria x5(t) corresponde al control admisible de Friedrichs us(t) en color rojo.
3. La trayectoria xx(t) corresponde al control admisible de Krein ugx(t) en color verde.

Claramente vemos que las tres trayectorias empiezan en el punto inicial xy y llegan al
origen.

Comportamiento de los controles y sus respectivas trayectorias:

El control éptimo u(t) comienza con u = 1 no tiene saltos, de ahi que la trayectoria z(t)
que comienza en xg llega al origen en tiempo ,,,.

El control admisible ug(t) comienza con us(t) = —1 tiene un salto en ¢;, da el cambio
a us(t) = 1, da otro salto en to, vuelve a cambiar a us(t) = —1; de ahi que la trayectoria
z5(t) que comienza en g cambia en xg (1), primer salto del control admisible us(); cambia
en z5(ty), segundo salto del control admisible ugs(t) hasta que llega al origen en tiempo 7.

De manera andloga para el control admisible ux(t) y la trayectoria x5(t), tomando en
cuenta que el control admisible comienza con ux(t) =1 .

De esta comparacién notemos que la trayectoria que corresponde al control 6ptimo Z(t),
en esta ocasiéon comparte dos veces el mismo trozo con la trayectoria que corresponde al
control admisible ().

Las trayectorias zy(t) y Z(t) comparten el trozo inicial y final de la trayectoria, que es
en zo hasta el origen, y x5(T — ;) hasta el origen.

Observacién. La condicién inicial g = (—0.6,0.18) es un punto tomado del trozo de
trayectoria que comparten las trayectorias z(t), z5(t) y x(t) de la condicién incial g = (0, 1)
del ejemplo anterior. Ver grafica 6.4.



Ejemplos de soluciones extremales para sistemas en varias dimensiones

6.2. Graficas de controles m =3, 2o = {1,0,1}, |u| <1

Control 6ptimo

u(t) t =527
1.0 ; ,
| |
| |
: : t1 = 2.18
4] n t, ty = 4.32
4 4 : t ts = 5.27.
| | |
| | |
I I |
| | |
| | |
_10 ) -
Control admisible de Friedrichs
u&"(t) T > tmm
1.0k . .
| | |
| : | t1=0.11
[ [ [ ty = 2.57
b b 2 r ts = 4.96
! ' ' | T =6.
| | | I
[ [ [ |
| | | |
| I | |
| | | |
_1.0k - -
Control admisible de Krein
U(K (t) T > tmin
1.0f - —
t1 = 2.20
ty = 4.40
t t ty T ts = 5.70
T =

—l.Oj ' ! —
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6.3. Graéficas de controles m =4, xo = {1,5,2,0}, |u| <1

Control 6ptimo

u(t) t =19.33
1.0] : —
| | o
| : Lo t, = 4.59
: : : : to = 11.64
by y by b ) ty = 17.20
| | |
I | I
I | I
| | |
-1.0¢
Control admisible de Friedrichs
ufr" t) T > tmm
1.0R —
| | | | |
| | | | | 75-1 - 071
| _
! ! ! o ty = 6.76
| | | | : ts = 15.40
| | | |
't ty = 22.35
Ar by b ty T T =925
|
| I I I
I I I I
| | | |
-1.0t
Control admisible de Krein
uﬂ{ (t) T > tm’m
1.0] —_—
| I | I t) = 4.68
: : : : to = 12.15
t1: tg: ts: t4: T t3 = 1891
I I 1 0 1 t t4 - 2344
[ [ [ L T = 25.
[ [ [ Lo
[ [ [ I
| | | I
| | | | |
_1'0‘7—l Ie—— | I—
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o7

6.4.

Graficas de controles m = 5, xyp = {1,0.5,1,0.1,1},
uf <1
Control 6ptimo
U/(t) tmin = 1390
1.0 —
: : I I t =272
: : : : to = 6.43
I I ts = 10.15
tl: 2‘:2| t3: t4| ¢ t tj = 12.90
I I I I - =
| | | o ts = 13.90.
| | | | |
| | I I
| | | [
| | I I
-1.0— —
Control admisible de Friedrichs
u,(t) T>t
1.0k —_—
| [ [ | [ t; =0.14
| _
| i i ! | ty = 3.25
! [ [ ! [ t3 =7.49
i L, £, t, 5 T . ty=11.74
| | | | | | ts = 14.86
I I [ [ [ : T = 16.
[ [ [ [ Lo
| | | I Lo
| | | | | |
-1.0} —
Control admisible de Krein
uIK (t) T > tmm
1.0( —
I [ I I Il t, =2.72
e =618
[ ! [ [ ! : t3 = 10.37
| | | Y ty = 13.50
f) L) Bt T ts = 15.40
| | | | | T =16.
| I | | |
| | | | |
| | | | |
_1.0‘7—| —
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6.5. Graficas de controles m = 6, zy = {7,1,1,3,6, 1},

lul <1
Control éptimo
u(t) tmin = 9789
]_. L —— | p—— | L |
0 | | | [ Il t; = 16.03
: | | L to = 36.29
: : | : : : t3 = b8.72
|t1 |t2 :ts |t4 |t5! t@ " ty = 78.92
: : : : : ts = 92.90
| | | | | te = 97.89.
| | I | |
| | I | |
I I I | I
Control admisible de Friedrichs
uf{(t) T > tmin
1.0f — — t; = 0.86
I I I I Lol
| | | | | 11 tQ - 1979
o tn= 4459
| | | | | | : ty = 72.05
| | | | | | _
s ts = 96.78
AR L) t, oty T tg = 113.89
|
C | I L T = 120.
| | | | | |
I I | I I |
_]-'O,J—I R | [
Control admisible de Krein
ux(t) T>t
]..0’ r 1 T T tl = 1614
I I I R t, = 36.95
' ' : : : : t; = 60.88
I I
I I ty = 84.12
tl: tQ: t3| t4: t5| tﬁ: Tt t: _ 103 25
| | [ | r ‘
| | | | Lo te = 115.70
| | | | Lo
I I I I I I : T = 120.
| | | | Lo
| | | | Lo
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6.6.

Graficas de controles m = 7, o = {0,0,0,1,0,0,0},

ul <1
Control 6ptimo

U (t) tmin = 1 4 98

1.0 —— —
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | | ;
T
| | | | Lo
| | | | Lo
| | | | | )
| | | | | I

Control admisible de Friedrichs

u,(t) T>t
1.0h — —
I | | | | |
I | | | | |
I [ [ [ | [
I [ [ [ | [
£ | | | £
t1|t2| t3| tl tl t6| 7|T
1o | | | I | ;
I | | | | Ly
I [ [ [ | (.
I [ [ [ | .
I [ [ [ | I
I | | | | I
-1.0p— —
Control admisible de Krein
u, (t) T >t
]_.O | — | | — | mn
[ [ [ [ [ Y
| | [ [ | ol
[ | [ [ [ ol
I I I I I P!
I I I I I !
| | | | | N
[ [ [ [ [ I 41
t1| t?| 7f3| I 5] t6| t7|T
| | | | | I
[ | [ [ [ I
[ | [ [ [ I
[ | [ [ [ I
_1.0:—l eeeeeee— | | I—

t1 =0.89
13 = 6.45
ty=9.71
ts = 12.48
ts = 14.33
t; = 14.98.
t1 =0.17
to =1.27
t3 = 3.75
ty =7.06
t5 = 10.47
te = 13.38
t7 = 15.32
T = 16.

t1 = 0.89
l3 = 6.47
ts = 12.59
te = 14.60
t7 = 15.69
T = 16.
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{1,2,0,1,0,2,0},

Graficas de controles m = 7, x

u] <1

6.7.

Control éptimo

u(t)

= 36.41

t

M MmO —
©S MO KRS
= I S R S e
M — = NN MM
| | |
— o™ ™ <t 0 Ne) D~
e T SR R SR )
-~
I.L7
o _ T
I s M
I ) A
Sl s
|||||| N ]
|||||| T
= =
— —
1

Control admisible de Friedrichs

© © © w0 b~
QS BRB S |
I e e S B NGO
So S AN S =
1 1 B
— [a\] [agl <t 0 Ne) 7T
R SR R SR )
-~
Sl il ]
ﬁllll,.lb.r |||||||
il EEE L %
g ---
£
-~
A\ +7
&~
e A T
R EEEEEEE
~
] ,
=2 = =
— -

Control admisible de Krein

0 — < O a O
M O oo oo
VS o0~ 10N I~ o
M = = N <K H <A
1 1 | |
— o™ el <t 0 Ne) 7T
e T SR R SR )

-~
[Co--— & .
t7
*llllll,.lbﬁd |||||
R PR
[ PR
= =3

-~
AN

N L |

tn.\u
ﬁllllll,.lbnﬂllll

e S
2O o



Apéndice A

Ortogonalidad de polinomios

A.1. Polinomios ortogonales

Para la demostracién de la ortogonalidad de los polinomios en [0, 7], se utilizard el si-
guiente Lema.

Lema A.1.1. Sean j,k e Nconk+1<j<ny

v DRI v

So 51 Sk
v v v
Woee S10 %2 Sk+1
v v v
e T R

Entonces las siguientes igualdades son validas:

O T (A1)
j—k—1)x (k+1)
S
s Sy Spi1
(=5 My )| 2 : =0 (A.2)
Si_1 Syt ST
;S Sit

Demostracién. Asumiendo que k < j, entonces dentro de la matriz M, | hay cuatro
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62 Polinomios ortogonales

submatrices:

S5 s SE | st
CH sy Sk+1 | Ski2 sy
miel = | Sk Skn Sok | Sak41 Skt
Sk41 Shto Sokt1 | Sok+2 Shgjt1
STy S S5kt | Skag 8551
(U
S\ U | Vs
donde la dimension de las submatrices son
Uyes(k+1)x(k+1),
Vies(k+1)x(j—k—1),
Uyes(j—k—1)x(k+1)y
Voes(j—k—1)x(j—k—1)

Ahora, definiendo una particion dentro de la matriz W de la siguiente forma:

12 v 12
S0 sy Sy
v v 124
J— v v v
W = Sp Sk s
v 12 v
Sk+1 Sk+2 Sok+1
14 14 14
Sj-1 5 Sjtk—1

Calculando la matriz como en (A.1), tenemos:

(o) ( )

o Ui Iy + V1 Ok pyxet)

Uy
Uz

Vi
Vs

T(gs1)
OG—k—1)x(k+1)

( )

Uz Tirg1y + Vo 0G—k—1)x (k1)
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Ahora para probar (A.2), tenemos:

P

s sy Skt
(=Y () 1) : 5 '

57 Sin 574k

* v - W
— ( _K‘,] (Mr7j—1) ! 7[ ) < sY g¥ S‘l]{_'_k )

J i+l

* v -1 v ooV v

==Y (M) W (Y s si)

=Y (MY ) MY, ( L) ) (8% §Y e
7.J rj—1 rj—1 O(jfkfl)x(kJrl) J i+l

Ty
= _Y* (k+1) + (s¥ %, ,--- s¥
J ( 0(j—k—1)><(k+1) ( J i+l J+k)

== (s} sy a e ST+ (Y i s) =0

Cuando k > j, es de manera similar.
Donde v depende de la medida segiin sean los polinomios.

Polinomios Medida Momentos

ST 1)

Py;(t) a(t) {53720

0 / (T — 7)1 do(r) (T sj1 — 542122

Fus(t) / (T—7) do(r)  {T's; — 551120

0 / 7 do(r) (57611200,



64 Polinomios ortogonales

A.1.1. Integral del producto R;(t) v; v; R;(t)

Realizamos algunos célculos para las integrales del producto de R;(t) v; v} Rj(t), casos
cuando j es igual y diferente a k.

Caso cuando j = k.

El producto

I 0 0 0 I I
tI I 0 0 0 t1
2 2
Ri(t)v, =| "1 I I 0 0 | — | I
Hl v 2] I 0 1

De ahi que

v Ri(t) = (Ry(t) v;)" = (I, t1 , t* -+ ,¥'T).

Por lo tanto, el producto de R;(t) v; con R;(t) v} es:

I
tI
Ri(t) vy v Ri(t) = | 1 | (1,1, 221, 61)
1
I+t 1 - I
tI 21 1 ... P
| 1 1 tr ... v
tfl th;ll tj421 . t231
Donde la integral equivale a
It 1 - I
- oot e et g
0 0 . . . . .

t]"] tj+.1] tj4;2] t2'j[
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f;} f% tdo(t) [ t2do(t) - @T t/do(t)
f% tda Ct2do(t)y [T #3do(t) <o [ Pdo(t)
_ t?da() fo t3da(t) s t4da(t) - o (1)
s tJda ) S t]*ld ) L t]”da() ) tdo(t)
sy ST sy sy
S1 Sy Sy v Sip
s s s s | =
i Sj1 Sjr2 Tt Sy
que podemos reescribir en submatrices
sy ST Sy sy
s1 Sy Sy v Sip
sy sy C/AERE sj”-+2 _ ( M,f'*—l Y’v;,j ) )
: : Yii |85
§7 Si1 Sipo Saj

Caso cuando j # k.

Al igual que el caso anterior calculamos la integral del producto de R;(t) v; con v Rj(t).

I tI 21 . tRT
tI 21 I thtl]
. ok 2 3 4 k+2
Ri(t)v; vp Ri(t) = | 1 1 ' 2]
TR 2 P2+
Por lo tanto

sy st .. s
T sy sy Sk+1
| r oy R = | 5 s
0 : : :
Sk Skt1 S5,

8§

Si+1

1
Zany
2y

tﬂ'*"f]
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Donde v y M;; depende de la medida segin sean los polinomios.

/0 R) v dolt) v Ri(t)

Polinomios j=k j#k
Sj
Sj+1

Hyja Vi W | s;
o (N
Sj+k

Tsjr1 — Sj+2
T'sjya — Sjt3

Hsy Y5
Py ;(t) ( 21 27 ) Wi | Tsjig— Sjta

*
YQJ T52j+1 — 52542

TSjtht1 — Sjth+2

Tsj=sjm
K v T'sjy1 — 8j+2
Iy <t) 1.j-1 Lj W% T8j+2 — Sj+3
5J Y* T
1, 825 — 52541 .
T'Sjk — Sjth+1

Sj+1
~ S,

J+2

Ko Yo s

J—1 2,3 * .

FQJ (t) Y/* W Sj+3
2 7 82j+1 :

Sj+k+1
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A.1.2. Polinomios P, (t)

Daremos la demostracién del inciso a) de la Proposicién 4.2.1., para el caso particular de
los polinomios P ;(t).
Caso cuando j = k.

/ " (t) doft) P

! —H! Yy
:/ (_Yl*j Hl_jl_l ) R;(t) vj do(t) v; R;f(t) ( 1,j-1 11,3 )
0 ’ ’ I
Hi . 1|Y —HY vy
= (=Y H{} Lj=1l | ~1j 1j—1 Tl
(Y i ) ( Y7y | sz ) ( I )

0
(Y H
=t Dy v )

L7
—1 Yy
= =Y0; Hyj oy Yij+ 59 = Hyj
Caso cuando j > k.

/O " P(t) do(t) Pra)

- —H} | Yig
= [ R o aote) o mi) (TG

Sj
Y
J+1 1
_ —-H Yig
= (=Y Hy) oy 1) | W | s B
J L ] 1
Sj+k

W *
— (V. -1 VU -1
*( Yi,] Hl,]7171) (( }q,k Hl,k—17[ ) ( Sj Sj—i-l Sj+k ))

= (=Y, Hij 1) 0" =0.

Por lo tanto, { P ;(t)}}—, son polinomios ortogonales en [0, 7] respecto de o(t).
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A.1.3. Polinomios P, (t)

Retomemos la demostracién del inciso a) de la Proposicién 4.2.1..
Caso cuando j = k.

/T Py (t)(T —t) tdo(t) Py (1)

. —Hy Yo
= [ vy kD R0 o (= oty o Rt (T T )

_ Hjj ‘ Y5, —Hyj 4 Y
—(—_V* H 1 7[ ,J ) 2,5—1 )
( 2,5 2,j—1 ) ( Y;:_] ‘ T82j+1 — 82j+2 ) ( I

0
= (Y5 H1 I)
2, 2,j—1> _Vx -1 ) L Go
J J Yv27j HQ,jfl Yéd —+ T82j+1 52542
_ * -1 T
= —Yé’j HQ,]’*I }/2’]‘ + TSQjJr]_ — 852542 = HQ,j-

Caso cuando j > k.

/ " Pu(t) (T = ) tdo(t) Pu(t)

. —Hyp | Yoy
= [V ) R (1 =yttt o m) (T T
0

Tsjy1— Sj42
Tsji2 — Sjts
( I

-1
= (=Y5; Hyjy D) | W | TSjvs = Sjta Hyja Yau )

T'Sjrht1 — Sjth+2

= (=Y5 Hyjoy o )

W *
vy HL T
<( 2 i ) < Tsjra = sjp2 - TSjpn1 = Sjrns ))

=(=Yy; Hy; . 1) 0" =0.

¢
Ast, {P,;(t)}}—, son polinomios ortogonales en [0, 7] respecto de / (T — 7)1 do(r).
0
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A.1.4. Polinomios I' ;(t)

Daremos la demostracién del inciso b) de la Proposicién 4.2.1., para el caso particular de
los polinomios I'y ().
Caso cuando j = k.

/0 ) [y ;(t) (T —t)do(t) T; ()
:/0 (=Y Kijoas D) Bi(®) v (T = )do(t) o] R;(t) ( _Ki;;1 1, )

- Ky Y, K7l v
_ * -1 1,5—1 1, - 1,
= (=Y Ky, 1) ( 3711] ! > ( 1]11 ! )

T'so; — 8941

. 0
= (=Y} K, 1 e el v

— /% -1 ¥% . . . = 2 -
==Y Koo Y+ Tsgy — saj = Ky

Caso cuando j > k.

ATFMG)U“—@WﬂﬂITAﬂ

T —K} Y
= [T D B o (ot o e (T )
0

TS]' — Sj+41
T'sjr1 — Sjt2 4 -
= (—Y/f:] Kl_,;fl 7[) W« T3j+2 — Sj+3 ( _Kkal l/l,k )

T'Sjrk = Sjahs

- (_Y/ftj Kl_,;q 71)

) W )
=Y Koo 1
(( Lk “3 k=17 ) ( Tsj—sj1 TSjpk — Sjtkt1 ))

= (_Y/ftj Kl_,;q 1) 07 =0.

t
Asi, {T'1(t)}j=, son polinomios ortogonales en [0, 7] respecto de / (T'—7) do(r).
0
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A.1.5. Polinomios I'y ;(t)

Terminamos la demostracién del inciso b) de la Proposicién 4.2.1..

Caso cuando j = k.

/ "Ly (0) tdo(t) T (1)

! Kyl Y
Vo — * * - . 2.7
:/0 (—Y5,; Kyl oy 1) Ry(t) v tdo(t) v} Ri(t) ( g,gjl J )
> Kyi1 Ya, K7l v
= (=Y*. K—1 ,I 2,j-1 2,7 ) ( 2j-1 12,5 )
( R ) ( Y2*g S2j+41 I

R 0
= (=Yy. K;L .1 i el v
( 2,7 2,j-1 ) ( —}/;:] KQ,]‘I—l }/2>.7 + 82j+1 >

_ % -1 ¥, ) N P
=Y, KQ,j—l Yo+ s2j41 = Ko

Caso cuando j > k.

[ Tt ot 13,00

I K7l v
:/ (~¥5; Ksby ) Ry(t) vy tdo(t) o} R}Z(t)< = )
0

Sj+1

Sj+2 PR
g an | W s | (k)

Sj+k+1

) N W ’
| Y, K}
— ( }/2’] K27371,]) (( Y'Q’k K2,k—17[ ) ( Sj+l Sj+2 Sj+kt+1 ))

= (=5, Ky) oy 1) 0" =0.

¢
Por lo tanto, {I'y ;(¢) }}—, son polinomios ortogonales en [0, T'] respecto de /
0

7 do(7).
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A.2. Polinomios de segunda especie
Consideremos los polinomios de la Definicién 4.1.2 y Definicion 4.1.3.
Q1,i(1), Q2,;(1), ©1,(t), Oa;(t). (A4)

Estos polinomios tienen una propiedad muy interesante: son polinomios que se obtienen de
polinomios ortogonales en [0, 7]

Prj(t), Paj(t), i (t), Tay(t). (A.5)

respecto de las funciones de distribucién o medidas positivas:
t t t
o(t), / (T —7)7 do(7), / (T —7)do(7), / 7 do(7), (A.6)
0 0 0
respectivamente. Sin embargo, los polinomios (A.4) no son polinomios ortogonales.

A.2.1. Polinomios Q) ;(?)

Daremos la demostracién del inciso ¢) de la Proposicién 4.2.1., para el caso particular de
los polinomios Q1 ;(t).

/T Pyj(2) — Pu(t) do(t)

z—1

17j

= (—Y* Hl_,jlflv]) /T Rj(z)vj — Rj(t)vj dO‘(t)

I I
e zl tl
. -1 1 2] 27
= (_K,jHl,jﬂv[) — - do(t)
2T 1
0
. I
= (~Y{HOL D) / (z—t)I do(t)
0 .

A AT 2t ]
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Polinomios de segunda especie

= (=Y, H

= (=Y,H

= (=Y, H

0
S0
1—7;71’ I 280 + sl
R T e R T I T
I 0 - 0 0
) d 1 0 56
1,;71a1—) . . . .
A 27 ..o T Sj-1
o1 DRy (2)(—uay)

= _(_thij,jl—p DRy j(2)u

= Q1,5(2).
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A.2.2. Polinomios () ;(t)

Continuamos la demostracion del inciso ¢) de la Proposicién 4.2.1..

/T P2,j(zi : f”(t) (T —t)tdo(t) — P (2)((z — T)so + s1)

= vy mp ) [ OO aa)

0 Z—t

—(=Y5; Hyj DR (2)v;((z = T) so + 1)

)]

1 1
1 tl
e tl o1 21
= (Y5, Hyj4,1) " - (T = t)(t)do(t)
2T I
I
zI

v - 2
_(_Yz,j HQ,jl—lvl) 2 ((z=T)s0+s1)

2T
0
T (Zt—ﬁ)2 .
— (—}gfjHZ}_l,I)/ (Tt —t%) = (Tt — t7) do(t)
0 .

TN TE—t2) + -+ (TH — 71
(z—=T)so+ s1
z2((z—=T)so+ s1)
—(—Yzfsz_,;qv I) 22((z—=T)so+ s1)

2 ((z=T)so+ s1)
0
Ts1 — 89
= (=Yy,Hy} 1) 2(Tsy — s2) — (T'sy — s3)

Zj_l(TSl — 82) + -t <TS]‘ — Sj—',—l)
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28y — T sy + sy
2250 — 2T 50 + 25,

_ 3 2 2
_(_YZ*],HQJ{I,]) 2289 — 271" sg + 275

2t sy — 2T sy + 2051

= (=Y3Hy5 1, 1)
T sy — s — z 58
Tsy — sy — (2289 — 2T 8o + 251)
2(Tsy — s9) — (T'sy — s3) — (2359 — 22T s + 2%51)

zj_1<T81 _ 32) 4+ (TS]' _ Sj+1> _ (Zj+1 S0 — ZjT So + stl)

1 0 0 0 T sg — 51— 25
zl I 0 0 T81 — So
_ (_}/Q*jHQ_jl—h I) 21 21 I 0 T sy — 89
P2 B Bl I T sj— St
T sg— sy 1
T81 — So 0
= (=Y Hy oy, IR (2) Tsy— s —zs | U
TSj — Sj+1 0

= (_YQZHQ_,;—p [)Rj(z)(_UQ,j — Z50 Uj)
= —(=Y5;Hyj 1, I)R(2)(ug; + 2 v; 50)

J

= Q2,5(1).
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A.2.3. Polinomios O (t)

Continuamos la demostracién del inciso ¢) de la Proposicién 4.2.1..

= — (=Y Ky}, 1) i — (T — t)do(t)
+ _}71*3‘ Kf,;—l ) Rj(2)vjs0
I I
T zl tl
e — 2 2
——( T i [ || 2| | | | @ - naew)
AT 1
I
z1
=V Ko D | 2| s
T
0
] , r-n
= —(—ijjKL}_l,I)/O (T —1) B (Tt —t°) do(t)
AHT —t)+ -+ (T = 1)
S0
Z S0

(/% -1 2
+(_}/1,jK1,j717]) =50
2 So

TSO — 51
— _<_{/1ij1—7]1_1, I) 2(Tsg— s1) — (T'sy — $2)

Zj_l(TSO — 81) + -+ (Tsj—l — Sj)
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Polinomios de segunda especie

+(_}~/1ij1_,]'1717[) Z 50

S0

Z S0
2

2 s

= —(=Y7 K7, 1)

O—So
Tsg— s — 258
2(Tsg — s1) — (T'sy — s2) — 22 8¢

AN Tsg—s1) + -+ (T'sj—1 — 55) — 27 59

I 0 0 0

zl I 0 0

— _(_{/ﬁjKl—J{l’ n| 21 =l I 0
A1 7Y 72 o T

= —(—Y/f:ij,}_p I R;(2)(—1,5)

= (=YK )y, D) R;(2)a

7.]717

= O1,;(1).

TSO — 51
T81 — S9

TS]‘_l —Sj
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A.2.4. Polinomios Oy (1)

Terminamos la demostracién del inciso ¢) de la Proposicién 4.2.1.

¥

- (Y KT /

Iy(2) —Ta;(t)

tdo(t) —I'y;(2)s0

T Rj(2)v; — R;(t);
z—1

z—1

tdo(t)

—(=Y3 Ky jy DRi(2)v550

I I
T 2zl 174
— (Vg ki [ [ 2] R ]| e
o Z—1 : :
2T 1
1
zl
~ % _ 2
—(=Y3; Kz,;—1 )| A s
2T
0
T t
- —(ihsan [ 0y do ()
AT 2 T
S0
Z S0

—(=V3 K5}, 1) | 2 s

2 S0
0

51

= —(V3K 0. D) w51

AT 4 8927 b 28+ s
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Polinomios de segunda especie

S0

Z 80

= —(=Y5; Ky, 1) | # s

29 5

= (Y5 K0, 1)
0+ S0
S1+ 2 Sp

281 + 89 + 22 5

TN 92I TP 281 + 85+ 27 s

I 0 0
21 I 0
= _<_}72ij£}—17[) 21 2 I

A 7 2]
= (=3, Ky D Rj(2)(—1iay)
= (=Y3, K5, DRy (2)ay

= 0,,(1).

@)

50
51
59



Apéndice B

Propiedades de polinomios
ortogonales

B.1. Propiedades de la matriz resolvente y R;().

Calcularemos la dimensién y grado del producto R;(t) con los diferentes vectores v;, uy ,
Ugj, U1 ¥ Usgj, que utilizaremos para el grado de los polinomios ortogonales P, ; y I, ; y sus
respectivos polinomios de segunda especie @), ; y ©,; con r = 1, 2.

Expresamos las ecuaciones (3.7) a (3.12) en forma matricial.

1 0 0 1
tr 1 0 0
R;(t) = . . Ui = )

BT 61 I 0

0 S0 $1

Ui = 0 , U = —T o + > ,

—5j_1 Sj Sj+1

S0 0 — S0

w= | e Y | w= |

s; sj._l —5;
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Notemos las siguientes dimensiones.

Matriz/Vector | Dimension — Matriz/Vector Dimensién
) , R;(1) (G+1)x(+1)
(=Y H 1) | 1< (G+1)
(_YVijHQ_,]‘lflvlq) Ix(j+1) Uy, (j+1)x1
i Us,;j (+1)x1
(_leijl_,;flan) Ix(j+1)
Uy (J+1)x1
(_Y/ijK;,}—p[q) Ix(j+1) Ug,; (j+1)x1.
Por lo tanto, podemos hacer el calculo de los siguientes productos.
1 o --- 0 1
t1 I - 0 0
R;(t)v; = L :
U ARy R 0
= (I tI - #1)".
1 o --- 0 t so
tl I -0 0
Rj (t) tUj So — . . . . .
1 e T 0
= ( tS()I tQS()I tj+130]' )*
1 o -+ 0 0
tl I -0 —So
Rj(t)u; = : : o :
tJ[ tjill cee I _Sj—l
= ( 0 —SO_[ —Sotj_l_[—f—"'—Sj_lI )*
1 0 - 0 S0 S1
t1 I -0 S1 S9
RJ (t) /UQJ' = . . . =T . + .
1 ¢t T S Sj+1

*

= (m1[ m1t+m21 mltj]—|—~~mj+1[)
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my = (—TSQ + 81) mo = (-TSl -+ 82) mjiq1 = (—Tijl + Sj).

I 0 o 0 50 0
- t[ I AR O 81 50
Ry(t) = : : S : -7 :
tj_[ tj_ll i Sj Sj—1
= (SOI sot! +mql - -- sotj[+m1ti—1]+...+mj_]) )

ml = (Sl — TS()) Th] = (Sj — TSj_l).

1 0 - 0 —3Sp

) tI I - 0 —51
R;(t) 2, = : : o .
0 By BEERE | —5;

= ( —50[ —(Sotl+ 81[)
—(Sotjl + Slt];l] + -4 Sj[) )* .

Como resumen tenemos la siguiente tabla.

Matriz/Vector Dimensién Grado
Rjt)v; G+ x1

Ri(t)tvjso  (j+1)x1 (j+1)
Ri(hur;  (G+1)x1 (j—1)
Ri(uz;  (j+1)x1
Rit)a,; — (G+1)x1

Ri(t)tp;  (j+1)x1 4.

*
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B.2. Grados de polinomios P, ;, @, ;, I'1; y O,

En esta seccion determinamos los grados de los polinomios ortogonales P, ; y I'; ; y sus
respectivos polinomios de segunda especie @), ; y ©,; con r =1, 2.
Al mismo tiempo daremos otra forma la demostrar el Lema (4.2.3).

a) Sean P j(z) y Q1(z) de la Definicién 4.1.2.
Prj(z) = (=Y{Hy oy, 1) Ri(2)v;,
Qui(z) = —(=YiH . L) Rj(2)ua .

El factor (—ijjHi;_l, 1,) de los polinomios P j(z) y Q1,;(%), no depende de z, de ahi que
los factores que determinan el grado son R;(2)v; y Rj(z)uy ;, siendo j y (j— 1) los grados
respectivamente.

Por lo tanto, el polinomio P ;(2) es de grado j y el polinomio @y ;(2) es de grado (j —1).
b) Sean P ;(z) y Q2;(z) de la Definicién 4.1.2.
Poj(2) = (=Yy;Hyj 1,1, R(2)v;,

Q25(2) = —(=Y5;Hy 1, 1) Ri(2)(us; + zv;s0).

El factor (—YijHi;_l, 1,) de los polinomios P ;(z) y (2,;(2), no depende de z, de ahi que
los factores que determinan el grado son R;(z)v; v R;(2)(ua; + 2v;50).

El grado de R;(2)(uz;+2v;S0) es (j+1), que es el grado mayor de R;(2)uq; v R;(2)zv;s0.
Por lo tanto, el polinomio P (z) es de grado j y el polinomio (2 (z) es de grado (j+ 1).

c) Sean I, ;(2) y ©, (%) de la Definicién 4.1.3, con r = 1, 2.
Tij(z) = (=YK, 1) Ri(2)v;,
O15(2) = — (=Y K11, L) Rj(2)tn g,

Uoj(z) = (Y5, Ky ) 1, 1) Ri(2)v;,

Oqi(2) = —(=Y5,; Ky} 1, 1) Rj(2)tin;.
Los factores (=YK, 1, 1,) de los polinomios I',;(z) y ©,;(z), no depende de z, de
ahi que los factores que determinan el grado son R;(z)v; y R;(2)i, , siendo j en ambos
casos.

Por lo tanto, los polinomios I', ;(2) vy ©,;(2) son de grado j.
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B.3. Complemento de Schur

Supongamos que M una matriz cuadrada de dimension (j + k) x (5 + k), esta dividida
en cuatro submatrices como sigue

A B

M Jxj Jxk
GHR)x(+k) T C D
kxj kxk

as dimensiones de son como se muestra arriba. son matrices cuadradas
Lasd de A, B,C'y D t ba. Ay D t dradas,
pero B y C no son cuadradas al menos que j = k.

Lema B.3.1. 1. S5i A es invertible, el determinante de la matriz M es
det(M) = det(A) det(D — CA™'B).
2. S8t D es invertible, el determinante de la matriz M es
det(M) = det(D)det(A — BDC).

Lema B.3.2. Si A es invertible, el complemento de Schur de la matriz A en M es definida
como M/A =D — CA™'B. Ademds el determinante del complemento es

det(M)

det(A)

det(M/A) =

Lema B.3.3. Si D es invertible, el complemento de Schur de la matriz D en M es definida
como M/D = A — BD'C. Ademds el determinante del complemento es

det(M)

det(M/D) = G55

Ver [9].






Apéndice C

Integracion

C.1. Funciones medibles

Definicion C.1.1. Suponga que f es una funcién de variable real en un conjunto X C Ry
sea M cualquier subconjunto de R. Sea

M) =A{z: f(z) € M},

El conjunto de todos los puntos de X los cuales son mapeados en M por f. El conjunto
f~H(M) es llamado la imagen inversa del conjunto M.

Supongamos ahora que también son dados subconjuntos o-anillos ¥ de X, asi (X, X) es
un espacio medible. Para cada funcion de variable real f en X, escribiremos

N(f) ={z: f(x) # 0}

si la funcion de variable real f es tal que, para cada subconjunto de Borel M de R el conjunto
N(f)Nn f~1(M) es medible, entonces f es llamada una funcidn medible.

Ver libro [10].

C.2. Integral de Lebesgue

El concepto de la integral de Riemann, conocido del curso elemental del Analisis, es
aplicable sdlo a aquellas funciones que o bien son continuas o no tienen “demasiados” puntos
de discontinuidad. Para funciones medibles que pueden ser discontinuas en todo punto donde
estén definidas, la construccion de la integral de Riemann no es valida. Al mismo tiempo,
para estas funciones existe un concepto perfecto y flexible de la integral introducido por
Lebesgue.

La idea principal de la integral de Lebesgue consiste en que, a diferencia de la integral de
Riemann, los puntos x se agrupan no de acuerdo a su proximidad en el eje z sino de acuerdo
a la proximidad de los valores de la funcién en estos puntos. Esto ofrece inmediatamente la
posibilidad de extender el concepto de integral a una clase muy amplia de funciones.
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Ademas, la integral de Lebesgue se define de un mismo modo para funciones determi-
nadas en cualquiera espacios de medida abstractos, mientras que la integral de Riemann se
introduce primero para funciones de una variable y solamente después se extiende, con las
modificaciones correspondientes, al caso de varias variables. Para funciones de espacios de
medida abstractos la integral de Riemann simplemente no tiene sentido.

Integral de Lebesgue de f funcién pu-medible sobre el conjunto A.

/A f(@)dp

C.3. Medidas de Stieltjes

Sea F' una funcién no decreciente definida en un intervalo cerrado [a,b], y supongamos
que F' es continua por la izquierda, en cada punto de (a,b]. Definiendo las medidas de todos
los segmentos, los intervalos y los semisegmentos, pertenecientes al segmento bésico [a, b],
mediante las igualdades

m(a, f) = F() Fla+0)
mla, Bl = F(6+0) = F(a)
m(a, f] = F(5+0) (a+0)
mla, B) = F(B) -

podemos extender después esta medida, empleando el procedimiento de Lebesgue de pro-
longacién de medida, a un o-anillo que contiene todos los subconjuntos abiertos y cerrados
(y consecuentemente, todos los subconjuntos borelianos) del segmento [a, b|. La medida ug
que se obtiene a partir de esta construccion se llama medida de Lebesgue-Stieltjes corres-
pondiente a la funcién F', mientras que la propia funcion F se llama la funcion generatriz
de esta medida.

C.4. Integral de Lebesgue-Stieltjes

Sea pp una medida Stieltjes en el segmento [a, b], generada por una funcién monétona F'.
Para esta medida se define de manera habitual la clase de funciones sumables y se introduce
el concepto de la integral de Lebesgue

f(x)dpp.

[a,b)

Una integral de este tipo tomada respecto a una medida pp, correspondiente a una funcién
generatriz F', se llama integral Lebesque-Stieltjes y se designa mediante

[ rware
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C.5. Aplicacion de la integral Lebesgue-Stieltjes en la
teoria de probabilidadades

La integral de Lebesgue-Stieltjes encuentra aplicacién tanto en el Anélisis, como en otras
muchas aplicaciones. El particular, este concepto se emplea ampliamente en la teoria de
probabilidades. Recordemos que se llama funcion de distribucion de una variable aleatoria &
a una funcién F' (no decreciente, obviamente) definida para cada z por la igualdad

F(r) = P& <),

es decir, F'(x) es la probabilidad de que la variable aleatoria £ tome un valor menor que z.
Es evidente que cada funcién de distribucién es monétona no decreciente, continua por la
derecha y verifica las condiciones

Por el contrario, toda funcién de este tipo puede ser considerada como funcién de distribucion
de una variable aleatoria. Son caracteristicas sustanciales de una variable aleatoria & son su
valor medio (o esperanza matemética)

B = /ZxdF(x),

y la varianza

DE = /_Oo (z — E€)?dF(z).

C.6. Integral de Riemann-Stieltjes

Ademas de la integral de Lebesgue-Stieltjes, considerada en el punto anterior, que repre-
senta de hecho, la diferencia de las integrales lebesguianas de una funcion dada f respecto
a dos medidas, definidas en la recta, se puede definir también la asi llamada integral de
Riemann-Stieltjes. Ella se introduce como limite de sumas integrales, andlogas a las sumas
integrales habituales de Riemann.

Sean f y ¢ funciones de valor real definidas en un intervalo cerrado I = [a,b] de la
recta real. Suponemos que tanto f como g son acotadas en I. Una particion de I es una
coleccion finita de intervalos no traslapados cuya union es I. Una particion se describe
haciendo especifico un conjunto finito de nimeros reales (g, 1, - ,z,) tal que

a=m <z <--<my=b

y tal que los subintervalos que ocurren en la particién son los intervalos [xy_1,xk], k =
1,2,--+ ,n.

Si Py @ son particiones de I, se dice que @) es un refinamiento de P o que @) es mds
fino que P siempre que todo subintervalo en () esté contenido en algtin subintervalo de P.
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Definicion C.6.1. Si P es una particion de I, entonces una suma de Riemann-Stieltjes de

f con respecto a g y correspondiente a P = (xq, 1, ,x,) es un numero real S(P; f, g) de
la forma .
S(P; f,9) = F(&)lg(xr) — glar—)]- (C.1)
k=1

Se han elegido aqui nimeros & que satifacen
Tpo <& <1 para k=1,2,--- n.

Observemos que si la funcién g estd dada por g(x) = x, entonces la expresién en la ecuacién
(C.1) se reduce a (C.2)

S(P; f,9) = (&) (@x — k1), (C.2)

Definicion C.6.2. Se dice que f es integrable con respecto a g en I si existe un numero
real J tal que para todo nimero € > 0 exista una particion P. de I, tal que si P es cualquier
refinamiento de P. y S(P; f,g) es cualquier suma de Riemann-Stieltjes correspondientes a
P, entonces

1S(P; f.g) —J| <e (C.3)

En este caso el nimero J esta determinado de manera tinica y se define por medio de

1= [ sag= [ s a0,

Se llama la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a g sobre I = [a,b]. A la funcién
f se le llama el integrando y a funcion g se le llama el integrante.

Ejemplos

1. Si g(z) = z, entonces la integral se reduce a la integral comin de Riemann del célculo
elemental.

2. Si g es constante en el intervalo [a, b], entonces cualquier funcién f es integrable con
respecto a g y el valor de la integral es 0.

Ver libro [12].
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