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RESUMEN

En el presente trabajo hemos mostrado un estudio teérico y numérico de las estruc-
turas de bandas de un Cristal Foténico en 2D (CF2D) formado por una celda unitaria
cuadrada con una inclusién cilindrica. El trabajo estd motivado en gran parte por
la necesidad de una nueva alternativa de desarrollo en la tecnologia de telecomunica-
ciones que sea puramente foténico. Hemos aplicado una técnica numérica, conocida
como el “Método de la ecuacion integral”, para calcular las estructuras de bandas de
un CF2D con una inclusién cilindrica que tiene una superficie lisa o aleatoriamente
rugosa y que incluye medios dieléctricos o Metamateriales (LHMs). Estas estructuras
fueron analizadas para los casos de la polarizacion del campo eléctrico transversal (TE)
y del campo magnético transversal (TM) variando las fracciones de llenado. Debido al
elevado tiempo de cémputo requerido para obtener las estructuras de bandas para la
inclusién cilindrica que tiene una superficie aleatoriamente rugosa, se tuvo la necesidad
de utilizar la computacién en paralelo bajo el protocolo de MPI (Message Passing Inter-
face). Los resultados muestran que la rugosidad aleatoria en la superficie de la inclusién
cilindrica modifica considerablemente las estructuras de bandas del caso ideal (superfi-
cies lisas); en particular, genera nuevas bandas prohibidas, lo cual es importante tomar

en cuenta en la fabricacién de Cristales Foténicos que contengan LHMs dispersivo.

Palabras Clave: Cristales foténicos, Metamaterial dispersivo, Computacién en para-
lelo, Estructuras de bandas foténicas, Método de la ecuacién integral, Superficies aleato-

riamente rugosas.
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ABSTRACT

In the present work we show a theoretical numerical study of the band structures
of a 2D Photonic Crystal (CF2D) formed by a square unit cell with a cylindrical inclu-
sion. The work is motivated largely by the need for a new alternative development in
telecommunications technology that is purely photonic. We applied a numerical tech-
nique known as “Integral Equation Method” to calculate the band structures of a CF2D
with a cylindrical inclusion that has a smooth surface or randomly rough surface and
that includes dielectric or left-handed materials (LHM). These structures were analyzed
in the case of transverse electric field polarization (TE) and the transverse magnetic
field polarization (TM) varying the filling fractions. Because of the high computer time
required to obtain the band structures for the cylindrical inclusion that has a randomly
rough surface, there was a need to use the parallel computing under the protocol of
MPI (Message Passing Interface). The results show that the random roughness in the
cylindrical inclusion surface modifies significantly the band structures of the ideal case
(smooth surfaces); in particular, it generates new bandgaps, which is important to

consider in the manufacture of Photonic Crystals containing dispersive LHM.

Keywords: Photonic crystals, Metamaterial dispersive, Parallel computing, Pho-

tonic band structures, Integral equation method, Randomly rough surfaces.
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Capitulo I

INTRODUCCION

Muchos de los avances en tecnologia han provenido del conocimiento profundo de las
propiedades de los materiales. Més alld del aprovechamiento de las caracteristicas con
las que nos provee la naturaleza, la ingenierfa ha alcanzado hoy en dfa una cota de
desarrollo en la que podemos, partiendo de los materiales existentes, disenar y producir
sustancias y elementos cuyas propiedades pueden ser debidamente ajustadas.
Actualmente disponemos de un amplio abanico de materiales artificiales cuyas propie-
dades mecénicas pueden ser ajustadas a un diseno dado, gracias en gran parte al de-
sarrollo de la industria metalirgica, de la cerdmica y de la industria del plastico. Del
mismo modo, durante el iltimo siglo, los investigadores han estado trabajando para
poder controlar las propiedades eléctricas de los materiales. Por otro lado, los avances
de la industria de los semiconductores han permitido revolucionar el mundo de la elec-
trénica y las comunicaciones, a partir del desarrollo de dispositivos como es el transistor.
En las dos iltimas décadas, por otra parte, ha surgido una nueva frontera de desa-
rrollo para poder controlar las propiedades 6pticas de los materiales. Si somos capaces
de realizar materiales que impidan la propagacion de ciertas ondas electromagnéticas,

con una cierta longitud de onda, o que permitan su transmisién pero solamente en



unas determinadas direcciones del espacio, o si somos capaces de atrapar y localizar
dichas ondas en una regién concreta del espacio, entonces seremos capaces de controlar
y prever el comportamiento de dichas senales. Este desarrollo tecnoldgico seguird su
avance.

Pero, jqué clase de materiales nos permiten controlar la propagacion de las senales
Opticas? Para obtener una respuesta a la pregunta, es conveniente repasar ciertos de-
talles sobre aquellos materiales cuyas propiedades eléctricas, como ya hemos comentado,
puedan ser controladas. Un cristal es una disposicién periédica de dtomos o moléculas;
es decir, un cristal se forma cuando un elemento bédsico de la estructura se repite en
el espacio ordenado y periédicamente. A causa de esta ordenacién, un cristal presenta
un potencial periédico para la propagacion de electrones a través del mismo, y es pre-
cisamente esta geometria periddica la que determina la mayor parte de las propiedades
conductivas del material.

El equivalente 6ptico del cristal semiconductor es el cristal foténico (CF) (Joannopou-
los et al., 2008). En este tipo de cristales, el potencial periédico en los semiconductores
es equivalente a una variacién periddica de la constante dieléctrica a lo largo del CF. Si
esta variacion de la constante dieléctrica en el interior de la estructura es lo suficiente-
mente grande, y la absorcién del material a la longitud de onda a la que pretendemos
trabajar lo suficientemente pequena, entonces aparecen (para la propagacion de los fo-
tones) muchas de esas mismas propiedades que los cristales semiconductores determinan
para la propagacién de los electrones.

De este modo, una solucién para el diseno de materiales con nuevas e inusuales
propiedades 6pticas es el CF, un material de constante dieléctrica variable, periédica
y ordenada, de bajas pérdidas por absorcién, y que permita introducir gaps (es de-

cir, bandas prohibidas) en determinadas zonas del espectro en las cuales se prohiba la



propagacién de ondas con determinada frecuencia. Cuando la radiacién electromag-
nética incide sobre la superficie del CF o es emitida desde su interior, la interferencia
entre las distintas ondas reflejadas en cada interfaz entre los medios de constante dieléc-
trica variable da lugar a que ciertos rangos de frecuencias no puedan transmitirse en
el cristal. Dicho de otro modo, para esas energfas no hay estados disponibles en el
interior del material y son, por lo tanto, prohibidas. El valor de las constantes dieléc-
tricas y el periodo espacial de su variacién del CF determinan la posicién y anchura
de las bandas prohibidas. Asi, por ejemplo, modulaciones periédicas en distancias del
orden del milimetro o del micrémetro dardn lugar a bandas prohibidas en el rango de
las microondas o el infrarrojo, respectivamente. Por esta razén, los cristales foténicos
(CFs) que constituyen arreglos periédicos de diferentes materiales en una, dos y tres
dimensiones con celdas unitarias, cuyas magnitudes son del orden de la longitud de
onda de la luz (Ver Fig. 1), han sido el objeto de investigacién en los ultimos anos
debido a su potencial para desarrollar circuitos integrados completamente 6pticos (Teo

et al., 2006).
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Figura 1. Ejemplos de una estructura foténica unidimensional (a), bidimensional (b) y
tridimensional (c). En 1D se alternan ldminas de alto y bajo indice de refraccién. En 2D
se muestra una estructura cuadrada de cilindros situados en un medio de distinto indice de
refraccion. En el ejemplo en 3D, la modulacién del indice de refraccién surge de ordenar las
esferas en una estructura simple ctbica en un medio diferente.

En los tdltimos anos se ha demostrado que la adicién de nuevos materiales para la

estructura de los CFs ha dado nuevas propiedades en estos sistemas que fueron original-



mente concebidos como la composiciéon de materiales puramente dieléctricos. Algunas
de las propiedades muy interesantes presentes en estos sistemas son el confinamiento
de la luz (Mengens et al., 1999), guias de ondas (Li et al., 2006), la refraccién negativa
(Yuntuan et al., 2006) y la conmutacién de la senial mediante la inclusién de defectos
de materiales no lineales (Soljacic et al., 2005).

Otros tipos de estructuras de materiales que han atraido mucho interés reciente-
mente son los “Metamateriales” o “Materiales Izquierdos” (LHMs!) (Veselago, 1968),
que deben su nombre al hecho de que los vectores de luz E, H y k forman una triada
de vectores ortogonales con una orientacién Izquierda para una onda que se propaga a
través de estos medios. Estos materiales artificiales tienen un indice de refraccién nega-
tivo dentro de un rango dado del espectro electromagnético. Cabe mencionar que estos
materiales no existen en la naturaleza; sin embargo, se pueden construir cumpliendo las
propiedades previamente mencionadas. Algunos de los fenémenos 6pticos bien conoci-
dos presentan variaciones que los hacen potencialmente 1tiles para nuevas aplicaciones
tecnoldgicas, como por ejemplo la refraccién negativa, la invisibilidad y la transmisién
de informacién (Cui et al., 2010).

Los LHMs son materiales fabricados artificialmente y, en principio, pueden ser dis-
enados para tener casi cualquier propiedad éptica que deseemos. Para que esto funcione
se necesita que la unidad de estructura sea mucho méds pequena que el tamano de la
onda (la longitud de onda) de modo que, al propagarse, la luz no distinga los detalles de
la estructura y “vea” un medio continuo (ver Fig. 2). En este caso, la estructura forma
un medio efectivo que se puede describir como un material ordinario. A pesar de que

esta nueva tecnologia ha tenido un gran desarrollo, los LHMs siguen enfrentando mu-

IPor sus siglas en inglés, Left-Handed Metamaterials.



chos retos y probablemente pasen todavia muchos anos antes de que podamos apreciar

su verdadero impacto tecnolégico.
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Figura 2. Detalles que distingue una onda dependiendo de su longitud de onda. Si la
estructura es mucho mas pequefia que la longitud de onda, el medio se puede aproximar
como continuo.

La disciplina de los LHMs empezé a desarrollarse en los anos noventa, pero el in-
terés en esta nueva tecnologfa se disparé en el ano 2000, cuando un LHM con indice
de refraccién negativo —una propiedad 6ptica que no se encuentra en la naturaleza—
fue propuesto y construido por un grupo encabezado por David R. Smith (Smith et al.,
2000) en la Universidad de California en San Diego. Detrds de esta propuesta tam-
bién estaba el propio J. B. Pendry cuyas contribuciones habfan sido fundamental para
establecer las bases tedricas detrds del diseno de los LHMs. Smith y Pendry, en co-
laboracién con David Schuring, construyeron posteriormente (2006) la primera capa
de invisibilidad para microondas (Smith et al., 2006), confirmando que, en principio,
construir una capa de invisibilidad era posible. Estos primeros disenos “perfectos”,
resultan extremadamente dificiles de construir (la capa construida en 2006 era sola-
mente un prototipo aproximado). En 2008, J. Li y J. B. Pendry propusieron un medio
més simple que podria funcionar en circunstancias més restrictivas para los detalles de
este diseno (Li y Pendry, 2008). En 2009, a partir de este diseno, se realizaron dos
experimentos (en la Universidad Cornell y en la Universidad de California en Berkeley)

en los que se construyeron capas de invisibilidad para el infrarrojo cercano (Gabrielli



et al., 2009; Valentine et al., 2009), y, posteriormente (Berkeley, 2011), para luz visible
(Gharghi et al., 2011). A pesar de estos grandes avances, una capa de invisibilidad
como las que se ven comiinmente en producciones de Hollywood estd probablemente
todavia muy lejana.

Para poder abordar estas lineas de investigacién novedosas que tienen trascenden-
cia en el medio internacional, se requiere dominar no sélo los aspectos tedricos si no
también el modelaje. Asi, el estudio de la propagacién de la luz en CFs se basa en
métodos numeéricos que se aplicaron primero en fisica del estado sélido para el estudio
de estructuras de bandas electrénicas. El mads citado puede ser el método de ondas
planas (Garcia et al., 2007) que permite calcular las estructuras de bandas foténicas
que implican materiales sin dispersiéon y absorcién. Una desventaja de este método es
cuando los bordes afilados estdn presentes en las inclusiones de la celda unitaria y la
expansion de la funcién dieléctrica, en términos de una serie de Fourier truncada, pre-
senta problemas de convergencia aumentando los requisitos de memoria. Ademds de un
alto contraste entre las propiedades de los materiales que componen, también el método
produce cierta inestabilidad en las soluciones. Bajo este contexto, el método integral
que estamos considerando en este trabajo (Mendoza-Sudrez et al., 2007), presenta al-
gunas ventajas en comparacién con el método de ondas planas y otros métodos, ya que
tiene la capacidad de estudiar diferentes aspectos de CF2D que involucran geometrias
complicadas (superficies aleatoriamente rugosas) y propiedades fisicas muy novedosas,
como las correspondientes de los LHMs dispersivos.

En la actualidad, gracias a los métodos numéricos es posible modelar ciertos proble-
mas en pocos minutos. Sin embargo, problemas reales y més complejos donde su ejecu-
cién requiere muchas horas de célculo e incluso varios dfas, es necesario buscar nuevas

alternativas basadas en multiprocesamiento, que pueda procesar grandes voltimenes de



datos en forma simultdnea. Una solucién alternativa es la programacién en paralelo,
que consiste en la posibilidad de dividir un determinado problema en partes que puedan
resolverse de forma independiente.

El interés de este trabajo es poder obtener las estructuras de bandas de un CF2D
con superficies aleatoriamente rugosas que contienen medios de LHM y de dieléctrico
en una celda unitaria mediante la aplicacién de un método numérico conocido como el
Método de la Ecuacién Integral basado en la segunda identidad de Green para resolver
la ecuacion de Helmholtz. Para obtener dichas estructuras de bandas del sistema prop-
uesto, se requiere elevado tiempo computacional, por lo cual, hemos tenido la necesidad
de utilizar la computacién en paralelo con las librerias MPI (Message Passing Interface)
FORTRAN, sobre los procesadores de la CPU para reducir el tiempo de cdlculo mejo-

rando el rendimiento de cémputo.

I.1. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis esta desarrollado de la siguiente manera.

En el capitulo II se da una definicién general de los LHMs y se mencionan carac-
teristicas de estos materiales artificiales. Se muestran las funciones que nos dan las
propiedades 6pticas de los LHMs como son la funcién dieléctrica y la permeabilidad
magnética, las cuales son usadas para modelar numéricamente el comportamiento de
estos materiales. Por 1ltimo, se mencionan algunas aplicaciones.

En el capitulo IIT se da una descripcién del método numérico, conocido como el
Método de la Ecuacién Integral (Mendoza-Suérez et al., 2007), que utilizaremos para
obtener las estructuras de bandas de un CF2D con superficies aleatoriamente rugosas
que contienen LHM en una celda unitaria. Este método parte del segundo teorema

integral de Green, donde se obtiene un par de ecuaciones integrales con las cuales se



pueden determinar las estructuras de bandas en términos de un par de funciones fuente.
Dichas funciones fuente estan definidas por el campo magnético y su derivada normal,
para el caso de la polarizacion TM, y por el campo eléctrico y su derivada normal, para
la polarizaciéon TE, evaluados en la superficie de la celda cuadrada con una inclusién
que tiene superficies aleatoriamente rugosas. En la tltima seccién de este capitulo se
muestran algunas estructuras de bandas, aplicando el Método de la Ecuacion Integral,
para un CF2D compuesto de una celda unitaria cuadrada con una inclusién cilindrica
de superficie lisa con un material dieléctrico.

En el capitulo IV se aplica el método descrito en el capitulo III al problema de interés
de esta tesis de investigacion. En este capitulo presentamos los resultados numéricos
de las estructuras de bandas para un CF2D con superficies suaves y aleatoriamente
rugosas que contienen LHM en la inclusién cilindrica de una celda unitaria cuadrada.
Para el caso de inclusiones cilindricas con superficies aleatoriamente rugosas hubo la
necesidad de utilizar la computacién en paralelo bajo el protocolo de MPI debido al
gran tiempo de cémputo requerido para obtener las estructuras de bandas. Por esta
razon, se da una breve descripcién de la computacién en paralelo.

En el capitulo V se dan las conclusiones principales de esta tesis.



Capitulo 11

INTRODUCCION A LOS
METAMATERIALES

En este capitulo se presenta una breve historia de los LHMs, asi como las propiedades
que los caracterizan. Se da una definicién general de los LHMs y se hace un anédlisis sobre
modelos experimentales creados para obtener una respuesta eléctrica y magnética que
cumplan con las propiedades de los LHMs con el objetivo de obtener un par de funciones
que nos permitan modelar numéricamente las propiedades épticas de los LHMs. Por

ultimo se mencionan algunas aplicaciones de dichos materiales artificiales.

II.1. Historia de los Metamateriales

Durante las dltimas décadas, una nueva clase de materiales creados artificialmente,
conocidos como Metamateriales, han recibido considerable atencién tanto en la fisica
como en la ingenierfa. Esto es debido a que los Metamateriales pueden ofrecer propiedades
electromagnéticas que son dificiles o imposibles de lograr con materiales convencionales
de origen natural. Actualmente, no se ha encontrado ningiin medio natural que presente
indice de refraccién negativo como es el caso de los Metamateriales. Un medio de este

tipo es llamado Metamaterial “Izquierdo”. El primer término fue aplicado por Veselago
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en 1968 (Veselago, 1968), debido a que el vector de onda k, el vector de campo eléctrico
E y el vector de campo magnético H forman una triada de vectores ortogonales con una
orientacién Izquierda. En su trabajo pionero (Veselago, 1968), Veselago senal6 que los
Metamateriales Izquierdos (LHMs) tienen simultdneamente permitividad y permeabil-
idad negativa, lo que permite tener un medio con indice de refraccién negativo, para
algunas frecuencias de onda de excitacién comiin y algunas propiedades tinicas de los
LHMs, por ejemplo, el efecto inverso de Snell, el inverso desplazamiento Doppler y la
radiacién de Cherenkov inversa. Sin embargo, su idea fue olvidada debido a que en ese
momento, el equipo necesario para la fabricacién de dichos materiales no existia.

En 1999, (Pendry et al., 1999) demostré que materiales con arreglos de resonadores
de anillos cortados (SRRs) producen permeabilidad negativa sobre ciertas bandas de
frecuencia. Combinando un arreglo bidimensional (2D) de SRRs intercalados con un
arreglo 2D de barras metélicas (Pendry et al., 1996; Shalaev y Cai., 2002), dan permi-
tividad negativa, permitiendo asf la construccién de los LHMs. En el 2000 el Dr. Smith
(Smith et al., 2000), demostré por primera vez la existencia experimental de los LHMs,
construyendo el primer medio negativo en la Universidad de California en San Diego.
El SSR y la primera celda unitaria de un LHM creados por el Dr. Smith y su grupo de
la Universidad de California en San Diego son mostradas en las Figs. 3(a) y (b), y en
la Fig. 3(c) se muestra una estructura periédica de estas celdas la cual representa una
placa de LHM.

A pesar de esta evidencia y otros experimentos subsecuentes, debemos mencionar
que los materiales con indice negativo han sido objeto de polémica desde el momento
en el que fueron propuestos. Aunque algunas voces criticas permanecen, el consenso
general es que la refraccién negativa tiene sentido y que es un fenémeno que vale la

pena seguir explorando.
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(a) (b)

(c)

”
- ¥

Figura 3. (a) Ejemplo de un solo cuadrado resonador de anillo de division. (b) Celda unitaria
de un LHM. (c) Ejemplo de un lente de LHM. Cortesia del Centro de Investigacién Glenn
de la NASA.

I1.2. Metamateriales

Todos los materiales pueden ser ampliamente definidos por sus propiedades particu-
lares. Estas propiedades, en principio, pueden tomar cualquier valor, y no esperamos
que se presenten en los materiales que encontramos en la naturaleza. Esta enorme difi-
cultad promete ser superada con el continuo desarrollo de los llamados Metamateriales.
Estos materiales permitirdn construir artificialmente medios materiales que tendrian
casi cualquier propiedad que deseemos. Como la disciplina de los Metamateriales esta
todavia en desarrollo, no existe atin una definicién que sea aceptada universalmente. Se
tomard la definicién que propone Vladimir Shalaev, uno de los pioneros de esta nueva

rama de la fisica (Shalaev y Cai., 2010):

“Un Metamaterial es un material estructurado artificialmente, que puede
ser periédico o no periddico, que obtiene sus propiedades, no directamente
de los materiales que lo constituyen (por ejemplo, la composicién quimica
del material), sino a partir de una unidad de estructura. Un Metamaterial
tiene una escala mucho mas pequena que la longitud de onda de interés y

su respuesta electromagnética se expresa en términos de pardametros de los
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materiales como por ejemplo: la permitividad, la permiabilidad y el indice

de refraccion”.

Como ya se menciond, los Metatmateriales también son conocidos como “Materiales
Izquierdos” (LHMs), los cuales se caracterizan por tener indice de refraccién negativo.
Recordando que el indice de refraccién estd dado como n? = e(w)u(w), donde w es la
frecuencia de la onda. Si tuviéramos propiedades de signo opuesto (¢(w)u(w) < 0) el
indice serfa puramente imaginaro y no habrfa propagacién de la onda electromagnética.
Por otro lado, cuando ambas cantidades tienen el mismo signo (¢(w)u(w) > 0), por otro
lado, tenemos un medio transparente que propaga radiacién electromagnética. Si las
propiedades de los materiales son positivas, el indice de refraccién debe ser positivo, y
si tenemos cantidades negativas debemos tomar el signo negativo. Este hecho es una
consecuencia directa de las ecuaciones de Maxwell.

Consideremos las dos ecuaciénes de Maxwell correspondientes a la ley de Faraday
y la ley de Ampere, respectivamente, en su forma diferencial para un medio libre sin
cargas ni corrientes, cuya permitividad eléctrica e(w) y permeabilidad magnética u(w)

dependen de la frecuencia w,

VXxE= —u(w)aa—l;l, (1)
\% xHe(w)aa—]?, (2)

donde E y H son los campos eléctrico y magnético, respectivamente. Recordemos que
las ecuaciones constitutivas de los campos eléctrico y magnético para materiales lineales

estan dadas como:
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donde D y B son los campos de desplazamiento eléctrico e induccién magnética, re-
spectivamente.

Considerando la exponencial compleja para una onda plana armoénica,
expi(k - r —wt), (5)

se tiene que la derivada con respecto al tiempo es

d(expi(k - r — wt))

5 = —iwexpi(k-r—wt). (6)

Ahora calculando la derivada parcial con respecto a una de las variables del espacio;
por ejemplo, x, se obtiene:

d(exp 1(](; ‘T — wt)) _ J(exp i(k,x —|—a/<:yy + k,z — wt)) ik exp i(k-r—wt). (7)
x T

De ahi que, en la aplicacién del operador nabla dado por:

0 o -0
e i h—
\V4 18x+]8y+ 55 (8)
se deduce facilmente que
V(exp i(k-r —wt)) =ikexp i(k-r — wt). (9)

Por lo tanto, tenemos las siguientes relaciones de operadores

0 ‘
5 —iw, (10)
vV — ik (11)

Aplicando los operadores dados por las Ecs. (10) y (11) en las Ecs. (1) y (2),
obtenemos
kxE = wu(w)H, (12)

kxH = —we(w)E. (13)
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Asi, de estas expresiones se tiene que k, E; H forman una triada de vectores ortog-
onales. La orientacién —derecha o izquierda— de la triada de vectores depende del signo
de las propiedades del material como se puede ver en la Fig. 4. Si ambas son positivas
(e(w), p(w) > 0) tenemos una triada derecha y si ambas son negativas (¢(w), p(w) < 0)
tenemos una triada izquierda. Como el vector de Poynting estd dado por S=E x H |
entonces la triada ortogonal S, E, H siempre es derecha, y, por tanto, cuando ¢, 1 < 0,
tiene la orientacién opuesta a k, E, H. Esto se traduce en que S y k son antiparalelos
dentro del medio con indice de refraccién negativo. Este comportamiento debe implicar
que el medio negativo “regresa’ el avance de la fase (los frentes de onda), y esto, a su
vez, debe traducirse en que la fase viaja en direccién contraria a la propagacién de los

rayos de luz, dada por el vector de Poynting.

a) b) c)
E E

H k,S k

g(w), W) >0 £(), u(w)< 0

Figura 4. En un medio con (a) e(w), u(w) > 0, k y S van en la misma direccién y con (b)
e(w), u(w) < 0, van en direcciones opuestas. (c) Vectores k y S para una onda electromag-
nética que viaja de un medio derecho a uno izquierdo, la onda se refracta negativamente.

Cuando la onda electromagnética incide desde el vacio en un medio negativo, la
componente paralela de k debe conservarse (este hecho es una consecuencia de la con-
tinuidad de la fase (Griffiths, 1999)) y S debe alejarse de la frontera, por lo que el vector
de Poynting se refracta en el tercer cuadrante (ver Fig. 4(c)) en lugar de en el cuarto
cuadrante como en el caso ordinario. Ese fenémeno se conoce como refracciéon negativa.

Notemos también de la Fig. 4(c) que, como los rayos de la onda electromagnética van
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en direccion del vector de Poynting, se conserva la misma ley de la refraccion,

n; sin @; = ny; sin 6y, (14)
. ng . .
sin#; = — sinf; = ny; sin 6, (15)
o bien,
sinf; = nsin by, (16)

con el indice de refraccién (n) negativo cuando e(w), p(w) < 0.

En un LHM la velocidad de fase en términos del indice de refraccién estd dado por
la expresién v, = c¢/n(w), donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y n(w) es el
indice de refraccién negativo (n(w) < 0). En esta expresién, se puede ver que v, tiene
un valor negativo, por lo que la velocidad de fase estd en la direccién opuesta al flujo
de energia; es decir, en el sentido de que el flujo de energfa sale de la fuente y en la

onda con una velocidad de fase apuntando hacia atrds como se muestra en la Fig. 5.

Flujo de energia y
velocidad de grupo

Figura 5. En los LHMs el flujo de energia y la velocidad de grupo se propagan hacia delante
pero la velocidad de fase se propaga hacia atras.
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I1.2.1. Respuesta eléctrica

Debido a que los dtomos y moléculas no siempre le pueden “seguir el paso” a los
campos, la respuesta del medio, en general, es funcién de la frecuencia de oscilacién de
los campos. Asi definamos a € y u en el espacio de frecuencias y no como funciones del
tiempo.

Consideremos LHMs que incluyen inclusiones metélicas, las cuales son altamente
disipadoras. En los metales, los electrones de conduccién no estén asociados a ningin
dtomo o molécula en particular; sin embargo, se pueden modelar como particulas libres.
Debido a la inercia de la conduccion de electrones, no podemos usar simplemente J =
oE (Ley de Ohm) para la densidad de corriente, donde o es la conductividad estatica.
Sino que debemos considerar el movimiento de los electrones bajo la accién del campo
eléctrico alternante de la onda de luz.

Dado que los electrones de conduccién no estan ligados, no hay ninguna fuerza de
restauracion eldstica y por lo tanto la ecuacién diferencial del movimiento de electrones
estd dada por:

dv L

mey +m7 v =—cE, (17)

I es la constante

donde v es la velocidad del electrén, e es la carga del electréon y mr~
de dispersién de friccion. Esta constante estd relacionada con la conductividad estética
de la forma m7~! = (1/0) (n.e?), donde n,. es el mimero de electrones de conduccién

por unidad de volumen (densidad volumétrica).

Por otro lado, tenemos que la densidad de carga estd dada por
J=—neev. (18)

Despejando v de la Ec. (18) y sustituyéndola en la Ec. (17), se tiene que

dJ .2
SAT= %E (19)
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Asi, el decaimiento de una corriente transistoria estd regida por la ecuacién ho-

mogénea asociada

-
— —J=0 2
mdt+T , (20)

cuya solucién es J = Jg exp(—t/7). Por lo que una corriente transitoria decaerd por e~

para un valor inicial en un tiempo 7. Este pardmetro es llamado el tiempo de relajacién.

Para un campo eléctrico estético, la Ec. (19) se reduce en

J= (”6627) E, (21)

m

y asi, la conductividad estdtica o estd dada por

nee?

T. (22)

—iwt

Supongamos ahora una dependencia arménica del tiempo e para el campo eléc-

trico E y la corriente resultante J en la Ec. (19). Entonces, se tiene que

Nee?

(—iw+717 I =—"~E=1""0E. (23)
m

Resolviendo la Ec. (23) para J, se obtiene

T it (24)

Ahora consideremos las ecuaciones de Maxwell para los campos E y H macroscopi-
camente promediados y medios no magnéticos; es decir, la magnetizacién, M, y la

densidad volumétrica de carga eléctrica p son ambos cero, dadas por

OH
E=—yu,— 2
V X ’uoﬁt’ (5)
OE 0P
H=¢y—+— 2
vV X €°8t+8t+‘]’ (26)
1
V-E=—-—V_-P, (27)
€o

v-H=0. (28)
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Al aplicar el rotacional a la Ec. (25), se tiene que

V X (VXE)=—pu,V x (%—?) : (29)
vwﬁm—vm:—%%wa% (30)

que al sustituir la Ec. (26) en la Ec. (30) y usando la relacién 1/c¢? = p ey, se obtiene

la ecuacién de onda del campo eléctrico

1 O’°E 0*P oJ

2 - = - -
VIE = S ~ Hoge T (31)

Los dos términos del lado derecho de la ecuacién anterior se llaman términos fuente.
Se derivan de la presencia de cargas de polarizacién y cargas de conduccién dentro
del medio, respectivamente. La forma en que la propagacién de la luz se ve afectada
por las fuentes se puede ver de la solucién de la ecuacién de onda cuando se incluyen
los términos fuente. En el caso de medios no conductores, el término de polarizacién

0°P ) ) N R
es de importancia. Resulta que este término conduce a la explicacién de muchos

#OW
efectos épticos, incluyendo la dispersién, la absorcién, la doble refraccién y la actividad
Optica, por mencionar sélo algunos. En el caso de los metales el término de conduccién
J 2

MOE es relevante, mientras que el término de polarizacién MOW se puede despreciar
debido a que en este caso los electrones de conduccién no estan ligados, es decir, no
hay ninguna fuerza de restauracion eldstica como la habrfa en el caso de medios no
conductores. Asi, las soluciones resultantes de la ecuacién de onda explican la gran
opacidad y alta reflectancia de los metales.

Por tanto, la ecuaciéon de onda para medios que incluyan inclusiones metélicas se

puede expresar de la siguiente forma:

e

2 or + Moa- (32)

Usando la expresién dindmica para J, dada por la Ec. (24), en la ecuacién de onda
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Ec (32), se obtiene
1 0’°E poo OB

V’E = — —. 33
c? Ot? * (1 —iwT) Ot (33)

Para resolver la Ec. (33) proponemos un campo eléctrico
E = Eoei(Kszt)’ (34)

que representa una onda armoénica plana. Sustituyendo directamente la Ec. (34) en la

Ec. (33) se puede mostrar que esta es una solucién, siempre que

K2 _ w_ + iW}LOO

—_— 35
2 1 —iwr (35)

La presencia del término imaginario en el denominador implica que el nimero de
onda K debe ser un nimero complejo. Expresemos K en términos de la parte real e

imaginaria como:

K =k +ia. (36)

Esto es equivalente a introducir un indice de refraccién complejo,

N =n+ir, (37)
por lo que
K= %N . (38)

Entonces, la solucién dada por la Ec. (34), se puede escribir como:
E= Eoe—azei(kz—wt). (39)

El factor e** indica que la amplitud de la onda decrece exponencialmente con la
distancia. Esto significa que a medida que la onda avanza, la energia de la onda es

absorbida por el medio. La parte imaginaria s del indice de refraccién complejo es
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conocido como el indice de excitacién. Los dos niimeros o y x estédn relacionados por
la expresién
K. (40)

De las Ecs. (35) y (38) se obtiene:

i C?

sz(n + i/i)Q =1+ m7 (41)
2
Hoo€
S [P U — 42
T(iwr =1 4+ w?)’ (42)
2
w
_ p
=1- w? + dwr™ 1 (43)

Se introdujo la frecuencia de plasma para el metal, la cual, estd definida por la relacién

Ne? [ oo c?
“r \/ meo T (49

Al igualar la parte real e imaginaria de la Ec. (43), se obtienen las siguientes dos

expresiones:

2

2 2 “p
—k=1—-———7, 45
w1 (45)

w? 1

nk = —2 [ — ). 46
e e + 772 (wr) (46)

Asi, la permitividad eléctrica estd relacionada con la parte real e imaginaria del
indice de refraccién complejo como e, (w) = n? — k? y &;(w) = 2nk. La componente
imaginaria de la permitividad es la que describe la absorcién de energia en el medio y
la componente real nos describe las propiedades materiales reales. Usando las Ecs. (45)

y (46), las componentes de la permitividad eléctrica se pueden reescribir como

2
f(w) = 1———2 (47)
" w2 4 7727
w? 1
gilw) = WPT_Q (E) : (48)

Observemos que si 7~ 2 es pequeno en comparacion con w,, cuando w << w,, la parte

real de la permitividad toma valores negativos hasta llegar a w, donde ¢, ~ 0. Para
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la frecuencia w = w), se tiene que ¢ — 1. La parte imaginaria toma valores positivos
grandes en la region w << w,, y tiende rdpidamente a cero pasando por la frecuencia del
plasma. Esta es la razén del porqué los metales sean opacos para frecuencias menores
a w, y se vuelvan transparentes para frecuencias mayores.

Tiempos de relajacién tipicos de los metales, se deducen de las mediciones de con-
ductividad que son del orden 7 = 10735, los cuales corresponden a frecuencias en la
regién del espectro infarrojo. Para frecuencias de plasma de los metales son tipica-
mente de alrededor de w = 10'°s7!, correspondiente a las regiones cercanas al visible y
al ultravioleta.

Las Ecs. (47) y (48) describen un modelo conocido como el modelo de Drude, donde
los electrones no estan ligados a los dtomos, y son libres de moverse a su alrededor,

chocando unos con otros.

Arreglo de tubos metalicos

Un arreglo de tubos metélicos en aire, como el de la Fig. 6, es quizd el ejemplo m&s

simple de un LHM.

> d «

> Q€

Figura 6. Metamaterial compuesto de tubos de metal con el que es posible obtener una
respuesta eléctrica negativa.

El arreglo estd caracterizado por tubos de radio a y una constante de red d. Si estos
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pardmetros son mucho més chicos que la longitud de onda de interés, el medio se puede
describir con una permitividad efectiva dada por el modelo de Drude (Ecs (47) y (48)).
Para este caso supondremos que el campo eléctrico es paralelo a los tubos.

El estudio de la respuesta electromagnética de este arreglo tiene varios precedentes,
pero fue John B. Pendry en 1996 quien lo propuso en el contexto de los LHMs (Pendry
et al., 1996). De hecho, este articulo es uno de los trabajos mas relevantes sobre los
LHMs. J. B. Pendry propone que el medio se puede describir como un metal donde
debemos considerar una densidad volumétrica efectiva y una masa efectiva del electrén

definidas como

2

a
Nep = e (49)
2.2
Honea“e d
ef = ———In|—],
Mef 5 n (a> (50)

donde n. es la densidad volumétrica, a es el radio de el tubo, d es la constante de red,
I es la constante de permeabilidad magnética en el vacio y e es la carga del electron.

El ajuste en la densidad volumétrica se debe a que los electrones, al estar confinados
en los tubos metédlicos, sélo ocupan una fracciéon del volumen de la red. El segundo
ajuste a considerar se debe a que la auto inductancia de los tubos se opone al cambio de
la corriente eléctrica y J. B. Pendry propuso que este efecto se puede representar como
un aumento en la masa efectiva del electrén. A partir de estos pardmetros efectivos la

frecuencia de plasma, dada por la Ec. (44), ahora es:

N, ye? 2T 2mc2 (51)
w, = = — .
P MefEo tocod? In(d/a) d?In(d/a)

Notemos que la frecuencia de plasma queda expresada tnicamente en términos de

las caracteristicas geométricas del arreglo; por lo que, podemos ajustar w, tomando sim-
plemente distintos anchos y densidades para los tubos. Como la densidad volumétrica

disminuye y la masa efectiva aumenta, el efecto final es una disminucion en la frecuencia
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de plasma. Esta disminucién puede ser de varios érdenes de magnitud. Aqui debemos
comentar que el aumento en la masa efectiva del electrén es una suposicién limitada

que no se puede aplicar de modo general.

I1.2.2. Respuesta magnética

Controlar la respuesta magnética de los medios es otro de los grandes retos que enfrentan
los LHMs. Los medios naturales, de hecho, no presentan respuesta magnética alguna
en la 6ptica. El libro de texto de Landau y Lifshitz (Landau y Lifshitz., 1981) menciona

al respecto:

“En contraste con la permitividad eléctrica e(w), cuando se alcanza el
dominio de las frecuencias 6pticas, carece de sentido utilizar la permeabili-
dad magnética p(w) y al estudiar los correspondientes fenémenos debemos

usar g = 17.

En la Ref. (Landau y Lifshitz., 1981), los autores calculan el acoplamiento eléctrico y
magnético de un dtomo y muestran que, en general, se puede despreciar el acoplamiento
magnético. Esto implica que los LHMs, no estdn sujetos a la restriccién descrita por
Landau y Lifshitz.

En el caso eléctrico se pudo establecer un modelo general pensando en electrones
libres. Sin embargo, en este caso, un modelo tan general no es posible y, para deter-
minar p(w), debemos saber exactamente el modo en el que el meta-dtomo, unidad de
estructura que forma parte de una arquitectura celular que puede ser periédica o no

periédica, adquiere un momento magnético.
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Resonador de anillo cortado (SRR)

El tnico modo de obtener una respuesta magnética es, por tanto, con un material
estructurado artificialmente. En 1999, John B. Pendry propuso un meta-dtomo que
podria lograr esta hazaiia, el cual se conoce como resonador de anillo cortado o SRR! y
exploré explicitamente la idea de estructurar un medio magnético(Pendry et al., 1999).
Este anillo resonador es, sin duda, el meta-dtomo més famoso y es un simbolo para los
LHMs en general. En la Fig. 7 se muestra el esquema bésico de un resonador de anillo
cortado. El radio promedio del anillo es R y la circunferencia tiene un pequeno corte
de largo d. Ademads, el anillo tiene una seccién transversal circular de radio a.

20 N
cl |

R

2&5‘ < L
e o o R W

Figura 7. Un resonador de anillo cortado es como un circuito LC.

Como se observa en la Fig 7, la respuesta del meta-dtomo se puede modelar como
un circuito LC. Cuando un campo magnético atraviesa perpendicularmente el plano
del anillo se forma una corriente inducida por lo que el anillo funciona como un in-
ductor y las cargas acumuladas en el corte del anillo funcionan como un capacitor. Si
aproximamos la inductancia por la de un anillo cerrado, L ~ p,mRL y tomando la

capacitancia como C' = ggma2/d, la frecuencia de resonancia para el circuito LC es

1 c |d
NTVIC VR o

! Por sus siglas en inglés, Split-Ring Resonator.
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donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Vemos entonces que la frecuencia de
resonancia depende tinicamente de los detalles geométricos del anillo. Este, por su
puesto, es un calculo muy aproximado y no da cuenta de posibles efectos que pueden
tomar relevancia.

En su articulo relevante, J. B Pendry no propone exactamente el anillo cortado
simple como el de la Fig. 7, sino un anillo doble como el de la Fig. 8a, en el que se forma
una capacitancia adicional entre los anillos. El punto importante de esta estructura es
que existe un corte que impide que la corriente fluya alrededor de cualquier anillo. Sin

embargo, hay una capacitancia considerable entre los dos anillos, lo que permite que la

Figura 8. a) SRR doble, b) meta-atomo compuesto por un tubo metdlico y un SSR doble.

corriente fluya.

a)

J. B. Pendry calcul6 (para més detalles ver (Pendry et al., 1999)) para un arreglo
de hojas enrrolladas de anillos la permeabilidad magnética efectiva, suponiendo que los
anillos son suficientemente préximos entre si y que las lineas de fuerza magnéticas son
debido a las corrientes en los anillos apilados. Esto sélo puede ser cierto si el radio de

los anillos es del mismo orden como el lado de celda unidad, obteniendo

’7T7“2

a2
. 2oy 3lc? ’

prep(w) =1 — (53)

1+

wrty  Tw?In (%) r3
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siendo o, la resistencia por unidad de longitud de las hojas medidas alrededor de la

circunferencia. La Ec. 53 se puede reescribir como:

7'('7"2 2
— w
a

= 1- 4
ey () . 2oy 312 (54)
w* +1 w — 5
i mln (f) 73
Fuw?
pepw) = 1= 55— (55)

w? 4+ iyw — wi’
donde se ha definido el pardmetro F' como la fraccion de volumen de la celda ocu-
pada por el SRR, wy como la frecuencia de resonancia y v como el término de amor-

tiguamiento, dados por

mr
3lc?
= _— 57
o0 mln (%) 73’ (57
2lo
v = —, (58)
T g

respectivamente. La Ec. (55) sugiere que p,,(w) puede ser negativa alrededor de la
frecuencia wy si el término de amortiguamiento v tiene un valor pequeno.

Uno de los experimentos maés significativos fue llevado a cabo por David J. Smith —
quien se convirtié en uno de los colaboradores més cercanos de J. B. Pendry— y Richard
A. Shelby en 2001 ver (Shelby et al., 2001). El objetivo del experimento fue construir
un medio con indice de refraccién negativo, para lo cual, se necesita que € y p sean
simultdneamente negativos. El reto es, entonces, lograr que ambas cantidades tomen
valores negativos en el mismo rango de frecuencias. La idea para el diseno del medio fue
combinar el medio de tubos metélicos (ver Fig. 6) con anillos cortados como se muestra
en la Fig. 8(b). En la Fig. 3(c) se mostré una foto del medio utilizado, que en este
caso se usaron anillos cuadrados y, en vez de tubos, se usaron tiras de cobre; ambos

elementos fueron impresos sobre tablillas dieléctricas para circuitos. El experimento
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midié el dngulo de salida de un haz de microondas a través del LHM y el indice de
refraccion se obtuvo directamente de la ley de Snell. Los resultados del experimento
mostraron claramente una refraccién consistente con un indice de refraccién negativo.
En la Fig. 9 se muestra la gréfica con los resultados del esperimento. La gréafica muestra
la potencia normalizada como funcién del dngulo para el LHM y un medio control
hecho de Teflén. Sin embargo, notemos que como la gréfica s6lo muestra la potencia

normalizada, no se aprecian las enormes pérdidas de energia asociadas al LHM.

a
o
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Figura 9. Gréfica que muestra la potencia normalizada como funcién del angulo para el
LHM y un medio control hecho de Teflén.

Debemos mencionar que controlar la respuesta magnética sigue siendo un reto
enorme, y en muchos prototipos de LHM se ha buscado usar propiedades simplificadas
para no tener que lidiar con pu(w). En el capitulo IV haremos uso de las Ecs. (47) y

(55) para modelar un LHM con el método numeérico descrito en este trabajo.

I1.3. Aplicaciones de los Metamateriales

En esta seccién mencionaremos algunas aplicaciones de los LHMs. En el 2005, una super
lente compuesta de LHMs de plata logré reconstruir imédgenes en el campo cercano, a
menos de una longitud de onda de la fuente (Melville y Blaikie, 2005). Los materiales
de indice negativo fueron usados para crear una lente de indice de gradiente (GRIN).

Pero hasta finales de 2009, Duke creé una lente GRIN como se muestra en la Fig. 10.
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Figura 10. Lente de indice de Gradiente hechas por Duke en 20009.

Una lente GRIN se realiza mediante un LHM creado con un material de fibra de
vidrio y cobre, de los cuales estdn hechas las placas del circuito. Sin embargo, los
cientificos estdn tratando de crear una super lente de campo lejano usando LHM. Ac-
tualmente, pueden utilizar una lente de LHM para magnificar la propagaciéon de ondas
evanescentes, para que sean lo suficientemente grandes como para ser detectables por
una lente convencional. Por otro lado, en 2010, fueron utilizados LHMs para crear nano
lentes tridimensionales que logra imagenes de super resolucién (Casse et al., 2010).

En enero del ano, 2011, Shana Leonard escribié un articulo para la Fabricacién de
Productos Médicos discutiendo la posible mejora de los ultrasonidos utilizando un LHM

“holey”. Un ejemplo del LHM “holey” se muestra en la Fig. 11.

Figura 11. Imagen de LHM Holey.

En el mismo ano, en Penn State Live habla del potencial de los LHMs para la
creacién de satélites de comunicacion, ya que esto ahorrarfa dinero, haciéndolos ma&s

ligeros y maés eficientes de energfa. Por lo tanto, los satélites serfan mds baratos de
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hacer y de enviar al espacio. Una representacién en 3D de un satélite se muestra en la
Fig. 12(a), donde el revestimiento del satélite esta hecho de LHM como se muestra en

la Fig. 12(b)

(a) (b)

Figura 12. (a) Una representacion en 3-D de un satélite de comunicacién compuesto de
LHMs. (b) Revestimiento de LHM para el satélite de comunicacion.

Otras aplicaciones de los LHMs son la energia solar, los dispositivos de encubrim-
iento, las antenas de telefonfa celular y las antenas moldeadas para que coincida con la
forma aerodindmica de un avién. Muchos teléfonos celulares ya contienen antenas de
LHMs que pueden manejar multiples frecuencias. Una de estas antenas se representa
en la Fig. 13. Los LHMs se pueden crear para ser absorbentes casi perfectas de la
luz. De esta manera, pueden ser titiles en la produccién de energia solar. Mientras maés

fotones se puede absorber, méds energia se pueden producir.

Figura 13. Antena de LHM para uso de teléfonos celulares.

Por otro lado, se tiene la esperanza de que los LHMs puedan ser usados para aplica-

ciones aeroespaciales remotas, en sensores de deteccion, en la vigilancia de infraestruc-
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turas, en la gestion de la energfa solar inteligente, en la seguridad piblica, en la mejora
de sensores ultrasénicos, entre otros.

Un desarrollo de los LHMs es del tipo de LHM sintonizable. Este tipo puede ser
sintonizado para responder a las diferentes frecuencias en lugar de frecuencias fijas sola-
mente, como se muestra en la Fig. 14. Varias aplicaciones pueden surgir simplemente a
partir de este tipo de LHM, tales como: la energia fotovoltaica, las gafas para bloquear
el deslumbramiento y los dispositivos de procesamiento de senales 6pticas para acelerar

las comunicaciones.

Figura 14. Arreglo de un SRRs compuesto de impresiones de plata sobre una extension de
polimero.
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Capitulo III

METODO DE LA ECUACION
INTEGRAL

En este capitulo se presenta un desarrollo descriptivo del método integral que nos
permite calcular las estructuras de bandas de un cristal foténico bidimensional (CF2D)
formado por una celda cuadrada y con inclusiones que tienen geometrias arbitrarias.

Los tipos de medios que forman el CF2D pueden ser dieléctricos o metamateriales.

III.1. Descripcion del método de la ecuacion inte-

gral

A continuacion, se descrie un método numérico para calcular las estructuras de bandas
de un CF2D, basado en la solucién numérica de la ecuacién de Helmholtz usando ecua-
ciones integrales (Mendoza-Sudrez et al., 2007). Este método parte del segundo teorema
integral de Green permitiendo obtener un par de ecuaciones integrales acopladas que
involucran, como incégnitas el modo del campo y su derivada normal evaluados en
las fronteras o superficies involucradas. La discretizaciéon del sistema resulta en una

ecuaciéon matricial homogénea cuya solucién determina las funciones fuente, con las que
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se puede calcular las estructuras de bandas.

Este método implica ecuaciones independientes del tiempo, por lo que la evolucién en
el tiempo de los sistemas no es una preocupacién, y funciona a lo largo de los contornos
de las fronteras involucradas en la geometria que se manejan. Esto presenta algunas
ventajas en comparacién con otros métodos, ya que sélo tiene en cuenta un nidmero
finito de puntos de muestreo a lo largo de los contornos de la celda unitaria, permitiendo
una menor cantidad de recursos computacionales. Ademds, el método integral permite
estudiar la propagacién de ondas electromagnéticas a través del sistema periédico finito,

aunque en este trabajo no se considerard este caso.

I11.1.1. Ecuacion de onda

La descripcion del siguiente método integral fue tomada de la Ref. (Mendoza-Sudrez
et al., 2007). Como el objetivo de esta tesis es estudiar un CF2D que contiene un
LHM en la inclusién de una celda cuadrada, vamos a describir el método bajo esta
consideracién; sin embargo, cabe mencionar que el método se puede aplicar también a
medios dieléctricos y conductores.

En la Fig. 15 se muestra la geometria de un CF2D formado por una celda cuadrada
que contiene una inclusién con una geometria arbitraria. El medio de la inclusién es un
dieléctrico o LHM con constante dieléctrica e2(w) y rodeado por otro medio con &1 (w).

Todos los problemas sobre electromagnetismo, siempre que nos mantengamos en
una situacién macroscopica como es el caso de la propagacién de la luz a través de
un cristal foténico que contiene LHM, pueden tratarse a través de las ecuaciones de
Maxwell. Para iniciar con el método integral vamos a obtener la ecuacién de onda para
nuestro sistema propuesto. Consideremos medios sin cargas ni corrientes p =0y J = 0,

cuyas propiedades del material dadas por la permitividad eléctrica e(w) y permeabilidad
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Figura 15. Diagrama de un cristal foténico bidimensional infinito. La celda unitaria cuadrada
de longitud D estd compuesta de dos materiales diferentes con constantes dieléctricas ; (w)

y £2(w).

magnética p(w) dependerdn de la frecuencia w. Asumiremos ademds, que la amplitud

de los campos es lo suficientemente baja como para no exceder el régimen lineal.

Asi, las ecuaciones de Maxwell correspondientes son:

V-B

V-D

V xE

V xH

0,
0,
OH
oD
ot’

(59)
(60)
(61)

(62)

donde E y H son los campos eléctricos y magnéticos, respectivamente, D y B son los

campos de desplazamiento eléctrico e inducciéon magnética, respectivamente. Ademés

tenemos las ecuaciones constitutivas de los campos eléctrico y magnético para materiales

lineales dadas por:

D =¢(w)E,

B = p(w)H.

(63)

(64)
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Al aplicar el rotacional a la Ec. (62), se tiene:

V x (V x H) :Vx(aa—[t)>, (65)
V(V-H)-V’H = 5(w)%(v x B), (66)

y al sustituir la Ec. (59) en la Ec. (66) se obtiene la ecuacién de onda del campo

magnético

9°H
o = 0. (67)

V2H — p(w)e(w)

Procediendo de manera similar, se obtiene la ecuaciéon de onda del campo eléctrico

O*E

V°E — u(w)e(w)w

—0, (68)

donde el producto p(w)e(w) = 1/(v(w))? siendo v(w) la velocidad de la onda en el
medio que depende de la frecuencia w.

Como las ecuaciones de Maxwell son lineales, podemos separar la dependencia tem-
poral de la dependencia espacial de los campos electromagnéticos, considerdandolas in-
dependientes. En cuanto a la dependencia temporal, asumiremos que los campos varian
sinusoidalmente en funcién del tiempo. Por ser funciones arménicas, sabemos que por
el teorema de Fourier, que cualquier solucién a un problema electromagnético puede ser
expresada como una combinacién lineal de campos arménicos. Asi, los campos eléctrico

y magnético se pueden expresar de la siguiente manera:
E(r,t) = E(r)e ™, (69)
H(r,t) = H(r)e ™" (70)

Estas ecuaciones, permiten transformar a las ecuaciones de onda de los campos

eléctrico y magnético como las ecuaciones de Helmholtz

V2E(r) + p(w)e(w)w’E(r) = 0, (71)

V2H(r) + p(w)e(w)w?H(r) = 0. (72)
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Definiendo k% = ji(w)e(w)w? como la magnitud del vector de onda y tomando en cuenta

—1/2 y que el indice de refraccion

que la velocidad en el vacio estd dada por ¢ = (j4e0)
estd dado por n(w) = ¢/v(w), se tiene que la relacién de dispersién seré:

w
C

k= n(w)—, (73)

donde el indice de refraccion n(w)= j:\/m que involucra las propiedades de
los materiales estd dado en términos de la permeabilidad magnética p,.(w) y de la
permitividad eléctrica e,(w) relativas. Ambas funciones dependen de la frecuencia w.
El signo que aparece en la ecuacién del indice de refraccién debe ser tomado como
negativo cuando se considere un LHM, y positivo, cuando el medio sea un material
dieléctrico. Asi las ecuaciones de onda (Ecs. (71) y (72)) para el campo eléctrico y

magnético, respectivamente, se pueden reescribir como:

V?E(r) + K*E(r) = 0, (74)

V*H(r) + K°H(r) = 0. (75)

Mads atn las Ecs. (74) y (75) se pueden expresar en términos de la funcién ¥ que

representa a cualquiera de los campos electromagnéticos,
V2U(r) + k*¥(r) = 0. (76)

Es importante mencionar que el método integral serd descrito muy brevemente, pero
si el lector desea conocer el desarrollo detalladamente puede consultar la Ref. (Jiménez,

2014).

II1.1.2. Funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz
Para estudiar el sistema propuesto, la ecuacién de Helmholtz se puede escribir como:

VAW, (r) + k30;(r) =0, (77)
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donde 7 indica el j-ésimo medio, r = 27+ y] es el vector de posicién del punto de obser-
vacién que es independiente de z para el CF2D. WU;(r) representa el campo eléctrico E.,
en el caso de la polarizaciéon TE y el campo magnético H,, en el caso de la polarizacién

TM; ambas en el j-ésimo medio. Ademds la magnitud del vector de onda
w
k= nj(w)—, (78)

para cada j-ésimo medio. El fndice de refraccion n;(w)= £4/u;(w)e;(w) involucra las

propiedades de los materiales en términos de la permeabilidad magnética j;(w) y de la
permitividad eléctrica ¢;(w) relativas, ambas funciones dependiendo de la frecuencia w.
La velocidad de la luz estd indicada por ¢. Recordando que el signo que aparece en la
expresién del indice de refraccién debe ser tomado como negativo cuando se considere
un LHM y positivo cuando el medio sea un material dieléctrico.
Para resolver la Ec. (77), consideremos una funcién de Green G,(r,r’) para el
j-ésimo medio
V2G;(x, ') + k3G)(r,x') = 4mé(r — 1), (79)
donde G,(r,1’) representa el propagador del campo debido a una fuente de luz puntual
que emite a la frecuencia w en la posicién r’ y §(r — r’) es la funcién delta de Dirac.

Una solucién de la Ec. (79) estd representada por la siguiente funcién de Green,
Gy(rv') = imHg" (ky | v = '), (80)

siendo H(S”(g ) la funcién de Hankel de primera clase y de orden cero (Mendoza-Sudrez

et al., 2007).

II1.1.3. Representacién integral de la ecuacién de Helmholtz

Aplicaremos el segundo teorema integral de Green bidimensional para las funciones

U,(r) y Gj(r,r’) en cada regién correspondiente al j-ésimo medio. Para ello, multipli-
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caremos la Ec. (77) por G;(r, 1) y la Ec. (79) por —¥;(r) y sumando ambas ecuaciones
que al integrarlas sobre una superficie cerrada S; que estd limitada por un contorno

cerrado I';, se obtiene:

1

47 T,

(G, (r, )V (r) — U, (r)V G, (r, 1)) - fds — 7{ U, (1)3(r — v)da.  (81)

Sj

siendo ds el diferencial de la longitud de arco y da el diferencial de area.
Como la derivada normal estd definida como 0V,;/0n = i - V¥;, la Ec. (81) se

puede reescribir como

1
4aT r;

[Gj(r, r')aqgf) _ xpj(r)% ds = U,;(r')0(r), (82)

donde la integral de superficie se ha representado mediante el producto del campo por

la funcién escalén de Heaviside,

/ 1 si relsS
O(r') = : (83)
0 si ¢S

Considerando la convencién de que r representa la posicién del observador (donde

se mide el campo), podemos intercambiar las variables r y 1’ en la Ec. (82),

oW, (x') 0G;(r',r)

! [Gj(r', 0% g o) Y G g e, (84)

4r r, on' / on’

de manera que r’ se desplaza sobre los contornos. Similarmente, hemos tomado en

cuenta la definicién de la derivada normal para la funcién de Green que tiene la forma

% =10’ V'G,(r, 1), (85)
siendo @’ la normal a la superficie y r’ el contorno I' como se muestra en la Fig. 16. De
forma similar para 0W;(r")/On’ = 0’ - V'V, (r).

Por lo tanto, la ecuacién de Helmholtz para los campos en un sistema 2D en el

punto r’ se puede representar mediante la ecuacién integral

oV, (') 0G,(r, 1)

o R IR o PR N

dm r;
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r

Figura 16. Celda unitaria de un CF2D compuesto de dos materiales diferentes con indices
de refraccion ng(w) y na(w) en una celda cuadrada con una inclusién de forma arbitraria
con su vector normal fi perpendicular al contorno T'.

donde

Gi(r,') = imHV (kj | v — 1’ ]), (87)

es la funcién de Green en medios homogéneos. En la Ec. (86) la superficie S; estd
limitada por el contorno cerrado I'; correspondiente y la derivada normal d/0n’ va

hacia afuera del contorno I';.

II1.1.4. Discretizacion de la Ecuacién Integral

Como el objetivo de esta tesis es calcular las estructuras de bandas para un cristal
foténico bidimensional que contiene LHM dispersivo, consideremos una celda unitaria
cuadrada compuesta por dos materiales diferentes con indices de refracciéon ny(w) y
n2(w) y una inclusién con geometria arbitraria como se muestra en la Fig. 17.
Aplicaremos el teorema de Green en bidimensional (Ec. (86)) para cada regién sobre
los contornos Cy = I'y+ 1y +T'.+1T3+T. y Cy = I'.. Podemos representar un conjunto de
ecuaciones integrales acopladas para U;(x') y 0W;(r’)/0n’ permitiendo que r represente
los vectores R,+ &Ny, Ry+ &y, R+ &g, Ry+ Eng v R+ €0, donde R, Ry, R, Ry

y R, son los vectores de posicién usados para recorrer los contornos I'y, 'y, I'e, 'y y T'e,
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Figura 17. Celda unitaria de un CF2D con una red cuadrada y una inclusién de forma
arbitraria compuesta por dos materiales diferentes con indices de refraccion ny(w) y na(w).
Los medios estan limitados por los contornos 'y, I'y, I'., I'y y I'. cuyos vectores normales
van hacia afuera del medio 1, respectivamente.

respectivamente. El pardmetro & es una cantidad infinitesimal positiva y los vectores
normales correspondientes a los contornos son fi,, 1y, 0., Ny y A, (ver Fig. 17). Por

consiguiente, la ecuacién integral para la regién 1 con indice de refraccion n,(w) es

1 lim ~ / 8\I’a aCTY1 (Ra + fﬁay I‘l) /
Eg_)o_l_ {Aa {Gl(Ra—i—fna,r)ana q’a 8’]’% ds

0w, 0G1(Ry + £y, 1")} ds

—I—/ [G R, + &N, T - -
T, 1Ry ’ )anb ’ on;,

A / a\ch aGI(R«: + gﬁc: I") /
+ / C {Gl(Rc +eh) O - 0 ST ds (88)
- [G1<Rd + g 1) 2t OGRS )] s
T, and 8
N , 6\116 6G1 (R + §ne,
+/e |:G1(Re+§near)an,e \Ile 8 :| }

y para la regién 2,

1 lim /
4§ — 0F .

Es necesario el limite para evitar una singularidad en la funcién de Green cuando

T, - i, 1/ -
Ga(R, + fﬁe,r’)% - WeaGQ(REzgne,r )] ds’} .. (89)

e

su argumento es cero. La geometria del problema esta descrita por la representacién de

puntos a lo largo del contorno I" con coordenadas x(s), y(s) como funciones paramétricas
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de la longitud de arco s y de sus respectivas derivadas hasta de segundo orden, z'(s),
y'(s), 2”"(s) y y"(s). Estas funciones se consideran continuas al menos por tramos.

En las Ecs. (88) y (89) tenemos dos integrales de contorno que llamaremos

Ig(r) = i FGj(r,r’)a\Igéll‘,)ds', (90)
) = 4§ vy, (91)

Para resolver numéricamente las Ecs. (90) y (91) se realiza una discretizacion, ya
que en el formalismo general, las integrales no se pueden resolver de manera exacta.

Para esto dividimos el contorno I'; en n pequenos segmentos de longitud de arco As,

sn+As/2

j(r,> /
Ig(r) = Z 7{ s, (92)

sn—As/2
sn+As/2

B (r,x') ,
Iy(r) = 472: f{ a—nds. (93)

n sn—As/2

Si As es suficientemente pequeno para un muestreo fino, entonces podemos con-
siderar que el campo W;(r’) y su derivada normal 0¥;(r")/On’ son aproximadamente

constantes. Asi, las ecuaciones anteriores se pueden reescribir de la siguiente manera:

?71+A$/2
Ig(r) =~ ZCDJ ]{ G,(r,1") (94)
—As/2
sn+As/2
aG (r,r
Iy(r) =~ Z 7{ ) (95)
sn—As/2
donde se han definido las funciones
, oV, (r')
P = J
" o' |_. (96)
\IJ‘ZI — \Ijj(r/)lr’:r’ . (97>
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Evaluando las integrales de las Ecs. (94) y (95) en el punto de observacién r = r,,

podemos definir los elementos de matriz como:

sn+As/2
1

Lo = o 7{ Gi(rm,r')ds', (98)
sn—As/2
sn+As/2
1 0G,(ry,, 1)

Nem = 42 f —ow ¥ (99)
sn—As/2

donde el subindice m indica el punto de observacién y el subindice n el punto de
integracion.
Estos elementos de matriz (para mds detalle ver la Ref. (Jiménez, 2014)), estdn

dados por las expresiones:

. YA A A
L9 = 220 (1 Ry ) (1 = 8) + | =2 HSY (522 ) | 6y, (100)

4 4 2e

, A S R 1 As -
ND = 2 HO (kg Ry )i - " (1= ) + | 5 + o - £ 101
siendo

ﬁn ' Rmn - —y/(S)($m - xn) + $/(S>(ym - yn)a (102>
B8, = 2(9)y(s) — ¥ (50’ (s), (103)

Por tanto, haciendo uso de las Ecs. (98) y (99) podemos reescribir las Ecs. (94) y

(95) como:
sn+As/2 o
1 . o
EX0 Gl xS 1,8, (105)
" Sn—As/2 n=-o0
snt+As/2
1 | 9G (T, T’ >~
A ?{ %ds' ~ Y NG (106)

sn—As/2 n=—
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Ahora sustituyendo las Ecs. (105) y (106) en las Ecs. (88) y (89) obtenemos un
conjunto de Ng.q + 2N, ecuaciones algebraicas homogéneas, donde cada contorno es
muestreado en un nimero finito de puntos igualmente espaciados: N, para I', y asi

sucesivamente; Nypeq = Ny + Ny + No + Ny (N. = Ny, Ny = Np).

Para cada regién con m =1+ 2, ..., Nypeq + N, se tiene:
Na, Na"!‘Nb Na"rNb
1 n 1 n 1 n
E Nmn\lj E Lmnq)a § Nmn\Ijb - § LmnCDb
n=1 n=Ng+1 n=~Ng+1
Napca—Na Nabea—Na
1 n n
+ E : Nmnqjc - § Lmnq)c
n—= Na+Nb+1 n= Na+Nb+1
Nabcd Nabcd
1 n 1 n
n=Ngpcqa—Ng+1 n=Ngpea—Ng+1
abcd""Ne abcd+Ne
1 n n _
§ : Nmn\Ije - E : Lmn e =0
n= Nabcd+1 n= Nab(‘d+1
y para m = Napea + Ne + L., Napea + 2Ne7
abcd""Ne abcd+N6
2 Tmn n )
E Nmn\Ije E Lmn e lIJe' (108)
n= Nabcd+1 n= Nabcd+1

Debido a la geometria del CF2D propuesto (ver Fig. 17), se tiene que en este caso

las condiciones de periodicidad son:

U, = U, exp(ik,D,), ®.= —®,exp(ik,D,), (109)
U, = U, exp(ik,D,), ®4=—®,exp(ik,D,), (110)
donde el signo menos estd presente debido a que los vectores normales a los perfiles T,
y I'e, I'y y 'y son opuestos. Ademds D, y D, son las longitudes de la celda rectangular

en la direccién x y y, respectivamente. Por otro lado, tenemos que las condiciones de

frontera para el contorno I', son:

_q)w (111>
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siendo la cantidad f; dada por

i:(w) para polarizaciéon TE
fi= ) . (112)

gj(w) para polarizacién TM

Aplicando las condiciones de frontera y de periodicidad en las Ecs. (107) y (108),

se tiene
N, Nqg+Ny Na+Np
ZNsln\Iln ZLmn(I)a Z errm‘llg_ Z L}nn(bg]
n=1 n=Ng+1 n=Ng+1
Nabea—Na Nabea—Na
+ |exp(ik, D,) Z N} U™ 4 exp(ik,D,) Z Lmnq);‘]
n=Nq+Np+1 n=Nq+Np+1
Nabed Nabed
+ |exp(ik,D,) Y Ny U +exp(ik,D,) Y L}m@g] (113)
n=Ngbed—Na+1 n=Ngbed—Na+1
Napea+Ne Napea+Ne
Z errmlljg - Z Lmn(be =0
n=Ngpcq+1 n=Ngpca+1
y
Nabea+Ne Nabea+Ne
> (N, =) U= Y L2020 =0, (114)
n=Ngped+1 b= Napea+1

En la Ec. (114) es necesario considerar que ¥? = Yn+NatNo v §n — @niNatNo,
conn =1,2,.... N,. Ademds de U Ve = PrtNatNotNe y priNa — pritNatNotNe con
n = 1,2,...., N,. Estas ecuaciones determinan una matriz cuadrada M de dimensién
Napea + 2N,.. Como el sistema es homogéneo, para obtener una solucién no trivial su
determinante debe ser cero, lo cual nos permite obtener una relacién de dispersién que

representamos por medio de las estructuras de bandas.
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II1.2. CaAlculo de las estructuras de bandas de un
CF2D que contiene materiales dieléctricos

En esta seccién se presenta un andlisis de las estructuras de bandas para un CF2D
formado por una celda unitaria cuadrada con inclusién cilindrica de superficie lisa con-
teniendo un material dieléctrico. Estos cdlculos fueron realizados variando las fracciones

de llenado para las polarizaciones TE y TM.

I11.2.1. Estructuras de bandas de un CF2D con inclusién cilin-
drica de superficie lisa

Para verificar el método integral consideramos un CF2D con una celda unitaria cuadrada

y una inclusion cilindrica como se muestra en la Fig. 18.

i
AL

|——>

D

Figura 18. Celda unitaria cuadrada de un CF2D con inclusién cilindrica de superficie lisa.
La fraccion de llenado estd relacionada con el radio de la inclusién cilindrica como R =

f

= | D, donde el pardmetro de red fue tomado como D = 1.
T

El cdlculo de las estructuras de bandas estdn en términos de la frecuencia reducida
w, =wD/2mc y el vector de onda reducido k. = kD /27 en la primera zona de Brillouin

en el espacio k (recuadro derecho de la Fig. 19) para los diferentes valores de la fraccién
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de llenado f, que estd relacionado con el radio de la inclusién cilindrica como R =
( %) D, donde el pardmetro de red fue tomado como D = 1. En la Fig. 19 se
muestran las estructuras de bandas de una celda unitaria formada por dos materiales
de constantes dieléctricas e; = 1 y €5 = 8.9. Para el caso de la polarizacion TE
consideramos las fracciones de llenado f = 0.12 (Fig. 19(a)) y f = 0.5 (Fig. 19(b)).

Similarmente, las Figs. 19(c) y (d) muestran las estructuras de bandas para el caso de

la polarizacién TM con las mismas fracciones de llenado de los casos anteriores.

Polarizacion TE

M Tk, X M M ke X M

Figura 19. Estructuras de bandas para un CF2D con inclusién cilindrica para dos materiales
distintos de constantes dieléctricas £; = 1 y 5 = 8.9, con una fraccién de llenado de ((a)
y (¢)) f =0.12 para la polarizacién TE y TM, respectivamente, ((b) y (d)) f = 0.5 para la
polarizacion TE y TM, respectivamente. El recuadro izquierdo inferior es la celda unitaria
en el espacio real y el recuadro derecho inferior corresponde a la primera zona de Brillouin
en el espacio k, respectivamente.

En la Fig. 19(a) podemos observar la aparicién de una banda prohibida ancha
(franja roja) alrededor de la frecuencia reducida w, = 0.4. En la Fig. 19(b) podemos

apreciar la apariciéon de cuatro bandas prohibidas muy angostas aproximadamente en
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las frecuencias w, = 0.25, w, = 042, w, = 0.61 y en w, = 0.79. Esto nos indica
que al ser iluminado un CF truncado, la luz serd reflejada completamente con estas
frecuencias bajo la polarizacién TE. En las Figs. 19(c) y (d) no obtuvimos ninguna
banda prohibida. Esto nos dice que bajo la polarizacién TM se trasmitird la luz a través
del cristal para todo el intervalo de frecuencias de (0,0.96). También se puede observar
que bajo la polarizacion TE, entre menor sea la fracciéon de llenado se puede tener
bandas prohibidas mds anchas, lo cual permite un mayor control de la propagacién
de la luz a través de un CF2D. Los célculos de la Fig. 19(a) corresponden con los
resultados publicados en la Ref. (Mendoza-Suérez et al., 2006), lo cul nos indica que el
método integral es confiable.

Vale la pena mencionar, que el intervalo de frecuencias de (0,0.96) usado en este
célculo de las estructuras de bandas para un CF2D, lo elegimos con el propdsito de
comparar dichas estructuras con las estructuras de bandas de un CF2D que contiene
LHM dispersivo. Para un metamaterial el intervalo de frecuencias estd restringido al
intervalo abierto (0.637,0.960), debido a que en este intervalo las funciones de perme-
abilidad magnética y permitividad eléctrica cumplen con las propiedades 6pticas de los

LHMs, como lo veremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo IV

ESTRUCTURAS DE BANDAS DE CFS
EN 2D QUE CONTIENEN LHM
DISPERSIVO

En este capitulo presentamos las caracteristicas de las funciones de permeabilidad mag-
nética y permitividad eléctrica, las cuales, son usadas para modelar numéricamente las
propiedades épticas de los LHMs. También se hace un andlisis numérico con el método
integral para calcular las estructuras de bandas de un CF2D formado por una celda
unitaria cuadrada (compuesta de dieléctrico) con inclusién cilindrica de superficie suave
y aleatoriamente rugosa que contiene LHM dispersivo. Notaremos que la influencia de
la rugosidad en la superficie es muy notoria en las estructuras de bandas, lo cual indica
cambios considerables en las propiedades de transmisiéon en un cristal foténico real.
Esta idea de modelar superficies rugosas es relevante, ya que a pesar de la existencia
de una tecnologia bien desarrollada para la fabricacién de superficies se tienen CF's con
defectos.

Debido al elevado tiempo de cémputo requerido para obtener las estructuras de
bandas para la superficie cilindrica aleatoriamente rugosa se tuvo la necesidad de utilizar

la computacién en paralelo bajo el protocolo de MPI (Message Passing Interface). Por lo
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cual, se hace una breve descripcion de la programacion en paralelo, donde se mencionan
los conceptos bdsicos; asi como sus propiedades principales. Mostramos el Pseudo-
cédigo utilizado para obtener las estructuras de bandas del sistema propuesto en un

tiempo de cémputo reducido.

IV.1. Modelo de un medio con LHM dispersivo

En esta seccion se presentan las caracteristicas de las funciones de permeabilidad mag-
nética y permitividad eléctrica, las cuales, nos permiten modelar numéricamente las
propiedades épticas de los LHMs. La celda unitaria que estamos considerando en este
trabajo de tesis estd compuesta por dos medios, uno de vacio y el otro de LHM disper-

sivo cuyas propiedades Opticas estdn dadas por la funcién de permitividad eléctrica
ew)y=1--2 (115)

y la permeabilidad magnética

Fuw?

plw) =1- L
w? — w?

(116)
Estas funciones fueron deducidas a partir de las Ecs. (47) y (55) despreciando los
772 y v por ser cantidades muy pequenias, respectivamente. Las funciones dadas por
las Ecs. (115) y (116) estén mostradas en la Fig. 20 con la frecuencias de plasma
w, = 10¢/ D, la frecuencia de resonancia wy = 4¢/D, y el factor F' = 0.56 Ec. (56). En
la Fig. 20 se usaron las unidades reducidas de la frecuencia dada por w, = wD/27c y
el vector de onda de Block k, = kD/2m. ¢ representa la velocidad de la luz y D es una
constante de normalizacién que elegimos para ser la dimensién del lado de una celda

unitaria cuadrada. En unidades reducidas, las frecuencias de plasma y de resonancia

son wy, = 1.592 y wo = 0.637, respectivamente.
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(), Wo,)

Figura 20. Funcién de la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética de un LHM
dispersivo como funcién de la frecuencia reducida.

Analizando la Ec. (115) se puede observar que cuando w << w,p, la funcién de
permitividad eléctrica toma valores negativos muy grandes hasta llegar a w, donde
e ~ 0, y pasando este punto, ¢ — 1. Como estamos interesados en los valores para los
cuales e(w) < 0y pu(w) < 0, simultdneamente, entonces, analicemos para que valores
de w se obtienen valores negativos de la funcién de permeabilidad magnética.

Queremos que p(w) < 0, entonces la Ec. (116) se puede escribir como:

Wl —F) —w?
w? — w3

<0. (117)

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad (Ec. (117)) por w? — w3 se deben

considerar dos casos.

Caso 1. Cuando w? — w? > 0.

Como w? — w2 = (w — wy)(w +wg) > 0, entonces, la desigualdad se satisface cuando

ambos factores tengan el mismo signo. Esto es, siw—wg >0y w+wp > 00siw—wy <0
y w + wp < 0. Consideremos estos dos nuevos casos.

Caso . w —wg >0y w+wy > 0. O bien,

w > wo y w > —wo. (118)
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De este modo, ambas desigualdades se cumplen si w se encuentra en el intervalo
(wo, 00).

Caso II. w —wg <0y w+ wy < 0. Esto es,
w < wo y w < —wp. (119)

De igual manera, ambas desigualdades se cumplen si w se encuentra en el intervalo
(—00, —wp). Por lo tanto, si combinamos las soluciones para los Casos I y I, se tiene que

w satisface la desigualdad w? —w3 > 0 para valores en el intervalo (—oo, —wg) U (wq, 00).

2

Ahora, multiplicando por w? — w3 > 0 en ambos lados de la desigualdad dada por

la Ec. (117), se obtiene

w1 —F)—wj <0, (120)

2L W (121)
Y

<w = %) <w + \/%) <0. (122)

La desigualdad dada por la Ec. (122) se satisface cuando ambos factores tengan

Wo Wo

. . . Wo .
signos contrarios. Es decir,si w———=>0yw+——= < 0o0siw——= <0

s Vi—F VYTV FE VI_F

wWo .

w + > (. Consideremos los dos casos.

YT T F N §
Caso A. Cuando w — 0 _SO0yw+ 0 _<0.0 bien,
Vi_F VYT IF
w> vy owe< - (123)

V1I—F V1I—F’

Es imposible encontrar un valor para w que satisfaga ambas desigualdades dadas por

la Ec. (123) debido a que no existe un valor para w que se encuentre en el intervalo

. ) . . .
abierto il oo | vy a la misma vez que w se encuentre en el intervalo abierto
wWo

_OO, ——
V1-—F

. Por lo tanto, el Caso A no tiene solucion.
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Wo Wo

Caso B. Cuando w — <0y w+ > 0. Esto es,
Vi-F VYTV F
g— SRR (124)

V1-F VI—F

De este modo, ambas desigualdades se cumplen si w se encuentra en el intervalo

Wo Wwo . .
— , . Por lo tanto, de los Casos A y B, se tiene que w satisface la
( VI-F V- F) ' !
. . wWo wo
desigualdad dada por la Ec. (122) para valores en el intervalo | — , .
g p (122) p <\/1_F \/1_F)
2
Asi, los valores de w que satisfacen las desigualdades w? —w? > 0y w? — a “o 7 <0
es el conjunto de todos los valores que se encuentran en el intervalo e wo | U
vV Vi - s
! d Vi—F
(+» 727)
wp, — |.
CVI-F
Caso 2. Cuando w? — w? < 0.
Procediendo de la misma manera que en el Caso 1 se tiene:
Caso . w —wg >0y w+wy <0. O bien,
w > wo y w < —wp. (125)

Es imposible encontrar un valor para w que satisfagan ambas desigualdades dadas por

la Ec. (125). Por lo tanto, el Caso I no tiene solucién.

Caso I, w —wg < 0y w+ wy > 0. Esto es,
w < wo y w > —wp. (126)

De este modo, ambas desigualdades se cumplen si w se encuentra en el intervalo
(—wo,wp). Por lo tanto, de los Casos I y II, se tiene que w satisface la desigualdad
w? — w3 < 0 para valores en el intervalo (—wq,wp).

Multiplicando por w? — w3 < 0 en ambos lados de la desigualdad dada por la Ec.

(117) y cambiando el sentido de la desigualdad, se obtiene

<w - %) <w + \/%) > 0. (127)
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La desigualdad dada por la Ec. (127) se satisface cuando ambos factores tengan signos

Wo Wo Wo

iguales;wesdecir, si w— =T > wa+ﬁ > Oosiw—ﬁ <0y
w + \/lﬁ—F < 0. Consideremos los dos casos.
Caso A. Cuando w — \/% >0yw+ \/% > 0. Esto es,
-0 W (128)

w > — .
Ji_F 7 JI_F

De este modo, ambas desigualdades se cumplen si w se encuentra en el intervalo

()

“o Wo .
Caso B. Cuando w — ———= < 0y w + ———= < 0. O bien,
VI_F VYT IF
Wo Wo
W< ——= W< ———. 129
VI_F 7 VI_F (129)
. . . wWo
De este modo, ambas desigualdades se cumple si w se encuentra en el intervalo | —oo, —— | .
: b (o022

Por lo tanto, si combinamos las soluciones para los Casos A y B, se tiene que w satisface

la desigualdad dada por la Ec. (127) para valores en el intervalo (—oo, —$) U

VI-F
(),

De este caso, se concluye que es imposible encontrar un valor de w que satisfaga las

2
“o

(1-F)

Con los resultados obtenidos podemos concluir que la desigualdad dada por la Ec.

> 0.

desigualdades, w? — w? < 0y w? —

w w
(117) se cumple si w se encuentra en el intervalo (— 0 wo) U (wo, —0).

VI-F V1-F

Como los valores para w negativos no tienen sentido fisico, se concluye que la funcién

de permeabilidad magnética tomard valores negativos si w se encuentra en el intervalo
Wo . T .

wo, ———= |. Por lo tanto, la regién donde el LHM presenta un indice de refraccién

05 /—1_F

negativo estd dentro del rango de frecuencias wy < w < wry con wry = wo/vV1 — F.
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IV.2. Estructuras de bandas de un CF2D con in-
clusion cilindrica que tiene una superficie lisa

En esta seccién se analizan las estructuras de bandas de un CF2D formado por una
celda unitaria cuadrada (compuesta de dieléctrico) con inclusién cilindrica que tiene
una superficie lisa que contiene LHM dispersivo. Las estructuras se obtuvieron con
diferentes fracciones de llenado para las polarizaciones TE y TM.

Primeramente presentamos las estructuras de bandas para el caso de la polarizacién
TE, en términos de la frecuencia reducida w, = wD/27c y el vector de onda reducido
k., = kD/2m en la primera zona de Brillouin en el espacio k. Recordemos que la
fraccién de llenado f, estd relacionada con el radio de la inclusién cilindrica como

f

R = - D, donde el pardmetro de red fue tomado como D = 1.

En la Fig. 21 mostramos las estructuras de bandas de un CF2D con una celda
unitaria cuadrada que tiene inclusién cilindrica compuesta por dos medios; vacio o aire,
con constante dieléctrica € = 1y constante de permeabilidad magnética 1, = 1, y LHM
dispersivo, cuyas propiedades Opticas estdn dadas por las funciones de permitividad
eléctrica e5(w) y permeabilidad magnética j,(w) descritas en la seccién anterior. Para
estos cdlculos usamos los pardmetros w, = 1.592, wy = 0.637 y I’ = 0.56, variando la
fraccién de llenado f = 0.12 (Fig. 21(a)), f = 0.36 (Fig. 21(b)), f = 0.50 (Fig. 21(c))
y f = 0.68 (Fig. 21(d)) para los intervalos de k, con 2895 puntos y de w, € (0.68,0.959)
con 2700 puntos. En los recuadros izquierdos se muestran las celdas unitarias cuadradas
con sus inclusiones cilindricas para los diferentes valores de la fracciéon de llenado f, y
en los recuadros derechos se muestra la primera zona de Brillouin en el espacio k.

En las Figs. 21(a) y (b) podemos observar la aparicién de bandas prohibidas an-

gostas, aproximadamente en las frecuencias reducidas w, = 0.697 y w, = 0.745, re-
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Figura 21. Estructuras de bandas de un CF2D con una celda unitaria cuadrada con inclusién
cilindrica compuesta por dos medios: vacio (¢ = 1, uy = 1) y LHM dispersivo (e(w) y
p(w)), con w, = 1.592, wy = 0.637 y F' = 0.56. Para el caso de la polarizacién TE con las
fracciones de llenado (a) f =0.12y (b) f =0.36, (¢) f =0.50y (d) f = 0.68. El recuadro
izquierdo representa la celda unitaria en el espacio real y el recuadro derecho corresponde a
la primera zona de Brillouin en el espacio k, respectivamente.

spectivamente. En la Fig. 21(c), claramente observamos una banda prohibida bastante
ancha para la regién de altas frecuencias al igual que en la Fig. 21(d), cuya banda
es mds angosta en comparacién con la que aparece en la Fig. 21(c). Ademsds, en la
Fig. 21(d) aparecen tres bandas mas alrededor de las frecuencias reducidas w, = 0.747,
w, = 0.793 y w, = 0.802. Esto nos indica que al ser iluminado un CF truncado, la
luz serd reflejada completamente para estas frecuencias bajo la polarizaciéon TE. Tam-
bién se puede observar que entre mayor es la fraccién de llenado, se puede tener mayor
control de la propagacion de la luz a través de un CF2D que contiene LHM dispersivo
debido a la influencia de las bandas prohibidas.

Ahora vamos a analizar el caso para la polarizaciéon TM. En la Fig. 22 presentamos
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las estructuras de bandas de un CF2D bajo las mismas condiciones del caso anterior.
Similarmente usamos las mismas fracciones de llenado f = 0.12 (Fig. 22(a)), f = 0.36
(Fig. 22(b)), f = 0.50 (Fig. 22(c)) y f = 0.68 (Fig. 22(d)) para los intervalos de k,

con 1929 puntos y de w, € (0.68,0.959) con 1700 puntos.

@ | | )

Wy

Figura 22. Estructuras de bandas de un CF2D con una celda unitaria cuadrada con inclusién
cilindrica compuesta por dos medios: vacio (¢ = 1, u; = 1) y LHM dispersivo (e(w) y
p(w)), con w, = 1.592, wy = 0.637 y F' = 0.56. Para el caso de la polarizacién TM con las
fracciones de llenado (a) f = 0.12y (b) f = 0.36, (¢) f =0.50y (d) f = 0.68. El recuadro
izquierdo representa la celda unitaria en el espacio real y el recuadro derecho corresponde a
la primera zona de Brillouin en el espacio k, respectivamente.

En las Figs. 22(a), (b) y (c) no obtuvimos alguna banda prohibida en comparacién
con el caso de la polarizacién TE. Esto nos dice que bajo la polarizacién TM se trasmitira
la luz a través del CF para todo intervalo de frecuencias de (0.68,0.959). Sin embargo,
en la Fig. 22(d) se puede observar la aparicién de una banda prohibidas angosta,
aproximadamente en la frecuencia reducida w, = 0.764, lo cual nos indica que, para
esta frecuencia reducida, la luz serd reflejada completamente. Al igual que en el caso

de la polarizacién TE se puede observar que para una fraccién de llenado grande (bajo
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la polarizacién TM) se puede tener un mayor control de la propagacién de la luz en un
CF2D que contiene LHM dispersivo debido a la influencia de las bandas prohibidas.

Con esto podemos concluir que, bajo la polarizacién TE y para una fracciéon de
llenado grande, se puede tener un mayor control de la propagacién de la luz a través de
un CF2D que contiene LHM dispersivo. También se puede observar que las estructuras
de bandas de un CF2D que contiene LHM dispersivo tienen una estructura distinta
para cada polarizacién y cada fraccién de llenado a diferencia de un CF2D con ambos
medios dieléctricos.

Es importante mencionar que en el cdlculo de la estructura de bandas de la Fig.
21(a) para un intervalo de muestreo As = 1/60 se tuvo un rango de la matriz de
384 para la polarizaciéon TE, se requirié un tiempo de computo de 6 horas. Para las
otras figuras previamente mostradas en este capitulo se necesité un tiempo de cém-
puto menor. Como nuestro objetivo es analizar las estructuras de bandas de un CF2D
formado por una celda unitaria cuadrada (compuesta de dieléctrico) que contiene una
inclusién cilindrica con una superficie aleatoriamente rugosa que contiene LHM disper-
sivo, requerimos una discretizacién mayor para poder modelar el sistema propuesto.
Esto implica un tiempo mayor de cémputo (alrededor de 3.6 meses) para obtener las
estructuras de bandas en forma secuencial (como lo veremos en la seccién IV.4), por
lo que tuvimos la necesidad de utilizar la computacién en paralelo. En la siguiente
seccion se hace una breve descripcién de la programacién en paralelo. Si el lector estd
interesado en un desarrollo més detallado de la programacién, puede consultar la Ref.

(Hernandez, 2015).
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IV.3. Breve descripcién del MPI

En esta seccién se da una breve descripcién de la programacién en paralelo bajo el
protocolo de MPI (Message Passing Interface). Mencinamos los conceptos bdsicos; ast
como las rutinas bésicas utilizadas para la implementaciéon en MPI. Ademads, presenta-
mos el pseudo cédigo utilizado para reducir los tiempos de computo y asi obtener las

estructuras de bandas del sistema propuesto.

IV.3.1. Conceptos basicos

La computacién en paralelo es una técnica de programacion en la que muchas instruc-
ciones se ejecutan simultdneamente. Se basa en el principio de que los problemas
grandes se pueden dividir en partes méds pequenas que pueden resolverse de forma con-
currente (“en paralelo”).

La programacion en paralelo consiste en enlazar y hacer llamadas dentro del pro-
grama por medio de bibliotecas que manejaran el intercambio de datos entre los proce-
sadores. En esta tesis se hace uso del paso de mensajes bajo el protocolo de MPI
(Message Passing Interface) que es un modelo de comunicacién ampliamente usado en
computacién paralela.

En MPI uno de los principales esquemas que se emplean en la comunicacién y
generacion de los procesos es el modelo de Maestro-Esclavo. Un proceso maestro divide
y distribuye el trabajo en sub-tareas, las cuales las asigna a cada nodo conocido como
“trabajador” o “esclavo” (Ver Fig. 23). Al terminar cada “trabajador” su parte, envian
los resultados al maestro para que este recopile la informacién y la presente.

MPI, es entonces, un estédndar para la implementacién de sistemas de paso de men-
sajes disenado para funcionar en una amplia variedad de computadoras en paralelo y de

tal forma que los c6digos sean portables. MPI proporciona una libreria para C, C++
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Figura 23. Modelo Maestro-Esclavo. El nodo con rango 0 actuard como “maestro” y los
nodos con rangos 1 a n — 1 actuardn como “esclavos”. El nodo maestro enviard una tarea
a cada nodo esclavo.

o Fortran.

Presentamos ahora algunos de los conceptos relacionados con la computacién en
paralelo.

Tarea:

Seccién légica discreta de trabajo computacional. Suele ser un programa o un
conjunto de instrucciones que es ejecutable por un procesador.

Tarea en paralelo:

Tarea que puede ser ejecutada de forma segura (produciendo resultados correctos)
por muiltiples procesadores simultdneamente.

Ejecucién en paralelo:

Ejecucién de un programa por més de una tarea, siendo cada tarea capaz de ejecutar
la misma expresiéon o una diferente, y todas en un mismo instante de tiempo.

Memoria distribuida:

En el sentido del hardware, se refiere a un acceso a memoria basado en red para una

memoria fisica que no es comin. Como modelo de programacion, las tareas sélo pueden
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ver légicamente la memoria de la méaquina local y deben utilizar comunicaciones para
acceder a la memoria de otras méquinas donde se ejecutan el resto de las tareas.

Comunicaciones:

Tipicamente, las tareas paralelas necesitan intercambiar datos. Hay varios caminos
para realizar esto, tales como tener una memoria compartida en bus o sobre una red.
Sin embargo, en la actualidad, el hecho de intercambiar datos se le denomina comuni-
caciones, independientemente del método empleado.

Sincronizacion:

Es la coordinacién de tareas paralelas en tiempo real, ocasionalmente a menudo
asociado a las comunicaciones. La forma en que se implementa la sincronizacién entre
tareas es poniendo un punto de sincronismo dentro del cédigo de una aplicacién, de
modo que las tareas no continuardn con su trabajo hasta que todas las tareas hayan
llegado al mismo punto de sincronismo. La sincronizacién implica la espera de, al
menos una tarea y, por lo tanto, puede causar el incremento del tiempo de ejecucién de

la aplicaciéon paralela.

IV.3.2. Arquitecturas de Memoria

Existen diferentes arquitecturas de memoria en los ordenadores utilizados para la pro-
gramacion en paralelo. En este trabajo de tesis estamos interesados en la arquitectura
de Memoria compartida. En esta arquitectura, una mé&dquina paralela con memoria
compartida (una computadora con muchos CPU’s o niicleos que acceden al mismo es-
pacio de memoria), los mensajes pueden ser enviados depositando sus contenidos sobre
un drea de memoria compartida (ver Fig. 24).

Una de las ventajas del método de memoria compartida es que el espacio de direc-

cionamiento global presenta un fécil manejo desde el punto de vista del programador a
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Figura 24. Memoria compartida por un conjunto de procesadores.

la hora de acceder a memoria. Ademsds, la comparticién de datos entre tareas es rdapido
y uniforme, debido a la proximidad de la memoria a las CPU’s. Por el contrario, una
gran desventaja que presenta este sistema es que al anadir mas CPU’s incrementa de
forma geométrica el trafico asociado con la gestiéon de la memoria.

El modelo bésico de paralelismo que implementa MPI es SPMD (Single Program
Multiple Data) donde todos los procesadores trabajan con el mismo programa, pero
los datos pueden ser diferentes. También se puede trabajar con un modelo MPMD
(Multiple Program Multiple Data) que ejecutan programas diferentes en los distintos
nodos.

Por 1ltimo, debemos tener en cuenta que, solo se podrén paralelizar aquellos proble-
mas cuya estructura légica subyacente sea de naturaleza paralela; es decir, que nuestro
problema pueda ser analizado a partir de la descomposicién de sus partes, y estas partes

tengan cierto grado de independencia.
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IV.3.3. Rutinas basicas de la programaciéon con MPI

Como mencionamos anteriormente, MPI es una libreria de rutinas y funciones, la cual
estd disponible en los lenguajes C, C++ y Fortran. En este trabajo se hard uso del
lenguaje Fortran 90. Para el desarrollo de programas en paralelo con MPI se debe cono-
cer dichas rutinas (en Fortran). Debemos mencionar que todas las rutinas comienzan
con el prefijo MPI .

Todos los programas escritos en MPI deben contener la directiva de preprocesador
include ‘mpi.h’ para Fortran. El archivo mpi.h contiene las definiciones macros y
prototipos de funcién necesarios para compilar los programas MPI.

Antes de mencionar las principales rutinas de MPI, es importante conocer las sigu-
ientes definiciones:

Grupos

En MPI se considera a un grupo como un conjunto ordenado de procesos, y cada
proceso se identifica por medio de un nimero entero denominado rango (rank).

Comunicador

La definicién del comunicador es esencial ya que es este el que permite enviar men-
sajes de una computadora a otra. El intercambio de informacién (comunicaciones) entre
grupos se hace a través del elemento fundamental de MPI.

Un comunicador especifica un dominio de comunicacién; es decir, identifica a un
grupo de procesos y el contexto en el cual se llevard a cabo una operacién. Proporciona
también mecanismos para identificar subconjuntos de procesos para el desarrollo de pro-
gramas modulares, garantizando que los mensajes concebidos para diferentes propdsitos
no sean confundidos.

Cada proceso tiene una identidad (rank) dentro del comunicador, que va de 0 a

N — 1, donde hay N procesos. Actualmente se puede disponer de dos tipos de comu-
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nicadores, un intracomunicador para comunicaciones dentro de un grupo o un inter-
comunicador para comunicaciones entre grupos. Para programas simples sélo se usan
intracomunicadores pues no suele ser necesario més que un grupo y generalmente se
usa el comunicador por defecto MPI _COMM WORLD que engloba a todos los
procesos dentro de una aplicacién.

Identificadores

En un programa paralelo es importante conocer en todo momento, ;Cudntos pro-
cesos hay? y ;Qué procesos estdn ejecutdndose? Algunas veces el rank es llamado
“process ID”. Los ranks son contiguos y empiezan desde cero. Es usado por el progra-
mador para identificar la fuente y destino de los mensajes y con frecuencia se utiliza
con un condicional.

Ahora, mencionaremos las principales rutinas de MPI. Antes de que podamos llamar
a cualquier otra rutina de MPI debemos hacer una llamada a call MPI INIT (ierr).
Esta rutina sé6lo debe ser llamada una vez, ya que inicializa el proceso en MPI y bloquea
la ejecucién hasta que todos los procesos hayan sido inicializados. Después de que el
programa haya acabado de utilizar la librerfa MPI debemos hacer una llamada a call
MPI FINALIZE(ierr). Esta rutina termina la conexién MPI y bloquea la ejecucién
hasta que todos los procesos terminen; ademads, limpia todos los trabajos no finalizados
por MPI (por ejemplo, envios pendientes que no hayan sido completados, etc.).

Otras de las preguntas importantes en todo programa paralelo son: ;Cuéntos pro-
cesos hay?, ; Quién soy yo? y ;En dénde estoy corriendo? El valor para el “ntimero de
procesos” ejecutados en el grupo MPI _ COMM _ WORLD se obtiene con la rutina
call MPI _COMM ZISE(MPI _COMM _WORLD,nproces,ierr), para “quién
soy yo” (numero de rango del proceso actual) con

cal MPI COMM RANK(MPI COMM WORLD,rank,ierr) y para “en dénde
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estoy corriendo” con MPI _GET PROCESSOR_NAME (hostname,resultlength,ierr).
El identificador o rango es un nimero entre cero (0) y el total de procesos menos uno
(procesos—1).

MPI maneja un sistema de memoria para almacenamiento de mensajes y representa-
ciones de objetos por medio de grupos, comunicadores y tipos de datos. El usuario no

puede acceder directamente a esta memoria y los objetos ahi almacenados.

IV.3.4. Rutinas basicas de envio y recepcion de mensajes blo-

queantes

El mecanismo de comunicacién bésico de MPI es la transferencia de mensajes entre un
par de procesadores, de un lado el emisor (el que envia) y del otro lado el receptor (el
que recibe). Es decir, la transmisién de datos se realiza mediante una comunicacién
uno a uno, cominmente llamado Punto a Punto. En la comunicacién Punto a Punto es
posible transmitir valores escalares y arreglos continuos de valores para tipos definidos
por MPI.

El envio y recepcién de un mensaje involucra el intercambio de informacion entre
procesos. La operacién de envio en el emisor de un procesador origen a otro es realizada
por la rutina call MPI _ SEND(bufl,countl,datatypel,destl,tagl,comml,ierr).
El procesador origen espera a que el procesador destinatario haya recibido el mensaje
antes de continuar trabajando. Al ser bloqueante significa que hasta que el mensaje no
haya sido enviado (que salga del bifer de salida) no se continia la ejecucion.

La operacién de recepcién de mensajes de un procesador a otro es realizada mediante
la funcién call MPI _RECYV (buf2,count2,datatype2,source2,tag2,comma2,status2,ierr).
Esta funcién bloquea el proceso hasta que se reciba un mensaje con las caracteristicas

especificadas, lo cual significa que el procesador destinatario no puede continuar su
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trabajo hasta haber recibido dicho mensaje.
Los pardmetros usados en las rutinas de envio y recepcion tiene el siguiente signifi-

cado:

bufl: direccién inicial del bufer de envio

countl: nimero de elementos a enviar

datatypel: tipo de dato de cada elemento que se va a enviar
dest1: identificador del proceso destino

tagl: entero que representa la etiqueta del mensaje

comm1: comunicador utilizado para la comunicacién

buf2: direccién del bufer de recepcién

count2: nimero méximo de elementos que se espera recibir
datatype2: tipo de dato de cada elemento que se va a recibir
dest2: identificador del proceso enviador

tag2: etiqueta del mensaje

comm?2: comunicador utilizado para la comunicacién

status2: contiene datos relevantes sobre el mensaje
Los nombres predefinidos para los tipos de datos m&s comunes son:

Tipo de datos en MPI Tipo de dato en Fortran
MPI INTEGER INTEGER
MPI REAL REAL

MPI DOUBLE PRECISION | DOUBLE PRECISION

MPI COMPLEX COMPLEX
MPI LOGICAL LOGICAL
MPI CHARACTER CHARACTER

Con esta breve descripcién de la programacién en paralelo bajo el protocolo de MPI
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la usaremos para cumplir el objetivo de este trabajo de tesis.

IV.3.5. Pseudocédigo para comunicacién bloqueante

A continuacion se presenta el pseudocddigo para el cdlculo de las estructuras de bandas

de un CF2D con una inclusién cilindrica formada con una superficie aleatoriamente

rugosa que contiene LHM dispersivo usando comunicacién bloqueante.

Pseudocédigo 1 Cilculo de las estructuras de bandas de un CF2D bajo la progra-

macion en paralelo con MPI FORTRAN usando comunicacion bloqueante

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

entero MAESTRO, nproceso, numworkers, chunksize, nkas, nwas, extra, indice, indice2,
vini
real Determinante(nkas*nwas), Omegas(nkas*nwas), Vectorks(nkas*nwas),correlacion,sigma,kmin,kmax
{Medimos el tiempo inicial de ejecucion}
{Bloque de instrucciones del padre}
si (Soy MAESTRO) entonces
para nproceso= 1 hasta numworkers hacer
chunksize=nkas/numworkers
extra= MOD (nkas,numworkers)
si (nproceso < extra) entonces
chunksize= chunksize+1
indice=14-chunksize*(nproceso-1)
indice2=1+4nwas*(chunksize)*(nproceso-1)
si no
indice=1+-chunksize*(nproceso-1)+extra
indice2=1+nwas*(chunksize)* (nproceso-1)+nwas*extra

fin si



17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24

25:

26:

27:

28:

29:

30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

38:

39:

40:

41: si no

66

{Se envia a los esclavos los arreglos, asi como los indices inicial y final con

los que van a trabajar}
enviar(indice)

enviar(indice2)
enviar(chunksize)
enviar(Determinante(indice2))
enviar(Omegas(indice2))

enviar(Vectorks(indice2))

fin para
{Se colecta el resultado de los esclavos}
abrir(Determinante.dat)

para nproceso=1 hasta numworkers hacer

recibir(indice)

recibir(indice2)
recibir(chunksize)
recibir(Determinante(indice2))
recibir(Omegas(indice2))

recibir(Vectorks(indice2))

{Se guarda el determinante en Determinante.dat}
para vini=indice2 hasta indice2-+nwas*chunksize-1 hacer

escribir(Vectorks(vini),Omegas(vini),Determinante(vini))

fin para

fin para
Cierre(Determinante.dat)

call CreaBandas(Determinante(nkas,nwas))



42:

43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
5d:
56:
57:
58:
59:
60:
61:
62:
63:
64:
65:

66: fin si

67

{Los esclavos reciben los arreglos, asi como los indices inicial y final con los que

van a trabajar}
recibir(indice)
recibir(indice2)
recibir(chunksize)

(
(
recibir(Determinante(indice2))
recibir(Omegas(indice2))

(

recibir(Vectorks(indice2))

call celdaRugosidad(correlacion,sigma)

call KBloch(kmin,kmax)

{Distribuimos el trabajo a cada esclavo}
para k=indice hasta indice+chunksize-1 hacer
para kk=1 hasta nwas hacer
Vectorks((k-1)*nwas—+kk)=k
Omegas((k-1)*nwas+kk)= call VecTrabajo(wmin,wmax)

Determinante((k-1)*nwas—+kk)= call Det(M(nkas,nwas))

fin para

fin para

{Enviamos los resultados de cada esclavo al MAESTRO}

enviar(indice)
enviar(indice2)

enviar(chunksize)

(
(
enviar(Determinante(indice2))
enviar(Omegas(indice2))

(

enviar(Vectorks(indice2))

67: {Medimos el tiempo final de ejecucion}
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IV.4. Estructuras de bandas de un CF2D con in-
clusion cilindrica que tiene una superficie aleato-
riamente rugosa

En esta seccién analizaremos el célculo de las estructuras de bandas de un CF2D for-
mado por una celda unitaria cuadrada (compuesta de dieléctrico) con una inclusién
cilindrica que tiene una superficie aleatoriamente rugosa que contiene LHM dispersivo.
Las estructuras se obtuvieron con diferentes fracciones de llenado para las polarizaciones
TE y TM.

A pesar de la existencia de una tecnologia bien desarrollada se tienen defectos en
la fabricacién de superficies para los CFs. Por esta razén, estamos interesados en
estudiar la influencia de la rugosidad en las paredes de un CF2D real. Para estudiar los
efectos de la rugosidad, consideramos un perfil de superficie aleatorio sobre la inclusién
cilindrica de la celda unitaria. Este perfil estd definido por una realizacién de un proceso
aleatorio de correlacién Gaussiana que obedece una funcién de densidad de probabilidad
exponencial negativa (para més detalles ver la Ref. (Maradudin et al., 1990).

En la Fig. 25, mostramos las estructuras de bandas de un CF2D formado por una
celda unitaria cuadrada con inclusién cilindrica que tiene una superficie aleatoriamente
rugosa. La celda estd compuesta por dos materiales: vacio o aire, con constante dieléc-
trica €1 = 1 y constante de permeabilidad magnética p; = 1, y LHM dispersivo, cuyas
propiedades 6pticas estdn dadas por las funciones de permitividad eléctrica es(w) y
permeabilidad magnética p,(w), ya descritas anteriormente. Para comparar los resul-
tados con el caso de superficies lisas (Fig. 21), usamos los mismos pardmetros para
diferentes fracciones de llenado f = 0.12 (Fig. 25(a)), f = 0.36 (Fig. 25(b)), f = 0.50

(Fig. 25(c)) y f = 0.68 (Fig. 25(d)) para los intervalos de k, con 2895 puntos y de
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w, € (0.68,0.959) con 2600 puntos, bajo la polarizaciéon TE. En los recuadros izquierdos
se muestran las celdas unitarias cuadradas con sus inclusiones cilindricas que tienen una
superficie aleatoriamente rugosa. Para modelar la superficie consideramos un perfil que
tiene rugosidad aleatoria con una longitud de correlacién a = 0.05236 y una desviacion
estdndar de las alturas 0 = 0.02, para los diferentes valores de la fraccién de llenado f.

En los recuadros derechos se muestra la primera zona de Brillouin en el espacio k.

Figura 25. Estructuras de bandas de un CF2D con una celda unitaria cuadrada que tiene
una inclusion cilindrica con una superficie aleatoriamente rugosa compuesta por dos medios;
vacio (e; = 1, 1y = 1) y LHM dispersivo (e(w) y p(w)), con w, = 1.592, wy = 0.637 y
F = 0.56. Para el caso de la polarizacién TE con las fracciones de llenado (a) f = 0.12,
(b) f =0.36, (¢) f =050y (d). El recuadro izquierdo representa la celda unitaria en el
espacio real y el recuadro derecho corresponde a la primera zona de Brillouin en el espacio
k, respectivamente.

Como observamos en la Fig. 25, el efecto de la rugosidad modifica considerablemente
las estructuras de bandas. Podemos apreciar que para frecuencias grandes (longitudes
de ondas pequenas) la rugosidad provoca que algunas zonas de las bandas permitidas

cambien notablemente de posicién con respecto a las frecuencias. Méds atin el efecto de
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la rugosidad hace que las bandas prohibidas se hagan ligeramente mds angostas, como
se puede observar al comparar las bandas prohibidas de las Figs. 21(c) y (d) con las
Figs.25(c) y (d). Por otro lado para frecuencias pequenas (longitudes de ondas grandes)
la rugosidad afecta la forma de las estructuras de bandas con nuevas bandas prohibidas
a diferencia de las Figs. 21(c) y (d); como se muestra en las Figs.25(c) y (d). Cabe
mencionar que en el cdlculo de la estructura de bandas de la Fig. 25(a) para un intervalo
de muestreo As = 1/140 se tuvo un rango de la matriz de 1048 para la polarizacién TE,
por lo que se requirié un tiempo de cémputo de 7.3 dfas empleando la programacién en
paralelo con el compilador gfortran en la estacién de trabajo de la FCFM. La estacion
de trabajo tiene 2 procesadores “Intel Xeon Processor 8 Cores E5-2640 (20M Cache,
2.00 GHz)” con 64 GB de memoria (8 X 8GB) y sistema operativo Linux CentOS 6.2
x86  64.

Ahora en la Fig. 26 presentamos las estructuras de bandas de un CF2D para la
polarizacion TM con las mismas condiciones que el caso anterior. Asi, tomamos en
cuenta los mismos pardmetros que en el caso de un perfil rugoso (Fig. 25) para las
diferentes fracciones de llenado f = 0.12 (Fig. 26(a)), f = 0.36 (Fig. 26(b)), f = 0.50
(Fig. 26(c)) y f = 0.68 (Fig. 26(d)) para los intervalos de k, con 1929 puntos y de
w, € (0.68,0.959) con 1700 puntos. Para el caso de la Fig. 26(a) para un intervalo de
muestreo As = 1/220 se tuvo un rango de la matriz de 1392 para la polarizacién TE,
se requirié un tiempo de cémputo de 8.6 dfas empleando la programacion en paralelo
en la estacién de trabajo.

Como se observa en la Fig. 26, el efecto de la rugosidad también modifica consid-
erablemente las estructuras de bandas para la polarizacién TM. En particular, genera
nuevas bandas prohibidas. Puede observarse que para frecuencias pequenas (longitudes

de ondas grandes) la rugosidad modifica ligeramente algunas estructuras de bandas
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@ (b)

Figura 26. Estructuras de bandas de un CF2D con una celda unitaria cuadrada que tiene
una inclusion cilindrica con una superficie aleatoriamente rugosa compuesta por dos medios;
vacio (e; = 1, 1y = 1) y LHM dispersivo (e(w) y p(w)), con w, = 1.592, wy = 0.637 y
F = 0.56. Para el caso de la polarizacién TM con las fracciones de llenado (a) f = 0.12,
(b) f =0.36, (¢) f =050y (d) f = 0.68. El recuadro izquierdo representa la celda
unitaria en el espacio real y el recuadro derecho corresponde a la primera zona de Brillouin
en el espacio k, respectivamente.

(ver Figs. 22 y 26). En cambio para frecuencias més grandes (longitudes de ondas
pequenas) la rugosidad afecta considerablemente la forma de las estructuras de ban-
das y generando nuevas bandas prohibidas. En particular, para una fraccién de llenado
grande, la Fig. 26(d) muestra bandas prohibidas anchas a diferencia del caso sin rugosi-
dad que no presenta bandas prohibidas. Estos resultados son muy importantes porque
indican que los defectos sobre las superficies de un CF2D modifican considerablemente
las estructuras de bandas; en particular, genera nuevas bandas prohibidas, lo cual es

importante tomar en cuenta en la fabricacién de los CF.
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En este capitulo mencionamos un breve resumen y en base a los resultados obtenidos
enunciamos las conclusiones mdas importantes del trabajo.

Hemos aplicado un método numérico para calcular la estructura de bandas de un
CF2D con geometrias complicadas y propiedades fisicas muy novedosas como las cor-
respondientes a los metamateriales dispersivos (LHMs).

La técnica numérica que se utilizé en este trabajo se le conoce como el método
de la ecuacién integral. Este método parte del segundo teorema integral de Green
permitiendo obtener un par de ecuaciones integrales acopladas que involucran, como
incégnitas el modo del campo y su derivada normal evaluados en las fronteras o su-
perficies involucradas. La discretizacion del sistema resulta en una ecuacién matricial
homogénea cuya solucién determina las funciones fuente, con las que se puede obtener
las estructuras de bandas. Con este método calculamos las estructuras de bandas de
un CF2D formado por una celda unitaria cuadrada con una inclusién cilindrica que
tiene una superficie lisa o aleatoriamente rugosa. Para medios dieléctricos o LHMs es-
tas estructuras fueron analizadas para los casos de la polarizacién del campo eléctrico

transversal (TE) y del campo magnético transversal (TM).
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El método integral tiene una gran ventaja en comparacién de otros métodos; la cual
es s6lo tener en cuenta un niimero finito de puntos de muestreo a lo largo de los contornos
de la celda unitaria y de su inclusién, en lugar de toda la superficie permitiendo asi
una menor cantidad de recursos computacionales. Ademads, el método permite estudiar
diferentes aspectos de estos sistemas que tienen geometrias complicadas; en particular
la rugosidad en la superficie de los CFs que contienen LHM dispersivo.

El cédlculo de las estructuras de bandas para un CF2D formado con una celda unitaria
cuadrada con una inclusién cilindrica que tiene una superficie lisa y que estd compuesto
por dos materiales dieléctricos diferentes nos permite concluir, que entre menor sea
la fraccién de llenado se puede tener bandas prohibidas méds anchas. Esto para la
polarizacion TE permite un mayor control de la propagacion de la luz a través de el
CF2D. En cambio para el caso de la polarizacion TM no se obtuvo ninguna banda
prohibida, lo cual nos indica que se trasmitird la luz a través del cristal para todo
intervalo de frecuencias.

Ademss, se calcularon las estructuras de bandas para un CF2D con una celda uni-
taria cuadrada y una inclusion cilindrica con una superficie lisa que tiene un medio de
LHM dispersivo. Los resultados muestran que entre mayor es la fraccién de llenado,
también se pueden obtener m&ds bandas prohibidas bajo la polarizacion TE. Sin em-
bargo, para el caso de la polarizacién TM no obtuvimos bandas prohibidas relevantes
para las diferentes fracciones de llenado consideradas.

Los efectos de la rugosidad aleatoria sobre la superficie de la inclusién cilindrica
que contiene LHM dispersivo, modifican considerablemente la estructura de bandas.
Para el caso de la polarizacién TE se puede concluir, que el efecto de la rugosidad
modifica la forma y la posicién de las estructuras de bandas, Es decir, para frecuencias

grandes (longitudes de ondas pequenas) la rugosidad provoca que algunas zonas de las
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bandas permitidas cambien notablemente de posicién con respecto a las frecuencias
y que las bandas prohibidas se hagan ligeramente m&s angostas. Para frecuencias
pequenas (longitudes de ondas grandes) la rugosidad afecta mucho méds la forma de las
estructuras de bandas generando nuevas bandas prohibidas. Por otro lado, para el caso
de la polarizacién TM se tiene que el efecto de la rugosidad modifica considerablemente
la forma de las estructuras de bandas para todas las fracciones de llenado. En particular,
genera nuevas bandas prohibidas a diferencia del caso de superficies sin rugosidad.

Estos resultados son muy importantes porque indican que la rugosidad sobre las
superficies de los CFs se debe tomar en cuenta en la fabricacién. Ademas, modificando
las superficies con defectos es otra forma de obtener bandas prohibidas en todo intervalo
de las frecuencias para un LHM dispersivo. Esto permite tener un mayor control de la
propagacién de la luz a través del CF2D propuesto.

Ademsds, debido al elevado tiempo de cémputo requerido para obtener las estruc-
turas de bandas para la superficie cilindrica aleatoriamente rugosa se tuvo la necesidad
de utilizar la computacién en paralelo, de lo cual podemos concluir que para el caso
secuencial el tiempo de cémputo requerido para obtener la estructuras de bandas de
nuestro sistema propuesto con un sélo procesador fue de 3.6 meses; mientras que emple-
ando la programacién en paralelo con 16 procesadores fue de 7.3 dias. Esto nos indica
que fue posible realizar el cédlculo casi 15 veces mas rapido haciendo la particién de las
tareas en varios procesadores.

A pesar de que en este trabajo no hicimos un anédlisis para un CF finito, sabemos
que también este método integral permite estudiar la propagacion de ondas electro-
magnéticas a través del sistema periddico finito. Esto permite darle continuacién como

trabajo futuro.
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