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Resumen

Dados un automorfismo unitario holomorfo en la esfera de Riemann y un dato
de Weierstrass; en este trabajo veremos que con ello podemos introducir un nuevo
dato de Weierstrass y probaremos que existe un movimiento rigido tal que la
representacion de Weierstrass del primer dato compuesta con este movimiento
rigido es la representacion de Weierstrass del nuevo dato que se introdujo.

Palabras Clave Superficies Minimas, Datos de Weierstrass.
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Abstract

Given a holomorphic unitary automorphism on the Riemann sphere and a
Weierstrass data, in this paper we will see that with this we can introduce
a new Weierstrass data and prove that there is a rigid motion such that the
representation of Weierstrass the first data composed this rigid motion is the
Weierstrass representation of the new data that was entered.

Keywords Minimal Surfaces, Weierstrass Data.
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Introduccion

0.1. Objetivos.

El objeto de este trabajo son las superficies minimas en R3. Ellas provienen o se
construyen usando los llamados datos de Weierstrass. Una terna (Q,g, fdz) es un
dato de Weierstrass si cumple las siguientes propiedades:

= Q C C es un conjunto abierto simplemente conexo,
m g:0Q — C es una funcién meromorfa,

f.fg,fg*: Q —> C son funciones holomorfas y
[F1(1+1gl*) >0

Representamos con Z a la coleccién de todos los datos de Weierstrass, variando
los elementos €2, g y fdz en las ternas. A continuacién tenemos la siguiente:

Proposicion (Representacion de Weierstrass) Si (Q,g,fdz) € 2y z0 € Q, en-
tonces

o:(Q,g fd7) — R?
¢ o =Re [ (SO0 8@, @0+ 5 £(E(E) )

Jzo

es una inmersion conforme minima. Esta parametrizacion es llamada la represen-
tacion de Weierstrass de (2, g, fdz).

Nuestro objetivo es estudiar los fenémenos que resultan al mover gy fdz.

0.2. Mapa mental.

En el siguiente mapa mental mostramos la interdependencia entre los capitulos y
secciones del contenido de este trabajo.
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0.3 Resultado principal. XVII

0.3. Resultado principal.

Consideremos el grupo de automorfismos unitarios holomorfos en C

b
PSU(2,C) = { () = RHD . 4beC con |af+[bf = ).
—bz+a
En este trabajo probaremos el siguiente:

Teorema La aplicacion
6 : PSU(2,C) x 9 — 9

az+b ag+b - _.
= , (2,8, fd — [ Q,—= ,(—bg+ d
(_bzﬂ (2,8.f Z)> < - (—bg+a)"f Z>

da lugar al siguiente diagrama conmutativo:
92 —2 R}
7

|
1
I
|
T
I
<4

— R}

“Re(b” —a?) Im(b —a?)  —2Re(ab)
donde, T= | _Re(v/—1(a®+5)) Im(v/—1(a® +5°)) —2Im(ab) | €O(3).

—2Re(—ba) 2Im(~ba)  |a]*—|b]?






Capitulo 1
Superficies Minimas

1.1. Problema de Plateau.

El fisico J. Plateau (1801-1883) popularizé los experimentos de peliculas de
jabén. En 1873 J. Plateau postulé que; para todo marco de alambre cerrado existe
al menos una pelicula de jabén soportada en dicho marco. Este problema fue
también planteado por Joseph-Louis Lagrange en 1760, actualmente su formulacién
en geometria diferencial se conoce como el:

Problema de Plateau Dada y:1 C R — R3 una curva cerrada simple. Determinar
de entre todas las superficies S C R® con frontera d(S) = y(I), aquellas que
localmente minimizan el drea.

El problema de Plateau fue resuelto en 1930 por el matematico estadounidense
J. Douglas (Medalla Fields 1936) en [2]. Independientemente de J. Douglas y casi
al mismo tiempo T. Radé dio una prueba diferente, ver [4].

1.2. Inmersiones y variacion de area.

En lo que sigue Q C C denotara siempre un conjunto abierto, trabajaremos
también con funciones y aplicaciones siempre de clase C”. Con esto en mente

consideramos el siguiente conjunto de aplicaciones Inm™(Q : R?) := {(p Q2 —
R3: ¢@esuna inmersién}. Consideremos ¢ : Q — R> una inmersién; quedan
definidas los dos siguientes conceptos:

N: @ —R

(u,v) — N(u,v) := :

o gny vy (P X @) (wv)

Esta aplicacion es llamada la aplicacion de Gauss de ¢.
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H: @ —R
1
(u,v) — H(u,v) := Etraza(—dN(u,v)).
A esta funcién le llamamos la curvatura media de ¢.

Dada una regién R C Q y una funcién diferenciable f : @ — R tal que f|3r =0,
tenemos el siguiente:

Lema Existe una € > 0 suficientemente pequeriia tal que la curva de aplicaciones

a:(—&€) — Inm™(Q : R?)
t —olt)=9+1fN

es diferenciable (respecto a la variable t). Diremos que o, es una variacion normal
de .

Definimos el funcional de drea como sigue
A:Inm™(Q:R¥) — R
¢ — Ag) = /U \/<<pu,<pu><<pv,</>v> = (Qu, 9v)*dudy.

Con ello tenemos el siguiente:

Teorema (Férmula de la primera variacion del area) La derivada con respecto
at de una variacion normal de ¢ cumple que

(A0@)(0) = =2 [ 1H\/(000.) (91 0) — (1, 9.)2dud

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en Wolfgang [5], pag. 99.

Como corolario del Teorema anterior se sigue que una inmersién es un punto
critico del funcional de area si, su curvatura media es idénticamente cero. Este
corolario nos permite establecer la siguiente:

Definicion 1.1 Una inmersion ¢ : Q CC — R3 es minima si, su curvatura media
es idénticamente cero, i.e. H=0.

1.3. Inmersiones minimas conformes.

Identificaremos R? = C como es usual y sus respectivos haces tangentes TR? 2
TC, como haces vectoriales reales.

Definicién 1.2 Una inmersién ¢ : Q@ C C — R3 es conforme si existe una funcion
A Q — R~ {0} tal que para todo p € Q se tiene

(d(p)z,dp(p)w)gs = A(p)*(z,w)g2 , para todo z,w € T,C.

La funcion A es llamada el factor conforme de ¢.
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Dada y : Q C C — R3 una aplicacién diferenciable; definimos el Laplaciano de
¥ como sigue

Ay:Q — R}

z — AY(2) == Yu(2) + Yin(2)
9? 9? 92 92 9? 9?
- (55 0+55 0,550+ 550,550+ a;?@).

Con esta definicién tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.3 Si ¢ es conforme, entonces A@ = 2A*HN donde, A es el factor
conforme de .

Demostracion. Como @ es conforme tenemos

(@Qu, Pu) = (@, 01) (1.1
(Qu,@y) = 0. (1.2)

Luego, derivando (1.1) respecto de u y v se tiene

<(Puua(Pu> = <(PMV7(pv> (1.3)
(Puvs Pu) = (o, @) (1.4)

En forma andloga, de (1.2) obtenemos

<(Puua(Pv> = _<(Pu7(Puv> (1.5)
(uv, @) = —(Pu, P (1.6)

Luego, de (1.3) y (1.6) se sigue

(Qui+ oy Ou) = (Pue, Pu) + (O, Pu)

< uv; v> - <q)uw(Pv>
=0.

Abhora, de (1.4) y (1.5) obtenemos

<(Puu + Oy, (Pv> = <(Puua (Pv> + <(PVV7 (Pv>

= —(Pus Puv) + (Puv, Pu)
=0.

Por ello existe 6 : 2 — R, dada por 0 = (A¢@,N) tal que A9 = oN.
Por otra parte, ¢ se calcula como,

<A(P>N> = <¢uu+(PWaN>
= (Quu;, N) + (@, N).
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Usando que (@,,N) = (¢,,N) =0, se tiene

= —(@u,Nu) — (¢, N,)

Du Oy
= ‘(Pu‘2< ,—dN
[@ul” 4l

P NPy,

+(pV2 )y
VO N

Finalmente, como |¢,|> = |¢,|> = A2, obtenemos

A2 NPy P NP
(Tor ™6 * Gl ™ Niar))
= A’traza(—dN)

= 2A%H.

Como consecuencia de la Proposicién anterior tenemos el siguiente:

Corolario 1.4 Si ¢ es conforme, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

a) @ es una inmersion minima.
b) El Laplaciano de ¢ es idénticamente cero, i.e. A@ = 0.

Con el fin de obtener una nueva expresion para ¢, le asociamos la siguiente
aplicacién

d:QCC— 3
z »—>€D() ‘1’1,@27@3)

= ¢u(z) —vV—-19,(2)
8<m Jo120 () 0% 992\ 993
( (91/ (Z)7W(Z)_ == v ( )7 ou (Z)
A esta aplicacion la denominamos complexificacion de ¢.
Por célculo directo tenemos
3 3 d dp;\2 dp; dQ;
2 _ i 9PN o129 %%
j;(ple(au) (81/) 2 1814 av]
S (290 (290\| Ty [99599
-] [(au) _(W) -2 Z du Jv
= (o>~ o) —2v=1(ou 00). (1.7)

A partir de (1.7) se demuestra la siguiente:

Proposicion 1.5 ¢ es conforme si y solamente si <I>12 + <1522 + P2 =0.
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. J0;
Abhora, es bien conocido que si @; = a—] — \/—la—('oj es holomorfa, entonces
u 1%

d (d d (d
por las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos — 995 2% , de
du\ du “ov\ v
donde A@; =0, para todo j € {1,2,3}.
d [ do; d [d
Por otra parte, si A@; = 0 tenemos > a—q: =3 8(’)] ) y como @

es diferenciable, se sigue por el Teorema de Schwarz (simetria de las segundas

Jul\ Jv v\ Ju

tiene que @; es holomorfa, para todo j € {1,2,3}.
Luego, por el Corolario 1.4 y la Proposicién 1.5 se tiene la siguiente:

0 0 (d
derivadas) que — ( i ) 99 >, entonces como P; es diferenciable, se

Proposicion 1.6 Si 4512 + 4322 + 4532 = 0, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) @ es una inmersion minima.
b) @y, D, P3 son funciones holomorfas.

Finalmente, si consideramos ahora un abierto simplemente conexo 2 C C y un
punto zp € 2, tenemos la siguiente:

Proposicién 1.7 ¢(z) = ¢(zo) +R€3/Z (451 (&), (&), ¢3(5))d§-

<0

Demostracion. Por calculo directo obtenemos

9;(z) — 9j(z0) :/Z'd%‘
0
_ (7[99 99;
_/z()(au du+ 3y ——=dv

e (aa"b’j—raa"’f>< +de>]

para todo j € {1,2,3}.






Capitulo 2
Representacion de Weierstrass

2.1. Datos de Weierstrass.

Definicion 2.1 Dado Q C C un conjunto abierto simplemente conexo; una terna
(Q,g,fdz) es un dato de Weierstrass si, la terna satisface las siguientes tres
propiedades:

a) g:Q — C es una funcion meromorfa,
b) f,fg, fg*: Q — C son funciones holomorfas y

o) If1(1+1gl?) > 0.

Si una terna (2, g, fdz) cumple (a), (b) y no necesariamente (c), entonces diremos
que la terna es un dato débil de Weierstrass.

Consideremos (€, g, fdz) un dato débil de Weierstrass y un punto zp € Q. Con
ello queda bien definida la siguiente aplicacién

o:(Q,g fd7) — R
1 V=1

¢ 0= Re [ (SAE0-2E). YT FE1+#ER). FE)s(E))dE.

Esta aplicacion es llamada la representacion de Weierstrass de (2, g, fdz).
Por comodidad denotaremos a

V-1

D = <lf(1 —&), >

2
: f(1+8%).55), @.1)

pensando en ellas como ternas de funciones.

Entonces por definicién de la integral de una aplicacién compleja tenemos la
siguiente igualdad

/:db(é)dé = Re/:(b(é)dé - lelm/zz¢(€)d§. (2.2)
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Ahora, derivando (2.2) y aplicando el teorema fundamental del cédlculo para
aplicaciones complejas, obtenemos

= (ilRe/Z:qb(é)dé —ﬁije/Z:qs(é)dé

J0) 1J0)

Luego, igualando coordenada a coordenada se obtiene el siguiente:

Lema 2.2

8(1)1 8(01_1 )
Tu Vg =3/
X0 dap /-1
EA A M

d d
oy o
u v

f(1+g%),

De (2.3) obtenemos las derivadas parciales de o, esto es

®, = Re® (2.4)
®, = —Im®. (2.5)

Luego, calculando el producto cruz tenemos

W, X My,

Re® x (—ImP)

—(Re®;,Red,,Resz) x (ImP, ImP,, ImP3)

—(Re®;ImP; — ReP3;Im Py, ReP3ImP; — Re D ImP3, Re P ImP, — Re D ImP)
(Re®3ImP; — RePrImP3, Red; ImP3; — ReP3Im Py,

Ret’PgIm(I)l — Re@llméz). (2.6)

Por otra parte, si i, j € {1,2,3} observemos que

(pigj = (Re¢,’ + vV —11m¢,~)(RecDj —V —IIIII(D]')

= (Re®Re®; + ImPIm®;) + v —1(Re®;Im®P; — ReBImP;). (2.7)

Abhora, usando la férmula (2.7) en (2.6) tenemos

W X @) = (Im(@@),Im(¢3$l),1m(q>132)). 2.8)

Reemplazando (2.1) en (2.8) y luego simplificando se tiene
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[/—1 V-1
2
( [/—1

= | Im >

w, X 0, = (Im

V=1

- (Im SR/ Tg+ |g|2ﬁg)] ,Im[;m%g— g|2g>] ,

Iml_\Fflz(l 2/ Timg? - |g|4>D

1 1 1
- <2|f|2(Reg+ IglzReg)Jm[zlfz(Img 8 (—1mg)), 3 /P (~1+ |g|4>>

= <i|f|2<1+|g|2><2Reg>,i|f|2<1+|g|2><21mg>,i|f|2<|g|2+1><|g|2—1>>

1
= S/ + lg*) (2Reg, 21mg ¢ 1)

1 1
= —|f]*(1+]g|*)>*~———~ (2Reg, 2Img, |g|* — 1).
21 ||)<1+|g‘2)( lgl”—=1)

Por otro lado, si consideremos la esfera unitaria S?> := {x e R*>: |x| =1} y la
esfera de Riemann C := CU {eo}, entonces queda definida la aplicacién

T s2 —C
M VT2 i x#£(0,0,1)
1—)C3 1—)63

X = (xlax2,x3) — TE()C) =
< ;si x=(0,0,1).
Ella se llama la proyeccion estereogrdfica y tiene como inversa a la aplicaciéon
1:C—$2
1
THZ(ZRez,ZImz, 1Z2=1) ;si z#£
= ﬂ(z) = z
(0,0,1) ;81 z=oo,

Ahora, de (2.9) obtenemos la siguiente expresion
1 _
o x oy =2 |fP(1+[gf)*n " og. (2.10)

Puesto que (7' 0g)(£) C S?, se tiene

f(1+gz)fg],lm[fg;f(1—gz)l,lm[;f(l—gz)2f(1+g2) )

P+ |g|2g>] Im l;m%g— |g2g>] Im [‘ P g - gr‘)D

(2.9)
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1
\wuxa)v|:1|f|2(1+|g|2)2. (2.11)

A partir de (2.11) se demuestra el siguiente:

Lema 2.3 ® es una inmersion si y solamente si | f|(1+ |g|*) > 0.

Hasta ahora hemos considerado de manera general a (2, g, fdz) como un dato
débil de Weierstrass. De ahora en adelante consideraremos a (2, g, fdz) solamente
como un dato de Weierstrass y a la coleccion de datos de Weierstrass las denotare-
mos por &, variando los elementos Q, g y fdz en las ternas.

Puesto que la representacién de Weierstrass de (Q,g,fdz) es ahora una
inmersién (por la hipdtesis (c) de un dato de Weierstrass y por el Lema 2.3) tenemos
la siguiente:

Proposicion 2.4 (Representacion de Weierstrass) o es una inmersion conforme

minima.

Demostracion. Consideremos nuevamente a

VT

P = (lf(l *82%7

2
> Fa+8).f3).

Observemos primero que & es una aplicacién holomorfa, pues f,fg,fg”> son
funciones holomorfas (por la hipédtesis (b) en el dato de Weierstrass). Finalmente,

ya que

1 S Vs ? 1 1
<2f(1—g2)) +<2f(1+g2)> +(fe) = 0=+ P+ + ¢
= g -28) P kg 128) + 6
1 1
:_Efzgz_ifzgz_i_fzgz
=0.

Por las Proposiciones 1.5y 1.6 del capitulo anterior, se tiene que @ es una inmersién
conforme minima.

2.2. Datos de Weierstrass equivalentes.

Consideremos el grupo de automorfismos unitarios holomorfos en C

PSU(2,C) := {u(z) _ wfh

= :a,beC con |a|2+|b|2:1}.
—bz+a
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Ahora tenemos el siguiente resultado:
Teorema 2.5 La aplicacion

6 :PSU(2,C) x 9 — 9

az+b ag+b -
ad C(Q.8,fd?) | — | @, 27 (—bg+a)fd
(bHa (2,8, f Z)> ( B (—bg+a)"f Z>

da lugar al siguiente diagrama conmutativo:
92 —2 L R3
2

|
1
I
|
T
I
|
e

R3

Ou
22 722
—Re(b” —a”) Im(b"—a*)  —2Re(ab)
donde, T= | _Re(v/=1(a* +5)) Im(v/~=1(a® +5°)) —2Im(ab) | €O03).
—2Re(—ba) 2Im(—ba) |la|> — |b|?
.. az+b .
Demostracion. Sean U(z) = — Tz € PSU(2,C) y (2,g,fdz) € 2. Primera-
—ozTda
mente veamos que O esta bien definida, es decir necesitamos comprobar que

b
(.Q, aEg —Eri’(—lyg—i—ﬁ)2 fdz) cumple las cuatro condiciones de un dato de
—bg+a

. L. ., ag+b
Weierstrass. En la condicién (a), que se refiere a que la funcién Teta sea mero-
—bg+a
morfa, se satisface pues g es meromorfa. En la condicién (b), que se refiere a que la

1-forma (—bg +a)?fdz sea holomorfa, también se satisface pues f, fg y fg> son
holomorfas. Ahora, en la condicién (c), que se refiere a que la representacion de
Weierstrass sea una inmersion (por el Lema 2.3), se satisface asumiendo la segunda
parte del Teorema, i.e. que existe T € O(3) tal que @, = 7o , esto implica que @y
es una inmersion, pues es composicion de dos inmersiones. Y claramente la condi-
cion (d) también se satisface.

Ahora demostraremos que el diagrama es conmutativo. Para esto, notemos
primero que 7' o 4 o 7 es una aplicacién ortogonal de S? en S, esto implica que
existe T = (t;;) € O(3) tal que 7|2 = wopom 1.

Ahora, consideremos la complexificaciéon @; = (Dr1, Pra, Pr3), de la expresion
Tow= ((ro 0)1,(tTom)y,(T0 (1))3) tenemos
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&, — (tow) 7\/7—18(1060)
du dv
_ 8(170(0)1 _\/_—13(‘[0&))178(70&))2_\/_—la(‘[oa))z, (2.12)
du dv du dv
d(Tow)s —0(Tow)3
ou - v '
Luego, aplicando la regla de la cadena a (2.12) se obtiene
3 a(l)i 8(0,-
Dy = l_;rﬁ(g—x/—la—yx (2.13)

para todo j € {1,2,3}. Por otro lado, escribimos la transformacién de Mobius en
coordenadas cartesianas, esto es

1) = (az+b2(—55+a)
| —bz+al?
_ ((a1,a2)(x,y) + (b1,62)) (= (b1, b2) (x, —y) + (a1,a2))
a (b1, —b2)(x,y) + (a1, —a2)|?
_ (a1ix—azy+by,axx+ary+br)(—bix—boy+ay, —byx+bry+ay)
- \(b1x+b2y+a1,—b2x+b1y—a2|2
_ (aix—axy+by)(=bix—byy+ay) — (ax+ay+by)(—bax+biy+as)
o (b1x+b2y+a1)2+(fb2x+b1yfa2)2
+m(azX+a1y+bz)(—b1x—bzy+a1)+(alx—azy+b1)(—b2x+b1y+az)
(b1x+b2y+a1)2+(—b2x+b1y—a2)2
_ (aby—aib)) (P +y* — 1)+ (af —aj — b} +b3)x+2(—ajar — b1by)y (2.14)
(bix+bay+a1)? + (—=byx+ b1y —az)? '
+\/j1(—a1b2—a2b1)(x2+y2—1)+2(a1a2—b1b2)x+(a%—a%—&—b%—b%)y.
(b1x+byy+a1)?+ (—byx+ b1y —az)?

1

Andlogamente, también escribimos a ToTo ™" en coordenadas cartesianas, esto es

t112x+ 122y +113(2 +y* — 1) 112X+ 102y + 13 (x> +y* — 1)
X +y2+1 ’ X2 +y2+1

)

motom '(z) = 71?(

1312x + 1322y + 133 (x> + 7 — 1))
¥ +y2+1
(2t11x+ 2t12y+t13(x2 +y*— 1),2t21x+2t22y+t23(x2 +y* — 1))
x24y2+1— (2i31x+ 2130y +133(x2 + y2 — 1))
<2t11x+2l12y+113(x2 +y?— 1),2t21x+2t22y+t23(x2 +y% — 1))
(1 —t33)x2 + (1 —t33)y2 —2t31x — 2132y + (1 +l‘33)
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Luego, igualando esta dltima ecuacién y (2.14) tenemos que existe k € R~ {0} tal
que

2111 = k(a? — a5 — b} +b3) (2.15)
f1p = k( ayap —blbz) (2.16)
113 = k(a2b2 7a1b1) .17

(a1a2 — b]bz) (2.18)

2t22 = k(a2 — a3 +b? —b3) (2.19)

3 = k( ap 2—a2b1) (2.20)

1433 = k(b? +D3) (2.21)
= k(a1by + axby) (2.22)

13 = k(aiby — asby) (2.23)
1413 = k(a? +a3). (2.24)

Ahora, sumando las ecuaciones (2.21) y (2.24) se obtiene que k = 2 (pues |a|2 +
|b\2 = 1). Luego, reemplazando el valor de k en las ecuaciones (2.15) ala (2.24) y
luego escribiéndolas de otra manera se obtiene

= (@—d— b +b2) = —Re(h’ —a?) = Re(@ — b?)
ty = 2(—a1a2—b1b2) = Im@z—az) = Im(az—bz)
13 = 2(a2b2 —albl) = —2Re(ab)

~Re(v=1(a+5")) = Re(v=1(@ +5?))
In(v—1(@+b)) =Im(v—1(@+p?)) 22

h1 = 2(a1a2 —blbz)
1y = (a% —a%+b% —b%)

tr3 = 2(—aiby —axb;) = —2Im(ab)
131 = 2(a1b1 +a2b2) = 72R6(7Ea) = ZRG(Eb)
3 = 2(a1b2 —azbl) = 2Im(—5a) = ZIm(ab)
133 = 2(aj +a3) — 1 = [a]* = [b]*.

Abhora, reemplazando (2.25) en (2.13) y luego simplificando tenemos
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V=T

—Re@z—az)%f(l—gz)+lm(52—a2) = f(1+g%) ~2Re(ab)fg = P

(~Re(® —a)(1- &)+ vV~ TIm(B ~a)(1 +) —4Re(ab)g>§ — &,

(Re(B” ~ )+ V=TIm(5" ~ ) 2+(—2Re(ab))g+(—Re(#—a2)+ﬁlm@2—a2)))§ _ o,
((Re(B” ~ )+ V-Tm(B’ —a)g? + (~2Re(ab))g + (Re(a® ) + v/~ Tim(@ — 7)) L = @y
(5~ )+ (-2Re(ab))g + @~ 7)) T = @

((~Bg+a)* - (ag+b)2)§ = P

;(bg+a)2f<1 - (_‘Z[‘Jgg++ba>2> — @,

VT
2

_Re(\/jl(az—l—gz))%f(l—g2)+1m(¢jl(a2+52)) g
(~Re(v=T(@+B"))(1 - ) +V=Tim(v=T(a> +5")(1 +g*) ~ 4Re(ab)g Jg_ ®r
2

f(1+¢%) —2Im(ab)fg = Pr

+(—4Im(ab))g + (—Re(v=T(a> +B) + v/~ TIm(v/—1 (a2+52>)))§ — @y
((Re(v=T(a*+5") + V=TIm(v=T(a® +b")))g?

(AT (ab))g + (Re(v=T(@ + )+ V=TIm(v=T(@ +7)) ) = @

(VI +a)8 + (VT Taim(ab))g +v 15 +a)) L = s

(VI +a2)g +V=T2(ab—ab)g + V=1(F +a ))’g — o,

((-Bs+a2 + (s +02) Y5 = 0
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V=T

> S+ +(|a* = bP) fg = Pe3

—2Re(—5a)% F(1— %) + 2Im(—ba)

(~ Re(~Ba)(1 - )+ vV=Tim(~Ba) (1 + ) + (laf = [b]*)g) f = Pey
((Re(—ba) + v=Tim(~ba))g> + (|af* - [b]*)g+ (Re(ab) + v~ TIm(ab)) ) f = :s
(( e(—ba) +v/—1Im(—ba))g> + (Jaf? — |b]*)g + (Re(@b) + v/— 1Im(ab)) )f D
(( ba)g®+ (Ga — bb)g + ab) — Py

(—bg+a)(ag+b)f = Pr3

ag+b , — _
——(—bg+a = 3.
—bg—‘rﬁ( 4 )f 73

Asi, oy = To .

Definicion 2.6 Dos datos de Weierstrass (2, g, fdz) ( .8, f'dz) son equivalen-

az+b _
tes si, existe — € PSU(2,C) tal que g = = (—bg+a)?f.
“heta (2,C) tal que g ot +,yf (—bg+a)“f







Capitulo 3
Ejemplos

3.1. El Catenoide.

El Catenoide es el primer ejemplo no trivial de superficie minima. J. Lagrange
demostr6 que el Catenoide es minima en 1760 (ver Figura 3.1). El dato de
Weierstrass del Catenoide viene dado por

(C (—o0,0], 2, ;—Zadz)

donde a > 0.
Su representacidon de Weierstrass viene dada por

o) = Re [ (3(Z0- -6, G0+ (-7, 55 ()8
_ Re/lz (g@‘ﬂ),fl“(g;_ 1. )

505 ) e
= e(a(i—kz), \/?a

) L—&-v),alog(\/zﬂ—i—vz))—(6170,0)

R
(Gl 056
(5 st 1. 5 g o Dsalog(Vi +92)) = (,0,0)

(% —z),a(log(|z]) + ﬁarg(z))) ~(@00)

2 ‘u? 4?2 w2 v?
au 1 av 1

Luego, en coordenadas polares (u,v) = (pcos(0),psin(0)) se tiene

17
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0(p.0) = (PP 1), PO 1) atog(p)) - (0,00
= (5 ). S+ p).aolp)) - (@.0.0)

Finalmente, haciendo el cambio de variable p = exp(¢) tenemos

0(0.0) = (25 o), S5 (s exp(9)).a0) - (@.0.0)

= (acos(0)cosh(¢),asin(0)cosh(¢),ad) — (a,0,0).

Figura 3.1 El Catenoide.
[3] Pdg. 339.

3.2. El Helicoide.

J. Meusnier demostré que el Helicoide es una superficie minima en 1776 (ver
Figura 3.2). El dato de Weierstrass del Helicoide viene dado por
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—av/—1
(C (o000, —2, =2 —d2)
Z

donde a > 0.
Su representacion de Weierstrass viene dada por:

= re [ (30 - o Y R0+ (-6, 5 -8

)G+ 0, g

Rz
)5 2)av=Tiog())

e(u(z—i— %),Z(MZ 2),av/—1(log(|z|) +v/—larg(z )))
), —aarg(u,v) ++/—lalog(v/ u2+v2))

av 1 au -1

- ,7(1+m),—aarg(u7v))
av 1 au —1

= (?(m +1), 7(1 + m)v—aarg(uv"))

—u
u?+12

En coordenadas polares (u,v) = (pcos(8),psin(6)) tenemos:
_ /apsin(6) 1 apcos(0) -1
0(p.0) = ("5 (3 + 1), T (1 5), —a)

_ (asirzl(e) (

1 acos(6) -1
E+p),T(p+?)’ia9)

Haciendo el cambio de variable p = exp(¢) tenemos:

0(0.0) = (25 (s +exn(). “5 D ex(0)+ o, -a0)

= (asin(0)cosh(¢),acos(0)sinh(¢),—abh).

3.3. Superficie minima de Enneper.

Esta superficie fue descubierta por Enneper en 1864 (ver Figura 3.3). El dato de
Weierstrass de la superficie de Enneper viene dado por

((C,z7 ldz) .
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Figura 3.2 El Helicoide.
[3] Pag. 339.

Su representacion de Weierstrass viene dada por:

3.4. k-Noid de Jorge-Meeks.

Un k-noid es una superficie minima que tiene k terminaciones catenoidales donde
k > 1. El primer ejemplo de un k-noid fue dado por L. P. Jorge y W. H. Meeks 111
en 1983 (ver Figura 3.4). El dato de Weierstrass de un k-noid de Jorge-Meeks viene
dado por

1
C kg k-l
(C\{ZEC.Z =1},7 ’(zk—l)ZdZ)'



3.4 k-Noid de Jorge-Meeks.

Figura 3.3 Superficie de Enneper.
[3] Pag. 339.

Figura 3.4 12-Noid de Jorge-Meeks.

21
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