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Resumen

En este documento se reportaron los resultados derivados de la investigacion
experimental cuyo objetivo fue estudiar el rol de un ambiente CAS y un enfoque
Técnico-Tedrico del &lgebra en el desarrollo del conocimiento algebraico de los
estudiantes de bachillerato. Los antecedentes de los que partio la investigacion
fueron, el potencial que ofrecen las nuevas tecnologias digitales, en particular los
manipuladores simbdlicos, en la promocién del razonamiento algebraico.

Esta experimentacion consistio en la aplicacion de cuatro paquetes de actividades
de trabajo, las cuales se desarrollaron con un trabajo en papel y lapiz, asi como con
CAS, ésto también llamado un ambiente CAS. Las actividades fueron disefiadas
por un equipo de trabajo conformado por los doctores Fernando Hitt y Carolyn
Kieran.

Los resultados de la investigacion indican un rol positivo del ambiente CAS y de
las Tareas (Actividades) disefladas. En particular, los resultados muestran
diferentes roles del uso de CAS y de las Técnicas de papel-y-lapiz. Esta
investigacion nos ayudd para analizar en qué tipo de procesos los estudiantes de
bachillerato comenten mas errores dentro de los temas que abarca dicha
investigacion, ademas de que los alumnos mostraron un avance significativo de los
temas en cuestion.

Palabras clave: TAD, Ambiente CAS, Génesis instrumental, Aproximacion
instrumental, Expresiones equivalentes.



Abstract

In this document we present results derived from experimental research study whose
goal was to investigate the role played by a CAS environment and Tasks designed
with a Technical-Theoretical approach to algebra on the development of students’
algebraic knowledge. Past studies on which this research was based include, the
more recent studies on the potential technological tools, such as CAS, to promote
the development of algebraic reasoning.

This experimentation consisted of four work activities, they by the frame theory
consisted of work with paper and pencil, and with CAS too, this also called CAS
enviroment. The activities were designed by a work team conformed by doctors
Fernando Hitt and Carolyn Kieran.

Research results indicate the positive role played by the CAS environment
and the design of the Tasks. In particular, the results point to the different roles
played by CAS use and also by paper-and-pencil Techniques. This research help
us to analyze what kind of processes high school students discuss more errors in
the issues covered by the investigation, besides the students they showed significant
progress in the ussues in question.

Key words: TAD, CAS environment, Instrumental genesis, Instrumental approach,
equivalent expression.



CAPITULO 1

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION



Introduccion

Actualmente nos encontramos inmersos en un mundo donde los términos
tecnologia y educacion estan estrechamente vinculados, asi lo han indicado
organismos internacionales como la UNESCO. Con el surgimiento de las nuevas
tecnologias una de las areas de interés por la comunidad de investigadores ha sido
estudiar el papel que tiene la tecnologia digital en el aprendizaje de las matematicas.

La NTCM (National Council Of Teachers Of Mathematics) argumenta que la
tecnologia es esencial en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas, ya que
este medio puede influir positivamente en la matematica que se ensefia e
incrementar el aprendizaje de los estudiantes, para desarrollar un aprendizaje mas
profundo de las matematicas, siempre y cuando se haga un uso apropiado de la
tecnologia.

En particular al usar la tecnologia, no sera suficiente realizar lo que haciamos antes,
si no que se deben cambiar las metodologias, estrategias y las actividades de
ensefianza. Se tendrd la necesidad de implementar en el aula actividades que
demanden un uso coherente de diferentes representaciones. Las herramientas
tecnologicas desde este punto de vista, podr4 ayudar a los estudiantes a la
construccion de conceptos matematicos mas profundos, los cuales se veran
reflejados en la resolucion de problemas.

Dentro de esta investigacion se pusieron en practica diferentes actividades de
algebra para estudiantes de bachillerato con el uso de la tecnologia, en particular,
el uso de calculadoras con CAS (Sistema Algebraico Computacional).

Justificacion

El algebra representa la transicion de las matematicas de primaria y secundaria
hacia los grados académicos superiores, que requieren del lenguaje algebraico para
moldear situaciones y resolver problemas. Se sabe que en México y en otros paises
se presentan dificultades en el paso del lenguaje natural al lenguaje algebraico, y
por lo tanto, para que el alumno desarrolle habilidades que le permitan usar
adecuadamente el lenguaje simbolico (Cordoba, 2005).

De acuerdo a las investigaciones reportadas, respecto a este tipo de problemas,
clasificados como errores comunes, frecuentes y persistentes, éstos, en su mayoria
han sido llevados en ambientes de papel y lapiz.



Una forma diferente de atacar esta problematica es implementando el uso de la
nuevas tecnologias, particularmente los manipuladores simbolicos (CAS). El
desarrollo del conocimiento algebraico en un ambiente CAS, es un campo abierto
para la investigacion.

En los afios de los noventas se inicid la utilizacion de programas computacionales
de calculo formal llamados CAS. Ahora, en el presente siglo con la construccion
tedrica de la aproximacion instrumental, se ha profundizado sobre el uso de la
tecnologia en las clases de matematicas.

Existen diferentes investigaciones sobre el uso de la tecnologia digital dentro del
aula de matematicas, en particular del algebra, los cuales, han permitido distintas
perspectivas acerca del aprendizaje del algebra dentro de estos ambientes.
Guzman y Martinez (2009) mencionan que el uso del CAS beneficia a los
estudiantes a identificar algunos errores algebraicos, conocidos en la literatura,
como frecuentes y persistentes.

También, se puede observar que los estudios respecto del uso de manipuladores
simbdlicos, han evolucionado a partir de la idea de que este ambiente permite un
mayor énfasis en la comprension conceptual mas que en la habilidad de
manipulacion simbolica. Sin embargo, de acuerdo con varios estudios (e.g.,
Artigue, 2002a; Guin & Trouche, 1999; Lagrange 2003, 2005, entre otros) el
aspecto técnico (i.e., la manipulacion simbdlica) es fundamental para promover en
el estudiante el razonamiento algebraico. De acuerdo con esto, el aspecto
técnico es particularmente importante en la actividad transformacional del algebra.

El presente trabajo trata sobre la influencia de un ambiente CAS y de actividades
disefiadas bajo un enfoque teoria-técnica-tarea el cual, se explicara posteriormente.
Uno de los propoésitos de este trabajo, es aportar ayuda en el manejo de las nuevas
tecnologias dentro de los cursos de algebra en el nivel medio superior.

Objetivo de investigacion general

Experimentar con actividades de trabajo en las que se hace uso del CAS dentro de
una aproximacion teoria-técnica, con el fin de investigar aspectos que involucren el
aprendizaje del algebra en estudiantes de tercer semestre de bachillerato.



Objetivos de investigacion particulares

Investigar si el uso del CAS con la calculadora TI-nspire CAS Texas Instruments
ayuda a los estudiantes en su proceso de desarrollo de conocimiento algebraico
respecto a expresiones equivalentes.

Investigar si el uso del CAS con la calculadora TI-nspire CAS Texas Instruments,
ayuda a los estudiantes en su proceso de desarrollo de conocimiento algebraico
respecto a sistemas de ecuaciones.

Problema de investigacion

Estudiar un ambiente CAS bajo una aproximacion teoria-técnica-tarea, y
analizar si de esta manera se puede promover el razonamiento algebraico de los
estudiantes.

Preguntas de investigacion

¢ Es recomendable que los estudiantes utilicen el CAS en las clases de algebra?
¢, Qué técnicas surgen en los alumnos en el contexto de este ambiente CAS?

¢El debate cientifico ayuda a los alumnos a dar puntos de vista respecto a una
situacion dada?

¢Un ambiente CAS ayuda a comprender la transicion de expresiones equivalentes
y no equivalentes a Ecuaciones?

¢Un ambiente CAS ayuda a la mejor comprension de los Sistemas de Ecuaciones
de primer grado con dos incognitas?



CAPITULO 2

MARCO TEORICO



Tecnologia en la educacion

Introduccion

Hoy en dia es bien sabido que la ensefianza es una actividad compleja, que a través
de la historia ha tenido diversos cambios (métodos y procedimientos), para asi
lograr ser mas eficiente tanto en la ensefianza, como en el aprendizaje. En
particular, en estos tiempos de modernidad se ha introducido poco a poco adelantos
tecnoldégicos como lo son: computadoras, pizarrones electronicos, calculadoras, etc.

Esto, con la finalidad de que la ensefianza sea mas significativa y atractiva para los
alumnos. Aproximadamente hace unas cuatro décadas se empez06 a estudiar la
utilidad y conveniencia del uso de computadoras dentro de la escuela. Hoy en dia
la mayoria de las escuelas cuenta con este avance tecnoldgico y en muchas de
ellas no se concibe la vida sin este. Sin embargo, el uso de la tecnologia, en
particular dentro de la clase de mateméticas, no ha tenido el impacto esperado como
lo ha sido dentro de la vida cotidiana (por ejemplo: celulares, computadoras, Tablet).

En el &mbito de la ensefianza de las matematicas con el uso de tecnologia, existen
diferentes posturas por parte de los profesores, las cuales se pueden mencionar a
continuacion:

Existen aquellos profesores con mucho entusiasmo por utilizar la tecnologia que se
despreocupan por el aprendizaje significativo de las matematicas, también se
encuentran los profesores que estan completamente en contra del uso de ésta, ya
gue piensan que su uso inhibe el desarrollo de las habilidades matematicas, y por
altimo, encontramos aquellos maestros que reflexionan sobre el uso de las tareas a
papel y lapiz junto con el uso de la tecnologia.

Antecedentes

Las matematicas han evolucionado desde los primeros registros que se tienen hace
aproximadamente 5000 afios (papiros egipcios, tablillas babildnicas), hasta
nuestros dias y esa ensefianza es una actividad que se viene dando desde ese
momento.

A través de la historia se han presentado sucesivos descubrimientos cientificos-
tecnologicos que han transformado la manera de actuar y pensar de los hombres.
Con la introduccién de la computadora en la ensefianza se ha dado una revolucién



con los métodos de la didactica en general, en particular en la didactica de las
matematicas, definiendo asi, una nueva funcion para el profesor.

El desarrollo de las Tics asi como del internet, abre un mundo nuevo de
posibilidades para la ensefianza, es por eso que los desarrolladores de software
educativo dentro de la ensefianza de las matematicas se han preocupado por la
creacion de éstos, cumpliendo las necesidades de nuestros tiempos.

Uno de los casos mas conocidos utilizando computadora es el lenguaje LOGO,
creado por (Papert 1987), quien menciona que este lenguaje facilitaria el
aprendizaje de los conceptos matematicos.

Existen diversos tipos de software hoy en dia (geometria dindmica, sistemas
algebraicos computacionales) los cuales permiten que el alumno pueda “construir”
Su propio conocimiento, esto mencionado por diversos investigadores dentro de
este rubro.

Recientemente el software de Geometria Dinamica como los Sistemas
Computacionales Algebraicos (CAS), dieron lugar a diversas investigaciones. La
inclusiébn de las tecnologias aporta una gran visualizacion de los diferentes
conceptos matematicos, es decir, no solo nos quedamos en la parte algebraica del
problema, si no que, se puede visualizar el concepto desarrollado.

Hitt (2003) menciona lo siguiente:

“...podemos percibir una mosca que vuela y no prestamos atencion a ese hecho, sin embargo, al
querer atravesar una calle y vemos un coche que viene hacia nosotros, realizamos un acto de
conocimiento directo en términos de evaluar su velocidad y decidir si es conveniente atravesar o no
la calle. Esto ultimo, visualizar, generalmente lo hacemos inconscientemente”

Para que el alumno logre la visualizacion de los conceptos matematicos para el
aprendizaje de las matematicas, la introduccion de las nuevas tecnologias es una
poderosa herramienta que nos puede ayudar a lograrlo.

En la dltima década, un grupo de investigadores franceses se ha encargado de
trabajar he investigar sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas sobre
un entorno con CAS, al cual ellos llaman “Ambientes CAS”, estas investigaciones
han reflejado cuestiones acerca de la “instrumentacion” y la dialéctica entre los
conceptos y las técnicas de trabajo.



La Teoria Antropoldgica de lo Didactico

El punto crucial al respecto de la teoria antropoldgica de lo didactico (TAD), iniciada
por Yves Chevallard a finales de los afios ochenta, es que considera a la actividad
del estudio de la matemética dentro de las actividades humanas y sociales.

Dentro de la teoria se habla de un sistema didactico conformado por el profesor, el
alumno y el concepto de estudio en cuestion, el cual, permitira identificar un proceso
de estudio en especifico. La palabra estudio engloba las nociones de ensefianza y
aprendizaje, comunmente utilizadas dentro de la pedagogia, refiriendose a todo
aguello se realiza dentro de una institucion para aportar respuestas a las cuestiones
o para llevar a cabo las tareas que se plantean.

Uno de los aspectos clave dentro de la TAD, es la nocion de praxeologia o de
organizacién praxeoldgica, la cual, constituye una herramienta fundamental para la
actividad matematica, considerando a ésta como una actividad humana mas. De
hecho, Yves Chevallard menciona que dentro de una praxeologia matematica se
pueden distinguir dos niveles inseparables:

1. La “praxis” o la practica matematica, es decir, el saber-hacer, consta de un
conjunto de tareas en diferentes tipos de problemas y de un conjunto de
técnicas o maneras de hacer, que son Utiles para llevar a cabo las tareas
citadas.

2. Y “logos” (saber) o el discurso razonado sobre la practica, dentro de éste se
sitian dos escalones o niveles, dentro del primer nivel se sitla el discurso
gue describe, explica y justifica la técnica a la cual llamamos tecnologia y
dentro del segundo nivel, se encuentra la fundamentacién de la tecnologia a
la cual se conoce como teoria.

De esta manera describe la praxeologia matematica formada por estos dos bloques
“‘praxis” y “logos” o mediante estos cuatro componentes: tareas, técnicas, tecnologia
y teoria.

Chevallard (1999), hace mencion de estos cuatro componentes de la siguiente
manera:

Tarea: la considera la raiz de la praxeologia y ésta es expresada mediante un verbo
(por ejemplo: Sumar, Restar, Derivar, etc.), la cual se puede mencionar como el
problema a resolver.

Técnica: Del griego techne (saber como), se refiere a la técnica como una manera
de realizar o lograr la tarea, la tarea no forzosamente es de manera algoritmica o



cuasi algoritmica, aunque existe una tendencia de algoritmizacion dentro de
matematicas.

Tecnologia: La maneja como los discursos que tienen el objetivo principal de
justificar racionalmente la técnica. Chevallard menciona que la Tecnologia tiene tres
funciones sobre la técnica: Justificar (para lograr lo que se pretende), explicar
(porque esto es asi) y producir nuevas técnicas.

Teoria: Es un nivel superior de justificacion, explicacion y produccion sobre la
tecnologia.

La génesis instrumental

Dentro del aula la tecnologia puede resultar un instrumento para que los estudiantes
examinen situaciones y problemas desde diferentes perspectivas y puedan construir
relaciones matematicas. La tecnologia perturba fuertemente el ambiente de trabajo
y nos lleva a modificar los planteamientos clasicos dentro del salon de clases.
Trouche (2000), menciona el concepto de “génesis instrumental’, el cual, lo
considera como el proceso mediante el cual un artefacto se convierte en instrumento
en las manos de un usuario, en nuestro caso sera el estudiante.

La génesis instrumental, es el curso de un complejo proceso que necesita tiempo
para relacionar las caracteristicas del artefacto con la actividad del sujeto, sus
conocimientos previos y su antiguo método de trabajo. Trouche, apoyado en las
ideas de Vigostky, afirma que un instrumento puede considerarse una extension del
cuerpo, un 6rgano funcional hecho de un artefacto y de una componente
psicoldgica.

Podemos mencionar entonces que el instrumento es el producto de una historia, el
usuario a partir de un artefacto construye un instrumento, dentro de un ambiente
determinado, para realizar una tarea especifica. Donde esta historia la llamamos “la
genesis de lo instrumental”.

Dentro de la génesis instrumental existen dos elementos, el primero que se refiere
a la instrumentalizacién: ésta se refiere a la apropiacion del artefacto y sus
propiedades; la segunda que es la instrumentacién: la cual se refiere a la
construccion de los esquemas de uso.

Dentro del proceso de instrumentalizacion el sujeto se adapta al artefacto,
haciéndose poseedor de las propiedades del mismo, logrando asi también construir
nuevas funciones del artefacto, es decir, el artefacto se adapta a las necesidades
del usuario. En la parte de la instrumentacion la cual se refiere a la construccion de
esquemas de uso por el sujeto, los disefios de uso tiene una componente privada y



una social, es decir, una construccion consustancial al sujeto y otra debido a las
relaciones con otros sujetos y distintas ayudas exteriores.

La aproximacién instrumental

Investigadores franceses principalmente Artigue, familiarizados con la Teoria
Antropologica de lo Didactico y habituados a colaborar con investigadores en
Ergonomia Cognitiva, dieron origen a través de estas dos teorias a lo que se conoce
como aproximacion instrumental.

La aproximacion instrumental (Artigue, 2002a; Drijvers & Trouche, 2008; Lagrange,
2003,2005; Trouche 2005) es un marco con elementos tedricos para analizar el
aprendizaje y la ensefianza de las matematicas desde diferentes ambientes
tecnologicos (por ejemplo; CAS). Esta aproximacion instrumental reconocida dentro
del medio de investigacion.

Artigue (2002), hace mencion que dentro de la aproximacion instrumental para el
uso de herramientas tecnoldgicas existen dos influencias a seguir: Una de éstas es
la Ergonomia Cognitiva (Vérillon & Rabardel, 1995); la otra es la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1999). De esta manera podemos
distinguir dos caminos dentro de este marco conceptual; uno de ellos que va bajo la
linea de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, la cual considera las tareas y
técnicas instrumentadas dentro del entorno escolar, en el cual las tareas seran
actividades para el aprendizaje de las matematicas y en consecuencia, las técnicas
subyacentes a dicha actividad instrumentada, corresponden a las técnicas de un
sujeto que aprende matematicas en actividad con un artefacto y el otro bajo la
Ergonomia Cognitiva, la cual tiene que ver con las distinciones y herramientas
conceptuales particularmente apropiadas para estudiar el rol que las tecnologias
digitales juegan en la ensefianza, asi como analizar el proceso de transformacion
del artefacto en instrumento (génesis instrumental).

Finalmente, en la adaptacion que realizaron Artigue (2002) y sus colegas dentro de
la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1999), reduciendo en tres
de las cuatro componentes de su praxeologia: Tarea, Técnica y Teoria; dentro de
este nuevo marco que se conoce como T-T-T, se definié lo que se entiende por
cada termino: La tarea se considera como el problema o actividad a resolver,
generalmente se expresa mediante un verbo (Por ejemplo: Dividir, Restar,
Multiplicar etc.). La técnica es una manera o un método para resolver la tarea; se
puede ver como una combinacién compleja de razonamiento como trabajo rutinario,
teniendo tanto un valor pragmatico como epistémico; un valor pragmatico en el
sentido de que éstas producen resultados que cambian al mundo, y un valor
epistémico porque nos ayudan a comprender los objetos matematicos que



movilizan. Y por ultimo tenemos la teoria, que se considera como el discurso que
explica o justifica la técnica (Hitt & Kieran, 2009), y se puede ver como la estructura
cognitiva que construye el estudiante, la cual surge cuando se lleva a cabo unatarea
mediante una determinada técnica.

El primer camino (para delinear nuestro trabajo) es el que seguiremos bajo el
enfoque TAD, la parte conocida como Tarea-Técnica-Teoria. Haremos especial
hincapié en como el alumno mejora sus técnicas y teorias con el uso de la
tecnologia. Las hojas de trabajo que se proponen fueron realizadas por Carolyn
Kieran y Fernando Hitt.

Ventajas del uso de CAS

Los Sistemas Algebraicos Computacionales (Computer Algebra System, CAS) por
sus siglas en inglés, cuentan con recursos de manipulacion, desarrollo y célculo de
expresiones simbdlicas, las cuales permiten una alternativa para la ensefianza del
algebra; con ello los alumnos pueden verificar los trabajos que estan realizando o
plantear conjeturas, o que no se hace con papel y lapiz.

Hoy en dia la tecnologia de los CAS esta facilmente disponible para grandes
ordenadores, microcomputadoras y calculadoras de mano. Con este software que
facilita el calculo simbdlico, se ha demostrado por la comunidad cientifica que se
promueve la compresion conceptual y razonamiento algebraico de los estudiantes.
Investigaciones realizadas del 2003 a 2008 del grupo internacional para la
psicologia de la educacion matematica, mencionan algunas ventajas sobre el uso
del CAS, las cuales se muestran a continuacion:

e Ayuda a hacer exploraciones que reorganicen los conocimientos que se
tienen sobre una regla algebraica.

e Respeta la jerarquia de operaciones.

e Hace la clase mas interesante para los alumnos apaticos

e Hace que el desarrollo de la clase sea mas eficiente y permite discusiones
colectivas para validar los resultados.

e Permite rectificar los errores de forma inmediata.



Algunas de estas ventajas sobre el uso del CAS las podemos observar en la figura
1, en la cual se logra apreciar la interpretacion correcta de las expresiones dadas.

-:([—3)_- irir:_roduce, directamenie, en la linea de entrada de tu calculadora la ecuacion ivrmada
| o las expresiones dadas 2 v 3: - :

e — 200 Ec T I 1) = (Ix— FinT —x— 2w 5)

1. pué muesua la calouladora como resultado?

I (x“'_._ ot 2@’)""(_?)(?-1‘2)(_ l) ‘:()E' K 5_) 6(3;(—_- ] _) “'(_X?'-- X2

2. ;Como interpretas este resultado?
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Figura 1. Respuesta de una de las actividades.
Problemas de aprendizaje dentro del algebra

Es bien sabido que las dificultades y errores en el aprendizaje de las mateméaticas
han sido y son hoy en dia un foco de estudio e investigacion en educacion
matematica. Sabemos que para muchos alumnos, el algebra resulta dificil e incluso
irrelevante y algunos llegan a experimentar un rechazo tan intenso, que se ve
reflejado en su actitud hacia las matematicas, como tambien es importante notar
gue incluso aquellos alumnos que tienen una actuacién satisfactoria ocultan
probablemente serios errores.

En particular los problemas especificos en la ensefianza-aprendizaje del algebra
escolar son las dificultades, obstaculos y errores.

El aprendizaje del algebra genera muchas dificultades en los alumnos y a su vez,
éstas son de diferente naturaleza, teniendo que ver con la complejidad de los
objetos del algebra, con los procesos de pensamiento algebraico, con los métodos
de ensefianza, con el desarrollo cognitivo de los alumnos y con las actitudes
afectivas y emocionales hacia el algebra.

Estas dificultades de distinta procedencia, se concretan en la practica en forma de
obstaculos y se manifiestan en los alumnos en forma de errores.

Socas (1997,) considera tres ejes no disjuntos, que permiten analizar el origen del
error: Obstaculo, ausencia de sentido, actitudes afectivas y emocionales.

Los obstaculos tienen que ver con la organizacion de los errores. Tanto Bachelard
como Brousseau, caracterizan un obstaculo como: “aquel conocimiento que ha sido
en general satisfactorio durante un tiempo para la resolucién de ciertos problemas,



y que por esta razon se fija en la mente de los estudiantes, pero que posteriormente
este conocimiento resulta inadecuado y dificil de adaptarse cuando el alumno se
enfrenta con nuevos problemas”.

Los errores que tienen su origen en una ausencia de sentido se originan dentro de
lo semiético, estructural y autbnomo que se dan en los sistemas de representacion,
por lo que podemos clasificarlos en tres etapas:

1. Errores del &lgebra, que tienen su origen en la aritmética (asimilar los
procesos en el contexto aritmético, por ejemplo en las fracciones, uso de
paréntesis, potencias, etc.)

—-(3+5) 3 5 . —(a+Db) a b

4 4 4 c

2. Errores de procedimiento (Uso incorrecto de férmulas o generalizaciones)
(a-b)? = a?-b?
(a+b)? = a? + b?

3. Errores del &lgebra debidos propiamente al lenguaje algebraico (Por ejemplo
el uso del signo “=").

@

El uso del signo “=” se conserva en el algebra cuando usamos tautologias
algebraicas, pero no en el uso de ecuaciones, las cuales no son afirmaciones
universales verdaderas:

5x —2=7x—6 Lacualsélo esverdaderaparax = 2

Los errores que se originan en las actitudes afectivas y emocionales se dan por
diversos motivos como: Olvidos, falta de concentracion, etc.

De esta manera, es necesario diagnosticar y tratar con atencién los errores que
puedan generarse, como profesor es importante entonces tratar de no centrarse
solamente en las respuestas correctas de los estudiantes, sino también, en los
errores que cometen.

“Considerar el error no como una falta o una insuficiencia sino como una parte
coherente de un proceso, ayuda al alumno a tomar conciencia de que puede
aprender de sus errores y a nosotros mismos los docentes, a aprender mucho de
los errores de nuestros alumnos.” Roland Charnay.



Problemas de aprendizaje dentro de los temas

Son muchas las investigaciones que dan cuenta de las dificultades u obstaculos que
se oponen al aprendizaje del algebra (Booth, 1984; Kieran, 1980; Gallardo, A. y
Rojano, T. 1988 entre otros). La literatura especializada, identifica problemas que
tienen que ver con la manipulacion simbdlica cuando se realizan tareas algebraicas.
En general la investigacion en el algebra, se ha ocupado de los fenémenos de
ensefianza, aprendizaje y comunicacion de los conceptos y procedimientos
algebraicos en el sistema educativo y medio social.

Por mencionar algunos de estos trabajos: El trabajo de Booth, 1984, se enfoca a la
investigacion de las causas de los errores a nivel secundaria. El trabajo de M. Matz,
1982, se propone explicar la sorprendente uniformidad de los errores cometidos por
estudiantes de nivel medio superior. Kieran, 1981, investigan las diversas
interpretaciones que adquieren las literales en las expresiones algebraicas.

Es dificil abarcar todas estas perspectivas en un trabajo como éste, pero es
necesario conocer sobre estos temas de investigacion.

Por lo cual en este trabajo de investigacion presentamos algunas hojas de trabajo
puestas en practica con los siguientes temas: Expresiones equivalentes,
Continuacion de la equivalencia de expresiones, Transicién de expresiones a
Ecuaciones, Sistemas de Ecuaciones.

Los siguientes ejemplos muestran partes de las actividades trabajadas por los
estudiantes dentro de los temas ya mencionados:

Expresiones equivalentes

Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora las ecuaciones formadas
por las expresiones 3y 5:

(X% +3x—10) (3% 1) (¢ +3x+2)

(3x—1)(x*—x=2)(x+5) = 1 2)

1. {Qué muestra la calculadora como resultado?

2. (Como interpretas este resultado?

Continuacion de la equivalencia de expresiones



He aqui una lista de cuatro expresiones equivalentes, sujetas a ciertas restricciones.

Expresion dada

7(2x -1 (x +3)(3x-9)
' (7x +21)

1

5 (Bx-3)(x*-7x+12)
' (x—4)

3. 6x*—21x+9

4 3(2x -D(x*—9)
(X + 3)

(A) Determina todos los valores en comun que puede tomar x de estas expresiones. Muestra y
explica como determinaste este conjunto de valores.

Transicion de expresiones a Ecuaciones

Resuelve la ecuacion x? = x usando el comando SOLVE de CAS.

1. ¢Qué muestra la CAS como resultado?




2. ¢Puedes anticipar lo que mostraria la calculadora cuando sustituyas cada uno de estos
valores de x en la ecuacién?

Sistemas de Ecuaciones.

(A) Solucién de una ecuacién con una incégnita.

Usa el comando “SOLVE” de la CAS para resolver la siguiente ecuacion:

4(3x-7) = 2(3-x)+5

Qu¢ introduces en la CAS Qué muestra la CAS como resultado

Se puede mencionar que las dificultades que se encontraron dentro de la
investigacion respecto a estos temas fueron las siguientes:

e Comparar expresiones mediante manipulacion algebraica
e Igualdad de expresiones

e Probar cuando dos expresiones son equivalentes

e Construccién de ecuaciones

¢ Reconocer soluciones dentro de un sistema de ecuaciones




CAPITULO 3

METODOLOGIA



PLAN DE TRABAJO

A continuacion se describira el proceso mediante el cual se realizd la
experimentacion de las hojas de trabajo.

La experimentacién consistio en aplicar actividades didacticas (Hojas de trabajo),
en total fueron 4 hojas de trabajo distintas, las cuales se describiran detalladamente
mas adelante.

CBTIS 94 y Descripcion del grupo

El lugar de trabajo fue en el Centro de bachillerato tecnolégico industrial y de
servicios numero 94, de la ciudad de Patzcuaro Michoacan.

Estas hojas de trabajé se aplicaron a un grupo de tercer semestre de dicha
institucion de la especialidad de puericultura (Area Quimico-Biolégico), constituido
por 40 alumnos.

Por consiguiente, se explicara la forma de trabajo que se lleva a cabo con el grupo.

Para aplicar las hojas de trabajo se conté con la ayuda de la profesora a cargo del
grupo, Garcia Villa Yovanay el compariero de licenciatura Francisco Vidal De Jesus
Rendodn, trabajando durante 4 horas a la semana. Cabe mencionar que estas horas
estuvieron fuera del horario de clases del grupo, 2 horas consecutivas durante el
dia martes, 1 hora el dia miércoles y otra hora el dia viernes.

Para motivar al grupo a la forma de trabajo que requeriamos, la profesora les dio
incentivos en su calificacion final durante uno de sus parciales, ya que la
experimentacion se llevé a cabo desde el martes 8 de octubre de 2013 hasta el
martes 19 de noviembre de 2013.

Capacitaciéon parala manipulacion del CAS

Para la primera etapa de esta experimentacion, tuve que implementar una
capacitacion a los alumnos durante una sesion de 2 horas, ademas de resolver las
dudas que tuviera la profesora acerca de las hojas de trabajo, para aprender a
utilizar los comandos basicos del software que utilizariamos para la resolucién de
los problemas. El software utilizado fue TI- Nspire CAS, mediante la Calculadora
Texas Instruments Ti-Nspire CX CAS.

Para esta sesion mostré la utilizacién del software mediante la computadora y un
proyector, para que todos los alumnos pudieran visualizar los pasos a seguir.

En esta sesibn como en todas las demas, se trabajé en parejas, ya que solo
contamos con 25 calculadoras, las cuales las facilitd la institucion.



Descripcion del trabajo durante la sesion:

Primeramente se les mostro la estética en general de la calculadora, la descripcion
de los distintos botones que la componen, asi como su ubicacidn y uso.
Posteriormente se paso al encendido de la misma, para crear un nuevo documento.
Se comenzo6 con operaciones basicas de aritmética con nimeros enteros, incluso
con ejemplos donde manejaran las operaciones jerarquicas de los signos en la
calculadora (agrupacién de signos).

Después manejamos operaciones con fracciones, una vez de haber explicado las
operaciones basicas, comenzamos a explicar operaciones algebraicas
(Operaciones con letras), explicando como introducir literales con exponentes,
raices y fracciones.

Concluyendo con estos ejemplos, ensefiamos a utilizar el comando “tal que” | para
evaluar expresiones algebraicas, resolviendo algunos ejemplos con la sintaxis
adecuada, para que los alumnos comprendieran el uso del comando.

Posteriormente, el comando “Expand”, con algunos productos como (x3 — 3x)(x? +
2x), para la compresion del comando.

Los comandos que se utilizarian en las actividades 2, 3, y 4 se explico la funcion de
cada uno previo a cada actividad.

Descripcion de las actividades

Una vez terminada esta sesién, comenzamos con el trabajo de las actividades,
siendo dirigidas por la profesora Yovana. Como se mencioné se trabajé con 40
alumnos, éstos trabajaron en parejas en total 20 parejas.

En la aplicacién de las actividades se utilizaron dos camaras una fija y una movil, la
manipulacion de éstas fue con el apoyo del compafiero de licenciatura Francisco
Vidal De Jesus Rendon.

Las actividades aplicadas fueron las siguientes:

e Actividad 1: Expresiones equivalentes

e Actividad 2: Continuacion de equivalencia de expresiones
e Actividad 3: Transicion de expresiones equivalentes

e Actividad 4: Sistemas de ecuaciones

Cada una de estas actividades se divide en apartados, constituyendo partes que se
trabajo a papel y lapiz y partes donde se utilizé la Texas Instruments, apartados con
un tiempo aproximado de 30min cada uno.



La forma de trabajo que se desarroll6 con cada una de las actividades fue mediante
la metodologia ACODESA (aprendizaje en colaboracién, debate cientifico y auto-
reflexion)

Para cada actividad se trabaj6 con las siguientes partes:

Etapa individual o de apertura

Etapa en equipo

Debate cientifico o trabajo grupal

Etapa de institucionalizacion o de cierre

A

1.- Para la primera etapa como ya se mencion0 se trabajé en parejas con 25
calculadoras, asignando el tiempo determinando para la terminacién de la tarea.

2.- La etapa en equipo se realizd en equipos de 4 personas, es decir, se juntaron
dos parejas, con un tiempo aproximado de 5 minutos para compartir sus resultados
y Si era necesario corregir. Cabe mencionar que no siempre fueron las mismas
parejas y equipos de trabajo, ya que en algunas sesiones faltaban compafieros.

3.- El debate cientifico o trabajo grupal, se realiz6 en cada una de las discusiones
de cada actividad respectivamente, esto fue inmediatamente después de la etapa
en equipo. Dichas discusiones fueron dirigidas por la profesora al mando, ella
lanzaba preguntas al grupo y de esa forma ellos contestaban a cada pregunta.

Algunas veces los equipos se mostraban mas participativos y pasaban al frente del
grupo a exponer su trabajo, otras, solamente de manera individual desde su lugar
exponian su trabajo.

4.- Para esta etapa de cierre, la profesora se encargaba de dar la idea general de
acuerdo a cada discusion que se llevd acabo, ademas de resolver dudas de
alumnos que las tuvieran.

A continuacién se muestra un ejemplo de las hojas de trabajo mencionadas.
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Implementacion de la experimentacion (acopio de datos) y seleccion de la
muestra

Para la primera actividad se realizaron 4 discusiones que fueron grabadas por las
camaras una fija y una movil, en la segunda se llevaron a cabo dos discusiones, en
la tercera se realizaron tres discusiones y finalmente en la cuarta cinco discusiones.

Una vez terminadas las cuatro actividades (Recopilados los datos), se prosiguié con
el andlisis de la informacion obtenida tanto en las hojas de trabajo, como los videos
filmados.

Lo primero que se realiz6 fue seleccionar aleatoriamente 15 alumnos de los 40 con
los que se trabajo, cabe mencionar que para hacer la seleccion de estos alumnos
se revisaron todas las pruebas para ver que alumnos de estos 40 tenian contestado
cada una de las partes de las 4 actividades. Una vez seleccionados estos 15
alumnos, se comenzd con el analisis de cada una de las pruebas de los 15
estudiantes.

Se realizaron reportes individuales de cada una de las pruebas, en donde se analizé
cada parte de las mismas. En este primer andlisis se especifico en qué partes fallo
cada estudiante, asi como también cuales fueron sus aciertos, para la parte donde
se encontraban preguntas abiertas maneje el termino bien o mal segun mi criterio,
si el alumno tenia nocion sobre la pregunta se consideraba correcta.

También se manejé un reporte global de cada una de las hojas de trabajo, es decir,
en total 4 reportes globales. Este reporte consiste en ver cuantos alumnos de los 15
en total estuvieron correctos en cada una de las partes, asi como cuantos fallaron y
cuantos no contestaron. Ademas de dar una conclusion general para cada una de
las partes de las actividades de trabajo en base a la informacién obtenida.

Una vez hecho este andlisis, el siguiente paso fue seleccionar 5 estudiantes de los
15 en total, para poder comparar la informacién obtenida de éstos en las hojas de
trabajo y su participacion frente a las camaras. Las alumnas seleccionadas son las
siguientes: Guadalupe, Mayte, Karla, Andrea y Liliana.

Para esto se analizaron los videos grabados en cada una de las discusiones, una
vez hecho, se comenzo con la trascripcion de cada una de las discusiones grabadas
en los videos. Posteriormente se crearon dialogos donde participo cada una de las
5 alumnas seleccionadas.

Estos dialogos o informacion obtenida mediante los videos se reforzaron con partes
escaneadas de las hojas de trabajo, con el fin de verificar si dicha informacion
coincidia. Terminamos este analisis con conclusiones respecto a cada dialogo



transcrito e imagenes escaneadas respecto al trabajo realizado por cada una de las
5 estudiantes seleccionadas.



CAPITULO 4

ANALISIS Y DISCUSION DE DATOS Y
RESULTADOS DE LAS HOJAS DE
TRABAJO



ANALISIS DE RESULTADOS DE LAS HOJAS DE TRABAJO

Actividad 1: Equivalencia de expresiones

El propoésito de esta actividad es que los estudiantes de bachillerato tengan como
base un enfoque numérico, para la discusion en la equivalencia de expresiones.

Dentro de esta actividad se desarrollaron 4 discusiones con el grupo, llegando asi
a los siguientes resultados:

En el inicio de la primera actividad se les pidi6 a los estudiantes lo siguiente:
(A) La tabla de abajo muestra cinco expresiones algebraicas y dos valores posibles de x.

Usando los dos valores dados de x (1/3 y —5) y otros dos valores que tu elijas, calcula los valores que
resultan en cada una de las expresiones, usando la herramienta de evaluacidn de tu calculadora [el
“operador tal que”, ( | )].

En seguida se muestra la tabla realizada por Guadalupe:

Parax= 173 25 /¢ =S|
Expresion Resultado | Resultado | Resultado | Resultado
)1/ L‘O \ ’ G 3
. (-3)4x=3) N4 g4 119 1C
q e
= : 18
j 2. (2035 +2x-1) C O 4 qq' 3 ZI&O
| 43¢
(Bx-1)("—x=2)(x+3) O O | ZLS? \ s Zm
452
4. (x13) +x(3x-9) ﬁ i \XL{ _|_'_\{. qo
q (8 |
@ =10)Gx-1)7 3x+2) C) O a o g Z@
% (x+2) 432

Imagen 1: Resultados de Guadalupe
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Para esta parte de la actividad todas las alumnas contestaron de manera correcta,
lo Unico que cambio fueron sus resultados para la columna tres y cuatro, ya que
tomaron valores diferentes para “x”

Para la parte B se les pido lo siguiente:

(B) Compara los resultados obtenidos en las diversas expresiones de la tabla anterior. En
base a esto que puedes decir sobre las siguientes expresiones.
e Expresion 1 y Expresion 4
e Expresion 3 y Expresion 5
e Expresion 2 y Expresion 3
e Expresion 2 y Expresion 5

En general las 5 estudiantes coincidieron en sus respuestas, mencionando que la
expresion 1 y la expresion 4 de la tabla anterior sus resultados eran iguales, asi
comola3yb5.
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jByS—To@xc/n COIC@ |
o Cambio la roccion |
7v)'5 CcmbnO todo,

oo dimod aenta oce dondo mee voloree e X
1\60 ((&oﬁc\‘\o oA (on O endo i oo ke

Imagen 1.1: Resultados de Guadalupe

Después de esta actividad se realizd la primera discusion, dentro de la cual, la
profesora menciono que podian dar opiniones sobre lo que observaron con las
expresiones de la tabla. Mayte tuvo la siguiente participacion:

Pues, nosotros llegamos a la conclusién de que la expresion 1 con la expresién 2, si nos dan por

“" II

ejemplo mas valores de siempre nos va a salir el mismo resultado en la expresion 1ylady

“ ”

también en la expresién 3y 5, si nos vuelven a dar mas valores de sus resultados van hacer

siendo igual, van a coincidir el 3y 5.
Después de esto la profesora pregunto lo siguiente:

Las expresiones 1y 4 fisicamente se ven diferentes, ¢ Por qué creen que den lo mismo?



Para la pregunta anterior solamente Guadalupe tuvo participacion mencionando lo
siguiente:

Porque utilizamos los mismos valores de “x”

La respuesta de Guadalupe no fue muy explicita, entonces la profesora explica a
todo el grupo:

Se pueden re-escribir las expresiones algebraicas para que te puedan dar los mismos valores
aunque las expresiones se vean fisicamente diferentes.

Para la parte Il se les pidi6 a los estudiantes que re-escribieran algunas expresiones
mediante el uso de papel y lapiz sin utilizar el CAS. A continuacion se muestran los
resultados obtenidos por dos de las estudiantes:

(B) Verifica tus conclusiones anteriores mediante el uso de algebra en papel y |dpiz; re-escribe las
expresiones dadas en otra forma (no necesariamente en forma expandida). Muestra todo tu
trabajo en la columna derecha de la tabla de abajo.

Expresion dada Expresion dada en su forma re-escrita

1. (x—3)(4x—3) M=\ e X1l

4_'\""‘\' X ":'//

(3" +x=20)(3x"+2x—1) : /\’1 1 L X°— ! X 3 X 3 ),;':‘ X ) /\
GO —90x%4 720
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3 X115 x3-S59x*4 ) x+ 2C 7
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3. (3x—1)(xX"—x—2)(x+3)




- X43x 19 4x (3x-9)
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Imagen 1.2: Resultados de Guadalupe

Expresion dada Expresion dada en su forma re-escrita

1. (x—3)(4x—3)
A)(z_?)x e g
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Imagen 1.3: Resultados de Mayte

Se puede observar en las tablas anteriores que, tanto Guadalupe como Mayte,
pudieron re-escribir la primera expresion, asi como cada una pudo re-escribir la
expresion 2 y 3 respectivamente. Las dos tuvieron problemas para re-escribir las
siguientes dos expresiones de la tabla.

En general las deméas alumnas también tuvieron problemas para poder re-escribir
las expresiones 4 y 5.

El inciso C de esta parte Il consistié en lo siguiente:

(C) En la discusion en el salén de clases, hiciste algunas conclusiones basadas en evaluaciones
numeéricas de expresiones. Explica en qué forma las manipulaciones algebraicas, en la Parte Il
B, apoyaron (o no) cada una de esas conclusiones.

Enseguida se muestran las respuestas de Mayte y Guadalupe respectivamente:
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Imagen 1.4: Resultados de Mayte y Guadalupe

Podemos observar en base a las respuestas de Mayte y Guadalupe, que a las dos
les sirvié la discusion en clase, ya que las dos afirmaron que si las apoyo dicha
discusion. Guadalupe da una explicacion un poco mas explicita del porque le ayudé
a comprender la discusion.

Las respuestas de las demas alumnas cayeron a respuestas semejantes a las de
Guadalupe, concluyeron que la discusion les ayudé para saber que existen
diferentes formas en las que puedes utilizar una expresion algebraica, en la cual
puedes llegar a un mismo resultado.

Dentro de la parte Il de esta actividad se realiz6 con ayuda de la calculadora
utilizando el comando EXPAND, de igual manera re-escribiendo las expresiones
utilizadas anteriormente con papel y l1apiz, y se obtuvieron los siguientes resultados:

Expresion dada Resultado producido por EXPAND

1. (x=3)(4x-3) o=yp %
Yx-1H x+9

o

(x"+x=20)(3x"+2x-1) 6 X“\ -BHq. x o s - X+ 10

(3x—1)(x"—x=2)(x+5)

(S

xR - X+ 10 |
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4, (-x+3)° +x(3x-9)
Y- X =15« x¥Y

(P +3x=-10)3x- 1)(x° + 3x+2) A% T4 xls i i , Sl X+)o|

(x+2)

Imagen 1.5: Resultados de Karla

Para esta parte todas las alumnas tienen los mismos resultados presentados por
Karla, lo cual nos muestra que todas supieron manipular el comando Expand y las
expresiones dentro de CAS.

Después de esta actividad se realizé la discusion de la parte lll, en donde la
profesora junto con el salon de clase concluy6 que las expresiones 1y 4, asi como
las expresiones 3 y 5, se pueden re-escribir llegando a la misma forma, esto de
acuerdo al trabajo previo en dichas actividades.

La profesora también dio la definicion de expresiones equivalentes mencionando lo
siguiente:

Profa. : Vamos a decir de ahora en adelante que dos expresiones son equivalentes, si para
cualguier numero que reemplace a “x” cada una de las expresiones dadas nos arroja el mismo
valor, dentro del conjunto de valores posibles.

La parte IV de la actividad, consistio en tres preguntas en base a una ecuacion
formada por dos expresiones:

(A) Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora las ecuaciones formadas
por las expresiones 3 y 5:
(3x—1)(x*—x-2)(x+5) =

(X% +3x—10) (3% 1) (% +3x+2)
(x+2)




En las siguientes dos imagenes se muestra los resultados de las tres preguntas
obtenidos de las alumnas Mayte, Guadalupe y Liliana respectivamente:

1. ;Qué muestra la salcvladora comno resultado?

Yvoe

I LCHimo interpretas este resuliado?

RCe SO0 AToe cov G e werdade oo
MO Qe VO 2 CCoOQTOoNeS SOon

SN e ke s

3. Usa &t operador “1al gue™ { | 3 de tu calculadora, v recmplaza x por =2 en la
ecuacion precedente. Interpreta ¢l resulrado mostrado por 1a calculadora.

o8 LOEn Oov o eSS oo -
NED  wice IO DON e.chmalerl&eg_

(>N 74?»”—-—9\.
LOAAHY :

Imagen 1.6: Resultados de Mayte

1. ;Qué muestra la calculadora como resultado?

Truz

(Nerdader)

2. JC0mo interpretas este resultado?

Ce wadadagsa o eccacion

3. Usa cl operador “tal que™ ( | ) de tu caleuladora, y reemplaza vy por —2 en la
ccuacidn procedonte. Imcrprata ol resultado mostrado por la caleuladora.

tolee
(vl oad

Imagen 1.7: Resultados de Guadalupe



1. (Qué muestra la calculadora como resultado?

‘k\oc

2. (Cémo interpretas este resultado?

C(g&' a9 da uan ‘C’()Q“C\QG o1 NO ( QA paldaoirq ~'/LC
IQ‘; \)C‘\(SC,\Q\C\(J
3. Usa el operador “‘tal que™ (| ) de tu calculadora. y reemplaza x por -2 en la

ecuacion precedente. Interpreta el resultado mostrado por la calculadora.

,/\\c\\'.)C C‘u\‘f\(" (\‘C(\( (foF C\( esha ¥ AO{™Ma Ssta Y\U-l
[ \O C veio (.:\(_;{\

Imagen 1.8: Resultados de Liliana

En esta parte de la actividad lo que se queria lograr es que verificaran la
equivalencia usando una prueba de igualdad, sin re-escribir las expresiones dadas.
Analizando los resultados tanto de Mayte, Guadalupe y Liliana podemos observar
que Mayte identificé que las dos expresiones son equivalentes, asi como también
identificd que con el valor de -2 las expresiones no son equivalentes.

Por otro lado, analizando los resultados de Guadalupe, ella solamente tradujo los
resultados de la calculadora diciendo que es verdadera la ecuacion para el primer
caso, asi como falsa una vez que introduces el valor de -2, pero no dio una
explicacion del porqué sucedid eso. De la misma manera encontré las respuestas
de Liliana.

Acerca de las respuestas proporcionadas de las otras dos estudiantes, Andrea y
Karla fueron muy similares a las de Guadalupe, a lo cual concluyo que solo una
alumna de las cinco comprendié de manera correcta.

Una vez realizada esta actividad se paso a la siguiente discusion IV A, la cual fue
de manera breve, de donde se puede rescatar el siguiente dialogo de las
videograbaciones:



Simbologia: DM. = Dulce Mayte; Profesora = Profa.

Para las expresiones 3 y 5:
Profa.
2 2
2 (X +3x—10)(3x1)(xX +3x+2)
_ oy +5) =
(3x—1)(x*—x=2)(x+5) 2)
éPor qué sale “VERDADERO”?
DM. Porque las dos expresiones son equivalentes
Profa. ¢Y que habiamos dicho que significa que dos expresiones son equivalentes?
DM. Que dan el mismo resultado
Profa. Ok, que independientemente del valor de “x” que yo le dé me va a dar el
mismo resultado de un lado y del otro. Es decir si de un lado me da 50 del otro
lado también me tiene que dar 50.

Para la parte IV B, nuevamente se dieron dos expresiones en forma de ecuacion
para verificar la equivalencia, dentro de ésta se hicieron dos preguntas las cuales
consistian en lo siguiente:

(B) Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora la ecuacion formada
por las expresiones dadas 2 y 3:

02 +x—20) (3% +2x—1) = (3X— 1) (€ —x—2)(%+5)




En esta actividad se muestran los resultados de Guadalupe asi como los de
Andrea:

I. ¢ Qué muestra {a calculadora como resultado?

(}(‘z? Xt 20)9(’3 Xi”f 2;{- ]).: (_)(-I S)G(BA"IJO(_X?_ /‘("'Z

2. ;Cormo interpretas este resvltado?

Que oon ééuuo\@nft@o dondo Moo
Yolor de X. =77 _

Roe \a @coGC_ro'n 2 ¥ 3 dondo 0410 %) rca@:)”oc/odg
oo O comciditan y Ohvoe no eor o tanto
NO o Poleo ni verdo deray

Imagen 1.9: Resultados de Guadalupe

1. {Qué muestra la calculadora como resultado?

:‘)(“4'3"1@\)_( DR - “)“( \a'-“é\l(}.x ‘-1\}(3{1 - "ﬁ'~’l\)

2. ;Cémo interpretas este resultado?

POQUe ot combiaros ge lugar kR & Migen0
ot

Imagen 1.10: Resultados de Andrea



Podemos observar que Guadalupe reafirmé su teoria una vez terminado la
discusion anterior, ya que ahora las dos preguntas las contesté adecuadamente.
Caso contrario lo que paso con Andrea, que aun no le quedoé claro como interpretar
los resultados, ya que solo mencion6 que los factores cambiaron de lugar.

Una vez terminada la actividad se paso con la discusion de la parte IV B, en donde
se muestran los siguientes dialogos rescatados de las videograbaciones:

Simbologia: GF. = Guadalupe Fraga Mateo; Profesora = Profa.

Profa. Haber todos vean su tablita de la pagina 1, vean los valores de la expresién 3
vy 5, équé les salio?
GF. Salen iguales, porque las dos ecuaciones son equivalentes no importa los
valores que les demos.
Profa. Y cuando meten la 2 y la 3, que les dice
GF. Nos sale el mismo resultado pero en diferente orden. Porque en algunas

ocasiones va hacer verdadera y en otras no.




Simbologia: AM. = Andrea Méndez; Profesora = Profa.

(Que nos pueden decir de esta parte?
Profa.
2
(C+x—20)(38 +2x—1) = (3x=1)(X =x=2)(x+5)
(Que muestra la calculadora como resultado?

AM. Pues que el resultado es el mismo, Pero ya después dice que como
interpretas este resultado, el primer resultado que sale en la calculadora es
igual, pero ya el segundo es el mismo pero sale cambiado, se cambian de
posicion.

Profa. ¢Y eso afectara en el resultado?
AM. No, es el mismo
Profa. Ok, la pregunta va en este sentido en el anterior que hicieron era la tres y
2 2
. 3x—10)(3x1 3Ix+2 .
lacinco (3x—1)(x’—x=2)(x+5) = O+ 3x 1) Gx D x +3x+2) y si
(x+2)
ustedes la ponian les decia que verdadero es decir que son equivalentes y
2
en esta (x2 +x—20)(3)§ +2x—1) = (3x—])(x —x—2)(x+5) no les
sale ni verdadera ni falso, ;Porque?
AM. Por el acomodo yo creo.




La ultima parte de esta actividad consistid6 nuevamente en verificar la equivalencia
de expresiones de un conjunto de 4 expresiones dadas, las cuales se muestran a
continuacion:

Expresiones dadas

1. 4(x—1)% —(x+1)?

2. (2%x+5)(x—3)— (x—3)?
3. (x=3)(3x-1)
4 (Bx—1) (€ — x—6)

(x+2)

Dentro de éstas se les pidi6 lo siguiente:

(A) Usa tu CAS para determinar cudles de estas expresiones son equivalentes. Usa
cualquiera de los métodos de CAS que prefieras. Muestra todo tu trabajo con CAS en
la tabla de abajo:

A continuacién se mostraran los resultados obtenidos por todas las alumnas

Qué¢ introduces en la CAS Resultado mostrado por la CAS
S & < - b ) t b
\) ©xcand(A( x-1) =(Xxt 1) 3X"=10x T 5
. \ "\ & 2, ¢
2) C,;(‘(‘\\K‘\(Z)/\“)X x-3)-(X~3) X5 x-24

D)€ xeand ( X=3)(3x-1)

;i\ ( AF(".‘(\\ (:{'\ ))()(1:_ X=G.) _‘SA-L* O x+3

\-\'"(’\



Qué introduces en la CAS

Resultado mostrado por la CAS

AL AV - O VA3 HBx- 1) P
. BT P L

Ceataan e Retl | droe
AV - 2 (2 x-Nx 2 ng)

A4 x - 1) (x t1 )= 122 e )("('Ue

Qué introduces en la CAS

Resultado mostrado por la CAS

(x+2)

4(x -1 - (x +1? By =10+3

(2% v 3) x-3)~ (x-3)? (%N (et &)

Cx=3Y [ 3y o) (x=31( 2 1)
(_7’_*_"\ Lx%e o 6] (%= (35 -1)

Qué introduces en la CAS

Resultado mostrado por la CAS

_Cx=\)(A>x-€) (x-3)(2x-1)
X AL
3 (x-3)(=x-1) (x =2 Bx=1)

1 M x-) = x+1)?

DY Ox + D

e Xpand=

(2x +3) (x=2)-(x-3)*

K-> -@)
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Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la CAS

!

Ao A yVa 3 | VLae
CLa 3 v | ! *—ru(",
Lo 4 | A ive

Imagen 1.11: Resultados de Guadalupe, Mayte, Andrea, Karla y Liliana

Para la parte B de esta actividad se les pido lo siguiente:

(B) Con base en tu trabajo precedente, ;cuales son las expresiones equivalentes? (No
olvides especificar el conjunto de los valores posibles de x). Por favor, explica tus
decisiones respecto de la equivalencia.

A continuacién se muestra el resultado de Guadalupe

Lo expiedion [, 3 y4 con equitaieniec

v\a & N0 o eqeivalent.

Observando lo que contestaron todas alumnas, solamente Guadalupe y Mayte
pudieron contestar de manera correcta cuales eran las expresiones equivalentes
entre si. Andrea y Karla, inicamente llegaron a la conclusion que la expresién 3y 4
son equivalentes de acuerdo al método que utilizaron, y Liliana escribié las
expresiones equivalentes, pero no utilizé6 ningin método.



Actividad 2: Continuacion de la Equivalencia de Expresiones

Para esta actividad como su nombre lo indica, es la continuacion de la Actividad 1.
Comenzando con la parte I, se les pide a los estudiantes de bachillerato que llenen
una tabla utilizando el CAS.

(A) (con CAS) Completa la tabla de abajo con lo mostrado en la pantalla de la calculadora, segun
sea requerido:

A continuacion se muestran los resultados obtenidos por Andrea:

Expresidn dada Resultado producido por | Resulitado producido | Resultado producido
ENTER por FACTOR por EXPAND
1 Gr iS5y -4 (g-‘&_@?‘_q | : .(Z?\-\)(E%“Lﬂ ‘1{?'«-5}(~?_
' 6 i . —_—
¢ 6 6 3

2.

ﬁcmz)?-:(z; ) (*‘ﬂ(b‘-‘) | (M(’Lx—l\ 2#-5'}&7—

4

3, (2-x)(1-2x) : . _
(-2 gt W—Zﬁ(&x-ﬂ 155 12

e - x 2+ X + | : )
! 4)(2 +12)5 - (Lx+T)(3-4) (2t 3-4) X212 -2
- 6 7
’ . 3
[ b

Imagen 2: Resultados de Andrea



Para esta primera parte de la actividad los resultados de Guadalupe, Mayte, Karla
y Liliana son practicamente los mismos, lo cual, nos muestra que se desempefiaron
de buena manera utilizando los comandos con el CAS.

Para la parte B, la cual fue a papel y lapiz, consistié en varios cuestionamientos
acerca de la parte I. A continuacion se muestran varias respuestas obtenidas por
las alumnas Guadalupe, Liliana y Karla:

(B) (con papel y lapiz)
1. Dada la expresion 1 (de la Parte | A):

e Describe cdmo es la estructura de cada una de las tres formas producidas por la
calculadora y compdralas con la expresion dada.
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Imagen 2.1: Resultados de Guadalupe, Liliana y Karla
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De acuerdo a las respuestas dadas por las alumnas, podemos observar que
Guadalupe y Liliana tienen respuestas similares, que aunque no fueron muy
explicitas, tienen la idea de lo que esta pasando con las expresiones. Por otro lado
vemos que Karla no entendié la pregunta, ya que esta comparando todos los
resultados entre si. Tanto Andrea como Mayte dieron respuestas similares a
Guadalupe y Liliana.

Sobre la misma expresion se les hizo la siguiente pregunta:

Todas estas formas, éson equivalentes a la expresion dada? Por favor, explica.

Oy poiqoe fodco las Crotecicna e

do\ al olkimo el mremio recoliads
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Imagen 2.1: Resultados de Guadalupe, Liliana y Karla
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Nuevamente podemos observar que tanto Guadalupe y Liliana saben que las
expresiones son equivalentes, que solamente se re-escribieron de diferente
manera, caso contrario a Karla, que ahora trata de dar la explicacion a la primera
pregunta y no menciona por qué son equivalentes las expresiones entre si.

Las respuestas dadas por Andrea y Mayte son muy parecidas a las de Liliana, lo
cual nos muestra que solo Karla estuvo fuera de contexto para esta parte.

La pregunta numero 2 de la parte B consistio en lo siguiente:

Dada la expresidn 2, muestra los pasos algebraicos que usarias para obtener la forma producida

por la tecla ENTER.

Se muestran las respuestas de Liliana y Guadalupe:

Cret 18- 20N (7 30 0ot

(x-2) L(h)\aiﬁ \ (7% /)]

,\\ 2 3 . ,
e bRyr-y) e

L»\

% =\

o’

(22213 02 ) 5 22)
| 4

ey 31 - "\, i) - g
— (Z)XT(/)X £ 4 =X 2)

z'[

Imagen 2.2: Resultados de Liliana y Guadalupe

(Zx=1)

Para esta pregunta solo Liliana y Guadalupe intentaron hacer pasos algebraicos,
podemos ver que las dos tienen cosas similares, dentro del proceso que realizaron
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estan en lo correcto, pero les faltaron pasos para llegar a la solucion. Tanto Mayte
y Andrea contestaron de manera escrita que no se produce ningun cambio. Karla
intento dar explicacién de lo que haria, sumas y restas y quitar los paréntesis y al
final hacer la division, pero no mostrd ningun paso algebraico.

La pregunta nimero 3 consistié en lo siguiente:

3. Considera la expresion 3 dada. Muestra, usando algebra en papel y [dpiz como obtienes la forma
producida por el comando FACTOR.

Para esta pregunta se muestran los resultados de Mayte y Liliana

< . - . P 3
Jo\o  Combia VoS  Signod eaativos y pautives

i\(\IC\ \C.‘f g &'C’\ \"\.N\’U LI \U_(ﬁu 1 (g.-\-._ k Q.
Imagen 2.3: Resultados de Mayte y Liliana

Para esta pregunta ninguna alumna pudo contestar de manera correcta, vemos dos
de los casos que se dieron, por un lado Mayte quien intento desarrollar pero no llegé
a nada, y por otro lado Liliana quien tiene idea que algo pasa con los signos pero
no hizo ninguna operacion algebraica, es decir, factorizar el -1. Fue el caso de
Guadalupe, Karla y Andrea que contestaron de manera similar a Liliana.

Para la pregunta numero 4 se les pido lo siguiente:

4. Considera la expresion 4 dada. Muestra, usando algebra en papel y lapiz, cdmo obtienes la
forma producida por el comando EXPAND.



A continuacion se muestra el resultado de Guadalupe:

(3)( 4>(in'\>“’(?>
(35 4y (zxx D) <M7>
AL

Gx”gjg A

Imagen 2.4: Resultados de Guadalupe

Para esta pregunta solamente Guadalupe contesto de manera correcta,
practicamente Andrea, Liliana, Karla y Mayte no intentaron nada respecto a esta

pregunta,
manipulaciones algebraicas a papel y lapiz.

La ultima pregunta dentro de la parte | B consistio en

lo que nos deja ver que tuvieron muchas dificultades para hacer

lo siguiente:

5. En la tabla de la Parte | A anterior, écuales, de esas expresiones, son equivalentes entre ellas?
(Comparalas tanto como puedas.) Por favor, justifica tu respuesta. En esta equivalencia de
expresiones, ¢ hay algunas restricciones en cuanto a los valores que pueda tomar x? Por favor,

explica.
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Imagen 2.4: Resultados de Liliana, Andrea, Guadalupe y Karla

Para esta pregunta podemos ver que los resultados fueron correctos de todas las
alumnas, practicamente todas coinciden mencionando que la expresion 1y 4 son
equivalentes, asi como la 2y 3.

Todas las alumnas tienen claro el concepto de expresiones equivalentes, de igual
manera mencionan que la expresion 4 esté restringida para el valor de -2.

Una vez terminada esta actividad se paso a la primera discusion que abarca las
partes | Ay B.

Dentro de esta discusion fue un poco rapida la profesora, destaco las siguientes
preguntas:

éCudles son las expresiones equivalentes en la tabla precedente? ¢Y existen restricciones para las
expresiones?

De acuerdo a las videograbaciones se pudieron rescatar los siguientes dialogos
teniendo la participacion de Guadalupe y Andrea respectivamente.

Simbologia: GF. = Guadalupe Fraga Mateo; Profesora = Profa.

Nombre Discusion

Ustedes tienen la expresion 2 en sus hojas, ahora si ponemos ENTER,
Profa. FACTOR Y EXPAND, ;Creen que esos tres resultados son
equivalentes a la expresion original?
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GF. Pues si... Porque en las 4 vamos a obtener el mismo resultado

Ya me dijeron que la expresion 1 y 4 son equivalentes, asi como la 2y
Profa. 3, entonces, ;Esas expresiones son equivalentes para todos los valores?
(ver Imagen 2.4).

No, para las expresiones 1 y 4 en el valor de -2 no son equivalentes.

GF.

Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)
Simbologia: AM. = Andrea Méndez; Profesora = Profa.

Nombre Discusion

(Que nos pueden decir de esta parte? ;Cuales expresiones son
Profa. Equivalentes?

AM. Pues que si le damos valores diferentesalalyladyla2y 3 siempre
nos van a dar el mismo resultado.




Profa.

(Quiere decir que esas expresiones son equivalentes entre si?

AM.

Si esas expresiones van hacer equivalentes. (Ver Imagen 2.4)

Se puede observar que en los diadlogos, que tanto Guadalupe como Andrea
reafirman frente a las cAmaras lo que plasmaron en las hojas de trabajo. Después
de esto todo el grupo quedo de acuerdo en cuales eran las expresiones equivalentes
y Sus restricciones.

Continuando con esta actividad dentro de la parte II, se les dio una tabla con 4

expresiones equivalentes y se les pidio las siguientes actividades:

He aqui una lista de cuatro expresiones equivalentes, sujetas a ciertas restricciones.

Tabla 1

Expresion dada

72x -1 (x +3)(3x-9)
' (7x +21)

1

5 (Bx—=3)(x*-7x+12)
' (x—4)




3. 6x*—21x+9

4. 3@2x-H(x*-9)
(x+ 3)

Para esta primera actividad se mostraran los resultados de Karla, Mayte y
Guadalupe respectivamente:

(A) Determina todos los valores en comun que puede tomar x de estas expresiones. Muestra y
explica como determinaste este conjunto de valores.

1\ *j(_f.))_(-l\( \J»_,}IL.‘_J};__-f'l] (_7‘1 -2) 9\

f.-.-'l X 4 '}\\) -1. - (i:.%l:::'.’_-—_r'(- '
3\ ( éx 5) (X% 7x 4 )2 bk s @l \

XTI TR et ¢ ca Ui

\)) (‘ )\_..’ L. Jl 5 {1 -
£ \
1) 3(2x U - (-3(x)=-d+3

["/' \‘)\ ':'F (‘i\“-"‘\. v N A

\or Ndvmere 1. x valov Q-3
en (a ndmere 2 - X valor oy 4
en B Rtmer 65 N0 hene veatvwe ewones
en landmevod- x valel =5
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=2V 32120

SHE'e! eccacion R C\'KOQG“OO moo Y 1 C.i'n’br@;)
eo snNAe Finida.

(x=9=0

X =44

€n \a A JrorﬂlDfOr? CJ@C‘-QG’QQW)OC\..

X¥AB 20
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tx) QO ('3)
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Imagen 2.5: Resultados de Karla, Mayte y Guadalupe

Observamos aqui que las tres alumnas estan en lo correcto, ninguna sintetiza el
rango de valores, pero todas supieron como encontrar los valores para los cuales
ciertas expresiones tienen restriccion. Cada una a su forma escribio el
procedimiento pero las tres se resumen a sustituir el valor de “x” donde la expresién
se hace indefinida. De igual manera Liliana y Andrea contestaron de manera similar
a las ya mostradas.

(B) Usando, una vezy sélo una vez, cada uno de los cuatro métodos para determinar la
equivalencia, muestra que todas las cuatro expresiones de la Tabla 1 son equivalentes. En
la Tabla 2, establece qué es lo que introduces en la CAS y qué es lo que obtienes.
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Métodode | Oué iutrodnces en Ia CAS Resultado mostrado por. Ia |
Cag: T L et SRS Rs
‘\i/ccrl';hcacum }AK_LL«AUEA«*RjH?’ xX-Q \ :(;12- Q\)‘“\C’ e ‘
igualdad (Ixx2\) ‘v € |

|
(C\ \e (i’_‘&’ll_(fx_"_!__x_‘\-\,_)_l W - 2Vl Qe X1
el R a3« )
8 A 3 ) (@) s : e
EXPAND (/(:‘,)(J 2\ e X ] \‘ G XQ—_LI\K)(‘\LK
ENTER N Do '
32x-11(x*>q) 3 = (x-3\e(2=x-1)
(x&3)




Método de Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la
CAS . CAS
penficacion (¢ x-3)(x7x12)= 3 (2x-D(£=9) 3(x-3)@xD=3(x13) (22D
igualdad X-A4 (xt3)
FACTOR 3(x— =
Facﬁ(?(lx—l)(x t3)( 3x-‘1)) -3 )
Fx 2\
EXPAND
pro,d(é/(z_zu_tq) CX"-—ZlXTq
ENTER _ <
3 A7) o
ez - - s 3(x3)(2x-1)
(% 3)
Método de Qué introduces en ‘l; hCuf;S Resultado mostrado por la
CAS CAS
Verificacié
de la ; 'l(’lx-\)(w—i’b)(?bx—cﬂ; ( W )
e (7x+2)) :
G -2\ X +9 Trve
FACTOR
L : 24 2)
mdu(@ ol s £ ): > (x-m)2x-\)
(x-4)
EXPAND =
expond (P nlax-Y) (XL'C\\)" Lxx+ 4
A |G Xt 3
ENTER
6x -Mria GX2—21x+9
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‘Método de Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la
CAS CAS
Verificacion >
e | T OED G- 303t Qathgoyo g
igualdad (7& tel) S
'true
FACTOR Cut At
X=X Y 3(x-3)(Rx-1D
T 3Cax-\)CxE- ) Cx>2ix}¥q
Xt )
ENTER (C_ax'%)t)‘z:—?_x+1'2) Z(x-3(x-1)
Cx-4)
Método de Qué introduces en —l;'C—A-S Resultado mostrado por la
CAS S0
- Verificacion
| dela ;
igualdad T e-)(x+2) (3%-9) %(x-3) (2x-)
FACTOR (Q,x—B)(x-?H'Z)
- '}(X-3)(2>4)
| (x-4)
' EXPAND
it v @ Gxx=21%+9
ENTER
3(2x ~l)(x; ) 3(%3)(2)‘4)

Imagen 2.5: Resultados de Mayte, Guadalupe, Karla, Liliana y Andrea
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Para esta parte se mostraron todos los resultados de las 5 alumnas, en cada uno
sabemos lo siguiente:

Analizando el procedimiento de Mayte, solo puede llegar a que las expresiones 1, 3
son equivalentes asi como la 2 y 4, pero no podra mencionar las demas
combinaciones de expresiones equivalentes.

Para Guadalupe, con el procedimiento que realizd, solo puede llegar a la conclusion
de que las expresiones 2 y 4, 1y 2, 1 y 4 son equivalentes, pero las deméas
expresiones no las puede comprobar.

En la manera de resolver de Karla, el procedimiento que realizd, solo puede llegar a
gue las expresiones 1, 3 y 4 son equivalentes, pero no puede mencionar que también
la expresién 2 es equivalente a las demas. Asi que no contesto bien la tabla.

En la forma de Liliana, el procedimiento que realizé solo puede llegar a la conclusién
de que las expresiones 2y 3, 3y 4, 2y 4 son equivalentes, pero las demas expresiones
no las puede comprobar.

Y finalmente se puede mencionar lo siguiente para Andrea, el procedimiento que
realizd, se puede concluir solo que la exp2 y exp4 son equivalentes. Ademas que no
utilizo la verificacion de igualdad, tal vez no entendié como usarlo.

Podemos concluir gue ninguna alumna mostro que las 4 expresiones son equivalentes
entre si, cada una con sus respectivos resultados, comprobd que algunas expresiones
son equivalentes.

La dltima parte de esta actividad niamero dos consistié en lo siguiente:

(C) Usando sdlo los resultados de la Tabla 2, prueba las seis afirmaciones de equivalencia
mostradas en la Tabla 3.

A continuacion se mostraran los resultados obtenidos por Mayte y Guadalupe,
mencionando que para comprobar esta tabla, las alumnas tenian que tomar en cuenta
sus resultados anteriores. Por lo tanto, no podran hacer la comprobacion de todas estas
expresiones, sin embargo, estas dos estudiantes tienen correcta la tabla.

Tabla 3 (el simbolo “=" denota equivalencia)

I‘ ST ST i - = - 23 D= |

Afirmacion de . Prueba de la equivalencia
lequ_iﬁ'@l_c_ncjm S L o e L de bty w45 OO M 1 B e o]
Expl = Exp2 oe \Gy EXpYLone N AED Sa\adb A \aa 2=73 |
Pov olonic \a 1= a2, !

Expl=Exp3  [00n €QUWNONEMTES pot \O uer FiCaCon 1
Qe \Q \(-\L X \L\C\K\ ,




Expl = Exp4 oy Que 1o L €5 \guUy QG A Y A cfeS
\goal ata 2 peMe taNic 1 es goal
ala

R e A0¢€ Tad €2 '@l olaz Y1 €5 \gyatiap

5> eov \o \anto o K \geqx alars.

Expl = Expl W Z 65 aoal ola 4 poy el cioy
q €\ EnMFer .

_L-f.)lcp3EEXP4 | Po L'%(_;C \eA LD \SOC\\ a A\ 3 Y (Ve Q{,-:Ilq
A por \o toniola® es\goa ala <

Tabla 3 (el simbolo “=" denota equivalencia)

Afirmacién de Prueba de la equivalencia
equivalencia :
Expl = Exp2 “on \900\ Rescrade dela = B[ x-3)(7Z « -1)

Regotado dela 2= 3(x-3)(2x4

Exp 1 = Exp3 e | \(3kﬂ\ Re=ctado 1- 3(¥ ‘53(2 1 Q)\' &(I‘bYl -
Resoltado 3= 6x%-21x 44 Zacion,
_ dtla 3

Expl = Exp4 Pon yoales Tactor HZx-N(* +3) (3t

A2x-)(¥2-1) Gl —paxave)

“)(*t-9
Gf‘\er ?xi'ﬁ)

Exp2 = Exp3 Zon \gual Resctado 2= A x-3)N2x-1)

-

Resolado 3 = 6x2-21 tq Por tadonzuo
se llega al mismQ R.

Exp2 = Exp4 Son gl Lesoltadd 2= 2 x-3)zx-1)
R. 4 = B(x-3)(2x-1)
Exp3 = Exp4 2o \qoa) R.3 = pl-2(x4q Por ladforeaqaon

Q. 4- 3(x-YzxA) se lega cd mismco
R £

Imagen 2.5: Resultados de Mayte y Guadalupe

Observando las respuestas de Mayte y Guadalupe podemos mencionar lo siguiente:

La alumna Mayte solo pudo decir que la expresion 1y 3,y 2y 4 son equivalents. Para
probar las demas expresiones, uso la transitividad, este uso esta correcto, es decir,
todo el procedimiento, cada uno de las expresiones las demostrd, pero partié de una
expresion que no estaba demostrada y la dio por hecho.
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Y Guadalupe Solo tiene 3 incisos correctos, respecto a su trabajo de la tabla anterior.
Las restantes también las contesto, pero utilizo un argumento que no definio antes.

Lo cual nos sefiala que hubo un cambio de técnicas de una tabla a otra para bien. Las
demas alumnas, como la logica lo indicaba, solo pudieron contestar los incisos que
tenian correctos en la tabla 2.

Después de esto se paso a la ultima discusion de las partes Il A, By C, en donde la
profesora aclaro las dudas de los estudiantes demostrando solo el uso de la propiedad
transitiva del simbolo “ = “ para mostrar las afirmaciones de equivalencia dadas en la

tabla 3.



Actividad 3: Transicion de Expresiones a Ecuaciones

Recordando la primera actividad, en torno a la equivalencia de expresiones,
anulamos aquellas expresiones encontradas que no eran equivalentes. Con esas
expresiones no equivalentes, cuando las introduciamos en la CAS, las ecuaciones
formadas con tales expresiones, la CAS no mostraba “true”.

Esto fue asi, porque hay solo algunos (o ninguno) valores de X, los cuales al
sustituirlos en ambos lados de la ecuacion produce resultados iguales.

El objetivo de esta actividad consiste en usar la CAS para encontrar los valores de
X que producen resultados iguales.

Para la primera parte de esta actividad, se mostrara el resultado de Andrea, el cual
consistio en lo siguiente:

Resuelve la ecuacion x* = x usando el comando SOLVE de CAS.

3. ¢éQué muestra la CAS como resultado?

’ K=Qov x=1 - Giesl 05 Xy 90

Imagen 3: Resultado de Andrea

En esta primera pregunta para la que se utilizé el comando SOLVE, para encontrar
los valores de x en donde las dos expresiones son equivalentes, las 5 alumnas
supieron utilizar el comando encontrando los respectivos valores.

Para la pregunta nimero dos se mostraran las respuestas de Andrea y Karla

4. ¢Puedes anticipar lo que mostraria la calculadora cuando sustituyas cada uno de estos
valores de x en la ecuacién?

| | ‘
’Pu,ab\unw\_\__ s de el mistho  resoltaco. ]

Imagen 3.1: Resultado de Andrea y Karla



Para esta pregunta niumero dos encontramos dos casos, uno que fue el caso de

Andrea quien supone que la CAS mostrara “FALSE” y por otro lado, donde tiene la
idea de que dara el mismo resultado.

Hubo casos mas especificos donde pusieron “True” que es a lo que se queria llegar
en esta pregunta.

La parte I, en la que se utilizo la CAS, se les dieron tres expresiones y la parte A
consistio en lo siguiente:

He aqui tres expresiones:

1. x(x*-9),
2. (x+3)(x*>-3x)-3x-3
3. (x*-3x)(x+3)

(A) Usa tu calculadora para determinar cudles de estas expresiones son equivalentes. Completa la
tabla de abajo con la informacién apropiada.

La parte A, consistid en pedirles llenar una tabla, de lo cual mostraremos los
resultados de las 5 alumnas Guadalupe, Karla, Mayte, Liliana y Andrea
respectivamente:

.o ~ < ~ ~ S | o vy
N Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS Mi interpretacion de lo que
muestra la CAS

o 2.\ 3. Poco gee  la eccacion
)(-(X'L—Q)':(X\‘S)(K-ix -35Y X()( -Q)»XS-)Z NaS Iy 2 no QO G‘(,(/.’hﬁ’c"lrkf‘c‘
o @ © beeno o Oolo ecug
algence wlored

@(.x 13)(){1—3()*3)("3 = n o C equi Va\an ‘o
U‘-S’/%(M 3) oolo PG > Gl
X(x% q):(x?'—jx)(’”?) oe €o @qiwlente
® ® | \ao @ccacion.

P S 5N LTS S R TR S 15y TSR e
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Que mtroduces en la CAD

Que muestra la CAS

Mi interpretacion de lo que
muestra la CAS

1y >

Expond (x{x>q )=
(X% 3 xHx43))

Factor ((¥*3-X)-
(X43)=(x+3)>

2y3

by 2 T_x;:(md(x.(ﬂ-m\l
Cx+d) - (xL2x)

- 3-x=-3)

Cx®e Dol ) =Bek3)

Mloestia TRUE

X (k-3)-(x43) =
DAL \'l-)§~5

X 2=Q -y = )&
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nes gl
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s eguivalentes vy
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Qué introduces en la CAS l

Qué muestra la CAS
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muestra Ja CAS

|
|
|

X +(xE o pat-3x sl

¥ o x2-q) = sl x‘.m.i
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Qué introduces en la CAS

Yvoe

oS
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Qoe \CO
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“on equU walen
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\1
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Qué introduces en la CAS Qué muestrala CAS |  Mi interpretacion de lo que

!t muestra la CAS

| X( %% q); (Ya{)y) v oe S igniFLa gk \Q
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| Co-
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| |

I |

Imagen 3.1: Resultado de Guadalupe, Karla, Mayte, Liliana y Andrea

De acuerdo a lo que observamos en las imagenes, afirmamos lo siguiente de cada
una de las respuestas:

Guadalupe encontr6 cual expresion es equivalente, pero, también se puede
observar que su resultado llegd a dos expresiones no equivalentes y menciond que
esas expresiones son equivalentes solo para -1.

Por otra parte, el trabajo Karla esta un poco raro, ya que combiné los dos comandos
a la vez, como se observa en la tabla, la calculadora tomé las igualdades. Con el
trabajo que realizd pudo concluir cuales expresiones son equivalentes y cuales no
lo son.

También observamos que Mayte, Liliana y Andrea, determinan cuales expresiones
son equivalentes, pero, no utilizan las demas expresiones y no concluyen nada
sobre éstas.

En general, podemos concluir que el trabajo de las 5 es correcto.
Para la parte B se les pregunto lo siguiente:

(B) éCuales, de las expresiones anteriores, son equivalentes? ¢ Cuales no son equivalentes? Por
favor, explica.

A continuacion se muestra la respuesta de Karla:
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Imagen 3.2: Resultado de Karla

De acuerdo al resultado de la tabla anterior pudo contestar correctamente, en
general todas las alumnas contestaron de manera similar, solamente podemos
mencionar que tanto Guadalupe como Mayte mencionaron que las expresiones 2 y
3 son equivalentes solo para el valor de -1.

En la parte C de esta actividad se les pido lo siguiente:

(C) Construye una ecuacidn, usando un par de las expresiones dadas que no son equivalentes
(observa Parte Il B, anterior). Usa tu calculadora para determinar esos valores de x, si hay algunos
para los que ambas expresiones, escritas como ecuacion, son iguales.

A continuacién se muestra un ejemplo de lo realizado, donde sélo Guadalupe y
Mayte pudieron construir la ecuacién que se les pedia.

‘ Qué introduces en la CAS ‘ Qué muestra la CAS

\

go\bc((xs'ﬁ\°(*2‘5‘/)'5‘“" 3NA-5- %)) A =-1
| (X 13},-’(

Imagen 3.3: Resultado de Mayte

Karla, Andrea y Liliana no pudieron construir la ecuacién, tal vez Unicamente no
comprendieron la pregunta, ya que su trabajo anterior esta bien realizado.

(D) éComo usarias la CAS para verificar que los valores encontrados para x (en la Pregunta C,
anterior) son soluciones de tu ecuacidon? Completa la tabla de abajo con la informacion
apropiada.

' VQ'.JC ix’;\rn@ugir{;;; en lu(’\\ , 1 El resultado que mostraria la CAS |
{ 2 . e 2 - 2 | e
(XE31A%32) =3 x-3 =30 J B | Yype =Verdoder
Mz -1
\ 1

Imagen 3.4: Resultado de Mayte

Nuevamente Guadalupe y Mayte contestaron de manera correcta, Karla, Andrea y
Liliana no pudieron contestar, ya que iba relacionada con la pregunta anterior.



(E) Construye una ecuacién, usando otro par de expresiones dadas que no son equivalentes
(observa la Pregunta B. anterior). Sin usar la CAS y sin usar algebra en papel y lapiz,

encuentra la solucién de esta ecuacidn. Por favor, explica.
Para esta pregunta ninguna alumna pudo construir la ecuacion que se les pedia.

Mostraremos las respuestas de Guadalupe y de Liliana:

Todoe \oo demae @ccaCioncs SON QU e,

E
/G.L:' Nl =, pc TSSO @GN
b X =) (X t 3,)(/(~3\/)_3>\_3 N0 oo Q’QD“VCI\OVr‘fO
O0lo & oe &n teruyl,
T T '"?T\Q&JCETQG'\G'F&(‘Q

arcy

(\1@ ‘X f."-('ﬁcb O o

Codc:qa.

C")‘\r._\ \‘-\(\\ \'()\:.\. k’lu(:_ na ©5 (‘.'QLH\'(\\C\\\‘Q

Imagen 3.5: Resultado de Guadalupe y Liliana

En el trabajo de Guadalupe menciond: “no existen ya expresiones equivalentes” y
utilizé nuevamente el par de expresiones que tomo para el inciso C. Por otra parte
Liliana menciona que esta mal la pregunta, tal vez no ha comprendido del todo como

formar una ecuacion.

(F) Construye una ecuacién, usando un par de las expresiones dadas que son equivalentes
(observa la Parte Il B anterior). Sin usar la CAS ni algebra en papel y lapiz, encuentra la
solucién (es) de esta ecuacién. Por favor, explica.

Para esta pregunta, Unicamente la alumna Mayte pudo responder correctamente,
mencionando lo siguiente:
1

(
¥\

€0 Quieve decay  Que @  Lalqorey
NONoy \O Utiw NaCEy
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Imagen 3.6: Resultado de Mayte

De acuerdo a lo que concluimos dentro de estos incisos, solamente una alumna
pudo contestar la mayoria correctamente, establecer ecuaciones con expresiones
equivalentes y no equivalentes, fue algo complicado para las demas.

Después de esta pregunta, se realizd la primera discusion la cual involucré las
partes | y Il, dentro de ésta se pudieron rescatar los siguientes diadlogos, donde se
puede observar las preguntas de la profesoray las respuestas de Mayte y Karla en
este caso.

Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)

Simbologia: DM. = Dulce Mayte; Profesora = Profa.

Del trabajo que realizaron habia tres expresiones ;Cudles expresiones son
Equivalentes?
Profa.
1. x(x*-9)
2. (x+3)(x*-3x)-3x-3
3. (x*-3x)(x+3)
DM. La expresion 1y 3. (Ver Imagen 3.1)
Profa. ¢Solamente esas expresiones son equivalentes?
DM. Si solamente esas expresiones son equivalentes. (Ver Imagen 3.1)
Profa. Para la pregunta F les menciona que comparen dos expresiones equivalentes
¢Cudles tomaron? ¢Y qué fue lo que hicieron?
DM. Tomamos la expresién 1y 3, solamente les pusimos el signo “=" y nos dio que era
verdadero y por lo tanto son equivalentes.




Profa.

Ya sabemos entonces que esas expresiones son equivalentes, ¢Tendrdn alguna
restriccion estas expresiones?

No tienen restriccidn, porque no estdn dividiendo las expresiones, para todos los

DM. valores van hacer equivalentes. (Ver Imagen 3.6)
Simbologia: KG. = Karla Guadalupe; Profesora = Profa.
Nombre Discusién
Del trabajo que realizaron habia tres expresiones ;Cudles expresiones son
Equivalentes?
Profa.
1. x(x*-9)
2. (x+3)(x*-3x)-3x-3
3. (x*-3x)(x+3)
KG. La expresidon 1y 3. (Ver Imagen 3.1)
Profa. éSolamente esas expresiones son equivalentes?
KG.

Si solamente esas expresiones son equivalentes. (Ver Imagen 3.1)




Después de esta discusion, la profesora despejo algunas dudas que se mostraron
de los estudiantes, quedando asi, un poco mas claro el como formar ecuaciones y
ver cuando son equivalentes y cuando no lo son.

Dentro de la parte lll, se formuld una serie de preguntas las cuales se contestaron
a papel y lapiz. Se muestran a continuacion las respuestas de varias alumnas.

Parte Il (papel y lapiz): Construccién de ecuaciones e identidades

(A) 1. Construye una ecuacion formada por dos expresiones equivalentes de tu propia eleccion.

(x'ﬂJ\ J(‘M.’)\f x?‘q

Imagen 3.6: Resultado de Mayte y Andrea

En esta pregunta, Liliana fue la Gnica que no pudo construir la ecuacién que se les
pidié. Como vemos las respuestas de Mayte y Andrea son correctas, similares a las
qgue dieron Guadalupe y Karla.

2. Explica tus razones de porqué elegiste esas dos expresiones en particular

Coy Que BERCAMOD VOY\ODS PO QL \UEY
Coies YO €QONANeVIXED

\ L\\_ll\& FURYON \as © OGO L}‘U‘f JemMB oCuinel

Imagen 3.7: Resultado de Mayte y Andrea

En general las respuestas a esta pregunta fueron similares a las de Mayte y Andrea,
si observamos, la primera respuesta menciona que buscaron varias expresiones
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hasta llegar a un par, llegando a esto haciendo pasos algebraicos, pero no los
muestran. Por otra parte Andrea no menciona ninguna razon algebraica.

3. ¢éQué puedes decir en torno a las soluciones de esta ecuacion?

~ Brr na s A s

G on COONQUIEY ValoY &€ K Dempe

Wt Q8 QA e\ M MO

L 5 A el i RSt s e - e T

(\(\ \._'[I\\\ I\]{_\J '..I-'.'r'l'.'.(}.",'_

Imagen 3.8: Resultado de Mayte y Andrea

Nuevamente podemos observar que la respuesta de Mayte es correcta,
respondiendo de forma clara, por otro lado Andrea no menciona nada que responda
la pregunta en cuestion.

4. ¢Como usarias la CAS para apoyar tu respuesta a la Pregunta A3 anterior?

kﬁ-b\'ti*?)]" X o \': x=-1

Pued oo la introdocey v Compave vego t¥Adc

Imagen 3.9: Resultado de Mayte y Andrea

Podemos ver que para esta pregunta las respuestas son muy similares ya que las
dos mencionan en introducir valores para comprobar lo dicho en la pregunta 3, de
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hecho ninguna alumna pudo mencionar que se utiliza el comando SOLVE con que
se ha estado trabajando.

Notamos en esta parte A, que hubo una mejoria respecto al trabajo anterior, en
cuanto a la construccion de ecuaciones, pero, aun existen dudas de como encontrar
las soluciones de dichas ecuaciones.

La parte B de esta actividad consistio nuevamente en 4 preguntas, las cuales se
muestran a continuacion:

(B) 1. Construye una ecuacidn formada por dos expresiones no equivalentes de tu propia eleccion

C(xri2x = X2 6x 2 (x=6)18x=5])

QRICR

Imagen 3.9: Resultado de Guadalupe, Karla y Andrea

Mostramos los resultados de Guadalupe, Karla y Andrea como podemos observar
las tres alumnas pudieron construir la ecuacién requerida. Solamente Liliana no
pudo contestar de manera correcta esta actividad.

2. Explica tus razones de porqué elegiste esas dos expresiones en particular.

FoaOn \OO Q68 ':-‘\'“'\'i""\ : ‘
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Imagen 3.10: Resultado de Guadalupe, Karla y Andrea

Para esta pregunta, todas las alumnas dieron razones muy superficiales, ninguna
dio alguna razon algebraica.

3. ¢Qué puedes decir en torno a las soluciones de esta ecuacién?

[Co\a l\C miomgp <€ \o e cambion ‘\<]‘ nco Foimad i
\oNAe - i = ~ \

¢ X enccontrao ® loech al F”"’("' O

Qoe \oe NAeMOe. reaol Qe B 2 2N S S

comd CCoacion@e de 290 ¢ ‘fod$ .
4. ;Coémo usarias la CAS para apoyar tu respuesta a la Pregunta B3 anterior?

RO Aan el MSMo \--:'\..J\.:\-\q-.(_\_.\(;\

Que odon ¢ ST W( \\'t‘r‘\‘\@\_,

Imagen 3.11: Resultado de Guadalupe, Karla y Andrea

De igual manera, para esta pregunta sus respuestas fueron muy superficiales, ya
gue de nuevo ninguna pudo demostrar que solo existen algunos valores o
soluciones o ninguna solucién.

4. ¢Como usarias la CAS para apoyar tu respuesta a la Pregunta B3 anterior?
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Imagen 3.12: Resultado de Guadalupe, Karla y Andrea

Como podemos observar, ninguna podria contestar esta pregunta de acuerdo a lo
que respondié en la pregunta nimero 3, sin embargo, Guadalupe menciona que
puedes encontrar las soluciones de esta ecuacion como en el procedimiento que
esta en sus hojas lo cual es correcto. Tanto la respuesta de Karla y Andrea nos
muestra la manera de como saber que las expresiones no son equivalentes, pero
no, de cémo encontrar las soluciones.

En general como en las 4 preguntas anteriores, podemos observar que hubo una
gran mejoria en cuanto a saber como formar una ecuacién equivalente y no
equivalente. Pero aun existe la confusién de cobmo encontrar o0 mostrar los valores
de esas ecuaciones usando el comando SOLVE, o en su caso, poder especificar
gué significado tiene la palabra TRUE o FALSE.

Una vez terminada esta actividad se paso a la segunda discusion de la parte lIl Ay
B, dentro de la cual se extrajeron los siguientes dialogos de las videograbaciones.

Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)
Simbologia: GF. = Guadalupe Fraga Mateo; Profesora = Profa.
Nombre Discusién

Profa. ¢Qué par de expresiones tomaron para formar la ecuacion?




GF. Nosotros pusimos la siguiente ecuacién x(x? — 8) + 3x = x3 — 5x.

Profa. Esas son las equivalentes, entonces, { COmo demostrarias que son equivalentes? usando las CAS

GF. Con FACTOR y EXPAND podemos ver que son equivalentes.

Profa. Ok, y écudles expresiones tomaste como no equivalentes?

GF. Nosotros pusimos la siguiente ecuacién x2(x + 4) + 2x = x3 — 6x.
(Ver Imagen 3.9)

Profa. Esas son las no equivalentes, entonces, ¢ COmo demostrarias que no son equivalentes? usando
las CAS

GF. Poniéndolo en la CAS igual que como lo escribimos, nos da la misma expresion pero con

algunos factores cambiados, por eso no son equivalentes para todos los valores.

Simbologia: KG. = Karla Guadalupe; Profesora = Profa.




Profa. Ok, y écudles expresiones tomaste como no equivalentes?

Nosotros pusimos la siguiente ecuacidn
KG. (x+2)(x+1)(x—5((x+8)—3x—3.

(Ver Imagen 3.9)

Esas son las no equivalentes, entonces, ¢ Cmo demostrarias que no son

equivalentes? usando las CAS
Profa.

Lo pongo en la CAS y no da el mismo resultado.

KG.

Podemos darnos cuenta, de que tanto Guadalupe como Karla, saben como formar
una ecuacion no equivalente y explicar por qué esas expresiones no son
equivalente.

Reafirmamos entonces, que en la parte A y B de esta actividad, las ideas de
expresiones de equivalencia y no equivalente les quedan claras a las 5 alumnas.
En lo que aun hubo problema fue en cémo utilizar el comando SOLVE para
encontrar las soluciones de las ecuaciones que formaban.

Una vez terminada la discusion, la profesora explicd a todos los alumnos como se
utiliza el comando SOLVE y para que nos sirve, ademas de agregar la terminologia
de identidad, mencionandoles que una ecuacion formada por dos expresiones
equivalentes, comunmente se le conoce como identidad (ésto es los dos lados, tanto
izquierdo como derecho son idénticamente iguales).

Para la parte IV y Ultima de esta actividad constd de dos preguntas, en la primera
se les pidi6 que llenaran una tabla de acuerdo a la siguiente informacion:




1. Resuelve las siguientes ecuaciones, usando el comando SOLVE de la CAS.

Se mostrara los resultados de Liliana

Ecuacion dada

Qué muestra la CAS

1. (2-x)7 = x(2x—4) )

)\:‘ZC:.’ )g:z.

2. (x-5)(3x+7) — 5 = 3x"-8x—40

‘rye
E ‘2—— _— — ™ —_A____ ’ -
3. 3x“—x—1 = 2x+5 )(:_L OcX:° L
—6x +
4 —3x+7= S o\ sC

Imagen 3.13: Resultado de Liliana

Para esta parte practicamente todas las alumnas supieron cémo utilizar el comando
SOLVE, para encontrar las soluciones de las ecuaciones como lo muestra la tabla.

2. ¢éCoémo interpretas cada expresion mostrada en la pantalla de la CAS, al responder la

Pregunta 1 anterior?

En esta pregunta se mostraran los resultados de Liliana, Guadalupe y Karla
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Imagen 3.14: Resultado de Liliana, Guadalupe y Karla

No perdemos de vista que para el cierre de esta actividad tanto Liliana como
Guadalupe, expresan de manera correcta que es lo que significa cada resultado que
muestra la CAS. Por otra parte, a Karla le falto dar el verdadero significado de las
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expresiones, practicamente fue la Unica que no definié bien el significado, ya que
tanto Andrea y Mayte dieron respuestas similares a Liliana y Guadalupe.

Después de esta actividad se paso a la ultima discusion, dentro de la cual se
muestran los diadlogos obtenidos de las videograbaciones.

Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)

Simbologia: GF. = Guadalupe Fraga Mateo; Profesora = Profa.

Nombre Discusion

Profa. ¢Cuales fueron los resultados obtenidos en las ecuaciones dadas?

GF. Para la primera nos salio x = —2 o0 x = 2, para la segunda TRUE, para la tercera
x = —1o0ox =2,yenlaultimanos salié FALSE

(Ver Imagen 3.13)

Profa. ¢Coémo interpretan los resultados obtenidos de la ecuacién dada?

GF. Para la primera ecuacion quiere decir que solo para esos dos valores es equivalente, para el
segundo resultado que la ecuacidn es equivalente para todos los valores, para la siguiente que
también solo es equivalente en esos dos valores, y la Ultima que no es equivalente para ningun

valor. (Ver Imagen 3.14)




La participacion de Guadalupe demuestra la comprension del tema, tanto la parte
de encontrar soluciones como en dar respuesta al significado de dichas soluciones.
Lo que nos sefala que tuvo una mejora muy grande respecto a la actividad anterior
de esta parte IV.

De hecho todas las alumnas mostraron una mejoria notable en esta parte final de la
prueba, ya que percibimos que la mayoria muestra respuestas similares,
exclusivamente Karla fue la que tuvo un error en la parte de interpretar las
soluciones.



Actividad 4: Sistemas de ecuaciones

El propdsito de esta actividad es desarrollar en los estudiantes la comprension de
los métodos algebraicos de sustitucion e igualacion, utilizados para resolver
sistemas de ecuaciones.

En el proceso de esta actividad se exhibieron 5 discusiones, la actividad 4 fue la
mas larga e incluso enervada para los estudiantes. La parte A consistié en 3
preguntas, las cuales abordamos a continuacién junto con los resultados de algunas
alumnas.

(A) Ecuaciones de primer grado con una incdgnita

1. Latabla siguiente contiene una ecuacién y algunos valores numéricos:

Sin resolver esta ecuacion, determina si los valores de la columna de la izquierda son soluciones de
la ecuacidn (usando la CAS). Pero antes de usar la CAS, describe, en el rectangulo de abajo, cdémo
propones usar la CAS para determinar esto, y di qué informacién te dara la calculadora.

Mostramos a continuacién las respuestas de Andrea y Mayte

ﬁ\ poner I(]@C(/Ci(:lch 2 lg@ Cadd cambion (x) PC'
log valcves G NOS A vzquierdQ ¢ clespoey
rmMolbiehcor  toco

Poniends en La Calculodors (G5 etoatone
(‘ (; Y\. (_’-’I ({ :(\'T,\( 1.{_\! '_,\ {’_\ |. { .t! ( rl“_ ¥

Imagen 4: Resultado de Andrea y Mayte

Existieron dos vertientes dentro de esta pregunta, la primera como es el caso de
Andrea la cual menciona que puede sustituir los valores directamente. Y por otro
lado Mayte quien menciona que utilizaria el comando “tal que”.

Las respuestas de las demas alumnas fueron similares a estas dos, cualquiera de
estas vertientes es correcta.
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Para la pregunta nimero 2 se les solicitd llenar una tabla en la cual se les muestra
una expresion y algunos valores de x.

2. Ahora el trabajo con la calculadora (pero no resuelvas, por favor). Completa la tabla de
abajo con la informacion apropiada.
12X +15 = 4(x —2) + 7

Valores de x | Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la
CAS

x=-2 \2(_2\;.\:): Q(-1'2\4 3 TQ\)E)

1= \2(2)418 = 4C2-2) v [FALce

1208) 10~ 4G5+ |FAacce

Valores de x | Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la
CAS
=29
e \L x5 4(y Q\H\Ki i troe
x=2 . e T
\Q % A \S, Mx-jz)w{xz Q€
=5 haxx\S5A(¢-2)41 |x=-5 false

Imagen 4.1: Resultado de Andrea y Mayte
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Observamos que los resultados de Andrea y Mayte coinciden con su primera
respuesta, Andrea quien se inclind en sustituir el valor de “x” en donde ésta
apareciera, y por otro lado Mayte quien decidi6 utilizar el comando “tal que” con el
gue puedes evaluar los valores de “X”. Pero podemos mencionar que para esta parte
las 5 alumnas estuvieron en lo correcto ya que las restantes siguieron un camino

similar al de los resultados mostrados.

3. Pregunta adicional: ;puedes encontrar otras soluciones de esta ecuacion? Por favor,
explica.

Para esta pregunta se mostraran los resultados de las 5 alumnas:

E\ vale, (\,@ ( 2&) St es <(tu-\\j<_l\(,\|f&-
SCcoacen

eara (o J]

v\ Oll\conde €L Comandd tagoc

e —— - ST RS —— e e et
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IY‘[(](‘“(_ ffﬂh( \(“ Q(‘\U @ O \& . vry(],(“

N i BEY VNS Ine N YOS & Lacnes A« < AT © O |
Soluvende. X =-7 R J

5 Vo) N€T  Ponendae VOS5 Ualores o 1as X

("

Imagen 4.1: Resultado de Andrea, Mayte, Guadalupe, Karla y Liliana

Al inicio de esta actividad, las 5 alumnas supieron como sustituir valores en la
ecuacién dada, pero cuando se les cuestiona por las soluciones, todas tuvieron
problemas, solamente Karla menciona que no existen mas soluciones, pero sin
explicar el porqué.
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La razon de incluir todas las respuestas en este segmento, es demostrar que hubo
mucha mejoria en sus técnicas dentro de esta actividad.

La parte B, ahora tiene que ver con ecuaciones de primer grado con dos incognitas.
La pregunta nimero uno consiste en lo siguiente:

(B) Ecuaciones de primer grado con dos incégnitas

1. Latabla siguiente contiene una nueva ecuacién y algunos valores numéricos:

Sin resolver esta ecuacién, pero de nuevo usando la CAS, determina si cada par de valores de la
columna de la izquierda es solucidn. Pero antes de usar la CAS, describe, en el rectdngulo de abajo,
como propones usar la CAS para determinar esto, y di qué informacion te dara la calculadora.

En las repuestas siguientes las cuales son de Andrea y Guadalupe respectivamente,
vemos que utilizaron técnicas parecidas al trabajo anterior.

kulocumdc log valoyey quwe e e da 9 ue’y
| ¥e dowy on redUlaiein

ﬂbﬁ@ffkb_k\ @((fﬁka)((Tﬂ(jFTU_éﬂw '@
ca\coladerq, ctivamndo el taloee |
oniende de W gy

Imagen 4.2: Resultado de Andrea y Guadalupe

Se observara que hubo un poco méas de dudas al trabajar con una ecuacion con dos
incégnitas. La pregunta nimero dos consiste en lo siguiente:

2. Ahora el trabajo con la calculadora (pero sin resolver, por favor). Completa la tabla de
abajo con la informacion apropiada.

§y—x=9

2
Nuevamente se les pidi6 a los estudiantes que llenaran una tabla, pero esta vez con
una ecuacion con dos incégnitas, las respuestas de Andrea, Guadalupe y Mayte
fueron los caminos que siguieron las 5 alumnas.



Valqres de la Qué introduces en la CAS Resultado mostrado
arejax y y por la CAS
x=3yy=12 2

S L )= FALLE |
x=-3yy=4 3 it

(- R

> (N-(3)= 4 =
x=-18 y y=-6 3

t4 : N

3 (-6) ~(-18) < o bOL.

Valores de la

Qué introduces en la CAS

Resultado mostrado

parejax y por la CAS

*=3yy=12 [ By-x=Nx=3 3y _3=9
Zy-x=qly=12 & ~x=c)

B=a3 Yy =4 e X==3 -5_2"*3“:(7
2-y-x =9q| y=" Lex="

x=-18 y y=-6

%y-x= ‘1|x::-—38

i!_ + =G
Z

=y =X=q)y==& - x—9=9q
Valores de la Qué introduces en la CAS Resultado mostrado
parejax y y por la CAS
x=3yy=12 '%Jj-x: QI\X:B

_§_¢-3: aly~12 ﬁa}b@

x=3yy=4 %\ahy:OI\it~’5 %13?73‘"\

2._‘)_1%:"(\3-—‘\ Jeae
x=<18 y y=<6 %»U—x—\O\\x:" 1=

Ao (s q\;j:— & i s

Imagen 4.3: Resultado de Andrea, Guadalupe y Mayte
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Para esta parte solamente Guadalupe se equivoco, ya que se queria utilizar el
comando “tal que” cuando debio utilizar el procedimiento que muestra Mayte.
Podemos observar que de nuevo todas, en general mostraron dominio sobre este
apartado.

Donde se volvio a presentar problema, fue en el analisis de las soluciones de esta
ecuacion como se muestra a continuacion.

3. Pregunta adicional: ;puedes encontrar otras soluciones de esta ecuacion? Por favor,
explica.

(«‘f Qe \(_')\.._) \ =1 R iY‘\(J\,K_: F’\L,(-J S O f‘ (—‘"(.'.\"“:J v \ WOJS O Oon ‘
negal WO Q. . ‘
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Imagen 4.4: Resultado de Andrea y Mayte

Vemos nuevamente que se presentaron problemas para poder definir qué
soluciones tiene la ecuacion. Andrea concluyé que todos los valores positivos daran
resultados y Mayte quien cree que si existen soluciones, pero no da la razén del
porque puede existir. Casos similares existieron en las respuestas de las demas
alumnas.

Ahora en el apartado C se trabajé con un sistema de ecuaciones de primer grado
con dos incAgnitas. La primera pregunta consistié en lo siguiente:

1. La tabla siguiente contiene un sistema de ecuaciones y algunas parejas ordenadas de
nameros.
Sin resolver este sistema de ecuaciones, determina si cada par de valores de la columna de la

izquierda es solucion (usando la CAS). Pero antes de usar la CAS, describe, en el rectangulo de
abajo, cdmo propones usar la CAS para determinar esto, y di qué informacion te dara la
calculadora.



Mostraremos las respuestas de Liliana y Guadalupe:

f)uo*‘.\-uyd-ndo \0S Wlores (ormo @a lus anfesiores
Y Pucde Aac Verdaderd afulse o Q\sdw A
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Imagen 4.5: Resultado de Liliana y Guadalupe

Para este procedimiento, no hubo cambios respecto al trabajo previo que mostraron
las alumnas. Podemos observar que siguieron la misma linea de desarrollo, por un
lado sustituir los valores directamente, y por el otro utilizar el comando “tal que”.
Esto lo podremos observar de manera mas clara en la siguiente tabla:

2. Ahora el trabajo con la calculadora (pero no resuelvas). Por favor, escribe, en la tabla de
abajo, qué introduces en la calculadora, asi como aquello que la calculadora muestra como

resultado.
2x=8-4y
17x-31ly =3
Valores de la Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por
pareja x y y la CAS
x=0yy=2 0= ?-Nyly=1 *rue
-3 Ay=3ly=2% Fo\se
*=ayy=3 R=RB-NY\v=% Talbt
6%’;’)1\/:‘5\\/:5 Fo\se
x=2yy=l W=R@-"y\ly=4\ Avv e
3 \\\_‘5&_\/ ::S\ v ?.&_ M\)e

83




Valores de la Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por
PRSI X ¥ i la CAS
x=0yy=2 [Zx=8-4yIx=0 O=-x-

2x=8Ayly =2 E)-x.:goﬂy

Vx-3\ y=3|x=0 ~3ly =3

lf'x")],‘y:}lx:l *'9.}("62:3
x=4yy=3 7‘"“-’—'8"4'}/“)\:" :?:8»‘({), LSOO

Zx=8~Ay ly=3 2 x=-4

3 x- 3"; =3 '1’:"[ 33|\ Y= 3

nie Ma=3lysa3ly=13 '?X-C’.:S:B‘_

x=2yy=l 2x=%Ay |x=2 4=8-4y

ZX:S“ﬂy\‘y'-‘\ 2x=9

= X-3) y=31x=2 39-3ly =3

3 x—-3\y .‘:j!,:L '.‘7‘)("3|=3

Imagen 4.6: Resultado de Liliana y Guadalupe

Como ya habiamos mencionado, las alumnas siguieron el mismo camino, Liliana
quien sustituyo el primer valor directamente y luego utiliz6 el comando “tal que”.
Guadalupe quien podemos observar siguid el mismo camino que en su tabla

anterior, no supo utilizar el comando “tal que”.

Acabando con esta parte, otra vez solo Guadalupe tuvo problemas para mostrar
cuales valores eran soluciones.

Para la Ultima pregunta de manera repetida ninguna estudiante pudo contestar de
manera correcta, se mostraran los resultados de Liliana, Karla y Guadalupe:

Pregunta adicional: ¢ puedes encontrar otras soluciones de este sistema de ecuaciones? Por

favor, explica.

’$ue de
Ocopemo S
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Imagen 4.7: Resultado de Liliana, Karla y Guadalupe

Como pudimos observar durante el trabajo con este tipo de ecuaciones, 4 de las 5
alumnas pudieron sustituir los valores dados en cada una de las ecuaciones
mostradas, pero, no estan relacionadas con el significado de estas, ya que en este
altimo sistema todas mencionan que puede haber mas soluciones.

Para la ultima pregunta de esta parte se les preguntd si existian dudas en los
procesos anteriores, a lo cual se respondié de la siguiente manera:

4. (Hay algunas preguntas o ideas que se te hayan ocurrido, mientras trabajabas con esos
tres tipos de ecuaciones?

88 ~o\0 prequnNtQD de acuerdo VS |
| € > \ey e .

Imagen 4.8: Resultado de Mayte y Karla

Observando las respuestas, Mayte comenta que si hubo dudas dentro de los
ejercicios pero no comenta cuales fueron. Por otro lado Karla menciona que
existieron dudas en como utilizar la CAS para cambiar los valores. Liliana, Andrea
y Guadalupe mencionaron que no tuvieron dudas.

Después de esta pregunta se pasé a la discusion dentro de clase, de donde
podemos rescatar el siguiente dialogo:
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Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)

Simbologia: AM. = Andrea Méndez; Profesora = Profa.

(Como le hicieron para verificar que esos valores que les dieron en la primera

Profa. tabla para la ecuacion dada eran solucion?

AM. Usamos el operador “tal que” para ver si era solucién. (Ver Imagen 4.1)
(Cuaéles de esos valores te dio que eran solucion?

Profa.

AM. La primera nos dio que era verdadera, la segunda falsa y la tercera también nos dio
falsa. (Ver Imagen 4.1)

Profa. Ahora para la segunda parte tenemos un sistema de ecuaciones en funcién de dos
variables “x” y “y” ¢éCédmo le hicieron para verificar que esos valores que les dieron
para la ecuacion dada eran solucién?

AM. Usamos el operador “tal que” para ver si era solucién. (Ver Imagen 4.6)




Profa. (Cuales de esos valores te dio que eran solucion?

AM. Cuando en una ecuacién nos daba TRUE Y FALSE, era porque no eran compatibles
esas ecuaciones, asi que la Unica que nos dios en las dos TRUE fue para los valores
dex =2 y y=1.(Ver Imagen 4.6)

Dentro de este dialogo prestamos atencion en la parte donde las comparieras de
Andrea la hicieron cambiar de opinion, porque menciona que en la elaboracion de
su trabajo utilizaron el comando “tal que”, cuando no lo hicieron. También se puede
ver reflejada la interpretacion del TRUE Y FALSE dentro de las soluciones, lo cual
lo explica de manera correcta.

Después de la discusion, la profesora dio solucion a cada una de las ecuaciones
junto con el grupo, despejando las dudas de los alumnos respecto a estas
ecuaciones y sus soluciones, cabe mencionar que para el sistema de ecuaciones
solo menciond que puede haber una Unica solucién y ésta se puede resolver por los
métodos de sustitucion, igualacién o suma y resta, lo cual podemos ver dentro de
las siguientes hojas de trabajo:

Respuesta de Mayte:

[Para tomar nota durante la discusién con todo el grupo]

Seccion A, ecuacidn: 12x+15=4(x-2)+7
2 x4 \§=Alx2) 47
\2xx\5 -4 x=8Y7
\2 x-Ax=BYF-O

A X" "‘_\b

20

El.

X =

’




Seccion B, ecuacion: 3 y-x=
-X=Q -3 -
2 Y

~ -1 1 7) >
X A j;;-’ %
o, A X
% 9 \
a2 il =94 ONXF -

Imagen 4.9: Resultado de Mayte

Para la parte Il en la cual se trabajé con el comando SOLVE visto en la actividad
namero 3, nuevamente se busco la interpretacion de soluciones para ecuaciones
de 1y 2 incégnitas. La primera actividad se menciona a continuacion:

(A) Solucién de una ecuacidn con una incégnita.

Usa el comando “SOLVE” de la CAS para resolver la siguiente ecuacion:

4(3x-7) = 2(3-x)+5

Se muestra la respuesta obtenida por Karla:

Qué introduces en la CAS : Qué muestra la CAS como resultado
Save (4(2x-20=2(3-xe5,x) | _ 28
= W

Imagen 4.10: Resultado de Karla

De la misma manera que Karla contesto, las 4 alumnas restantes lo hicieron, donde
se nota un mejor dominio del comando SOLVE.
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Para la parte B de esta actividad se relacionan 6 preguntas que tienen que ver con
lo siguiente:

(B) Solucidn de una ecuacién con dos incégnitas.

Las siguientes seis preguntas se refieren a la ecuacion:
2x+7 = 8y+11.

1. ¢Cual crees que sea el resultado si usas la CAS para resolver esta ecuacidén en términos de x?

En esta pregunta, fueron dos caminos los que se encontraron los cuales fueron los
siguientes:

\ <
Sl (2x7=8ytlly) =1 y= Ma-\
(_-\ \‘@C)O\'*OCXO X Yo Q‘(\,Cﬂ' 8{‘,\\')(\0 \(‘)\ @(p(\(‘mix
2ZxFI =8y YW= Rx=1 2y 7 =8y 4=y=—2x v —
2. Usa la CAS para resolver esta ecuacion en términos de x: /_?‘f_,//

Q \JQ(}Q Ct o e, (CHUN \k’; (_\(‘;; : \(j uales

Imagen 4.11: Resultado de Guadalupe y Liliana

De acuerdo a las respuestas obtenidas, ninguna alumna pudo despejar la ecuacion.
La Unica que intento hacer algebra para esta parte fue Guadalupe, quien tuvo un
error al momento de despejar, por otra parte Liliana dudé en cual seria el resultado,
al igual que Liliana también Karla, Mayte y Andrea contestaron de manera similar.

Para la pregunta 2 ahora se utilizé la CAS para poder resolver la ecuacion anterior:

2. Usa la CAS para resolver esta ecuacién en términos de x:

Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS como resultado

- o \ .
Solve (Ux+1:=8-y+ly)| r = )\, -
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Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS como resultado
solve (Zxi=% y* W)

o= \‘\')(_.\\ \/.__X"‘Z

i S A

Imagen 4.12: Resultado de Karla y Guadalupe

Notamos que nuevamente las alumnas mostraron un mejor dominio del comando
SOLVE y supieron expresar una variable en términos de la otra. Solamente Liliana
se confundio en el significado de poner una variable en términos de la otra, ya que

en su trabajo expresa a “x” en términos de “y”.

3. ¢éCémo interpretas el resultado mostrado por la CAS?

Aqui se expresa la interpretacion de los resultados de las ecuaciones que vimos,
apartado donde se presentaron mas problemas, y las respuestas de Karla y
Guadalupe nos hacen ver cosas distintas.

ya deogere del ccooltedo
\e¢ coderc0 dan we\oi®o G

X p Ve

t ; ’ .
—Z YOAQemO= k\(ﬁtf (llf,_/‘)\i.-\ Vu\gn ex. X

Imagen 4.13: Resultado de Karla y Guadalupe

Notamos que las dos interpretan de manera correcta el resultado anterior,
Guadalupe siendo un poco mas explicita en su respuesta, pero, las dos tienen la
misma idea en su interpretacion. Respuestas similares se obtuvieron en los trabajos
de Andrea, Mayte y Liliana.
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4. ¢Cudl crees que sea el resultado si usas la CAS para resolver esta ecuacidon en términos de y?

Ahora lo que se les pidi6 fue despejar “x” y veremos qué fue lo que respondio Karla,
Guadalupe y Liliana:

Xx~LlLy+1) “ ‘

t‘ ‘éj‘_c}_jc‘lfq‘r — S — ——————————— S __‘

Z Xt = £y eV
Zx=8y +i1-3 '
L‘l X=Ry 49 1
Newy e Sirem——
4
T \—-C_(S.E Qf ve ocan i._\l'\'C [enyed a \o9H Qé€ \G. A
Yy 9¢ Wl Xk Covao QAA\uv Nu M Erice

Imagen 4.14: Resultado de Karla, Guadalupe y Liliana

Para una pregunta similar a la numero 1, se obtuvieron mejores resultados, Karla
se dio cuenta que se debe de obtener una variable en términos de la otra, el
resultado esta correcto, pero, no explica como lo obtuvo, Guadalupe nos muestra el
despeje a papel y lapiz, el cual es correcto, y por ultimo Liliana quien fue la Gnica
gue estuvo fuera de contexto, ya que piensa que dara un niumero en especifico.

“e

En la siguiente pregunta se les pide resolver la ecuacion en términos de “y”. Veamos
los resultados de las tres alumnas anteriores:

5. Usa la CAS para resolver la ecuacién: 2x+7 = 8y+11 en términos de y:
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Que mtroduces en la CAD

Que muestra la CAS como resultado

Dolve (La+1=8 Y4 |)x)

\’—_z(lyu)

Qué introduces en la CAS

Qué muestra la CAS como resultado

C,o\w,(zx +3=Ry v\ X)

X:“Z(z),t\

Qué introduces en la CAS

Qué muestra la CAS como resultado

Lx¥T =8y +il ,y

X-2 |
I~\

\/:

Imagen 4.15: Resultado de Karla, Guadalupe y Liliana

El trabajo en general fue correcto, pero como mencionamos en la pregunta nimero
2, la Gnica que tuvo problemas fue Liliana de igual manera aqui, ya que se le pidié

despejar “X” y lo que hizo fue despejar

Para la ultima pregunta nuevamente se les pido dar una interpretacion de sus

resultados:

6. ¢Como interpretas el resultado mostrado por la CAS?

Dvdde voloves O X, ¥ ecxa que NO afecte

L
\C\_ T CcOOLTON.

Imagen 4.16: Resultado de Karla



En donde podemos observar con la interpretacion que tiene la idea de darle valores
a una variable para obtener un segundo valor. Las respuestas de las alumnas
restantes fueron similares a las de Karla.

Para la parte C de esta actividad constd en reafirmar su trabajo anteriormente
descrito con las siguientes dos preguntas:

(C) Distincion entre soluciones de ecuaciones con una y dos incognitas

1. Es probable que te hayas dado cuenta de que, en la Parte Il (A), la CAS mostré un valor
numérico como solucidn para x. Por el contrario, en la Parte Il (B), la calculadora mostré el
resultado en forma de expresidn algebraica. ¢ Cémo explicas esta diferencia?

—u ACU\(\(\(‘ \qmncr oy inC e n.‘d«'\‘a (@Y (\a‘c\{',((g(\r C)C\C noa fx,q
a ve\oy AG e cncogn.fo.

_'d v) (@S \enemod Ao e ““(("{)”’\(“’ ‘\“’(’Q-\'ﬂm(@. n\

‘ Q\D\"\ mero (na y \ocgo \ev © troo cona caVar ov © Gal0iey,

*L;f:‘q rovaue. g\ k‘{@(_) cae ecuacgone s (\x\rett’t’\lcﬁ N4

Qe (’\ \ Ci\(_s\ C \C X CanniCh.

Imagen 4.17: Resultado de Guadalupe y Karla

La primera respuesta la cual es de Guadalupe notamos que ahora le ha quedado
claro el procedimiento para resolver una ecuacién de una y dos incégnitas, las
respuestas de Andrea, Mayte y Liliana fueron similares. Para la respuesta de Karla,
vemos que fue la Unica que no fue mas explicita en su respuesta.

Una vez que reafirmaron cual es la diferencia entre las dos ecuaciones, se les pidi6
lo siguiente:

2. ¢Coémo puedes usar esas expresiones, mostradas por la CAS, para encontrar soluciones
numéricas de las ecuaciones?
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Las respuestas fueron muy similares, todas las alumnas coincidieron en darle un
valor a una de las variables y te arrojara el otro valor la ecuacion. Observemos las

respuestas de Karla, Guadalupe y Liliana:

- \ - \
};6\ v‘(l;_,it‘\’\)\u L’J U adGon _B Y k ¢ ;'\ YO ﬂ.\ ¥ PO =)
e\ i\Y ,l\(_. N O / ( -rl\r'\-. Wel e ';\m( I,."_,l;

todo de las dos  fue saber el vesdtado

C‘\(' \(\ (’.\\(1«

Cu(\‘(\ Ao <N\G CCealvon Y&y Adoe n (\((D(J ai e
Cen @ cpaadoy | \e demoo valored @
X ¥ y IO o) nane e @ o dandelee < \od 'L

Ques DuenhrWyend o \@ X \Q_\f POT  AQWErOS

Imagen 4.17: Resultado de Karla, Guadalupe y Liliana

Una vez terminada esta actividad se pasé a la discusion de las parte Il A, B, C donde
la discusion fue un poco rapida ya que solo hubo participacion de Guadalupe. A
continuacién se muestra la discusion frente a camaras.

Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)

Simbologia: GF. = Guadalupe Fraga Mateo; Profesora = Profa.
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Nombre Discusion

éPor qué CAS mostré una expresion en y o en x cuando usaste el comando
Profa. SOLVE para resolver la ecuacién: 2x+7 = 8y+11?
Porque en una le estas pidiendo que despeje “x” y en la otra le pides que
despeje “y”. Pero te va a dar los mismos valores cuando sustituyas.
GF.
(Como te quedan las expresiones cuando resuelves en términos de “x” y en
Profa. términos de “y”?
s, . w..n -2 7 . “ o n
GF. En términos de “x” nos queda y = xT y para términos de “y” nos quedo
x =22y +1).(VerImagen 4.12 y 4.15)
(Y como interpretas esos resultados?
Profa.
GF. En la primera que dandole valores a “x” nos dard un valor en “y” y en la segunda
qgue dandole valores a “y” nos dara el valor de “x”. (Ver Imagen 4.17)

Después de esta discusion fueron resueltas las dudas de los estudiantes, acerca de
lo que comento Guadalupe.

Continuando con la actividad la parte Il D, se les dié a los alumnos un par de
ecuaciones para gque generen soluciones:

(D) Uso de la CAS para generar y verificar soluciones de ecuaciones con una y dos incégnitas




1. Usa la CAS para generar tres soluciones de cada una de estas ecuaciones (registra todo aquello
gue introduces en la CAS mientras prosigues con tu trabajo, y de lo que la CAS muestra como
resultado, en cada paso). Verifica al menos una solucién de cada ecuacién (con la CAS).

(a) ——=5y-7

En general para encontrar las soluciones de estas expresiones no hubo mayor
problema, mostramos el trabajo de Andrea y Liliana:

Qué introduces en la CAS Qué resultado muestra la CAS
So\we =& =
Q\F Q~9Y-3 )() v ;,5%-,?>
Oolve (¥l - S
=L =99 -1q) e o
2 ¥ =92
SX T2 s
(ﬁ ¥ 4“ | X = £3 r 'S
1S Y=
3 N
=X 4 20 3 = 9= 2
DrXra2 \x=g el T
1 W Qué introduces en la CAS ' Qgg resultado muestra la CAS
Soe (2L =Sy %) e
¥ =\D \/»—"L‘Z\\/—L X = ~7
e e 1 . | —=

Imagen 4.18: Resultado de Andrea vy Liliana
Para esta primera expresion Andrea decidié encontrar soluciones de “y”, mientras
que Liliana opto por encontrar soluciones de “x”.

1 11 5
)  —myis 3k
(b) 77712 8
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Para la segunda expresion de igual manera las 5 alumnas no tuvieron problemas
para encontrar soluciones respuestas similares a las de Andrea y Liliana también
tuvieron Karla, Guadalupe y Mayte.

Qué introduces en la CAS _Qué resultado muestra la CAS
NUEEVG
Y =( Jed - —_—
T o
‘ 925¢q ) Y= ©04
*\‘-'-
=L 2 :
49 V<29 )I . (J)\C)‘-(
¥ =2 7 9352 ¥ = A%
- 4{9\2‘501) | Lj“? o 504y

2. Plamca al menos una nreonnta o da alonna idea ane ce te hava acnrrida misntrac

~ Quéintroduces en la CAS s ; Y)LTC resultado muestra la CAS 1
A)L‘\\_\C(._;:_ \/ \. __l_&; _—3/\ o I:)_)X K:, “L}\\"j.‘ Z’L)‘,)
L& \7 S04
& -15 - o -~ 21
= (ZL\\/ 159) \ -1 X = ?SL\
S0 4

Imagen 4.19: Resultado de Andrea y Liliana

Para esta expresion tanto Andrea como Liliana optaron por despejar “x” y podemos
observar que las dos estan en lo correcto, ya que las dos utilizaron el valor dey = 2
y obtuvieron el mismo resultado para “x”.

En la siguiente pregunta de esta parte Il D se les pidi6 que plantaeran alguna
pregunta o idea sobre su trabajo. Solamente Liliana y Guadalupe contestaron la
pregunta:
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Imagen 4.20: Resultado de Liliana y Guadalupe

Liliana quien se puede decir planteo una pregunta, y Guadalupe quien decide dar
una idea para facilitar el trabajo en esta parte.

La parte lll y ultima de esta actividad consistio6 en un repaso del método de
igualacion y sustitucion. Para la pregunta nimero 1 se les mostré coémo funciona el
método de IGUALACION y posteriormente se les hizo una pregunta.

1. He aqui el método de IGUALACION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE IGUALACION x+3y=5

7x+6y=20

El método algebraico de Igualacién consiste en:

1. Despejar la misma variable en cada una de

las ecuaciones y, de este modo, construir dos y =(5-x)/3
expresiones; las cuales tienen una variable
comun; y =(20-7x)/6

2. Proponer que las dos expresiones obtenidas
en el paso 1 sean iguales entre ellas, y asi
construir una ecuacion con una variable; (5-x)/3 = (20-7x)/6
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3. Resolver la ecuacién que resulta; (5-x)/3 = (20-7x)/6

2(5-x) = (20-7x)

10-2x = 20-7x
7x-2x =20-10
5x=10
x=2
4. Sustituir el valor obtenido en una de las y=(5-x)/3=(5-2)/3=1

ecuaciones del sistema, con objeto de calcular
el valor de la otra variable de la pareja La pareja solucion es (x, y) = (2, 1)

solucion. iVerifique esto!

Una vez mostrado el método de IGUALACION se les hizo siguiente pregunta, a la
cual se muestran las respuestas de Guadalupe, Andrea y Karla:

Pregunta: ¢ por qué piensas que este método es llamado Método de Igualacién? En otras palabras,
éen qué sentido se lleva a cabo la igualacién en este método?

[ - o T T T Mwaavawsn ww -:‘: e wna L —l-:b\.llllkl\.jl\’llrr\vll Lo LI LU
’*(\L’- T &G oo Cn nuMarC ('I’\ ¢ ©4 “"]"’“‘\‘-l &y \Cy
' / . N e B
Xy €cox ((.\(_ﬂ, (?\ (@ cX Ji(.‘\( ('( 7 O Cy \& ‘\(,‘ l.,",‘

(\\r ' é‘(( C \ \ <\ 1 3\': ( ‘j 74 \Q)(‘ ( \G ; < ,'{ (\(LV, r @ (7

O« encontvar \c OO\UCTIOh

\

( S ¢ \,‘ \\...v-.:(,a& 2

Igr\ Ccvaciones g Henen oN Termung

Y
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Imagen 4.21: Resultado de Guadalupe, Andrea y Karla

Podemos observar que las tres alumnas tienen una idea clara del porque se llama
el método de igualacion. De ahi saben también que podran encontrar una de las
variables, Unicamente les falté mencionar que el sentido es llevarlo a una ecuacion
con una incégnita para abordar un sistema que ya se conoce. Las respuestas de
Liliana y Mayte fueron muy similares a éstas.

La siguiente actividad de esta parte Ill A se mostr6 el método de SUSTITUCION y
de igual manera se les cuestion6 sobre este:

2. He aqui el método de SUSTITUCION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE SUSTITUCION 2x +3y =25

S5x+ y =30

El método de sustitucion algebraica consiste
en:
1. Despejar, si es necesario, una de las y =30-5x

variables en una de las ecuaciones;

2. Sustituir la expresion obtenida, en el paso 2x+3(30—-5x) =25
1, en la variable apropiada de la otra ecuacion
y, de este modo, construir una ecuacion con
una variable;
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3. Resolver la ecuacidn obtenida en el paso 2; 2x+90—-15x=25

-13x=25-90
-13x=-65
x=65/13
4. Sustituir el valor obtenido en una de las y=30-5(65/13)
ecuaciones del sistema; con objeto de calcular =65/13

el valor de la otra variable de la pareja . .
La pareja solucion es (x, y) = (65/13, 65/13)

solucién. oo
iVerifique esto!

Una vez que se mostré cémo funciona el método de SUSTITUCION, se les hicieron
las preguntas que mostraremos a continuacion junto con las respuestas de
Guadalupe, Karla y Liliana. Las respuestas que dieron fueron muy similares una vez
mas.

Pregunta: é por qué piensas que este método es llamado Método de Sustitucién?

\.. oy "'\l__ﬂ" o QoL bi . 1 = 7’ \ ~ ©X ( {\'r‘..,_c ' C ( Ten. f{(; .I'/'_f Ji

. o~ . . ~ pdh Y \
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Imagen 4.22: Resultado de Guadalupe, Karla y Liliana
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En esta pregunta Liliana fue la que tuvo problema al explicar su respuesta, tanto
Guadalupe como Karla describen bien la idea de este método, respuestas parecidas
a la de Karla fueron las que dieron Andrea y Mayte para esta parte.

En la dltima pregunta de esta actividad se les pidi6 a los estudiantes de bachillerato
su opinion sobre los dos métodos como vemos a continuacion:

3. ¢éEn qué forma estos dos métodos (los métodos de Igualacidn y de Sustitucion) te permiten
reducir el sistema dado en otro que ya sabes cdmo abordarlo?

De acuerdo a los resultados obtenidos anteriormente las 5 alumnas fueron capaces
de establecer bien la idea, la respuesta de Guadalupe nos permite ver esto de
manera mas clara.

I—( ! 0 € \\'." C R c \ A I] A .‘r:th” (¢ " "_J\-(e "H ( ({f\_\(r '-’.\":_-' \ @
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Imagen 4.23: Resultado de Guadalupe

Al igual que Guadalupe las deméas alumnas mostraron respuestas similares dentro
de esta pregunta.

Después de esta pregunta se paso a la discusion en el salon de clases de la parte
[l A, la cual fue de manera muy breve sobre las preguntas 1, 2 y 3, en las que no
hubo mucho problema como se mostré en los resultados.

Ya que los alumnos mostraron no tener dudas, la profesora sélo escucho las
respuestas de algunos alumnos de manera breve.



La parte Il B se continué con el método de igualacion, pero, ahora el trabajo de las
alumnas fue a través de CAS, solamente se presentara el trabajo de Karla, las
alumnas restantes presentaron un trabajo similar.

He aqui un sistema de ecuaciones lineales:

X-8=2y+2
3X+5y+3=0

1. Conla CAS, usa el método de Igualacion para resolver este sistema (registra todo
aquello que introduces en la calculadora, mientras prosigues con tu trabajo, y de lo que
la calculadora muestra como resultado al usar sus comandos).

El método de Igualacion
consiste en:

Qué introduces en la CAS

Qué muestra la CAS como
resultado

1. Despejar la misma variable
en cada una de las ecuaciones
y. de este modo, crear dos
expresiones, las cuales tienen
una sola variable;

2y 3. Proponer que las dos
expresiones obtenidas en el

paso 1 sean iguales entre ellas,

para construir una ecuacion
con una variable: resolver la
ecuacion que resulta;

AJ-.\\;\‘ ('y—(r" ) y+ ‘)»/x

AA,.N',\\V\J ( "'!//\ t 7')’ T =0

K =22 NIAD

4. Sustituir el valor obtenido
en una de las ecuaciones del

sistema; con objeto de calcular

el valor de la otra variable de
la pareja solucion.

Imagen 4.24: Resultado de Karla

[\

Incluimos el mismo cuadro que cuando se les presenté como funciona el método,
solamente cambia que el paso 2 y ahora estan juntos y no separados. El manejo de
CAS dentro de este método esta muy bien definido.
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Las siguientes preguntas van en relacion al método anterior:
2. éComo verificas con la CAS que tu solucién es correcta?

\ 5 ‘
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Imagen 4.25: Resultado de Karla

De igual manera todas las alumnas mostraron el mismo método para comprobar la
solucién de este sistema de ecuaciones, el cual es una manera facil y rapida de
comprobar esto.

3. Enel paso 4 de la Pregunta 1 anterior, reemplazaste el valor obtenido en el Paso 3 (de la
primera variable) en una de las ecuaciones. Ahora sustituye este mismo valor obtenido en el
Paso 3 en la otra ecuacién. ¢ Qué sucede? ¢Por qué crees que pasa esto?

Imagen 4.26: Resultado de Karla

Para esta pregunta en particular, notamos que hubo dificultades, tal vez no se
comprendio la pregunta ya que todas sustituyeron el valor en la misma ecuacion y
no tomaron la restante.

Terminando esta pregunta se pasO a la discusién de la parte Il B, de donde
podemos observar las preguntas realizadas a los alumnos y la participacion de Karla
dentro de la misma:



Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)

Simbologia: KG. = Karla Guadalupe; Profesora = Profa.

Profa. Ustedes realizaron el método de igualacion y obtuvieron un valor para “x” y para
“y”, entonces, ¢ Como verificaron que esos valores son una solucién correcta?

KG. Resolviendo el método nos salid y = -3; x = 4. Estos valores los verificamos en la
calculadora, nos fuimos a la parte de sistemas de ecuaciones lineales, ahi tiene
opciones para poner las dos ecuaciones y le dimos resolver, nos salieron los mismos
valores que obtuvimos. (Ver Imagen 4.24y 4.25)

Profa. ¢Qué sucedio cuando sustituiste el mismo valor obtenido en el Paso 3, en la otra
ecuacion?

KG. Nos sale el mismo resultado. (Imagen 4.26)

El dialogo captado por las camaras, nos muestra que coinciden sus respuestas con
lo expresado a papel y lapiz, solamente quedé la duda de como sustituir el mismo
valor en la otra ecuacién, razén por la cual la profesora explicé a todos a que se
referia esta pregunta, mencionando que se queria llegar a que las dos ecuaciones
eran iguales por lo tanto nos daria el mismo resultado.




El método de sustitucion se continuo en la parte 11l C pero ahora usando CAS

1. Con la CAS, usa el método de Sustitucion para resolver este sistema (registra todo
aquello que introduces en la calculadora, mientras continuas con tu trabajo, y de lo que
la calculadora muestra como resultado al usar sus comandos).

X+3y=5
7x+6y =20

Ahora mostraremos el trabajo de Guadalupe:

El método de Sustitucion | Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS como
consiste en: - resultado

1. Despejar, si es » iy

necesario, una de las Oo\vd ( X¥3y=5, X ) X=%-3y

variables de alguna de las
ecuaciones;

2. Sustituir la expresion
obtenida, en el paso 1, en .
la variable apropiada de la Sol\va(? (s-3 y) tCy =20 7) Y=}
otra ecuacién y, de este 4
modo, crear una ecuacion
con una sola variable;

3. Resolver la ecuacion
obtenida en el paso 2;

4. Sustituir el valor

obtenido en una de las RN
ecuaciones del sistema; : - ‘> X=21
con objeto de calcular el X =G~ ?(

valor de la otra variable
de la pareja solucion.

Imagen 4.27: Resultado de Guadalupe

Ahora vemos con el trabajo de Guadalupe, que las 5 alumnas volvieron a mostrar
el buen manejo de CAS, y aqui en este trabajo notamos un hueco en blanco, ya que
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Guadalupe hizo el paso 2 y 3 juntos como se les habia mostrado en el cuadro
anterior. Las respuestas de Karla, Liliana, Andrea y Mayte fueron similares a éste.

2. éComo verificas con la CAS que tu solucién es correcta?

Observemos la respuesta de Guadalupe quien al igual que Karla en el trabajo
anterior, uso el sistema de ecuaciones de la CAS para comprobar sus valores, en
este caso solo puso la respuesta arrojada por la CAS.

Imagen 4.28: Resultado de Guadalupe

Lo comprendido en la parte final de esta actividad 4, se les pregunt6 cuéal de los dos
métodos prefieren, para esta pregunta mostraremos las respuestas de Andrea,
Guadalupe y Karla:

3. ¢Cudl de los dos métodos (IGUALACION y SUSTITUCION) prefieres y por qué?




€\ C\G X cx . \ oCION (“C‘-\'('\u((‘ CumMa YO
' ¢ C\QC'-(\“(('L\(\ av ‘L(\(“\ concion Yy \oe C‘)("
(\\ \(‘\ C\{(ﬂ‘ y \C,‘(((JC '\. '\} \(A)"',(-‘\<“\I \C.(‘
CCLOO.CION@ ¢ vV @& mMao Fac

I \ [\\‘,-\_(-AI_“. “l" f -\( ) ‘.('& ( l\{' LCASA VS @it \.,_\L LS Ve e v\
Y L"t\-kc’r\-._\.i.' -'l\(' / A 5 Co) Hel \r’ (l\ (t AN Y “-it € 1V r\]'\

Adn  resu I Tadk(

\_ ‘Illl Y\ l\ ;n"k' ) -'F.\f = -'iJ' \ II-L( ’( \ Co i\ '-: y LX) L ) T T W

1 C(O \'\-ll\l\\ ‘e \'\ ll‘ v Je \i wMYAOY D

Imagen 4.29: Resultado de Andrea, Guadalupe y Karla

Analizando las respuestas, vemos una inclinacion por el método de sustitucion, en
el caso de Karla, y llama la atencibn que menciona que es mas correcto para
comprobar un resultado, aunque no explica porque. Generalizando, las alumnas
sefalaron que el método de Igualacion es mas sencillo y practico. Cabe mencionar
gue se percataron de que realizas un paso menos dentro de este método, es decir,
menos pasos algebraicos.

Dentro de la dltima pregunta de esta actividad se les pregunté lo siguiente:

4. ¢Qué tienen en comun esos dos métodos? (No re-escriba sélo los pasos de los dos métodos).

Se les pidié que no re-escribieran los pasos, cosa que no fue asi, se les dificultd
escribir con sus propias palabras que los dos métodos te permiten reducir el sistema
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a una ecuacion de una incégnita, lo que nos muestra que aun los alumnos estan
muy mecanizados para solo repetir procedimientos. Veamos la respuesta de Karla.

i TN v s =R o < Weaudy

« £\ Ac De o 1 Qe \on ! N Er oS

g = A\ ) CC AT M Qe \c¢ L "MéEYodboo
° \ R = \ C ¢ N \r \ COUC ke ).

Imagen 4.30: Resultado de Guadalupe

Hubo algunas respuestas muy superficiales también por parte de Andrea y Liliana
quienes mencionan que los dos métodos les dan los mismos resultados.

Una vez terminada esta pregunta, se realizo la ultima discusion en la cual podemos
observar la participacion de Karla y los cuestionamientos de la profesora al grupo
en general:

Nota: Para esta discusion, los equipos estuvieron conformados por dos parejas (equipos de 4)

Simbologia: KG. = Karla Guadalupe; Profesora = Profa.

Profa. Ustedes realizaron el método de sustitucién y obtuvieron un valor para “x” y
para “y”, entonces, ¢ COmo verificaron que esos valores son una solucion
correcta?

KG. Resolviendo el método nos salid y = 1; x = 2. Estos valores los verificamos en

la calculadora, nos fuimos a la parte de sistemas de ecuaciones lineales, ahi
tiene opciones para poner las dos ecuaciones y le dimos resolver, nos
salieron los mismos valores que obtuvimos. (Ver Imagen 4.27)

Profa. Comparando estos dos métodos que resolvieron, ¢ Qué método prefieren?




KG. El método de igualacién resulta mas facil. (Imagen 4.29)

Profa. ¢Qué tienen en comun estos dos métodos?

KG. Que en ambas nos da un resultado (Imagen 4.30)

Practicamente reafirma lo realizado en las hojas de trabajo dentro de esta discusion.

Como pudimos ver en este analisis , en lo particular las 5 alumnas y los estudiantes
en general fueron de menos a mas, ya que comenzaron practicamente en ceros
sobre las distintas ecuaciones y el andlisis de sus soluciones.

Pasando cada una de las discusiones grupales se not6 la mejoria dentro de los
temas, cerrando esta misma actividad con una alta efectividad en sus respuestas.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES



Generalizaremos en una primera parte las conclusiones, y lo mismo haremos en
una segunda parte para responder las preguntas de investigacion planteadas en el
capitulo 1.

Una vez finalizado el analisis de nuestras hojas de trabajo, logramos destacar los
siguientes puntos:

1. Notamos que se necesita una buena planeacion para realizar las hojas de
trabajo, ésto con el fin de que los alumnos a la hora de contestar las tareas
disefiadas no les surja duda dentro de la misma.

2. Al comienzo de un tema nuevo, notamos que la mayoria de los alumnos
estaba practicamente en ceros de acuerdo al tema.

3. Las técnicas utilizadas para resolver las tareas no eran buenas o correctas
en la mayoria de los alumnos, esto se apreciaba de manera mas clara dentro
de las primeras actividades.

4. Dentro de los temas en las tres primeras actividades, los alumnos muestran
un aspecto muy mecanizado a la hora de resolver problemas, es decir, no
intentaban razonar sus soluciones, Unicamente encontraban lo que se les
pedia dentro del problema.

5. Sin dejar de mencionar el interés de los alumnos por el uso del CAS, lo cual
se observaba de manera muy clara al momento de trabajar en forma
combinada el uso del papel, lapiz y la CAS.

6. Enladltima actividad se not6 una gran mejoria en las técnicas de los alumnos
en general, asi como también un avance en el aspecto de mecanizacién ya
gue al momento de reflexionar sobre sus respuestas lo hacian de manera
mMAas concreta.

7. Para lograr un avance significativo en el punto nimero 5, fue de gran ayuda
los debates cientificos, es decir, las discusiones dentro del salon de clases,
porque éstos ayudaron a librar dudas que tenian los alumnos.



A continuacion se dara respuesta a las preguntas de investigacion planteadas
dentro del capitulo 1:

1. ¢Es recomendable que los estudiantes utilicen el CAS en las clases de
algebra?

De acuerdo a los resultados obtenidos en la investigacion, concluimos que el buen
manejo del CAS dentro de las clases de algebra permite al alumno de bachillerato
la mejor comprension de los conceptos algebraicos, asi como su manipulacion.
Cabe mencionar que la CAS utilizada en las clases admite que emerjan técnicas
nuevas para la solucién de las tareas planteadas.

2. ¢Qué técnicas surgen en los alumnos en el contexto de este ambiente
CAS?

Podemos mencionar que las técnicas que surgieron dentro de estas hojas de trabajo
fueron las siguientes:

e |dentificar cuando dos expresiones son equivalentes y no equivalentes.

e Distinguir entre la factorizacion y multiplicacion de términos.

e Manipulacién de expresiones algebraicas.

e Obtencion del rango de valores o restricciones que pueden tener ciertas
expresiones.

e Poder diferenciar los tipos de ecuaciones.

e EI CAS permitié también elevar las técnicas que tenia para la resolucién de
un sistema de ecuaciones.

3. ¢Eldebate cientifico ayuda alos alumnos adar puntos de vistarespecto
a una situacion dada?

Al comienzo de las actividades fue un poco dificil conseguir que los estudiantes
platicaran sus puntos de vista dentro de los debates, pero conforme avanzaba el
trabajo y las discusiones eran mas abiertas, los estudiantes se mostraron mas
participativos y percibimos que las dudas que surgian en uno de los alumnos
algunas veces fueron las mismas del grupo en general, lo cual ayudaba a que los
demas alumnos aportaran sus puntos de vista.



4. ¢Un ambiente CAS ayuda a comprender la transicion de expresiones
equivalentes y no equivalentes a Ecuaciones?

El trabajo de las alumnas marcado en el capitulo 4 nos permite ver, que una vez
gue los alumnos dominaron el tema de expresiones equivalentes y no equivalentes,
no basto para que llevaran éstas a una ecuacion.

Con el progreso de la actividad 3, se pudo distinguir la mejoria tanto en la técnica
como en la teoria del tema. Esto nos permite concluir que un ambiente CAS
favorece a la mejor comprension de la transicibn de estas expresiones a
ecuaciones.

5. ¢Un ambiente CAS ayuda a la mejor comprension de los Sistemas de
Ecuaciones de primer grado con dos incognitas?

Los resultados obtenidos en la dltima actividad del capitulo 4, nos permiten saber
gue un ambiente CAS ayuda también al surgimiento de nuevas técnicas, las cuales,
aportan una mejoria dentro de los temas estudiados.

Como ya hemos mencionado los alumnos practicamente inician en cero al realizar
esta actividad, y en especifico en el ambiente CAS, Guadalupe y Karla mostraron
un efectivo desarrollo en la solucion de ecuaciones de este tipo.

Con base en el andlisis y los datos recabados en el capitulo anterior, podemos
concluir y afirmar que un ambiente CAS vy las tareas disefias para éste, influyen
sobre el alumno de manera positiva para el desarrollo de su conocimiento
algebraico.
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ANEXOS



Anexo A

Nombre:
Fecha:

Actividad 1: Expresiones equivalentes

Leccion 1
Parte I (con CAS): Comparacion de expresiones mediante evaluacion numérica
(A) La tabla de abajo muestra cinco expresiones algebraicas y dos valores posibles de x.
Usando los dos valores dados de x (1/3 y —5) y otros dos valores que tu elijas, calcula los
valores que resultan en cada una de las expresiones, usando la herramienta de evaluacion de
tu calculadora [el “operador tal que”, (|)].

Importante: completa una fila de la tabla y asi hasta que la termines.

Registra tus elecciones adicionales de los valores de x, y anotalos en la fila de arriba de la
tabla; escribe los resultados apropiados en las celdas de abajo.

Para x = 1/3 -5
Expresion Resultado | Resultado | Resultado | Resultado
1. (x—3)(4x-3)
2. (PH+x=20)(3x’+2x—1)
3. (3x—1)(x*~x=2)(x+5)
4. (x+3)? +x(3x-9)
(x® +3x—10) (3% 1) ¢ +3x+2)
5.
(x+2)




(B) Compara los resultados obtenidos en las diversas expresiones de la tabla anterior. En
base a esto que puedes decir sobre las siguientes expresiones.
e Expresion 1 y Expresion 4
e Expresion 3 y Expresion 5
e Expresion 2 y Expresion 3
e Expresion 2 y Expresion 5

Discusion en el salon de clase de las Partes I A, B, C




Parte II (con papel y lapiz): comparacion de expresiones mediante manipulacion
algebraica
(B) Verifica tus conclusiones anteriores mediante el uso de algebra en papel y lapiz; re-
escribe las expresiones dadas en otra forma (no necesariamente en forma expandida).
Muestra todo tu trabajo en la columna derecha de la tabla de abajo.

Expresion dada Expresion dada en su forma re-escrita

1. (x—3)(4x-3)

N

(> +x=20)(3x°+2x—1)

3. (Bx—1)(x*x-2)(x+5)

4. (-x+3)? +x(3x-9)

5.
(X% +3x—10)(3%1) (¢ +3x+2)
(x+2)




(C) En la discusion en el salon de clases, hiciste algunas conclusiones basadas en
evaluaciones numéricas de expresiones. Explica en qué forma las manipulaciones
algebraicas, en la Parte II B, apoyaron (o no) cada una de esas conclusiones.




Leccion 2

Parte III (con CAS):
Verificacion de la equivalencia mediante la re-escritura de la forma de una expresion, usando
el comando EXPAND

La columna del lado izquierdo de la tabla de abajo contiene las expresiones de la leccion
previa. Usando tu calculadora, completa la columna del lado derecho de la tabla con las
expresiones obtenidas al usar el comando EXPAND (toma en cuenta el menu de F2 en la
calculadora).

Sintaxis: EXPAND (expresion)

Expresion dada Resultado producido por EXPAND
1. (x—3)(4x-3)
2. (PH+x=20)(3x°+2x-1)
3. (3x—1)(x*~x=2)(x+5)
4. (-x+3)? +x(3x-9)
(x2 +3x-10)(3%-1) (><2 +3X+2)
5.
(x+2)

Discusion en el salon de clase de la Parte I11




Parte IV (con CAS):
Verificacion de la equivalencia sin re-escribir la forma de una expresion, usando una prueba
de la igualdad

(A) Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora las ecuaciones formadas
por las expresiones 3 y 5:
(X% +3x—10) (3% 1) (¥ +3x+2)
(x+2)

(3x—1) (xz—x—Z) (x+5) =

1. ;Qué muestra la calculadora como resultado?

2. (Como interpretas este resultado?

3. Usa el operador “tal que” (| ) de tu calculadora, y reemplaza x por —2 en la ecuacion
precedente. Interpreta el resultado mostrado por la calculadora.

Discusion en el salon de clase de la Parte IV A




(B) Introduce, directamente, en la linea de entrada de tu calculadora la ecuacion formada
por las expresiones dadas 2 y 3:

(2 +x—20) (3% +2x—1) = (3x—1)(3¢ —x—2)(%+5)

1. {Qué muestra la calculadora como resultado?

2. ;Como interpretas este resultado?

Discusion en clase de 1a Parte IV B




Parte V (con CAS): Verificacion de la equivalencia, usando cualquiera de los métodos
de CAS

He aqui un nuevo conjunto de expresiones:

Expresiones dadas
l. 4(x—1)% — (x+1)?

2. (2x+5)(x—3)— (x—3)?

3. (x=3)(3x-1)

(3x—1) (¢ — x—6)
4. (x+2)

(A) Usa tu CAS para determinar cudles de estas expresiones son equivalentes. Usa
cualquiera de los métodos de CAS que prefieras. Muestra todo tu trabajo con CAS en
la tabla de abajo:

Que¢ introduces en la CAS Resultado mostrado por la CAS




(B) Con base en tu trabajo anterior, jcudles son las expresiones equivalentes? (No olvides
especificar todos los valores posibles que puede tomar x.) Por favor, explica tu
decision acerca de la equivalencia.




Nombre:
Fecha:

Anexo B

Actividad 2: Continuacion de la Equivalencia de Expresiones

Leccion 3

Parte I: Exploracion e interpretacion de los efectos de la tecla ENTER, asi como de los
comandos EXPAND y FACTOR

(A) (con CAS) Completa la tabla de abajo con lo mostrado en la pantalla de la calculadora,

segun sea requerido:

Expresion dada Resultado producido por | Resultado producido Resultado producido
ENTER por FACTOR por EXPAND
! 6x° —5x-4
' 6
2.

(X—2)2 +(7%x-2)(x— 2)

4

3. (2-x)(1-2x)

4 (3x—4) (2X¢ +5%x+2)

(6x+12)




(B) (con papel y lapiz)

1. Dada la expresion 1 (de la Parte I A):
e Describe como es la estructura de cada una de las tres formas producidas por la
calculadora y comparalas con la expresion dada.

e Todas estas formas, ;son equivalentes a la expresion dada? Por favor, explica.

2. Dada la expresion 2, muestra los pasos algebraicos que usarias para obtener la forma
producida por la tecla ENTER.




3. Considera la expresion 3 dada. Muestra, usando algebra en papel y l4piz coémo obtienes
la forma producida por el comando FACTOR.

4. Considera la expresion 4 dada. Muestra, usando algebra en papel y lapiz, como obtienes
la forma producida por el comando EXPAND.




5. En la tabla de la Parte I A anterior, ;cuales, de esas expresiones, son equivalentes entre
ellas? (Comparalas tanto como puedas.) Por favor, justifica tu respuesta. En esta

equivalencia de expresiones, ;hay algunas restricciones en cuanto a los valores que
pueda tomar x? Por favor, explica.

Discusion en el salon de clases de las Partes | Ay B




Parte II: Muestra de la equivalencia de expresiones, mediante diversos usos de los
comandos de CAS

He aqui una lista de cuatro expresiones equivalentes, sujetas a ciertas restricciones.

Tabla 1
Expresion dada

1. 7@x-1)(x +3)(3x-9)
' (7x +21)

5 (Bx- 3)(X*-7x+12)
' (x—4)

3. 6x*-21x+9

4. 32x-D(x*—9)
(x+ 3)

(A) Determina todos los valores en comun que puede tomar x de estas expresiones.
Muestra y explica como determinaste este conjunto de valores.




(B) Usando, una vez y sdlo una vez, cada uno de los cuatro métodos para determinar la
equivalencia, muestra que todas las cuatro expresiones de la Tabla 1 son equivalentes.
En la Tabla 2, establece qué es lo que introduces en la CAS y qué es lo que obtienes.

Tabla 1

Expresion dada

Expl 7(2x-1)(x +3)(3x-9)
' (7x +21)

Exp2. (6x —3)(X* - 7x+12)

(x-4)

Exp3. 6x*—21x+9

Exp4. 3(2x -D(x*—9)
(xX+ 3)

Tabla 2

Método de
CAS

Qué introduces en la CAS

Resultado mostrado por la
CAS

Verificacion
de la
igualdad

FACTOR

EXPAND

ENTER

(C) Usando sdlo los resultados de la Tabla 2, prueba las seis afirmaciones de equivalencia
mostradas en la Tabla 3.




Tabla 3 (el simbolo “=" denota equivalencia)

Afirmacion de

Prueba de la equivalencia

equivalencia
Expl = Exp2
Exp 1 = Exp3
Expl = Exp4
Exp2 = Exp3
Exp2 = Exp4
Exp3 = Exp4

Discusion en el salon de clases de las Partes I1 A, B,y C




Anexo C

Nombre:
Fecha:

Actividad 3: Transicion de expresiones a Ecuaciones
Parte I (con CAS): Introduccion al uso del comando SOLVE

En la primera actividad, en torno a la equivalencia de expresiones, anulamos aquellas
expresiones encontradas que no eran equivalentes (un recordatorio de la definicion de
equivalencia: “si para cualquier nimero posible que reemplaza a x, cada una de las
expresiones dan el mismo valor, se dice que esas expresiones son equivalentes en el
conjunto de valores posibles que puede tomar x.”).

Con esas expresiones no equivalentes, cuando las introduciamos en la CAS, las
ecuaciones formadas con tales expresiones, la CAS no mostraba “true”. Esto fue asi porque
hay so6lo algunos (o ninguno) valores de x, los cuales al sustituirlos en ambos lados de la
ecuacion produce resultados iguales. En la presente actividad se usara la CAS para
encontrar los valores de x que producen resultados iguales.

He aqui un ejemplo de dos expresiones claramente no equivalentes: x* y x.

Si se introduce en la calculadora una ecuacion formada por estas dos expresiones (x* = x),
la pantalla de la calculadora no muestra “true”. Si se quiere encontrar esos valores de x para
los cuales las dos expresiones producen valores iguales, se puede usar el comando SOLVE
de la CAS.

Syntax: SOLVE (Exprl = Expr2, x), suponiendo que x es el nombre de la variable que
aparece en cada expresion, y que Exprl y Expr2 representan las expresiones dadas.

Resuelve la ecuacion x? = x usando el comando SOLVE de CAS.

1. (Qué muestra la CAS como resultado?

2. (Puedes anticipar lo que mostraria la calculadora cuando sustituyas cada uno de
estos valores de x en la ecuacion?




3. Usando CAS “con el operador ” (““|”), verifica que la calculadora muestra, en
realidad, aquello que se esperaba en la Pregunta 2.

Syntax: Expr1=Expr2 | x=valor

Terminologia: Los valores de x para los cuales ambas expresiones producen resultados
iguales son, cominmente, conocidos como “soluciones” de la ecuacion.
Parte 11 (con CAS):
Expresiones ya abordadas y su subsecuente integracion en ecuaciones

He aqui tres expresiones:
4. x(x*-9),
5. (x+3)(x*-3x) -3x-3
6. (x*-3x)(x+3)

(A) Usa tu calculadora para determinar cuales de estas expresiones son equivalentes.
Completa la tabla de abajo con la informacion apropiada.

Qu¢ introduces en la CAS Qué muestra la CAS Mi interpretacion de lo que
muestra la CAS

(B) (Cuales, de las expresiones anteriores, son equivalentes? ;Cudles no son equivalentes?
Por favor, explica.




(C) Construye una ecuacion, usando un par de las expresiones dadas que no son
equivalentes (observa Parte II B, anterior). Usa tu calculadora para determinar esos valores
de x, si hay algunos para los que ambas expresiones, escritas como ecuacion, son iguales.

Qu¢ introduces en la CAS

Qué muestra la CAS

(D) ({Como usarias la CAS para verificar que los valores encontrados para x (en la Pregunta
C, anterior) son soluciones de tu ecuacion? Completa la tabla de abajo con la

informacion apropiada.

Qu¢ introducirias en la CAS

El resultado que mostraria la CAS

(E) Construye una ecuacion, usando otro par de expresiones dadas que no son equivalentes
(observa la Pregunta B. anterior). Sin usar la CAS y sin usar algebra en papel y lapiz,
encuentra la solucion de esta ecuacion. Por favor, explica.




(F) Construye una ecuacion, usando un par de las expresiones dadas que son equivalentes
(observa la Parte II B anterior). Sin usar la CAS ni 4lgebra en papel y lapiz, encuentra
la solucion (es) de esta ecuacion. Por favor, explica.
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Parte I1I (papel y lapiz): Construccion de ecuaciones e identidades

(A) 1. Construye una ecuacion formada por dos expresiones equivalentes de tu propia eleccion.

2. Explica tus razones de porqué elegiste esas dos expresiones en particular.

3. {Qué puedes decir en torno a las soluciones de esta ecuacion?

4. {Como usarias la CAS para apoyar tu respuesta a la Pregunta A3 anterior?

(B) 1. Construye una ecuacion formada por dos expresiones no equivalentes de tu propia
eleccion.

2. Explica tus razones de porqué elegiste esas dos expresiones en particular.

3. ({Qué puedes decir en torno a las soluciones de esta ecuacion?

4. Como usarias la CAS para apoyar tu respuesta a la Pregunta B3 anterior?

Discusion en el salon de clases de la Parte III, Ay B




Parte IV (con CAS): Sintesis de varias ecuaciones tipo

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, usando el comando SOLVE de la CAS.

Ecuacion dada Qué muestra la CAS
1. 2—x)* = x(2x—4)

2. (x=5)(3x+7) — 5 = 3x*-8x—40

3. 3x*—x—1 =2x+5

—6Xx+3
—X

4. —3X+7 = +7

2. (Coémo interpretas cada expresion mostrada en la pantalla de la CAS, al responder la
Pregunta 1 anterior?

Discusion en el salon de clases de la Parte IV




Anexo D

Nombre:
Fecha:
Actividad 4: Sistemas de ecuaciones

Leccion 1: Introduccion a los sistemas de ecuaciones

Parte I (con CAS): uso de evaluaciones numéricas para verificar soluciones dadas con
numeros de cierto tipo de ecuaciones dadas

(A) Ecuaciones de primer grado con una incognita

1. La tabla siguiente contiene una ecuacion y algunos valores numéricos:

Sin resolver esta ecuacion, determina si los valores de la columna de la izquierda son
soluciones de la ecuacion (usando la CAS). Pero antes de usar la CAS, describe, en el
rectangulo de abajo, como propones usar la CAS para determinar esto, y di qué informacion
te dard la calculadora.

2. Abhora el trabajo con la calculadora (pero no resuelv3as, por favor). Completa la
tabla de abajo con la informacion apropiada.

12x+15=4(x-2)+7

Valores de x | Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la
CAS

x=-2

x=2




3. Pregunta adicional: ;puedes encontrar otras soluciones de esta ecuacion? Por favor,
explica.

(B) Ecuaciones de primer grado con dos incognitas

1. La tabla siguiente contiene una nueva ecuacion y algunos valores numéricos:

Sin resolver esta ecuacion, pero de nuevo usando la CAS, determina si cada par de valores
de la columna de la izquierda es solucion. Pero antes de usar la CAS, describe, en el
rectangulo de abajo, cdmo propones usar la CAS para determinar esto, y di qué informacion
te dara la calculadora.

2. Abhora el trabajo con la calculadora (pero sin resolver, por favor). Completa la tabla
de abajo con la informacién apropiada.

3

—y—-x=9

5 y
Valores de la Qué introduces en la CAS Resultado mostrado
parejax y y por la CAS
x=3yy=12
x=-3yy=4

x=-18 y y=-6




3. Pregunta adicional: ;puedes encontrar otras soluciones de esta ecuacion? Por favor,
explica.

(C) Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas

1. La tabla siguiente contiene un sistema de ecuaciones y algunas parejas ordenadas de
numeros.
Sin resolver este sistema de ecuaciones, determina si cada par de valores de la columna de
la izquierda es solucion (usando la CAS). Pero antes de usar la CAS, describe, en el
rectangulo de abajo, cobmo propones usar la CAS para determinar esto, y di qué informacion
te dara la calculadora.

2. Abhora el trabajo con la calculadora (pero no resuelvas). Por favor, escribe, en la tabla
de abajo, qué introduces en la calculadora, asi como aquello que la calculadora
muestra como resultado.

2Xx=8-4y
17x-31y =3
Valores de la Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por
pareja x y y la CAS
x=0yy=2
x=4yy=3

x=2yy=1




3. Pregunta adicional: ;puedes encontrar otras soluciones de este sistema de ecuaciones?
Por favor, explica.

4. ;Hay algunas preguntas o ideas que se te hayan ocurrido, mientras trabajabas con
esos tres tipos de ecuaciones?

Discusion en el salon de clases de la Parte 1

[Para tomar nota durante la discusion con todo el grupo]

Seccion A, ecuacion: 12x+15=4(x-2) +7

Cy . 3
Seccion B, ecuacion: > y—x=9




2Xx=8-4y

Seccion C, sistema de ecuaciones:
17x-31y =3

Parte II (con CAS):
Interpretacion con la CAS de las soluciones de ecuaciones con una y dos incégnitas

(A) Solucioén de una ecuacién con una incdgnita.

Usa el comando “SOLVE” de la CAS para resolver la siguiente ecuacion:

4(3x-7) = 2(3-x)+5

Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS como resultado

(B) Solucién de una ecuacion con dos incdgnitas.

Las siguientes seis preguntas se refieren a la ecuacion: 2x+7 = §y+11.

1. ;Cual crees que sea el resultado si usas la CAS para resolver esta ecuacion en
términos de x?

2. Usala CAS para resolver esta ecuacion en términos de x:

Qué introduces en la CAS Qué muestra la CAS como resultado




3. ¢(Coémo interpretas el resultado mostrado por la CAS?

4. (Cual crees que sea el resultado si usas la CAS para resolver esta ecuacion en

términos de y?

5. Usa la CAS para resolver la ecuacion: 2x+7 = 8y+11 en términos de y:

Qu¢ introduces en la CAS

Qué muestra la CAS como resultado

6. ¢Coémo interpretas el resultado mostrado por la CAS?

(C) Distincidn entre soluciones de ecuaciones con una y dos incognitas

1. Es probable que te hayas dado cuenta de que, en la Parte II (A), la CAS mostré un
valor numérico como solucion para x. Por el contrario, en la Parte II (B), la
calculadora mostro el resultado en forma de expresion algebraica. ;Como explicas

esta diferencia?




2. (Coémo puedes usar esas expresiones, mostradas por la CAS, para encontrar
soluciones numéricas de las ecuaciones?
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(D) Uso de la CAS para generar y verificar soluciones de ecuaciones con una y dos
incognitas

1. Usala CAS para generar tres soluciones de cada una de estas ecuaciones (registra
todo aquello que introduces en la CAS mientras prosigues con tu trabajo, y de lo
que la CAS muestra como resultado, en cada paso). Verifica al menos una solucién
de cada ecuacién (con la CAS).

Qué introduces en la CAS Qué resultado muestra la CAS

(b) ——yY+—=3X-

Qué introduces en la CAS ué resultado muestra la CAS




2. Plantea al menos una pregunta o da alguna idea que se te haya ocurrido, mientras
trabajabas en la Parte D, precedente (por ejemplo, una pregunta referente a las

dificultades que hayas tenido).

Leccion 2 (Partes IIIA, I1IB, ITIC)

Parte IIIA (con papel y lapiz): Repaso de los métodos de Igualacion y de Sustitucion

1. He aqui el método de IGUALACION para resolver un sistema de ecuaciones

lineales:
METODO DE IGUALACION x+3y=35
Tx + 6y =20

El método algebraico de Igualacion consiste
en:
1. Despejar la misma variable en cada una
de las ecuaciones y, de este modo, construir y=(5-x)/3
dos expresiones; las cuales tienen una y=(20-7x)/6

variable comun;

2. Proponer que las dos expresiones
obtenidas en el paso 1 sean iguales entre
ellas, y asi construir una ecuacién con una
variable;

(5-x)/3 = (20-7x)/6

3. Resolver la ecuacion que resulta;

(5-x)/3 = (20-7x)/6
2(5-x) = (20-7x)

10-2x = 20-7x
Tx-2x =20-10
5x=10
x=2

4. Sustituir el valor obtenido en una de las
ecuaciones del sistema, con objeto de
calcular el valor de la otra variable de la
pareja solucion.

y=05-x/3=(5-2)3=1
La pareja solucion es (x, y) = (2, 1)
j Verifique esto!

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Igualacion? En otras
palabras, ;en qué sentido se lleva a cabo la igualacion en este método?




2. He aqui el método de SUSTITUCION para resolver un sistema de ecuaciones

lineales:
METODO DE SUSTITUCION 2x+3y =25
Sx+ y=30
El método de sustitucion algebraica
consiste en:
1. Despejar, si es necesario, una de las y=30-5x

variables en una de las ecuaciones;

2. Sustituir la expresion obtenida, en el paso
1, en la variable apropiada de la otra
ecuacion y, de este modo, construir una
ecuacion con una variable;

2x + 3(30 — 5x) = 25

3. Resolver la ecuacion obtenida en el paso

2x+90 - 15x =25

calcular el valor de la otra variable de la
pareja solucion.

2; -13x=25-90
-13x=-65
x=65/13
4. Sustituir el valor obtenido en una de las y=30-5(65/13)
ecuaciones del sistema; con objeto de =65/13

La pareja solucion es (x, y) = (65/13, 65/13)
i Verifique esto!

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Sustitucion?

3. (En qué forma estos dos métodos (los métodos de Igualacion y de Sustitucion) te
permiten reducir el sistema dado en otro que ya sabes como abordarlo?
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Parte IIIB (con CAS): Uso del método de Igualacion con la CAS

X-8=2y+2

He aqui un sistema de ecuaciones lineales:

3Xx+5y+3=0

1. Con la CAS, usa el método de Igualacion para resolver este sistema (registra todo
aquello que introduces en la calculadora, mientras prosigues con tu trabajo, y de lo
que la calculadora muestra como resultado al usar sus comandos).

El método de Igualacion
consiste en:

Qué introduces en la CAS

Qué muestra la CAS como
resultado

1. Despejar la misma variable
en cada una de las ecuaciones
y, de este modo, crear dos
expresiones, las cuales tienen
una sola variable;

2 y 3. Proponer que las dos
expresiones obtenidas en el
paso 1 sean iguales entre ellas,
para construir una ecuacion
con una variable; resolver la
ecuacion que resulta;

4. Sustituir el valor obtenido
en una de las ecuaciones del
sistema; con objeto de calcular
el valor de la otra variable de
la pareja solucion.

2. (Como verificas con la CAS que tu solucion es correcta?

3. Encel paso 4 de la Pregunta 1 anterior, reemplazaste el valor obtenido en el Paso 3
(de la primera variable) en una de las ecuaciones. Ahora sustituye este mismo valor
obtenido en el Paso 3 en la otra ecuacion. ;Qué sucede? ;Por qué crees que pasa

esto?
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Parte IIIC (con CAS): Uso del método de Sustitucion con la CAS

1. Con la CAS, usa el método de Sustitucion para resolver este sistema (registra todo
aquello que introduces en la calculadora, mientras continuas con tu trabajo, y de lo
que la calculadora muestra como resultado al usar sus comandos).

X+3y=5
7X+6y =20

Fl método de Sustitucion
consiste en:

Qué introduces en la CAS

Qué muestra la CAS como
resultado

1. Despejar, si es
necesario, una de las
variables de alguna de las
ecuaciones;

2. Sustituir la expresion
obtenida, en el paso 1, en
la variable apropiada de la
otra ecuacion y, de este
modo, crear una ecuacion
con una sola variable;

3. Resolver la ecuacion
obtenida en el paso 2;

4. Sustituir el valor
obtenido en una de las
ecuaciones del sistema;
con objeto de calcular el
valor de la otra variable
de la pareja solucion.

2. (Como verificas con la CAS que tu solucion es correcta?




3. (Cual de los dos métodos (IGUALACION y SUSTITUCION) prefieres y por qué?

4. (Qué tienen en comun esos dos métodos? (No re-escriba sélo los pasos de los dos
métodos).
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