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Resumen v

Resumen

Mucha de la teoria de aproximacién de la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales (EDPs) se lleva a cabo en diferentes tipos de mallas. En muchas ocasiones
la generacion de la malla conlleva un gran costo computacional y es por eso que
se ha comenzado a desarrollar métodos para evitar la generacién de una malla al
momento de resolver EDPs.

En este trabajo se presenta un esquema de soluciéon de EDPs que utiliza nubes
de puntos como base para conseguir la aproximacién al resultado de diferentes
tipos de EDPs como un primer estudio del método. Para el cual se utilizan dos
implementaciones basadas en el método conocido como “criterio de los cuatro
cuadrantes” propuesto por T. Lizka y J. Orkisz [13].

Palabras clave: diferencias finitas, regiones irrequlares, nubes de puntos, criterios
de eleccion de nodos, métodos numéricos.



VI Abstract

Abstract

A lot of approximation theory for solution of partial differential equations
(PDEs) is carried out in different types of grids. In many cases the grid gene-
ration carries with a great computational cost and for this, people have begun to
develop methods for avoid the grid generation to the moment to solve PDEs.

This work presents a scheme for solution of PDEs that uses clouds of points as
base to obtain the approximation to the result of different types of PDEs as a first
study of the method. For it, we used two implementations of the method known
as the method ”four quadrant criterion” proposed by T. Lizka y J. Orkisz [13].



Prefacio VII

Prefacio.

El estudio del comportamiento de los fenémenos fisicos de la naturaleza apare-
cen muy frecuentemente las ecuaciones diferenciales, uno de los problemas es que
los esquemas que los describen no siempre tienen solucién analitica ya que estan
basados en problemas idealizados. Es por ello que existen los métodos numeéricos,
que con ayuda de las computadoras se han ido desarrollando esquemas cada vez
mejores, que nos ayudan a aproximar mejor las soluciones. Aunque estas no sean
exactas nos ayudan a poder describir la evolucion del fénomeno en estudio. Para
la solucién nimerica de EDPs pueden emplearse muchos métodos numéricos como
son diferencias finitas, elementos finitos, métodos espectrales, volimenes finitos,
elementos de frontera, por mencionar algunos. En este trabajo sélo se utiliza el
método de diferencias finitas.

Existe mucha teoria para aproximar dichas soluciones pero la mayoria de los
esquemas estan desarrollados para mallas, pero adecuar una malla requiere un
gran costo computacional cuando se trata de superficies irregulares, por lo que se
han desarrollado otros métodos que no requieran una malla.

Este trabajo presenta un esquema de diferencias finitas, que propone aproximar
en nubes de puntos, evitando asi el uso de un mallado como un primer intento de
buscar mejores aproximaciones con menor costo computacional.

El primer capitulo explica brevemente los conceptos basicos que se necesitaran
en el desarrollo del mismo, como son: los tipos de ecuaciones diferenciales, ecua-
ciones diferenciales parciales de segundo orden y las condiciones asociadas para la
solucién de diferentes problemas.

En el segundo capitulo se hace una ligera introduccién del método de diferencias
finitas para 1 y 2 dimensiones y algunos ejemplos de cémo aplicar el método.

El tercer capitulo describe el esquema que se utilizé para regiones irregulares,
asi como una descripcion de algunos de los métodos més conocidos en la generacion
numerica de mallas como una motivacién para la buisqueda de otros métodos.

El cuarto capitulo se centra en las nubes de puntos pero sobre todo el desarrollo
en los métodos para la eleccion de los nodos vecinos, describe las variantes del
método del criterio de los cuatro cuadrantes que se utilizaron en este trabajo y los
problemas que se presentaron en la elecciéon de nodos.

El ultimo capitulo contiene los resultados ntumericos obtenidos en cada una
de las nubes utilizadas de prueba con cada una de las variantes mencionadas an-
teriormente. Aqui también se presentan las conclusiones a las que se llegaron y
propuestas para un trabajo a futuro.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo tiene como objetivo introducir algunos conceptos bésicos de
ecuaciones diferenciales que se utilizaran a lo largo del presente trabajo, asi como
describir brevemente el método de diferencias finitas.

1.1. Conceptos.

Iniciamos recordando con lo que es una ecuacién diferencial. Una ecuacion
diferencial es aquella que relaciona las derivadas de una funcion que depende de
una o mas variables.

Usualmente las ecuaciones diferenciales se subdividen en ecuaciones diferen-
ciales parciales (EDPs), por ejemplo:

ua:x(xay) +uyy<5€’y) - 07 Utt(l’,t) :uzw(l‘7t) _ug(x7y> (11)
y ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), por ejemplo
u'(t) = u(t), u'(z)+u(z) =2 (1.2)

Las EDPs involucran derivadas parciales mientras que las EDOs solo involucran
derivadas con respecto a una variable.

El orden de una ecuacion diferencial se refiere a la derivada de mayor orden
que aparece en la ecuacion diferencial.

Otra importante distincién es entre las ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales. Para poder ver claramente esta diferencia es 1til escribir la ecuacion en
la forma

L(u) = (1.3)
diremos que la ecuacion de la forma (1.3) es lineal si
)=

L(au + pv) = aL(u) + SL(v)

1
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para o y [ constantes y u, v funciones. Tomemos como ejemplo las ecuaciones de
(1.1), empecemos por escribir la primera en la forma (1.3)

L(u) = Uge + Uy,

L(u+v) = Uy + Vg + Uyy + Uy
= Ugz + Uyy + Uzz + Uyy
= L(u) + L(v)
por lo tanto esta ecuacion es lineal. Ahora veamos la segunda ecuacion

L(u) = gy — Upg (2, 1) +u°

L(u+v) = uy + v — (g + Vag) + (0 + )3
= Uy + Ugy + Vg + U + (u + U)g
# L(u) + L(v)

va que (u+ v)* # u® + v* la ecuacién es no lineal.

1.2. Ecuaciones diferenciales parciales lineales de
20. orden.

En la seccion pasada se vio que existen diferentes tipos de ecuaciones diferen-
ciales sin embargo en este trabajo sélo nos enfocamos en lo que son EDPs lineales
de 20.orden ya que los problemas clasicos que estaremos estudiando como lo son
la ecuacién de Laplace/Poisson y la ecuacién del calor entre otras son de este tipo
de ecuaciones.

Para una funcién u(z,y) de clase C?, la ecuacién diferencial parcial (EDP)
lineal de segundo orden es de la forma

L(u) = Auyy + Bugy + Cuyy + Duy, + Euy + Fu
L(u) = f
donde A, B,C, D, E, F' y f son funciones suaves de (z,y) definidas en un conjunto
abierto (2.
Las EDPs de segundo orden se clasifican en tres categorias dependiendo del

valor de (), que es la matriz simétrica asociada a la parte cuadrética de la ecuacion
(i.e. las derivadas de segundo orden de u) y esta definida como sigue

o= (5 ¢)-

(1.4)

Una EDPs es:
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eliptica si det(Q) >0,
parabdlica si  det(Q) = 0,
hiperbdlica si  det(Q) < 0.

= Ecuaciones elipticas.

Las ecuaciones de este tipo llevan a problemas de procesos a ciclo fijo, cuando
la funcién buscada no depende del tiempo.

El representante tipico de éstas ecuaciones es la ecuacién de Laplace

2 2
AUE@ 07u

9 + a7 =0, u=u(x,1t).

= Ecuaciones parabdlicas.

Las ecuaciones de este tipo llevan a problemas de conductividad térmica y
de difusion.

La ecuacién mas simple de conductividad térmica tiene la forma

ou 0%

% =% g u=u(z,t)

donde a? = g, donde p es la densidad del medio, ¢ es el calor especifico y K
es el coeficiente de conductividad térmica.

= Ecuaciones hiperbdlicas.

Estas ecuaciones llevan a problemas de fenémenos de tipo oscilatorio (pro-
blemas de la cuerda, oscilaciones electromagnéticas, etc.). La particularidad
caracteristica de los procesos descritos por las ecuaciones de tipo hiperbdlico
es la velocidad finita de propagacion de las perturbaciones.

Como ejemplo mas concreto de este tipo de ecuaciones es la ecuacion de onda

OPu  , 0u B

W_C w, u—u(x,t)
donde z es la coordenada espacial, t el tiempo y ¢ es la velocidad de propa-
gacion de las perturbaciones.

1.2.1. Condiciones asociadas.

Las EDPs tienen una infinidad de soluciones. Para obtener una solucién unica
de la EDP, debemos agregar condiciones adicionales dependiendo del tipo de EDP
que se quiera solucionar.
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Condiciones de frontera.

Estas condiciones indican el comportamiento de la solucién del problema en la
frontera del dominio en consideracion. Hay tres principales tipos de problemas con
valores en la frontera.

Problema de Dirichlet Este tipo de problema es conocido como de valores en
la frontera. En las ecuaciones de segundo orden se necesitan dos condiciones por
cada variable sobre la solucién u(z,y). Suponiendo que se busca la solucién para
a<x<byc<y<d, las condiciones son

u(a7y):f1(xuy)7 u(bvy) :fz(li,y),
U(SB,C) :fS(zay)> u(:v,d) =f4(x,y).

De manera general, el problema de Dirichlet nos da el valor de la funcién incégnita
u en toda la frontera de la region de interés.

Problema de Neumann Este es otro tipo de problema de valores en la frontera.
Suponiendo que se busca la solucién para a < x < by c <y < d, las condiciones
para este caso son

ux(a,y) :fl(l‘ay)’ ux(b,y)zfg(m,y),
uy(x,c) = fg(l’,y), uy(:c,d) = f4(a:,y).

De manera general, el problema de Neumann nos da el valor de la derivada normal
de la funcién incognita en toda la frontera de la regién de interés.

Problema de Robin Este problema de valores en la frontera generaliza los dos
anteriores. Suponiendo que se busca la soluciéon paraa <z <byc <y <d, las
condiciones son

oaqu(z,y) + frug(a,y) = fi(x,y), au(z,y) + Poua(b,y) = falz,y),
053u(17a y) + 53uy(xv C) = f3(1‘7 y)’ a4u(:1c, y) + B4uy(a:, d) = f4(l‘7 y)

donde «; y (; son constantes dadas. De manera general, el problema de Robin
nos da el valor de una combinacién lineal de la funcién incégnita u y su derivada
normal en toda la frontera de la region de interés.

Condiciones iniciales.

Las EDPs que modelan procesos en los cuales el tiempo es una de las varia-
bles independientes, la solucién debe ser especificada por una o varias condiciones
iniciales. El nimero de condiciones iniciales requeridas depende de la derivada de
mayor orden en el tiempo que aparece en la ecuacion.

La combinacién de las condiciones iniciales y las condiciones de frontera en una
EDP es lo que se llama un problema de contorno.



Capitulo 2

Diferencias finitas.

Las EDPs modelan muchos fenémenos fisicos por ello son muy utilizadas, las
EDPs que se pueden resolver explicitamente con formulas analiticas son muy pocas;
es asi como surge la necesidad de introducir métodos ntimericos para encontrar una
aproximacion apropiada. El desarrollo de los esquemas de aproximacion numéri-
ca es una herramienta esencial para obtener informacion cuatitativa asi como la
comprensién del posible comportamiento de sus soluciones[14].

El método de diferencias finitas tiene como principal objetivo remplazar los
términos de la ecuacién diferencial que involucran diferenciacién por términos més
sencillos que se mostraran mas adelante para obtener un sistema algebraico.

2.1. Diferencias finitas en una dimension.

Iniciaremos el desarrollo de este método con las férmulas basicas de diferencias
finitas para aproximar derivadas de primer orden.

Consideramos una funcién de una variable u(z), asumimos que es suave y
derivable las veces que sean necesarias; cada derivada estara bien definida sobre
un intervalo que contendra un punto de interés particular xy [12].

Supongamos que queremos aproximar u'(xg) por una diferencia finita basada
solo en los valores de v en un ntmero finito de puntos cerca de xy. Podemos usar

u(zo + h) — u(xg)
h

Diu(xg) =~ (2.1)
para algun valor pequeno de h = Ax. Note que D u(xg) es la pendiente de la linea
que interpola a u en los puntos zy y xo+ h. La expresion (2.1) es una aproximacién
unilateral para u’ ya que u es evaluada solo en valores de x > . Otra aproximacién

unilateral seria
u(zg) — u(xg — h)

D_u(zy) =~ -

(2.2)
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En cada una aproximacién para u'(z), el tamano del error de aproximacion es
O(h) donde la notacién se refiere al término que es proporcional a h, 0 mas preci-
samente cuyo valor absoluto es acotado por una constante miltiplo de |k| cuando
h — 0, més adelante se explicard mejor con el teorema de Taylor (2.1).

Otra posibilidad es usar la aproximacién centrada

u(xg + h) —u(xg — h)
2h

1
Dou(zg) ~ = §(D+u(xo) + D_u(xy)), (2.3)
esta es la pendiente de la linea que interpola u en los puntos xo — h y xg + h.
Dou(zp) nos da una mejor aproximacion que las otras aproximaciones unilaterales
yva que el error de aproximacién es O(h?) es decir proporcional a h?.

Figura 2.1: Aproximaciones de u/(xg).

Este método de aproximacién nimerica se lleva a cabo de la siguiente manera:

1. Generamos un nimero finito de puntos del dominio, en los cuales buscaremos
aproximar la solucion de la ecuacién diferencial, por ejemplo; tomaremos el
intervalo [a,b] de la recta real y dividimos con M subintervalos de ancho
Ar = h = I”Wa A cada uno de los puntos x; en los que empieza o termina
el subintervalo le llamaremos nodo, los cuales numeramos de forma natural
iniciando por la cota inferior del intervalo. Este procedimiento es llamado
mallado del dominio y es la forma mas sencilla de generar un mallado ver
figura 2.2.
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To T1 T2 I3 TM—-1TM
|
\

a Ax

Sl RS

Figura 2.2: Mallado uniforme sobre el intervalo [a, b].

2. Sustituimos las derivadas correspondientes con alguna de las férmulas de
diferencias finitas.

3. Resolvemos el sistema de ecuaciones para obtener la solucion aproximada en
cada punto.

Las férmulas de diferencias finitas solo nos muestran la aproximacién de la
primera derivada, pero ;como aproximamos las derivadas de orden mayor? Esto
es relativamente sencillo. Todo parte del teorema de Taylor para expandir una
funcién continua en términos de las derivadas en puntos dentro de una vecindad.
Veamos que dice el teorema de Taylor.

Teorema 2.1 (de Taylor). Sea u(x) una funcién continua definida en el inter-
valo [a,b] que ademds cumple la propiedad de pertenecer a la clase de funciones
infinitamente diferenciables C* sobre (a,b); dado un punto xy € (a,b), entonces
se tiene que para cualquier otro punto x € (a,b),

du(z) du(zo) (z — x)? AV u(zo) (2 — 20)N 1
u(r) = u(wo)+ i (x—x0)+ 70 o T N =T Ry
(2.4)
donde N .
Ry = d"u(f) (@ ~ o) ¢ € (a,b)

dxN (N
es el residuo [19)].

Ahora asumimos que u(x) cumple con las hipdtesis del teorema de Taylor, usamos
su expansién alrededor del punto x;,; en el intervalo [a, b] para obtener

du
u(@ir) = ulw:) + o (@) (i — @) + O(Ax),
en donde O(Az?) es el residuo de orden 2 y Az; = z;41 — z;. De ahi se obtiene la
expresion
d_u
dx

() = = o), 25)
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como u pertenece a C*°, podemos aplicar nuevamente el teorema de Taylor y
aproximar la segunda derivada,

du du d?u
@(%H) R %(%) + @(%)(%H — ),

sustituimos la primera derivada en los respectivos puntos y obtenemos

dz_u(x) N w(wiyo) — 2u(ziy) + u(z;)
dx2" (g1 — ;)

Este proceso lo podemos repetir para obtener derivadas de mayor orden. Notemos
que la aproximacion (2.5) es la llamada diferencia hacia adelante (2.1). El caso de
las diferencias centradas es un poco mas laborioso, ya que para obtenerlas primero
calculamos las expresiones hasta orden 2, para u;;q v u;_1

du 1 d*u

Uiy = Ui + %(%)(%H — ;) + B + @(%)(%H —x;)? + O(Ax})
U 1 d?u

Ui—1 = U, + %(1’1)(1‘1_1 — [L’l) + 5@($l)(1',_1 — ZL‘Z‘)Q + O(AZL‘?)

después se resta la segunda de la primera

du 1 d%u
Uiyl — Ui = %(%)(l‘iﬂ — xz—l) =+ 5@(%)[(95%1 - 952‘)2 - (xi_1 - $z)2] + O<A$3)7

asi llegamos a la siguiente expresion de diferencias centradas

du; Uil — Ui—1 2
— = 1L O(Ax?). 2.6
i ———— (Az;) (2.6)

Para el caso de una malla uniforme donde
Tit1 — T = Tj — Ti—1
la ecuacién (2.6) se reduce a

du Ui T Ui

N A — 2
- (x;) SAL + O(Az?)

la cual obtiene un grado de aproximacion mayor.
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2.1.1. Primer ejemplo.

Un primer ejemplo para resolver una ecuacion diferencial usando el método de
diferencias finitas es el siguiente

u'(z) = f(z) para 0<z <1, (2.7)
con las siguientes condiciones de frontera
u(0) =a, u(l)=2g0.
Queremos calcular los valores U(xz), U(z1),U(xs), ..., U(xm), U(2my1), donde U(z;)

es nuestra aproximacion a la solucién u(x;). Si remplazamos u”(x) por la aproxi-
macién de las diferencias centradas entonces obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas

1
n?
Donde U(xg) = ay U(zmy1) = By tenemos m valores desconocidos para calcular.

Tenemos un sistema lineal de m ecuaciones y m variables, el cual podemos escribir
de la forma

(U(xi—1) —2U(x;) + U(xiyq)) = f(z;) para i=1,2,...,m. (2.8)

AU = F
donde el vector U = [U(zy), U(zz),...,U(z,)]" vy

. f(x) — Oé/h2
| 91 f(@m-1)

Este sistema lineal tridiagonal es no singular y puede resolverse facilmente para
U. Ahora la pregunta es jqué tan bien aproxima U a u(z)? Sabemos que cuando
aproximamos una funcién u(z) lisa con diferencias finitas centradas obtenemos
una presicién en la aproximacién de orden 2 para u”, ahora nosotros conocemos
los valores de u” en cada punto, calculamos U(x1), U(xs),...,U(x,,) y esperamos
que este proceso también nos de errores que sean O(h?). Ya que U(z;) aproxima a
la solucién u(z;), es natural calcular los errores punto a punto como U (x;) — u(z;).
Si U es el vector de los valores exactos
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entonces el vector error F esta definido por
E=U-U

que contiene los errores en cada punto. Nuestro objetivo es ahora es obtener una
cota para la magnitud de este vector y mostrar que es O(h?) cuando h — 0. Para
medir la magnitud de este vector debemos usar alguna norma, por ejemplo

1Elloo = méx |E;| = méx |U(w:) — ulw:)]

Si mostramos que || E||. = O(h?), entonces el error en cada punto debe ser también
O(h?). Podemos utilizar otras normas como la norma 1 y la norma 2 que podemos
ver en [12].

Regresando al problema de calcular el error en nuestra solucién al problema de
valores en la frontera. La técnica que usaremos es basica para el anélisis del método
de diferencias finitas en general. Primero calculamos el error de truncamiento local
del método y después usamos alguna tipo de estabilidad para mostrar que el error
global puede ser acotado en términos del error de truncamiento local.

2.1.2. Error de truncamiento local.

El error de truncamiento local tomando el ejemplo anterior 2.1.1 esta definido
por

1
T = ﬁ(u(xz—l) = 2u(w;) + u(@is1)) — f(@s) (2.9)
para ¢ = 1,...,m. Si definimos 7 como el vector con componentes 7; entonces

podemos escribirlo de la siguiente manera
=AU - F

donde U es el vector solucién del ejemplo anterior.

Por ejemplo, en la serie de Taylor el error de truncamiento se genera cuando
se toma un numero finito de términos de la serie, como lo hicimos para obtener
los esquemas de diferencias, el error de truncamiento en este caso es Ry.

2.1.3. Error global.

El error global lo definimos como
E=U-TU. (2.10)
la relacion entre el error de truncamiento local y el error global como

AFE = —7.
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2.1.4. Error de redondeo.

El error de redondeo generalmente ocurre por causa de las limitaciones del
equipo de cémputo que estemos utiizando, se reduce el nimero de cifras signifi-
cativas de su representacién decimal para facilitar uso; sin embargo, dado que el
numero que estamos usando no es el nimero real, los calculos que se hagan con
esta representacién no seran estrictamente los correctos.

2.2. Diferencias finitas en un rectangulo.

Anteriormente se vieron los esquemas de diferencias finitas en una dimensién
por otra parte ;qué pasa en dos dimensiones? nada inusual, se sigue el procedi-
mento anterior solo que ahora las derivadas parciales implican una derivada en
una direccién.

En una regién rectangular como la de la figura 2.2 definida en [a,b] X [c,d], en la
cual se construyen los nodos interiores como

r; = a+1Ax,
y; = c+ jAy,
Az
(a,d) — (b,d)

(a,c) (b,c)

Figura 2.3: Mallado uniforme sobre la region rectangular [a, b] x [c, d].
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donde Az y Ay son el tamano de paso horizontal y vertical respectivamente.
Siguiendo el procedimiento anterior escribimos las férmulas para cada una de las
variables utilizando diferencias centradas.

ou _ (@i, y5) — w(@io1, ) 2
ax(%’y]) N 2Ax +O(Az)
ou - U(xi,yjﬂ) - U(xi7yj_1) 2

Las derivadas de 20. orden siguen el procedimiento antes visto, y sus expresiones
son las siguientes:

Pu (@i, ) — 2u(z, yp) + u(Tig, yj)
0x? (Az)? 5

d%u u(wg, yim1) — 2u(z;, yj) + w(x;, Yit1)
Oy? (Ax)? ’

P u —~ (i1, Yjr1) — @iy, Yigr) +u(@io1, yi-1) — w1, yj-1)
0xdy 4Ax Ay '

2.2.1. Ejemplo en dos dimensiones

Para hacer mas explicito lo dicho anteriormente, consideremos un caso parti-
cular el problema de Poisson

Uy + Uyy = f, (2.11)

en el cuadrado unitario 0 < x <1, 0 <y < 1 y suponemos que tiene condiciones
de frontera de Dirichlet. Usaremos una malla uniforme de puntos (z;,y;), donde
r; = 1Az y y; = jAy.

Para simplificar notacién usaremos w;; para una aproximacion de u(x;, y;). Para
discretizar (2.11) remplazaremos las derivadas de x y y con las diferencias finitas
centradas, y obtenemos

1 1
W(Ui—la — 2uij + Uip1) + W(Ui,j—l — 2uij + Uijp1) = fij. (2.12)

Este esquema se representa con el esténcil de 5 puntos mostrado en la figura
2.4. Desconocemos u;; para los m* puntos de la malla donde ¢ = 1,2,...,m y
j=12....myh = 1/(m+ 1) como en la figura 2.3; entonces tenemos un
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Figura 2.4: Esténcil de 5 puntos.

sistema lineal de m? variables. Las ecuaciones de diferencias en los puntos cerca de
la frontera contienen valores conocidos de la frontera, los cuales pueden moverse
de lado derecho de la ecuacion.

Si colocamos todas estas ecuaciones juntas en una ecuacion matricial, tendre-
mos una matriz de m? x m?2, en esta matriz muchos de sus elementos son cero. Ya
que cada ecuacion tiene a lo més cinco variables, cada renglén de la matriz tiene
a lo més cinco elementos distintos de cero y por lo tanto tenemos minimo m? — 5
elementos que son cero.

El vector de variables esta dividido de la siguiente forma

Um ulj

Um . Ugj
u = , donde ¥ = | (2.13)

U[m] umj

Esto nos da una ecuacion matricial donde A tiene la forma
' -
. I T 1

A=+ 1 'T 'I N (2.14)

la cual es una matriz tridiagonal por bloques de m x m en la cual cada bloque T,
I por si mismos son una matriz de m x m,

4 1
1 -4 1
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y I es la matriz identidad de m x m. Asi tenemos la ecuaciéon matricial
Au=F

donde ahora F es el vector con los valores de f;;.

2.2.2. Consistencia.

La ecuacion de diferencias es consistente con una ecuacion diferencial parcial
si el error de truncamiento local tiende a cero cuando los tamanos de los pasos en
la malla de puntos se aproximan a cero, es decir;

T — 0, cuando h — 0.

Cuando los errores de truncamiento local de las aproximaciones de las EDPs
exactas son conocidos, la comprobacion de la consistencia es directa. En cambio,
cuando estos errores no se conocen, se debe analizar la ecuacién de diferencias
para la consistencia. Esto se hace expresando cada término en la ecuacion de di-
ferencias por su desarrollo de la serie de Taylor alrededor del nodo (z;,y;). La
ecuaciéon resultante, puede ser entonces simplificada para proporcionar la forma
del error de truncamiento de la ecuacion de diferencias. Por lo tanto, la ecuacién
diferencial modificada difiere de la ecuacién diferencial parcial exacta por el error
de truncamiento. De esta manera, se puede concluir que la ecuacién diferencial mo-
dificada puede ser usada para determinar la consistencia y el orden de un esquema
numérico.

El orden de una solucién por diferencias de una ecuacién diferencial parcial es
la razén a la que el error global de la solucién por diferencias finitas se aproxima
a cero cuando los tamanos de los pasos en la red de puntos tienden a cero. Como
ejemplo, se muestra el analisis de consistencia de la aproximacién de diferencias
finitas de cinco puntos para la ecuacién de Poisson

Uy + Uy = f
cuando Azx = Ay = h.

1
ﬁ(uiﬂ,j + Us j+1 + Us j—1 + Ui—1,5 — 4ui,j = h2f (215)

reordenamos la ecuacion de la siguiente manera;
2
(Uit1j + wim1g) + (Wi +uij-1) — 4wy = b7 f.
Escribiendo la serie de Taylor alrededor del punto (x;,y;) para todos los valores
de u(x,y) que aparecen en la ecuacién anterior, se tiene:
2 3 BA

AN N S LS L S Ly
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zﬂ 1?2 1 jh4i__.

= ul] £ uyﬂh + uyy‘?? + Uyyy’gg + uyyyy’iﬂ

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.15) y reduciendo la notacién te-
nemos

ul

2 h’4 2 h4 2
uacxh +uxxxxﬁ+ + uyyh +uyyyyﬁ+"' =h f

reacomodando términos y dividiendo entre h? ambos lados obtenemos

h? h?
Ugz + Uyy = f - uxx:crﬁ - uyyyyﬁ

que es la ecuacion de Poisson. Por lo tanto, la aproximacion de diferencias finitas
de cinco puntos es una aproximacién consistente de la ecuacién de Poisson. El
orden de la ecuacién es de orden O(h?) y podemos ver que es el orden del error de
truncamiento local definido anteriormente.

2.2.3. Estabilidad.

Cuando una ecuacion diferencial parcial tiene una solucién acotada, se dice que
la ecuacién de diferencias asociada es estable si produce una solucion acotada.

El concepto de estabilidad esta relacionado con el crecimiento o decrecimiento
de los errores que se introducen en la etapa de cémputo. Estos errores no son
producidos por una légica incorrecta sino que se originan porque las computadoras
no pueden almacenar un nimero infinito de cifras decimales, introduciendo de esta
manera un error de redondeo.

Un método particular se dice que es estable si el efecto acumulativo de to-
dos los errores de redondeo producidos al aplicar un determinado algoritmo es
suficientemente pequeno.

El primer paso en el andlisis de la estabilidad de una ecuacién de diferencias
finitas que aproxima a una ecuacién diferencial parcial, es determinar el compor-
tamiento de la solucién exacta de la ecuacion diferencial parcial. La solucién de la
mayoria de los problemas fisicos es acotada. Por lo tanto, en estos casos, la solu-
cién de la ecuacién de diferencias finitas también debe ser acotada. Si la solucion
de la ecuacién de diferencias finitas es acotada para cualquier valor de tamano
de paso que se utilice, se dice que la ecuacién de diferencias finitas es incondi-
ctonalmente estable. En cambio, si la ecuacion de diferencias finitas es acotada
solamente para determinados tamanos de paso, la ecuacién de diferencias finitas
es condicionalmente estable.
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2.2.4. Convergencia.

Un método de diferencias finitas es convergente si la soluciéon de la ecuacion
de diferencias finitas se aproxima a la solucién exacta de la ecuaciéon diferencial
parcial cuando los tamanos de los pasos en la malla tienden a cero.

La prueba de que una solucién aproximada converge a la solucién exacta de
una ecuacién diferencial parcial es generalmente muy dificil, aiin en los casos mas
simples. Por esta razdén, se relaciona la convergencia de un método de diferencias
finitas con la consistencia y estabilidad de la ecuacion de diferencias finitas.

Teorema 2.2 (Equivalencia de Lax). Considérese un problema lineal de valores
en la frontera bien planteado. Un esquema en diferencias finitas para este problema
es estable si y solo si es convergente.

No se profundiza mucho en estos conceptos debido a que sélo se estd dando
una introducciéon ademas de que no se esta trabajando una ecuacién en particular,
sin embargo en [11] se desarrollan las pruebas de convergencia para algunos de los
ejemplos antes presentados.

2.2.5. Segundo ejemplo en dos dimensiones: ecuacion del
calor.

Anteriormente vimos un ejemplo en dos dimensiones espaciales, ahora veremos
un segundo ejemplo en dos dimensiones pero ahora con una dimensién temporal y
una espacial.

La ecuacion del calor es una EDP dependiente del tiempo, donde las variaciones
en el espacio estan relacionas con las variaciones en el tiempo

Up = Vlgy (2.16)

Asumimos v = 1 por simplicidad, pero v puede tomar otros valores.
Necesitamos condiciones iniciales en algin tiempo ty, donde nuestro ty = 0

u(x, 0) = g(x),
y condiciones de frontera (condiciones de Dirichlet)

u(0,t) = go(t) parat >0,
uw(l,t) = gq1(t) parat >0, 0<z<I.

Anteriormente vimos la discretizacion de u,,, y ahora veremos la discretizacion en
el tiempo.
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. 1.

Figura 2.5: Esténcil del método de Euler y esténcil de método de Crank-Nicolson.

Aplicamos diferencias finitas a nuestra regién discretizada con puntos (z;,t,)
donde z; = iAx, t, = At, Az es el tamanio de paso en x y At es el tamano de
paso en el tiempo. U ~ u(x;,t,) representa la aproximacién nimerica en el punto
(xia tN)

La ecuacion del calor se puede resolver utilizando diferencias finitas hacia ade-
lante en el tiempo, determinando los valores de U"*! para toda i de los valores U
en el nivel de tiempo anterior. Entonces utilizamos las diferencias centradas en el
espacio y diferencias hacia adelante en el tiempo.

Esquema explicito de Euler en la variable temporal

utt — a2 =l — .
+ =0, +=1,...,N; n>0,
At (Az)? -
uf =uk ., =0, k>0,
u) = gi, i=1,...,N.

Calculamos cada U"™ explicitamente en términos de los datos anteriores,

At

Urtt =Ul'+ ——;
! b A

(U =207 + UiLy),

la figura 2.5 muestra el esténcil de este método.

Debemos ver que los tamanos de paso en las aproximaciones tengan ordenes
de presicion similares los cual requiere que

At ~ (Az)?,

asumiendo que Ax < 1 implica que los pasos en el tiempo deben ser mucho mas
pequenos que los tamanos de paso en el espacio.

Otro método que es muy usado es el método de Crank—Nicolson

e V| (
At ©2Ax?

Ury =207 + Ul + U =200 + UREY)
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el cual se puede escribir como

At
2Ax (Ui

Uptt = Ui + —2U7 + Ufy, + UPA =207 + U

—rUM + (1= 2r) U — e U = r U + (1= 20U + U},

7

donde r = 5 A L. Este es un método implicito y nos da un sistema tridiagonal de
ecuaciones para resolver para todos los valores U™ simultdneamente. La figura
2.5 muestra el esténcil de este método. En forma matricial tenemos

[(1—-2r) —r [
—r  (1—2r) —r U’”r1
—r (1—2r) —r U"HL

—r (1 —2r) —r U“Jrl

I —r (1—2r) | U”Jr1

r(9o(tn) + go(tns1)) + (1 = 2r)UT + U3
rU} + (1 —2r)UY +rUY
rUy + (1 —2r)UY 4+ rU}

rUr o+ (1=2r)U" | +rU"
U+ (1 =2r)Up +1r(g1(tn) + 91(tnt1))

El esquema explicito muestra el valor de la solucién discreta en el paso temporal
n + 1 a partir de la solucion en el paso temporal n, el esquema implicito exige
en cada paso temporal, la resoluciéon de un sistema tridiagonal de N ecuaciones
lineales con N incégnitas.

Con el objeto de estudiar la convergencia de estos métodos conviene utilizar el
numero de Courant
p=At/(Az)?,
fijando este valor del parametro de Courant tenemos At = p(Ax)? Por tanto
un orden de consistencia temporal corresponde a un orden dos de consistencia
espacial.

Lema 2.3. Una condicion necesaria para lograr la convergencia del método de
Euler explicito es p < 1/2.
El método de Crank—Nicolson converge para cualquier valor de p.

Es importante saber que en general es solo una condicién de convergencia
necesaria, si se satisface el método puede ser convergente, ver [12], [20].



Capitulo 3

Diferencias Finitas en Regiones
Irregulares.

Hasta el momento solo se habia hablado de diferencias finitas en intervalos y
regiones rectangulares que son féaciles de discretizar, pero la mayoria de las regiones
de interés para trabajar no son rectangulares.

., Qué pasa cuando queremos resolver una EDP en una regién no regular?

A lo largo del tiempo se han ido desarrollando métodos para la discretizacion
de los dominios en que se va a trabajar, algunos de los métodos mas desarrollados
son los métodos de generacion de mallas.

Este trabajo no esta centrado en la utilizacién de mallas para la resolucién de
las EDPs sin embargo se muestran algunos de los métodos mas conocidos como
un antecedente y motivacion para el desarrollo del mismo.

3.1. Generacion de mallas.

Esta seccion mostrara un poco de lo que es la generacion niimerica de mallas,
mencionando solo algunos de los métodos mas conocidos, los cuales se obtuvieron
de [8],[17]; en estos textos podremos ver los métodos més a detalle.

Entenderemos por malla a la discretizacion del dominio donde se desea modelar
un problema mediante la seleccién de un conjunto finito de puntos que represente
la geometria de la regién. i.e. transformar un dominio fisico en una regién mas
simple.

Podemos generar dos tipos de mallas, las uniformes y no uniformes estas pue-
den ser en una dimensién en el intervalo [a,b] ver figura 3.1 o dos dimensiones
en dominios simples como rectangulos [0,a] x [0,b] ver figura figura 3.2. En dos
dimensiones podemos encontrar otro tipo de regiones, dominios que no cuentan
con una geometria regular donde la generacion de mallas no es tan sencilla, este

19
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tipo de dominios seran los de estudio para los diferentes métodos nimericos de
generacion de mallas.

a b
° ® ° ° e o o o
a b
° eo— o o ° oo o

Figura 3.1: Malla uniforme y no uniforme en 1 dimension.

3.1.1. Generacion numerica de mallas estructuradas.

Una malla x(£,1) = (z(&,n),y(£,1))! sobre una regién Q € R? es una funcién
continua x : Uy — €, donde Uj es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Si tomamos
una linea coordenada £ o 1 constante en Us; su imagen en {2 serd una curva, estas
curvas son llamadas curvas coordenadas.

Para resolver las ecuaciones diferenciales de la funcién x, debe cumplir x(0U,) =
01, entonces diremos que se ajustan a la frontera.

Las mallas que nos interesa generar para la region €2 son aquellas que cumplan
con las siguientes caracteristicas.

1. Que todos los puntos diferentes de U, tengan como imagen puntos diferentes
en §2; esto quiere decir que se requiere que x sea 1-1.

2. Que x llene a §2; es decir, que x sea un mapeo sobre €.

3. Es deseable que la imagen de una curva suave en U, sea una curva suave en
); esto es, que las funciones x(&,n) v y(§,n) tengan derivadas continuas al
ser consideradas como funciones de £ y 1 separadamente.

Las mallas que cumplen con las 2 primeras caracteristicas son llamadas mallas
convexas, estas se utilizan en trabajos sobre la solucion nimerica de ecuaciones di-
ferenciales parciales. Si la malla cumple con las 3 caracteristicas nos dice que existe
un difeomorfismo entre U, y 2. Entonces se plantea el problema de generacién de
mallas como:

Dado un difeomorfismo x : 9(Us) — 09, extenderlo a un difeomorfismo x :
U2 — Q.

Mencionaremos dos tipos de métodos para generar este tipo de mallas.
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(0,b) (a,b)
(0,0) (a,0)
(0,b) (a,b)
(0,0) (a,0)

Figura 3.2: Malla uniforme y no uniforme en 2 dimensiones.

= Construccion por interpolacion algebraica. Estos métodos tienen ven-
taja de ser de facil implementacién y muy rapidos en comparacién con los
métodos variacionales contnuos y discretos, por mencionar algunos. Algunas
de sus desventajas es que transmiten la falta de suavidad de sus fronteras
hacia el interior y frecuentemente generan mallas dobladas, i.e. no forman
mapeos 1-1. Por su simplicidad estos métodos son muy usados en diferentes
areas y las mallas que generan son utilizadas como punto de partida por
otros métodos.

= Soluciéon numerica de ecuaciones diferenciales parciales. Las ecua-
ciones pueden ser elipticas, parabdlicas o hiperbédlicas, una de sus ventajas
es que las mallas obtenidas por este método son mas suaves en comparaciéon
con las de generaciéon algebraica.
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Us

Figura 3.3: Uy +— ().

3.1.2. Un ejemplo de construccién por interpolacién alge-
braica.

Veremos el método de interpolacion transfinita como ejemplo de construccion
por interpolaciéon algebraica. Para generar una malla sobre una regién € se requiere
conocer la parametrizacién de las cuatro partes en las cuales se dividira la frontera
de €2 que son imagenes de cuatro segmentos de la frontera U,. La frontera de (2
esta dada por cuatro ecuaciones paramétricas

x(€), x(€) 0< &<,
x(n), %(n) 0<n<l,

donde los subindices b, 7, t, [ representan por sus nombres en ingles los lados abajo
(bottom), derecha (right), arriba (top), izquierda (left), ver figura ?7?.

z¢(§)
/\

x1(n) zr (1)

zp(§)

Figura 3.4: Region parametrizada.

Debe conservarse la orientacién y ademés se debe cumplir que en las esquinas
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correspondientes los mapeos coincidad para que x sea coninua, i.e.
x(0) = x(0), x(1) ==%(0), %(1) ==x(1), x(1) ==x(0).

La férmula basica de la interpolacion transfinita usa las cuatro ecuaciones pa-
ramétricas anteriores para generar una malla sobre 2 de la siguiente manera

x(&m) = (L=m)x(&) +nmxe(§) + (1 = §)aa(n) + Ex,(n) — [Enxe(1)+
§(1 = n)xp(1) + (1 = )x:(0) + (1 = £)(L = 7)x,(0)].

Figura 3.6: Mallas generadas con TFI para las regiones ENG y HAB.

Se muestran mallas generadas por interpolacién transfinita para dos regiones
no convexas figura 3.5 y para dos regiones geograficas reales 3.6. Las primeras han
sido usadas por varios autores para ejemplificar las caracteristicas de las diferentes
técnicas de generacion de mallas. Las otras dos son regiones “dificiles”, en el sen-
tido de que no se logra convexidad de las mallas correspondientes cuando se usan
métodos clasicos. Estas mallas se obtuvieron tomando la malla uniforme de 41 por
41 puntos por lado del cuadrado unitario, y seran usadas a lo largo del presente
trabajo.



24 CAPITULO 3. DIFERENCIAS FINITAS EN REGIONES IRREGULARES.

3.1.3. Generacion Variacional Continua.

Esta seccion muestra diferentes métodos de generacion de malla mediante la
solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales.
Entenderemos por un funcional continuo a una funcién de la forma

1 1
I(X) = / / L(€7777x7yax&xmyﬁayn)dndg
0 0

que a cada malla
x=Uy — Q

le asocia un numero real. Los funcionales que consideraremos tienen una forma
mas simple

1 1
I(x) = / / L(ze, .y, Ye, yy)dnde
0 0

donde L es una funcion con informacién acerca de las cantidades geométricas que
se desean controlar con con el objetivo de generar mallas apropiadas que cumplan
con las propiedades especificadas por el funcional.

El problema de la generacién de mallas usando métodos variacionales es encon-
trar x* que haga minimo el valor de I(x*); sujeto a las condiciones de frontera. Para
esto requerimos algunos resultados de cédlculo de variaciones, ver [8]. x* debe ser
solucién del problema de valores en la frontera, también conocido como ecuaciones

de Euler-Lagrange

d (0L d (0L

— | — ) +— | —1=0

d¢ \ Oxe¢ dn \ Oz,

d < oL ) d ( OL )

d€ \ye )~ dn \Oyy
con x(0U;) dado. Comunmente este problema de valores a la frontera se resuelve
numéricamente tomando una malla generada por interpolacion transfinita como

una aproximacion inicial.
A continuacion se muestra un listado de los funcionales més conocidos

» Funcional de longitud. El funcional clasico de longitud ® (en su forma
més simple) se obtiene haciendo

AL (e, 2y, Ye, yn) = Tf + 25 + Yz + Yo

Al obtener el minimo del funcional se esta tratando de obtener una malla
que tenga la caracteristica de que las longitudes de las lineas coordenadas
sean lo més cercanas posibles a un mismo valor.
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Figura 3.7: Mallas generadas usando el funcional continuo de longitud para las
regiones m13 y m19.

Figura 3.8: Mallas generadas usando el funcional continuo de longitud para las
regiones ENG y HAB.

Las mallas generadas por este funcional no son satisfactorias ya que para la
mayoria de las regiones no convexas son mallas dobladas, sin embargo son
muy suaves, figuras 3.7 3.12.

s Funcional de Area. El funcional continuo de area ®4 en su versién mas
simple esta dado por

1 1
Du(x) = /0 /0 (weyn — anye)?dnd§

1 1
= / / J2dnd¢;
0 0

esta disenado para producir mallas tales que la variacion del jacobiano sea lo
menor posible en el sentido de los cuadrados minimos. Las mallas generadas
no son suaves y, salvo en casos simples, son dobladas, figura 3.9.

= Funcional de ortogonalidad. El objetivo al utilizar este funcional es ob-
tener mallas con lineas coordenadas que sean lo mas ortogonal posible, es
decir, que las tangentes a dichas lineas coordenadas sean ortogonales en cada
punto; lo cual podemos describir por la relacion

@) zxg}(?7 =0.
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Malls indcial genevadn con TEL Malla dptima

Figura 3.9: Mallas generadas usando el funcional continuo de area para la region
CUA.

Se trata de calcular la més cercana posible a la ortogonalidad.

Muy frecuentemente su proceso de soluciéon no converge, y cuando lo hace
las mallas generadas son, a menudo, severamente dobladas.

Combinacién de funcionales.

Knupp y Steinberg [8] introducen el uso de combinaciones convexas de los
funcionales anteriores con el objetivo de lograr mallas que tengan en cierta medida,
las ventajas que ofrece cada funcional por separado. La forma general de esta
combinacion es

O(x) = 0yPy(x) + 04PA(x) + 00Do(x)

en donde 0;,04,00 < 0y o;+04+00 = 1. La eleccién de los parametros o;, 04, 0o
depende fuertemente de la experiencia personal, lo cual es una gran limitante para
el uso de esta combinacion.

= Funcionales Area—Longitud. Las combinaciones con oo = 0, que generan
los llamados funcionales de drea—longitud son muy usados, ya que para re-
giones no convexas y geométricamente no muy complicadas producen mallas
convexas y aceptablemente suaves; sin embargo en la mayoria de las regiones
no simples la convexidad no logra ser alcanzada, figura 3.10.

= Funcionales Area—Ortogonalidad. Un generador que si es automaético,
es decir, no depende de los parametros, se obtiene utilizando los valores

O'l:O O'A:1/2 0'021/2
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Figura 3.10: Mallas generadas usando el funcional continuo de area-longitud para
las regiones m13 y m19.

que da lugar al funcional de area—ortogonalidad de Knupp, que tiene la forma

1 1 1
Do = - / / [J? + O%)d,d¢
2 0 0

1 1
- %/0 /0 [(eyn — xqye)® + (vey + yeyy)?] dndg
1 ! ' 2,2 2,2 2,2
= 5/0 /0 (weyy + wew, + yey,) dndé
1 ! ! 2 2 2 2
5 | Lt o)+ ) anae

Las mallas producidas por el funcional de area—ortogonalidad son suaves y
convexas, figuras 3.13, 3.13.

Figura 3.11: Mallas generadas usando el funcional continuo de area—ortogonalidad
para las regiones m13 y m19.

= Funcional de suavidad. El funcional de longitud definido para la transfor-

macion inversa
B 5(90,?1)) .
)= (n(w,y) e
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Figura 3.12: Mallas generadas usando el funcional continuo de drea—ortogonalidad
para las regiones ENG y HAB.

esta dado por
[ [ (€+&r i) dua

el cual, al hacer una cambio de coordenadas hacia el espacio lgico (integran-
do sobre el cuadrado unitario) se escribe como

4o+l +

Este es el funcional de suavidad de Winslow, también referido como el fun-
cional Thompson-Thames-Mastin homogéneo (TTM).

Figura 3.13: Mallas generadas usando el funcional continuo de drea—ortogonalidad
para las regiones m13 y m19.

Este funcional usualmente se restringe a mejorar, en lo que a suavidad se
refiere, una malla que se ha optimizado por otros métodos, figuras 3.13,
3.14.

3.1.4. Generacion Variacional Discreta

Nuestro grupo de trabajo ha estado trabajando en la generacién de mallas
utilizando funcionales discretos, adelante se muestran resumidos algunos de estos
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Figura 3.14: Mallas generadas usando el funcional continuo de area—ortogonalidad
para las regiones ENG y HAB.

métodos que han servido de motivacién para la realizacion de este trabajo, para
mas detalle ver [17], [3].

Esta solucion se realiza de manera nimerica eligiendo una malla sobre el cua-
drado unitario; es decir,

(&.mj)i=12,....mj=12....n

y aplicando un esquema de diferencias finitas para obtener aproximaciones P, ; a
los valores de x(¢;, ;).

Varios autores proponen realizar primeramente una discretizaciéon del funcio-
nal a minimizar, y después resolver el correspondiente problema de optimizaciéon
multivariada. En otras palabras, el funcional continuo

1 pl
P(x) = / / L(ze, zy, Ye, yy)dnd§
0o Jo
es reemplazado por una funcién de m x n variables

{P;}i=12,....,mj=12....n

m—1 n—1

F(P1,17P1,27-"aPi,n7P2,1aP2,27"'7P2,na"'>Pm,17Pm,27"'7Pm,n) :Zz.fz,]

i=1 j=1

donde f; ; es una aproximacion del valor de L en la celda de [0,1] x [0, 1] definida
por los puntos

(fi—h 7];’—1), (&'—1, Uj)a (fz', 77j>’ (fm 7]j—1)-

Los puntos

{Plyj},{PmJ‘}j:]_,Q,...,n {PZ‘J},{PZ‘W}Z.:]_,Q,...,TI’L
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son los valores correspondientes del mapeo x en los puntos de la frontera del
cuadrado unitario

{517771'}; {gm;nj}a j: 1,2,...,
{&m}y,  {& )}, =12

que estan fijos y los puntos interiores
{P;}i=2,....m—1j7=2,...,n—1
que son las imagenes bajo el mapeo buscado x de los puntos del cuadrado unitario

{&.,n))ti=2,....m—1 j=2,....n—1

se calculan de tal forma que hagan minimo a F.

Esta minimizacion de F' se realiza partiendo de una malla inicial, generalmente
generada por TFI. Se usa un método de optimizaciéon multivariada de gran es-
cala, por ejemplo L-BFGS 6 Newton Truncado. Cabe mencionar que aunque los
métodos discretos clasicos se obtienen a partir de la discretizacién del funcional
continuo correspondiente, también se puede pensar en generar directamente fun-
cionales discretos; o en otras palabras, proponer una cantidad geométrica que se
quiera minimizar sobre cada celda de la malla.

= Funcional Discreto de Longitud. La forma més simple del funcional
discreto de longitud es
1 - 1 -
F=— I(Aq) = —— [
: 2Na;< 2 2Nazq

(FLiL) {FLj1)

Figura 3.15: Formacion de los tridngulos relevantes.

donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el nimero de tridngulos relevantes en la
malla figura 3.15, m y n representan el tamano de la malla y @ es el doble
del area promedio de todos los tridngulos. Este funcional es usado debido a
los buenos resultados que otorga al ser combinado con otros funcionales que
comentaremos mas adelante figuras . Una versién mas general es propuesta
en [2] v [7).
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Figura 3.16: Mallas generadas usando el funcional discreto de longitud para las
regiones m13 y m19.

Figura 3.17: Mallas generadas usando el funcional discreto de longitud para las
regiones ENG y HAB.

s Funcional Clasico de Area en su Version Discreta. De acuerdo a la
formulacién anterior, el funcional clasico de area, en su version discreta es
N
F ! E 2
A2 = = Q.
2Na a
q=1

Una malla ideal G, para el funcional de area es aquella en la cual las areas de
todos los triadngulos son iguales. El proceso de minimizacién del funcional
F 2 siempre converge, figuras 3.18, 3.19.

Figura 3.18: Mallas generadas usando el funcional discreto de drea para las regiones
ml3 y ml19.

= Funcional Discreto de Ortogonalidad. Aunque el uso de la versién dis-
creta del funcional de ortogonalidad no conduce a buenas mallas cuando se
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Figura 3.19: Mallas generadas usando el funcional discreto de area para las regiones
ENG y HAB.

usa de manera aislada para casi ninguna region, su combinacion con otros
funcionales si lo hace. La forma que tiene es

ol

1 N 1 N
= — 2 = — 2
Fo=3x8a 2 0(A) 2N Zqzl O

donde (’)2 es la discretizacién del integrando en el funcional continuo de
ortogonalidad
0* = |lc — al|?||b — al|* cos? 6.

Una malla ideal para el funcional de ortogonalidad es aquella en la que las
celdas son rectangulos.

Funcionales Combinados.

También en el enfoque discreto es conveniente usar combinaciones convexas de
diferentes funcionales para producir mallas méas adecuadas. La forma general de
esta combinacién es

F = TIFA2 —f—TgE + (]. — T1 — TQ)FO
donde 0 < 71,79 < 1y 7 +7 < 1. Los funcionales se usan en su forma normalizada.

= Funcional Area—Longitud. Cuando se hace m = 7,75 = 1 — 7 obtenemos
la familia de funcionales

F=71Fp+(1-7)F 0<7<1

que con elecciones adecuadas de 7 (usualmente con 7 cercano a 1) dan lugar
a mallas que son aceptables para la mayoria de las regiones sencillas. Es
cuestién de experiencia elegir el valor de 7 y lograr buenas mallas en los
casos en los que la region es complicada, figuras 3.20, 3.21.
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Figura 3.20: Mallas generadas usando el funcional discreto de drea—longitud para
las regiones m13 y m19.

Figura 3.21: Mallas generadas usando el funcional discreto de area-longitud para
las regiones ENG y HAB.

= Funcional Discreto de Area—Ortogonalidad. Al hacer 75 = 0 se obtiene
la familia conocida como funcionales de Area—Ortogonalidad. La forma de
estos funcionales es

Fr TlFAz—f-(l—Tl)Fo.

ao

Cuando se habla del Funcional de /frea—Ortogonalz’dad, sin especificar el valor
del parametro 7, se hace referencia al miembro de esta familia correspondien-
te al valor 7 = 0.5, figuras 3.22, 3.23.

Figura 3.22: Mallas generadas usando el funcional discreto de area—ortogonalidad
para las regiones m13 y m19.
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Figura 3.23: Mallas generadas usando el funcional discreto de drea—ortogonalidad
para las regiones ENG y HAB.

3.1.5. Funcionales de Suavidad y Area adaptativos de Ti-
noco.

El objetivo principal a conseguir en la generaciéon de mallas sobre regiones
planas irregulares es el que la malla sea convexa; una malla que no cumpla con
este requisto es completamente inttil para los propdsitos que se persiguen. Los
métodos revisados hasta ahora no garantizan que el objetivo se logre; en muchos
casos la malla éptima es no convexa. Seria deseable contar con un funcional tal
que el proceso de minimizacién condusca siempre a una malla convexa y que se
tengan resultados que garanticen que eso siempre se logra, para ver mas detalles
[17].

= Funcional de Suavidad Adaptativa El funcional discreto de suavidad
estd definido como
N
>
«

g=1 1

Una de las métas deseables es la de obtener funcionales en cuyo proceso de
optimizacién no se requiera de condiciones de arranque muy estrictas y que
puedan producir mallas suaves. Supéngase que se tiene una malla no convexa
tal que el area de cada tridangulo que contribuye al funcional es mayor que

—k/2.

Entonces la funcion

l
k+«

fr =

toma valores positivos para cada tridngulo en la malla. Esta funcién da lugar

al funcional
| N
Iy = oN Z
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Figura 3.24: Mallas generadas usando el funcional discreto de suavidad para las
regiones ml3 y m19.

Figura 3.25: Mallas generadas usando el funcional discreto de suavidad para las
regiones ENG y HAB.

Minimizando este funcional se obtiene una malla que esta mas cerca de ser
convexa que la original. Una adecuada actualizacién de k produce, en un
nimero finito de pasos, una malla malla convexa, figuras 3.24, 3.25, ver [17].

= El funcional de Area Adaptativa. Al hacer una versién discreta del funcional
de drea continuo explicado en [17] se obtiene el funcional discreto de érea
para una malla discreta G

Fir(@) =3 fao(8) = % @
AeG AeG

que, usando una numeraciéon adecuada de triangulos puede ser escrito como

Fu(G) = Zi.

Debemos notar que para que el proceso de optimizacion de F4-1 genere una
malla convexa, se necesita que la malla inicial ya lo sea. Esta seria limitacién
para el uso de este funcional la cual, sin embargo, se podra superar mas
adelante, figuras 3.26, 3.27.
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Figura 3.26: Mallas generadas usando el funcional discreto de area para las regiones
ml3 y m19.

Figura 3.27: Mallas generadas usando el funcional discreto de area para las regiones
ENG y HAB.

= Modificacién del Funcional. Motivados por el buen resultado obtenido
en [17] al modificar el funcional de suavidad para ampliar su dominio de
definicion, se considerara el funcional discreto dado por

el cual se puede optimizar si se parte de una malla G tal que a_(G) > —k
y_producird una malla 6ptima con la misma propiedad sobre «; de hecho si

G es la malla 6ptima y k se elige adecuadamente, a_(G) > a_(G).

= Combinaciones de area con longitud. Una manera de suavisar la mallas
producidas con los funcionales de area es seguir la idea de usarlos en com-
binacién con el funcional de longitud. Esto conlleva también a disminuir los
tiempos necesarios para obtener la convergencia.

Esta combinacién tiene la forma
Fioi ,=7Fxa+(1+7)F 0<7<1.

Las figuras 3.28, 3.29, corresponden al valor de 7 = 0.75.
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Figura 3.28: Mallas generadas usando el funcional adaptativo de area—longitud
para las regiones m13 y m19.

Figura 3.29: Mallas generadas usando el funcional adaptativo de area-longitud
para las regiones ENG y HAB.

= Combinaciones de Suavidad con Area. Una manera de obtener mallas
convexas y suaves que tengan una buena distribuciéon del tamano de las celdas
es combinar el esquema adaptativo de los funcionales de suavidad con algin
funcional de area. Esta idea da buenos resultados para las combinaciones con
el funcional clasico de area

F‘;LA:TFk—F(l—T)Ffp OSTSl

Las figuras 3.30, 3.31, corresponden al valor de 7 = 0.5.

Figura 3.30: Mallas generadas usando el funcional Suavidad-Area para las regiones
ml3 y m19.
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Figura 3.31: Mallas generadas usando el funcional Suavidad-Area para las regiones
ENG y HAB.

3.1.6. Funcional Quasi-Armodnico de Dominguez

Siguiendo las ideas mostradas hasta el momento Dominguez-Mota y Barrera-
Sénchez proponen en [3] un nuevo funcional quasi-arménico que depende de un
parametro w > 0, basado en el funcional arménico de Ivanenko [7]

o . A<A”L€j> al A Aq
HE) =33 S R Y ay

i=1 j=1 k=1 q=1

donde m y n son él niimero horizontal y vertical de puntos en la malla, y k se usa
para denotar los 4 tridngulos formados por cada celda de la misma. En este caso
N se utiliza para denotar el nimro total de triangulos de la malla, i.e. N = 4mn.

La idea principal es reemplazar o' en el funcional de Ivanenko por una funcién
capaz de actuar como una barrera continua y definiendo f(Aq) = A(Al)¢,. Una
opcién para ¢, (a) es una funcién continua, convexa y estrictamente decreciente
que tienda a 1/a pra a > w. Entonces, se considera para un nimero real positivo
w

2w—a
w2

sl o <w

¢w(a) = .

o -

y gracias a esta funcion se define el funcional

H,(G) =Y AAq)¢u(Aqg).

q=1

Ver figuras 3.32, 3.33.
Un estudio més a fondo de este funcional, asi como la implementacién del
mismo, pueden encontrarse en [3].

Los funcionales discretos antes mencionados se encuentran implementados en

UNAMALLA [21].
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Figura 3.32: Mallas generadas usando el funcional H,(G) para las regiones m13
y m19.

Figura 3.33: Mallas generadas usando el funcional H,(G) para las regiones ENG
y HAB.

3.2. Diferencias Finitas Generalizadas.

Nos encontramos ahora en una region irregular en la cual ya no tenemos nues-
tros nodos uniformemente espaciados y no podemos aplicar los esquemas antes
vistos, por ello se necesita un esquema adecuado para estas regiones.

Usualmente para los esquemas de diferencias finitas se parte de un nodos central

y sus nodos vecinos py = (o, Yo),.-.,Pq; = (%4, Yq): los cuales se requieren para
encontrar los coeficientes I'y, I'1, Iy, ..., I', tales que
k
Z Lu(pi) = [Augy + Bugy, + Cuyy + Duy + Euy, + Fuly,. (3.1)
i=0

Queremos que nuestra aproximacion se acerque a la solucién a medida que los
nodos vecinos se aproximan al nodo central py. Entonces el valor del limite de
(3.1) esta dado por la condicién de consistencia

> Ti06(pi,0) = [Abus + By + Cdyy + Doy + Edyl, — 0, (3.2)
=0

cuando pi,...p; — po, lo anterior lo escribimos haciendo la expansién de Taylor
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hasta el segundo orden y reagrupando terminos de la siguiente manera

[Aty, + Bugy + Cuyy + Duy, + Euy, + Fulpy — >0 Tiu(ps
(F(po) — >0 i) ulpo) + (D(po) — >of TiAxz;) ug(po

)

(n0)

(B(po) = S0, Tildui) wy(po) + (Alpo) = £ M52 ) wa(po) + (3.3)
)

+ o+

(B<Po) - Zle FiAiEz‘Ayi) Uzy(Po) + (O(po) - ?:1 M Uyy(po
O(mazx{Ax;, Ay;})

donde Az; = x; — o, Ay; =y; —yo, 1 <1 <q.

Lo que queremos es que cada uno de los coeficientes de (3.3) sea cero, si logra-
mos esto la diferencia entre nuestro esquema y el operador quedard acotada por
la funcion O y disminuira al acercarse los nodos vecinos.

Los ¢ nodos vecinos definidos por pg, pi, ..., pg, de (3.3) podemos obtener un
sistema de ecuaciones (3.4). Queremos ver cudles son los coeficientes I'; tales
que al realizar el producto con los respectivos Az; v Ay; nos den los coeficientes
correspondientes del operador lineal.

0 Axy ... Az, Iy D(po)
0 (Ax)? ... (Az,)? : 2A(po) '
0 Az Ay; ... Az,Ay, : B(po)
0 (Ap)?* ... (Ayy)? Iy 2C(po)

el cual se debe satisfacer para los coeficientes I';. Notemos que este sistema (3.4) no
estd bien determinado, debemos encontrar una solucién que nos brinde un esquema
consistente.

El problema se tiene que resolver para cada uno de los puntos interiores de
la nube. Usando la condiciéon de consistencia, separamos la primera ecuacion del
sistema (3.4)

q
> Ii—F=0 (3.5)
i=1

y entonces solucionamos el sistema definido por

Axy ... Az, ?1 D(po)

Ay; e Ay, .2 E(po)
(Az;)? ... (Az,)? . =1 2A(po) |- (3.6)

Axr Ay, ... Az,Ay, B(po)

(Ay)? ... (Ay,)? F 2C (po)-
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Ahora temenos el sistema . _

MT = §,
del cual calculamos la pseudoinversa de M para obtener los valores de I'y, ... I’y
y 'y se obtiene de (3.5).

Una vez calculadas las gamas en cada uno de los nodos de la malla, obtenemos
una matriz de M x M donde M es el nimero total de nodos de nuestra malla.
La matriz final a resolver ya no es tan sencilla como las que vimos anteriormente
(tridiagonal o tridiagonal por bloques) aunque sigue siendo rala es més dificil de
resolver, para esto podemos utilizar el calculo de la inversa o la pseudoinversa.
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Capitulo 4

Nubes.

Sabemos que mucha de la teoria de aproximacion a la soluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales se lleva a cabo en diferentes tipos de mallas, estructuradas
o no estructuradas. En el capitulo anterior vimos un panorama de todo lo que
conlleva generar una malla adecuada para hacer las aproximaciones de las EDPs
y las complicaciones que se presentan en los dominios irregulares. Con la finalidad
de buscar alternativas que nos ayuden a ahorrar el costo computacional de la
generacion de una malla se propone utilizar nubes de puntos. Es decir un conjunto
finito de puntos x = {x1,...,2,} C Q que describen la geometria de €2, donde
Q) € R? es la regién discretizada. Al conjunto puntos en el control del esquema
son llamados “una estrella” de nodos. El niimero y la posicién de nodos de cada
estrella dependeran del criterio utilizado, ver figuras 4.10, 4.11, 4.12.

La idea de usar nubes de puntos se ha ido desarrollando a través del tiempo, en
los sesentas P. S. Jensen [10] publicé las bases de un método de diferencias finitas
el cual hacia uso de nubes de puntos con seis nodos en la estrella. Usando la serie
de expansion de Taylor, obtuvo una férmula de diferencias la cual aproximaba
derivadas de segundo orden; sin embargo este método presentaba mal condicio-
namiento de la estrella. La idea de usar la simplicidad del método de diferencias
finitas para nubes de puntos para resolver problemas de ecuaciones diferenciales
de segundo orden con condiciones de frontera condujo a muchos autores a concen-
trarse en cémo evitar estas singularidades de las estrellas. N. Perrone y R. Kao
[15] sugirieron la adicién de nodos. T. Lizka y J. Orkisz [13] hicieron interesan-
tes contribuciones para desarrollar la seleccién de nodos de la estrella y evitar los
problemas mencionados anteriormente.

Las nubes a diferencia de las mallas que ya vimos anteriormente no tienen sus
vecinos bien definidos, por ello es necesario la implementacion de métodos que los
seleccionen eficientemente. Esto debido a que la mayoria de las implementaciones
estan hechas para mallas de puntos, como lo es el esquema que utilizaremos. Debido
a la geometria de las regiones tiene sus propias complicaciones que mas adelante

43
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explicaremos.

Los criterios de eleccién de nodos buscan formar una estrella de 9 nodos lo mas
regular posible, similar a los 9 nodos en el esquema de una malla rectangular e ir
almacenando la informacioén para posteriormente aplicar el esquema de diferencias
finitas.

Las nubes que se estan utilizando son nubes irregulares, algunas fueron obte-
nidas del trabajo de J. J. Benito [4] y de mallas utilizadas en trabajos anteriores
por nuestro grupo de trabajo [16] y generadas con el programa UNAMALLA [21],
con el fin de poder comparar nuestros resultados. Es por esto que no se modificé
la distribucién de los nodos de las mallas de las cuales fueron tomadas.

Las nubes a utilizar son las siguientes:

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.1: Nube 1.

1 e 06 06 06 0 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 o 1 © 06 06 06 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

© 06 06 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o e 06 06 0 @0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

0.9 e 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0.9 © 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

0.8 e 06 06 06 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 08 e 06 06 06 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

© 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o © 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

07¢ o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ © © ¢ ¢ ¢ © © o o 076 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0 0 o o o

0.6 e 06 06 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0.6 e 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

© 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o © 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

0.5 © 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0.5 © 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

04 e 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 04 © 0 0 g o0 0 00 0 00 o

© 06 0 0 0 0 0 0 0 00 o 0 0 0 o © 06 0 0 0 0 0 0 0 00 o 0 0 0 o

0.3 e 06 06 06 0 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0.3 © 06 06 06 0 06 06 0 0 06 0 0 0 0 0 o

© 06 0 060 © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o © 06 06 060 © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o

0.2 e 06 0 000 o 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0.2 e 06 0 000 o 0 0 0 0 0 0 0 0 o

01 e e 0 06 0 0 0 00 00 o 4 o 0.1 e 06 06 06 0 06 06 0 0 0 0 0 0 o

' S 8o o g e o 0o o0 00 o 0o o S 8o o g e © 0o 0o 0o 0 0o o o o
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.2: Nubes 2 y 3.
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0

1

01 02 03 04 05 06 07 08 09

0

Figura 4.3: Nubes 4 y 5.
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0

Figura 4.4: Nubes 6 y 7.
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Figura 4.7: Inglaterra 441 nodos.
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Figura 4.8: Ucha 441 nodos.
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Figura 4.9: Habana 441 nodos.
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4.1. Criterios de eleccion de nodos.

En esta secciéon nos concentraremos en mostrar el funcionamiento en general
de algunos de los métodos mencionados anteriormente. El método utilizado para
obtener los resultados obtenidos en el presente trabajo esta basado en el método
conocido como criterio de los cuadrantes, usando algunos datos de J. J. Benito et
al [4].

Criterios de selecciéon de nodos.

» Criterio de la distancia (P. S. Jensen [10]).

Selecciona los nodos para la estrella de acuerdo a su distancia del nodo. El
criterio es simple pero falla frecuentemente ya que produce estrellas distor-
sionadas, es decir, distribuciones muy irregulares alrededor del nodo central
el cual causa resultados imprecisos, ver Figura 4.10.

Figura 4.10: Criterio de la distancia.

» Criterio de los ocho segmentos (N. Perrone, R. Kao [15]).

Consiste en la seleccion de un nodo por cada octante en un sistema de ejes
cartesianos alrededor del eje central de la estrella. Generan buena seleccion
de estrellas, pero es muy riguroso, demasiado complicada y consume mucho
tiempo de computo, ver Figura 4.11.

Figura 4.11: Criterio de los ocho segmentos.
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» Criterio de los cuatro cuadrantes (T. Lizka, J. Orkisz [13]).

Consiste en la eleccién de los dos nodos mas cercanos por cuadrante, los
cuadrantes son establecidos de la misma manera que los ejes cartesianos, ver
Figura 4.12.

4.1.1. Variantes del criterio de los cuatro cuadrantes.

El método a utilizar nos sirvié de motivacion por los resultados que autores
presentaron en sus trabajos como [13], [4]. Sin embargo se hicieron algunas modi-
ficaciones del criterio pero se mantuvo la idea original, esto porque se pretendi6
mejorar la eleccién de los nodos y utilizarlo en regiones complicadas. Se genera-
ron dos variaciones una mas apegada que la otra. Para minimizar el tiempo de
computo en la eleccion de los nodos se propone seguir los pasos de cada variante.

e Primera variante:

1. Definimos una vecindad inicial en uno de los cuadrantes con dimensiones
basadas en el nimero de nodos totales de la nube.

2. Aplicamos el criterio de la distancia en la vecindad definida y elegimos los
nodos necesarios.

3. Cambiamos de cuadrante y repetimos los pasos anteriores.

Se sigue de la misma manera para cada uno de los cuadrantes hasta elegir los
nodos necesarios ver Figura 4.12.

Figura 4.12: Criterio de los cuatro cuadrantes.

e Segunda variante:
1. Seleccionamos 10 nodos por medio del criterio de la distancia.
2. Elegimos un nodo por cuadrante.

3. Los nodos faltantes los elegimos por el criterio de la distancia.
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Debemos tener en cuenta que al momento de hacer las implementaciones tene-
mos que ver los siguientes casos:

= cuando son nodos de la frontera,

cuando la vecindad definida no contiene nodos,

cuando el cuadrante no tiene nodos y

tamano de la vecindad,

Las implementaciones propuestas se pueden ver en el apéndice A.
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4.2. Problemas en la eleccion de nodos.

Como ya se mencioné anteriormente la decision de elegir el criterio de los
cuadrantes fue por su simplicidad y resultados del método en trabajos de otros
autores [4], [13]; aun asi las complicaciones se hacen presentes en la eleccion de los
vecinos debido a la irregularidad, geometria y distribucién de nodos en las nubes.
Cabe mencionar que la implementacion de los métodos de eleccién de vecinos se
hizo buscando la mejora de los problemas a mostrar en las nubes de 441, 1681,
3721, y 6561 nodos, sin modificar las nubes; estos problemas son similares en todas
las nubes, sin embargo los mostraremos en las nubes de 441 nodos para ver las
estrellas con mayor claridad. Aunque los problemas resultan un tanto repetitivos
en todas las nubes queremos mostrar de forma grafica de ejemplos de estrellas
irregulares y como es que el método puede volverse complicado cuando se trabaja
con nubes irregulares.

Nube Problema
O 0O . .
. 89838% 8 = El arco interior de la nube genera
o 0 9 O O ’
o 8 8% % g8 8 o un hueco, esto hace que el método
Q Qo o O 9 7
938 Q % g § 8 639 busque el nodo més cercano del
nodo central extendiendo el cua-
drante hasta la frontera contraria.
= Debido a que la distancia del no-
do central a los nodos superiores
es mayor que la distancia hacia
%%mmm M los nodos de los costados, el méto-
do elige los vecinos alineados.
(e}
o 0% See ® & o
0 §22988 &£°
OO OO o) 8 8 o ®p0 fe) (@) o
0030880059888 5 & o 0™ » Aqui ocurre algo similar a lo an-
Oooooggoooé)gogo()ooo OOO q g
] o .
o%ggooo oOOOOoOOoOOo &L oo, % terior, aunque parece que no se
00 0000 0 0 0 O O o .
692929205209 50:0 0 %0 o tuvieran huecos grandes cerca del
(e) (036} [ePge) O 070 0 (e)
9009 BeBE000 00,0 0 0 © ° nodo central, uno de los cuadran-
o 00052 50 O o 0o pOo .
020 80%00%%%%?%% O%O%Oooo 0200 50 tes no tiene nodos cercanos nece-
00 0 o) 000~ 0 . .
N goggggiooo% § 980000 3 © sarios y se extiende hasta encon-
© 5%, 9 %0000 ° ©go° 3 23
%OOOOOOOOOOOO%OOOOOO °©° oo trar el més préximo.
Ooogooooo 00006 o
OooO fbooooo@
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Nube Problema

o g%; Lo = Ocurre algo similar a la nube An-

o B =88 o " nulus, el arco genera un hueco pe-

ro ademas se ve afectada en to-
dos los cuadrantes ya que los no-

095 59500, P dos estan muy separados del nodo
o 8000000 G
@% 8350 central.
00505080550
0200505000
OO OO O¢g OOOCD o .,
: OSOOO?SO 060008988986 0 o 70 » También se generan estrellas con
© % .° 300 OOOO(SDC(DDOOOOOOo8 o O% % © | d 1 ali d 1
Y g 2000523892520 00T os nodos casi alineados por la
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= Una vez mas se presenta el pro-
blema de Annulus, que a su vez
es el problemas que hemos estado
viendo en todas las nubes.




54

CAPITULO 4. NUBES.



Capitulo 5

Resultados nimericos y
conclusiones.

En este capitulo mostraremos los resultados nimericos utilizando los criterios
de seleccién de nodos variantes del criterio de los cuadrantes junto con el esquema
de diferencias finitas mostrado en la seccion 3.2.

5.1. Ecuaciones diferenciales parciales utilizadas.

Las siguientes EDPs fueron utilizados de prueba en J. J. Benito et al [4].

= Laplace
0’u  0%*u
— 4+ —=0 5.1
con solucién exacta
u(z,y) = 2° — y°. (5.2)
s Poisson 52 52
U U
—  — = 12(2* —¢? 5.3
Tt o = 12 ), (53)
con solucién exacta
u(z,y) =" —y' (5.4)

= Hiperbélica

82u+202u+ 0*u +@_@_
0x? oy 0xdy Ox Oy

con solucién exacta

0, (5.5)

u(z,y) = e"seny. (5.6)

95
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= Hiperbdlica

u  0*u
—— — =0 5.7
ox?  Oy? ’ (5:.7)
con solucién exacta
u(z,y) = 2 4+ 2 (5.8)

También se aproximaron las siguientes EDPs de prueba en nuestro grupo de
trabajo.

Pu u

—— + = = 10e** ¥ 5.9

ox?  Oy? (5.9)

con solucién exacta
u(z,y) = 2> 1Y,

donde
7 = {0‘ ﬂ — P'DP
]
p_ cos(g) sen(%) 1+ 222 + y? 0
| —sen(3) cos(%) 0 1+ 22 + 2¢?

solucién exacta
u(z,y) = sen(mx) sin(my).

Por 1ltimo se hizo la aproximacion a la ecuacion del calor.
ou Pu  u
— = — 4+ — 5.11
ot " (8x2 N 8y2) (5.11)
con v =10.4,0 <t <1y condiciones iniciales

_ 2
u(z,y,to) = e " "' cos T cos my.
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5.2. Resultados.

En esta primera parte se muestran los errores de aproximacion de de las EDPs
Laplace 5.1, Poisson 5.3, Hiperbdlica 5.5, Hiperbdlica 5.7, en las primeras 7 nu-
bes. Se utiliza el siguiente estimador del error global normalizado esto para la
comparacién de los resultados con el trabajo de J. J. Benito et al [4].

El error en la solucion esta definido por el siguiente estimador del error global.

VIS, (aprox(i) — exac(i))?} /N

lexac oz |

Error = x 100,

donde N es el ntumero total de nodos del dominio considerado.
En la siguiente tablas se muestran los errores de aproximacion de las EDP’s
utilizando las dos variantes del criterio de los cuadrantes en la eleccion de nodos.

Laplace 5.1 | Poisson 5.3 | Hiperbdlica 5.5 | Hiperbdlica 5.7
nube 1 | 9.4223x1071° 0.4173 0.0278 5.1073x107
nube 2 | 1.7678 x107 0.0069 0.0021 4.1415 x10712
nube 3 | 1.4930 x10~ 0.0120 0.0023 2.6214x 10~
nube 4 | 3.5832x1071° 0.2643 0.0708 1.0786 x 10712
nube 5 | 8.3693x1071° 0.1247 0.0219 3.3399x 10713
nube 6 | 1.1421x10~* 0.0045 0.0024 1.1438x 101
nube 7 | 5.5312x1071° 0.3868 0.0514 5.4933x10~14

Tabla 5.1: Error global normalizado de las aproximaciones utilizando la primera
variante del método de los cuadrantes.

La tabla 5.1 muestra los errores obtenidos con la primera variante del criterio
de los cuadrantes, guiados por ellos se ve claramente que las ecuaciones que mas
se aproximan a su solucién exacta son (5.1) y (5.7); se puede decir que para estas
ecuaciones en las 7 nubes el método de eleccion de nodos funciona bien, pues
aunque los errores no son del mismo orden magnitud siguen siendo pequenos. Por
otro lado las ecuaciones (5.3) y (5.5) son més complicadas y se ven afectadas por
las estrellas irregulares que estan presentes en las elecciones de nodos, ver figuras
5.1. Sin embargo los resultados son comparables con los que se muestran en J. J.
Benito et al [4].
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Laplace 5.1 | Poisson 5.3 | Hiperbdlica 5.5 | Hiperbdlica 5.7
nube 1 | 9.1926x10~1° 0.2383 0.0246 4.0967x10713
nube 2 | 1.3826 x10~* 0.0152 0.0051 4.9946 x10712
nube 3 | 1.5275 x10~1* 0.0178 0.0061 9.2560x10712
nube 4 | 5.1570x1071° 0.2355 0.0538 2.6546 x 10~
nube 5 | 8.1225x1071° 0.1315 0.0166 1.5070x 10713
nube 6 | 1.5319x10~4 0.0031 0.0027 22.6310
nube 7 | 7.2126x10°% 0.3192 0.0389 9.6211x10~14

Tabla 5.2: Error global normalizado de las aproximaciones utilizando la segunda
variante del método de los cuadrantes.

Los errores de la tabla 5.2 que son con la segunda variante del criterio tienen un
comportamiento similar a los de la tabla anterior, se puede decir que los métodos
tienen un comportamiento muy parecido a pesar de seguir procedimientos distintos
para la eleccion de nodos, figuras 5.1, 5.2.

Los siguientes resultados se obtuvieron utilizando nubes irregulares tomadas
de mallas generadas con UNAMALLA [21] y utilizadas en trabajos anteriores del
grupo de matematicas aplicadas.

Las nubes utilizadas son:

Annulus 4.5 de 441, 1681, 3721, y 6561 nodos.

Michoacén 4.6 de 441, 1681, 3721, y 6561 nodos.

Inglaterra 4.7 de 441, 1681, 3721, y 6561 nodos.

Ucha 4.8 de 441, 1681, 3721, y 6561 nodos.

Habana 4.9 de 441, 1681, 3721, y 6561 nodos.

Para las cuales se calculd el error cuadratico medio

n

Error = Z(sol(i) - exac(i))Z%.

i=1
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Solucion exacta Aproximacion 1 Aproximacion 2

Figura 5.1: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
de los problemas Laplace 5.1, Poisson 5.3, Hiperbdlica 5.5, Hiperbdlica 5.7 en la
nube 1, en el orden mencionadas. En Aproximacién 1 se utilizé la primera variante
del criterio de los cuadrantes y en Aproximacion la segunda variante.
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Soluciéon exacta Aproximacién 1 Aproximacién 2

Figura 5.2: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
de los problemas Laplace 5.1, Poisson 5.3, Hiperbdlica 5.5, Hiperbdlica 5.7 en la
nube 7, en el orden mencionadas. En Aproximacién 1 se utilizé la primera variante
del criterio de los cuadrantes y en Aproximacion la segunda variante.
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nube | nodos | Laplace 5.1 Poisson 5.3 | Hiperbdlica 5.5 | Hiperbdlica 5.7
441 | 1.5913x1071% | 7.1492x10~* | 3.5322x10~* | 3.0618x10~'?
ann | 1681 | 3.9618x10716 | 3.2665x107* | 7.6524x107° 2.4890x 10713
3721 | 3.9675x10716 | 8.9743x107° | 5.3551x107° 7.1712x10714
6561 | 2.4065x10~1 0.0272 8.0608x107° 4.0734x107
441 | 2.1879x1071° 0.0443 0.0052 2.5750x1014
mich | 1681 | 2.9652x10~1 0.0072 0.0025 2.4429x10713
3721 | 4.6269x10~1 0.0018 0.0027 7.8059x 10713
6561 | 1.0341x 1014 0.0040 5.5108x 1074 3.1235x 10712
441 | 1.6251x1071¢ 0.0013 1.4792x 1074 6.4313x1071
eng | 1681 | 9.6537x10717 | 2.0248x10* | 7.1347x107° 1.3370x 10714
3721 | 2.9221x107%6 | 5.1173x107° | 7.5854x107° 2.2820x 10~
6561 | 4.5054x10716 | 1.1283x107* | 1.5587x107° 4.9879x10~
441 | 6.7157x10717 | 5.2493x107* | 1.4454x1074 2.3904x1071°
uch | 1681 | 1.5166x107%0 | 5.0920x10™% | 4.7444x107° 2.2738x 10713
3721 | 6.3767x107% | 2.0679x107* | 1.9016x107° 3.5383x 10~
6561 | 4.8820x 10716 0.0018 2.7395x 1075 4.2618x10~
441 | 8.2981x10717 | 2.3454x107* | 1.1263x10~* 2.2243x 10714
hab | 1681 | 1.5416x10716 | 8.4876x1075 | 3.5897x107° 4.4867x1071°
3721 | 1.6907x 10716 | 4.6628x107° | 1.3424x107° 1.0560x10713
6561 | 2.4664x10716 | 3.2642x107° | 2.1223x107° 1.2476x10714

Tabla 5.3: Error cuadratico medio de las aproximaciones de las EDPs tomadas del
trabajo J. J. Benito, utilizando la primera variante del método de los cuadrantes.

5.2.1. Problemas tomados del trabajo de J. J. Benito. en

las nubes del grupo de trabajo.

En las tablas 5.2.2, 5.4 muestran los errores de aproximacién de las EDPs (5.1),
(5.3), (5.5), (5.7); seguidas por los de las EDPs usadas de prueba en el grupo de
trabajo (5.9), (5.10), (5.11), en todas las nubes.

En la tabla 5.2.2 claramente se puede ver que las ecuaciones (5.1) y (5.7) siguen
siendo las que mejor se aproximan a sus soluciones exactas y que las ecuaciones
(5.3) v (5.5) son las que siguen teniendo problemas. Si vemos el catalogo de nubes
nos daremos cuenta de que se complicé la geometria de las nubes y también au-
mento el nimero de nodos en cada una de ellas, lo que nos dice que el nimero de
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Solucion exacta Aproximacion
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Figura 5.3: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
del problema Poisson 5.3, en las nubes Annulus 4.5 3721 nodos, Michoacan 4.6 3721
nodos, Inglaterra 4.7 3721 nodos, Ucha 4.8 3721 nodos, Habana 4.9 6561 nodos,
con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la ecuacion.
Aqui se utilizo la primera variante del criterio de los cuadrantes.
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Figura 5.4: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
del problema Hiperbdlica 5.5, en las nubes Annulus 4.5 3721 nodos, Michoacan 4.6
6561 nodos, Inglaterra 4.7 3721 nodos, Ucha 4.8 3721 nodos, Habana 4.9 3721
nodos, con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la
ecuacion. Aqui se utilizo la primera variante del criterio de los cuadrantes.
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nube | nodos | Laplace 5.1 Poisson 5.3 | Hiperbdlica 5.5 | Hiperbdlica 5.7
441 | 1.1580x10716 0.0015 3.3996x10~* 1.0769x 10~ 14
ann | 1681 | 2.3944x1071¢ | 7.0294x10~* | 9.9322x107° 3.3839x 10713
3721 | 2.0038x1071 | 4.2168x107% | 5.1833x107° 3.7062x 10~
6561 | 1.0353x107% | 9.1510x10* | 7.5251x107° 9.4146x 10713
441 | 7.5387x10717 | 7.9604x107* | 1.6431x10~* 1.5264x 10714
mich | 1681 | 1.1910x10716 | 1.3025x107% | 5.3677x107° 7.1877x1071°
3721 | 1.4109%x 1071 | 4.2451x107° | 2.1101x107* 1.0704x 10714
6561 | 2.1530x10~ | 2.0449x10~* | 5.6921x10~* 1.3848x 10714
441 | 7.7496x10717 | 3.4185x107* | 7.2173x107° 1.3438x1071°
eng | 1681 | 1.2816x1071 | 2.8461x107% | 1.6234x107° 3.5448x 10714
3721 | 4.3993x 10716 | 3.0592x 107 | 7.8492x10°6 8.0651x 1071
6561 | 1.2721x107% | 1.9837x107% | 7.7045x107° 5.9641x 10~
441 | 2.9994x10716 | 3.9025x107* | 8.9695x107° 1.9468x1071°
uch | 1681 | 5.2514x107%0 | 1.7684x107% | 8.0022x1076 2.0550x 101
3721 | 1.4848x 1071 | 1.3458x107% | 4.1068x107° 8.7285x 101
6561 | 6.2862x1071 | 9.0521x10~* | 1.5559x107° 1.2114x10713
441 | 6.8122x107%7 | 1.4326x107* | 6.4669x107° 5.9657x 10715
hab | 1681 | 9.6957x10717 | 4.2917x1075 | 2.2446x107° 4.4953x 1071
3721 | 3.1815x10716 | 1.3243x107* | 6.6223x10°° 7.3440x 10714
6561 | 2.9017x10716 | 7.9273x107° | 4.4658x10* 1.3230x 10713

Tabla 5.4: Error cuadratico medio de las aproximaciones de las EDPs tomadas del
trabajo de J. J. Benito, utilizando la segunda variante del método de los cuadran-
tes.

estrellas irregulares también aumento, sin embargo los comportamientos en general
fueron muy similares a los anteriores. Se esperaria que al aumentar el nimero de
nodos en las nubes generaria mejores aproximaciones, no fue asi, en algunas nubes
las mejores aproximaciones son cuando tienen menos puntos y no nos queda mas
que pensar que las complicaciones en la eleccion de nodos vistas en la seccion 4.2
siguen estando presentes.

Una vez mas los errores de la tabla 5.4 que son con la segunda variante del
criterio tienen un comportamiento similar a los de la tabla anterior 5.2.2, debido
a la complicacion de la geometria en las nubes ha aumentado la dificultad en la
eleccién de nodos de esté método, aun asi hay una mejora de la aproximaciéon en
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Figura 5.5: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
del problema Poisson 5.3, en las nubes Annulus 4.5 3721 nodos, Michoacan 4.6 3721
nodos, Inglaterra 4.7 3721 nodos, Ucha 4.8 3721 nodos, Habana 4.9 1681 nodos,
con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la ecuacion.
Aqui se utiliz6 la segunda variante del criterio de los cuadrantes.
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Figura 5.6: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
del problema Hiperbdlica 5.5, en las nubes Annulus 4.5 3721 nodos, Michoacan 4.6
1681 nodos, Inglaterra 4.7 3721 nodos, Ucha 4.8 1681 nodos, Habana 4.9 3721
nodos, con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la
ecuacién. Aqui se utilizo la segunda variante del criterio de los cuadrantes.
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Figura 5.7: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
de los problemas Poisson 5.3, Hiperbdlica 5.5 en la nube 1, en el orden mencionadas.
En Aproximacién 1 se utilizé la primera variante del criterio de los cuadrantes y
en Aproximacién la segunda variante.

la nube mich 4.6. Al parecer al aumentar los nodos en las nubes no siempre puede
verse una disminucién de errores lo que nos dice que la irregularidad de las estrellas
afecta las aproximaciones.

5.2.2. Ecuaciones de prueba del grupo de trabajo en las
primeras 7 nubes

nube 1 | nube 2 | nube 3 | nube 4 | nube 5 | nube 6 | nube 7
EDP (5.9) | 0.0266 | 0.0023 | 0.0033 | 0.0122 | 0.0130 | 0.0048 | 0.0266
EDP (5.10) | 0.0436 | 0.0429 | 0.0435 | 0.0380 | 0.0367 | 0.0427 | 0.0405

Tabla 5.5: Error cuadratico medio de las aproximaciones de las EDPs de prueba en
el grupo de trabajo, utilizando la primera variante del método de los cuadrantes.

En las tablas (5.5) y (5.6) regresamos a las primeras 7 nubes pero ahora se
complican las EDPs a resolver, en esta tabla se hace visible que la distribucion
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Soluciéon exacta Aproximacién 1 Aproximacién 2

Figura 5.8: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
de los problemas Poisson 5.3, Hiperbdlica 5.5 en la nube 7, en el orden mencionadas.
En Aproximacion 1 se utiliz6 la primera variante del criterio de los cuadrantes y
en Aproximacién la segunda variante.

irregular de los nodos afecta la aproximacion de cada una de las EDPs, aunque la
mayoria de estas nubes solo son irregulares parcialmente. Aun asi los resultados
son comparables.

nube 1 | nube 2 | nube 3 | nube 4 | nube 5 | nube 6 | nube 7
EDP (5.9) | 0.0274 | 0.0051 | 0.0055 | 0.0078 | 0.0233 | 0.0048 | 0.0266
EDP (5.10) | 0.0371 | 0.0427 | 0.0426 | 0.0381 | 0.0375 | 0.0428 | 0.0380

Tabla 5.6: Error cuadratico medio de las aproximaciones de las EDPs de prueba en
el grupo de trabajo, utilizando la primera variante del método de los cuadrantes.
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Nubes y problemas de prueba del equipo de trabajo

En las tablas 5.7 y 5.8 muestran los errores de las EDPs utilizadas de prueba
en nuestro equipo de trabajo. Es evidente que al complicarse la geometria de las
nubes y las EDPs los errores reflejaran las estrellas irregulares aun asi los errores
obtenidos son comparables.

nodos Annulus Michoacan Inglaterra Ucha Habana
441 0.0046 0.0034 0.0014 0.0029 0.0017
EDP (5.9) | 1681 0.0017 9.2128x107* | 5.1510x 107 | 4.8813x10™* | 3.4367x10~*
3721 | 4.9904x107* | 5.2552x10~* | 8.3114x107* | 6.6641x10~* | 1.9095x10~*
6561 0.1373 0.0011 0.1680 0.0042 1.4884x 1074
441 0.0235 0.0138 0.0150 0.0202 0.0106
EDP (5.10) | 1681 0.0233 0.0136 0.0132 0.0197 0.0108
3721 0.0236 0.0136 0.0128 0.0197 0.0106
6561 0.0263 0.0134 0.0109 0.0200 0.0108
Tabla 5.7: Error cuadratico medio de las aproximaciones de la EDP (5.9) de prueba
en el grupo de trabajo utilizando la primera variante del método de los cuadrantes.
nodos | Annulus | Michodcan Inglaterra Ucha Habana
441 0.0076 0.0041 0.0013 0.0056 0.0014
EDP (5.9) | 1681 | 0.0035 0.0014 4.4785x107* | 0.0010 | 3.0844x10~*
3721 | 0.0018 | 7.4013x107* | 1.2564x107* | 0.0022 | 7.0754x10~4
6561 | 0.0046 0.0018 4.1485x107* | 0.0011 | 1.1675x10~*
441 0.0233 0.0142 0.0142 0.0199 0.0104
EDP (5.10) | 1681 | 0.0233 0.0133 0.0120 0.0199 0.0105
3721 | 0.0234 0.0138 0.0118 0.0198 0.0104
6561 | 0.0241 0.0135 0.0101 0.0193 0.0108

Tabla 5.8: Error cuadratico medio de las aproximaciones de la EDPs de prueba en
el grupo de trabajo utilizando la segunda variante del método de los cuadrantes.
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Figura 5.9: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproximacion
de la EDP (5.9), en las nubes Annulus 4.5 3721 nodos, Michoacan 4.6 3721 nodos,
Inglaterra 4.7 1681 nodos, Ucha 4.8 1681 nodos, Habana 4.9 6561 nodos, con el
nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacién de la ecuacién. Aqui
se utilizo la primera variante del criterio de los cuadrantes.
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55 SRR .

Figura 5.10: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproxima-
cién de la EDP (5.10), en las nubes Annulus 4.5 1681 nodos, Michoacén 4.6 6561
nodos, Inglaterra 4.7 6561 nodos, Ucha 4.8 3721 nodos, Habana 4.9 3721 nodos,
con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la ecuacion.
Aqui se utilizo la primera variante del criterio de los cuadrantes.
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Figura 5.11: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproxima-
cién de la EDP (5.9), en las nubes Annulus 4.5 3721 nodos, Michoacan 4.6 3721
nodos, Inglaterra 4.7 3721 nodos, Ucha 4.8 1681 nodos, Habana 4.9 6561 nodos,
con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la ecuacion.
Aqui se utiliz6 la segunda variante del criterio de los cuadrantes.
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Aproximacién

Figura 5.12: En esta figura se muestran las graficas de los resultados de aproxima-
cién de la EDP (5.10), en las nubes Annulus 4.5 1681 nodos, Michoacéan 4.6 1681
nodos, Inglaterra 4.7 3721 nodos, Ucha 4.8 6561 nodos, Habana 4.9 3721 nodos,
con el nimero de nodos con el cual se obtuvo la mejor aproximacion de la ecuacion.
Aqui se utiliz6 la segunda variante del criterio de los cuadrantes.
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Euler Crank-Nicolson

At = 0.0004 At = 0.002
nube 1 | 4.1342x107° | 4.1723x107°
nube 2 | 4.6335x107% | 4.8766x1076
nube 3 | 4.4279x107% | 4.6616x1076
nube 4 | 6.4264x107% | 6.8565x107¢
nube 5 | 1.8900x107° 1.1996x107°
nube 6 | 1.1462x1076 1.8537x107°
nube 7 | 7.0158x107¢ | 7.0158x107¢

Tabla 5.9: Error cuadratico medio de las aproximaciones de la ecuacién de difusion
utilizando la primera variante del método de los cuadrantes.

Euler Crank-Nicolson

At = 0.0004 At = 0.002
nube 1 | 4.3055x107% | 4.7933x10~°
nube 2 | 1.0259x107% | 2.0762x1076
nube 3 | 9.4777x1077 | 2.0282x1076
nube 4 | 3.7543x107% | 4.3689x10~°
nube 5 | 3.9186x107% | 4.5596x10~°
nube 6 | 1.0182x107% | 2.0883x10~°
nube 7 | 7.0158x107% | 5.6295x1076

Tabla 5.10: Error cuadratico medio de las aproximaciones de la ecuacion de difusion
utilizando la segunda variante del método de los cuadrantes.

En esta ultima parte de resultados mostramos los errores de aproximacion de la
ecuacion de difusion utilizando el método de Euler y el método de Crank—Nicolson.
Para el método de Euler se utilizé un tamano de paso At = 0.0004, mientras que
para el método de Crank—Nicolson se utilizé At = 0.002.

Los resultados a mostrar son los errores de aproximacion de la EDP en las
primeras 7 nubes. También hicimos el calculo de errores en las nubes restantes
pero debido a que la eleccion de nodos no es lo suficientemente adecuada para este
tipo de nubes, los errores son grandes. Una vez mas vemos la necesidad de buscar
un nuevo método adecuado de eleccion de nodos.
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5.3. Conclusiones

Se han utilizado dos métodos de elecciones de nodos para la aproximacion de las
EDPs, anteriormente ya vimos los problemas que se presentan cuando la geometria
de las nubes se complica; por tanto podemos concluir lo siguiente.

La geometria de las nubes es fundamental para los métodos de eleccién de
nodos, ya que se presentan estrellas muy irregulares. Una manera de mejorar la
elecciéon en este tipo de nubes puede ser la distribucion de los nodos en las regiones
a trabajar, ya que si las estrellas mejoran también mejoran los resultados.

Los métodos de elecciéon de nodos utilizados son buenos en nubes de poca
irregularidad sin embargo es necesario buscar nuevos y mejores métodos que tengan
un mejor control en regiones muy irregulares.

Las aproximaciones de las EDPs tomadas del trabajo de J. J. Benito et al [4]
en las nubes del mismo, son buenas ya que en algunos de los problemas se superé
el orden de magnitud de los errores presentados en el trabajo mencionado.

Las aproximaciones de las EDPs en las nubes de prueba en de nuestro equipo
de trabajo son una motivacion para la bisqueda de un método de eleccién de nodos
que garantice la convergencia a la solucion.

En general los métodos de eleccion de nodos utilizados son buenos pero falta
pulirlos para obtener los resultados deseados en cada regién de trabajo que se
presente. Este trabajo es un primer intento para el desarrollo de un método mas
robusto y una introduccion para poder entender los problemas que se presentan al
momento de su implementacion.
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Apéndice A

Programas para la seleccion de
nodos.

Los siguientes implementaciones son las propuestas que se hicieron de las va-
riantes del método de los cuadrntes para la eleccion de nodos en las nubes, se
encuentran proagramados en el lenguaje de programacién Matlab [22].

Como veremos lo Unico que necesitan de entrada es la nube de puntos, que
es una matriz de dimensiones N x 3 donde N es el niimero total de nodos de la
nube. La primera columna de las nubes posee la coordenada en x, la segunda la
coordenada en y y la tercera nos dice si es frontera, esto para su respectivo nodo.

A.1. Primera variante
Primera variante del criterio y los subprogramas que utiliza.

%%% rutina para buscar vecinos usando el metodo de los cuadrantes
%%% recibe una matriz con los valores de los puntos en x y y en las
%%% primeras dos columnas y en la columna 3; 1 si es frontera,

%%% 0 si no lo es.

function [vecl] = cuadrantesvariantel(nube)

%%% el valor de c es el tamafio de lado del cuadrante.
[N,n]=size(nube) ;

c=3*(1/N);

cl=c;

di=[1 1]; %%valor de las distancias iniciales

pos=[0 0]; % %valor de las posiciones iniciales

79
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%% %valores de los puntos en x y y
x=nube(:,1);

y=nube(:,2);

vec=zeros(N,9);

for i=1:N

%primer cuadrante

u=1; % %numero de cuadrante

xvl = [x(1) x(1)+c x(1)+c x(1)]7;

yvl = [y(1) y(i) y(i)+c y(i)+c]l’;

xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvi = [yvl ; yvi(1)];
vx=x(i); % %valores en x y y del nodo actual.
vy=y(i);

in = inpolygon(x,y,xvl,yvl);

vec(i,1)=1i;

[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
%%el 1 indica si que pos aun tiene valores
%%iniciales cuando tiene un 2 indica que tiene valor inicial solo
en la segunda entrada

while pos(1)==0

if (2%c<.7)
[in,c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);

ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
else

[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);

ui=ui+i;
end

end

c=cl;

while pos(2)==0
if (2%c<.7)

[in,c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
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else
[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
ui=ui+1;

end

end

vec(i,2:3)=pos;

pos=[0 0];

%segundo cuadrante

u=2;

xv2 = [x(1) x(i)-c x(i)-c x(1)]’;

yv2 = [y(1) y(i) y(@)+c y(i)+c]’;

xv2 = [xv2 ; xv2(1)]; yv2 = [yv2 ; yv2(1)];

in = inpolygon(x,y,xv2,yv2);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);

c=cl;

while pos(1)==0
if (2%c<.7)
[in,c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
else

[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
ui=ui+i;
end

end

c=cl;

while pos(2)==0
if (2%c<.7)
[in, c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
else
[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
ui=ui+i;
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end
end
vec(i,4:5)=pos;
pos=[0 0];

%tercer cuadrante

u=3;

xv3 = [x(1) x(i)-c x(i)-c x(1)]’;

yv3 = [y(1) y(i) y(i)-c y(i)-cl’;

xv3 = [xv3 ; xv3(1)]; yv3 = [yv3 ; yv3(1)];

in = inpolygon(x,y,xv3,yv3);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
c=cl;
while pos(1)==0
if (2%c<.7)
[in, c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
else
[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);

ui=ui+i;
end

end

c=cl;

while pos(2)==0
if (2%c<.7)

[in,c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
else
[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
ui=ui+i;
end
end
vec(i,6:7)=pos;
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pos=[0 0];

%cuarto cuadrante

u=4;
xvd = [x(1) x(A)+c x(A)+c x(1)]7;
yvd = [y(1) y(i) y(i)-c y(i)-cl’;

xvd = [xv4d ; xv4d(1)]; yvd = [yvd ; yv4(1)];
in = inpolygon(x,y,xv4,yv4);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);

c=cl;

while pos(1)==0
if (2%c<.7)
[in,c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
else

[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,1);
ui=ui+i;
end

end

c=cl;

while pos(2)==0
if (2%c<.7)
[in,c]=masgrande2(x,y,c,vx,vy,u);
ui=u;
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);
else
[in]=sigcuad2(x,y,c,vx,vy,ui);
[pos]=prueba2n(N,x,y,in,i,vec,pos,di,2);

ui=ui+i;

end
end
vec(i,8:9)=pos;
pos=[0 0];
end

vecl=[vec nube(:,3)];
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function [pos]=prueba2n(N,x,y,in,a,vec,pos,di,v)
d=zeros(N,2);
if (v==1)
p=1;
for i=1:N;
if(in(i)==1 && i~=vec(a,1)&& i~=vec(a,2)&& i~=vec(a,3)&& i~=vec(a,4)&&
i~=vec(a,5) && i~=vec(a,6)&& i~=vec(a,7)&& i~=vec(a,8)&& i~=vec(a,9))
d(p,D=sqrt((x(i)-x(a)) "2+(y(1)-y(a))~2);
if (d(p,1)<=di(1))
di(1)=d(p,1);
pos(1)=1;
end
p=p+1;
end
end

p=1;
for i=1:N

if(in(i)==1&& i~=pos(1l) && i~=vec(a,l) && i~=vec(a,2)&& i~=vec(a,3)&&
i~=vec(a,4)&& i~=vec(a,b) && i~=vec(a,6)&& i~=vec(a,7)&& i~=vec(a,8)&&
i~=vec(a,9))
d(p,2)=sqrt ((x(i)-x(a)) " 2+(y(i)-y(a))~2);
if (d(p,2)<=di(2))
di(2)=d(p,2);
pos(2)=1;
end
p=p*1;
end
end
end
if (v==2)
p=1;

for i=1:N
if(in(i)==1&& i~=pos(l) && i~=vec(a,l) && i~=vec(a,2)&& i~=vec(a,3)&&
i~=vec(a,4)&& i~=vec(a,b) && i~=vec(a,6)&& i~=vec(a,7)&& i~=vec(a,8)&&
i~=vec(a,9))

d(p,2)=sqrt((x(i)-x(a)) "2+(y(i)-y(a))~2);
if (d(p,2)<=di(2))
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di(2)=d(p,2);
pos(2)=i;

end
p=p+1;

end

end

end
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function [in,c]=masgrande2(X,Y,c,vx,vy,u)
if (u==1)
c=2%cC;

xvl = [vx vx+c vx+c vx]’;

yvl = [vy vy vy+2xc vy+2*c]’;

xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvl = [yvl ; yvi(1)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx-.0001 vx-.0001 vx]’;
liy = [vy vy vy+2*c vy+2*c]’;
lix = [1lix ; 1ix(1)]; liy = [liy ; liy(1)];

in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);
end

if (u==2)
c=2%c;

xvl = [vx vx-c vx-c vx]’;

yvl = [vy vy vy+c vy+c]’;

xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvi = [yvl ; yvi(1)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx-c vx—-c vx]’;

liy = [vy vy vy-.0001 vy-.0001]’;

lix = [1ix ; 1ix(1)]; liy = [liy ; liy(1)];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);

end
if (u==3)
c=2%c;
xvl = [vx vx-c vx-c vx]’;
yvl = [vy vy vy-c vy-c]’;
xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvi = [yvl ; yvi(1)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);
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lix = [vx vx+.0001 vx+.0001 vx]’;
liy = [vy vy vy-c vy-cl’;

lix = [1ix ; 1ix(1D)]; liy = [1liy ; liy(D)];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);

end

if (u==4)
c=2%cC;

xvl = [vx vx+c vx+c vx]’;

yvl = [vy vy vy-c vy-c]’;

xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvl = [yvl ; yvi(1)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx+c vx+c vx]’;
liy = [vy vy vy+.0001 vy+.0001]’;
lix = [lix ; lix(1)]; liy = [1liy ; 1liy(1)];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);

end
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%% %cambia de cuadrante
function [in]=sigcuad2(X,Y,c,vx,vy,u)

if (u==1)
xvl = [vx vx-c vx-c vx]’;
yvl = [vy vy vy+c vy+cl’;
xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvl = [yvl ; yvi(1)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx-c vx-c vx]’;
liy = [vy vy vy-.0001 vy-.0001]";
lix = [lix ; 1lix(1)]; liy = [1liy ; 1liy(1)];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);

end

if (u==2)
xvl = [vx vx-c vx-c vx]’;
yvl = [vy vy vy-c vy-c]’;
xvl = [xvl ; xv1i(D]; yvi = [yvl ; yvi(D)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx+.0001 vx+.0001 vx]’;
liy = [vy vy vy-c vy-cl’;
lix = [1lix ; 1ix(1)]; liy = [liy ; liy(1)];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,1liy);
in=quitar(inl,in2);

end

if (u==3)
xvl = [vx vx+c vx+c vx]’;
yvl = [vy vy vy-c vy-c]’;
xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvi = [yvl ; yvi(1)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx+c vx+c vx]’;

liy = [vy vy vy+.0001 vy+.0001]’;

lix = [lix ; 1lix(1)]; liy = [liy ; 1liy(D)];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);
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end

if (u==4)

xvl = [vx vx+c vx+c vx]’;

yvl = [vy vy vy+c vy+c]’;

xvl = [xvl ; xvi(1)]; yvl = [yvl ; yvi(1D)];
inl = inpolygon(X,Y,xvl,yvl);

lix = [vx vx-.0001 vx-.0001 vx]’;

liy = [vy vy vy+c vy+cl’;

lix = [1ix ; lix(D)]; 1liy = [liy ; 1liy(D];
in2 = inpolygon(X,Y,lix,liy);
in=quitar(inl,in2);

end

if(

w4)
u=mod (u,4)+1;
in=sigcuad(X,Y,c,vx,vy,u);

end

function [in]=quitar(inl,in2)

for
if

el

en
end

[N,n]l=size(inl);

in=zeros(N,1);
i=1:N
in1(i)==in2(i)

in(i)=0;

se

in(i)=1;

d
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A.2. Segunda variante

El siguiente programa es la segunda variate del criterio y este programa fue
implementado por el Dr. José Gerardo Tinoco Ruiz.

function A = cuadrantesvariante2(nube)

%La entrada es una nube de puntos en el plano

%La salida es una matriz A tal que

%la fila i contiene los vecinos del punto i, usando el criterio de
los

J%cuadrantes.

BA(1,1)=1

N=size(nube,1);

x=nube(:,1); y=nube(:,2);

A=zeros(N,9);

for i=1:N
A(i,1)=1;
%Calculamos vectores de diferencias en ejes y distancias

for j=1:N
dx(j)=x(G)-x(1);
dy (1)=y(j)-y(1);
dist(j)=sqrt(dx(j)"2+dy(j)~2);
end
%0rdenamos ascendentemente de acuerdo a las distancias
[d,ii]=sort(dist);
%hasignamos vecinos por cuadrante:
k=1;
ncuad(1)=0;
ncuad(2)=0;
ncuad(3)=0;
ncuad(4)=0;
j=1
nousados=[] ;
d=d(2:N);ii=ii(2:N);

while ((k<10)&(j<N))
flag=0; %idefault suponiendo se usara el punto

if ((dx(ii(j))>0) & (dy(ii(j))>=0))
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if (ncuad(1) <2)
ncuad(1)=ncuad(1)+1;
k=k+1;
A(i,k)=1i(j);

else
flag=1;

end

elseif ((dx(ii(j))<=0) & (dy(ii(j))>0))

if (ncuad(2) <2)
ncuad(2)=ncuad(2)+1;
k=k+1;
A(i,k)=1i(j);

else
flag=1;

end

elseif ((dx(ii(j))<0) & (dy(ii(j))<=0))

if (ncuad(3) <2)
ncuad(3)=ncuad(3)+1;
k=k+1;
A(i,k)=1i(j);

else
flag=1;

end

else

if (ncuad(4) <2)
ncuad(4)=ncuad(4)+1;
k=k+1;
A(L,k)=1i(j);

else
flag=1;

end

end

if (flag==1)
nousados=[nousados ii(j)];

end
J=i+1;

end

if (k<9)
A(i,k+1:9)=nousados(1:9-k);

end
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end
A=[A nube(:,3)];



