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Resumen

El trabajo consiste en estudiar los resultados clásicos sobre teoremas de estruc-

tura y clasificación de distintas clases de grupos abelianos. Se dan las definiciones

generales, así como los resultados importantes de teoría de grupos necesarios para

poder establecer los teoremas.

Las distintas clases para los que se establecen los teoremas de estructura y cla-

sificación son los siguientes:

• Los grupos cíclicos (aquéllos generados por un solo elemento). Éstos son Z y

Zn, con n ∈ N.

•Los grupos divisibles (aquéllos en los que la ecuación nx = a siempre tiene

solución para n ∈ N y a en el grupo A). Éstos resultan ser sumas directas en forma

única de copias de Q (el grupo de los números racionales) y copias de Zp∞ para

primos p.

•Los grupos libres (aquéllos que tienen base). Éstos son suma directa de copias

de Z y están determinados por su rango (o dimensión).

•Los grupos finitamente generados (aquéllos que pueden generarse con sólo un

número finito de elementos). Aquí el teorema de estructura y clasificación dice que

son de la forma con:

Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdn ⊕ Zr, con d1|d2| · · · |dn.

•Los grupos racionales (subgrupos de Q). Estos grupos quedan determinados de

manera única por su tipo, el cual es la clase de equivalencia (según cierta relación)

de sucesiones de números en N ∪ {0,∞}. En particular se ve que hay una cantidad

no numerable de grupos racionales no isomorfos.

abelianos, divisibles, finitamente, generados, racionales.
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Abstract

This work consists in studying the classical results of structure and classification

theorems of different types of abelian groups. We give the general definitions, as

well as the important results of group theory which are necessary for establishing

the theorems.

The different types for which the structure and classification theorems are esta-

blished are the following:

Cyclic groups (those generated for only one element). These are Z and Zn
where n ∈ N.

Divisible groups (those in which the equation nx = a has always solution for

n ∈ N and a in the group A). These groups are direct sums of Q-copies (Q the

rational group) and Zp∞-copies for some p primes.

Free groups (those which have a base). These are direct sum of Z-copies and

they are determinate by its rank (dimension).

Finitely generated groups (those generated by a finite set). We can write them

as follow:

Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdn ⊕ Zr

where d1|d2| · · · |dn.

Rational groups (subgroups of Q). These groups are determined by its type in

a unique form, which is a equivalence relation (according to certain relation) of

number sequences with elements in N ∪ {0,∞}. Particularly, it is shown that

there is a uncountable quantity of them.
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Introducción

Los grupos son estructuras importantes dentro del estudio de las matemáticas,

en particular tenemos cierto tipo de grupo denominado abelianos que son aquéllos

en los que la operación de grupo es conmutativa; como son Z, Q, nZ. La notación

usual para denotar la operación dentro de lo grupos abelianos es la aditiva; así la

operación se denota como +, el neutro como 0 y el inverso de un elemento a como

−a. Por otro lado los grupos abelianos son Z-módulos y los Z−módulos son grupos

abelianos, es decir, los grupos abelianos coinciden con los Z-módulos.

La estructura de los grupos abelianos como Z-módulos nos permite estudiarlos

de una manera muy diferente a la de los grupos no abelianos. Cada una de estas

estructuras tiene sus dificultades particulares. Lo que buscaremos es dar teoremas

de estructura y clasificación en ciertos tipos de grupos abelianos.

En el primer capítulo vemos algunas nociones básicas y resultados de grupos

abelianos y enunciamos algunos resultados que nos serán útiles en el desarrollo pos-

terior de este trabajo, además de probar algunos resultados importantes como lo son

el Lema del 5 y el Tercer Teorema de Isomorfismo.

En los siguientes capítulo damos las nociones de grupos cíclicos, cocíclicos, de tor-

sión y divisibles, además de la noción de suma directa en grupos abelianos. Respecto

al tema de estructura y clasificación en grupos abelianos veremos que los grupos cí-

clicos son isomorfos a Z o a Zn con n ∈ N. Los cocíclicos a Zpk con k ∈ N ∪ {∞}.

Los grupos de torsión son sumas directas de sus partes p−primarias, y los grupos

divisibles son sumas directas de Q y sumas Z∞p para ciertos p primos de manera

ix



x INTRODUCCIÓN

única.

En el capítulo 4 hablamos de grupos libres que son aquéllos que tienen una es-

tructura parecida a la de los espacios vectoriales ya que poseen una base.

Más adelante damos el teorema de estructura y clasificación de grupos abelianos

finitamente generado que nos dice que un grupo abeliano finitamente generado se

puede ver como Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdn ⊕ Zr con d1|d2| · · · |dn.

Por último hablamos de los subgrupos de Q, llamados grupos racionales y vere-

mos que hay una cantidad infinita de grupos racionales no isomorfos, además de que

también daremos un teorema de clasificación de éstos.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo enunciamos algunos conceptos básicos de grupos abelianos ne-

cesarios para los siguientes capítulos, así como teoremas de matemáticas en general

que nos serán útiles. Además demostramos algunas propiedades importantes de gru-

pos abelianos.

A los grupos donde todos los elementos conmutan se les llama grupos abelianos.

Estos son exactamente los Z −módulos. La notación usual en grupos abelianos es

la aditiva. Si B es un subgrupo de A escribimos B ≤ A.

Definición 1.1. Se denomina orden de a, o(a), al menor n ∈ N tal que na = 0.

De la definición anterior tenemos que si na = ma, o(a)|n−m.

Definición 1.2. El conjunto de elementos de orden finito de A, t(A), se llama parte

de torsión de A. Si t(A) = A se dice que A es un grupo de torsión. Si t(A) = 0

se dice que A es libre de torsión; si no ocurre nada de lo anterior se dice que A es

mixto.

Tenemos que A/t(A) es libre de torsión y t(A) el es menor subgrupo que hace

que el cociente sea libre de torsión.

Definición 1.3. Para p primo, el conjunto de elementos de orden potencia de p,

tp(A), es un subgrupo de A llamado parte p-primaria de A.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.4. Si A = tp(A) decimos que A es p-primario o p-grupo.

Definición 1.5. Si A es un p-grupo y o(a) = pk, decimos que k es el exponente de

a y escribimos e(a) = k.

Definición 1.6. Definimos A[n] = {a ∈ A : na = 0} = {a ∈ A : o(a)|n}.

Definición 1.7. El soclo de A, S(A), es el subgrupo de A de todos lo elementos de

orden finito libre de cuadrados.

Podemos ver que a ∈ S(A) si, y sólo si, a = 0 o existen p1, p2, . . . , pk primos

distintos tales que o(a) = p1p2 · · · pk. Así tenemos que si A es un p-grupo entonces

S(A) = A[p].

Definición 1.8. Llamamos elemental a un grupo A si A = S(A).

Definición 1.9. Definimos nA = {na : a ∈ A}. Éste es un subgrupo de A que

consta de los elementos divisibles por n.

Definición 1.10. Un grupo A es n-divisible si A = nA; es divisible si es n-divisible

para todo n.

Definición. 1.11. Un subgrupo invariante es aquél tal que dado cualquier endo-

morfismo de A, la imagen del subgrupo cae dentro de él mismo.

Definición 1.12. La p-altura de a es k, en símbolos hp(a) = k, si a ∈ pkA \ pk+1A;

si a ∈ ⋂
k p

kA decimos que a tiene p-altura infinita y escribimos hp(a) =∞.

Dado un homomorfismo f : A → B, tenemos lo siguiente; si A es finitamente

generado (o cíclico) entonces también lo es f(A). Además tenemos que f(nA) ⊂

nB, f(t(A)) ⊂ t(B), f(tp(A)) ⊂ tp(B), f(A[n]) ⊂ B[n] y f(S(A)) ⊂ S(B). Esto nos

dice que los subgrupos nA, t(A), tp(A), S(A) y A[n] son invariantes. Respecto a la

altura, vemos que hp(a) ≤ hp(f(a)), y si a es de orden finito, o(f(a))|o(a).

Dado a ∈ A hay un único homomorfismo f : Z → A que manda al 1 en a; éste

está dado por f(z) = za.
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Definición 1.13. Una sucesión

A
f−→ B

g−→ C

es exacta si Im(f) = Ker(g). Esto es, g ◦ f = 0, y si g(b) = 0 entonces existe a ∈ A

tal que f(a) = b.

Una sucesión · · · → An−1 → An → An+1 · · · es exacta si lo es en cada An.

Las sucesiones exactas de la forma

0→ A→ B → C → 0,

donde la primera y la última flecha representan los homomorfismo triviales, se llaman

sucesiones exactas cortas.

Enunciemos algunos resultados que nos servirán mas adelante.

1. 0 −→ A
f−→ B es exacta si, y sólo si, f es monomorfismo.

2. A f−→ B −→ 0 es exacta si, y sólo si, f es epimorfismo.

3. Dado un monomorfismo A i→ B tenemos una sucesión exacta corta

0 −→ A
i−→ B

ρ−→ B/i(A) −→ 0,

donde ρ es la proyección natural.

4. Dado un epimorfismo B ρ→ C tenemos una sucesión exacta corta

0 −→ Ker(ρ) i−→ B
ρ−→ C −→ 0,

donde i es la inclusión.

Los siguientes son teoremas conocidos e importantes de álgebra.

Propiedad universal del núcleo. El núcleo de un homomorfismo f : A → B,

junto con la inclusión i : Ker(f) → A, cumplen f ◦ i = 0 y si g : C → A es

tal que f ◦ g = 0, entonces existe un único homomorfismo g : C → Ker(f) tal

que i ◦ g = g (g se factoriza a través del Ker(f)).

La Propiedad universal del grupo cociente Sea B ≤ A; entonces A/B y la

proyección natural π : A → A/B satisfacen que π(B) = 0, y además si f :
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A → C es un homomorfismo tal que f(B) = 0, entonces existe un único

homomorfismo f : A/B → C tal que f ◦ π = f . Aquí f está definida como

f(a+B) = f(a).

El Primer Teorema de Isomorfismo Sea f : A→ B un homomorfismo; entonces

Im(f) ≈ A/Ker(f).

El Teorema de la correspondencia Establece que los subgrupos de un cociente

A/B se corresponden de manera biyectiva a través de la proyección natural π

con los subgrupos de A que contienen a B, es decir, C ↔ C/B.

Un lema de conjuntos necesario para algunas demostraciones es el Lema de

Zorn, lo enunciaremos a continuación.

Lema de Zorn: Sea X un conjunto no vacío que tiene definido un orden parcial

en el que cada subconjunto totalmente ordenado C llamado cadena está acotado

superiormente. Entonces X tiene elementos maximales.

A continuación probaremos dos resultados de grupos divisibles.

Proposición. 1.14. La imagen de un grupo divisible bajo un homomorfismo

es también divisible.

Demostración. Sean D un grupo divisible y φ : D → A un homomorfismo. Sea

d ∈ D, como D es divisible para cualquier n ∈ N, d = nd′, así φ(d) = φ(nd′) =

nφ(d′), de donde vemos que la Im(D) es divisible. �

Lo anterior nos dice que en particular el cociente de un divisible es divisible.

Proposición. 1.15. Si A es un p-grupo, entonces es q-divisible para todo

primo q diferente de p.

Demostración. Sea a ∈ A tal que pka = 0. Como p y q son primos, tenemos

que 1 = pkm + qn para algunos n y m enteros, multiplicando por a, a =

(pkm)a+ (qn)a = q(na). Así A es q-divisible. �

Ahora demostraremos algunos resultados menos estándar que nos serán útiles.
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Lema. 1.16. Lema del 5. Supongamos que el siguiente es un diagrama con-

mutativo en el que los dos renglones son exactos.

A1
f1 //

h1
��

A2
f2 //

h2
��

A3
f3 //

h3
��

A4
f4 //

h4
��

A5

h5
��

B1
g1 // B2

g2 // B3
g3 // B4

g4 // B5

a) Si h2 y h4 son monomorfismos y h1 es epimorfismo, entonces h3 es mono-

morfismo.

b) Si h2 y h4 son epimorfismos y h5 es monomorfismo, entonces h3 es epimor-

fismo.

Demostración. a) Sea a3 ∈ A tal que h3(a3) = 0. Entonces g3(h3(a3)) =

0 = h4(f3(a3)). Pero h4 es monomorfismo así que f3(a3) = 0, de donde

a3 ∈ ker(f3) = im(f2). Entonces existe a2 ∈ A2 tal que f2(a2) = a3 de

ahí vemos que h3(f2(a2)) = g2(h2(a2)). Así h2(a2) ∈ Ker(g2) = Im(g1), luego

h2(a2) = g1(b1) para algún b1 ∈ B y existe a1 ∈ A tal que h1(a1) = b1 y h1 es

epimorfismo. Ahora h2(a2) = g1(h1(a1)) = h2(f1(a1)) y h2 es monomorfismo

de donde a2 = f1(a1), con lo cual a3 = f2(f1(a1)) = 0 y, por lo tanto, h3 es

monomorfismo. �

b) Sea b3 ∈ B3. Como h4 es epimorfismo existe a4 ∈ A4 tal que g3(b3) = h4(a4)

y g4(g3(b3)) = 0 = h5(f4(a4)), de donde a4 ∈ Ker(f4) = Im(f3). Por lo tanto

existe a3 ∈ A3 tal que f(a3) = a4, de donde h4(f3(a3)) = h4(a4) = g3(b3) y

entonces g3(h3(a3)) = g3(b3). Esto dice que b3 − h3(a3) ∈ Ker(g3) = Im(g2);

luego existe b2 ∈ B2 y a2 ∈ A2 tal que h2(a2) = b2; entonces b3−h3(a3) = g2(b2)

de donde b3 = h3(a3) + g2(h2(a2)) = h3(a3) + h3(f2(a2)) = h3(a3 + f(a2)), es

decir, h3 es epimorfismo. �

Proposición. 1.17. Un subgrupo B de A es maximal si, y sólo si, [A : B] es

primo.
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Demostración. Por el teorema de la correspondencia, los subgrupos del co-

ciente A/B se corresponden de manera biyectiva con los subgrupos de A que

contienen a B. Como el orden de A/B es primo si, sólo si, no tiene subgrupos

propios, se tiene que B es maximal, si, sólo si, [A : B] es primo. �

Proposición. 1.18. Sea {Bi : i ∈ I} una familia de subgrupos de A. Entonces

existe un monomorfismo f : A/⋂
iBi → ΠiA/Bi.

Demostración. Definimos el homomorfismo f : A → ΠiA/Bi de manera que

a → (a + Bi)i con a ∈ A. Hay que ver que f es inyectivo. Si f(a + ⋂
iBi) =

(Bi)i es porque a ∈ Bi para todo i ∈ I, es decir, a ∈ ⋂
iBi, por lo tanto el

Ker(f) = ⋂
iBi. �

Proposición. 1.19. Si a, b ∈ A entonces hp(a+ b) ≥ min{hp(a), hp(b)}. Se da

la igualdad si hp(a) 6= hp(b).

Demostración. Sean hp(a) = k y hp(b) = l. Supongamos k ≤ l; entonces

a = pkx1 y b = plx2 para x1, x2 ∈ A, y así a+b = pkx1 +plx2 = pk(x1 +pl−kx2).

De aquí tenemos hp(a+b) ≥ k = min{hp(a), hp(b)}. Si hp(b) 6= hp(a); entonces

p no divide a x1 + pl−kx2, por lo tanto hp(a+ b) = min{hp(a), hp(b)}. �

Proposición. 1.20. Si B ≤ A, entonces t(B) = t(A) ⋂
B y S(B) = S(A) ⋂

B.

Demostración. Sea a ∈ t(B); entonces na = 0 para algún n ∈ N y a ∈ B;

y de ahí vemos que a ∈ t(A) ⋂
B. Si a ∈ t(A) ⋂

B, tenemos que a ∈ t(A) y

a ∈ t(B), así que existe un n ∈ N tal que na = 0 y por esto a ∈ t(B). Por lo

tanto t(B) = t(A) ⋂
B.

Sea b ∈ S(B); entonces o(b) = p1p2 · · · pk para algunos primos distintos pi así

que b ∈ S(A) y, como b ∈ B, tenemos que b ∈ S(A) ⋂
B.

Si b ∈ S(A) ⋂
B, b ∈ B y o(b) = p1p2 · · · pk por lo tanto b ∈ S(B). �

De la proposición anterior podemos ver que si B ≤ A, entonces t(B) ≤ t(A).

El siguiente teorema es conocido como el tercer teorema de isomorfismo.
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Proposición. 1.21. Si B y C son subgrupos de A, entonces, existe un dia-

grama conmutativo con renglones exactos.

0 // B ∩ C //

��

B //

��

B/B ∩ C //

��

0

0 // C // B + C // (B + C)/C // 0

Demostración.

0 // B ∩ C ib //

ic
��

B
ρ //

ϕ

&&
iB
��

B/B ∩ C //

φ

��

0

0 // C
iC // B + C π // (B + C)/C // 0

Sean ib, ic, iC , iB las inclusiones naturales y sean ρ y π la proyecciones natura-

les. Es claro que con estos homomorfismos las sucesiones son exactas.

Sea ϕ : B −→ (B + C)/C el homomorfismo dado por b → b + C. Enton-

ces Ker(ϕ) = B ∩ C y ϕ es suprayectivo. Ahora, por el primer teorema de

isomorfismo, B/(B ∩ C) ≈ (B + C)/C y así el diagrama conmuta.

�

Proposición. 1.22. Si n ∈ N entonces existe una sucesión exacta corta.

0→ A[n]→ A→ nA→ 0

Demostración. Sea i la inclusión de A[n] en A. Definimos ρ : A → nA para

a ∈ A de manera que a → na. Hay que ver que esto nos hace exacta a la

sucesión. Sea a ∈ ker(ρ); entonces ρ(a) = na = 0 y así Ker(ρ) = A[n] = Im(i)

por lo tanto la sucesión es exacta corta. �

Proposición. 1.23. Sea 0 → A → B → C → 0 una sucesión exacta. Si A y

C son finitamente generados B también lo es.

Demostración. Sean f1 : A → B y f2 : B → C los homomorfismos de la

sucesión exacta. Si b ∈ B, tenemos que f2(b) = c = n1c1 + n2c2 + · · · + nkck

con c ∈ C; como f2 es epimorfismo, existen b1, b2, . . . , bk tales que f(bi) = ci

para i = 1, 2, . . . , k, f2(b)− (n1f2(b1) +n2f2(b2) + · · ·+nkf2(bk)) = 0; entonces
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b − (n1b1 + n2b2 + · · · + nkbk) ∈ Ker(f2) = im(f1). Ahora, existe a ∈ A tal

que f1(a) = b− (n1b1 + n2b2 + · · ·+ nkbk) y, como A es finitamente generado,

a = m1a1 +m2a2 + · · ·+mlal; así b = (n1b1 + n2b2 + · · ·+ nkbk) +m1f1(a1) +

m2f1(a2) + · · ·+mlf1(al). �

Proposición. 1.24. Si m,n ∈ N son primos relativos, entonces la función

Z → Zm × Zn dada por a −→ (a + mZ, a + nZ) es un homomorfismo con

núcleo mnZ.

Demostración. Es claro que es un homomorfismo porque lo es en cada coor-

denada. Sea a ∈ Ker(ϕ); entonces ϕ(a) = (a + mZ, a + nZ) = (mZ, nZ). Así

a ∈ mZ y a ∈ nZ, por lo tanto a es múltiplo de m y de n, y de aquí que

a = rm = sn para r, s ∈ Z; como m y n son primos relativos, a pertenece a

mnZ.

�

Teorema. 1.25. Teorema chino del residuo. Sean m y n primos relativos.

Dados a, b ∈ Z existe x ∈ Z tal que x ≡ a(mod m) y x ≡ b(mod n); además el

conjunto de soluciones es una clase módulo mn.

Los espacios vectoriales tienen una buena estructura. Cada espacio tiene asig-

nado un invariante que es la dimensión. Ésta está dada por la cardinalidad de

la base, pues todos los espacios vectoriales tienen base y todas las bases de un

espacio vectorial tienen la misma cardinalidad. Probemos esto.

Teorema. 1.26. Todo espacio vectorial V tiene una base. Más aún todo con-

junto independiente Y se puede completar a una base.

Demostración. Sea X = {X : Y ⊂ X ⊂ V y X es independiente}. Este

conjunto es diferente del vacío pues Y ∈ X . Sea C = {Xi : i ∈ I} una

cadena de X . Veamos que ⋃
iXi es cota superior. Si escribimos a 0 como

combinación lineal de elementos de ⋃
iXi como sólo tomamos una cantidad

finita de elementos éstos están en un Xj para algún j y como es un conjunto

linealmente independiente, los coeficientes de la combinación son cero. Por
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lema de Zorn tiene un conjunto independiente maximal X0. Veamos que X0

genera. Supongamos que existe x ∈ V \ < X0 >. Entonces x no es combinación

lineal de elementos de X0 y así {X0 ∪ {x}} sería independiente. �

Teorema. 1.27. Dos bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinali-

dad.

Demostración. Sean B y C dos bases de un espacio vectorial V . Supongamos

que |C| < |B|.

Caso infinito: Como cada c ∈ C se puede escribir como una combinación finita

de elementos de B, tomemos un conjunto B′ conformado de los elementos que

generan a los elementos de C, el cual genera a V ; así que B′ genera a V .

Como tomamos sólo una cantidad finita de elementos de B como combinación

lineal de elementos de C, tenemos que |B′| < |B| . Entonces sea b ∈ B \ B′.

Podemos escribir a b como combinación lineal de elementos de C que su vez

escribimos como combinación lineal de elementos de B′, de donde b se escribe

como combinación lineal de elementos de B′ y esto nos da una combinación

lineal de 0 que no es trivial, con elementos de B.

Caso finito: Tenemos que B = {b1, b2, . . . , bn} y C{c1, c2. . . . , cm} con m < n.

Entonces si escribimos a cada bi como combinación lineal de los elementos de

C formamos una matriz con un número mayor de renglones que de columnas

y por el rango de la matriz vemos que algunos renglones son combinaciones

lineales de los otros. �

Como acabamos de ver, los espacios vectoriales tienen base y están totalmente

definidos por el tamaño de la base; de esta manera, dados el campo sobre el

que está y la dimensión sabemos cuál es nuestro espacio vectorial. Nuestro pro-

pósito es buscar algunos invariantes para nuestros grupos. A cada grupo se le

puede asociar de manera natural algunos espacios vectoriales. Las dimensiones

de éstos nos proporcionan algunos invariantes. Tenemos por ejemplo que los

siguientes subgrupos son espacios vectoriales sobre Zp.
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Proposición. 1.28. Si A es un grupo tal que pA = 0, entonces A es un Zp
espacio vectorial.

Demostración. Definimos la multiplicación por escalares en A como (n, a) 7→

na. Veamos que está bien definida la operación. Sea n ≡ n′, entonces p|n− n′

así (n− n′)a = 0, de donde na = n′a. �

Corolario. 1.29. A[p] y A/pA tienen estructura natural de Zp-espacios vec-

toriales.



Capítulo 2

Clases importantes de grupos

En este capítulo vemos algunas clases importantes de grupos: los cíclicos, co-

cíclicos, los grupos de torsión y las sumas directas en grupos abelianos.

2.1. Grupos cíclicos

Los grupos cíclicos son aquéllos generados por un solo elemento.

A =<a>={na : n ∈ Z}

Si existe n ∈ N tal que na = 0, el orden de A es igual a n y A ≈ Zn. Si no hay

tal n, entonces o(a) =∞ y A ≈ Z. Sólo hay estos dos casos. Así N∪ {∞} nos

proporciona una lista completa de invariantes y cada elemento de N ∪ {∞}

corresponde a un único grupo cíclico.

Estos grupos son muy simples porque están generados por un único elemento.

Veamos que elementos del grupo pueden generarlo. Ya dijimos que los grupos

cíclicos son isomorfos a Z o a Zn así podemos dar de manera más fácil a los

generadores.

Proposición. 2.1. a) En Z los generadores son 1 y −1.

b) En Zn, a es generador si, y sólo si, es primo relativo con n.

11
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Demostración. a) Sea n ∈ Z. Podemos escribirlo como n(1) = −n(−1) = n,

así tanto 1 como −1 genera. Es claro que son los únicos.

b) ⇒) Sea d = mcd(a, n); de donde n
d
a = 0 y <a> ={a, 2a, 3a . . . , n

d
a}. Si a

genera a Zn, entonces <a> tiene n elementos, así d = 1.

⇐) Sea a primo relativo con n; entonces podemos escribir ar + ns = 1. Sea

b ∈ Z; vemos que b = b(ar)+b(ns); entonces b = bra por lo tanto b ∈< a >. �

Además, los subgrupos de un cíclico son cíclicos y podemos decir cuáles son.

Proposición. 2.2. Sea B ≤ A. Si A es cíclico, A =< a >, entonces B es

cíclico.

Demostración. Si B = 0 no hay nada que probar. Si no tomemos

S = {n ∈ N : na ∈ B}.

Como S no es vacío podemos tomar n0 = min{S}. Queremos ver que B = <

n0a>, para esto hay que ver que n0|n. Sea b ∈ B, b = na; entonces n = n0s+r,

para cierta r tal que 0 ≤ r < n0; de aquí, ra = na − n0as ∈ B. De la

minimalidad de n0 deducimos que r = 0, y así B ⊂<n0a>. La otra contención

es obvia. �

Corolario. 2.3. Los subgrupos de Z son los kZ para k ∈ N. Los subgrupos

de Zn son los kZn ≈ Zm, con m = n
mcd(n,k) .

Proposición. 2.4. Si m divisor de n, entonces existe un único B ≤ Zn de

orden m.

Demostración. Vemos que existe, con B =< n
m
>. Para ver que es único bas-

ta ver que si (a, n) = d, entonces < a > =< d >. Tenemos que < a > =

{a, 2a, 3a, . . . , n
d
a} y que < d > = {d, 2d, 3d . . . , n

d
d}. Como < a >⊂< d > y

tienen la misma cantidad de elementos entonces son iguales. �

Podemos dar otra caracterización de un grupo cíclico. Si para cada divisor del

orden del grupo existe un único subgrupo de este orden tenemos que nuestro

grupo es cíclico. Veamos algunos lemas para poder probar esto.
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Nota. 2.5. La función ϕ de Euler se define como ϕ = |{n ∈ N : n ≤ m y

(m,n) = 1}. Partamos Zn en conjuntos Xd = {x : x ∈ Zn y |< x > | = d}.

Entonces |Xd| = ϕ(d); pues Xd = {n
d
a : mcd(a, d) = 1 y a ≤ d}.

Lema. 2.6. Sea n ∈ N. Entonces n = ∑
ϕ(d), con d divisor de n y d entre 1

y n.

Demostración. Lo generado por cada a ∈ Zn es de tamaño d para algún d

divisor de n, es decir, a ∈ Xd. Entonces Zn es la unión ajena de los conjuntos

Xd. Por la nota anterior |Xd| = ϕ(d); por lo tanto n = ∑
ϕ(d). �

Lema. 2.7. Sea A grupo de orden n. Entonces A es cíclico, si y sólo si, para

cada d divisor de n, A tiene a lo más un grupo cíclico de orden d.

Demostración. (⇒) Se sigue de 2.4.

(⇐) Para cada C subgrupo cíclico de A, tomamos al conjunto de generadores

XC . Sabemos que A es la unión ajena de los XC y que |XC | = ϕ(d) si C es

cíclico de orden d. Entonces

n =
∑
C

|XC | ≤
∑
d

ϕ(d) = n,

de donde A tiene exactamente un subgrupo de orden d, para cada d divisor de

n. �

Proposición. 2.8. Un grupo C es cíclico si, y sólo si, existe c ∈ C tal que si

f : A→ C es tal que c ∈ Im(f), entonces f es epimorfismo.

Demostración. (⇒) Sea C cíclico, es decir, C = < c > para algún c ∈ C; si

existe a ∈ A tal que f(a) = c, para f : A → B homomorfismo, entonces

f(na) = nf(a) = nc, por lo tanto f es un epimorfismo.

(⇐) Tomamos A = < c > y f como la inclusión. Como f es suprayectiva

C =<c>. �
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2.2. Grupos cocíclicos.

Utilizamos la última proposición que nos da una equivalencia de grupo cíclico,

para definir de manera dual a los grupos cocíclicos es dual.

Definición. 2.9. Un grupo C es cocíclico si hay un elemento c ∈ C, tal que

si f : C → A es tal que c 6∈ Ker(f), entonces f es monomorfismo.

Lema. 2.10. Si C es cocíclico con cogenerador c, entonces c pertenece a todo

subgrupo no cero.

Demostración. Sea B ≤ C, B 6= 0, y sea f : C → C/B la proyección natural.

Como c es cogenerador y f no es monomorfismo, entonces c ∈ Ker(f), por lo

tanto c ∈ B. �

Lema. 2.11. C es cocíclico si, y sólo si, C tiene un subgrupo menor A (no

cero). En este caso A es cíclico de orden primo generado por c, un cogenerador

C.

Demostración. (⇒) Por el lema anterior c ∈ ⋂
06=B≤C B; además < c > es un

subgrupo de C y es el menor que contiene a c, entonces se da la igualdad.

(⇐) Sea A el menor subgrupo de C con A cíclico de orden primo. Tomemos

un generador a y sea f : C → B tal que a 6= Ker(f). Vemos que Ker(f) = 0;

si no tendríamos que A ⊂ Ker(f) y así a pertenecería a Ker(f). �

Corolario. 2.12. Si C es cocíclico entonces C es p-grupo para algún primo p.

Demostración. Sea p el orden de c un cogenerador de C. Supongamos que

existe a ∈ C tal que o(a) no es una potencia de p; entonces c 6∈<a>. �

Proposición. 2.13. Zpn es cocíclico con cogenerador pn−1

Demostración. Los subgrupos de Zpn están encadenados; entonces es claro que

es cocíclico, y como el menor subgrupo es el generado por pn−1, se tiene que

éste es el cogenerador. �
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Construiremos otros grupos cocíclicos.

Definimos Zp∞ como la parte p-primaria de Q/Z. Entonces

Zp∞ =
{
a

pk
+ Z : a ∈ Z, k ∈ N

}
.

También podemos ver a Zp∞ como un subgrupo de S1 = {z ∈ C : ||z|| = 1}.

Zp∞ = {e2πk/pn : k, n ∈ N},

que corresponde subgrupo de las raíces pn-ésimas de 1 en C.

Observamos que todos los subgrupos de Zp∞ están encadenados, son isomorfos

a Zpk para k ∈ N y la unión de ellos es Zp∞ .

<
1
p

+ Z >⊂< 1
p2 + Z >⊂< 1

p3 + Z >⊂ · · ·

También vemos que Zp∞ tiene generadores c1, c2, . . . que satisfacen, pc1 = 0 y

pck+1 = ck para k ∈ N, donde ck = 1
pk

+ Z. Entonces Zp∞ =<c1, c2, . . .>

Proposición. 2.14. Zp∞ es un p-grupo, divisible y cocíclico.

Demostración. Es claro que es un p-grupo. Como es un p-grupo, para ver que

es divisible basta ver que es p-divisible y, como cada generador lo es, tenemos

que también el grupo. Es cocíclico ya que tiene un subgrupo menor < c1 >. �

Vamos a ver que los Zpk para k ∈ N ∪ {∞} son los únicos grupos cocíclicos.

Proposición. 2.15. Los grupos cocíclicos son los Zpk para k ∈ N ∪ {∞}.

Demostración. Tenemos que estos grupos son cocíclicos; veamos que son todos.

Sea C cocíclico. Veamos que para cada k ∈ N hay a lo más un subgrupo Ck
de orden pk que, en caso de existir, es cíclico y Ck ⊂ Ck+1.

Por inducción sobre el exponente de p. Para k = 1 tomamos el subgrupo

generado por el cogenerador < c > que es de orden p primo. Supongamos

que tenemos un único subgrupo Ck con orden pk para alguna k ≥ 1 y sea

ck un generador. Entonces Ck = <ck >. Ahora supongamos que existen A y

B subgrupos de orden pk+1. Si no existe ninguno tampoco habría subgrupos
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de orden mayor. Sean a ∈ A \ Ck y b ∈ B \ Ck. Entonces pa, pb ∈ Ck. Sean

pa = rck y pb = sck. Por lo tanto el orden a y b es pk+1 y A =<a>, B =<b>,

entonces r y s son primos relativos con p, así existen r′ y s′ tales que ck = r′pa

y ck = s′pb. Sean a′ = r′a y b′ = s′b; entonces el o(a′) = pk+1 y o(b) = pk+1

y < a > =< a′ >, < b > =< b′ >. Probemos que < a′ > =< b′ >. Tenemos

que pa′ = pb′, de donde p(a′ − b′) = 0 así que a′ − b′ = tc y como tc ∈< b′>,

tenemos que a′ ∈< b′ > y entonces < a′ >⊂< b′ >. De manera similar vemos

que <b′>⊂<a′>. �

Corolario. 2.16. Si A es un cociente de Zp∞ entonces A ≈ Zp∞ .

Demostración. Por el teorema de la correspondencia los subgrupos del cociente

se corresponden con los subgrupos de Zp∞ que contienen al subgrupo con el que

se hace cociente. Como están encadenados, entonces también los del cociente

están encadenados y así vemos que tienen un subgrupo menor. Además, como

es cociente de divisible A es divisible. Es claro que es p-grupo. Por lo tanto es

cocíclico y, por la proposición anterior, es isomorfo a Zp∞ . �

.

Proposición. 2.17. Si C es cocíclico con cogenerador c y B ≤ C, entonces

C/B es cocíclico con cogenerador c+B

Demostración. Es claro para Zpk con k ∈ N ∪ {∞}. �

Proposición. 2.18. Si para cada natural k, A contiene un subgrupo isomorfo

a Zpk , entonces A ≈ Zp∞ .

Demostración. Para cada k ∈ N sea Ak ≈ Zpk . Entonces vemos que pAk es

isomorfo a Zpk−1 ≈ Ak−1 ≤ A así A = pA y como ningún subgrupo propio de

Zp∞ tiene esta propiedad tenemos que A ≈ Zp∞ . �
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2.3. Sumas directas

Un grupo A es suma directa de subgrupos B y C si todo elemento de a ∈ A

se escribe de manera única como a = b + c con b ∈ B y c ∈ C. Escribimos

A = B⊕C. Así tenemos una forma de construir ciertos grupos mediante otros.

Además tenemos que A es el menor subgrupo que contiene a B y a C.

Observación. 2.19. Sean B,C ≤ A. Entonces las siguientes son equivalentes:

a) A es suma directa de B y C.

b) A = B + C y B ∩ C = 0.

c) A = B + C y la única forma de escribir 0 como suma b + c con b ∈ B y

c ∈ C, es con b = 0 = c.

Proposición. 2.20. Si A = B⊕C, entonces existe una sucesión exacta corta

0 −→ B
i−→ A

π−→ C −→ 0,

donde i es la inclusión y π es la proyección definida de manera que si a = b+ c

entonces π(a) = c y así i(B) = Ker(π) y C es isomorfo al cociente de A/B. �

Decimos que B es sumando directo de A si B ≤ A y existe C tal que A = B⊕C.

Se dice que C es el complemento de B. Si esto sucede escribimos B|A.

Proposición. 2.21. Sean C ≤ B ≤ A grupos.

a) Si C|B y B|A entonces C|A.

b) Si C|A entonces C|B.

Demostración. a) Es claro.

b) Como C es sumando directo de A, existe C ′ tal que A = C ⊕ C ′. Sea

b ∈ B, b = c + c′ con c ∈ C y c′ ∈ C ′. Vemos que c′ ∈ B; por lo tanto

B = C ⊕ (C ′ ∩B). �
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Decimos que una sucesión exacta

0 −→ B
i−→ A

π−→ C −→ 0

se escinde por la derecha si existe j tal que π ◦ j = idC . En este caso j se

llama sección de π. La sucesión se escinde por la izquierda si existe ρ tal que

ρ ◦ i = idB. En este caso decimos que ρ es retracción de i.

Proposición. 2.22. Dada la sucesión exacta

(∗) 0 −→ B
i−→ A

π−→ A/i(B) −→ 0

son equivalentes:

a) (∗) se escinde por la izquierda.

b) (∗) se escinde por la derecha.

c) i(B) es sumando directo de A.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sea ρ una retracción de i. Entonces ρ ◦ i = idB. Sea

h : A→ A definida como h = idA− i ◦ ρ. Como h(i(B)) = 0, por la propiedad

universal del cociente, existe j : B/i(B)→ A de manera que j ◦ π = h. Vemos

que j(c) = h(a) para cualquier a tal que π(a) = c; entonces π(j(c)) = c y así

j ◦ π = idC .

(b)⇒ (a) Sea j tal que π ◦ j = idC . Sea a ∈ A. Tenemos que π(a− j(π(a))) =

π(a)− π(j(π(a)) = π(a)− π(a) = 0; entonces a− j(π(a)) ∈ Ker(π) = Im(i).

Como i es un monomorfismo, existe un único b ∈ B tal que i(b) = a− j(π(a)),

entonces definimos ρ(a) = b. Ahora, para ver que ρ ◦ i = idB, como Im(i) =

Ker(π), entonces i(b) = i(b)− j(π(a)) y de ahí se sigue que ρ ◦ i = idB.

(a) y (b)⇒ c) Sea a ∈ A. Tenemos que π(a− j ◦π(a)) = 0 ya que j ◦π = idC ;

como Im(i) = ker(π), existe b ∈ B tal que i(b) = a − j ◦ π(a), de donde

a = i(b)+j(π(a)). Supongamos que existen b ∈ B y c ∈ C, tales que i(b) = j(c);

entonces 0 = π ◦ i(b) = π ◦ j(c) = c, de ahí tenemos que j(c) = 0 y, como j es
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inyectiva, c = 0.

(c) ⇒ (a) Sea A = i(B) ⊕ C ′; definimos ρ(a), como el único elemento b de B

tal que a = i(b) + c′ con c′ ∈ C ′. �

Corolario. 2.23. Si la sucesión

0 −→ B
i−→ A

π−→ C −→ 0

se escinde con j : C → A y ρ : A→ B, entonces también la sucesión

0 −→ C
j−→ A

ρ−→ B −→ 0

es exacta y se escinde. �

Proposición. 2.24. Si la sucesión exacta 0 → B → A → C → 0 se escinde,

entonces A ≈ B × C.

Demostración.

0 // B
i′ //

idB
��

B × C π′ //

φ
��

C //

idC
��

0

0 // B i // A π // C // 0
Sean i e i′ las inclusiones naturales, π y π′ las proyecciones naturales. Como

la sucesión de abajo se escinde, existe j : C → A tal que j ◦π = idC . Entonces

definimos φ((b, c)) = i(b)+j(c); esto hace que el diagrama conmute y, por lema

del 5, como las identidades son isomorfismos, tenemos que φ es isomorfismo.

Así A ≈ B × C. �

Proposición. 2.25. Si A = B ⊕ C entonces A ≈ B × C.

Demostración. Por la proposición anterior, dada una sucesión exacta que se

escinde 0 → B → A → C → 0, se tiene que A ≈ B × C y, por 2.24, A ≈

B ⊕ C. �

De esta manera, mediante una sucesión exacta tenemos una forma de decir si

un grupo es sumando directo de otro.
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Definición. 2.26. Decimos que A es suma directa de una familia (posiblemen-

te infinita) de grupos {Ai : i ∈ I}, en símbolos A = ⊕
Ai, si cada elemento

de A se escribe de manera única como suma finita de elementos de los Ai.

Equivalentemente, A = ∑
iAi, y la única manera de escribir 0 como suma de

elementos de los Ai,
∑
i ai = 0, es que cada ai = 0 para todo i.

Definición. 2.27. Dada una familia de grupos {Ai : i ∈ I}, el producto di-

recto de la familia es el producto cartesiano A = ∏
iAi con las operaciones

coordenada a coordenada. Cada Ai se llama factor de A. Para cada i ∈ I, el

subgrupo de A formado por los elementos que tienen 0 en todas sus coordena-

das distintas de i es un grupo A′i isomorfo a Ai. Los A′i forman su suma directa

que consta de los elementos de A que tienen un número finito de coordenadas

distintas de 0. Llamamos a esta la suma directa externa de los Ai. De esta

manera es posible pensar a la suma directa dentro del producto directo. Es

claro que si el número de grupos es finito la suma y producto directo coinciden.

Proposición. 2.28. Si B es un subgrupo invariante de A y A = ⊕
i∈I Ai,

entonces B = ⊕
i∈I(B ∩ Ai).

Demostración. Sea b ∈ B; entonces b = ai1 + ai2 + · · · + aik , con ij ∈ I y

ail ∈ Ail . Sean πi : ⊕
Ai → Ai y αi : Ai →

⊕
Ai. Como B es invariante y

aij = αi ◦ πi(b), entonces ai ∈ B, y la suma es directa claramente. �

Corolario. 2.29. (a) Si B = t(A) y A = ⊕
i∈I Ai entonces B = ⊕

i∈I(B ∩

Ai) = ⊕
i∈I t(Ai).

(b) Si B = A[n] y A = ⊕
i∈I Ai entonces B = ⊕

i∈I(B ∩ Ai) = ⊕
i∈I Ai[n].

(c) Si B = S(A) y A = ⊕
i∈I Ai entonces B = ⊕

i∈I(B ∩ Ai) = ⊕
i∈I S(Ai).

(d) Si B = nA y A = ⊕
i∈I Ai entonces B = ⊕

i∈I(B ∩ Ai) = ⊕
i∈I nAi.

Proposición. 2.30. Si A = ⊕
i∈I Ai y para alguna i0 ≤ I se tiene que B ∈ Ai0 ,

entonces A/B = (Ai0/B)⊕⊕
i 6=i0 Ai.

Demostración. Es claro. �
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Proposición. 2.31. Si A/B = ⊕
i∈I Ai/B y para toda i ∈ I existe Ci tal que

Ai = B ⊕ C entonces A = B ⊕⊕
Ci.

Demostración. Sea a ∈ A. Tenemos que

a+B =
n∑
k=0

aik +B =
n∑
k=0

bik + cik +B =
n∑
k=0

cik +B,

de donde, como a−∑n
k=0 cik ∈ B, existe b ∈ B tal que a = b+ ∑n

k=0 cik .

Si b + ∑n
k=0 cik = 0 , (b + ∑n

k=0 cik) + B = B, ∑n
k=0 cik + B = B y así cik ∈ B

para toda k; por lo tanto cik = 0 para toda k. �

Proposición. 2.32. Si {Ai : i ∈ I} es una familia de grupos, entonces A =⊕
i∈I Ai es libre de torsión si, y sólo si, cada Ai lo es. Lo mismo sucede para el

producto directo.

Demostración. (⇒) Sea ai ∈ Ai ⊂ A; entonces nai 6= 0 para toda n ∈ N, de

donde los Ai son libres de torsión.

(⇐) Si Ai es libre de torsión para toda i, sea a ∈ A. Como a = ai1+ai2+· · ·+aik ,

ij ∈ I, entonces na = nai1 + nai2 + · · · + naik 6= 0 ya que naij 6= 0 para todo

ij y todo n ∈ N . �

Teorema. 2.33. Propiedad universal del producto directo. Sea {Ai : i ∈ I}

una familia de grupos. Entonces el producto directo A de la familia, junto con

las proyecciones naturales {πi : A → Ai}, son tales que dado cualquier grupo

X y una familia de homomorfismos {fi : X → Ai : i ∈ I} existe un único

homomorfismo f : X → A tal que π ◦ f = fi para toda i.

Teorema. 2.34. Propiedad universal de la suma directa. Sea {Ai : i ∈ I} una

familia de grupos. Tenemos que la suma directa A de la familia, junto con

las inclusiones naturales {αi : Ai → A}, son tales que dado cualquier grupo

X y una familia de homomorfismo {fi : Ai → X : i ∈ I} existe un único

homomorfismo f : A→ X tal que f ◦ αi = fi para todo i.

Demostración. Sea a ∈ A; tenemos que a se escribe de manera única como

a = ∑
ai para ai ∈ Ai . Entonces definimos f(a) = ∑

fi(ai). �
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Definición. 2.35. Si para cada i ∈ I se tiene que Ai ≈ A, entonces para∏
i∈I Ai escribimos AI y para ⊕

i∈I Ai escribimos A(I).

Proposición. 2.36. Una familia de sucesiones exactas 0→ Bi → Ai → Ci →

0 induce una sucesión exacta corta 0 → ⊕
Bi →

⊕
Ai →

⊕
Ci → 0. En

particular si Bi ≤ Ai para toda i ∈ I entonces

(
⊕

Ai)/(
⊕

Bi) ≈
⊕

(Ai/Bi)

Demostración. Sea 0→ Bi → Ai → Ci → 0 una familia de sucesiones exactas,

con homomorfismos fi : Bi → Ai ⊂
⊕
Ai y gi : Ai → Ci ⊂

⊕
Ci; entonces por

la propiedad universal de la suma directa existen homomorfismos f : ⊕
Bi →⊕

Ai y g : ⊕
Ai →

⊕
Ci tales que f ◦ αi = fi y g ◦ πi = gi; donde los αi y

las πi son las proyecciones naturales. Así tenemos una sucesión 0 → ⊕
Bi →⊕

Ai →
⊕
Ci → 0; que es exacta, ya que en cada sumando lo es.

Por lo anterior vemos que si Bi ≤ Ai, entonces tenemos la familia de sucesiones

exactas 0→ Bi → Ai → Ai/Bi → 0 y por lo que acabamos de probar inducen

la sucesión exacta 0 → ⊕
Bi →

⊕
Ai →

⊕
Ai/Bi → 0. Como ⊕

Bi ≤
⊕
Ai

sabemos que ⊕
Ai/Bi ≈ (⊕

Ai)/(
⊕
Bi). �

Proposición. 2.37. Sea {Ai : i ∈ I} una familia de subgrupos de A. Entonces∑
i∈I Ai es cociente de ⊕

i∈I Ai, la suma directa externa de los Ai.

Demostración. Sea a ∈ A; entonces a = ai1 + ai2 + · · · + aik con aij ∈ Aij .

Definimos ϕ(a) = ∑
ij aij . �

Nota. 2.38. a) Un producto directo es divisible si, y sólo si, cada factor lo

es.

b) Una suma directa es divisible si, y sólo si, cada sumando lo es.

2.4. Grupos de torsión

Un grupo es de torsión si sus elementos tienen orden finito. Tenemos una

manera de escribir a un grupo de torsión como suma de sus partes p-primarias.
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Teorema. 2.39. Sea A de torsión, entonces A = ⊕
p∈P tp(A), donde P es el

conjunto de todos lo primos.

Demostración. Sea a ∈ A, a 6= 0, tal que na = 0 para algún n ∈ N. Escribimos

n = pk1
1 p2

k2 · · · pkrr . Los n/pkii son primos relativos entre sí, entonces podemos

escribir 1 = (n/pk1
1 )s1 + (n/pk2

2 )s2 + · · · + (n/pkrr )sr; de ahí tenemos que a =

(n/pk1
1 )s1a+(n/pk2

2 )s2a+· · ·+(n/pkrr )sra así (n/pkii )sia ∈ tpi(A). EntoncesA es

suma de sus partes p-primarias. Veamos que es directa. Sea a1 +a2 + · · ·+am =

0 con ai ∈ tpi(A); entonces para algún ki, tenemos que pkii ai = 0. De esta

manera vemos que pk1
1 a1 = 0, y pk2

2 p
k2
2 · · · pkmm a1 = 0. Como pk1

1 y pk2
2 p

k3
3 · · · pkmm

son primos relativos podemos escribir 1 = (pk1
1 )r + (pk2

2 p
k3
3 · · · pkmm )s, de donde

a1 = a1(pk1
1 )r+ a1(pk2

2 p
k3
3 · · · pkmm )s = 0. De manera análoga se tiene que ai = 0

para toda i; así vemos que la suma es directa. �

Observación. 2.40. Si n = kl con k y l primos relativos, entonces Zn ≈

Zk ⊕ Zl. Como ejemplos tenemos Z91 ≈ Z7 ⊕ Z13 y Z36 ≈ Z4 ⊕ Z9. De esta

manera podemos escribir a un grupo cíclico como suma directa de potencias

de los primos que lo dividen.

Proposición. 2.41. Si {Ai : i ∈ I} es una familia de grupos, entonces A =⊕
Ai es de torsión si, y sólo si, cada Ai es de torsión.

Demostración. Sean A = ⊕
Ai y a ∈ A. Entonces a = ai1 + ai2 + · · · + aik

con ij ∈ I. Como A es de torsión na = 0 para algún n; de esta manera

na = nai1 + nai2 + · · ·+ naik = 0. Como la suma es directa cada naij = 0. Así

vemos que los Ai son de torsión.

Sea a ∈ A; entonces a = ai1 + ai2 + · · · + aik . Como cada Ai es de torsión

existen nj tales que njaij = 0. Sea n = n1n2 · · ·nk, entonces na = 0.

�

Dando una demostración análoga a la del teorema 2.37, podemos escribir a

un grupo elemental como suma directa de grupos cíclicos de orden p; ésta es

una buena manera de escribirlos ya que los grupos cíclicos son sencillos. Más

adelante buscaremos escribir a los grupos finitos como suma de cíclicos.
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Proposición. 2.42. Si A es un grupo elemental, entonces A es suma directa

de Zp para ciertos primos p.

Demostración. Sean a ∈ A y o(a) = n. Como n es libre de cuadrados, n =

p1p2 · · · pk, vemos que los n/pi son primos relativos; así 1 = (n/p1)s1+(n/p2)s2+

· · ·+(n/pk)sk, de ahí tenemos que a = (n/p1)s1a+(n/p2)s2a+ · · ·+(n/pk)ska.

Cada s(n/pi)a ∈ Zp, así que los elementos de A se escriben como sumas de

elementos de Zp. Supongamos que a1+a2+· · ·+ak = 0 con a1 ∈ Zp1 ; si multipli-

camos por p2p3 · · · pk tenemos que (p2p3 · · · pn)a1 = 0. Por otro lado podemos

escribir 1 = p1r+(p2p3 · · · pk)s, de donde a1 = a1p1r+a1(p2p3 · · · pk)s = 0. �



Capítulo 3

Grupos divisibles

En secciones anteriores ya dimos algunas propiedades de divisibilidad en gru-

pos. A continuación daremos más propiedades y probaremos algunos teoremas,

entre ellos el teorema de estructura y clasificación de grupos divisibles.

Proposición. 3.1. Si en una sucesión exacta corta 0→ B
f→ A

g→ C → 0 se

tiene que B y C son n-divisibles, entonces A también es n-divisible.

Demostración. Sea a ∈ A. Tenemos que g(a) = c para algún c ∈ C; como

C es n-divisible existe c′ ∈ C tal que c = nc′, de donde g(a) = nc′. Como

g es epimorfismo existe un a′ ∈ A tal que g(a′) = c′; así g(a) = ng(a′) y

g(a)− ng(a′) = 0. Entonces como a− na′ ∈ Ker(g) existe b ∈ B de tal forma

que f(b) = a−na′; como b es divisible b = nb′. Por lo tanto a = na′+nf(b′). �

Proposición. 3.2. Sea A un grupo y sea k ∈ N. Sea µk : A → A un homo-

morfismo dado por la multiplicación por k.

a) A es divisible si, y sólo si, µk es suprayectiva para toda k.

b) A es libre de torsión si, y sólo si, µk es inyectiva para toda k.

Demostración. ⇒) a) Sea a ∈ A. Como A es divisible, para cualquier k ∈ N

existe a′ ∈ A tal que a = ka′; entonces µk(a′) = a. Así que µk es suprayectiva.

⇐) Sean a ∈ A y k natural; como µk es suprayectiva, tenemos que existe a′

tal que a = ka′; entonces A es divisible.

25
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b) ⇒) Sea A libre de torsión; entonces dado a 6= 0 tenemos que ka 6= 0 para

todo k y de aquí tenemos que Ker(µk) = 0.

⇐) Si Ker(µk) = 0, entonces ka = 0 sólo si a = 0, por lo que A es libre de

torsión. �

Proposición. 3.3. Si A es un grupo, entonces existe D subgrupo divisible de

A que contiene a todos los subgrupos divisibles de A.

Demostración. Sean {Di : i ∈ I} los subgrupos divisibles de A. SeaD = ∑
iDi.

Como ⊕
Di es divisible y D es cociente de la suma directa, entonces también

es divisible. �

Decimos que un grupo Q es inyectivo si dado f : B → A monomorfismo y

dado h : B → Q homomorfismo existe una extensión H : A → Q tal que H

cumple que H ◦ f = h.

Las dos proposiciones siguientes nos dicen que A es divisible si, y sólo si, A es

inyectivo.

Proposición. 3.4. Si A es inyectivo, entonces A es divisible.

Demostración. Dado n ∈ N tenemos un monomorfismo dado por la inclusión

de nZ en Z. Además como nZ ≈ Z hay un isomorfismo que manda a n en el 1

y como sabemos siempre podemos definir un homomorfismo de Z que manda

al 1 en a; así podemos definir h : nZ → A, como h(n) = a. Ya que A es

inyectivo, entonces existe una extensión H : Z → A de h. Así tenemos que

nH(1) = H(n) = h(n) = a, lo que nos dice que A es n-divisible para cualquier

n ∈ N. �

Proposición. 3.5. Criterio de Baer. Si D es un grupo divisible entonces

también es inyectivo.

Demostración. Sean A un grupo y B ≤ A. Sea f : B → D un homomorfismo.

Definimos un conjunto X = {(B′, f ′) : B ≤ B′ y f ′|B = f} donde los B′ son

subgrupos de A. Ordenamos a X de forma que (B′, f ′) � (B′i, f ′i) si B′ ≤ B′i y
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fi|′B = f ′. Sea C una cadena de X . Entonces ⋃
λBλ es un subgrupo de A que

contiene a B y definimos la función f por f ′(b) = f ′λ0(b) si b ∈ Bλ0 . De esta

manera tenemos una cota (⋃
λBλ, f

′) para cada cadena C, y por lema Zorn,

X tiene máximo B0. Supongamos que B0 6= A y sea a ∈ A \ B0. Tomemos

B1 = < {a} ∪ B0 >. Sea I = {n ∈ N : na ∈ B0}. Entonces I es un subgrupo

de Z. Sean n0 un generador de I y x ∈ D tal que n0x = f0(n0a), así podemos

definir f1 : B1 → D tal que f1(b0 + ra) = f0(b0) + rx para b0 ∈ B0 y r ∈ Z.

Veamos que f1 está bien definido. Supongamos que b0 +ra = b′0 +r′a; entonces

(r − r′)a ∈ B0, así que r − r′ ∈ I, de donde r − r′ = mn0 y por lo tanto

f(b′0) − f(b0) = f0(b′0 − b0) = f((r − r′)a) = f0(mn0) = mn0x = (r − r)x =

rx− r′x. �

Proposición. 3.6. Si D ≤ A es divisible, entonces D es sumando directo.

Demostración. Tomemos a idD el homomorfismo identidad en D. Como D es

divisible, es inyectivo; entonces tenemos una extensión A→ D, que junto con

la inclusión de D en A nos da una escisión. Así tenemos que D es sumando

directo de A. �

Decimos que A es reducido si no tiene subgrupos divisibles diferentes de A y

de 0.

Lema. 3.7. Si A es divisible y libre de torsión, entonces A tiene estructura

natural como Q-espacio vectorial.

Demostración. Sean a ∈ A y n ∈ N; entonces existe a′ tal que a = na′. Como

A es libre de torsión, este a′ es único, y así podemos definir m
n
a como ma′. Es

fácil ver que esto nos da una multiplicación por escalares que convierte a A en

un espacio vectorial. �

Con el siguiente teorema vemos cómo son los grupos divisibles.

Teorema. 3.8. Todo grupo D divisible es isomorfo a sumas de Q y Zp∞ para

algunos primos p.
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Demostración. Como t(D) es divisible entonces es sumando directo de D, así

que existe A tal que t(D) ⊕ A = D. Como A es sumando directo de D,

también es divisible y además es libre de torsión, así tenemos que es un Q-

espacio vectorial.

Ahora, t(D) es suma directa de sus partes p-primarias. Sabemos que t(D)[p]

es un Zp-espacio vectorial. Tomamos una base X de t(D)[p]. Sea xi ∈ X

con i ∈ I; definimos xi,j, de manera que si j = 1, pxi,1 = xi y si j ≥ 2

pxi,j = xi,j−1. Entonces para cada i, tenemos un subgrupo Di isomorfo a

Zp∞ . Veamos que ∑
i∈I Di es suma directa. Sea a ∈ t(D)[p]. Por inducción

sobre el exponente de a. Si e(a) = 1, entonces a ∈ t(D)[p] y así vemos que

a está generado por los xi. Supongamos que es cierto para un exponente k.

Ahora si e(a) = k + 1, tenemos que pa ∈ ∑
i∈I Di. De esta manera existen

aki , tales que pa = pak1 + pak2 + · · · + pakn con paki ∈ Dki . Así tenemos que

p(a − ak1 + ak2 + · · · + akn) = 0, entonces a − ak1 + ak2 + · · · + akn ∈ t(D)[p]

que está generado por los xi. La suma es directa ya que los xi son linealmente

independientes. �

El teorema anterior nos permite asociar cardinales invariantes a cada grupo di-

visible, que son la dimensión r0 sobreQ deD/t(D) y la dimensión rp sobre Zp∞ .

Algunos ejemplos de grupos divisibles son R, R[x], Q y de no divisibles son Z,

así que no necesariamente un subgrupo de un divisible es divisible.

Proposición. 3.9. Sea P el conjunto de todos los primos y consideremos los

siguientes grupos: A = ∏
p∈P Zp y T = ⊕

p∈P Zp. Entonces t(A) = T y t(A) no

es sumando directo de A.

Demostración. Ordenamos P : p1 < p2 < p3 < · · · . Sea a ∈ T , a = (a1, a2, . . .).

Si a tiene un número infinito de coordenadas distintas de cero, ningún natural

lo anula, pero si eso pasa entonces existe N tal que para n ≥ N , an = 0, así

p1p2 · · · pNa = 0

Veamos que A/T es divisible y que A no tiene elementos divisibles distintos de
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0 para ver que A/T no es isomorfo a ningún subgrupo de A. Sea (x1, x2, . . .) ∈

A/T y sea n ∈ Z, n = pr1
1 p

r2
2 . . . prKK . Tenemos que para k ≥ K, pk es primo

relativo con n; entonces existe yk ∈ Zpk tal que xk = ayk. Así vemos que

(x1, x2, . . .)− n(0, 0, . . . , 0, yk+1, yk+2, . . .) = (x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . .) ∈ T .

No hay ningún elemento en A\{0} que sea divisible. Supongamos que lo hay. Si

x = (x1, x2, . . .) ∈ A con xi 6= 0. Si pi dividiera a x, tendríamos que xi = piyi;

pero en Zpi todos los múltiplos de pi son cero.

�

Por la proposición anterior vemos que aunque dos grupos tengan partes de

torsión isomorfas no quiere decir que los grupos sean isomorfos, pero es claro

que si dos grupos son isomorfos sus partes de torsión son isomorfas.

En la siguiente proposición daremos otro ejemplo del cual podemos deducir

que hay dos grupos no isomorfos con partes de torsión isomorfas.

Proposición. 3.10. Sea A = ∏
k Zpk . Entonces t(A) no es sumando directo

de A.

Demostración. Sean a = (1, p, p2, p3, . . .) y b = (0, 0, . . . , p, p2, . . .) con m − 1

ceros al principio. Entonces a−pmb ∈ t(A) así a+t(A) es un elemento divisible

por cualquier pm y de aquí vemos que a es divisible. Si t(A) fuera sumando

directo deA, tendríamos queA/t(A) es un subgrupo deA pero, como acabamos

de probar, éste tiene elementos divisibles y A no los tiene. �

Proposición. 3.11. Sea A = ∏
n∈N Zn/

⊕
n∈N Zn; entonces A no es divisible.

Demostración. Sea a ∈ A \ {0}, con a = (x1, x2, x3 . . .) y sea n ∈ N tal que

xn 6= 0; entonces si a fuera divisible por n, xn = nyn, pero nyn = 0 en Zn. �

Veremos en el siguiente capítulo que cualquier grupo es subgrupo de un divi-

sible.
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Capítulo 4

Grupo libres

Los grupos libres tienen propiedades semejantes a los espacios vectoriales ya

que tienen una base. Además tenemos que todos los grupos son cociente de

libres.

Un grupo libre es aquél que tiene una base, es decir, que cada elemento del gru-

po se puede escribir de manera única como combinación lineal de los elementos

de la base. En el caso de Z−módulos los grupos libres serán suma directa de

copias de Z.

Teorema. 4.1. Propiedad universal de los grupos abelianos libres. Sean L un

grupo abeliano libre y B una base de éste. Dada f : B → A una función

podemos extenderla a un homomorfismo F : L→ A de manera única.

Demostración. Dado que L es libre con base B, tenemos que L es isomorfo

a ⊕
x∈B Zx. De esta manera dado f : B → A, podemos definir F : L → A

de la siguiente manera; sea a ∈ L entonces existe una única forma de escribir

a a como combinación lineal de elementos de B, a = a1b1 + · · · + anbn con

ai ∈ Z y bi ∈ B, de donde definimos F (a) = a1f(b1) + · · · + anf(bn) esto nos

da un homomorfismo y a unicidad nos la da el hecho de que hay una única

combinación lineal. �

La propiedad universal caracteriza a los grupos abelianos libres. Veamos esto

31
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a continuación, es decir, si un grupo cumple la propiedad universal, entonces

en libre.

Proposición. 4.2. Sean A un grupo y X un subconjunto de elementos tales

que para cada asignación de los elementos X en un grupo C existe un único

homomorfismo F : A→ C que extiende a la asignación; entonces A es libre y

tiene base X.

Demostración. Para el conjunto X consideremos el grupo libre ⊕
x∈X Zx que

también cumple la propiedad universal y así tenemos el siguiente diagrama

⊕
x∈X Zx

F ′

$$

X
i′
oo i′ //

i
��

⊕
x∈X Zx

A

F
::

donde F ◦ i = i′ y F ′ ◦ i′ = i. Tenemos que F ◦ F ′ ◦ i′ = F ◦ i = i′, pero

id ◦ i′ = i′, entonces por la unicidad de F y F ′, F ◦ F ′ es la identidad. De

donde A ≈ ⊕
x∈X Zx. �

Teorema. 4.3. Todo grupo abeliano A es cociente un grupo abeliano libre L.

Demostración. Sea X un conjunto de generadores para A. Definimos L =⊕
x∈X Zx, con Zx el grupo ciclico infinito generado por x; de donde X es una

base para L. Ahora tomemos i : X → A la función inclusión; por la propiedad

universal de los grupos abelianos libres existe F un homomorfismo de grupos

que extiende a i. Como X ⊂ F (L), F es un epimorfismo. Por el primer teorema

de isomorfismo A = Im(F ) ≈ L/Ker(F ). �

Necesitábamos saber que todo grupo abeliano es cociente de un libre para

poder demostrar la siguiente proposición, enunciada en el capítulo anterior.

Proposición. 4.4. Si A es un grupo abeliano, entonces existe D un grupo

divisible del cual A es subgrupo.

Demostración. Sea A un grupo abeliano; entonces es cociente de un grupo li-

bre, así que podemos tomar un homomorfismo f : Z(I) → A, de donde tenemos
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el siguiente diagrama.

0 // Ker(f) //

id
��

Z(I) f //

i
��

A // 0

0 // Ker(f) // Q(I) // Q(I)/Ker(f) // 0

Ahora, por la propiedad universal del grupo cociente existe ϕ : A→ Q(I)/ker(f)

tal que el diagrama conmuta y, por el lema del 5, ϕ es un monomorfismo. Como

Q(I)/Ker(f) es cociente de un divisible, él mismo es divisible. �

Teorema. 4.5. Dos bases de un grupo abeliano libre L tienen la misma car-

dinalidad. Decimos que el rango de L es el cardinal de la base y lo denotamos

por r(L).

Demostración. Sean B y C dos bases para L, con |B| = κ y |C| = λ. Tenemos

que L ≈ Z(κ) ≈ Z(λ). Consideremos L/2L. Así (Z/2Z)(κ) ≈ Z(κ)/2Z(κ) ≈

Z(λ)/2Z(λ) ≈ (Z/2Z)(λ); tenemos que |(Z/2Z)(κ)| = 2κ y |(Z/2Z)(λ)| = 2λ; de

donde κ = λ. �

Proposición. 4.6. Un subgrupo N de un grupo abeliano libre L también es

libre. Además r(N) ≤ r(L).

Demostración. Sea β una base de L. Damos un buen orden en β = {xσ : σ ≤

τ}. Definimos

Lσ =
⊕
σ′≤σ

< xσ′ >≈
⊕
σ′≤σ

Zxσ,

para cada ordinal σ ≤ τ . También definimos Nσ = N ∩ Lσ. Vemos que Nσ =

Nσ+1 ∩ Lσ. Así tenemos, por el tercer teorema de isomorfismo Nσ+1/Nσ ≈

Nσ+1/(Nσ+1∩Lσ) ≈ (Nσ+1+Lσ)/Lσ. Vemos que (Nσ+1+Lσ)/Lσ ≤ Lσ+1/Lσ ≈

Z; de donde Nσ+1/Nσ es un subgrupo de Z y es isomorfo a Z o a 0. Tenemos que

la sucesión exacta 0→ Nσ → Nσ+1 → Nσ+1/Nσ → 0 se escinde; entoncesNσ es

sumando directo deNσ+1, de dondeNσ+1 = Nσ⊕ < y0 > para algún y0 ∈ Nσ+1,

de manera que < yσ > es isomorfo a 0 o a Z. Entonces N = < yσ : σ ≤ τ >,

por lo que N es la suma directa de los < yσ >.

Vemos que usamos a lo más el mismo número de sumandos no cero para escribir

a N , por lo tanto el rango de un sugrupo es menor o igual al del grupo. �
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Capítulo 5

Teorema de Estructura y

Clasificación de Grupos

Abelianos Finitamente

Generados

Los grupos abelianos que están finitamente generados están dados por sumas

directas de grupos cíclicos y un grupo libre, a continuación probaremos algunos

resultados que nos permitirán probar el teorema de estructura y clasificación.

Lema. 5.1. Si un grupo abeliano A es p-primario con p primo y contiene un

elemento x de orden maximal, entonces < x > es sumando directo de A.

Demostración. Sea pk el orden de x. Definimos un homomorfismo f :< x >→

Zp∞ tal que f(x) = ck, donde ck es un generador de Zp∞ de orden pk; esto

define un isomorfismo entre < x > y < ck >. Como Zp∞ es inyectivo, podemos

extender f con F : A→ Zp∞ . De donde F (A) ⊂< ck > ya que x es maximal.

< x >
f //

i
��

< ck >⊂ Zp∞oo

A

F
77
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Así tenemos una escisión de la inclusión de < x > en A con el isomorfismo que

hay entre < x > y < ck >, por lo tanto < x > es sumando directo. �

Corolario. 5.2. Todo grupo abeliano finito es suma de grupos cíclicos.

Demostración. Como es un grupo finito es suma directa de sus partes p-

primarias. Además cada parte p-primaria es suma directa de cíclicos, ya que por

el lema anterior, tenemos que tpi(A) se puede escribir como tpi(A) =< x > ⊕N .

N también es un p-grupo; haciendo inducción llegamos a que tpi(A) es suma

directa de cíclicos. �

Observación. 5.3. Dados dos grupos libres L y N y f : N → L un ho-

momorfismo, sean h = {d1, d2, . . . , dm} y l = {e1, e2, . . . , en} bases para N

y para L, respectivamente. Tenemos que f(di) = ∑
ajiej, con lo cual pode-

mos formar una matriz M de tamaño n × m que representa al homomor-

fismo f . Ahora, si tenemos dos matrices invertibles P de tamaño n × n y

Q de tamaño m × m, entonces PMQ representa a f , pero para las bases

P (h) = {P (d1), P (d2), . . . , P (dn)} y Q(l) = {Q(e1), P (e2), . . . , P (em)}

A continuación vemos que dada una matriz M podemos obtener una matriz

diagonal (di,j)i,j de manera que los elementos de la diagonal se vayan dividien-

do, es decir dii|djj para j > i. Esto lo podemos hacer mediante operaciones

elementales y es esto es posible gracias a que realizar una operación elemental

no es otra cosa que multiplicar por una matriz elemental, y así obtendremos

el mismo homomorfismo representado en otra base.

Las operaciones en filas, representan multiplicar aM por una matriz elemental

por la izquierda; las operaciones en columnas representan multiplicar M por

la derecha por matrices elementales. Describamos las operaciones elementales

y sus correspondientes matrices elementales.

a) Multiplicar por una unidad, es decir, 1 o −1 (llamémosla λ), en la fila i

es multiplicar por una matriz Eλ que tiene unos en la diagonal excepto
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en la fila i donde la entrada es λ y 0 en todas las demás entradas.

Eλ =



1 0 · · · 0

0 . . . 0

0 λ 0

... . . . ...

0 · · · 1


b) Cambiar los renglones i y j es multiplicar por una matriz elemental que

se consigue de cambiar los renglones i y j de la matriz identidad.

Ei,j =



1 0 · · · 0

0 . . .

0 0 1
... . . . ...

0 1 0
. . .

0 · · · 1


c) Sumar un reglón j multiplicado por un escalar m a un reglón i es multi-

plicar por la matriz que es como la identidad pero con la m en la entrada

(i, j).

Ei+mj =



1 0 · · · 0

0 . . .

0 1
... . . . ...

0 m 1
. . .

0 · · · 1


Operaciones en columnas: Son las matrices de la misma forma que las de filas;

multiplicando por la derecha por ellas nos dan las operaciones elementales en



38 GRUPOS FINITAMENTE GENERADOS

columnas: multiplicar una columna por una unidad, cambiar columnas y sumar

una columna multiplicada por un escalar a otra columna.

Proposición. 5.4. Teorema de la bases simultáneas. Sea N ≤ L, con L li-

bre y finitamente generado. Entonces dada una base {x1, x2, . . . , xn}, existen

d1|d2| . . . |dn elementos de Z tales que {d1x1, d2x2, . . . , dkxk} forman una base

para N y dj = 0 para j > k.

Demostración. Sabemos que N es libre así que escojamos una matriz que re-

presente a la inclusión de N en L y tal que tenga un elemento mínimo a 6= 0.

Sin perdida de generalidad digamos que a está en la coordenada (1,1). Vamos

a ver que a es divisor de todos los elementos de la matriz. Sea b un elemento

en la misma columna o renglón que a. Digamos que está en la misma columna.

Supongamos que a no divide a b; entonces b = aq+ r con 0 < r < a. Ahora, si

restamos q veces el reglón de a, del de b tenemos que b− qa = aq− r− qa = r

lo que nos da un elemento más chico que a lo cual es una contradicción. De

manera análoga ocurre por renglones. Ahora para cualquier otra posición (i, j),

tenemos que hay un múltiplo de a en (i, 1), digamos ma; así, restando (m− 1)

el reglón 1 al i nos queda ma− (m− 1)a = a en (i, 1) y tenemos que todos los

de reglón son múltiplos de a, de igual forma para cualquier columna. Así vemos

que en todas las entradas hay múltiplos de a. Para hacerla diagonal volvemos 0

a todos los elementos de la primera columna y del primer renglón que no están

en la posición (1, 1) y esto es posible ya que todos son múltiplos de a. Ahora

en la submatriz que nos queda sin el primer renglón y sin la primera columna;

observamos que podemos mover el elemento más chico a la posición (2, 2) y

aplicamos hipótesis de inducción observando que las operaciones elementales

no alteran el primer renglón y la primera columna. �

Los d1, d2, . . . dn son los factores invariantes o divisores elementales del cociente

de L/N ; el rango de la parte libre de torsión es r = n− k.
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La matriz que representa la inclusión

d1

d2
. . .

dk


se denomina forma normal de Smith del cociente L/N .

Ejemplos. 5.5. : Sea L = Z2 y N = < (4, 0), (0, 7) >; tomemos la matriz

que representa a la inclusión de N en L en la base B = < (1, 0), (0, 1) > y

llevémosla a su forma normal de Smith.

4 0

0 7


Mediante operaciones elementales llegamos a1 0

0 28


De ahí vemos que L/N ≈ Z4 ⊕ Z7 y también L/N ≈ Z28.

Sean L = Z2 y N =< p,−p >. Veamos a qué es isomorfo el cociente L/N . La

matriz que representa la inclusión de N en L con la misma base del ejemplo

anterior es p −p
0 0


Llevándola a su forma normal de Smith nos quedap 0

0 0

 ,

así L/N ≈ Zp ⊕ Z.

Como corolario del teorema de las bases simultáneas obtenemos una manera de

descomponer a los grupos abelianos finitamente generados como suma directa

de cíclicos.
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Corolario. 5.6. Todo grupo finitamente generado es isomorfo a un grupo de

la forma

Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdk ⊕ Zr,

donde d1|d2| · · · |dk y r son números naturales.

Ya tenemos una forma de representar la descomposición de un grupo A finita-

mente generado. Veamos que esta representación es única.

Teorema. 5.7. Si A = Zd1⊕Zd2⊕· · ·⊕Zdn⊕Zr y B = Ze1⊕Ze2⊕· · ·⊕Zem⊕Zs

con d1|d2| · · · |dn, e1|e2| · · · |em y A ≈ B , entonces m = n, r = s y para cada i,

di = ei.

Demostración. Si A ≈ B, entonces sus partes de torsión y sus partes libres de

torsión son isomorfas. Tenemos que t(A) = Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdn ≈ t(B) =

Ze1 ⊕ Ze2 ⊕ · · · ⊕ Zem . Podemos escribir de manera única di = p
α1i
1 p

α2i
2 · · · p

αli
l

y ei = p
β1i
1 p

β2i
2 · · · p

βli
l para ciertos primos, de donde αki ≤ αkj y βki ≤ βkj

para i < j. Así, para p un primo, como tp(A) ≈ tp(B), entonces Zpα1 ⊕

Zpα2 ⊕ · · · ⊕ Zpαm ≈ Zpβ1 ⊕ Zpβ2 ⊕ · · · ⊕ Zpβm . Además tp(A)[p] ≈ tp(B)[p]

son espacios vectoriales con dimensión m y n ya que Zpα [p] ≈ Zp, entonces

m = n. Supongamos que la potencias no son iguales; tomemos la primera tal

que αj 6= βj; sin pérdida de generalidad, αj < βj.

pαjZpα1 ⊕ pαjZpα2 ⊕ · · · ⊕ pαjZpαn ≈ pαjZpβ1 ⊕ pαjZpβ2 ⊕ · · · ⊕ pαjZpβm .

De esta manera uno tendría menos sumandos que otro lo cual es una contra-

dicción. Ahora vemos que, como A/t(A) ≈ B/t(B), entonces Zr ≈ Zs y así

r = s. �

La proposición siguiente nos dice cómo son todos los subgrupos de un grupo

finitamente generado.

Proposición. 5.8. Sean A un grupo abeliano finitamente generado y B ≤ A.

La parte libre de B es de rango menor o igual a la parte libre de A. Además

si p es un primo y pr1 ≥ pr2 ≥ · · · ≥ prk son los divisores elementales de tp(A),
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entonces los divisores elementales de tp(B) son ps1 ≥ · · · ≥ ps2 ≥ psl con l ≤ k

y, agregando 1’s para completar en mismo número de divisores elementales,

si ≤ ri para i = 1, 2, · · · , k.

Demostración. La parte libre de A es isomorfa a Zm; como la parte libre de

B es subgrupo de la parte libre de A, y como subgrupo de libre es libre y de

rango menor, se tiene que la parte libre de B es isomorfa a Zn con n ≤ m.

Como tp(B) ≤ tp(A), entonces l ≤ s y si ≤ ri ya que el orden de B divide al

orden de A. �

Proposición. 5.9. Sea A un grupo abeliano de orden n. Para cualquier d

divisor de n existe un subgrupo de orden d.

Demostración. Como A es finito, es de la forma Zk1 ⊕ Zk2 ⊕ · · · ⊕ Zkn . Así

para cada Zki por 2.4 sabemos que para los divisores dij de ki hay un único

subgrupo de orden dij �

Proposición. 5.10. Sea A un grupo abeliano. Si A es el cociente L/N , para

L un grupo libre con B una matriz que representa la inclusión de N en L,

entonces |det(B)| es igual al orden de A.

Demostración. Como A es el cociente L/N es la suma directa de los grupos

cíclicos de orden de los divisores elementales. Dada una matriz que representa

la inclusión de N en L sabemos por el teorema de las bases simultáneas que

podemos llevarla a un matriz diagonal en la que las entradas de la diagonal

son los divisores elementales posiblemente cambiados de signo. Las operaciones

elementales en una matriz no alteran su valor absoluto; así el |det(B)| es igual

al orden del grupo. �

Ya que tenemos una caracterización de los grupos finitamente generados, en

particular para los grupos de orden finito, podemos escribirlos de una forma

canónica mediante sus divisores elementales y además sabemos como son todos

los grupos de cierto orden.
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Por ejemplo tenemos que todos los grupos de orden 720 son:

Z16 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ≈ Z720

Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ≈ Z2 ⊕ Z360

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ≈ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z180

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ≈ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z90

Z4 ⊕ Z4 ⊕ Z9 ⊕ Z5 ≈ Z4 ⊕ Z180

Z16 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ≈ Z3 ⊕ Z240

Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ≈ Z3 ⊕ Z240

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ≈ Z6 ⊕ Z120

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ≈ Z2 ⊕ Z6 ⊕ Z60

Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z5 ≈ Z12 ⊕ Z60



Capítulo 6

Grupos Racionales.

Los subgrupos de Q son llamados grupos racionales. Estos grupos son libres

de torsión ya que Q es libre de torsión.

Proposición. 6.1. Si un subgrupo de Q está generado por una cantidad finita

de elementos, entonces es cíclico.

Demostración. Sea {a1
b1
, a2
b2
, . . . , an

bn
} un conjunto de generadores para el sub-

grupo A. Entonces A ≤< 1
b1b2···bn >, ya que

ai
bi

= (a1b1b2 · · · bi−1bi+1 · · · bn) 1
b1b2 · · · bn

.

Como A es subgrupo de un grupo cíclico es cíclico. �

Como acabamos de ver los subgrupos de Q, finitamente generados son cíclicos,

y como son libres de torsión, son isomorfos a Z.

Corolario. 6.2. Q está generado por una cantidad infinita de elementos.

Proposición. 6.3. Cualesquiera dos elementos de Q son dependientes, es de-

cir, para a
b
, c
d
∈ Q existen r, s ∈ Z tales que r(a

b
) = s( c

d
).

Demostración. Vemos que (bc)a
b

= ca = (ad) c
d
. �

Corolario. 6.4. Cualesquiera dos subgrupos no cero tienen intersección no

cero. �

43
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Por el corolario anterior podemos ver que los subgrupos de Q son inescindibles.

Proposición. 6.5. Los subgrupos propios de Q son inescindibles.

Demostración. Todos los subgrupos de Q diferentes de cero se intersectan en

algo diferente de 0; entonces un subgrupo de Q no tiene sumandos directos no

triviales. �

Recordemos la definición de p-altura para p primo, la altura de a es hp(a) = n

si a ∈ pnA \ pn+1A para algún n ∈ N, o ∞ si a ∈ pnA para todo n ∈ N.

Sean A un grupo y a ∈ A, definimos la característica de a como la sucesión de

alturas de a.

χ(a) = (h2(a), h3(a), h5(a), h7(a), . . . ).

Una sucesión (k1, k2, k3, . . . ) de elementos de N∪ {∞} se llama característica.

Dos características son equivalentes si son iguales en todas sus p-alturas salvo

en un número finito de ellas, y si en las que son diferentes son diferentes de

∞. Esto nos una clase de equivalencia a la que llamamos tipo.

Al subgrupo generado por {1
p
, 1
p2 ,

1
p3 , . . . } lo denotamos Qp y Qp al subgrupo

generado por {1
p

: p primo}.

Tenemos por ejemplo que en Q todos los elementos tienen p-altura infinita

para cualquier p primo, así que la característica de cualquier elemento en Q es

{∞,∞,∞, . . . }.

En Z χ(120) = {3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . } y en 3Z χ(3) = {0, 0, 0, 0, . . . }

Veamos algunos ejemplos en Q(3), para 1 tenemos que la característica es

{0, 0,∞, 0, 0, 0, . . . }, para 1
25 su característica es {0, 0,∞, 0, 0, . . . } y para 120

la característica es {3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . }.

En Qp χ(1) = {1, 1, 1, . . . } y χ(120) = {4, 2, 2, 1, 1, 1, . . . }.

En realidad las características de dos elementos de un mismo subgrupo son

equivalentes.
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Proposición. 6.6. Sean a y b dos elementos no cero en un subgrupo de Q;

entonces a y b tienen características equivalentes.

Demostración. Existen r, s ∈ Z tales que ar = bs; entonces a sólo puede ser

más divisible que b por las potencias de primos que dividan a s y b en las

potencias que dividan a r. �

Como todos los elementos de un subgrupo tienen la misma característica, po-

demos asociar a cada subgrupo A un tipo denotado τ(A).

Proposición. 6.7. Dado un tipo (k1, k2, . . .) existe A subgrupo de Q que tiene

este tipo.

Demostración. Numeramos a los primos como p1 < p2 < . . . . Así para los

ki ∈ N tomamos xi = 1
p

[
iki

, y para los ki = ∞ tomamos yi,j = 1
pn

para todo

n ∈ N. El subgrupo generado por {xi} ∪ {yi,j} tiene tipo (k1, k2, · · · ). �

Proposición. 6.8. Si A tiene tipo t y k es la característica representante de

t, entonces existe a ∈ A con característica k.

Demostración. Tomemos a ∈ A con característica l = (l1, l2, l3, . . . ) y k =

(k1, k2, k3, . . . ); sabemos que l difiere de k sólo en un número finito de p-

alturas y éstas son diferentes de ∞; de esta manera si li 6= ki multiplicamos o

dividimos por potencias de pi a a para obtener un elemento con la característica

deseada. �

Proposición. 6.9. Si A y B son tales que τ(A) = τ(B), entonces A ≈ B.

Demostración. Tomamos a ∈ A y por el teorema anterior tenemos que existe

b ∈ B con la misma característica de a, entonces definimos un homomorfismo

de <a> a Q que manda a a en b. Como Q es inyectivo, podemos extender el

homomorfismo ϕ de A a Q. Sea a′ ∈ A entonces ϕ(a′) = b y existen enteros r y

s tales que ra = sa′, así ϕ(ra) = ϕ(sa′) = rb = sb′ como a y b tienen la misma

característica tenemos que b′ ∈ B, por lo tanto la imagen de ϕ es B. �
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Corolario. 6.10. Dos grupos son isomorfos si, y sólo si, tienen el mismo tipo.

Ahora sabemos que hay una cantidad infinita de subgrupos no isomorfos de Q

ya que hay tantos como características.

Proposición. 6.11. Los cocientes no triviales de Q son sumas de Zp∞ para

ciertos p primos.

Demostración. Como Q es divisible, entonces también lo será el cociente. Por

3.8 y por ser de torsión sabemos que isomorfo a copias de Zp∞ para ciertos

primos p. �
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