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Resumen

Esta tesis esta dedicada a la exposicién de las propiedades principales de la funcién zeta de
Riemann. Se demuestra la ecuacion funcional de la funcidn zeta de Riemann, los teoremas basicos
sobre los ceros no triviales de la funcién zeta y se obtiene la aproximacién de la suma final.
Ademas se revela la relacion entre la suma de los coeficientes de la serie de Dirichlet y la funcion
dada por esta serie y se demuestra la representacion de la funcion de Chebyshev en forma de
suma segun los ceros de la funcion.
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Abstract

This thesis is devoted to the exhibition of the main properties of the Riemann zeta function. The
functional equation of the Riemann zeta function is demonstrated. The basic theorems of non-trivial
zeros of the zeta function are proved and the approximation of the final sum is obtained.
Furthermore the relationship is revealed between the sum of the coefficients of the Dirichlet series
and the function given by this series. The representation of the Chebyshev function is shown in the
form of the sum by the zeros of the function.
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Introduccién

Desde hace 2500 anos los nimeros primos atraen la atencién de mateméticos y
aficionados de todo el mundo, se los califica de misteriosos e indomables ya que
no parece existir alguna regla que determine sus ubicaciones entre los deméds
nimeros naturales. Un nimero primo se define como un entero mayor que uno
cuyos unicos divisores son el uno y él mismo, es decir,

2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...

El concepto de nimero primo ya se conocia en la antigua Grecia en la escuela
de Pitdgoras (hace 2500 anos) y un poco después en las obras de Euclides se in-
cluye la demostracién de la existencia de una cantidad infinita de estos niimeros.
Para saber si un nimero es primo basta dividirlo por todos los niimeros natu-
rales menores a la raiz cuadrada de dicho nimero y si no se encuentra ningin
divisor entonces el nimero es primo. Si se encuentra un divisor o si el nimero
es par y mayor que 2 se dice que es un nimero compuesto. Los nimeros primos
son importantes porque son los dtomos de las matemdticas, ya que todos los
demds nimeros enteros se construyen a partir de ellos en forma de productos.
Los nidmeros que no son primos se llaman compuestos, excepto el nimero 1 que
no es ni primo ni compuesto.

El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que todo entero mayor
o igual que 2 se escribe de manera tnica como producto de primos sin importar
el orden de los factores. Por esta razén, el estudio de las propiedades de los
nimeros primos siempre ha sido objeto de intenso estudio por matemédticos de
todas las épocas.

La distribucién de los nimeros primos es muy irregular, se sabe que podemos
encontrar espacios tan grandes como se quieran donde no exista ningtin nimero
primo; por ejemplo, la sucesién

m+D!+2,(n+1)!+3,..,(n+ 1)+ (n+1)

consiste de n enteros consecutivos compuestos. Por otro lado, la conjetura de
los primos gemelos afirma la existencia de una infinidad de parejas de primos p
y q cuya diferencia es 2, es decir,

P—q=2.

Desde Euclides (ano 300 a.C.) se sabe que la sucesién de nimeros primos es
infinita. En la Teorfa de los Numeros, la funcién 7 (z) denota la cantidad de
ndmeros primos que pertenecen al intervalo [1, z], es decir,

7'('(3?):21,

p<z



donde la sumatoria es tomada sobre los nimeros primos. Bajo esta notacién el
teorema de Euclides establece

7w (x) — oo cuando x — oo.

En 1737 Euler demostré que la serie Z diverge, lo cual lleva a otra
demostracién de la existencia de infinita cantldad de nimeros primos. Uno de
los mé&s notables descubrimientos de Euler fue la siguiente férmula [1]

infz = %2

n=1

La observacién de Euler (1749) de que el producto

1_[{171075 71:in75, s>1
P

n=1

donde p recorre todos los nimeros primos y n los naturales, serd el comienzo
de las investigaciones de Riemann en esta direccién. Riemann se interesd, entre
otros temas, por la distribucién de los nimeros primos. Se plantean inmediata-
mente nimerosas preguntas como son: existencia de infinitos nimeros primos;
determinacién de férmulas que permitan obtener los nimeros primos; distribu-
cién de los mismos en otras sucesiones distintas de la de nimeros naturales;
medida de los intervalos entre dos primos consecutivos; etc.

En 1849 A. de Polignac conjetur6é que para todo nimero par 2n habia in-
finitas parejas de primos cuya diferencia era 2n. El caso n = 1 corresponde a
la famosa conjetura de los nimeros gemelos. Una caracterizacién de los primos
gemelos la da Clement [1]. Sea n > 2, los enteros n y n + 2 forman un par de
primos gemelos si y sélo si

4[(n=1)+1]4+n=0  (modn(n+2)).

Legendre y Gauss se interesaron por el problema de establecer la cantidad
de nidmeros primos que existen en un intervalo [1,z]. Legendre afirmaba que
para valores suficientemente grandes de z, 7 (z) es aproximadamente igual a
x/ (logx — 1.08366) .

Independientemente de Legendre, Gauss (1792), calculando la cantidad de
primos consecutivos que hay en cada mil nimeros de la sucesién natural, afirmaba
que 7 (x) se diferencia relativamente poco de la integral

/m dt
5 logt’

Practicamente, la hipétesis de Legendre y Gauss se expresan por las férmulas

x Todt
ﬂ(x)zlogx, 7r(x)%/2 Tog i’




Esta ultima integral es denotada usualmente por Li z. Aplicando integracion
por partes el Li x se demuestra que

. /w dt x 2 /I dt x
Liz = = — + 5~
5 logt logz log2 o log“t logz

asi que 7w (z) ~ Liw y 7 (2) ~ 5o

Chebyshev (1851) demuestra las desigualdades 0.92 < —~&_ < 1.11 y de-
o z/logw

x/log x>

cuando  — 0o son equivalentes.

entonces debe ser la

duce que si existe el limite cuando z — oo de
unidad, es decir,

7w (x)logx

im T(#)logz

r—00 xT

=1,

(en el supuesto de que el limite exista). Es decir que se cumplirfa la equivalencia
asintética siguiente 7 (z) ~ x/logz cuando x — oo. Esta afirmacion es la
que conocemos como teorema de los niimeros primos sobre la densidad de los
naturales.

La existencia del limite la demostraron Hadamard y de la Vallée Poussin
independientemente uno de otro en 1896, mediante las ideas desarrolladas por
Riemann relacionadas con la funcién ¢ (s) para valores complejos de s. Con
ello quedaba completamente demostrada la ley asintética de distribucién de los
nimeros primos.

En 1859 Riemann introdujo la funcién ¢ (s) definida en {s € C: Re(s) > 1}
por la serie armoénica generalizada

C(s)=>_n",

s = o +it, donde o,t € R. Esta funcién es conocida como la Funcién Zeta
de Riemann. N. Oresme (1323-1382) ya habfa demostrado que ¢ (1), la propia
serie arménica, diverge. Sabemos asi que esta serie es convergente en la regién
dada y en Re(s) > ¢ > 1 la serie estd dominada término a término por la serie
absolutamente convergente >, n~? por lo que converge uniformemente en
{s € C:Re(s) >}, segun el criterio de Weierstrass.

La conexiéon fundamental entre la funcién ¢ (s) y los nimeros primos estd
dada por

C(s):H{l—p_s}_l, Re s>1

donde el producto estd tomado sobre todos los nimeros primos p. Riemann
también demostré que ¢ (s) satisface una ecuacién funciénal. De tal ecuacion se
sigue que los enteros pares negativos —2n,n € N, anulan a ¢ (s) . Tales ceros son
conocidos como los ceros triviales. De las condiciones de simetria de la ecuacién
funciénal se sigue que los ceros que no son triviales deben estar ubicados en la
franja critica 0 < o < 1, y ademds simétricamente distribuidos con respecto a
la lfnea critica o = % y al eje real. Los ceros que estdn en la franja critica son



llamados ceros no triviales. Riemann afirmé sin demostracién que todos ellos
deben estar ubicados en la linea critica, conjetura ain abierta y conocida como
la Hipdtesis de Riemann.

El objetivo principal de la tesis es dar una introduccién breve pero completa
con todas las demostraciones detalladas de la teoria de la funcién zeta de Rie-
mann. Esta tesis se puede tomar como base para un curso de nivel licenciatura.
El contenido de la tesis es el siguiente: en el primer capitulo vamos a introducir
las notaciones que usamos en toda la tesis, vamos a demostrar las férmulas de
sumacién de Euler y Abel asi como la estimacién de Van der Corput. El se-
gundo capitulo estd dedicado a las propiedades bésicas de la funcién Gamma de
Euler y demostramos la formula integral de la esta funcién. En el tercer capi-
tulo consideramos las propiedades principales de la funcién zeta de Riemann,
demostramos la ecuacién funcional de la funcién zeta y unos teoremas acerca de
los ceros no triviales y por ultimo obtenemos la aproximacién de la suma final.
La relacién entre la suma de los coeficientes de la serie de Dirichlet y la funcién
dada por esta serie estd desarrollado en el ultimo capitulo. Demostramos teo-
rema general para series de Dirichlet, obtenemos la distribucién de los niimeros
primos y representamos la funcién de Chébyshev en forma de suma segun los
ceros de la funcién zeta.



Preliminares

1.1. Notaciones

Para un A positivo, las notaciones B = O (A), B < A significan que existe c tal

que |B| < cA. Los nimeros €, €1, ... son constantes positivas tan pequefios como

se quiera, n,m, k y N son nimeros naturales y p,pj, ... son nimeros primos.
La funcién de Mobius u(n), se define por:

1, si n=1,
p(n) = 0, si p®In,
(—1)*, si n=pips..pk.

La funcién de Mangoldt A(n), se define como:

logp sin =pF,
A<”):{og sin % pk.

La funcién ¢ (k) se llama la funcién de Euler, y denota el nimero de los
nimeros naturales menores que k y primos con k.
La funcién 7 (z) se define como la sumatoria

ﬂ(m)zZl

p<z

y se llama funcién contadora de nimeros primos. Es una funcién que cuenta el
nimero de nimeros primos menores o iguales a cierto nimero z.
La funcién de Chebyshev se define como la sumatoria

U(x) = Z A(n).

n<x

Para cualquier real u,[u] denota al entero méds cercano a u tal que 0 <
u — [u] < 1. El ndimero u — [u] es conocido como la parte fraccionaria de u y se
denota por {u}. Definimos las siguientes funciénes:

plu) = 1/2-{u},
lul = min({u},1-{u}).

El nimero s es complejo, s = o + it, donde 2 = —1, Res = o, Ims = t;
5 =0 —1it.

1.2. Propiedades de A(n) y p(n)

Lema 1.0. [4] Tiene lugar la férmula



Z A(d) = logn.

d/n

Demostracién: Sea n = p{'py?..pp* , entonces

SOAA) = Alp) + AP + .+ AR +
d/n

+A(p2) + AP3) + ..+ A(p3?) +
+ooo + Alpr) + ADE) + ... + A(PSY)
= alogpr +azlogps + ... + ay log pi
logpi* +logp5? + ... +logpp*
= log(p{'py?...pp*) = logn.

Lema 1.1. [5] (Férmula de inversién de Mobius). Sean F(n)y f(n)
funciénes definidas para todo n € Z y supongamos que

Fn) =Y £(d),
d/n
entonces
f) =Y wdF ().
d/n
Demostracion:
> u(d)F(%) = > wdOF1) =Y wd)f(t) =
d/n d/n t/% ;i//g
Soudft) = Y uldfE)=> F6) uld).
td/n t/n t/n /%
d/%
Falta demostrar que
o= { g

d/m

Sim =1 tenemos }_ ;3 u(d) = p(1) = 1.
Ahora demostramos que »_; ,, u(d) = 0 para m > 1. Sea m = pi" p3*...p",
k > 1, entonces los divisores tienen forma d = 11)111352...])/,3’c con 0 < B; < aj.

Tenemos 5 5 5
Souldy= D ulphphpit).
d/m 0<B;<a;



Por la definicion de la funcién de Mobius, ,u(p1 pg 2 pk *) = 0 si algun 3; > 2.

Entonces 5 5 5
o) = > ppyphpi)-
d/m B;=0,1
La funcién de Mobius depende solo de numero de factores primos, esto es si

B+ ..+ B =1y B;=0,1 tenemos u(p1 p2 p[,j’“) = (—1)l7 donde 0 <[ <k,
k > 1. Usando la formula de binomio de Newton

k

Z(,i)abk L= (a+b)F,

=0

obtenemos
k
doud) = > () Py p*)
d/m =0 B8;=0,1
Bit---+Br=l
k k I
l l
=Y Y= (y)
1=0 8;=0,1 1=0
ﬁ1++ﬁk:

Entonces se tiene }_,,,, u(d) = 0 para m > 1. Férmula (1) estd demostrada.
Notamos que si t = n entonces

Do) =) ud)=

a/n d/1

Si t < n es un divisor de n, entonces, el nimero entero m = 2 > 1. Por la

férmula (1) obtenemos '
D ould) =" ud) =

/% d/m

Por consiguiente
D IO ) =
t/n a/%

Lema 1.1 queda demostrado.
Lema 1.2. [8] Tiene lugar la férmula

> u(d)logd = —A(n).

d/n

Demostracién: Usamos la férmula de inversién de Mobius. Sean F(n) =
logny f(n) = A(d), se cumple (Lema 1.0)

Z A(d) = logn,

d/n



entonces

A(n) = Zy( log( ) Zu ) (logn — log d)
d/n d/n
= Zp(d)lognfz;t(d)logd.
d/n d/n

Observemos que

Z,u(d) logn = Z w(d)logn + Z u(d)logn =0

d/n d/n d/n
n=1 n>1

porque

1, n=1
Sua={ g 03]
d/n
y logn =0 sin = 1. Asf obtenemos lo siguiente

— > u(d)logd.

d/n

1.3. Fdérmulas de sumacion

Lema 1.3. [2] (Férmula de sumaciéon de Abel). Sea {c,} una sucesién de
mimeros complejos y f(x) € C* [a,b] . Entonces se cumple

b
> eutn) == [ C@f @i+ CO)0)

a<n<b

donde
S e
a<n<u
Demostracion: Sea la funcién

( ) = 1, n<u<b
g, n) = 0, a<u<n ’

entonces
CO®) = Y eafln)= D caf®) = D euf(n)=
a<n<b a<n<b a<n<b

=Y ef0) - Y e / I
a<n<b a<n<b L

= Cn.f Cnf )
agg;b/P ag;;b/”

b

- [ cnf’<u>g<u,n>>du=/( S euf(u du—/ Cu

@ a<n<b @ g<n<u



Lema 1.4. [2] (Férmula de sumacién de Euler). Sea f(u) una funcién
que es continuamente diferenciable en [a,b], b > a > 0. Entonces tiene lugar la
igualdad

b b
S fn) = / Flw)du+ p(b) f(b) — pla) f(a) — / plu) ' (u)du.

a<n<b

Demostracion: Recordemos que

plu) = 1/2—{u},
{u} = w—[u].
Notamos que la funcién p(u) es semicontinua por la derecha en los nimeros
enteros j: limy, ;0 p(u) = 5 y limy—;j_g p(u) = —3.
Denotamos m = [b] — [a], entonces entre a y b se tiene m niimeros enteros.
Tenemos que a < [a] +1 < ... < [a] +m = [b] < b. Entonces

b la]+1
[ rwrwdn= [ s

m—1 .la]+j+1 b
s / plu) f (u)du + / plu) f (), )

j=1 7lal+i (0]

Integrando por partes en cada sumando

la]+1
/ o) f'wdu = plla] +1 - 0)f([a] + 1)

[al+j+1
/[]+" P(u)f’(u)duzp([a} +i+1=0)f(Ja]+j+1)
[a]+5+1

—p(la] + +0)F(la] + ) — / 5 () f(u)d,

la]+J

b

—p([B] + 0) £ (1¥) - / () f(w)du.

(]

Como p (u) = 2 — u+ [u], notamos que p’ (u) = —1 dentro de cada intervalo de

integracion y p(j +0) = 3 y p(j —0) = —1. Por lo tanto

[a]+1 1
[ swr@de = -5fd+1)
[a]+1
@f@+ [ fwdu,

10



la]+j+1 1
/[ p(w)f'(wdu = —f(la] +5+1)

al+j 2

[a]+7+1
EUCEREY I

al+j

5 / fu

Sustituyendo las ultimas férmulas en (2) obtenemos

/ " () () = / " fwda

m—1  fa]+j+1 b
+ Z / flwdu+ | flu)du

j=1 /lal+i (6]

5 7(0al + 1)~ p(a)(a)

m

l\DM—l

—fo 454+ 10— 25 fal +5)

+p(b)f(b) - 51‘([ ])-

Haciendo el cambio del indice de sumacion j + 1 — j en la primera suma del
lado derecho de la tltima igualdad, obtenemos

m—1

flal+i+1) =3 f(lal
Jj=2

Como
Fad +1)+ 3 o) +) = 30l +9)
y =
S A0+ 1) =3 0+
Entonces ~ "~

b b
/ plu) f (1) s = / F(w)du + p(b) £ (b)
—p(@) @) = 3 £(la] +9)-

j=1

11



Como

por lo tanto

b b
/p(u)f’(U)du=/ f(u)du+ p(b)f(b) = p(a)f(a) = Y f(n).

a<n<b

El lema queda demostrado.

1.4. Estimaciéon de Van der Corput

Teorema 1.1. [5] Sea f (z) una funcién real con derivada continua y monétona
en [a,b] , ademds

If ()| <6 <1

b
Z eZTrif(n) :/ eQWif(x)dx +0 <115> ,

a<n<b @
donde la constante en O es absoluta.
Demostracién: Sin perder generalidad se puede considerar que [’ (z) > 0
en [a,b] . Veamos la funcién

Entonces

F, (z) = e2™fnta) 0 < <1,

la que extenderemos a toda la recta periédicamente con periodo 1, suponiendo

que
e2mif(n) +627r7if(n+1)

2
Entonces
K .
F, (z) = lim Cm €™M,
K—oo
m=—K
donde (m # 0)
1 _ 1 _
Cm = OCm (n) :/ F, (13) 672mmzdx :/ GZﬂZ{f(n+m)7mI}d$
0 0

2wif(n+1) _ 27if 1
_ € if(n+1) _ g2wif(n) B i/ f/ (n—i—a?) eQmL{f(n+:c)—mx}d$,
m Jo

2mim

1
co :/ 2™ (nt2) g
0

12



Notamos que

K

Z Cm (TL) — Z / 27rz{f(x) mw}dm

=—K,m#0 -K m;ﬁO

K 1
o 2mif(n+1) 27r7if(n)>
(e ¢ Z 2mim
K,m#0

_ Z / 27r1{j(:c) mz}dx

-K m;éO

Por lo tanto, cuando z =1

27if(n) 27if(n41) 1 ) K
e +2e :/ 2T () g0 4 Jim Z em (n)
0 ‘}OO =—K,m#0

n+1
_ / e2”if<'”)dx—Klim Z / 2wl f(x)—ma) g

m=—K,m#0

Sumando las dos partes por n, a < n < b, hallamos

b
. ) 1
}: 27rif(n) _ 2mif (%) 1o — § —U,. +0(1 3
e —A e i m ( )7 ( )

a<n<b m#0
donde
[b] , [b] / ey
Um _ / f/ (iL') 627m{f($)7mm}d1’ — i ,f (LC) de2 {f(x) }
[a]+1 210 Jig41 £/ (x) —m
2mi \ f'([0]) —m f([a] +1) —m
[b] ) e /
_i Rt }d</f(x) )
270 J{a) 11 f'(z) —m

Ahora demostraremos que f,{;()z_)m es mondtona. Supongamos que x > ¥y, en-

tonces

frlw) ) @) y) —m) =y (@) —m)
fr@)—m  f'(y) —m (' (z) m) (' (y) —m)
_ @ @) =mf (@) = @) ) +mf ) m(f(y) = (@)
(f" (x) =m) (' (y) —m) (f" (&) =m) (f' (y) —m)

Es claro que el denominador siempre es positivo y como f’ (x) es monétona por
definicién, tenemos

m(f' (y) = ' (z)) = 0

13



m(f' (y) = f' (z)) <0.
Asi obtenemos que
m(f )~ f' @)
(f' (@) =m) (f' (y) —m) —

m(f ()~ f' @)
@) —m) (' () —m)

Esto quiere decir que T om ()“5)

también es mondtona.

Ahora, como la funcién es mondétona

L /[b] ezwi{f(w)*”’“'}d ( /' (@) )
211 [a]+1 G

L)
[ ' (6]
- 217r d(f’{x)() )‘ % a]+1 (f >‘
ir(fff[bﬂ”-)m )| <0 (=)
7 {@(x—)m‘ : |m||{/|(?|<x>| : |m|5—5'
Entonces

1
U’”‘O<|m|—a>'

Sustituyendo la tltima férmula en (3) obtenemos el resultado del teorema.
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La funcién Gamma de Euler
2.1. Definicién y propiedades basicas
Definicién 2.1. Sea {u} una sucesién infinita de nimeros complejos distintos

de —1. Definimos
) k
U 1+ uy) —kli_{nli[ 1+ uy) —hmvk—v

Si la sucesién de nimeros vy, converge cuando k — 0o, hacia el nimero v # 0

entonces se dice que el producto infinito converge y tiene un valor igual a v
Teorema 2.1. [2] Silaserie Y, |u,| converge entonces tambien converge

o0
el producto J] (14 uy)
n=1
Demostracién: En principio consideramos el caso cuando los nimeros u,,
son reales. Por hipétesis converge la serie Y | |un |, por esto limy, .o |uy| = 0
por lo tanto, sin perder generalidad, se puede considerar |u,,| < %, n=1273,...
Entonces [log (1 + uy,)| < 2|u,|, ya que
1 x T
L )
@l =113
2

log (1+2)] < 3" 1 |al <Z|z|
k=1 k=1

De donde se deduce la convergencia de la sucesién

Zlog 14+ u) = H 14+ ug)

o0
y, por lo tanto, del producto [] (1 + uy)
n=1
Sean ahora los u,, nimeros complejos arbitrarios. Es necesario demostrar

que cuando n — o0, convergen las dos sucesiones de nimeros reales
lvn] = (1 +u1) . (L4 uy)| = |1+ ur]| .. |1+ upl,

(I+wu,)=arg(l+u)+..+arg (1 +uy,)

argv, = arg (1 +uq) ...
Para que la sucesion |v,| converja, es necesaria y suficiente la convergencia de

la sucesion |v,|* . Pero
1+un)® = |1+a,+i8,° =1+a2 + 5% +2a,,
a, = Reuy,, B,, = Imu,,

y puesto que
15



‘afl —l—ﬁi —|—2an| < |un|2 + 2 |uy,

. 2 .
entonces la convergencia de |v,|” se deduce de lo demostrado. La convergencia

del argumento se deduce del hecho que a partir de un ng suficientemente grande
yn>ng

B,
(1+a,)*+ 32

larg (1 + wuy)| = |arcsin <78,

El teorema queda demostrado.
Definicién 2.2. La funcién Gamma de Euler I'(s) se define por

1 S S
I vs 1 2\, ,—s/n
) se H( + n)e

n=1

para todo s € C, donde v = thﬂoo(Zylyzl % —log N) es la constante de Euler.
Este producto converge ya que

log H(l + %)6_5/” = Z log(1 + %)6_8/"
n=1 n=1
= Z(log(1+§)—f).
— n n

Teorema 2.2. [9] (Férmula de Euler). Tiene lugar la igualdad

I(s) = 171:[1 (1+ i) (1+ %)71.

Demostracién: Usando la definicién de T' (s) y tomando en cuenta que

m

1 1 s —s
65(1+§+m+;*10gm) H e n — g—slogm _ logm - m=*,

n=1

(1) - (@03 (@) () (20) "=

Tomamos limite de la definicién

1 . L " .
o _ Smlinoo oS3+ 4k —logm) m@wg (1 + f) o

m m—1 —s m

1
=s lim m_SH(l—l—i):s lim H(l—i—) (1—&—5)
m—00 n m—00 n
n=1 n=1

16



m 1 —8 1 S
— s lim H(1+) (1+5)(1+>
m—s00 oyl n n m
b 1\ ¢ s
=511<1+n> (1+E)'

Teorema 2.3. [2] (Ecuacién funciénal de la funcién Gamma). Tiene lugar
la igualdad
D(s+ 1) = s[(s).

Demostracion:
D(s+1) sy ﬁ (1+%)s+1 (1+ s:;l)—l
= im
M S F I @ ) (1 3)
i 1 1 1
= lim Hn+ nts - lim —(m+ ) (s + ):s.
erlmﬁoon:1 n n+s+1 s+1m—oo m+s+1

Definicién 2.3. La funcién f (s), analitica en toda parte finita del s-plano,
se denomina entera.

Teorema 2.4. [2] (Teorema de Hadamard). Si f (z) es una funcién entera
finita con un orden p, entonces ésta admite una factorizacion

— 9@ TT(1 = Zyetn(2)
Fle) = mer [T (= Ze )
donde ¢ (2) es un polimonio de grado ¢, ¢ < p, m > 0, donde a,, son todos los
raices de la funcién f (2),

z 22 ZPn

Vv pn €s una susecién de los niimeros enteros tal que para todo r > 0 la serie

o r 1+pn
Domeg (W) converge.

Lema 2.1. [4] Tiene lugar la siguiente igualdad

s

L(s)['(1—s) =

sinws’

Demostracién: Usando la definicién y el Teorema 2.3 obtenemos lo sigu-

iente
oo

1 s s
_ — oS 142 —s/n
Ts) T+ °° l1(+nk ’
# —e 8 ﬁ(l _ f)es/n
r-s) ot n ’

17



fra—y — o0 s Derme I =D

_ f_]l_

Falta desarrollar sin 7s en un producto infinito. Este resultado es una aplicacion
del teorema de Hadamard para las funciénes enteras (las funciénes analiticas
definidas en todo el plano complejo) (véase [3]).

Sabemos que los ceros de sin z son 0, —7, 7w, —27, 27, ..., —nmw, nm, .... Ademds
la serie

diverge cuando la serie
1 1 1 1

Sttt —+

R ) (o

converge. Entonces el desarrollo es el siguiente

s = o102 (0024

2 z
1

Como el orden de sin z es 1, entonces por el teorema de Hadamard ¢ (z) es un
polinomio de grado no mayor que 1, es decir

g(z) =Ap+ Az
Para determinar los coeficientes Ay y A; debemos notar que

sin z

(1-55)

e9(z) —

z

-8

es una funcién par y entonces e0t412 = g4o—412 de donde e*41* = 1 y por
consiguente A; = 0. Ahora, tomando limite cuando z — 0 obtenemos e* = 1,
entonces Ag = 0 y /) = 1. Finalmente

sinz = z H
n27r2

haciendo z = ws nos da
oo
sinws = 7s H(l -
n=1

18



Entonces )
1 sin s

L(s)[(1—s) m '

T(s)T(1—s) = —

sinms’
Esta propiedad tiene una consecuencia directa, si hacemos s = % y lo sustituimos
en la férmula anterior nos da

Y 1
I(5) = V.

2.2. Formula integral de la funcién Gamma

Asi se llama la afirmacion del teorema siguiente:
Teorema 2.5. [2] (La férmula integral de la funcién Gamma). Para z = Re
s > 0 se cumple

F(s):/ t* e tdt.
0

Demostracién: Observemos que la integral converge absolutamente en la
region x = Re s > 0. Sea s = x + iy,

s—1 _ r—1+iy _  (x—1+1iy)logt
t t Y — o y)logt

’efttsfli — eftJr(a:fl) logt _ efttzfl.

Cuando t — oo la integral converge por el término e~t y cuando t — 0 la
funcién integrante se comporta como t*~!, de esta forma si z > 0 la integral va
a converger. Ahora analicemos la funcién

fn(s) — An(l — E)nts—ldt7

n

denotamos 7 = % y aplicamos la férmula de integracién por partes

fals) = /01(1 — )" (rn)*~tdrn = n® /01(1 — e ldr =

nS

1
= —n/ (1—7)""trédr
0

S
ns

1
= —n(n— — )" 25t gy
N s(s+1) ( 1)/0 (1 ) d

19



Repitiendo este proceso hasta que el término (1 — 7) desaparece, obtenemos

n°n! ! stn—
Fals) = 3(5+1)...(s+n—1)/oT+ o
n°n!
s(s+1)..(s+n—-1)(s+n)’

n!sklill (1 + %) =s(s+1)..(s + n),

slogn

fu(s) = )
s 1(1 + %)

?:13 o

Multiplicando el numerador y denominador por

n
1

—s > 1
e k=1 k — e—S/k

n
=1

k
nos queda lo siguiente
6—8(10:‘5‘"—22:1 %)

s [T (14 2)es/k
k=1

tomando el limite cuando n — oo

lim fo(s) = _ ! _LEHD
e sevs [T (1+ 3)e=s/k 5
k=1

t

Por otro lado (1 — £)" — ¢~ cuando n — oo

n

t oo
lim fo(s) = lim (1——)”t5_1dt:/ ——
0

n—soo n—oo J, n
Lema 2.2. Tiene lugar la siguiente igualdad
1) =T(2)=1.

Demostraciéon: Sustituimos en la férmula integral.

ra) = / e tdt = —e7HP =1,
0

re = / e tdt = —te t|5° +/ e tdt = 1.
0 0

La convergencia a cero del término integrado cuando ¢ — oo se debe a e,

20



La funcion zeta de Riemann

3.1. Definicién y propiedades basicas

Definicién 3.1. Sean s =0 +1it,c € R, t € Ry 0 = Res > 1. Entonces

se llama la funcién ¢ de Riemann.
Esta serie converge absolutamente en la regién 0 = Res > 1. En efecto,
puesto que

nit = eitloen — cos(tlogn) + isin(tlogn),
notit = pIntt = noetloen — 7 (cos(tlogn) + isin(tlogn)),
y ademads ‘
|n”e’“°g”‘ = |n?(cos(tlogn) + isin(tlogn))| =
= 1/n29(cos?(tlogn) + sin*(tlogn)) = Vn2o = n?,
entonces
o0 o (o)
1 1 *d 1=o
S| - X[ Hee ()
—|n —n Loz -0/l
1
= 1 — = g

1—0 o—1

¢ — 0 cuando

De aqui la importancia de o > 1, asi 1 —o < 0 y por lo tanto '~
T — 0.
Lema 3.1. [5] (Identidad de Euler). Para ¢ = Res > 1, se cumple la

siguiente identidad

(o= =Ta-

donde el producto estd tomado sobre todos los nimeros primos.
Demostracién: Sea o = Res > 1, tenemos

> Iy
n>1 p k>0

S R .
— TR TRETRE

1 1 11
1+ s + ss o | [T+ 5+ =+ )
(r=1)°  (p-1)7* PP
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Para cada primo p, > k>0(p_s)k es una serie geométrica convergente para cualquier
scon o =Res > 1. Sea p~° = ¢ con |q| < 1, entonces

S

(1-4q) Zq 1=l +g+¢+¢ +..+¢") =1-¢""!

n+1

Zq

De aqui la importancia de |g| < 1. Si tomamos limite cuando n — oo

1—gntt 1
lim Zq hm a4 = .
n—so0 l—gq l—gq
Cambiando g por p~*°, nos queda
o0
1
) = ——
k=0 L=p

Sustituyendo este resultado completamos la demostraciéon

1.4
> =Tl =T o

n>1 p

Lema 3.2. [6] En la regién o = Res > 1, tiene lugar la siguiente férmula

((s) _ S AK)
(o) &k
Note que la serie > -, k(k) converge absolutamente en la regién necesaria, ya
que
(oo} oo (oo} (oo} oo
A(k) A(k) logn ne 1
< — = .
ks — Z ks < Z no < Z no no—¢
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Siempre podemos escoger un € > o tal que ¢ — ¢ > 1 asi demostramos que la
serie converge absolutamente.
Demostracién: Calculemos la derivada de ((s),

s

n"% = elogn7 _ e—slogn’
d logn
Z(n7%) = (=1 —slogn _ —1 -5 _ _
T (%) = (~logn)e (~lognn* = —5,
entonces o
o N Uogn)
C (S) o Z ns



Queremos demostrar que

Si n = mk, la férmula queda demostrada porque

Z A(k) = logn.
Lema 3.3. [3] La funcién ¢(s) no se anula cuando o0 = Re s > 1.
Demostracién: Para poder demostrar el lema necesitamos el reciproco de

la funcién ((s). Este puede ser expresado mediante una serie de Dirichlet sobre
la funcién de Mabius p (n), definido para cualquier nimero complejo s con o > 1

1 = p(n) =1 /oodsc

oIS RS R A
_ . pl—o 00:17 1 :170—1: 0’
1-0/| 1—0 l1—0 oc—1

o—1

1
|C(5)|ZT:1*;>O~

Teorema 3.1. [6] Sea N > 1 un entero fijo. Si Res > 0, entonces la funcién
¢(s) se puede representar de la siguiente forma

N
1 N N~ > p(x)
= — - dz.
<(s) n:1n5+s—1 2 +5/N S
Demostracion:
Al | <]
()= 5= D o
n=1 n=N+1

Usamos la férmula de sumacién de Euler. Sea M > Ny f(z) = =% la funcién
continuamente diferenciable en [N, M], entonces tiene lugar la igualdad

M - M
S = [ panion - ) - [ o) @i,

N z° N



/Mdl’_ x178|M_ Ml—s N1-s
N x5 1—sN T 1-s 1-s’

fl@) ==

Sustituyendo en la férmula

1 M's N5 1 1 M ()
— = - M~ —=N"® dz.
N<zn;MnS 1-—s 1—s+2 2 +S/N o1t

Ahora, tomamos limite M — oo

M .
1 M'=s  N'=s 1 1 M ()
1' _— = 1. - 7M_S _ 7N—S
A D o= i (G T s 2 +8/N sl
n=N+1
> 1 N 1 >
Z — = —=N"%+s p(x) dz.
ns  s—1 2 N xstl
n=N+1

Teorema 3.2. [9] Sea N > 1 un entero fijo. Si Res > 1, entonces la funcién
¢(s) se puede representar de la siguiente forma

N —s —s 9]
(=3 LM —N2 +s(s—|—1)/ Z(fgdx

N

donde

Demostracién: Sea M > N y f(z) = 2% una funcién continuamente

diferenciable en [N, M] .Entonces tiene lugar la igualdad

M M
fn)= [ f(a)dz+ p(M)f(M) = p(N)F(N) = [ p(u)f'(u)du
20 /,
Integrando por partes la tltima integral obtenemos
M M
[ owr @dn = oD 01 + o)) + [ o(a)f" (@)
N N
Entonces

M
S g = [ s o050 - NN
N<n<M N
M

—o(M) (M) + o(N) f'(N) + / o(2)f" (x)dz,  (4)

N
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donde

2

I
—_
N

=

o

Y

8

I
S—_
g

O |

|

8

+

8

=

8

I

Il
—
O |
&

|
| 8,
—
o
NS

Tenemos
_1
=3

1 1
() =s(s+1)

ZCS+2 ?

de B 1.175|M_ Ml-s N1-s
N71-s 1-s°

N 1-s

Sustituyendo en la férmula (4) obtenemos

1 les les 1
R e
ns 1-s 1—-s 2
N<n<M
1 M 5 (x)
,iN +s(5+1)/N x5+2dx.
Ahora, tomamos limite M — oo
M
1 M=s  N'7s 1
li — = 1 — —M*
M Z ns Minoo(l—s 1—s+2
n=N+1
1o, M o(x)
AN s(s ) /N o) ),

3.2. Ecuacion funciénal de la funcion zeta
Riemann

Vamos a usar la siguiente afirmacién.
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Lema 3.4. [3] Sea z > 0, a real, y

or,o)= 3 e,

n=—oo
Entonces

1 o] , 4
(= — —Tn z+27rznoz.
(x,a) NZ g e

n=—oo

El resultado principal de esta seccién es el siguiente
Teorema 3.3. [5] La funcién

£(s) = s(s = e 5T (2) ¢(s)

satisface la relacién

&s) = £(1— ).

Demostracién. Para Res > 0, estd definida la forma integral de la funcién

gamma
r(3)= [ eian
2 0

Hacemos cambio de variable t = mn?z y sustituimos en la integral

[e9) o
S —n? s_ s an2p S _
F<f) :/ e ™ (nlx)? 17m2dx:7r2ns/ e ™ T2y,
0 0

2
s ]. ° s
w2 (f) — :/ "™ T 1y,
2/ n 0

Tomando Re s > 1 y sumando sobre todos los nimeros naturales, tenemos
0o (e%S) 00
_s S 1 —mnlz S—
7r 21“(7) — = E e sy
2 ns 0
n=1

[o'e) o]

—n? s _

= / ge”"m 2 .

0 n=1

o 2
w(z) = Z e ™,
n=1

Sea

entonces

Il
S—
2
q
S
S~—
8
ol
L
U
S
+
—
8
g
=
oS
8
N
-
U
8



Usando Lema 3.4 con a = 0, tenemos

1 N
9@0):@ > e

Como -
0(y.0)= > ™" =1+ 2w(y).
Entonces 1
1+ 2w(§) =y 1 +2w(y)).
De donde

1 y—1
w(=) = VY +yw(y).
Y 2
Cambiando variable de integracién z = % en la integral

1
I:/ w(z)z: e,
0

entonces .
Se() e
x€T2 = _ :y 27
Y
1 -2
dr=d|—-)=—-y “dy
Y
Y 1 Vy—1
Y —
w(a) = () = Y + Vi ()
obtenemos
1 0o -1 .
I = w(z)x? 1d33—/ <f2 +\/§w(y)>y 1=2dy =
0

S
2
= —1+/OO “3 3 w(y)d
= st y)dy
e e
 s(s—1) 1 Y wyey
Por lo tanto
s ]. o s o s
775 (g) (s) = s(s—l)+/1 x*%*fw(:c)der/l x2  w(z)de
1 e s s
= SGo1) +/1 (1:7%75 +$571) w(x)dx



Denotando

de donde -
=1 -1 275 4 g5l dz.
£(s) =1+ s(s )/1 (:c Y )w(z) v

Notamos que esta expresién es invariante bajo la transfomacion s — 1 — s, es
decir,

f1—s) = 1+(1s)(s)/loo (x*%*? HQ*)w(x)dx:
= 14+s(s—1) /100 (mgfl +m7%7%)w($)dx = £(s).

El teorema esta demostrado.
Del Teorema 3.3 se sigue la ecuacién funciénal para la funcién ¢ de Riemann

i (5) e =a T (5 ) <o (5)

En realidad, ya que £(s) = £(1 — s), tenemos
s(s — 1)z 2T (%) ¢(s)
= &(s) =€ -59)
= (1-s)(-s)n =T (1 3 S) (-9

1—s 1—s

— se- DT (150 -

3.3. Teoremas acerca de los ceros no triviales
de ¢ (s)
De la ecuacién funciénal para la funcién ¢ de Riemann (5) vemos que,

1
T2 1—s

W =Far (5 -0

Entonces, cuando s = —2, —4, ..., —2n, ... la funcién ¢ (s) = 0, ya que ﬁ =0.
5

Cuando s = 0 la funcién zeta es distinta de cero ya que cero de la funcién Tl) se
2
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cancela por el polo de la funcién ¢ (1 — s) . Los ceros senalados —2, —4, ..., —2n, ...
se llaman triviales. Ademas de los ceros triviales, la funcién zeta tiene infinitos
ceros no triviales, que se encuentran en la zona (zona critica) 0 < Res < 1.

Teorema 3.4. [9] La funcién £(s) es una funcién entera de primer orden,
que tiene una infinidad de ceros p, tales que, 0 < Re p, < 1; la serie 3 |p,| ™"
diverge, y la serie > |pn|7175 converge para cualquier € > 0. Los ceros de &(s)
son ceros no triviales de ¢(s).

Demostracién: Cuando Res > 1, la funcién zeta, y por lo tanto, £(s) no
tiene ceros; de la ecuacién funciénal se deduce que &£(s) # 0 también cuando
Res < 0. Ya que &(s) = £(1) # 0, los ceros de &(s) seran solo los ceros no
triviales de ((s).

Calculemos el orden de £(s). Para esto estimemos |{(s)| cuando |s| — oo.
Cuando Res > % por Teorema 3.1 se deduce que,

a 1 1 * p(x)
_ —s _ = Nl-s _ Zar-s
= [Sonr e gVt o [
N 1 1 1 [
< —Res Nl—Res 7N_Res — / _%d <C .
< Yty eV gs [Cotan <ol
Esto es
¢(s) = O(|s]).
Ya que

IT(s)| < eclslioslsl
el orden de £(s) no es mayor que primero. Pero cuando s — +oo
logT'(s) « slog s,

el orden de £(s) es igual a la unidad. De un teorema demostrado anteriormente
se deduce que la serie
-1
> el

donde p,, son los ceros de £(s), diverge, y por lo tanto, £(s) tiene una infinidad
de ceros, y la serie
—1—¢
> el

converge para cualquier € > 0, lo que demuestra el teorema.

Corolario 3.1. Tiene validez la férmula

) = [T (1- 2 ) e

1 Pn

Corolario 3.2. Los ceros no triviales de la funcién zeta estan distribuidos
1

simétricamente con la relacién a las rectas Res = 5 € Ims = 0. Numeraremos
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los ceros no triviales de la funcién zeta segun el orden creciente de la magni-
tud absoluta de sus partes imaginarias. Cuando sean iguales las magnitudes
absolutas de sus partes imaginarias, en orden arbitrario.

Teorema 3.5. [9] Tiene lugar la igualdad

@ - (H) =)

para todos s # p,,, v 8§ # —2n, donde p,, son todos los ceros no triviales de ((s),
y Bp es una constante absoluta.

Demostracién: Sea s distinto de las raices p,, y ceros triviales —2n, de la
funcién ((s). Como

1
C(S) - S(S . 1)7_(__%1—‘ (%) E(S)

Tomando logaritmo de ambas partes en la ecuacién del corolario anterior, obten-

osct = s (1) o (g ) st
—  log(s(s — 1))+ log (M) + A
Y Bs + i (log (1 - ;) + ps)

n=1 n n
donde la serie converge uniformamente. Derivando la tdltima férmula obtenemos
¢ (s) = ( 1 1 ) 1
= B+ + — ) ==
¢(s) 2 s Pn) S

n=1

Por Teorema 2.2

2 & 1\?
1ogI‘(§):logs+Z<log(l+n) —log(l—i-;n)).

Derivando




De donde obtenemos resultado con

1 — (1 1 1
By = — log () — > (210g <1+ > — 2n> +B
n=1
El teorema esta demostrado.
Teorema 3.6. [5] Sean p, = 8,, +iv,, , n = 1,2,..., todos los ceros no

triviales de ¢(s), T > 2. Entonces

= 1
— < clogT.
Demostracion: Sea s = 2 + iT. Entonces
> 1 1 11 |s|
— )< — 4+ — —— <logT+1
Z(S—FQTL 2n>‘ - Z <2n+2n> +Z m? =8 *
n=1 n<T n>T
y, por lo tanto

e )
Re o)

1 = 1 1 = 1 1
— By — —
Re(s—l 0 ;(s—l—Qn 2n) ,Z<s—pn+ ))

= 1 1
< cﬂogT—ReZ( —l—).
n—1 § = Pn Pn,
Ya que
¢'(s) i A(n)
< cg,
2+44T
C(S) n=1 n*t
entonces

> 1 1
ReZ( +> <c3logT.
n=1

S = Pn Pn

Sustituimos s =2 +iT y p,, = B,, + 7, ¥ luego tomamos parte real

1 i 1 N 1 P S
24 \2+4iT =B, =iy, 2-iT =B, +iv, Butiv, Bu—iv,
< c3logT.

; 5 log T.
;((Q_Bn)QHT—%)Q +/33+V%> =l
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Como 0 < 3,, < 1 tenemos
1 2—
DT S et

IN

2-0 B
4 n L .
((2 B L L +7%)
Entonces

oo

1 - 2—-0, B,
e IO | ey

2 2 2
n=1 n=1 (27571) + (T77n) ﬁn +7$L
4eglogT = clogT.

IN

Corolario 3.3. El nimero de ceros p,, de la funcién zeta para los cuales
T < |Imp,| <T+ 1, no sobrepasa a ¢4 log T.
Demostracién: Por Teorema 3.4

_ ({6, N 1 N 1
V= Lt L Lt S X oy S e

C §— Pp

n=1
donde
C = {s=z+iy:0<z<ly=T-1}
U{s=z+iy:0<z<ly=T+2}
U{s=z+iy:2=1T-1<y<T+2}
Uf{s=a+iy:2=0,T-1<y<T+2}.
Tenemos

1
/ ds
¢S~ Pn
1

1 1 1
dr —

+/T+2 1 d _/T+2 1 d
-1 14wy —B6,—iv, Y T—1 W= By — Y, Y
e dzx

l/o (z+i(T—1)—B, —iv,) (@ +i(T+2)— B, —iv,)

dx

T+2 1
+/ - - , ——dy.

v (L+iy =B, —iv,) (iy — B, — iv,)

Luego para 0 < z < 1
1
(@+i(T=1) =B, —iv,) (+i(T+2) =B, —iv,)
< 3
3 3

<
3(T—1-7,)+(T—-1-7,)>  1+(T—-1-7,)?
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y similarmente para T — 1 <y < T +2
’ 1

Entonces por Teorema 3.6

< C
STH@—1-7)7

© a1 3 00 T4 3dy
N < d + /
- E/ S RGN D D A S EENE
> 1
< 6 < 6clog (T —1) <eylog(T).
B n:11+(T_1_’7n)2_ ¢ g( )_ ! g( )

Corolario 3.4. Cuando T > 2 es justa la estimacién

Z _r =0 (logT).

2
>t (0= )

Demostracién: Por Teorema 3.6

1 1
- < 9 Z - -
2 = 2
ri>n (T =) s L (T =)
< 2 < 2clogT.
— 2 —

Corolario 3.5. Cuando —1 <o <2, s =0 +it, |t| > 2,

{(s) _ ! .

[t—vn]<1 "

ademds, la suma se lleva a cabo por los ceros p,, de la funcién ((s), para los
cuales [t —Imp,| < 1.
Demostracién: Para s = o +it, [t| > 2, —1 < 0 < 2, tenemos

i(sjgn;n)|ﬁ > <i+i>+ 3 %:O(log|t|).

n=1 n<|t]+2 n>|t|+2

Por lo tanto usando Teorema 3.5 obtenemos

Cls) (L 1 o
C(S)_Z<s—pn+pn>+0(lg|ﬂ)'

n=1

Tomamos esta férmula para s = 2 + it

d2+it)  « 1 1
kT A —_— log [t]) -
Nazii=y, 5, ) TOteslD

¢(2+1it)

n
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Restemos dos férmulas anteriores

Clo) (ot 1 (2 +it) )
<) 2 <5—Pn 2+it—pn> @ + O llogli).

n=1

Si |,, — t| > 1, entonces

1 1

2—-0 < 3
o+it—p, 24+it—p,

A N O )

Ademas por Corolario 3.3 el nimero de ceros p,, de la funcién zeta para los
cuales t — 1 < |Imp,,| < t+ 1, no sobrepasa a ¢4 log|t|. Por lo tanto

< 3

1 1
> mg > —3 < Y 1< eqloglt]

[t—v,[<1 [t—v, <1 [t—v,]<1

y por corolario 3.4

1
m = O (log|t]) .
[t—7,>1 n

Tambien 2+t esta fuera de los ceros de la funcién zeta de Riemann y la funcién
¢’ (2 + it) esta acotada, entonces

(2 +it)

tera O =0 oglt).

La confirmacién ahora se deduce como

C'(s) 1 1
(s) 2 > 2+it—p,

T e R Py
1 (2 +it)
+3 ) s+ —L 1+ 0 (logt|)
1 v, —t) ¢(2+1it)
= > ——+0(oglt]).
[t—v,|<1 "

El corolario esta demostrado.

Teorema 3.7. [12] (Ch. J. La Vallee Poussin). Existe ¢ > 0 tal que en la

region de s—plano
c

RGS: >177
7= Tog (Jt[ + 2)

no hay ceros de la funcién zeta.
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Demostracién: Demostremos inicialmente que para cualquier v, > 0 se
encuentra la constante positiva ¢y = ¢g (7,) tal que, si p es un cero de la funcién
zeta, p = B+ 47, || > v, entonces

€o

1—- —
P e (1 +2)

Sea ¢ real, entonces
3+ 4cos 4 cos2p = 2 (1 4 cos p)* > 0.

Cuando Res =0 > 1

7m: S A(n) — - n nfcrefitlogn
o)~ -t

y, por lo tanto,

—Re ¢ (s) = Z A(n)n=7 cos(tlogn).

C(s) =
De aqui
3 (—i&?) 4 (—Re M) + (—Rem) >0.  (6)

Del Teorema 3.5 para s # p, donde p es cero de ¢ (s),

Por esto cuando 1 < o < 2 existe una constante absoluta B; > 0 tal que
!
1
¢ (o) _
C(o) o-1

Cuando [t| > tg >0y 1 <o <2existe A= A(tp) > 0, tal que

+ Bi. (7)

¢ (s) - 1 1
—Rem <Alog(|t|+2)—n§_:1Re<s_pn +pn>.

Por otro lado, si ¢ (p) =0, entonces Rep =8 <1y para Res > 1

1 1 _ o—p
Res—p_ReJ—ﬁ—i—i(t—W) (0—5)24—(15—7)2
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Sea t = v la ordenada del cero p. Entonces

pe ot i) o8
Re ACESh) < Alog (|t| +2) P
_ Alog(|t|+2)—7giﬂ (8)
y , )
o+ 12t
ReW < Alog (|t| +2). (9)

Sustituyendo las estimaciones (7), (8) y (9) en desigualdad (6), encontramos

1 1
3 + By | +4( Alog (Jt| +2) — ——
o—1 oc—p
+Alog (]t +2) > 0.

Por lo tanto

3 4
— Al t|+2)— —— By > 0.
0—1+5 og (t| +2) J_5+3 1>0

De donde

3 4
— + Al t|+2)— —— >
S Aulog (] +2) - =5 >0,

con Ay =5A+ 3B; > 0. Si ahora en la desigualdad anterior tomamos
C1

o=1+4+—2
log (t] + 2)

obtenemos

4 1
<1—(— 1)
b= <3+Aw1 ) "og (11 1 2)

de la dltima desigualdad obtenemos
__ %
log (|7]+2)’

4
> ——1 .
€0 = (3+A101 )Cl

Ya que ¢ (s) tiene en el punto s = 1 un polo, de lo demostrado se deduce la
afirmacién del teorema.

Corolario 3.6. Sea T > 2y ¢ > 0, la constante absoluta del teorema.
Entonces la regién

p<1

con

C1

o>1-— 2<t|<T
- log (t] + 2) U
se puede hacer la siguiente estimacion
¢ (s) 2
=0 (log“T).
¢(s) ( )

36



Demostracion: Por el Corolario 3.5

y, por lo tanto,

1
< 2 oA

[t—v,[<1

+ O (logT).

Ya que
c c

<1-—° ) [ —
Anslimsy 21 @)

y por Corolario 3.3 el nimero de ceros p,, de la funcién zeta para los cuales
t—1<|Imp,| <t+1, no sobrepasa a clog [t|, esto es

> 1<cloglt],

[t—v,I<1

entonces

2 _ 2
§Elog(T+2) Z 140 (logT) =0 (log”T) .

[t=7,|<1

3.4. Aproximacién de la suma final

Teorema 3.8. [10] Cuando 0 < 0p <o <2, 2 > ‘wﬂ tiene lugar la férmula

1 xlfs
= _ O i N
¢(s) ;" + o +0()
donde la constante en el signo O depende sélo de oy.
Demostracién: Por el Teorema 3.1 (N > )

N _ 1
1 N1—s 1 Oof—{u}
— - 2 _ NS 2 d
¢s) —nt 1-s 2 +S/N ust
1 1 les 1 co 1 U
I SER S P Ll P A ST
ns ns l—s 2 N ustl
n<z rz<n<N

El dltimo sumando es

oo 1 00
53— 1 1
s : {4 du — s ——du
N oouttt 2 N uttt

ClsIN"T<CI|N“=0(t|N~7).

IN

IN
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Analicemos la suma .
2
z<n<N

Aplicamos la férmula de sumaciéon de Abel. Tomando ¢, = % y f(z) =277,
se cumple

donde

Por el Teorema de Cauchy encontramos

u ) ulfit _ xlfzt
Cw= [ viwrom ="t — o (11)
Por lo tanto sustituyendo (11) en (10)
1 N —o—1 —0o
Z — =0 u Cu)du+C(N)N~7 =
z<n<N n z
_ /N u=s _ufa'fll,lfitd N N1-s
-7/ 1t R
+0 (zN~7)+O(1) (N7 +27)
Como
N s _ , —o—1,1-it
J/ U U . x du
- 11—t
N 1—it pN
= g - / wsdu — 2% - / w7 tdu
1—at /, 1—3t J,
g (les 175) + zliit (Nfo' 70)
= — -z -
(1—it)(1—s) 1—it ’
tenemos

r oc+1-s 1-s . 1-s
T<;NE - (1—3)(1—it)(N )

+0(1)z="+0 (zN°)+O(1)N~°.

De donde obtenemos con s = o + it

1 Nl—s 1—s
Y o= + 21012 +0@ENT)+0(1) N
peneN ns 1—s s—1
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Ahora, haciendo tender N hacia 400, obtenemos

1—s
S Lo oma.

ns s—1
z<n<N

De donde sigue la afirmacién del teorema.
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Relacién entre la suma de los
coeficientes de la serie de
Dirichlet y la funcién dada por
esta serie

4.1. Teorema general

Definicién 4.1. Se llama serie de Dirichlet la expresién

(oo}

f(S) = ;a

n=1

a'll

donde a,, son nimeros complejos y s = o + it.

Teorema 4.1. [7] Supongamos que la serie de Dirichlet para f (s) converge
absolutamente cuando o > 1, |a,| < A(n), donde A (n) > 0 es una funcién de
n mondétona creciente y cuando o0 — 140

i an|n”™7 =0 ((U - 1)_a) , a>0.

n=1
Para cualquier by >b>1,T > 1,2 = N + % se cumple la férmula

b+it s

1 T
d = "= — —d
@ = Na=gg ] ST

o (T(bx—b 1)a) o (mA(Q;)logm) |

donde la constante en el signo O depende sélo de by.
Demostracién: Tenemos

. b .
1 @ g — \
2mi Jy i s O(rita)s si O<a<l.

Seaa>160<a<1 Tomemos U > by analicemos el contorno de I' y I';.
Los contornos I" y I'; se recorren en el sentido positivo, es decir, en contra de
las manecillas del reloj

I' = {seC; Res=b; Imse[-T,T]}
U{s€C; Ims=T; Rese[-U,b|}
U{s € C; Res=—-U; Ims e [-T,T|}
U{seC; Ims=-T; Rese[-U,bl},
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I'n = {se€C; Res=U; Imse[-T,T]}
U{seC; Ims=1T; Rese [bU]}
U{seC; Res=10b; Imse [-T,T]}
U{se€C; Ims=-T; Rese[bU]|}.

Por el teorema de Cauchy

1 a’ds
— =1, paraa>1
2mi Jr s
y correspondientemente
1 a’ds
— =0, para a < 1,
2mi Jp, s

es decir, boir
1 T gsds

— =14+ R,paraa>1,
2mt Jo_ir S

1 bHIT s ds
— =Ry, paral<a<l,
Q’ITZ b—iT S

donde R y R; son las integrales correspondientes por los lados 1, 2 y 3. Las
integrales por 1 y por 3 son idénticas en valor absoluto; si a > 1, entonces

1 /as 1 /b a’do ab
— —ds| < — < ;
2m | )i s T 2n J_y T2 +02 " Tloga

si 0 < a < 1, entonces

1 /as 1 U wodo ab
— —ds| < — < .
2w | ), s “ 21 )y, T2+ 02~ T|logal

Si a > 1, entonces

1

2

a’® I P
—ds| < — —_— =
2 8 2r Jop VU + 12

cuando U — +00, y si 0 < a < 1, entonces

@] (a_U) — 0,

1 a’ 1 T qUdt
— || —ds| < — ——— =0 (a" 0
o /2 S S' 2 J_p U2 F¢2 (a ) %

cuando U — +o0.
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La serie de Dirichlet converge absolutamente para s = b + it. Integrando
obtenemos

1 ) x® = 1 bHT N ds

57 f (3) —ds Z Qp, 7/ (*) —

T Syt S = 21 Jy_yr \n/ s
= Z an + Ra

n<lz

donde

RO<§|an|T’(é;m>.

La suma en O la descomponemos en dos: en la primera pondremos aquellos
sumandos, donde * < % 6 - > 2; para ellos ’10g %| >log2, y ya que

2% -0 ().

entonces la primera suma serd

b
S ol (%) A(22)2b 1
Qnp T N+1 ;
Z<n<2z T |10g | T 2 cn<2s (log =2
1 1 _N_1
yva que log sz > clNJrAz, " s % <n <N, ylog Nj_% > CQnN]j_%zaslN—i—l <

n < 2x, entonces

1 1 1
e =t N S

N+1 N+1 n
log 22 z cn< N log 7::2 N+1<n<2z lo

5<n<2zx n

g
1 N
= o X ] *0 ZN>

Zn<N ‘log - Nti<n<2a "

= Of(zlogz).

|
I
rol

El teorema queda demostrado.

4.2. Distribucion de los niimeros primos

Se llama ley asintética de distribucién de los nimeros primos la afirmacién
(%) 57> O SU equivalente, ¥(z) « .
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A continuacién demostramos una afirmacién més fuerte.
Teorema 4.2. [12] (Ch. J. La Vallée Poussin). Existe una constante

absoluta ¢ > 0, tal que
x) = Z An)=2+4+0 (me*CVl(’g“f) ;

n<x

o )
logu

p<z

Demostraciéon: Para Res > 1 tenemos

¢'(s) _ A
G "2

Vamos a suponer que x = [N +% > 100, sin pérdida de generalidad. Tomemos

ahora

1
b = 1+ ,
log x
T = eViose,

Entonces

1 b+1T / s 1 2
ZA / N2 o (BlogT
~2mi b—iT ¢(s) ) s T
para cierta constante absoluta c¢; > 0 en la regién

C1

- | <T
2log (T +2)’ =T

Res=0>0; =

/

la funcién ¢(s) no se hace cero y ademds de esto, C— =0 (log T)
Examinemos la integral J por el contorno I'. El contorno I' se recorre en el
sentido positivo, es decir, en contra de las manecillas del reloj.

I' = {se€C; Res=b; Ims e [-T,T]}
U {seC; Ims=1T; Rese€ [01,b]}
U{seC; Res=o01; Imse [-T,T]}
U {seC; Ims=-T; Res € [o1,b]},

o1 <1<b,
! '(s)\ z°
=g ) e

La funcién subintegral tiene dentro del contorno un polo de primer orden de
residuo igual a x. Por esto

1 b+iT CI(S) e B
2mi b—iT (_ ¢(s) ) ?ds AR
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donde R es la suma de las integrales segun el lado superior, inferior e izquierdo
de I'. Las dos primeras son iguales en valor absoluto y se valorizan
(o +iT)

i (S 2| < [l
2mi o1—1T C(S) S o1 C (U + ZT)
N zlog? T )
= T :
la integral por el lado izquierdo es igual a
1 o1+11T / s
7/ <C(8)) LN
210 J gy —iT C(s) ) s
Lat T at
—O(m"llog2T</ ——|—/ — :O(x"llog?’T).
0 91 1t

De las estimaciones obtenidas, de la definicién de T'y 01, se deduce la primera
afirmacion del teorema.
A

Analicemos (n) A(n)
n n

= = 1 .

S=2 togn = 21T 2 iogm

n<w p<z n=p*<az
k>2

o

%da

L /+T CI(CTl +’LT) 1,0'1+it U
2ri J_p (o1 +iT) o1 + it

En la segunda suma k < log x, y para cada k > 2 en la suma de los sumandos
< v/z que no sobrepasan 1. Por esto

S=m(z)+0 (Vrlogz).

Suponiendo en la transformaciéon de Abel

Cn = A (n) )
' 1

f(x) = log.’lj’
es decir,

C@) =3 0= V() =2+0 (e oVPET),
n<x
1
!
x)=—
f ) zlog® x

hallamos

S:/ U (u) du+\Il(z):/ du 4+ ° VR
2 2

ulog? u log x log?u  logz
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donde

R — O(/mecm du +xec@) _
2 log2u

VT T
O </ dqu/ ec\/logudu+zec\/log$)
2 VT

= 0 (xeféV@)

T odu x U, T du x
/2 logizu+logx - 7logu|2+/2 logqulogx
T du 2
- /2 logu+log2'

La segunda afirmaciéon queda demostrada.

4.3. Representacién de la funcién de Chebyshev
en forma de suma segin los ceros de la funcién
zeta

Teorema 4.3. [6] Sea 2 < T < z. Entonces

U =S Am) =z— 3 M+O(x1‘°ﬁ2x)7

n<z Im p|<T

donde los p son los ceros de la funcién zeta en la zona critica.
Demostracién: Cuando Res > 1

‘23 B §Y$?=Sfl—§§( : +%)

donde los p,, son todos los ceros no triviales de {(s). Al igual que en la demostracién

del teorema 4.1 (b =1+ 102;1) )

1 b+ilh ¢ (s) z* zlog?x
W@‘%wﬁﬂlcc@>s“+0<zﬂ>’

donde T'< Ty <T + 1y T; ha sido tomada de tal forma que la distancia desde
la recta Im s = T3 hasta el cero mas cercano de ¢ (s) sea
1
logT

>
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esto siempre se puede hacer, ya que el ndimero de ceros de ¢ (s), para los cuales
T<Imp<T+1,esO(logT).
Analicemos la integral J,

7w () T

I' = {seC; Res=b; Ims e [-T1,T1]}
U{seC; Ims=Ti; Rese[l—bb|}
U{seC; Res=1—b; Ims e [-T1,T1]}
U{seC; Ims=-T1; Rese[l-0,b]},

1-b<0<1<b

y se recorre en el sentido positivo, es decir, en contra de las manecillas del reloj.
Por el teorema de Cauchy

a? (' (0)
J=z— — - =
Imngl p (0

Solo queda estimar las integrales por los lados de I' 1, 2 y 3. Las integrales por
1 y 3 son iguales en valor absoluto y se estiman

1 b+iTy CI(S)> xs P b
_ 2 d il
/1—b+iT1 ( ¢(s) S ° = Ty /1—b

2
La integral 2 no sobrepasa a

donde I es

¢ (o +iTy)

C(o +4Th) do.

1 1—b+iTy /! s
AL e
27 | J1—p—imy ¢(s) S
- zlb/Tl ¢ (1 —b+it) dt
7, | C(1=b+it) kém+ﬁ{
Ahora estimemos ,
¢ (o +1it)
Clo+it) |’
donde1—b§0§byt:T1,00:1—b:—$, [t] < T3.

C/(a—l—it)_ Z 1

C(o+it) ot ili—,) + O (log (Jt] +2)) .

o
[t—v,I<1

La tltima suma es O(log” ), ya que si |t| < T}, entonces o = —loéw

de ¢ (s) tales que |t —~,,| < 1, no son mayores que O (log (|t| +2)); si t = 11,
1—b < o <b, entonces como consecuencia de la eleccién de T

y los ceros

1
T, — — .
T2 =7l > log T

De las estimaciones obtenidas se deduce la afirmacién del teorema.

46



[ ) [ rd
Bibliografia
[1] P.A. Clement, Congruences for sets of primes. Amer. Math. Monthly,
56, (1949), 23-25.

[2] J. B. Conway, Functions of One Complex Variable I, 2nd ed., Springer,
(1995).

[3] A. A. Karatsuba, Fundamentos de la Teorfa Analitica de los Numeros.
Mir Mosct, primera edicién, 1979 (1986).

[4] A. A. Karatsuba, Complex Analysis in Number Theory. CRC Press, Ann
Arbor (1995).

[5] A. A. Karatsuba and S. M. Voronin, The Riemann Zeta-Function. Walter
de Gruyter, Berlin, (1992).

[6] I. M. Vinogradov, Fundamentos de la Teorfa de los Nimeros. Mir Mosc,
segunda edicion, (1977).

[7] I. M. Vinogradov, On estimates of trigonometric sums. Dokl. Akad.
Nauk SSSR 34, No 7 (1942), 199-200.

[8] I. M. Vinogradov, The Method of Trigonometrical Sums in the Theory
of Numbers. Dover Publications, New York, (2004).

[9] E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-Function. Oxford
science publications, second edition, (1986).

[10] I. M. Vinogradov, A new evaluation of ((i + it). Izv. Akad. Nauk
SSSR.22 (1958), 161-164.

[11] A. Ivic, The Riemann Zeta-Function (Theory and Aplications). Dover
Publications, Inc. Mineola, New York. First edition, (2003).

[12] M. R. Murty, Problems in Analytic Number Theory. Springer, New
York, Berlin, Heidelberg (1996).

47



	portada tesis ilia
	AGRADECIMINETOS
	RESUMEN
	ABSTRACT
	Páginas desdeTesisIliaNaumkinFinal
	TesisIliaNaumkinFinal



