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Resumen

Existe una funcién biyecctiva entre parejas de tablas de Young semiestandar
y matrices 2-dimensionales con entradas enteras no negativas. El resultado
principal de esta tesis muestra una generalizaciéon de esa biyeccién a matrices
3-dimensionales, dada por Ernesto Vallejo y Diana Avella en el 2012; para llegar
a ella es necesario conocer la combinatoria de las tablas de Young y la relacion
que estas tienen con las representaciones del grupo simétrico. Esta relaciéon
es muy amplia, ya que gracias a las tablas es posible conocer los médulos ir-
reducibles de S,,. Ademés, la multiplicidad de la descomposiciéon en modulos
irreducibles puede ser calculada usando tablas en ciertos casos. Algunas de
estas multiplicidades son conocidas como nimeros de Kostka y coeficientes de
Littlewood-Richardson (en honor a los matemaéticos que las estudiaron), estas
dltimas sirven de motivaciéon para tratar de encontar un calculo combinato-
rio de los coeficientes de Kronecker. Para poder relacionar los coeficientes de
Littlewood-Richardson y los nimeros de Kostka con las representaciones de S,,,
es necesario crear un puente entre el anillo de tablas y un anillo graduado de
dichas representaciones pasando por el anillo de polinomios simétricos homogé-
neos.

En la teoria de representaciones exiten unas funciones asociadas a los G-
modulos llamadas caracteres, y un producto interno en las mismas. Dichas
funciones junto con un teorema llamado teorema de Snapper nos permiten rela-
cionar al conjunto de matrcies 3-dimensionales con 1-margenes fijos con el con-
junto de ternas cuyas entradas son dos tablas semiestandar y una pareja de
multitablas LR; llegando asi a la generalizacion antes mencionada. Mas aun,
como aplicacion de este resultado, se obtiene una aproximacioén combinatoria de
los coeficientes de Kronecker.

Palabras clave: Tablas de Young, Correspondencia RSK, Representaciones
de grupos, Polinomios de Schur, Grupo simétrico, Coeficientes de Kronecker,
Matrices.
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Abstract

There is a biyective map between pairs of semistandard Young tableaux and 2-
dimensional matrices with nonnegative integer entries. The main result of this
thesis shows a generalization of that biyection to 3-dimensional matrices which
was given by Ernesto Vallejo and Diana Avilla in 2012; to reach it is necessary
to know the combinatorics of Young tableaux and the relation they have with
the representations of the symmetric group. This relationship is far-reaching,
because by means of the tableaux it is posible to know the irreducible modules of
Sy. Furthermore, the multiplicity of the descomposition in irreducible modules
can be calculated using tableaux in some cases. Some of these multiplicities
are known as Kostka numbers and Littlewood-Richardson numbers (in honor
of mathematicians that studied them), the latter serve as motivation to try
to locate a combinational calculation of Kronecker coefficients. To relate the
Littlewood-Richardson numbers and Kostka numbers with the representations
of Sy, it is necessary to create a link between the tebleau ring and a graduated
ring of those represenations using the symmetric homogeneous polynomial ring.

In the representation theory there are functions associated to the G-modules
called characters, and a inner product of characters. These functions together
with a theorem from Snapper allow us to relate the set of 3-dimensional ma-
trices with fixed 1-margins with the set of triples whose coordinates are two
semistandard tableaux and one pair of LR multitableaux; thus reaching the
above generalization. Even more, as an application of this result, we obtain a
combinatorial approximation of Kronecker coefficients.
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Introduccion

En la teoria de representaciones de grupos existen G-modulos los cuales carecen
de submodulos propios. Estos G-modulos son llamados irreducibles y son de
suma importancia dentro de la teoria puesto que gracias al teorema de Mashke
([JL, C. 8]) todo G-mddulo se escribe como suma directa de modulos irreduci-
bles cuando G es un grupo finito. En este Ambito existen preguntas interesantes
como: Dado un grupo finito G jcuales son todas sus representaciones irreduci-
bles? ;Como descomponer el producto tensorial de dos G-mo6dulos como suma
directa de irreducibles?. El resultado principal de esta tesis nos permitiré cono-
cer parcialmente la respuesta de la segunda pregunta para el caso del producto
tensorias de modulos irreducibles del grupo simétrico S,. En el camino encontra-
remos todos los modulos irreducibles de S, resolviendo asi la primera pregunta.
A estos modulos se les conoce como modulos de Specht y su construccion re-
quiere de unos objetos combinatorios llamados tablas de Young, las cuales, han
sido estudiadas por diversos matemaéticos a lo largo del siglo XX. Algunos resul-
tados interesantes sobre ellas nos serviran como herramienta; en particular nos
enfocaremos en un resultado conocido como la correspondencia de Robinson-
Schensted-Knuth (RSK) la cual habla de una biyeccion entre parejas de tablas
y matrices con entradas enteras no negativas. Esta biyeccion seré generalizada
como resultado final de esta tesis y eso nos permitird dar una aproximacién a
la pregunta planteada anteriormente.

Un coeficiente de Kronecker es la multiplicidad de una representaciéon irredu-
cible de S,, en el producto tensorial de otras dos. Estos coeficientes se empezardn
a investigar desde 1938 y se han encontrado en areas como fisica, y més recien-
temente en teoria de complejidad geométrica, por lo que el interés en ellos ha
aumentado. Desde entonces se ha buscado una manera combinatoria de calcu-
larlos, pero no se ha obtenido una respuesta concreta.

En el capitulo 1 estudiaremos las propiedades combinatorias de las tablas de
Young ([Fult]) y usando las relaciones de Knuth demostraremos que el conjunto
de tablas es un monoide. Daremos la correspondencia RSK y hablaremos de los
coeficientes de Littlewood-Richardson (LR); coeficientes que aparecen como la
multiplicidad de modulos irreducibles en el producto de otros dos, dentro del
anillo graduado G, el cual, consta de la suma directa de los anillos de Grothen-
dieck de S,,. Dichos coeficientes pueden ser calculados de manera combinatoria
utilizando tablas. Esto posteriormente motiva a buscar un calculo combinatorio
de los coeficientes de Kronecker.
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INTRODUCCION X

El capitulo 2 esta dedicado a estudiar de manera general la teoria de repre-
sentaciones de grupos finitos ([JL]). Aqui enunciaremos el teorema de Maschke
e introduciremos el concepto de caracter el cual serd de gran ayuda. Al final
del capitulo hablaremos de la restricciéon y la induccién de representaciones, un
concepto que posteriormente aparecera en el caso particular del grupo simétrico.

En el capitulo 3 mencionaremos a los polinomios simétricos y como estos
estan relacionados con el monoide de tablas . Los polinomios conocidos como
polinomios de Schur serén relevantes, ya que el conjunto de éstos, junto con
las operaciones suma y multiplicaciéon de polinomios, forma una estructura de
anillo graduado la cual resulta isomorfa al anillo de Grothendieck de los .S,,-
modulos. Estudiaremos los coeficientes de Kostka y daremos un homomorfismo
de Z-moédulos entre el anillo de monoide de tablas y el anillo de polinomios
([Fult, C. 2y 6]).

En el capitulo 4, usando tablas de Young mostraremos una construcciéon para
conocer todos los modulos irreducibles de S,,. Daremos el isomorfismo entre el
anillo de Grothendieck de S,, y el anillo de polinomios de Schur, el cual servira
de puente para conocer mejor algunas representaciones del grupo ([Fult, C. 7]).

Finalmente en el capitulo 5, hablaremos del problema principal de esta tesis.
Como primer paso definiremos los 1-margenes de una matriz n-dimensional. De
forma intermedia enunciaremos y probaremos el Teorema de Snapper ([Sn]).
Este nos dara una formula para calcular el nimero de matrices con 1-mérgenes
fijos en términos de caracteres del grupo simétrico. Por dltimo haciendo uso
de los resultados anteriores y en base a sospechas que generan aplicaciones del
teorema de Snapper, daremos un teorema de Ernesto Vallejo y Diana Avella que
generaliza RSK a matrices 3-dimensionales (JAV]). Este teorema nos dara una
aproximacion combinatoria de los coeficientes de Kronecker.

Los primeros dos capitulos nos serviran como nociones preliminares. Estos
y los capitulos 3 y 4 son de preparacién para el ultimo capitulo; los resultados
mostrados ahi aparecen en varios libros de texto, es por ello que hemos omitido
algunas demostraciones, esperando que las que aparecen sirvan de ilustracion
y den una idea de las técnicas que se utilizan para probar los resultados. El
capitulo 5 esta basado en diversos articulos. Por eso y por ser este el capitulo
principal, hemos realizado todos los resultados a detalle.



Capitulo 1

Tablas de Young

En este capitulo estudiaremos las tablas de Young y qué operaciones se
pueden realizar con éstas. Asociaremos a ellas la nocion de palabra, y después de
varios resultados llegaremos a una importante correspondencia conocida como la
correspondencia de Robinson-Schensted-Knuth (RSK). También hay una regla
conocida como regla de Littlewood-Richardson (LR) la cual nos sera de gran
ayuda para conocer mas acerca de las representaciones del grupo .S,,. Gran parte
de este capitulo esta basado en [Fult] y algunas propiedades o demostraciones
que fueron omitidas pueden encontrarse ahi con més detalle. Para empezar es
necesario introducir nuestra notacién y conocer algunos conceptos.

Definicién 1.1. Una particién de un niimero natural n es una tupla de natu-
rales A = (A1,..., Ay,) que cumple:

LM >...>2 A\

2. Zi /\i =N

Nota: Nosotros consideraremos a los nameros naturales como el conjunto
N=1{1,2,3,4,...}.

A veces conviene escribir a A como (1b1,2b2, . 7nb") donde b; es el niimero
de veces que aparece i en la particiéon, aunque nosotros usaremos mas frecuen-
temente la forma de la Definicién 1.1 . Otras notaciones tutiles son A - n que
quiere decir que A es particion de n, |[A| que es el valor n del cual A es parti-
cion, y la longitud de una particion {(\), que es el namero de partes. También
establecemos la particiéon vacia () o particion 0 que se puede pensar como la
particién cuyas A;s son todas cero o como la particion () la cual es la anica de
longitud cero. Estas definiciones son meramente algebraicas, pero pueden ser
analizadas desde un punto mas visual.

Definicién 1.2. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, y sea I C P,
decimos que I es un ideal de P si para todo a € I y para todo p € P que
cumpla que p < a se tiene que p € I.

Definicion 1.3. En NxN decimo
s que (a,b) < (e,d)siysolosia<cyb<d.



CAPITULO 1. TABLAS DE YOUNG 2

Observacion 1.4. La relacion < define un orden parcial en NxN.

Definicion 1.5. Llamamos diagrama de Young a cualquier ideal finito D de
(Nx N, =).

Young introdujo la nocién de diagrama, el cual le da una geometria a las
particiones, no es dificil ver que a cualquier particiéon se le puede asociar un
diagrama de Young y que todo diagrama de Young define una particiéon, es
por ello que cuando hablemos de A nos podremos referir tanto al diagrama que
tiene asociado como a la particion. El diagrama consiste en colocar [()) filas
de cuadros, donde la fila i-ésima tiene \; cuadros, por ejemplo a la particion
(4,4,3,1) le corresponde el diagrama de la Figura 1.1. Cabe hacer notar que el
dibujo lo estamos pensando en coordenadas matriciales, es decir, los renglones
los numeramos de arriba hacia abajo y las columnas de izquierda a derecha, asi
si la pareja (i, j) pertenece al diagrama, en el dibujo habra un cuadro en la fila
1 y columna j.

Figura 1.1: Diagrama de Young de la particion (4,4,3,1).

Con esto entonces podemos hablar de cuando una particion esta contenida
en otra (en el sentido del diagrama), y asi definir lo que es un diagrama sesgado.

Definicion 1.6. Si A y u son particiones tales que g C A, llamamos diagrama
sesgado al conjunto A\ g y lo denotamos como A/u. Un ejemplo es el de la
Figura 1.2

[

L[]

Figura 1.2: Diagrama sesgada de (6,4,3,2)/(3,2,2).

Definiciéon 1.7. Una tabla de Young es una funcion T : A/p — N, donde
A/p es un diagrama sesgado; en este caso decimos que T es de forma A/u, en
caso de que p = () decimos que T es regular o de forma regular.

Las tablas de interés son aquellas que son crecientes de izquierda a derecha
por filas y estrictamente crecientes de arriba hacia abajo por columnas. A las
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cuales llamaremos tablas semiestandar, si ademés se pide que la tabla sea una
biyeccion entre A/ y {1,2,...,|\/pu|} diremos que es estandar. Un ejemplo de
coémo se ven dichas tablas se muestra en la Figura 1.3.

10
78112
11

’\I%MH
’@O"M)—l

Figura 1.3: Tabla semiestandar y tabla estandar, de forma (4,4,3,1).

Antes de empezar con nuestro analisis hay que introducir una tltima nocién
bésica, observemos que si tenemos un diagrama de Young A e intercambiamos
filas por columnas, es decir, reflejamos respecto a la diagonal, volvemos a obtener
un diagrama de Young, al cual llamamos conjugado de A y lo denotamos por
M. Si hacemos esto con una tabla T' obtenemos otra tabla a la cual llamamos
tabla transpuesta y denotamos por 77.

Observacion 1.8. Si T es semiestdndar no necesariamente 77 es semiestandar,
pero si T es estandar entonces su transpuesta también lo es.

Nota: De aqui en adelante, para ahorrarnos vocabulario, nos referiremos
a las tablas regulares semiestdndar simplemente como tablas, a menos de que
hagamos explicito lo contrario.

1.1. Operaciones en tablas

Hay dos operaciones binarias que son de suma importancia en el estudio de
las tablas, estas se pueden efectuar entre cualesquiera dos tablas sin importar
su forma. En esta seccién nos enfocaremos en el estudio de dichas operaciones.

1.1.1. Insercién por fila

Dado un entero x y una tabla T definimos la operacion insertar x en T
denotada como T «+ z, de la siguiente manera: nos fijamos en la primera fila de
T, si x es mayor o igual que el tltimo nimero de la fila (contando de izquierda
a derecha) colocamos un nuevo cuadro al final de la fila junto con el nimero
x en él, si no, entonces buscamos el menor nimero mas grande que = que este
maés a la izquierda, digamos x1, y lo cambiamos por x, ahora con x; repetimos
el mismo procedimiento pero en la segunda fila, y asi nos seguimos, si se da el
caso que llegamos a la dltima fila y extraemos un nimero entonces colocamos
un nuevo cuadro al final de la primera columna con el altimo ntimero extraido
en él (ver [Kn]).

Formalmente el algoritmo de insercién es el siguiente:

Sea T una tabla de forma X\ = (A1, A2,..., Ay) y sean a; ; = T'(i, j)
Definase xg =z, i =1, I = I(}\)
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Mientras ¢ <
Sizi_1 > a; )y,

Haga \; = \; + 1

Qi N;+1 = Tij—1

Regresar T « x tal que (T « x)(s,7) = as, y finalizar

algotimo
Si no, escogemos j tal que a; j—1 < Ti—1 < a4

Defina z; = a; ;

Defina a5 — Tij—1

=141
Haga N1 =1
al41,1 = g
Regresar T « z tal que (T < x)(s,7) = asr

Uno puede preguntarse si después de realizar una insercion la tabla resultan-
te vuelve a ser semiestandar, pero precisamente asi fue disenado el algoritmo,
sblo basta ver que si un namero b fue reemplazado por a, las desigualdades se
mantienen, por ejemplo si los «vecinos» por fila de b fueran b1y by entonces ten-
driamos que b; < b < by (la primera desigualdad es estricta pues de lo contrario
a hubiera remplazado a b;0 a un ntimero que este més a la izquierda de b), como
a < b tenemos que a < by, ademas by < a pues de lo contrario b; hubiese sido
reemplazado. Gracias a las desigualdades también se puede ver rapidamente que
el namero que ahora esté debajo de a es mayor estricto y el que esta arriba (si es
que lo hay) es menor estricto, s6lo nos falta ver que realmente la nueva tabla es
una tabla, es decir, su dominio es una particion, para ello s6lo hay que verificar
que el nuevo cuadro que se agregd no haya hecho un renglén mas largo que uno
anterior, pero esto no pasa, pues de ser asi justo un renglon anterior seria de la
misma longitud que el renglon al que se le va a agregar el nuevo cuadro, lo que
quiere decir que el entero que sali6 de este rengléon es mayor o igual que todas
las entradas del renglon donde se agregaré el nuevo cuadro, lo cual no se puede
pues la tabla es estrictamente creciente por columnas.
Para dejar mas claras las ideas vea el ejemplo de la Figura 1.4.

1[3[3]5]«1 — [1[1]3]5] — [1]1[3]5] — [L][1]3]5]
2[4 2[4]«3 2 2
5|5 55 5]5]«4 NE

5

Figura 1.4: Ejemplo de insercién del entero 1 en una tabla.

Esta operacion tiene un proceso inverso, es decir, dada una tabla T se quiere
saber a qué entero x y a que tabla T’ se le aplico la insercién tal que T' =T’ « z,
es claro que tal entero y tal tabla no son tunicos, pero éstos se vuelven tnicos
cuando ademés de dar T damos una esquina distinguida (una esquina es un
cuadro de T que no tiene «vecino» derecho ni «vecino» inferior) y el proceso a
seguir para encontrar z y 7" no es mas que realizar el algoritmo de insercién en
sentido inverso.
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Definicion 1.9. La ruta R al realizar una inserciéon de un natural z en una
tabla T' de forma A, es el subconjunto de A que consta de todos los cuadros a
los cuales se les hizo un intercambio de ntimero, junto con el ultimo cuadro que
se agrego.

Observacion 1.10. Las rutas tienen a lo mas un cuadro por renglén, y si tienen
un cuadro en el renglén 4, entonces tienen un cuadro en cada renglén anterior.

Figura 1.5: Ruta de la insercién de la Figura 1.4

Esta definicién es importante pues con ella podemos tener un lema que sera
relevante en futuras propiedades. Antes de enunciar dicho lema necesitamos
algunas maneras de comparar una ruta R con una ruta R’, por ejemplo decimos
que R esta estrictamente a la izquierda de R’ si para toda (4, ;') € R’ se cumple
que si R tiene un cuadro en la fila 4, digamos (i, 7), entonces j < j'; podemos
decir que R est4 débilmente a la izquierda si la desigualdad entre las j s no
es estricta. De igual manera podemos comparar posiciones entre dos cuadros
no solo hablando de izquierda o derecha sino también de arriba y abajo, por
ejemplo el cuadro (1,4) esta estrictamente a la derecha y débilmente abajo (o
débilmente arriba) del cuadro (1,3).

Lema 1.11 (de Insercion). Considere R y R’ recorridos de las inserciones T « x
y (T « x) « 2’ respectivamente, y sean C' y C' los cuadros que se agregaron con
esas inserciones, entonces se tiene que

1. Si x < x’ entonces R estd estrictamente a la izquierda de R', y C estd
débilmente abajo de C'.

2. Si x > x' entonces R' estd débilmente a la izquierda de R, y C' estd
estrictamente abajo de C.

Demostracion. (1) Es claro que en el primer renglén R queda estrictamente a
la izquierda de R’ pues x < 2/, ahora suponiendo que hasta cierto renglén i se
tiene que R esta estrictamente a la izquierda de R/, y suponiendo que R’ tiene
una cuadro en el renglén siguiente, a saber el ¢ 4 1, entonces R también, pues el
que R’ tenga una cuadro en este renglon implica que en el renglén 7 el cuadro de
R’ tiene un cuadro vecino a su derecha y por hipotesis el cuadro de R también
tiene un vecino derecho por lo que la inserciéon no pudo haber terminado en
este renglon, ahora veamos que R quedara estrictamente a la izquierda de R’
en ese rengléon. Llamémosle x; y 2 a los enteros que bot6 la insercion de z y '
en i-ésima fila respectivamente, nuevamente por hipétesis tenemos que z; < zj,
en el proceso de insercion z; bot6é al menor nimero mayor estricto que el o



CAPITULO 1. TABLAS DE YOUNG 6

quedo hasta el final de la fila, sin importar cual fue el caso, dada la desigualdad
anterior tenemos que z; quedara a la derecha de z;. De esto se concluye que C
est4 débilmente abajo de C’. (2) Este analisis es parecido pero por ser mayor x
que z’, al momento de la insercién =’ puede botar a x. O

La operacion de insercién también es conocida como la operacién de Schens-
ted, y es muy ttil para definir una operacion entre tablas de la cual hablaremos
mas adelante.

1.1.2. Deslizamiento

Definicién 1.12. En un diagrama sesgado de forma A\/p llamamos esquina
interna a un cuadro C si C € p y sus vecinos derecho e inferior (de tenerlos)
no pertenecen a y, llamamos esquina externa a cualquier cuadro de A que no
tienga vecinos derecho e inferior.

Hay una operacién que se realiza en una tabla sesgada S de forma \/u
que consiste en tomar una esquina interna y «desplazarlay a través de A\/u
hasta lograrla «sacar» del diagrama siguiendo ciertas reglas, a esta operaciéon
la llamamos deslizamiento ! y consiste en lo siguiente: elegimos una esquina
interior cualquiera, la cual se va a desplazar hacia la derecha o hacia abajo. Para
elegir en qué direccién se realiza el movimiento elegimos el menor nimero entre
ambos vecinos, en caso de ser iguales elegimos el cuadro de abajo; ahora nuestra
esquina interior se convirtié6 en un cuadro vacio que estd rodeado de algunos
cuadros con un numero asignado, esto no importa pues seguimos realizando
el mismo proceso hasta que el cuadro sea una esquina externa, en este caso
simplemente sacamos el cuadro del diagrama. Ver Figura 1.6.

172) @) - e

1
1]2 2 2[2 2[2 2
2[2]4 2[2]4 2[4 2[4

Figura 1.6: Ejemplo de deslizamiento del cuadro (1,2).

—_
—_

2]

Observacion 1.13. Gracias al algoritmo que hay que seguir para realizar un
deslizamientotenemos que la figura obtenida después de la operacién resulta ser
de nuevo una tabla sesgada. Ademés, podemos aplicar esta operaciéon tantas
veces como sea necesario para obtener una tabla.

Esta operacion en tablas sesgadas es importante pues nos ayudara a demos-
trar que el conjunto I' de todas las tablas tiene estructura de monoide. Para
llegar al resultado es necesario introducir otro concepto el cual nos sirve de
puente para relacionar la inserciéon y el deslizamiento, ademés nos ayudara a

1Para describir el algoritmo y que las palabras desplazar y sacar tengan sentido hay que
pensar que los cuadros se pueden mover intercambiandolos por algun cuadro vecino como si
fueran algin tipo de tablero
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aclarar la pregunta ;si realizo la operacion de deslizamiento en una tabla ses-
gada S hasta obtener una tabla, cuantas tablas distintas puedo obtener si hago
las elecciones de las esquinas internas en distinto orden?

Antes, necesitamos una operacion * entre dos tablas Ty U la cual consiste
en juntar la esquina superior derecha del tltimo cuadro del primer renglén de
T con la esquina inferior izquierda del tltimo cuadro de la primera columna de
U (ver Figura 1.7).

1]2]5]5]«[1]1

Figura 1.7: Operacion * de dos tablas.

1.2. Palabras

Definicién 1.14. Un alfabeto es un conjunto bien ordenado con cardinalidad
a lo més numerable.

Definicion 1.15. Sea A un alfabeto, definimos palabra como una sucesion
finita wy ... w,, de elementos de A.

Definicién 1.16. Para cualesquiera dos palabras w = w1 ... Wy, yu =uq ... ug
definimos la concatenacion w - u := wy ... WU .. . Ug.

Observacion 1.17. El conjunto de palabras P4 en un alfabeto A con la ope-
raciéon de concatenaciéon es un monoide.

Dos ejemplo muy claros de alfabeto son el conjunto N de los ntimeros natu-
rales y el conjunto [n] = {1,2,...,n}, los cuales seran los que utilicemos aqui.

Definicién 1.18. Dada una tabla sesgada T de forma A/p donde A = (Aq, ..., \;),
= (p1,..., ) con algunas entradas posiblemente cero, y u C A, definimos la
palabra del renglon i—ésimo como w(T;) = T(4, p; + V)T (4 ps + 2) ... T(4, \y).

Definicion 1.19. Dada una tabla sesgada T con r renglones definimos la pa-
labra de T como w(T') := w(T}) - w(Tr—1) - ... w(T).

Por ejemplo la palabra de la Figura 1.3 lado izquierdo serfa 744623331122 y la
de la Figura 1.7 seria 3125523112. Ademas, si sabemos que una palabra proviene
de alguna tabla, es posible recuperar dicha tabla agrupando términos que vayan
siempre en orden creciente por ejemplo la palabra 545231135 la agrupamos como
5|45|23|1135 y asi recuperamos la tabla que es justo la de la Figura 1.5. A toda
tabla le corresponde una palabra pero no toda palabra proviene de una tabla,
lo que si es verdad es que cada palabra proviene de alguna tabla sesgada, de
hecho dos tablas sesgadas pueden tener la misma palabra.
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Estas palabras son de interés pues nos permiten analizar la operacién de
insercion pero ahora trabajando con palabras, y mas ain nos dan resultados
interesantes.

Definicion 1.20. Sea T una tabla y w = wyws...w,, una palabra definimos
la operacién insertar w en T como sigue

T+ w:=_..((T+ wy) < wy) < ...)  wpy

Definiciéon 1.21. Sean 7'y U tablas, donde U es de forma (pu1,..,tm) y
U(i,j) = u;; , definimos T - U como sigue

T-U =T+ w(U)

Observacion 1.22. Esta operacion nos regresa una tabla ya que la insercion
asi lo hace.

Proposicion 1.23. Para toda T € I' se cumple que 0 -T =T =T -

Demostracion. Que T = T - () es inmediato. Para ver que () - T = T definamos
u;; = T'(4,7) y supongamos que T es de forma (Aq,...,\;). Procedamos por
induccién sobre el niimero de renglones. El caso base es cuando T tiene un solo
renglon, dado que uy , < uq x+1 para todo k, se tiene que

T=(..0+wup1)+...) uy

Supongamos que [ > 1 y que para cualquier tabla con un ntimero de renglones
menor a ! se cumple la proposicion, fijémonos en T restringido a (Ag...\;) y
llamemosle T”, entonces se tiene que

(Z)-T:(...(@eul)l)<—...<—ul’>\l)<—...)<—ui’j)(—...(—ull)%...)%ul)\l

:(...((/)~T')eul,l)e...)euu\l

Aplicando hipotesis de induccién en T” se sigue que
0-T=(0..T +urg+...) < upx

Ahora sélo basta ver que (... (T <= w11 < ...) < u1y, = T, pero esto se da
gracias a que u; ; < Uj41,j ¥ Ui,j < U;j+1 para toda iy j. O

Una pregunta natural que surge es ;cuando dos palabras w y u cumplen que
() < w = () + u? Knuth observé que existen dos reglas fundamentales para que
lo anterior suceda, esta observacion la hizo para el caso de tres letras, pero sor-
prendentemente las reglas que encontré funcionan para todas la palabras. Los
casos relevantes resultan ser los de las palabras yzzx y yzz cuando z < y < z
que nos dan la misma tabla, y las palabras yzz y zyz cuando y < z < x que
también dan la igualdad () < yxz = () < zyz. Esto se puede ver como sigue:
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(1) <—a: — |#]2]  cuando r<y<z
Y]

(2) %Z = Yy Z‘ cuando y<z<z
x

Es decir, las relaciones que se usan son:

(1) si x <y <z entonces yzx — yxrz
(2) st y<z<uz enltonces yrz — xyz

A estas reglas y sus inversas se le conocen como transformaciones de
Knuth, y gracias a ellas podemos definir una relacién de equivalencia entre
palabras de cualquier longitud.

Definicion 1.24. Decimos que dos palabras w y w’ son Knuth equivalen-
tes si se puede pasar de una a otra mediante transformaciones de Knuth y lo
denotamos como w =g w'.

Proposicion 1.25. Si T es una tabla y x un natural se tiene que
w(T « x) =5 w(T)z.

Demostracion. Fijémonos en la forma de T' digamos A = (A1,..., A ), y sea r tal
que el proceso de insertar z en " termina en la r-ésima fila, si » = 1 el resultado

es trivial. En otro caso por la Definicion 1.19 tenemos w(T) = w(Ty,) ... w(Ty),

escribamos w(T;) = ulu?...u}"donde u? es el nimero en la fila i y columna j, y

supongamos que = boté a uf; siguiendo la regla (1) de las transformaciones de
Knuth tenemos la siguiente sucesién de pasos:

Como z < ui\l_l < ui‘l entonces tenemos

1,2 A1—2, A—1_ X\ 1,2 A1—2, A\ —1 A1
oo UUY L U Uy Uy T —> ... UjUy .. Uy uy Tuy

como z < uj\rz < ui\lfl entonces tenemos
A1—2 A1—1 A1 1,2 A1—2 A1—1_ X
Uy U Uy Uy

1,2
e UUY . U™ —> .. ULUY . TUq

como z < uf < u’f“ entonces tenemos
1 k=1_k, k+1 n 1 k=1_k . k+1 A
SUT LU UUY T Uy Uy Uy U TUY L U

Tomemos 2’ = u¥, si k = 1 repetimos lo mismo que antes pero ahora con ' y
la palabra del segundo renglon, si no entonces por la regla (2) de las transfor-
maciones de Knuth se sigue:

Como u¥~! < z < z’entonces tenemos

1,2 k—=1_r,., k+1 A1 1,2 rok—1_ k+1 A1
e UUY L U T TUg U L UU L T U DU -
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como uff‘g < ué“] < z'entonces tenemos
i .u’f_zx'u’f_lxulf+1 e ui‘l — .. .u%...u]f_zz’ulf_lzrulf"’l e ui‘l
como u} < uf < z'entonces tenemos
- A - A
outzu? T L w(Ty) 2 udd? b T el

Volvemos a repetir las dos secuencias con z’ y asi nos seguimos hasta llegar al
r-ésimo renglén, asi obteniendo el resultado. O

Proposicion 1.26. Si T y U son tablas entonces w(T - U) = w(T)w(U).

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la de Proposicion 1.25 y la Defi-
niciéon 1.21. O

La relacién de Knuth funciona bien en la insercién, pero ahora podemos
preguntarnos ;qué sucede con las palabras que corresponden a tablas sesgadas?
la respuesta es elegante ya que la relacion de Knuth también respeta desplaza-
mientos.

Proposicion 1.27. Si V' es una tabla sesgada y W es la tabla sesgada obtenida
después de realizar un deslizamiento en' V' entonces se tiene que w(V) =5 w(W).

Este resultado es mas general ya que en cada paso del deslizamiento las
palabras de las «tablas sesgadas con un hueco» que se van obteniendo son Knuth
equivalentes. Esta demostracion es algo técnica y no la daremos aqui, para entrar
en detalle ver [Fult, p. 20].

Teorema 1.28. Toda palabra es Knuth equivalente a la palabra de alguna tabla,
mds aun, no hay dos tablas distintas con palabras equivalentes.

La idea de la demostracién es que por la Proposicién 1.25 dada una palabra
T = T1TT3...2,, tenemos que = =g w(...((0 « z1) < x3)... « x,,). Para demos-
trar la unicidad se necesitan comprender y analizar nociones de unas constantes
denotadas por L(w, k) que son la cantidad méaxima de elementos de k sucesiones
crecientes en la palabra w, esta técnica se sale de contexto por lo que tomaremos
por hecho la unicidad, para ver un argumento completo véase [Fult, Cap. 3|.

Denotamos como 7 (w) a la tabla cuya palabra es equivalente a w. Una
manera de obtener dicha tabla es como la mencionada antes a la cual llamaremos
procedimiento canoénico.

Proposicion 1.29. Si tenemos una tabla sesgada S y realizamos la operacion
de desplazamiento tantas veces como sea necesario para obtener una tabla, no
importa en qué orden se elijan las esquinas internas siempre se obtendrd la
misma tabla.
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Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 1.27 y del Teorema 1.28, pues
la palabra de una tabla sesgada es equivalente a la palabra que se obtiene después
de cualquier deslizamiento. O

Definicion 1.30. Llamamos rectificacion de S a la tabla cuya palabra es
Knuth equivalente a w(S) y la denotamos como Rec(S5).

Proposicion 1.31. Sean T y U tablas entonces Rec(T' «U) =T-U.

Demostracion. Por la Proposicion 1.26 sabemos que w(T-U) =, w(T)w(U)
pero esta ultima es la palabra de la tabla sesgada T * U. Por el resultado de la
Proposicion 1.27 w(T)w(U) =, w(Rec(T'+U)) , ahora por transitividad tenemos
que w(T-U) =, w(Rec(T x U)), de aqui solo basta utilizar la unicidad del
Teorema 1.28 para verificar la igualdad deseada. O

Definicion 1.32. Denotamos por I' al conjunto de todas las tablas.
Corolario 1.33. (T',:) es un monoide.

Demostracion. Sabemos que la operacion es cerrada, ademas por la Proposi-
cion 1.23 el vacio funciona como neutro. Para ver la asociatividad, gracias a las
Proposiciones 1.29 y 1.31 si T, U,V €T se tiene que

(T-U)-V=Rec((T-U)*V)

= Rec(Rec(T «U) * V) = Rec(T « U % V) = Rec(T * Rec(U * V))
=Rec(T*x (U -V)=T-(U-V).

A este monoide se le conoce como monoide plactico.

Observacion 1.34. Gracias a la Proposicion 1.26 y al Teorema 1.28 podemos
dar un homomorfismo de monoides 7 : Py — I" donde Py es el conjunto de
palabras en N y T el conjunto de tablas, haciendo 7 (w) = () +— w. Notemos que
esta es la tnica tabla cuya palabra es Knuth equivalente a w mencionada antes.

1.3. La correspondencia de Robinson-Schensted-
Knuth

Hasta aqui hemos logrado asignar una tabla a cada palabra jpero qué sucede
con el proceso inverso? es decir, dada una tabla P la cual provino de una palabra
w realizando el procedimiento canénico ;céomo puedo recuperar dicha w?, esto no
puede ser posible s6lo mirando a P, para ello es necesario tener mas informacion.
Veamos como recuperarla; lo que se hace para obtener una tabla a partir de una
palabra x = x1x2...2,, es lo siguiente (...((0) « z1) « x2)... « =), por lo
que para registrar cada insercion podemos utilizar una segunda tabla, lo que
haremos es colocar un cuadro con el ntiimero uno para representar que x; fue
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insertado y llamamos ()1 a esa tabla y P, a la tabla cuya entrada es x1, en el
k-ésimo paso definimos P, = Py_1 « z; vy Qk como la tabla Qf_1 junto con un
nuevo cuadro con entrada k que colocaremos en la misma posicion donde fue
colocado el nuevo cuadro en Py_q + x;. A Q,, simplemente la escribimos como
Q o Q(w), y P, = P la podemos denotar como P(w). Con esto habremos llevado
un registro y precisamente si tenemos el par (P(w),Q(w)) podemos recuperar
w siguiendo el proceso inverso, es decir, eligiendo el nimero méas grande de Q,
quitandolo, y realizando el algoritmo de inserciéon a la inversa en la tabla P con
el cuadro correspondiente al que esta en la misma posiciéon que la que quitamos
de @, el nimero obtenido sera entonces x,,, y ahora con las tablas resultantes
podemos repetir lo mismo, asi hasta recuperar toda la palabra.

Observacion 1.35. Del proceso descrito antes tenemos que () es una tabla
estandar y tiene la misma forma que P.

2 2[2] [1]4]
() (> 3]’ 30 2
; 53]
1]2] [1]4] 1]2]2] [1]4]6] 1[1]2] |[1][4]6
2] 2 2 2 2 27
3] [3] 3] 3] 3 3
5] [E] 5] 5] 5] 5]

Figura 1.8: Parejas de tablas correspondientes a la palabra 5322121 que se ob-
tienen paso a paso segin el algoritmo descrito antes.

La correspondencia que acabamos de mencionar nos da una biyeccién entre
palabras de longitud m y parejas de tablas de la misma forma con m cuadros
y la segunda tabla estandar. Realmente lo que importaba al realizar el proceso
inverso para recuperar la palabra eran justo esas dos restricciones, que las tablas
tuvieran la misma forma y la segunda fuera estdndar. Esta correspondencia se
puede ver atin mas general si no restringimos que la segunda tabla sea estandar.

Definicién 1.36. Llamamos arreglos a las matrices de nimeros naturales de

la forma ( &+ -0 dmo)
p1r P2 ... Pm
. s . a 42 ... Gm
Definicién 1.37. Decimos que un arreglo esta ordenado
P1 P2 --- Pm

lexicograficamente si cumple que ¢ < ¢ < ... < @, y si para algin ¢ y j con
¢ < j ocurre que g; = g; entonces p; < p;.

Notemos que esta nocion generaliza a las permutaciones (arreglos de dos filas
donde las entradas del primer renglén son los niimeros del 1 al n en ese orden
y las entradas del segundo renglén son cualquier revoltura de los niimeros del 1
al n).
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Teorema 1.38 (R-S-K). Las parejas de tablas de la misma forma estin en
correspondencia biyectiva con los arreglos ordenados lexicogrdficamente.

Demostracion. Dado un arreglo en orden lexicograﬁco( @2 A ) to-

b1 P2 ... Pm
mamos las tablas y , insertamos py en la primera tabla, y colocamos un
cuadro en la segunda tabla en la misma coordenada que donde se agregd el
cuadro al insertar ps, en ese cuadro ponemos ¢z, y asi nos seguimos con los
siguientes nimeros del arreglo, a la tabla donde insertamos las p’s la llamamos
P,y ala otra tabla la llamamos @, esta tltima es una tabla debido al Lema 1.11
v a que el arreglo esta en orden lexicografico, ademéas P y @ tienen la misma
forma.

Ahora si P y (Q son tablas de la misma forma con m cuadros entonces a la
pareja (P, Q) la pondremos en correspondencia con un arreglo lexicografico de
la siguiente manera: de ) elegimos el cuadro con la entrada mas grande y la
quitamos, en caso de haber dos iguales elegimos la que este més a la derecha, de
P tomamos el mismo cuadro y realizamos la insercién inversa, esto nos devuelve
dos naturales ¢, ¥ pm, estos seran las entradas de la altima columna del arreglo,
con las dos nuevas tablas hacemos lo mismo, obteniendo entonces dos naturales
Qm-1Y Pm—1, estos seran las entradas del arreglo en la pentiltima columna,
y asi nos seguimos hasta terminar con los cuadros de las tablas. Por como
fuimos eligiendo las p;’s se tiene que el primer renglon del arreglo esta en forma
creciente. Supongamos que hay g;—1 = ¢;, por el Lema 1.11 se sigue que p;—1 <
p;, asi el arreglo obtenido esta en orden lexicografico. Estas dos relaciones son
inversas una de la otra por lo tanto tenemos la biyeccion. O

A esta correspondencia se le conoce como la correspondencia de Robinson-

111 2 3)
le corres-

Schensted-Knuth. Por ejemplo al arreglo a = ( 4 4 4 1 3

ponde la pareja de la Figura 1.9 bajo esta funcién.

([@,0) (EE,00) ([EEE, D)

<i4|4" ; 1|1\> <411?14" ;;1\)

Figura 1.9: Parejas de tablas correspondientes al arreglo a que se obtienen paso
a paso segun el algoritmo descrito antes.

Definicion 1.39. A las tablas Py Q correspondientes a un arreglo lexicografico
a se les denomina tabla de insercién y tabla de registro respectivamente.

Observacion 1.40. Una palabra wiws ... w,, esta relacionada de manera na-

2 .om . Ahora si P y @ son tablas de la

tural con el arreglo
wy Wy ... W
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misma forma, con ) estandar entonces el segundo renglon del arreglo correspon-
diente bajo Robinson-Schensted-Knuth es justo la palabra que se obtendria en
la relaciéon descrita al inicio de este capitulo, y las entradas del primer renglon
son los nimeros del 1 hasta m en ese orden, donde m es el tamano de la forma
de las tablas. Mas atn si P es estandar, el arreglo correspondiente a la pareja,
es una permutacion.

Todo lo anterior queda resumido de la siguiente manera:

Observacion 1.41. Sean P y @ tablas de la misma forma, y sea a el arreglo
en orden lexicografico que le corresponde a (P, Q) bajo la correspondencia de
Robinson-Schensted-Knuth entonces?:

1. a tiene m entradas en cada renglon si y solo si tanto P como @ tienen
m cuadros. Ademas las entradas de @ son las mismas que las del primer
renglon de a, y las entradas de P son las mismas que las del segundo
renglon.

2. a es una «palabray si y sblo si Q) es estandar.
3. a es una permutacion si y sélo si tanto P como ) son estandar.

Los arreglos lexicograficos son de importancia puesto que asi y solamente asi
la tabla de registro correspondinete resulta ser semiestantar. Teniendo esto en
mente notemos que es posible asignarle una pareja de tablas a cualquier arreglo
a, simplemente ordenéndolo lexicograficamente y luego correspondiéndolo me-
diante R-S-K. Lo relevante para poder asignar una pareja de tablas a cualquier

i
arreglo es que tantas veces aparece j como columna en el arreglo.

Es sabido que a cualquier permutacion se le puede asociar una matriz llama-
da matriz de permutacién. Basandonos en lo mencinado antes esta asociacion
se puede generalizar a cualquier arreglo a, lo que hacemos es tomar la matriz A

tal que la entrada a; ; = r donde r es la cantidad de veces que ; aparece

como columna en a. Observemos que el niimero de columnas de la matriz seré el
nimero mas grande que aparece en el segundo renglon del arreglo, y el niimero
de renglones de la matriz sera el nimero mas grande que aparece en el primer
renglon del arreglo.

Con esto hemos codificado a los arreglos, y entonces podemos pensar tanto
en ellos, como en matices con entradas en los enteros no negativos, como en

parejas de tablas. Por ejemplo el arreglo ( le g le ? le ) ordenado lexico-

2 3

graficamente seria ( 4 le i 1 3 ) y le corresponde la pareja de la Figura

2Robinson primero estudié sélo el caso 3., posteriormente junto con Schensted generalizaron
al caso 2., y finalmente Knuth logro algo mas general obteniendo la correspondencia que dimos
en este capitulo.
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0 00 3
19ylamatriz [ 1 0 0 0
0 01 0

Observacion 1.42. Las matrices correspondientes a parejas donde la segunda
tabla es estandar son aquellas que tienen un uno por rengléon y el resto ceros.
Si la primer tabla también es estandar entonces se tiene que la matriz es una
matriz de permutacion.

Definicién 1.43. Si una tabla sesgada S tiene p; 1’s, o 2’s, ..., ¥ i m’s en
su imagen, decimos que S tiene contenido (u1, f2, ..., fim)-

Una aplicaciéon de la correspondencia R-S-K que sera ttil es la siguiente
proposicion, para verla a detalle ir a [Fult, pag. 50].

Proposicion 1.44. Sean X\ y u = (u1, 42, ..., thm) particiones de n y o una
permutacion en Sy,. Hay tantas tablas de forma \ con contenido p como tablas
de forma X con contenido (L (1), fo(2)s s Ho(m))-

1.4. La regla de Littlewood-Richardson

En esta seccién nos concierne estudiar unos coeficientes llamados coeficien-
tes de Littlewood-Richarson, los cuales son de importancia puesto que éstos
aparecen al hacer productos en el monoide plactico. La pregunta con la que
empezamos es: dada una tabla V' jde cuantas maneras se puede factorizar como
producto de dos tablas Ty U7, veremos que esto realmente no depende de las
tablas en si, sino de su forma; ademas existen unas tablas sesgadas especiales
que nos ayudaran a calcular estos nimeros. Hay muchas técnicas para calcular
estos coeficientes (ver [PV]). Pero aqui sélo nos enfocaremos en dos.

Definiciéon 1.45. Sean A, u, v, particiones tales que || + |u| = |v|, y sean W

y V tablas de forma p y v respectivamente, definimos los siguientes conjuntos:
1) I\, V) ={(T,U)|T tabladeforma Ay U tablade formay, T-U = V'}
2) R(v/\, W) :={S|Sesdeformav/\, y Rec(S) = W}

Lema 1.46. Si A\, u,v son particiones, y W y V son tablas de forma p y v, se
tiene que [I(\, p, V)| = |R(v/A, W)].

Para demostrar el lema es necesario utilizar otro resultado el cual s6lo enun-
ciaremos, para ver en detalle la demostraciéon recurrir a [Fult, p. 58].

Proposicion 1.47. Sean U y W tablas de la misma forma y sea T una tabla
wr w2 m > correspondiente
(5] U2 ... Um

a (U,W) bajo RSK, y R = (...((T < u1) < uz) « ...) < Up,. Si tomamos la
tabla sesgada S cuya forma es la forma de R menos la forma de T, con entradas
w; en el cuadro que aparece en el i-ésimo paso de la insercidn, entonces se tiene
que Rec(S) = W.

cualquiera, consideremos el arreglo a = (
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Por ejemplo si tomamos el par de tablas de la Figura 1.9, su arreglo co-
1]2
3
entonces se obtienen las tablas de la Figura 1.10, de donde si rectificamos la
tabla sesgada de la derecha nos queda la tabla de la segunda entrada del par
con el que iniciamos.

rrespondiente, y la tabla y realizamos lo mencionado en la proposicion,

’wm»—l

Figura 1.10: Par de tablas obtenidas usando la Proposicion 1.47

Demostracion. Lema 1.46. Daremos una funciéon biyectiva entre ambos conjun-
tos. Sea (T,U) € I(A, u, V'), tomemos el arreglo lexicografico ( 1;)11 o Z}m >
cee Up
que bajo RSK corresponde a la pareja (U, W). Primero veamos que T - U =
(.(T < u1) < ...) « upy , por la unicidad del Teorema 1.28 y el proce-
dimiento canonico tenemos que w(U) =g uj...un, de donde se sigue que
wTwU) = w(T)uy...up=k w((...(T < u1) < ...) < wy,) , ahora por
la Proposicién 1.26 y de nuevo por la unicidad se tiene lo deseado. Aplicandole
al arreglo y a U,W yT la Proposiciéon 1.47 tenemos una tabla sesgada S de
forma v/\ cuya rectificacion es W, por lo tanto S € R(v/A\, W) que es el que
asociamos a (T,U).

Daremos ahora la inversa de la funcion, sea S € R(v/A\, W) , consideraremos
una tabla X de forma A con entradas menores a las de S (posiblemente negati-
vas), y consideramos la tabla X’ de forma v cuyas entradas son las mismas que
las de X en A y las mismas que S en v/\, ahora tomemos el par (V, X’) y su
X1 ... Ty W1 ... Wy

arreglo correspondiente bajo RSK . Del arre-
th ... tp ur ... Uy
glo ( 3;1 o gtcm > tenemos el par (T, X') de donde T es de forma \; tomando
1 A m
w1 e Wiy . , ..
ahora ( v u y su correspondiente par (U, W), de la proposicion
1 m

anterior se sigue que como T - U = (..(T « uy) < ...) « uy,) = V entonces
W’ = Rec(S) = W por lo que U es de forma pu, asi (T,U) € I(A, u, V). Este es
el par que le asignamos a S. O

Corolario 1.48. La cardinalidad de I(\, p,V)yde R(v/\, W) no dependen de
la eleccion de V. y W, sdlo de su forma.

Definicién 1.49. Denotamos por cf u 2 la cardinalidad de los conjuntos an-
teriores. A dichos ntumeros se les conoce como coeficientes de Littlewood-
Richardson.

Observacion 1.50. Si A, p, y v son particiones tales que ||+ |u| # |v| entonces
se tiene que CK,;L =0.
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De la igualdad entre cardinales de los conjuntos I(A, u, V)y R(v/A\, W) se
pueden encontrar otras relaciones como por ejemplo, estos son del mismo tamano
que los conjuntos R(&/A, W)y I(u, A, V) donde W~ es una tabla de forma el
conjugado de la forma de W. Asi entonces se obtienen las igualdades cf u =

cK:)M, = C;Vw\‘
Definicioén 1.51. Decimos que una palabra xz = z1x5 ... z,, es de Yamanouchi
si para cualesquiera i, j € [m] se cumple que x; . . . z,, tiene mayor o igual namero
de j’s que de j + 1’s. Por ejemplo la palabra 13423211 es de Yamanouchi pero
22433211 no lo es.

Esta deficinicién es importante pues de ella partimos para dar una forma
alternativa de calcular cf ,.

Lema 1.52. Si una palabra x es de Yamanouchi entonces cualquier palabra
Knuth equivalente a x también es de Yamanouchi.

Demostracion. Basta ver que la propiedad de ser Yamanouchi se conserva bajo
transformaciones de Knuth.

Caso 1. Se tiene la palabra z;...yzw...x,, con w < y < z entonces se realiza
la transformacion z;...ywz...xy; si y = z tenemos que, si hasta a w habia k
w’s entonces habia a lo mas k — 2 z’s por lo que al realizar la transformacion
la palabra sigue siendo Yamanouchi. Si tomamos ahora y < z tenemos que, si
hasta y habia k w’s entonces a lo més hay k y’s por lo tanto hay a lo méas k — 1
2’s por lo que de nuevo la propiedad de ser Yamanouchi se conserva después de
la transformacion.

Caso 2. La palabra es de la forma z;...ywz...x,, y se realiza la transformacion
Z1...WYZ...Ty puesto que y < z < w; si y = z es inmediato, y si y < z tenemos
que, si hasta y hay k w’s entonces al menos hay k y’s y k z’s por lo que al hacer
la transformacion la propiedad de ser Yamanuchi se conserva. O

Observacion 1.53. Si T es una tabla de forma A cuya palabra es de Yama-
nouchi entonces T es de contenido A, y viceversa si T es de forma y contenido
A entonces su palabra es de Yamanouchi. Hay una tnica tabla cuyo contenido
es igual a su forma la cual es llamada tabala canonica y se denota como 7T .

Por ejemplo la tabla cuyo contenido es (5,3,2,1,1) es la tabla de la Figura
1.11, ademas su palabra es 543322211111 la cual claramente es Yamanouchi.

1[1]1]1]
2
3

’O‘!|»J>COL\DH

Figura 1.11: T(5’372’1,1) .
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Definicion 1.54. Una tabla sesgada se llama tabla de Littlewood-Richarson
o simplemente tabla LR, si su palabra es de Yamanouchi.

Corolario 1.55. Una tabla sesgada S de contenido X\ es de Littlewood-Richarson
sty solo si Rec(S) = Ty.

Demostracion. Por la Proposicion 1.27 tenemos w(S) = w(Rec(S)), ahora por
el Lema 1.52 w(Rec(5)) es de Yamanouchi, , y por la Observacion 1.53 se tiene
la igualdad. O

Corolario 1.56. Para cualesquiera particiones A\, u,v se tiene que hay W
tablas sesgadas LR de forma v/ y contenido p.

Demostracion. Gracias al Corolario 1.55 se tiene que S € R(v/\,T),) si y solo
si S es LR. O

1.4.1. Anillo de monoide

En general dado un monoide (M,-) y un anillo A, es posible extender a M
a una estructura de anillo (A[M], +,-), de la siguiente forma, definimos

AM] = {f: M — A| fesfunciény [f~(A/{0})| € N}

asi la operacion + es la suma de funciones, y si f,g € A[M]y m € M definimos

(f-g)m)= > f(k)g(l)
(k,)EM x M
k-l=m

A (A[M],+,-) se le conoce como anillo de monoide y a sus elementos los
podemos ver como sumas formales. Es decir, a una funciéon f la podemos pensar
como la suma formal ), f(m)m, asi la suma de dos funciones f + g seria

> (f(m) + g(m))m.

meM

Y el producto f - g quedaria como

S X rwew)m.
meM (k,l)eMxM
k-l=m

Un caso particular es tomar a (T, ) y a Z, y fijarnos en su anillo de monoide
Z[(I,-)]; gracias a la regla de Littelwood-Richarson nos es posible conocer mas
el producto en este anillo.

Definicién 1.57. Al elemento Y T de Z[([},-)] donde la suma corre en las
tablas T de forma A y entradas en [m] lo denotamos como SY".
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Teorema 1.58. Para cuales quiera particiones A\ y p y cualquier natural m se
tiene la sigutente igualdad:

m mo__ § v m
S}\ 'S# — CA#SU .
v

Este teorema es debido a la Definicién 1.49 y al Corolario 1.48.

Este capitulo ha sido dedicado al estudio de las tablas, y al analisis de las
técnicas que nos permiten conocer méas sobre I'. Este monoide junto con Z[(I, -)]
son de suma importancia pues posteriormente mostraremos un homomorfismo
con el anillo de polinomios con numerables variables Z[z1,x2,...] el cual nos
ayudara a entender mas el comportamiento de las representaciones del grupo
simétrico S,,.



Capitulo 2

Teoria de Representaciones

En este capitulo se presenta un panorama general de G-moédulos, empezare-
mos viendo como éstos se relacionan con las representaciones de grupos, defini-
remos homomorfismo, asi como submédulos y reducibilidad. Estudiaremos qué
importancia tienen éstos en la teoria y llegaremos a un resultado importante
el cual es conocido como teorema de Maschke. Posteriormente trataremos unas
funciones llamadas caracteres que nos dan resultados en el comportamiento de
los G-modulos. Finalmente hablaremos de la relaciéon que tienen los G-modulos
y los H-moédulos cuando H es subgrupo de G. Este capitulo esta basado en
notas tomadas en un seminario impartido por Ernesto Vallejo, asi como en [JL]
por lo que gran parte de las demostraciones omitidas pueden encontrarse en este
altimo.

2.1. Representaciones y G-mo6dulos

Definicion 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, al conjunto
GL(V) = {T : V — V| T esunisomorfismo lineal} se le conoce como grupo
lineal general.

Definicion 2.2. Dado K-espacio vectorial V', una representacion de un grupo
G es un homomorfismo de grupos ¢ : G — GL(V).

Recordemos que el conjunto denotado como GL,,(K) es el grupo de matrices
invertibles de n x n con entradas en K.

Observacion 2.3. Toda matriz M € GL, (K) define una transformacion lineal
T: K" — K"y toda transformacion lineal de ese estilo tiene asociada una ma-
triz invertible, asi que podemos pensar a una representacion ¢ : G — GL(K™)
como un homomorfismo ¢ : G — GL,(K) al cual también llamaremos repre-
sentacion.

Algunos resultados de la teoria solo son validos cuando los espacios vecto-
riales son finitamente generados. Aunque algunas definiciones valen en general,

20
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apartir de aqui cuando hablemos de un espacio vectorial V' s6lo nos referiremos
a los de dimension finita.

Un ejemplo de una representaciéon para cualquier n es el homomorfismo
trivial. Esta representacion parece ser muy simple pero resulta ser 1til, ademés
asi todo grupo tiene al menos una representacion.

Definicién 2.4. Decimos que un grupo G actiia en un conjunto X si se tiene
una operacion * : G x X — X que cumple lo siguiente:

i) Para toda = € X y el neutro e de G se tiene que eg xx =z

ii) Para toda g,h € G y toda z € X se tiene que (gh) * x = g * (h * )

Definicion 2.5. Recordemos que el estabilizador de un elemento x € X es el
subgrupo G, = {g € G|g*z = z}.

Proposicion 2.6. Para todo g € G y todo © € X
Ggiaw = gG.g~t.
Demostracion. 2|. Sea ghg™! € gG,g™ 1, tenemos que (ghg~')(g * x) = gh * ,
y como h* x = x se sigue (ghg™')(g * ) = g * z, por lo tanto ghg™' € Gguy.
CJ. Sea h € Gguz, se tiene que g~'hg*x = g~lgxx = z, por lo tanto
g 'hg € Gu, asi h=g(g7 " hg)g™" € gG.g™". O

Recordemos que una actuaciéon * : Gx X — X nos define un homomorfismo
¢ : G — Sx del grupo G al grupo Sx (el grupo de permutaciones de X) de la
siguiente manera ¢(g)(x) = gxx. Y viceversa dado homomorfismo ¢ : G — Sx
podemos obtener una actuacion x : G x X — X definiendo g * x = ¢(g)(x).

Esta idea es de ayuda ya que si pensamos en un representacion ¢ : G —»
GL(V), esta induce una actuacion particular, la cuél le da a V una estructura
interesante llamada G-modulo.

Definicion 2.7. Sea K campo, V un K-espacio vectorial, y G un grupo, decimos
que V es un G-moédulo si existe una actuacion * : G x V.— V' que es lineal,
es decir, para cualesquiera v, w € V, cualquier g € GG, y cualquier k£ € K cumple
lo siguiente:

L ogx(v+w)=(g*v)+ (g% w),
2. gx(kv) = k(g *v).

Observacion 2.8. Todo G-modulo V' con la operacion x : G x V. — V nos
define un homomorfismo ¢ : G — GL(V) tomando ¢(g)(v) = g * v para toda
v €V yge G.Y viceversa dada una representacion ¢ : G — GL(V') podemos
obtener una actuacion lineal x : G x V' — V que nos definie un G-mddulo
haciendo g x v = ¢(g)(v) para todav € Vy g € G.

Definiciéon 2.9. Sea V un G-modulo finito con base B,y ¢ : G — GL(V) su
representacion asociada. Si g € G denotaremos a la transformacion ¢(g) como
mg 1 V. — V, que por la Obsevaciéon 2.8 my(v) = g * v para todav € V. A
la matriz asociada a m, en la base B la denotaremos como [g]}; o simplemente
[g]s si se sobrentiende a la representacion que nos referimos.
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Definicion 2.10. Notemos que G actta trivialmente sobre el campo K, es
decir, my(k) = k para toda k € K y toda g € G. Con esto K es un G-modulo al
que se le conoce como médulo trivial y se le denota como I. La representacion
asociada a este modulo es la representaciéon trivial tomando n = 1.

Nuestros fines son mas concretos, por lo que mas adelante tomaremos como
campo a C y cuando no sea necesario seguiremos con la generalizacion, también
por simplicidad en lugar de escribir g * v escribiremos gv.

Proposicion 2.11. SiV es un G-mddulo se tiene que para todo g € G, g0 = 0.

Demostracion. Utilizando la Definicion 2.7 se tiene la igualdad

90 = g(0+0) = (90) + (90) = 2(¢0)
por lo tanto g0 = 0. O

Ahora analizaremos dos nociones desde ambos puntos de vista, es decir,
tanto de representaciones como de moédulos.

Definiciéon 2.12. Decimos que una representacion ¢ : G — GL(V) es fiel si
es un monomorfismo.

Definiciéon 2.13. Dos representaciones ¢ : G — GL(V) y ¢ : G — GL(W)
son equivalentes si existe un isomomorfismo lineal f : V — W tal que la
funcion Cy : GL(V) — GL(W) que asocia T— f o T o f~! cumpla que
poCy = 1. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

G—5GLv)

X Jes

GL(W)

Observacion 2.14. Todo espacio vectorial de dimensién finita V' en el campo
K es isomorfo como espacio vectorial a K™ donde n = dim(V), por lo que
existe funcién lineal biyectiva f : V — K". Con esto toda representacion
¢ : G — GL(V) es equivalente a la representacion Cyo ¢ : G — GL(K™).

Observacion 2.15. En las representaciones la relacion de ser equivalentes es
de equivalencia.

Observacion 2.16. Notemos que si V' y W espacios vectoriales con bases B
y By respectivamente y ¢ : G — GL(V), y ¥ : G — GL(W) son represen-
taciones entonces ¢ y ¥ son equivalentes si y solamente si existe una matriz
invertible M tal que para todo g € G se tiene que [g]5 = M[g]gzM_l. Esta
matriz M es justo la matriz asociada a la funcién lineal f de la Definicion 2.13.

Observacion 2.17. Si consideramos el caso particular V = W en la Observa-
cion 2.16 entonces M es la matriz de cambio de base.
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Estas definiciones tienen su analogo en el lenguaje de médulos, por ejemplo
un G-modulo V es fiel si para todo g # eq € G existe v € V tal que gv # v. La
nociéon de equivalencia se ve reflejada en isomorfismos de G-moédulos los cuales
estudiaremos mas adelante.

2.1.1. Reducibilidad y G-submaédulos

Definicion 2.18. Sean V un espacio vectorial, W un subespacio vectorial de
V,y T :V — V una transformacién lineal, decimos que W es invariante bajo
TsiTW)CW.

Definicion 2.19. Decimos que W es un G-submodulo de un G-moédulo V' si W
es subespacio vectorial de V' y para todo g € G W es invariante bajo my.

Definicién 2.20. Si un G-mo6dulo V' # {0} tiene un submodulo propio no
trivial, diremos que V' es un moédulo reducible, de lo contrario diremos que es
un modulo irreducible. Por convencion diremos que el modulo tivial {0} es
reducible.

Como antes esta definicion también tiene interpretacion en el lenguaje de
representaciones. Una representacion ¢ : G — GL(V) es reducible si existe
una matriz M tal que para todo g € G la matriz M[g]? M~ es de la forma

0 C
de V, tomamos una base {wy,...,w} de W y la extendemos a una base para
V. Nos fijamos en el G-mo6dulo V' con esta nueva base y justo la matriz de la
funcion multiplicar por g es de la forma antes mencionada.

A B . .
( ; observemos que esto es asi puesto que si W es un submoédulo propio

Definicion 2.21. Un G-moédulo V' es completamente reducible si existen
dos submoédulos propios no triviales U y W de V tales que V. = U @& W. Por
convencion consideraremos al modulo trivial {0} como moédulo completamente
reducible pensando que es igual a la suma vacia.

En el caso que V sea completamente reducible existe una base B con la cual
la matriz asociada a la funcién multiplicar por g para todo g € G es de la forma
A 0 . . . -

( 0 C )7 donde A y C son la matrices asociadas a la funciéon multiplicar
restringida en U y W respectivamente.

Lema 2.22. Si un G-mddulo V' es completamente reducible entonces existen
submodulos irreducibles Vi, ..., V,,de V tales que V=V, & ... D V,,.

En este caso V tiene una base B tal que para toda g la matriz

Agr 0 0 0
0 Ay 0 0
9] = : N : ;

0 0 0 Agm

donde para toda i, Ay ; es la matriz de la funcién m, restringida a V;.
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2.1.2. Homomorfismos

Definiremos ahora la idea de homomorfismo de G-médulos, la cual debe
cumplir ser una funcién lineal y respetar la actuacion.

Definicion 2.23. Si V' y U son G-mddulos sobre un campo K, decimos que una
funcion £ : V — U es un homomorfismo de modulos si para cualesquiera
v,w€eV, ke K,y gée G se cumple lo siguiente:

1) §(v+w) = &(v) +§(w),

2) §(kv) = k&(v), y

3) &(gv) = g&(v).

Como siempre diremos que £ es monomorfismo si es inyectiva, epimorfis-
mo si es suprayectiva, e isomorfismo si es biyectiva.

Definicién 2.24. Diremos que dos G-moédulos V' y U son isomorfos si existe
un isomorfismo entre ellos y denotaremos este hecho como V 2 U. Esta idea es
muy general y lo que nos refleja es un cambio de nombre en los modulos, los
cuales tienen las mismas propiedades.

Teorema 2.25. Sean V y U G-mddulos, entonces V.= U si y sélo si las
representaciones asociadas a cada modulo son equivalentes.

Para encontrar mas detalle sobre este teorema ver [JL, p. 64].

Definiciéon 2.26. Para cualquier homomorfismo de G-modulos € : V. — U,
llamamos nucleo de ¢ al conjunto ker(§) = {v € V |{(v) = 0}. Al conjunto
im(¢) = {u € Ulexistev € Vt.q.£{(v) = u} lo llamamos imagen de &.

Proposicion 2.27. Si V y U son G-mdodulos, y & : V— U es un homo-
morfismo de G-mddulos, entonces im(§) y ker(§) son G-submddulos de U y V
respectivamente.

Demostracion. Por ser £ una funcion lineal se tiene que ker(£) es un subespacio
de V y im(§) es subespacio de U, veamos que son invariante bajo la multiplica-
cion en G, tomemos g € Gy v € ker(€), de la Definicion 2.23 3) y la Proposicion
2.11 se sigue que &(gv) = g&(v) = g0 = 0 por lo tanto gv € ker(€); ahora tome-
mos u € im(&), por estar en la imagen existe y € V' tal que £(y) = u, ademas de
la Definicion 2.23 3) se sigue que gu = g&(y) = £(gy) por lo tanto gu € im(§)
como se queria. O

Corolario 2.28. Si para un G-mddulo V' existe un homomorfismo no inyectivo
y no trivial cuyo dominio sea V entonces V' es reducible.

2.1.3. El Algebra de grupo

En general dado un conjunto X es posible extenderlo a un K-espacio vecto-
rial el cual denotamos por K[X]. Formalmente podemos pensarlo de la siguiente
manera: tomamos el conjunto

{f: X — K| fesfunciény |f~*(K\{0})| € N}
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con la suma de funciones usual (la cual vuelve a caer dentro del conjunto pues
su soporte resulta finito) y (kf)(z) = k(f(z)) para toda k € K y toda € X.
Ahora podemos escribir los elementos de dicho conjunto como sumas formales,
es decir, )y f(x)x corresponde a la funcion f. Con esta notacion la suma se
convierte en una suma «coordenada a coordenaday es decir

S f@e+ 3 gwe = 3 (@) + g(a))a,

zeX zeX zeX

y el producto por un escalar k seria de la forma

kY f@)z =) (kf(x)).

reX reX
Observaciéon 2.29. El conjunto X es una base para K[X].

Proposicion 2.30. Sea V' un espacio vectorial con base B = {v1,..,v,}; V tiene
estructura de G-mddulo si y solamente si existe una funcion x : G x B — V
que para cuales quiera v; € B, y cualquier g, h € G cumple que:

1) eq * V; = Uy

2) (gh) * v; = g * (h*v;)
Demostracion. Si 'V tiene estructura de G-modulo el resultado es inmediato de
la definicion, por otra parte si tenemos una funciéon * : G x B — V que cumpla
1) y 2) solo basta extenderla linealmente a todo V. O

Observacion 2.31. Si X es un G-conjunto, gracias a la Observacion 2.29 y
a la Proposicion 2.30 podemos dar estructura de G-moédulo a K[X]. Mas atn
gracias a la operacion que tiene G podemos darle estructura de algebra a K[G]
definiendo un producto para cualesquiera dos elementos digamos Y e kgg y
> he rh de la siguiente manera:

> kyg (Zrhh>:z > kgra |l

geqG heG leG g,heGy gh=l

A esta algebra se le conoce como algebra de grupo; notemos que con esta
estructura se tiene de manera natural que K[G] es un G-modulo. A este G-
modulo se le conoce como médulo regular, el cual tiene la propiedad de ser
fiel, ademés opera sobre cualquier otro G-moédulo V.

Definicion 2.32. Sea V un G-modulo en el campo K y sea v € V, para
cualquier elemento k =Y _ kg9 € K[G] definimos la operacion:

kv = Z kg(gv).

geG

geG

Observacion 2.33. Si X y Y son G-conjuntos finitos entonces
KIXUY]|2 K[ X]® K[Y].

El moédulo regular es de interés ya que mas adelante nos permitira conocer
un conjunto de médulos irreducibles para los grupos finitos.
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2.2. Teorema de Maschke

Existe un teorema muy importante para la teoria, el cual nos ayuda a co-
nocer mejor los moédulos, pues gracias a él nos basta con echar un vistazo a los
modulos irreducibles para conocer el resto de los médulos, antes de enunciar
dicho teorema es necesario un resultado preliminar.

Definicioén 2.34. Sea V' un espacio vectorial, una proyeccion es una transfor-
macion lineal T: V — V tal que T2 =T.

Lema 2.35. 5S¢V es un espacio vectorial y T' una proyeccion entonces se tiene
que V =ker(T) @ im(T).

Demostracion. Por ser T una transformacion, la im(T") es un subespacio de V,
veamos que ker(T) Nim(7T") = {0}; sea w € ker(T) Nim(T), por estar w en la
imagen se tiene que existe un w’ € V tal que T'(w’) = w. Ahora por ser T una
proyeccion y como we ker(T), se cumple que T(w’) = T(T(w')) = T(w) = 0,
por lo tanto w = 0. Con esto solo basta ver que V = ker(T) + im(T), sea
v € V, tenemos que v = (v — T'(v)) + T'(v), es claro que T'(v) € im(T"), ademas
tenemos que T'(v — T(v)) = T(v) — T(T(v)) = T(V) — T'(v) = 0 por lo tanto
v—T(v) € ker(T). O

Hasta este punto estamos aptos para enunciar uno de los teoremas mas
importantes dentro de la teoria y que nos sera util para continuar con nuestro
estudio.

Teorema 2.36 (de Maschke). Sea G un grupo finito, V un K-espacio vectorial
de dimension finita, si V' es un G-mdodulo reducible y la caracteristica de K no
divide a |G| entonces V' es completamente reducible.

Demostracion. Sea W un G-submodulo de V' con base {w1,...,ws}, extende-
mos dicha base a una base para V, digamos {wy, ..., Wk, Wmi1,...,wy},y defi-
nimos el subespacio W’ como el subespacio generado por {wp41,. .., Wy}, con

esto tenemos que V = W @ W', ahora tomamos la proyeccion 7 : V — W la
cual a cada vector v = w—+w’ le asigna w. A partir de esta proyeccion crearemos
un homomorfismo £ de G-modulos entre V' y W de la siguiente manera

&(v) ‘G|Zg 7(gv).
geG

La & es una funcién lineal ya que 7 y la funcion multiplicar por ¢ lo son, s6lo
nos hace falta ver que cumple la Definiciéon 2.23 3). Sea h € G, tenemos que

£(hv) ng Lr(ghv) = Gthl m(l) —hGle 7(lv) = hé(v).
| |q€G | |l€G | |l€G

Por lo tanto £ es homomorfismo de médulos. Ahora probaremos que £ es una
proyeccién cuya imagen es W. Como W es G-modulo, y para todo w € W se
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tiene que 7(w) = w, entonces

1 1 1
((w) = — ¢ tn(gw) = — g tgw = — w = w.
) =t 20 ™) = g 2, P>

geG

Ahora dado que para toda v € V se tiene que £(v) € W entonces £(£(v)) = £(v),
ademaés im(¢) = W. Ahora por Lema 2.35 y la Proposicion 2.27 V' = ker(§) @ W
con ker(§) y W submodulos de V. O

2.2.1. El Algebra de grupo y los submoédulos irreducibles

Como menciondbamos en la Seccion 2.1.3, el algebra de grupo resulta in-
teresante pues de ella se pueden obtener submoédulos irreducibles tales que para
cualquier otro moédulo irreducible se tiene un isomorfismo con alguno de ellos.
Estos resultados salen a partir del Teorema de Maschke y el Lema de Schur el
cual enunciaremos.

En lo que concierne a partir de aqui tomaremos GG como un grupo finito y a
C como el campo.

Lema 2.37 (de Schur). Sean V y U G-mddulos irreducibles. Se cumple que:

1. Si&:V — U es un homomorfismo, entonces £ =0 ¢ £ es un isomorfismo
de mddulos.

2. S5i&:V — V es isomorfismo de mddulos, entonces es un multiplo escalar
de la identidad idy .

Demostracion. 1. Supongamos que £ # 0, como & es homomorfismo se tiene que
ker(§) es un submodulo de V', por lo tanto ker(¢) = 0. De la misma manera por
ser W irreducible se tiene que im(§) = W. Asi £ es un isomorfismo.

2. De la teoria del algebra lineal sabemos que £ tiene un valor propio A € C,
por lo tanto existe v # 0 € V tal que £(v) = Av, es decir, ker(§ — Aidy) # {0}.
Como V es irreducible y ker(§ — Aidy) es un submodulo de V' se concluye que
ker(§ — Midy) = V. Por lo tanto para toda v € V' se tiene que (£ — Aidv)(v) =0,
es decir, para toda v € V £(v) = Aidy (v). O

Definicién 2.38. Un conjunto completo de G-mddulos irreducibles Z,
es un conjunto tal que:

1. Para cualquier G-mo6dulo irreducible V existe I € 7 tal que V = 1.
2.8 I, I'eZyI+#1 entonces I Z1I'.

Proposicion 2.39. Sean V y U G-mddulos y sea £ : V — U un homomorfis-
mo, entonces existe un submddulo W de V' que cumple que V =ker(§) @ W y

>~ im(¢).
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Demostracion. Como ker(€) es un submoédulo de V' por consecuencia del Teo-
rema de Maschke existe W tal que V' = ker(§) @ W. Si restringimos £ a W se
sigue que £ es un monomorfismo por lo tanto W 2 im(¢). O

Proposicion 2.40. Sea V un G-mddulo de la forma V=V, @& ... ® Vi donde
los Vi ’s son irreducibles, entonces para cualquier submddulo irreducible W de V
se tiene que W =2V para algin j € [k].

Demostracion. Tomamos j € [k] para la cual la restriccion a W de la proyeccion
mj : V. — Vj no es la trivial. Es inmediato ver que 7;|W es un homomorfismo,
la cual por el Lema de Schur es biyectiva por lo tanto W = V;. O

Teorema 2.41. Sea C[G] el mddulo regular con C[G] = C1 & ... ® C; donde
cada C; es irreducible, entonces para cualquier G-mddulo irreducible U se tiene
que U = C; para alguna j € [l].

Demostracion. Sea U un G-mddulo irreducible, para cualquier vector u # 0 € U
no es dificil ver que el conjunto {cu |c € C[G]} es un submédulo de U, pero por
ser U irreducible se tiene que U = {cu | c € C[G]}. Si definimos ¢ : C[G] — U
tal que £(¢) = cu, tenemos un epimorfismo. Por la Proposicion 2.39 existe W
submodulo de C[G] tal que W = U, ahora por la Proposicién 2.40 W = C; para
algin j, por lo tanto U = Cj. O

Teorema 2.42. Sea C[G] = C1 @ ... ® C; el mddulo regular como en el teorema
anterior, y sea U un G-mddulo irreducible entonces U es isomorfo a exactamente

dim(U) sumandos de C[G].
Teorema 2.43. Sea T un conjunto completo de G-mddulos irreducibles entonces

se tiene la igualdad
> dim(I)2= |G|
Iez

Las demostraciones de estos teoremas implican definiciones que para el pro-
posito de esta tesis no son necesarias (ver [JL, Cap. 11]).

2.3. Caracteres

Definicion 2.44. Sea A una matriz de tamano n x n con entradas en C, defini-
mos la traza de la matriz tr(A) como la suma de los elementos de la diagonal,

es decir .
tI‘(A) = Z (7%
i=1

Observacion 2.45. Para cuales quiera dos matrices A y B de tamafio n X n,
se cumple lo siguiente:

L. tr(A) + tr(B) = tr(A + B);
2. tr(AB) = tr(BA);
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3. Si C es una matriz invertible de n x n entonces tr(A) = tr(CAC™1).

Definicion 2.46. Sea V un G-moédulo con base Bi, decimos que la funcion
xv : G — C tal que xv(g) = tr([g]s,), es un caracter de V. Al caracter xp
del moédulo trivial lo llamaremos caracter trivial y lo denotaremos como 1.

Observacion 2.47. Gracias a la Observacion 2.45.3 se tiene que el caracter no
depende de la base elegida puesto que dadas dos bases B, By y la matriz de
cambio de base M se tiene que xv (g) = tr([g]s,) = tr(M[g]lz, M) = tr([g]5,)-

Diremos que xy es un caracter de G. Si V' es reducible entonces diremos que
xv es reducible, y si V es irreducible entonces diremos que xy es irreducible.

Proposicion 2.48. Sea V un G-mddulo y xv su cardcter, etonces para toda
g,h € G se cumple que:

1) xv(g™") = xv(g);
2) xv(hgh™') = x(9).

Demostracion. Para todo g € G existe una base B en la cual

et 0 0 0
0 €% o 0
9l =

0 0 0 e
(ver [JL, Cap. 9]) por lo tanto xv (g) = €' + €% + ... + ¢ ademas se tiene
que [g]glg~ '] = I, por lo que
e 0 0 0

[Q}B: :
0 0 0 e n

de esa igualdad y de la igualdad e~ = e se concluye que

Xv(gfl) — ef’iel +€7’i02 + . +€7’i0n
= e feif2 . 4 eiln
=ef1 4 eif2 | 4 eibn

= xv(9)-

La parte 2) es inmediata puesto que tr([hgh™!]) = tr([h][g][h]~}) v por la
Observacion 2.45 3. se tiene que tr([hgh™!]) = tr([g]). O

Observacion 2.49. Si V es un G-moédulo, xy su caracter y eq el neutro de G,
entonces se tiene que xy(eg) = dim(V).

Definicién 2.50. Diremos que xv (eq) es el grado de xy .



CAPITULO 2. TEORIA DE REPRESENTACIONES 30

Proposicion 2.51. Sean V y U dos G-mddulos isomorfos entonces xy = Xu-

Demostracion. Del Teorema 2.25 se tiene que como V' y U son isomorfos enton-
ces sus representaciones asociadas ¢ y 1 son equivalentes. Por lo tanto existe
una transformacion lineal biyectiva f : V — U tal que para toda g € G
[9]? = [f]lg]?[f]~', donde [f] denota la matriz asociada a f con respecto a dos
bases de V' y U respectivamente. Asi por la Obsevacion 2.47 xv(g9) = xv(g). O

Definicion 2.52. Al caracter del modulo regular lo llamamos caracter regu-
lar y lo denotamos como Xreg-

Observacion 2.53. El carécter regular de un grupo finito G esta dado de la

siguiente manera
_J 1G] st g=ec
Xreg(g) - { 0 Si g # ec

Esta observacion es inmediata ya que xyeg(eq) = dim(C[G]) = |G|, ademas
tomando a G como base se tiene que para toda g la matriz [g] es una matriz de
permutacion. Supongamos que para cierto go la matriz [go] tiene algtn uno en
la diagonal etnonces existe h € G tal que goh = h por lo tanto go = hh™! = eg,
por lo tanto si g # eg entonces X,eq(g) = 0.

Proposicion 2.54. Sea V un G-mddulo tal que V=V, ® Vo & ... DB V) donde
los Vi’s son submddulos de V', entonces se tiene que xyv =Y ;4 Xv;-

Demostracion. Esxiste una base B de V' tal que para todo g € G se tiene que

Agr 00 0
0 Ao 0 0
l9]s = : - : ’

0 0 0 Agk
donde las A, ;’s son las matrices de la transformacion mg restringida a cada
V; respectivamente. Por lo tanto para toda g € G se da la igualdad tr([g]g) =

S tr(Ay,), es decir, xv(9) = S5 xvi (9). O

Definiciéon 2.55. Sea T = {I1,...I;} un conjunto completo de G-moédulos
irreducibles, llamamos conjunto completo de caracteres irreducibles de
G al conjunto C(G) = {x1,,---X1,}-

Observacién 2.56. Gracias a la Proposicion 2.51 tenemos que C(G) no depende
de la eleccion de 7.

Corolario 2.57. Para todo cardcter x de G existen naturales ny,...,n, tal que
X =nix1+ ...+ n.x, donde los x;’s son los elementos de C(G). Y viceversa
toda funcion de la forma x =nix1 + ...+ nrX- €s un cardcter.

Este corolario es debido al Teorema de Maschke y a la Proposicién 2.54.
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2.3.1. Producto interno

Existe un producto interno en el espacio de funciones que van de un grupo G
al campo C. Este producto interno resulta relevante pues aplicarlo a caracteres
del grupo nos da informaciéon de importacia. Ademés nos permitird dar una
caracterizacion para los modulos isomorfos.

Definicién 2.58. Diremos que una funciéon f : G — C es una funcién de
clase si para cualesquiera g,h € G se cumple que f(g) = f(hgh™!). Por la
Proposicion 2.48 tenemos que los caracteres de GG son funciones de clase.

Definicién 2.59. Dado un grupo G definimos CI(G) como el conjunto de fun-
ciones de clase.

Observacién 2.60. Para cualquier grupo G se tiene que CI(G) es un C-espacio
vectorial. Una base para este espacio consta de las funciones que hacen uno a
algin elemento de G y a la clase de conjugacion de éste, y cero en el resto. Asi
dim(CI(Q)) es igual al namero de clases de conjugacion.

Definicion 2.61. Recordemos que en un C-espacio vectorial V| a una funciéon
(-, : V. x V — C se le conoce como producto interno si cumple que para
toda u,v,w eV yceC

L (u,v) = (v, u);
2. (kv +u,w) =k (v,w) + (u,w);

3. si u # 0 entonces (u,u) > 0.

Definicién 2.62. Definimos la funcion (-,-) : CI(G) x Cl(G) — C donde a
cada par (p, 0) lo manda como sigue

p.0) = 15 3 0la
geG
Observaciéon 2.63. La funcion (-,-) es un producto interno en Cl(G).

Proposicion 2.64. Para cualesquiera ¢, caracteres de G se cumple que

(@, 1) = (p, ).

Demostracion. De la Proposicion 2.48 tenemos que o(g) = ¢(971) v ¥(g) =
¥(g~1), gracias a esto y a la conmutatividad en C se cumple que

(0,9 (g U(g™h)
|G| > elavls™) = g7 2 U
como G ={gt|ge G} se sigue que

|G| D wlgele) = i = S el = ).

geG geG
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Teorema 2.65. Sean V y U G-mddulos irreducibles con caracteres xyv y Xu
respectivamente, entonces

( y_[ 1 veu
Xv,XU) = 0 si V%U

Para la prueba de éste teorema es necesario conocer varios resultados, los
cuales no aparecen en su totalidad en esta tesis. Para profundizar mas se puede
recurrir a [JL, C. 14]

Proposiciéon 2.66. Sean V y U G-mddulos irreducibles tales que xv = xu
entonces se tiene que V = U.

Demostracion. Por el Teorema 2.65 tenemos que (xv, xv) = 1,y como xv = xu
entonces se tiene que 1 = {xv,xv) = {xv, xv), de nuevo por el Teorema 2.65
concluimos que V = U. O

Gracias al Teorema de Maschke, a la Proposiciéon 2.54, y al Teorema 2.65
tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.67. Para todo G-mdédulo V, siV =V, ® Vo ® ... D Vi con los V;’s
sunmddulos irreducibles, entonces (xv, xv,) es el nimero de veces que V; aparece
en la suma directa, mds aun se tiene que

xv= Y (xv.xx

X€C(G)

Corolario 2.68. El subconjunto C(G) es linealmente independiente. Por lo tan-
to es una base de CI(G).

Corolario 2.69. Sea V un G-mddulo, entonces V es ireducible si y sdlo si
(xv,xv) =1

Corolario 2.70. Para cualesquiera dos G-mddulos V y U se tiene que V =2 U
sty solo st xy = Xu-

Para terminar esta seccién cabe comentar que el conjunto de caracteres de
un grupo G es un Z-moédulo (en el sentido de modulo sobre un anillo) el cual
gracias al Corolario 2.68 tiene como base a C¢ = {x1,...,x:}- A tal conjunto
lo denotaremos como R(G) el caal es igual a la suma directa Zx, @ ... ® Zy;.

Otro detalle importante es que gracias al Corolario 2.68 y a la Observacion
2.60 |Cq| es igual al nimero de clases de conjugacion de G.

2.4. Restriccion y médulos inducidos

Resulta natural definir un H-mo6dulo a partir de un G-médulo cuando H es
subrgrupo de G, pero jesto es posible al revés? es decir, dado un H-moédulo jes
posible darle estructura de G-modulo si tenemos que H es subgrupo de G? Esta
seccion esta dedicada a comprender esta pregunta.
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2.4.1. Producto tensorial

Existe un espacio importante relacionado con el conjunto V' x W cuando V
y W son dos espacios vectoriales sobre un campo K. Este espacio es conocido
como el producto tensorial el cual puede adquirir estructura de G-modulo si V'
y W lo son. Ademés hay cocientes en el producto tensorial que nos dan otros
modulos de importancia.

Definicion 2.71. Para dos espacios vectoriales V' y W sobre un campo K, fijé-
monos en el subconjunto S de K[V x W] (ver Subseccion 2.1.3.) cuyos elementos
son de la forma:

—_

(v1 +v2,w1) — (v1,w1) — (v2,w1);
2. (v, w1 +we) — (v1,w1) — (v1,w2);
3. (kvi,wy) — k(vi,wy);
4. (v, kwy) — k(vy,wy).

donde vy,vy € V, wy,ws € W, k € K. Ahora tomemos el subespacio S = (S) (el
generado por S). Definimos el producto tensorial de V' 'y W sobre K como
el espacio cociente K[V x W]/S al cual denotaremos como V ®x W o como
V ® W en caso de que se sobrentienda el campo del que estamos hablando. A
cada clase de la forma (v, w) + S la denotaremos como v ® w.

Observacion 2.72. Para toda vy,v3 € V, wy,ws € W, y k € K se tiene que:
L (v1 +v2) @ wy = v1 @ Wy + v2 ® wy;
2. 11 ® (wy +wa) = v1 @wy + v1 @ wa;
3. (kv1) @ wy = k(v1 ® wy);
4. v1 ® (kwy) = k(v1 @ wy).

Esta construcciéon esta hecha de esa manera, pues de ella se sigue una pro-
piedad universal de relevancia.

Proposicion 2.73 (Propiedad Universal del Producto Tensorial). Sean V , W,
y Z espacios vectoriales sobre un campo K, sea p : VXW — VW la
proyeccion natural. Para toda funcion bilineal 5 : V xW — Z existe una tunica
funcion lineal B : V@W — Z tal que Bop = B. Es decir, el siquiente diagrama
conmuta

VWL sz
pl g
33
Vew

Proposicion 2.74. Si By y B son bases de los espacios V y W respectivamente
entonces el conjunto {v; ® w;|v; € Biyw; € Bz} es una base para V@ W.
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Seguiremos con la convenciéon de usar a C como el campo.

Proposicion 2.75. Sean X y Y G-conjuntos finitos, entonces
CIX xY]=C[X]®C[Y].

Demostracion. Es rutinario verificar que f : C[X] x C[Y] — C[X x Y] tal
que f(X o, ex Ca, Xyey Cy¥Y) = Dz y)exxy CxCy(T,y) es una funcion bilineal.
Ademas, esta funcién es suprayectiva ya que en la imagen estan todos los ele-
mentos de la base. De la propiedad universal del producto tensorial tenemos
que existe una funcién f : C[X] ® C[Y] — C[X x Y] tal que fop = f por
lo que f es debe ser suprayectiva. Ahora de la Observacion 2.29 y de la propo-
sicién anterior se sigue que dim(C[X x Y]) = dim(C[X] ® C[Y]) por lo tanto
CIX xY]=C[X]®C[Y]. O

Definicion 2.76. Dados V y W G-moédulos y dos bases By y B; de V.y W
respectivamente. Para cualquier g € G y calesquiera v € V' 'y w € W definimos
el producto

g(v @ w) = (gv) ® (gw).

Este esta bien definido gracias a la propiedad universal del producto tensorial.
Con esta definicion y checando para la base B = {v; @ w; |v; € Biyw; € By}
las hipotesis de la Proposicion 2.30, tenemos que V ® W es un G-modulo.

Definicion 2.77. Al caricter de V ® W lo denotamos como xy ® xw -

Proposicion 2.78. SiV y W son G-mddulos y xv, xw sus caracteres, entonces
Xv ® xw = xXvxw. Asi el producto de cualesquiera dos caracteres de un grupo
G es también un cardcter de G.

Esta idea se puede generalizar. Recordemos que dados dos grupos Gy H es
posible conseguir un tercer grupo tomando G X H con la operacién coordenada
a coordenada.

Definicion 2.79. Sean G y H dos grupos cualesquiera, sea V' un G-mddulo
con base By = {v1,...,u} y W un H-modulo con base By = {w1,...w,}. Para
culaquier (g,h) € G x H y cualesquiera v € V' y w € W definimos la operacion

(9, 1) (v @ w) = (gv) ® (hw).

De nueva cuenta se puede verificar que esta operacion estd bien definida
gracias a la propiedad universal del producto tensorial. Las hipdtesis de la Pro-
posicion 2.30 se cumplen para la base B = {v; ® w; |v; € Biyw; € Bz}, por lo
que el espacio V @ W adquiere estructura de G x H-moédulo.

Definicion 2.80. Al caracter de V@ W como G x H-mo6dulo lo denotamos
como Xy X Xw -

Proposicion 2.81. Sea V un G-mddulo y W un H-mddulo con caracteres xy y
Xw respectivamente entonces el cardcter xy X xw de VRW como G x H-mddulo
cumple que para todo (g,h) € G x H, xv x xw(g,h) = xv(g)xw (h).
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Proposicion 2.82. Si G y H son dos grupos, C(G) y C(H) son sus conjun-
tos completos de caracteres irreducibles respectivamente, entonces se tiene una
biyeccion entre C(G x H) y C(G) x C(H), es decir, |C(G x H)| = |C(G) x C(H)|.

Finalmente definiremos en el espacio V ® W un subespacio, el cual nos ayu-
dard a «extender» modulos de un subgrupo de G a todo el grupo G. Para eso
hagamos notar que hasta ahora sélo nos hemos referido a G-mdédulos izquier-
dos, es decir, G actua por la izquierda, pero toda la teoria pudo haber sido
desarrollada pensando en moédulos derechos.

Definicion 2.83. Sea V un G-moédulo derecho y sea W un G-modulo, fijémonos
en el subconjunto M de V ® W cuyos elementos son de la forma

Vg QW — V& gw,

con g € G. Tomamos el subespacio M = (M) y definimos el producto tenso-
rial de V'y W sobre G como el subespacio cociente V®@W/M y lo denotamos
como V ®@qc W. A cada clase de la forma (v @ w) + V ® W la denotamos como
Vg Ww.

Lema 2.84. Si es V un G-mddulo derecho y W un G-mddulo entonces para
toda g € G se cumple que

V9 Qg W =V Qg gw.
Proposicion 2.85. Sean V un G-mddulo derecho y W un G-mddulo, entonces
VeeW=({vrecgw|lveVyweW}).

Definicion 2.86. Sean GG y H grupos. A un espacio V que sea G-moédulo y
H-moédulo derecho, y que para toda g € G, h € H, y v € V cumpla

g(vh) = (gv)h
lo llamaremos (G, H )-bimoédulo.

Observaciéon 2.87. Sean Gy H dos grupos cualesquiera, si V es un (G, H)-
bimédulo, y W es un H-moédulo. Es posible darle estructura de G-modulo a
V @y W extendiendo linealmente la actuaciéon definida por

g(v @y w) = (gv) u w.

Este producto tensioral cumple una propied universal similar a la de la Propo-
sicién 2.73. Con ella se puede verificar que la actuaciéon que estamos definiendo
no depende de los representantes.
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2.4.2. Restricciéon a un subgrupo

Por definicién si tenemos un G-moédulo V' es porque existe una actuacion
lineal de G en V. Por lo que si restringimos dicha actuacién a un subgrupo H
de G, tendremos que H actia linealmente en V. Asi V' también es un H-modulo.

Definicion 2.88. Sea V un G-modulo y H un subgrupo de G, denotamos como
Res% (V) al H-modulo obtenido al restringir la actuacion de G en V a H. A
dicho médulo lo llamamos restriccion de G a H del modulo V.

Observacién 2.89. Cabe hacer notar que como conjunto Res% (V) = V. Mas
aun esta igualdad es verdadera también como C-espacio vectorial.

Definicion 2.90. Si yy es el caracter de V' como G-mdédulo, por comodidad al
caracter Xges¢ (v) lo denotaremos como Resg (xv) y lo llamaremos la restric-
cion del caracter de V de G a H o el caracter restringido de V de G a
H.

Para hacer diferencia entre el producto interno de las funciones con dominio
G y el de las funciones con dominio H indexaremos al producto con la letra que
representa al grupo, es decir, (-, ) sera el producto interno en CI(G) y (-,-) 5
seré el producto interno en CI(H).

Proposicion 2.91. Sean V y W dos G-mddulos y H un subgrupo de G entonces
Res% (V @ W) 2 Res% (V) @ Res§ (W).

Proposicion 2.92. Sean L subgrupo de H y H subgrupo de G, y sea V un
G-mddulo entonces

Res? (Res% (V) = ResS (V).

2.4.3. Mobdulos inducidos

En esta ultima subseccion del capitulo hemos omitido casi todas las de-
mostraciones y s6lo nos enfocaremos en los resultados, que posteriormente nos
seran utiles. Como mencionabamos al principio del capitulo, algunos detalles se
pueden encontrar en [JL], otros fueron tomados de un seminario impartido por
Ernesto Vallejo.

Notemos que si H es un subgrupo de G entonces H actia en C[G] por el lado
derecho de la siguiente manera: para cualquier elemento ¢ = geG o9 € ClG]
y h € H tenemos que

D egg | =" cq4lgh)
ge@ geG
Con esta operacion C[G] adquiere estructura de H-mo6dulo derecho.
Definicion 2.93. Sea H un subgrupo de G y V un H-modulo, al G-modulo

C[G] ® V con la actuacion dada como en la Observacion 2.87 lo denotamos
como Ind$ (V) y lo llamamos médulo inducido de H a G de V.
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Definicién 2.94. Al caracter Xmd¢ (v) lo denotamos como Indfl(XV) y lo lla-
mamos caracter inducido de H a G de V.

Recordemos que para un grupo G y un subgrupo H de G la notacién [G : H|
representa el indice de H, es decir, el niimero de clases de laterales en el cociente
G/H.

Proposicion 2.95. Sea H subgrupo de G, y V un H-mddulo con base BB, si L
es un conjunto de representantes de las clases laterales izquierdas de H en G
entonces el conjunto {g®@pv|g € Lyv € B} es una base de Ind% (V). Y por lo
tanto

dim(Ind$ (V) = [G : H] dim(V').

Notemos que para cualquier subgrupo H de G, G acttia de manera natural
en el conjunto G/H de clases laterales izquierdas, asi por la Observacion 2.29 y
la Proposicion 2.30 tenemos que C[G/H] es un G-modulo.

Observacion 2.96. Si H es un subgrupo de G y I el H-mdédulo trivial entonces
se tiene que
Ind$(I) = C[G/H].

Observacién 2.97. Si V es un G-médulo entonces IndG(V) = V.

Proposicion 2.98. Sea H subgrupo de G, sean V. y W H-mddulos, si V=W
entonces
Ind% (V) = IndG (W)

Lema 2.99. Sea H subgrupo de G, yV =V1 & ... D Vi un H-mddulo donde
los V;’s son submodulos de V', se cumple que

md$ (V) = md% (Vi) @ ... @ Ind§ (V).

Lema 2.100 (Transitividad). Sean L subgrupo de H y H subgrupo de G, y sea
V' un L-mddulo, se sigue que

Ind$ (Ind? (V) = md% (V).

Las siguientes dos proposiciones relacionan a la restricciéon y a la induccion.
Estas nos seran de utilidad en el capitulo cinco.

Proposicion 2.101. Sea H un subgrupo de G, y sean V. un G-mddulo y W un
H-mddulo entonces se da el isomorfismo

Ind% (W @ Res% (V) = IndG (W) @ V.

Teorema 2.102 (Reciprocidad de Frobenius). Sean V' un G-mdédulo y W un
H-mddulo con H subgrupo de G entonces se tiene la igualdad

(Resi(xv), xw )y = <Xv71ndg(XW)>G



Capitulo 3

Polinomios simétricos
homogéneos

3.1. Dos 6rdenes importantes

Definicién 3.1. Una composiciéon débil de un ntimero natural n, es una tupla
a = (ay,...,q) tal que para toda i, a; € NU{0}, y Zle a; = n. Si para todo
1, a; > 0, entoces a « simplemente la llamamos composicion.

Hay dos 6rdenes de importancia, que nos ayudaran dentro de la teorfa.

Para nuestras definiciones a cualquier composicion débil (ayq, ..., ax) la con-
sideraremo como (o, ..., ax,0,0,...).
Definiciéon 3.2. Dadas dos composiciones débiles a« = (ai,...,ar) v B =
(B1,-..,0) decimos que a > 3 si y solamente si para toda i se tiene o; = 3; o,

si a; # f; para algin j entonces a; > 5 donde n = min{j|a; # B;}. A este
orden se le conoce como orden lexicografico.

Observacion 3.3. El orden lexicografico es un orden total en el conjunto de
composiciones débiles.

Definicién 3.4. Dadas dos particiones de un nimero natural n, A = (A1, ..., Ag)
v = (p1,...,p) , diremos que A > u si y solamente si para toda i

i i
E )\j Z E Mj-
=1 =1
A este orden se le conoce como orden de dominacion.

Proposicion 3.5. Para cualesquiera dos particones de n, X = (A1,..., k) ¥
= (f1,..., ) se tiene que si p I\ entonces pu < .

38
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Demostracion. Supongamos que u I A. Caso 1. Para toda i, Z;’:l Aj = Z;:l 1j
entonces \; = p; para toda 4, por lo tanto p < . Caso 2. Existe j tal que
pj # Aj, tomemos i = min{j|\; # u;}, asi entonces E;:ll i = 2?2—11 i,
ademas sabemos que > 1 | p; < Y7 A; por lo tanto pi < A con lo que se
comcluye la prueba. O

Lema 3.6. Sean A\ y p dos particiones. Existe una tabla T de forma X\ con
contenido p si y solo si pp < .

Observaciéon 3.7. Sean A y u particiones tales que A & p entonces [(A) < I(p).

3.2. Polinomios de Schur

Definicion 3.8. Al conjunto de polinomios con m variables y coeficientes ente-
ros lo denotamos como Z[z1, . . ., Z,]. Al conjunto (J,,cn Z[Z1,- - ., Zm] lo deno-
tamos como Z[z1,Ta,...]. Los elementos de éste ultimo son los polinomios con
un namero finito de variables y coeficientes enteros.

Para las siguiente dos definiciones las tablas T' seran consideradas con en-
tradas en [m].

Definicion 3.9. Sea T una tabla de forma A. Asociamos a T el monomio con
m variables 2T = [Iepm) 3" donde para toda k, oy, = [{(4, ) | T(i,j) = k}.

Proposicion 3.10. Si T y U son tablas entonces

T = g0 .2% con las q;’s el

m
namero de veces que aparece ¢ en T, asi también zV = .Z"f L...2Pm con los Bj’s

el nimero de veces que aparece j en U. Entonces multiplicando tenemos que
2Tzl = z?ﬁﬂl . x8mFBm bero ay, + By es el nimero de veces que k aparece

en T - U de donde se sigue la igualdad. O

Demostracion. Por definicion sabemos que x

Definicion 3.11. Para cada particién A definimos el polinomio de Schur

Sx(T1, .oy ) = Z z’

T de forma A

En caso de que no existan tablas de forma A con entradas en [m] considera-
remos a Sx(Z1,...,Zy) como 0.

Observacion 3.12. Debido a la Proposicion 1.44 los polinomios de Schur son
simétricos.

Definicién 3.13. Al polinomio s(1») lo denotaremos como e, (x1,...,Zy) y lo
llamaremos polinomio simétrico elemental. Al polinomio s(,) lo denotare-
mos como hy,(x1,...,T,) y lo llamaremos polinomio simétrico completo.
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Observacion 3.14.

1.- Se tiene que en(1,...,Tm) = D @4, ...x;,donde las i;’s pertenecen a
[m] y si k < t entonces iy < i;.
2.- El polinomio completo h,(z1,...,2Zmy) es igual a la suma de de los mo-

nomios de grado n con m variables .

Observacién 3.15. A la funciéon que manda T +— 27 la podemos extender de
manera candnica para obtener una funciéon A : Z[(T, -)]— Z|[x1, x2, . ..] que por
la Proposiciéon 3.10 resulta ser un homomorfismo de anillos.

Corolario 3.16. Si A y u son particiones entonces

SA(Z1,. .3 @) - Su(T1, o, ) = ZCKJLS”(‘Tl’ ey Tim)
1%
Demostracion. Es debido al homomorfismo A y al Teorema 1.58 U
Definicién 3.17. Defininimos el siguiente subconjunto de Z[z1, ..., zy)
AN = {p(z1,...,2m) | p(x1, ..., 2m)essimétrico y homogéneo de gradon} U {0}

Este conjunto es un grupo abeliano con la suma de polinomios, por lo tanto es
un Z-moédulo.

Definiciéon 3.18. Dada una particion A = (Aq,..., Ay,), llamamos polinomio
simétrico monomial al polinomio que tiene como términos a ' ...z " y
a todos los diferentes monomios que se optienen de revolver los exponentes.
A este polinomio lo denotamos como my (1 ...x,,). Por ejemplo si tomamos

A= (3,1,1), entonces my (w1, T2, T3) = T3T273 + 12373 + T1T273.

Definicién 3.19. Dada una particién A = (Aq, ..., A,) definimos

ha(zy .oy @m) = ha (21, @m) oo ha (@1, Ty

ex(z1, ..y xm) = exy (@1, s @Tm) o en (T, T

A cualquier monomio z7*...z%m lo denotaremos como z® donde « es la
composicion débil (aq, ..., ;). Asi a un polinomio lo podemos escribir de ma-
nera unica escribiendo cada sumando de izquierda a derecha segin el orden
lexicografico inverso, es decir, el exponente de un sumando es mayor que el de
los que estan a su derecha.

(5]
1
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Proposicion 3.20. Los siguientes conjuntos son bases el Z-mddulo AT,
1 Ama(x1, .., zm) [ A Enyl(A) <m};
2. {sa(x1y.. oy xm) [ A FEnyl(N) <m};
3. {ex(x1,..yzm) [ A nyl(N) <m};y
4o {ha(zr, . xm) [ A E Ry (X)) <m}.

Demostracion. Primero veamos el primer conjunto. Sea p(x1,...,Z,) # 0 € A,
escrito segtn el orden lexicografico, fijémonos en el primer sumando z* que apa-
rece en p(x1,...,Ty), por la forma de escritura se tiene que A es una particion.
Fijémonos en su coeficiente a. Por ser p(z1, ..., z,,) simétrico tenemos que para
toda o € S,,,el monomio xi\"(l) o x;\,{’(m) también es un sumando con el mismo
coeficiente a, por lo tanto p(z1, ..., Tm) = amr(x1, ..., Tm)+p1(z1,. .., Tm) con
p1(x1,...,Tm) € AT, ademas py(z1,...,%y,) tiene una cantidad menor de su-
mandos que p(z1,...,ZTy). Aplicamos el mismo razonamiento a p1(z1,...,Tny)
y asi nos seguimos hasta que llega un momento en que p(z1,...,z,,) queda
escrito como combinacion de algunos m,’s. Para ver la independencia basta
observar que si g y v son dos particiones distintas entonces mu(xl, e ,xm)
y my(x1,...,%y,) no tienen sumandos en comun por lo tanto se sigue que si
2 pbn QuMy (1, ..., @) = 0 entonces a;, = 0 para toda p - n.

Como el segundo conjunto tiene la misma cardinalidad que el primero s6-
lo basta ver que genera. Sea p(z1,...,Tm) 7 0 € A}, escrito segiun el orden
lexicografico, igual que antes tomamos el primer sumando az?*. Gracias a la Ob-
servacion 1.53 y por la simetria tenemos que $x (21, ..., Zm) = mx(T1,. .., Tm)+
q(x1,...,2m). Notemos que el exponente de cualquier sumando de ¢(z1, ..., Zm)
es menor que A en el orden lexicografico, esto debido al Lema 3.6 y a la Pro-
posicion 3.5. Entonces p(z1,...,Tm) = asx(x1,...,&m) + q1(x1, ..., 2 ), cOmo
el primer término de ¢; tiene exponente menor A, podemos aplicarle el mismo
razonamiento y asi seguirnos hasta obetener lo deseado.

Para ver el tercer conjunto notemos que el primer término de ey (x1, ..., %)

’ . . , .
es 27, asi entonces si p(z1,...,7,) # 0 € A" con su primer término az?,
tenemos que p(x1,...,Tm) = aey (z1,...,Tm) +t1(z1,...,2m), ¥y procedemos

como en las bases anteriores.

Para demostrar que el iltmo conjunto también es base necesitamos probar
que genera lo mismo que las e)’s, para esto son necesarias técnicas que no
mencionaremos aqui (ver [Fult, p. 73]). O

Observacion 3.21. Para cualquier natural m existe un homomorfismo
pm i Ap i — A

que manda p(z1,...,Tm, Tmi1)enp(z1, ..., Tm,0). Ademas dado que el rango
de A7 es {A F n[l(X) < m}|, tenemos que A}, = A} para toda k > n.
De hecho estas funciones p’s nos dan isomorfismos para estas k’s, ya que si
A= (A1,..., Ak, \g+1) es particion de n entonces

pr(ma(z1, ..., 2k, Try1)) = ma(21, ..., 28, 0) = mx(21,...,2),



CAPITULO 3. POLINOMIOS SIMETRICOS HOMOGENEOS 42

donde X = (M,...,Ak). Con esto tenemos que el siguiente sistema inverso se
estabiliza
Pm Pm+1 Pm+1 Pn—1 Pn Pn+1
Ay <— AL A7 Lo AR <— AN <2
Definicion 3.22. Al limite inverso lo definimos como sigue
A" =1m AG, = {(pr)iZs [ YR ok (Prt1) = i}
m
Definicién 3.23. Denotaremos como h,, al elemnto (hy(z1,...,25))52, de A™.

Definicion 3.24. Definimos el anillo graduado de polinomios simetricos
A=) A"

Observacion 3.25. Gracias a la Proposicion 3.20 se tiene que A = Z[hy, ho, .. ..

3.3. Numeros de Kostka

Definicion 3.26. Sea A una particion, al niimero de tablas de forma A y con-
tenido p se le conoce como ntmero de Kostka, y se le denota como K.

Proposicion 3.27. Sea A\ una particion, si p = (p1,...,m) entonces para
toda o € S, se tiene que K, = KA(#dl),--»,ua(m))'
Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 1.44. O

Observacion 3.28. El numero de sucesiones de particiones de la forma
D=X0)CA1)C...CAk)=2]A

tales que para toda i € [k] A(2)/A(¢ — 1) no tiene dos cuadros en la misma

columna y [A(2)/A(i — 1)| = ps es Ky, )

La siguiente proposicién es consecuencia inmediata del Lema 3.6.

Proposicion 3.29. Si A y p son particiones de n, se tiene que Ky, > 0 sty
solo si A > p.

Observacion 3.30. Debido a la Observacion 1.53 tenemos que para cualquier
particion A\, Ky = 1.

Para el siguiente lema recordemos que SY* denota la suma de las tablas
semiestandar de forma A con entradas en [m] (verificar la Definiciéon 1.57 del
Capitulo).
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Lema 3.31 (Férmula de Pieri). Sea A particion de n, para cualquier m se tiene
Do Ssm = LS

o
2 SSEy = YST

la primera suma corre en las particiones p que son iguales a A anadiéndole n
cuadros en distintas columnas, y la seqgunda suma corre en los v que son iguales
a A anadiéndole n cuadros en distintos renglones.

Demostracion. Es debido al Lema 1.11 de Insercion . O

De esta proposicion y del homomorfismo A, podemos concluir que

Sa(Z1y-e oy @m) bz, ) = Zsu(xh Ce T,
m

SA(T1y- -y @Tm) - en(T, .o ) = Zs,,(xl,...,xm)
v

con iy v como en el lema.
Debido a este hecho, a la Observacion 3.28, a la Proposiciéon 3.29 y a la
Observacion 3.30 se siguen:

Corolario 3.32. Para toda particion p se tiene la igualdad

ha(xr, ooy @m) = Sa(T1y .oy Tim) + Z Kosu(z,. .., Tm).
A<

Corolario 3.33. Para toda particion p se tiene la igualdad

6)\(5517 e 7xm) = Z Kp,’)\su(ajla e axm)-
Adp



Capitulo 4

Representaciones del grupo
simétrico

4.1. Representaciones de S5,

El grupo simétrico S,, es de suma importancia pues acttia de manera natural
en cualquier espacio vectorial finito de dimensién n permutando «coordenadas».
Es por eso que resulta relevante estudiar las representaciones de éste.

Observacion 4.1. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n con base B =

{v1,...,v,}, entonces la funcion p : S, x V.— V definida como
ov = O’(Z kiv;) = Z kive ()
i€[n] i€[n]

es una actuacion lineal. Por lo tanto V' es un S,,-médulo.

Definiciéon 4.2. En este capitulo consideraremos tablas regulares biyectivas
T : X — [n], es decir A F n, y no nos importara que cumpla algin orden. A
dichas tablas las llamaremos llenados. Cuando requiramos que algun llenado
sea estandar lo especificaremos.

Definicién 4.3. Al conjunto de llenados de forma A lo denotaremos por 7 (A).
Asi el conjunto de todos los llenados sera el conjunto 7 = [J, 7 (A).

Observacion 4.4. Sea A un particion de n, sea o € S,,, y sea T € T(A). Con
la operacion (oT)(i,7) = o(T(i,j)) tenemos que S,, actta transitivamente en

T(N).
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Como ejemplo de esta actuaciéon tenemos la siguiente figura

2[6]1]_[2[4]7]3]

4 2
(24)(135)(76) | 112 2
15] 1]

Figura 4.1: Producto de la permutacion (24)(135)(76) con un llenado de forma
(4,2,1).

Definicién 4.5. Sean Py, ..., P, C [n], decimos que P = (Py,...,P,,) es una
particion de [n] si | [, P, = [n] y para toda i € [m] se tiene P; # (). Cabe
aclarar que como notacion, usamos el simbolo «| |» para representar una union
agena. Por ejemplo, en este caso representa que P; N P; = () para toda i, j € [m]
distintas.

Si{ui,...,ur} C[n]yo € 8,,definimos o{uy, ..., ur} = {o(u1),...,0(ur)}.

Observaciéon 4.6. S, actia en el conjunto de particiones de [n], es decir, si
P =(P,...,P,) es una particiéon y o € S,, entonces

o(Py,...,Py)=(cP1,...,0P,).

Definicion 4.7. Al estabilizador de una particion P lo denotamos como Sp.
Recordemos que éste es un subgrupo de S,,.

Definiciéon 4.8. Dada una composicién de n, « = (aq, ...,y ), definimos el
grupo de Young S, = S,, X ... X S,,,. Entonces S, puede verse como el
estabilizador de la particion (P, ..., P, ) donde para toda ¢

Pi :{(z_%a])+1,(z_:o()é])+2,,(ZOOCJ)-FQZ}

Por ejemplo S3x S5x .55 es subgrupo de Sy €l cual es estabilizador de la particion
({1,2,3},{4,5,6,7,8},{9,10}). Es decir, permuta los primeros 3 ntimeros, luego
los siguientes cinco, y los ultimos dos.

Observacion 4.9. Si tomamos una composicion a = (aq,...,q,) de n y la
ordenamos en forma decreciente entonces obtendremos una particion A. Asi
Sa = S), es decir, los grupos de Young los podemos clasificar bajo isomorfia
usando s6lo particiones.

Observaciéon 4.10. Si P = (Py,..., P,,) es una particion de [n] tal que |Py| =
a1,y |Pn| = amn entonces Sp = S, donde o = (ay,...,q,). Por lo tanto
Sn/Sa es un S,-conjunto, asi C[S,,/S,] es un S,,-modulo.

Definiciéon 4.11. Al caracter de C[S,,/S,] lo denotaremos como ¢*.

Corolario 4.12. Sean P y Q dos particiones de [n]. Si existe o € S, tal que
@@ = oP entonces
SQ = O’SpO’il.

Demostracion. Es debido a la Proposiciéon 2.6. O



CAPITULO 4. REPRESENTACIONES DEL GRUPO SIMETRICO 46

4.2. Mobdulos de Specht

Definicién 4.13. Diremos que dos llenados T, U € T () son equivalentes si y
solo si para cada i las entradas del renglon i-ésimo de T son las mismas que
las de U (posiblemente en otro orden). Esta relacion es de equivalencia, asi a la
clase de quivalencia de T la denotaremos como [T] y la llamaremos tabloide.

Definicion 4.14. Al conjunto de tabloides de forma A lo denotamos como

RT(N).

Observaciéon 4.15. Si )\ - n entonces S,, acttia transitivamente en R7 () de
la siguiente manera
o[T] = [oT].

Habria que verificar que esta operacion esta bien definida, pero efectivamente
asi es. Ademaés por la Proposicion 2.30 se tiene que el espacio vectorial C[RT ())]
(ver Subseccion 2.1.3) es un S,,- modulo, mas atn es un modulo en el cual la
actuacion es revolver la base. A este médulo lo denotaremos como M.

Definicién 4.16. Dado un llenado 7', hay dos grupos importantes, uno de ellos
es el estabilizador de [T'] en la actuacion anterior al cual denotaremos como R(T'),
y el otro es el grupo C(T') que revuelve las entradas dejandolas invariantes por
columnas. A estos grupos se les conoce como grupo por renglones y grupo
por columnas de T'. Es claro que R(T') no depende del representante, es decir,
dos tabloides T, U € T (\) son equivalentes si y solo si R(T) = R(U).

Por ejemplo los llenados

T [4]2]1] u-—|2]1]4]
5]3 3]5

son equivalentes, asi R(T') = R(U) = ((35), (124), (12)) . Los grupos por colum-
nas son C(T) = {(45)(23), (45), (23), (1)} y C(U) = {(23)(15), (23), (15), (1)}

Lema 4.17. Para todo T € T(\) se tiene que R(T) =2 Sy y C(T) = Sy .

Proposicion 4.18. Sea T € T()\), y sea 0 € S| entonces R(oT) = o R(T)o ™!
y C(oT) = aC(T)o L.

Demostracion. La primera igualdad es debido a la Proposiciéon 2.6. Para la se-
gunda igualdad notemos que las clases las pudimos haber pensando en columnas
en lugar de renglones y entonces C(T') seria un estabilizador, asi que por la mis-
ma proposiciéon que antes se tiene la segunda igualdad. O

Observacion 4.19. Por ser esta operaciéon una actuaciéon se tiene que para
cualquier T € T(A), O([T]) =& Sn/R(T) como S,-conjuntos. Del Lema 4.17
y del hecho que la actuacion es transitiva se sigue que RT(A\) y S,/Sa son
Sy,-conjuntos isomorfos, por esto y de la Observacion 2.96 se tiene

M* = C[RT(N)] = C[S,/S] = IndZ (I).
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Definicion 4.20. Para cada llenado T' de forma una particién de n, definimos
los siguientes vectores pertenecientes al modulo regular C[S,,]

ar = o by = Z sgn(7)T
oE€R(T) reC(T)
A estos elementos se les conoce como simetrizadores de Young.
Recordando la Definicién 2.32, podemos introducir el siguiente vector:

Definicion 4.21. Para cada llenado T de forma A, definimos el vector perte-
neciente a M*

vp =bp-[T] = Z sgn(o)[oT].
ceC(T)

Definicién 4.22. Definimos el médulo de Specht como el subespacio de M*
S*=({or | T € T}
Proposicion 4.23. S es un S|z|-submadulo de M.

Demostracion. Solo hay que ver que S* es cerrado bajo la accion de S,,, para
ello basta ver que lo es en los generadores. Sea v € S|y, y T un tabloide de
forma A, se tiene que

yor = Y sgu(o)y[oT]

oceC(T)

= ) sen(o)[yoT]
oceC(T)

= Y seu(yor oy T
ceC(T)

= > sen(r)[rT]
TeyC(T)y—1

Por la Proposicion 4.18 se sigue que

Yo = Z sgn(7)[7(vT')] = vyr.
TeC(HT)

O

Proposicion 4.24. El conjunto {vr | T estdndar deforma A} es una base para
S, (ver [Fult, p. 88])

Proposiciéon 4.25. El nimero de clases de conjugacion de Sy, es igual al ni-
mero de particiones de n.

Teorema 4.26. El conjunto {S*|\ = n} es un conjunto completo de S, -
mddulos irreducibles.
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Recordando que el cardinal de un conjunto completo de irreducibles es igual
al niumero de clases de conjugacion y por la Proposicion 4.25, s6lo basta verificar
que los S* son irreducibles y no isomorfos entre si. Mas adelante daremos una
prueba de que no son isomorfos entre si usando caracteres. Para desmotrar que
son irreducibles se necesitan otros resultados previos que se pueden encontrar

en [Fult, p. 86,87].

4.3. El anillo de representaciones

Dentro de las representaciones podemos referirnos al conjunto de las clases
de isomorfia de los G-modulos finitamente generados.

Definicién 4.27. Diremos que dos S,-médulos V' y U estan relacionados si y
solo si V = U. Esta relacién es de equivalencia, entonces podemos hablar de las
clases de equivalencia, asf [V] denota la clase a la que pertenece V.

Definicién 4.28. Al conjunto de clases de los S,,-mo6dulos se le denota
E(Sy) ={[V]|VesS, —mdbduloy dim(V) < oo}.
Definicién 4.29. Definimos
F(S,) ={[VeW]—-[V]—-[W]|V,WsonS,—mddulosy dim(V'), dim(W) < oo}

Definiciéon 4.30. Al grupo (E(S,))/(F(Sy,)) se le conoce como grupo de
Grothendieck de S, y se le denota Gr(S,,). Si consideramos al conjunto com-
pleto de irreducibles Z = {S* | A I n} entonces lo podemos ver como el Z-médulo

libre G7(S,,) = ®r-nZ[SH].

Definiciéon 4.31. Definimos el anillo graduado Gr = @52 Gr(S,,) con la ope-
racion

V] W] = [ (v ew)
donde V' es un S,-médulo y W un S,,,-mo6dulo.

Observacion 4.32. Esta operacion esta bien definida, es asociativa, y conmu-
tativa. Ademas el modulo trivial de Sy = () funciona como neutro.

Proposicion 4.33. Para toda particion A = (A1, ..., \;) se tiene que
(MO [ MOR] = (M.

La prueba de esta proposicion se raliza bajo un argumento indutivo, usando
algunas propiedades de los modulos iducidos del grupo de permutaciones y la
Observacion 4.19.

Por la Observacion 3.25 tenemos que las h,,’s forman una base de A. Asi si
definimos la funcion @ : {h, |n € NU{0}} — Gr tal que B(h,,) = [M™)] y la
extendemos a toda A tendremos entonces una funcién ¢ : A — Gr la cual por
la Proposicion 4.33 resulta ser un homomorfismo de anillos.
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Teorema 4.34. El homomorfismo ¢ es biyectivo. Ademds para toda particion A
©(sx) = [S*]. (Para entrar en detalle ver [Fult, p. 91])

Gracias a este Teorema y a los Corolarios 3.32 y 3.16 tenemos lo siguiente:

Corolario 4.35 (Regla de Young). Para cualquier particion \ tenemos la igual-
dad
M* 2= 5% g, (SH)FFHA,

Corolario 4.36 (Regla de Littlewood-Richardson). Para cualesquiera particio-
nes A\Fnyukm seda

(S [SH] = & LIS,

es decir 5
Indg % (57 @ S*) = @y (57) N .

'n X Sm

4.4. Anillo de caracteres

En la Seccion 2.3.1 vimos que el conjunto de funciones de clase CI(G) de
un grupo G, es un C-espacio vectorial, con una base C(G) = {x1,...,x:} (los
caracteres irreducibles de G). Podemos restringir los coeficientes a Z y asi tomar
el conjunto

R(G) :{ZziXi|Zla-~-azl €7}

Con esto tenemos entonces que R(G) es un grupo abeliano libre generado
por C(G), es decir, R(G) =Zx1 ® ... ® Zx;. Asi Gr (S,) = R(S,) como grupo
abeliano.

Definicién 4.37. A los caracteres de los modulos S y M? los denotaremos
como x* y ¢* respectivamente. Cabe recalcar que esta notacién coincide con la
Definicion 4.11 gracias a la Observacion 4.19

Observacion 4.38. De la Proposicion 2.54 y de la regla de Young se sigue que
d))\ = X)\ + Z K/L)\X#'
A<lp

Observacién 4.39. Ahora tomemos C(S,,) = {x*| A F n}, y el conjunto R(S,,).
Del Corolario 2.57 tenemos que todo caracter de S, pertenece a R(S,). Con
esto todo elemento en R(S,) es de la forma ¢, —¢, 0 ¢ — 1), donde ¢ y ¥
son caracteres de S,. Los que son de la segunda o tercera forma son llamados
caracteres virtuales.

Definicién 4.40. Definimos el anillo de caracteres como el anillo graduado
R = @52 (R(Sy) con la operacion
ext= Y &
VEIA |+ p]

extendida a cualesquiera elementos.
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Observacion 4.41. Ry Gr son anillos isomorfos. Y enn cierto sentido resulta
méas comodo trabajar con R ya que no depende de representantes. Ademaés, en
R tenemos definido un producto interno para cada sumando R(Sy,).



Capitulo 5

Coeficientes de Kronecker

Un problema fundamental en la teoria de representaciones de grupos es ob-
tener la descomposicion en modulos irreducibles del producto tensorial de dos
modulos. Este problema ha sido estudiado para diversos grupos y diversos moé-
dulos. Nuestro proposito sera estudiarlo para los modulos irreducibles del grupo

Sh.

Definicién 5.1. Sean x* y x* dos caracteres irreducibles de S,. Lo que nos
interesa conocer son los coeficientes que aparecen en la suma

X ext =Y g0 mr)x”

vkn
A dichos coeficientes se les conoce como coeficientes de Kronecker.

Definicién 5.2. Sea A\ = (1%,2%2 ... nb+) particién de n, definimos:

1.- La clase de conjugacion cy C S, como el conjunto de todas las permuta-
ciones con estructura ciclica segiin A, es decir, con b; uniciclos, by biciclos, ...,
b,, n-ciclos.

2.- El namero z) =[] ibib,!.

i€[n] t

Usando técnicas basicas de combinatoria es posible deducir que |cy| = n!/z.
Gracias al Lema 2.67 se tiene la igualdad

g ) = (P @ x"xY). (5.1)

Recordemos que toda permutacién o € S, es conjugada a ¢~!'; por lo tanto
XY (o) = x*(071). De esto y de la ecuacién 5.1 obtenemos la siguiente formula

o1
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para calcular g(A, u, v).

1 _
gApr) = — > exto)x (e
T o€eSn

= Y O (o)

: oES,

= Yl O (o)

" AkFn

= > =X o)X (o)X (o)

z
Aen A

Esta formula no es funcional ya que para valores que no son muy grandes de n
el calculo resulta bastante extenso, incluso para algunas computadoras. Es por
eso que se ha tratado de buscar una manera distinta de calcularlos. Ademés,
estos coeficientes aparecen en otras areas como Quimica y Fisica, por lo cual
han sido objeto de estudio durante mucho tiempo.

Como primer comentario cabe mencionar que los coeficientes de Kronec-
ker generalizan a los coeficientes de Littlewood-Richardson, los cuales a su vez
generalizan a los niimeros de Kostka. Para esto tdltimo hay una construcciéon
combinatoria, es decir, usando tablas de Young es posible obtener los niimeros
de de Kostka a apartir de los coeficientes de Littlewood-Richardson.

Hasta la fecha de impresion de esta tesis no se ha conocido manera combina-
toria de calcular los coeficientes de Kronecker, por lo que la manera de mostrar
que estos generalizan a los de LR es laboriosa y extensa, s6lo enunciaremos el
procedimiento a seguir sin demostrar por qué funciona.

Lema 5.3. Sean A = (A1,...,\r), = (pa,---5fap), Yy v = (v1,...,v,) par-
ticiones tales que c§ , > 0. Definimos n = v1 + lv| v definimos A = (n —
|)\|7)\1)"'7)\T)7 w= (TL - |/j’|7/1'17~~'a:u’p); yv= (n - |V|7V17~~~7yq)' Entonces

=9\, v).

5.1. El Lema de Cauchy-Frobenius

Proposicion 5.4. Sea a una composicion entonces (¢, 1) = 1.

Antes de demostrar este hecho necesitamos otros resultados. Consideremos
a G un grupo finito, y a X un G-conjunto finito.

Definicién 5.5. Dado g € G denotamos X9 = {x € X |gz =z}, y #O(X) al
nimero de 6rbitas de X.

Lema 5.6 (Formula de Cauchy Frobenius). Si X es un G-conjunto finito en-
tonces

#O(X) = = 37 |x].

|G| geaq
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Este resultado también es conocido como el Lema de Burnside y puede en-
contrarse en [Br] y diversos libros de combinatoria.

Definicién 5.7. Sea X es un G-conjunto. Denotamos por ¢~ al caracter del
G-moédulo C[X].

Proposicién 5.8. Sea g € G, y X un G-conjunto, entonces ¢ (g) = |X9/|.

Demostracion. Por definicion ¢~ (g) = tr([g]x ). Notemos que [g] x es una matriz
de permutacién, asi que los unos que aparecen en la diagonal son justo los
elementos de X que deja fijos g bajo la actuacion. O

Proposicion 5.9. Sea X un G-conjunto y 1 es el cardcter trivial de G, entonces

(6%, 1) = #0O(X).

Demostracion. Por definicion del producto interno y de la Proposicion 5.8 te-
nemos

(@5 1) = G

geqG

= Gl

geG

Ahora de la formula de Cauchy Frobenius tenemos que <¢X , 1 > = #0(X), que
es lo que queriamos. O

Corolario 5.10. Sea X un S, -conjunto transitivo entonces <¢X, 1> =1

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la proposicion anterior y del hecho
que la actuacion es transitiva. O

Como consecuencia de este corolario tenemos la Proposicién 5.4.

Definiciéon 5.11. Notemos para toda ¢ € S, y ¢ € C podemos definir el
producto oc = sgn(o)c. Es facil ver que esta operacion es una actuacion lineal
de S, en C; por lo tanto C es un .S,,-modulo con esa actuacion. A este modulo se
le conoce como moédulo alternante y juega un papel importante en la teorfa.
Al cardcter del modulo alternante lo llamaremos caracter alternante y lo
denotaremos como e.

Antes del siguiente resultado recordemos que el grupo alternante A, es el
subgrupo de S,, que consta de todas la permutaciones pares.

Proposicion 5.12. Consideremos X un S, -conjunto transitivo entonces

<¢X &) = {O si existe o impar en S,, tal que X # ()

1 siparatodooimparen S, setiene X7 = ()
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Demostracion. Sabemos que <¢X ,€> es un entero no negativo, ademés de la
definicion de este producto interno y del Corolario 5.10 tenemos

(95.) = = S IxT-— 3 Ix7]

o€A, C0€Sn/An

< %Z\Xﬂ:l.

’ g€Sy

Ahora, si existe un o impar tal que X7 # () la desigualdad es estricta, en
otro caso se tiene la igualdad. O

Observaciéon 5.13. Ahora tomemos a = (a1, ..., Q) una composicion débil
de n. De la actuacion en la Observaciéon 4.6 tenemos que

Sn/Sa Z{P = (P1,....Py)|[n] = | | P;y |P| = o}
j=1

Queremos ver que pasa con (9%, ). Notemos que si « tiene una entrada mayor
o igual que 2 entonces existe P = (Py,..., Py,) tal que algin P; tiene méas de un
elemento, digamos k y r. Por lo tanto (S, /Sy ) ™) # (), asi por la proposicion
anterior (¢“,£) = 0. Con esto tenemos también que (¢, ¢) = 1 solo cuando «
tiene puros unos y ceros en sus entradas.

5.2. Matrices

Nuestro objetivo en las siguientes dos secciones sera estudiar cierto tipo de
matrices, la relacion que estas tienen con las tablas de Young y los caracteres del
grupo simétrico. Empezaremos con una definiciéon general y ejemplificaremos con
matrices de dos dimensiones. Finalmente en la secciéon del Teorema de Snapper
daremos aplicaciones de éste para relacionar las matrices de nuestro interés con
el producto interno de ciertos caracteres.

Para nuestros fines consideraremos solamente matrices con entradas en los
enteros no negativos.

Definicién 5.14. Sea A una matriz de tamafio nq ... xny con entradas aj, _j,,
ysea X = [n1] X ... X [ng]. Para toda i € [k] definimos el i-ésimo 1-margen de
A como la composicion débil

;= E gy g E gy .5k

(J15--Jk)€EX t.q. ji=1 (J15--dk)EX tq. ji=ni

Notemos que aqui a; denota una composicién débil. También observemos que
los 1-mérgenes de una matriz nos dan la sumas de las entradas dejando una
coordenada fija. Esto lo podemos pensar como la suma que nos dan todos los
«hiperplanos de la matriz». Por ejemplo si tomamos una matriz de tamano
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n1 X ng X ng sus 1-méargenes serfan las composiciones débiles cuyas entradas son
las sumas de los planos o rebanas que se generan dejando una coordenada fija.
Ver Figura 5.1.

Figura 5.1: Rebanadas de una matriz 3-dimensional para la obtenciéon de las
entradas de sus 1-margenes.

Definicion 5.15. Al conjunto de matrices k-dimensionales con entradas en los

enteros no negativos y l-margenes aq, ..., ax lo denotamos como M (asq, ..., ax)
Definicién 5.16. Al namero |M(ayq,. .., ax)|lo denotamos como m(aq, .. ., ag).
Observacion 5.17. Si A es una matriz con 1-mérgenes a, ..., ay entonces la

suma de las entradas de A es igual a la suma de las entradas de a; para toda 1.

Definicién 5.18. Sea X = [n1] X ... X [ng], definimos M*(ay, ..., ax) como el
conjunto

{Ae M(o,...,ar)| aj,..j, =0,1 paratodo (ji,...,Jx) € X},

es decir, las matrices con l-mérgenes a,...,ar y entradas unos y ceros. Al
tamafo de este conjunto lo denotamos como m*(ay, ..., ag).

5.2.1. Matrices 2-dimensionales

Un caso interesante y muy visual es el de las matrices 2-dimensionales. No-
temos que si a = (ay,...,a.) y 8= (B1,...,B:) son composiciones débiles de n
(aqui a; y B; denotan ntimeros), los elementos de M (a, 8) son la matrices cuya
suma en el i-ésimo renglén es «;, y cuya suma en la j-ésima columna es 3;. Por
ejemplo si tomamos o = (5,1,2) y 8 = (4,2,1, 1) entonces las matrices

2 2 01 3110
0 01 0 y 1.0 0 0
2 0 0 0 01 01

pertenecen a M((5,1,2),(4,2,1,1)).

Observacién 5.19. Recordando la correspondencias RSK tenemos que m(«, 3)
es igual al namero de parejas de tablas de la misma forma con contenido o y .
Por lo tanto

m(a, 8) =Y KxaKs.

AFn
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Definicion 5.20. Definimos la matriz de Kostka K, como la matriz cua-
drada cuya entrada en a;; = K, donde X\ es el i-ésimo término en el orden
lexicografico inverso de particiones, y u es el j-ésimo término. Por ejemplo:

4 31 (2,2) (2,1,1) (1Y)
(4) 11 1 1 1
3,1) 0 1 1 2 3
Ka= 2,2) 0 0 1 1 2
(2,1,1) 0 0 0 1 3
" 0 0 0 0 1

Observacion 5.21. Dado que K,y = 1, las entradas de la diagonal de la
matriz K, son 1’s. Ademas K(,), es siempre 1 por lo que las entradas del
primer renglén también son puros unos. Por ultimo notemos que las entradas
de la dltima columna corresponden a los K(i~)’s, es decir, al nimero de tablas
estandar para cada particion .

Observacion 5.22. Notemo que si « y 8 son composiciones de n, y A y u son
particiones que tienen las mismas entradas que « y 8 ordenadas en forma decre-
ciente respectivamente, entonces existe una biyeccion entre M («, 8) y M (A, 1) la
cual esta dada permutando columas y renglones. Por lo tanto m(«, 8) =m(\, p).

De esta tltima observacion y de la Observacion 5.19 tenemos que las entradas
de la matriz K7 K,, (K denota la matriz transpuesta) son los ntimeros m(a, §)’s.
Ahora analicemos que ocurre con m*(a, ).

Definicién 5.23. Sean « y 8 composiciones de n tal que l(a) =r y I(8) = ¢, y
sea A € M*(a, 3). Diremos que (7,7) es un hueco de Asi 0 <i<r,0<j <ec,
y existe j < h < ctal que la entrada a;; =0y a;, = 1.

De igual manera que con m(c«, ), basta analizar sélo el caso cuando oy 8
son particiones.

Definiciéon 5.24. Sea A una particiéon de n, y sea p una particién de n po-
siblemente con algunas entradas 0. Una matriz de Young es una matriz
A € M*(\, ) que no tiene huecos. Notemos estas matrices se ven como «dia-
gramas de Young». Un ejemplo de dichas matrices son las siguientes:

10 1111100
111110

1111000
L1000 1000000
11000 0

Observacion 5.25. Notemos que si A es una particiéon de n entonces la tinica
matriz en M*(\,\') es una matriz de Young. Por lo tanto m*(\, \') = 1. Ade-
maés, si p es particion de n tal que p £ Xy m*(\, p) > 0 entonces m* (A, p) > 2.
Esto debido a que si A € M*(\, 1) entonces tiene un hueco, digamos (4, j), por
lo tanto existe h > j tal que a; j, = 1. Por ser u particién, debe existir i’ # ¢ tal
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que a; j = 1y ayp = 0. Si consideramos la matriz A’ como la matriz A inter-
cambiando a; j con a; p, y a;; con a;p, tenemos que A’ # Ay A" € M*(\, p).

A N i’ 0 1
J h J h

Esto prueba el siguiente lema:

Lema 5.26. Sean \ y p particiones, se tiene que m*(\,u) = 1 si y sdlo si
w=MN\.
Definicién 5.27. A la tnica matriz en M*(\, \') la denotamos como X ().

Definicién 5.28. Sea A = (\1,...,\;) una particién, un cambio de A es una
particion Tj;A = (A, ..., A =1, .., 0 + 1,0, A).

El siguiente resultado puede encontrarse en [MO, C. 2B]; la prueba que
damos esta basada en la demostracién que aparece en dicho libro.

Proposicion 5.29. Sean A y p particiones de n, entonces A\ & p si y solo si
existe una sucesion finita de particiones A = A1,Az,..., As = p tal que para toda
i € [s — 1] N\i+1 es un cambio de \;.

Demostracion. <] Para el si. Es claro de la definicion que en general si tenemos
T;;A un cambio de A entonces A > Tj;A. Por lo tanto Ai = Ay para toda
i€ls—1].

= |Veamos el sdlo si. Supongamos que A # p pues de lo contrario el resultado
es trivial. Por la Observacion 3.7 tenemos que r = {(\) < (1) = ¢. Consideremos
A= (A1..., A, ..., Ac) donde Ay = 0 para k > 7. Sea i = max{t| A\ > },
notemos que i < ¢ puesto que > ;_; Ay > >_;_; pu, y consideremos j = min{t i <
ty At < pe} el cual debe existir ya que > ;_; A = >_;_; tu = n. Por la eleccion
que hicimos de i y j se tiene que A\; > Aj11 y Aj—1 > A; por lo tanto Tj; A es un
cambio de ) al cual llamaremos Ay. Por la primera implicaciéon que demostramos
tenemos que A = Ay. Ahora como para toda i < k < j A\p = ju, se sigue que
Ao . Si Ay = 1 hemos terminado, en otro caso aplicamos el mismo método a

Ao para obtener A3. Este proceso en algin momento termina obteniendo asi el
resultado. O

Teorema 5.30 (Gale-Ryser). Sean \ y p particiones de n, entonces

m*(\, u) > O0siysélosi\ = p.
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Demostracion. =] Supongamos que m* (X, u) > 0, entonces existe A € M*(A, u).
Intercambiemos todos los huecos de A hasta obtener una matriz de Young, a
saber X (). Debido al cambio que hicimos en los huecos se tiene que para toda
Jj, el nimero de unos en X () que hay hasta la columna j es mayor o igual al
nimero de unos que hay en A hasta la columna j. Por lo tanto para toda j
o N> D

<|Sabemos que m*(A, \') = 1, ademéas por la Observacion 3.7 tenemos que
I(N) < l(n) por lo que podemos tomar la matriz de Yong X (\) y agregarle
I(n) — I(N) columnas de ceros obteniendo una matiz de tamano I(\) x I(u),
llamemos a esta nueva matriz A;. Por la Proposicion 5.29 se tiene que existe
una sucesion de cambios X = A, Aa,...,A\; = p. Ahora recursivamente para
toda I(u) > k > 2 definimos A; como sigue: Sabemos que )\, = TpgAi—1,
entonces tomemos algtn ¢ tal que en A;_; las entradas a;;, = 1 y ajq = 0 he
intercambiémoslas. A la matriz obtenida es a la que llamaremos Aj. Al final del
proceso habremos obtenido una matriz A; € M*(A, p). O

Este teorema fue dado por H. J. Ryser en [Ry|. Aunque con anterioridad
el profesor David Gale habia encontrado un resultado mas general de forma
independiente [Gal.

Observacién 5.31. Notemos que si tomamos una matriz A € M(A\, u) y la
transponemos entonces A™ € M(u, A). Como la funcién que a cada matriz le
asocia su transpuesta es una funcién biyectiva, podemos concluir que para cua-
lesquiera dos particiones A y p de n se dan las igualdad m(A, u) = m(u, A) y
m* (A, ) = m*(u, A). Por lo tanto el Teorema de Gael-Ryser queda simétrico,
es decir, m*(\, p) > 0 siy solo si p/ = A.

5.3. Teorema de Snapper

Esta seccion esta basada en [Sn] y en notas tomadas de un seminario impar-
tido por Ernesto Vallejo.

En el Capitulo 4 vimos que S,, acttia sobre cualquier espacio vectorial de
dimension finita permutando coordenadas. Esto puede verse atin més general.

Definicion 5.32. Para cualquier conjunto X y cualquier n € N definimos
X" ={(z1,...,2,) | Viz;, € X}
Observacion 5.33. Sea X un conjunto, S, actia en X™ de la siguiente manera
(T, 00) = (To-1(1)s -+ s To—1(n))-

Definicién 5.34. Sea X un conjunto, definimos el peso de a = (aq,...,a,) €
X™ como la funciéon wx (a) : X — N tal que

wx (a)(z) = [{i|mi(a) = z}|.

Aqui 7; es la proyeccién en la i-ésima coordenada. El peso cuenta cuantas
veces aparece cada z como entrada en a.
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A partir de aqui s6lo nos enfocaremos en conjuntos finitos.

Observacion 5.35. Sea X un conjunto finito. Dos elementos a,b € X" perte-
necen a la misma orbita si y solo si wx(a) = wx(b).

Definicién 5.36. Sea X = {x1,...,a;}, para cualquier « = (aq,...,q;) com-
posicion débil de n de longitud [, definimos la érbita de tipo a:

Ox(a)={aec X" |wx(a)(z;) = a;}.

Observacion 5.37. Notemos que si « es una composiciéon entonces para cual-
quier a € Ox (), el estabilizador (S),)a es isomorfo a S, como S,,-conjunto. Por

lo tanto S, /S, = Ox ().

Gracias a la Observacion 4.9 tenemos que existe una tnica particion A tal
que S, = Sy, por lo tanto C[S,,/S,] = C[S,,/Sy]. Asi ¢* es igual al caracter ¢*
de M.

Hay dos funtores en la categoria de conjuntos finitos que estan relacionados
y nos llevaran a la demostracion del teorema de esta seccion.

Definicion 5.38. Para cualquier conjunto finito X y cualquier n € N definimos

AMX)={f: X — NU{0}] Zf(m):n}

rzeX

Este nuevo conjunto también puede pensarse como el conjunto de multicon-
juntos con elementos en X de tamatnio n donde f(x) nos indica cuantas veces
aparece z en el multiconjunto. En caso de que X tenga una numeracion, es decir,
X ={z1,...,x}, es posible pensar a A”(X) como el conjunto de composiciones
débiles de n donde a cada funcion f la asociamos con (f(x1), f(x2),..., f(x1)).
Por ejemplo si tomamos X = {a,b,¢,d}, n =9, y la funcion f tal que f(a) = 3,
f(b) =0, f(c) =2,y f(d) =4, entonces f € A%[X] y esta puede ser vista como
el multiconjunto {a,a,a,c,c,d,d,d,d} y como la composicion (3,0, 2,4).

Definicién 5.39. Sean X y Y conjuntos finitos y sea g : X — Y una funcion,
definimos

= A%(g) : AM(X) — A™(Y) tal que A™(9)(f)(y) = Xseg—1(y) [(2):

= g": X" — Y™ tal que g™ (x1,...,x,) = (9(x1), ..., 9(xn)).

Proposicion 5.40. A™() y ()™ son funtores de la categoria de conjuntos finitos
en ella misma.

Demostracion. Hay que probar que respetan la composicion e identidades. Pri-
mero veamoslo para A™(). Sea idx : X — X la funciéon identidad de un
conjunto finito X, por definicién se tiene que para toda x € X, A™(id)(f)(z) =
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Zm/eid—l(r) f(z'), por lo tanto A™(id) = idgn(x). Ahora, sean g : X — Y y
h:Y — Z funciones, se tiene que

A (hog)(f)(2) = Y @

w€(hog)~1(2)

> Y f@

yeh=1(z) z€g~1(y)

A™(h)(A™(9)(f))(2)

por lo tanto A™(ho g) = A™(h) o A™(g).

Ahora veamos geu ()™ es funtor. Tomemos la funcion identidad id x, entonces
para cualquier (z1,...,2,) € X", id%(21,...,2,) = (idx(21),...,idx(z,)) =
(z1,...,2y) por lo que id = idx». Ahora sean g y h funciones como antes;
tenemos que

(hog)"(z1,...,2n) = (hog(z1),...,hog(xy,))
(h(g(@1)), - -, h(g(zn)))
= h"(g(z1),....9(zn))
= h"(g"(x1,...,2n)).

por lo que (hog)™ = h™og". O

Observacién 5.41. Para toda a € X", wx(a) € A"(X). Es decir, wx es una
funcién que va de X™ a A™(X).

Lo que wx hace es olvidar el orden de los elementos de a. Con el ejemplo
de antes X = {a,b,c,d}, n = 9y a = (a,c,a,d,d,a,d,c,d) € X°, tenemos
que wx(a) es igual a f del mismo ejemplo, a la cual le podemos asosiar el
multiconjunto {a,c,a,d,d,a,d,c,d} que es igual a {a,a,a,c,c,d,d,d,d}.

Si tenemos que X es un conjunto numerado, es decir, X = {z1,...,2;},
podemos identificar a A™(X) con las 6rbitas de X™ usando la Definicion 5.36.

Proposicion 5.42. La funcion w(y es una transformacion natural de los fun-
tores ()™ y A™(). O sea que para cualesquiera X y'Y conjuntos finitos, y toda
funcion g: X — Y

A"(g) owx = wy o g".

Demostracion. Sean a € X™ y y € Y; por una parte tenemos
[A"(g)owx(@)(y) = > wx(@@) = Y [{ilm() =z}
zeg~'(y) zeg~'(y)

Por otro lado

[wy o g"(a)l(y) = wy(g"(a))(y) = {i|m(g"(a)) = y}|.

Notemos que 7;(g™(a)) = y si y so6lo si g(m;(a)) = y por lo tanto los términos
del lado derecho de las igualdades son iguales. O
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Observacion 5.43. Sea X = X; X ... x X, y sea a; € A"(X;), podemos
pensar al conjunto
{a € AM(X)|Vi A™(m;)(a) = o}

como el conjunto de matrices enteras M (aq, ..., ax).

Por ejemplo si tomamos k = 2, X1 = {z1,22,73} y Xo = {y1,Y2,¥3, 94} ¥
consideramos X = X; x X5 y las funciones a1 : X1 — NU{0} y as : Xy —
N U {0} tales que aj(x1) =5, ar(x2) = 1, ar(x3) = 2, as(y1) = 4, as(y2) = 2,
as(ys) = 1y aa(ys) = 1, entonces las funciones a : X3 x Xo — N U {0} que
estan en el conjunto son aquellas que cumplen:

L Z?:1 a(r;,y;) = a1(z;) para toda i€ [3],

2. Z?Zl a(x;,y;) = aa(x;) para toda j € [4].

Con esto podemos pensar a o como una matriz de 3 x 4 tal que su entrada
a;j = ox;, ;) para toda i € [3] y toda j € [4].

Esto mismo puede hacerse para cualquier k& por lo que la frase inicial de la
observacion cobra sentido. Por lo tanto al conjunto M (a;, ..., ) lo podemos
considerar tanto como un conjunto de matrices, como uno de funciones, de
composiciones o de multiconjuntos.

Observacion 5.44. Sea X = X; X ... x X} un conjunto finito. La funcién f :
X" — X7'x...x X} talque f(a) = (7} (a),..., 7} (a)), es un homomorfismo de
Sp-conjuntos ya que cada 7} lo es. Ademas esta funcién es claramente biyectiva
pues so6lo reacomoda las coordenadas.

Proposicion 5.45. Sea X = X; X...x X un conjunto finito, y sean aq,. .., qy
composiciones de n. Tomemos U,O(a) C X™ donde la unidn corre en los a €
M(oa,...,ar) y tomemos O(aq) X ... x O(ag) € X7 X ... x XJ'. La siguiente

funcion es un isomorfismo de S, -conjuntos

UaEM(al ..... ag) O(Oé) — O(al) XX O(ak)

a— (r7(a),...,m(a))

Demostracion. Hay que verificar varias cosas. Primero veamos que esta bien
definida. Sea o« € M (ay,...,a) y sea a € O(a), entonces wx (a) = «, luego de
la Proposicion 5.42 se sigue que wx, oml*(a) = A"(m;)owx (a) = A™(m)(a) = o,
asi '(a) € O(ay), esto para toda i € [k].

Observemos que la funciéon en orbitas no es mas que la funciéon f de la
Observacion 5.44 restringida a UQGM(MW’%) O(a), por lo que hereda ser mo-
nomorfismo. S6lo nos queda ver que es suprayectiva. Sean a; €O(q;) para ca-
da i € [k], fijémonos en a tal que f(a) = (ai,...,ax), queremos ver que
a € Unenr(ay,...an) Ol@), es decir, wx(a) € M(a, ..., ax). Esto es asi ya que
por la Proposicion 5.42 A™(m;) o wx(a) = wx, o 7'(a) = wx,(a;) = «; para
toda i € [k]. Lo cual concluye la demostracion. O
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Corolario 5.46 (Teorema de Snapper). Sea X = X3 X ... x Xy un conjunto
finito, y para cada i € [k] sea a; € A™(X;). Entonces

S eemon oo
aeM(a,...,ax)

Demostracion. Notemos que ClUgenrr(ay,....ar)Sn/Sa] = Cl%_,S,,/S,,], esto
debido a la Obsevacion 5.37 y al Lema anterior. Ahora la Observacion 2.33
y la Proposicién 2.75 nos da que

C[UGCGM(OL17~~,(XI¢)STL/S&] = @QGM(al,u.,ak)(C[Sn/Sa]
C[I}_1Sn/Sa:] = C[Sn/Sa,] © ... ® C[Sp/Sa]

de donde se sigue el resultado. O

5.3.1. Aplicaciones a matrices
Corolario 5.47. Sean a7,...,a composiciones de n, entonces
mlan,...,ar) = (6 @ ... ¢, 1).

Demostracion. Gracias al Teorema de Snapper y a la Proposicion 5.4 tenemos

(P @ ... @ ¢, 1) _< > ¢a,1>
Lag)

aEM(aq,..

= Z <¢a71>

aEM(aq,...,ar)

- Z 1

a€EM (a,...,ar)

= m(aq,...,qk).

Corolario 5.48. Sean aq,...,q, composiciones de n, entonces
m(ag,...,05) = (0 Q... R ¢ €).

Demostracion. Del Teorema de Snaper y de la Observacion 5.13 se sigue que

(P ®...Q 9%, ) = < Z ¢°‘,5>
SOk)

a€EM(aq,..

= > (%o

aEM(aq,...,ar)
= 2. 1
aeEM*(aq,...,ak)
*
= m"(a1,...,q).
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Si nos restringimos al caso de matrices 2-dimensionales el Corolario 5.47 nos
dice que si a0 y B son composiciones débiles de n entonces

m(a, B) = (¢ ® ¢’ 1) = (¢, ")
Definicién 5.49. Denotemos por ¢ al cardcter ¢*®e.

Del Corolario 5.48 tenemos que m*(X, p) = (¢* @ ¢#, ) el cual es igual a
(¢*, ¢*®e). Ahora si tomamos p = X', del Lema 5.26 tenemos que

1= (6 ¢¥0e) = (0 0").
Por lo tanto ¢ y 1/))" sblo tienen una componente en comun.

Proposicion 5.50. La componente comin entre ¢ y 1/1)‘/ es x*. Ademds
(P x)=1= <wk/,><A> :

Esta proposiciéon es importante pues en ella se basan los siguientes dos resul-
tados. No daremos la demostracion ya que se requiere seguir un camino largo y
nos desviarfamos del objetivo. La idea se apoya en el uso de matrices de Kostka
y otras técnicas como resolucién de ecuaciones matriciales.

Proposicion 5.51. Sean \ y p particiones de n tales que <¢)‘, X”> > 0 entonces
A p.

Demostracion. De la proposicién anterior tenemos <¢“', X#> = 1, por lo que
de la hipotesis y del Corolario 5.48 se sigue

m ) = (@0 ) = (0,0 @2) = (%0 ) > 0.

Usando el Teorema de Gale-Ryser y la simetria observada en 5.31 concluimos
que p= () = A O

Teorema 5.52. Sean \ y u particiones de n tales que x> = x*, entonces A\ = [u.

Demostracion. Por la Proposiciéon 5.50 obtenemos lo siguiente

L= (" x") = (" x")>0 (5.2)
L= (¢#x") = (¢".x*) >0 (5.3)
Ahora de la Proposicion 5.51 concluimos que g = Ay A > p, por lo tanto
A= L. O

Observemos que la Proposicion 5.51 y el Teorema 5.52 dan una version alter-
nativa la demostracion de la Regla de Young y a una parte de la demostracion
del Teorema 4.26 respectivamente, usando solamente caracteres.
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5.4. Multitablas, coeficientes de Kronecker, y ma-
trices

En esta altima seccién daremos dos resultados importantes. Generalizare-
mos la correspondencia RSK, y daresmo una aproximacién combinatoria a los
coeficientes de Kronecker. Para culminar con los resultados de esta tesis me he
basado en el articulo [AV].

Observacion 5.53. Sean A, uy v particines de n, del Crorolario 5.47 tenemos
que
m\ pv) = (P @ ¢ @ ¢, 1)

Ahora de la regla de Young se sigue

m(\, p,v) = <(Z Kaxx®) @ () Ksux®) @ () Kyux), 1>

alzA BEp 27

Por la linealidad del producto tensorial mencionada en la Observacion 2.72
concluimos que

m\ ) = > Kax Y KguY Ku{(x*@x’e@x",1)
alA BEu yBv
= Z Ka)\KBp,K'yV <Xa @ X57 X’y>

al B u, v

= > KaaKpuKyg(a,8,79).

al A, BEu,yBr

Esta igualdad es parecida a la iguladad de la Observacion 5.19 la cual fue ob-
tenida apartir de RSK. Uno puede preguntarse si esa biyecciéon puede extenderse
a ternas de tablas y matrices 3-dimensionales, pero debido a que los coeficientes
de Kronecker aparecen en la férmula anterior la respuesta es que no. Pero existe
otra manera de relacionar al conjunto M (), i, ) con tablas.

Notemos que si tenemos una matriz 3- dimensional de tamano k£ X | X m,
podemos «partirlay» en m matrices de tamano k x I, es decir, podemos tomar-
nos las rebanadas fijando la tercera coordenada. Con esto se tiene la siguiente
propiedad.

Lema 5.54. Sean A\, pu, yv = (v1,...,Vy) particiones del mismo nimero natu-
ral n. Existe una biyeccion entre el conjunto M(\, u,v) y las m-tuplas de ma-
trices 2-dimensionales con entradas enteras no negativas (AW, . .. A cuyos
1-margenes (A(1), u(1)), ..., (A(m), u(m))) cumplen que

y tales que la suma de las entradas de AT es igual a vq para toda d € [m].
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Demostracion. La biyeccion esta dada por la siguiente construcciéon: sea A €
M(X\ p,v), si A= (ai;r), para toda d € [m] definimos la matriz 2-dimensional
de tamaiio I(\) x (), A@D = (ag)) tal que al(;l) = a,;q para toda ¢ y toda j. Y
viceversa dada la tupla de matrices (A, ..., A(™)) que cumplan las condiciones
de la proposicion podemos considerar la matriz A = (a,;4) donde a;j; = az(-;-i). O

Observacion 5.55. Usando la correspondencia RSK tenemos que las m- tupla
de matrices 2-dimencionales con entradas enteras no negativas (A(l), . ,A(m))
estan en relacion biyectiva con parejas de m-tuplas de tablas semiestandar
((P1,..., Pn),(Q1,...,Qun)) tales que para toda ¢ € [m], P, y Q; tienen la
misma forma. Ademaés si usamos la biyeccion anterior con (A, ... A(™) y
obtenemos A € M (A, u, V) entonces la suma del contenido de las P;’s es igual
a p y la suma del contenido de las @;’s es igual a A, mas aun el tamafio de la
forma de P; es igual a v; para cualquier 1.

Definicién 5.56. Si A(1),A(2),...,A(p) son particiones tales que §§ = A(0) C
A1) C A(2) C ... C A(p) =\, y para toda i € [p], T; es una tabla semiestandar
LR (recordar Definicion 1.54) de forma A(¢)/A(i — 1). Entonces diremos que
T = (Th,Ts,...,Tp,) es una multitabla LR. Con esto podemos pensar que T
es una tabla de forma A (no necesariamente semiestandar) tal que la restricion
a A(i)/A( — 1) es igual a T; para toda ¢ € [p]. Asi entonces diremos que la
multitabla T tiene forma .

Definicién 5.57. Diremos que una multitabla T = (T3, T5,...,T;) es de tipo
v = (11,...,v,) si para toda i € [q] se cumple que |A(Z)/A(i —1)] = ;. Y si
T; tiene contenido p(i) diremos que T tiene contenido (p(1),p(2),...,p(q)).
Notemos que v es una composicion de |A|.

Por ejemplo tomemos la tabla T como sigue

1[1]1 1[1]1]1]1]
1]2]2

WlW|I N~

=W W N =

W= N| N

|| | of —

= LV e B )
|| =N W DN~

2

Esta tabla T se divide en cuatro tablas LR , la tabla 77 (tabla blanca), la
tabla Ty (tabla café), la tabla T3 (tabla verde), y la tabla T, (tabla amarilla).

1[1]1 1[1]1]
2]2 1[2]2
3[3

2[3

3
1[1]1]3]4
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Aqui T tiene contenido ((3,2,2),(4,4,1),(5,4,2,2),(7,5,3,1)) y es de tipo
(5,8,12,16).
Observaciéon 5.58. Sea T' = (T1,...,T,) una multitabla LR. Si (1) es la
forma de T; es claro que A(1) es una particion, mas atn 71 = T (1.

Definicién 5.59. Al nimero de multitablas con contenido (p(1),...,p(q)) y de
forma A lo denotamos como cf‘p(l) p(@)”

Observacion 5.60. Notemos que del Corolario 1.56 se sigue que si v es parti-

cién entonces
A § A
Z C5yCap = Z C(B.am) (5.4)
8,v,0,8 Broy

Por ejemplo si dejamos fija A = (9,8,7,6,5,4,3) y variamos el resto de los
parametros obtenemos varias tablas pero todas ellas partidas en tres tablas LR.
Una de ellas podria ser la siguiente

1|1
2
3

1

donde la parte blanca es de forma y contenido o = (3,2, 1); la parte anaranjada
y blanca es de forma § = (6,5,4,3,2,1) y la parte anaranjada es una tabla
sesgada LR de contenido 8 = (6,4, 3,2); toda la tabla es de forma A y la parte
roja es LR de contenido v = (8,6,4,2,1).
Esto se puede generalizar a cualquier nimero de particiones como sigue
A _ A n(g—1) 1 (3) n(2)

D opla) = D Cnla=1p(0) g Dp(a—1) @@ pzy (55
donde la primera suma corre sobre las particiones p(i)’s , y la segunda suma
corre sobre las particiones p(i)’s y u(j)’s.

Observacién 5.61. Recordemos que si x* v x? son caracteres irreducibles de
S, v Sy, Tespectivamente entonces Y x x? es un caracter irreducible de S, X S,,.
Ahora del Corolario 4.36 tenemos que

Sm n
Indsm;Sn (Xa X Xﬁ) = ey’ = Z Cé,,@X)\
AFm—4n

Por lo tanto s
<Indsiﬁi’is~n (x* x xﬂ),xA>s =) 5
m—+n
de esta igualdad y usando el Teorema de reciprocidad de Frobenius 2.102 se
obtiene

Smin (LA A
<x‘”‘ x X", Resg™ s (x )>S g = Cas
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lo cual nos dice que

Sm+n
Resg" s, (X/\) = Z c()\x,ﬁ (x* x Xﬁ) (5.6)
atm, BFn
Proposicion 5.62. Sean ni,...,n, nimeros naturales y sea A + 23:1 n; en-
tonces
Sni+...4n A A 1
Resg 5 xd,, ()= ch(lx...,p(q))(xp( I xx Xp(q))

donde la suma corre en los p(1) Fny,...,p(q) F ng.

Demostracion. Si ¢ = 2 el resultado es precisamente la ecuacion (5.6) de la
observacion anterior. Ahora el resultado se sigue indcutivamente tomando ¢ > 2.
Para simplificar la notaciéon haremos el paso inductivo para ¢ = 3, aunque este
funciona de manera anéloga para cualquier g arbitrario.

De la Proposicién 2.92 obtenemos que

Resg, T4 s, (V) = Resgr 16 ¥, (Resgi T, (1),

Recurriendo de nuevo a la ecuacion (5.6)

Resg s (M) = D 3, (X xx7).

Ska+b
ke
Sustituyendo tenemos
Sa+b+c A _ Sa+b><sc A ) Yy
Resg' s, () = Resg'iis (Do @y (" xx7)
Ska+b, yHc
_ A SatbXSe ) ~
= D Resgils s (X x X))
Sha+b
e
_ A Sa+tb 5 v
= E C(;,,YRQSSGXSZ, (X ) x x7.
Sa+b
e

Finalmente por hipétesis de induccién lo anterior quedaria como

D a D s X)) XX = 3 5 Y el s (XX xx7)
dta+b SFa+b
e ~kc

y usando la ecuacion (5.4) de la Observacion 5.60 se tiene el resultado. Como
ya dijimos este proceso es analogo para cualquier ¢, la tnica diferencia es que
hay que usar la ecuacion (5.5) de la Observacion 5.60 en lugar de la ecuacion
(5.4). O
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Definicién 5.63. Sean )\ y p particiones de n y sea v una composicion de n.
Llamaremos LR(A, ;) al conjunto de todas las parejas (T,U) de multitablas
LR tales que T es de forma A, U de forma pu, y ambas de tipo v. Al ntimero de
elementos de este conjunto lo denotaremos como Ir(A, u; v).

Teorema 5.64. FExiste una funcion biyectiva entre el conjunto de m-tuplas de
tablas semiestindar (Py, ..., Py), y las parejas de tablas (P, T) que cumple lo
stguiente:

1. P y T son de la misma forma, P es semiestandar y T es una multitabla
LR.

2. 8ip(l),...,u(m) son los contenidos de Pi, ..., Py respectivamente, y i
es el contenido de P. Entonces Yo, (i) = p.

3. Si Py,..., Py son de forma p(1),...,p(m) respectivamente, entonces el
contenido de T es igual a (p(1),...,p(m)).

Demostracion. Primero definamos PV = Py y TW = T,4). Para k € [m]\{1}
definimos recursivamente P*) y T(¥) como sigue: Usando la correspondecia RSK
(5% e Uj

vy
entonces P*) := (... (P*~1 ;) < ...) + v;; en un diagrama sesgado cuya
forma sea misma que la de P(’“)\P(kfl) colocamos las u;’s; u; va en el primer
cuadro que se agrego en la inserccion, us va en el segundo cuadro que se agrego en
la inserccion, en general u; va en el cuadro que se agrego en la t-ésima inserccion.
Al final tomamos P = P(™) y T = (T™M, ... T(™)), Por construccion P y T
son de la misma forma, P tiene contenido Y"i*, p(i), cada T tiene contenido
p(1), y por la Proposiciéon 1.47 cada T es una tabla sesgada LR por lo tanto T
es una multitabla LR. Esta funcion es biyectiva pues realizar el proceso inverso
nos da la funcion inversa. O

tomamos el arreglo correspondiente a la pareja (Pg,T,)),

Definiciéon 5.65. Sean § una particion, y v una composicion débil de |§|. De-
notamos por Ks, al conjunto de tablas semiestdndar de forma ¢ y contenido

5.

Observacion 5.66. Esxiste una funcion biyectiva entre el conjunto de las pa-
rejas de m-tuplas ((Py, ..., Pp), (Q1,...,Q@m)) que satisfacen las condiciones de
la Observacion 5.55 y el conjunto

|_| Kax X Kgu X LR(A, 3 v).
alX, Bl

Este esta dado por el teorema anterior. Tomamos las parejas (P,T) y (Q,S5)
que le corresponde a cada tupla y asi entonces

((‘Plv‘'’713711))(Ql;~~1Qm))’_> (vav(SaT))
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Teorema 5.67 (Vallejo-Avella). Sean A,u, y v particiones de n. Eziste una
correspondencia biyectiva entre el conjunto M (X, u,v) y el conjunto

| ] Kax xKgu x LR(X, 5 v).
al, Bl

Demostracion. Componemos la biyeccion del Lema 5.54 con la biyeccion de la
Observacion 5.55, y estas a su vez con la biyeccion de la Observaciéon 5.66. [

Como ejemplo podemos tomar la matriz que bajo la primera biyecciéon nos

da

2 0 0 3 1 0
A = | 1 1 AD = 2 1 AG® = 0 1
0 1 0 0 1 2

Ahora si mandamos cada una de estas matrices bajo RSK obtenemos

(P, = ([L[A[12]2] [1]1]2]2]3])

1[1]2]2] [1]1]1]2
(P27Q2)<22 | "22 | ‘)
(P37Q3)< ; 1[2]2] ; 2 3|3\>

Entonces usando la segunda biyeccién tenemos que

(A(1)7A(2)’ A(3)) = ((P17P25 P3)’ (Qla Q27 Q3))

Finalmente bajo el Teorema 5.64 tenemos que (Py, P, P3) y (Q1,Q2,Q3) van a
las siguientes parejas respectivamente

1 1|1|1|2|2|?|2|21,W_>
2
T[1[1[1][1]2]2][3[3] [T[1[1[1][1

21212(3 ’

Por lo tanto la biyeccion final manda la a matriz a la terna (Q, P, (S,T)).
Como consecuencia de este tltimo teorema se tiene lo siguiente:

e = (s

llerA DO —

Corolario 5.68. Sean A, u, y v particiones de n, entonces

m(\, p,v) = Z KoKpgulr(a, B;v).
al,BBu

Si comparamos esta igualdad con la de la Observacion 5.53 podremos notar
que son muy parecidas. Esto no es coincidencia como veremos a continuacién.

Lema 5.69. Sean A\, p, yv = (v1,...,1,) particiones de n entonces

Ir(\, s v) = (x* @ x*, ¢").
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Demostracion. De la Observacion 4.19 se tiene la igualdad

(@ Xt ¢ = <><A ® X“,Ind§2(1)>s ;

n

ahora por el Teorema de reciprocidad de Frobenius 2.102 se sigue que

(3 @ x97) = (Ress (M @), 1)

v

y de la Proposicién 2.91 obtenemos
exte) = <Res§’; (x*) @ Resgr (x*), 1>

— (Res (V) Ress () )

Sy

v

Para finalizar, utilizando la Proposicién 5.62 y la dltima igualdad concluimos
que

donde la suma corre en las tuplas (p(1),...,p(q)) tales que p(i) F v; para toda
i € [q]. Que es lo que querfamos. O

Teorema 5.70. Sean \, u, y v particiones de n, entonces
(A ) = > Kyug(A, p1,7)-
p>2%

Demostracion. Debido al Lema 5.69 y a la regla de Young obtenemos las si-
guientes igualdades:

I\ pv) = (Coxteer, 1)
= (xX*ex",¢")

X ext wa7>

v

I
T

= K’yu <X)\®XH7X’Y>

2
\Y
N

- K’yug()‘vua’)/)'

2
\Y
N

O

Con este ultimo teorema se ha logrado una aproximaciéon combinatoria para
el calculo de los coeficientes de Kronecker.
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