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Resumen

Existe una función biyecctiva entre parejas de tablas de Young semiestándar
y matrices 2-dimensionales con entradas enteras no negativas. El resultado
principal de esta tesis muestra una generalización de esa biyección a matrices
3-dimensionales, dada por Ernesto Vallejo y Diana Avella en el 2012; para llegar
a ella es necesario conocer la combinatoria de las tablas de Young y la relación
que estas tienen con las representaciones del grupo simétrico. Esta relación
es muy amplia, ya que gracias a las tablas es posible conocer los módulos ir-
reducibles de Sn. Además, la multiplicidad de la descomposición en módulos
irreducibles puede ser calculada usando tablas en ciertos casos. Algunas de
estas multiplicidades son conocidas como números de Kostka y coeficientes de
Littlewood-Richardson (en honor a los matemáticos que las estudiaron), estas
últimas sirven de motivación para tratar de encontar un cálculo combinato-
rio de los coeficientes de Kronecker. Para poder relacionar los coeficientes de
Littlewood-Richardson y los números de Kostka con las representaciones de Sn,
es necesario crear un puente entre el anillo de tablas y un anillo graduado de
dichas representaciones pasando por el anillo de polinomios simétricos homogé-
neos.

En la teoría de representaciones exiten unas funciones asociadas a los G-
módulos llamadas caracteres, y un producto interno en las mismas. Dichas
funciones junto con un teorema llamado teorema de Snapper nos permiten rela-
cionar al conjunto de matrcies 3-dimensionales con 1-margenes fijos con el con-
junto de ternas cuyas entradas son dos tablas semiestandar y una pareja de
multitablas LR; llegando así a la generalización antes mencionada. Más aún,
como aplicación de este resultado, se obtiene una aproximación combinatoria de
los coeficientes de Kronecker.

Palabras clave: Tablas de Young, Correspondencia RSK, Representaciones
de grupos, Polinomios de Schur, Grupo simétrico, Coeficientes de Kronecker,
Matrices.
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Abstract

There is a biyective map between pairs of semistandard Young tableaux and 2-
dimensional matrices with nonnegative integer entries. The main result of this
thesis shows a generalization of that biyection to 3-dimensional matrices which
was given by Ernesto Vallejo and Diana Avilla in 2012; to reach it is necessary
to know the combinatorics of Young tableaux and the relation they have with
the representations of the symmetric group. This relationship is far-reaching,
because by means of the tableaux it is posible to know the irreducible modules of
Sn. Furthermore, the multiplicity of the descomposition in irreducible modules
can be calculated using tableaux in some cases. Some of these multiplicities
are known as Kostka numbers and Littlewood-Richardson numbers (in honor
of mathematicians that studied them), the latter serve as motivation to try
to locate a combinational calculation of Kronecker coefficients. To relate the
Littlewood-Richardson numbers and Kostka numbers with the representations
of Sn, it is necessary to create a link between the tebleau ring and a graduated
ring of those represenations using the symmetric homogeneous polynomial ring.

In the representation theory there are functions associated to the G-modules
called characters, and a inner product of characters. These functions together
with a theorem from Snapper allow us to relate the set of 3-dimensional ma-
trices with fixed 1-margins with the set of triples whose coordinates are two
semistandard tableaux and one pair of LR multitableaux; thus reaching the
above generalization. Even more, as an application of this result, we obtain a
combinatorial approximation of Kronecker coefficients.
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Introducción

En la teoría de representaciones de grupos existen G-módulos los cuales carecen
de submódulos propios. Estos G-módulos son llamados irreducibles y son de
suma importancia dentro de la teoría puesto que gracias al teorema de Mashke
([JL, C. 8]) todo G-módulo se escribe como suma directa de módulos irreduci-
bles cuando G es un grupo finito. En este ámbito existen preguntas interesantes
como: Dado un grupo finito G ¿cuáles son todas sus representaciones irreduci-
bles? ¿Cómo descomponer el producto tensorial de dos G-módulos como suma
directa de irreducibles?. El resultado principal de esta tesis nos permitirá cono-
cer parcialmente la respuesta de la segunda pregunta para el caso del producto
tensorias de módulos irreducibles del grupo simétrico Sn. En el camino encontra-
remos todos los módulos irreducibles de Sn resolviendo así la primera pregunta.
A estos módulos se les conoce como módulos de Specht y su construcción re-
quiere de unos objetos combinatorios llamados tablas de Young, las cuales, han
sido estudiadas por diversos matemáticos a lo largo del siglo XX. Algunos resul-
tados interesantes sobre ellas nos servirán como herramienta; en particular nos
enfocaremos en un resultado conocido como la correspondencia de Robinson-
Schensted-Knuth (RSK) la cual habla de una biyección entre parejas de tablas
y matrices con entradas enteras no negativas. Está biyección será generalizada
como resultado final de esta tesis y eso nos permitirá dar una aproximación a
la pregunta planteada anteriormente.

Un coeficiente de Kronecker es la multiplicidad de una representación irredu-
cible de Sn en el producto tensorial de otras dos. Estos coeficientes se empezarón
a investigar desde 1938 y se han encontrado en áreas como física, y más recien-
temente en teoría de complejidad geométrica, por lo que el interés en ellos ha
aumentado. Desde entonces se ha buscado una manera combinatoria de calcu-
larlos, pero no se ha obtenido una respuesta concreta.

En el capítulo 1 estudiaremos las propiedades combinatorias de las tablas de
Young ([Fult]) y usando las relaciones de Knuth demostraremos que el conjunto
de tablas es un monoide. Daremos la correspondencia RSK y hablaremos de los
coeficientes de Littlewood-Richardson (LR); coeficientes que aparecen como la
multiplicidad de módulos irreducibles en el producto de otros dos, dentro del
anillo graduado Gr, el cual, consta de la suma directa de los anillos de Grothen-
dieck de Sn. Dichos coeficientes pueden ser calculados de manera combinatoria
utilizando tablas. Esto posteriormente motiva a buscar un cálculo combinatorio
de los coeficientes de Kronecker.

ix



INTRODUCCIÓN x

El capítulo 2 está dedicado a estudiar de manera general la teoría de repre-
sentaciones de grupos finitos ([JL]). Aquí enunciaremos el teorema de Maschke
e introduciremos el concepto de carácter el cual será de gran ayuda. Al final
del capitulo hablaremos de la restricción y la inducción de representaciones, un
concepto que posteriormente aparecerá en el caso particular del grupo simétrico.

En el capítulo 3 mencionaremos a los polinomios simétricos y como estos
estan relacionados con el monoide de tablas . Los polinomios conocidos como
polinomios de Schur serán relevantes, ya que el conjunto de éstos, junto con
las operaciones suma y multiplicación de polinomios, forma una estructura de
anillo graduado la cual resulta isomorfa al anillo de Grothendieck de los Sn-
módulos. Estudiaremos los coeficientes de Kostka y daremos un homomorfismo
de Z-módulos entre el anillo de monoide de tablas y el anillo de polinomios
([Fult, C. 2 y 6]).

En el capítulo 4, usando tablas de Young mostraremos una construcción para
conocer todos los módulos irreducibles de Sn. Daremos el isomorfismo entre el
anillo de Grothendieck de Sn y el anillo de polinomios de Schur, el cual servirá
de puente para conocer mejor algunas representaciones del grupo ([Fult, C. 7]).

Finalmente en el capítulo 5, hablaremos del problema principal de esta tesis.
Como primer paso definiremos los 1-márgenes de una matriz n-dimensional. De
forma intermedia enunciaremos y probaremos el Teorema de Snapper ([Sn]).
Éste nos dará una fórmula para calcular el número de matrices con 1-márgenes
fijos en términos de caracteres del grupo simétrico. Por último haciendo uso
de los resultados anteriores y en base a sospechas que generan aplicaciones del
teorema de Snapper, daremos un teorema de Ernesto Vallejo y Diana Avella que
generaliza RSK a matrices 3-dimensionales ([AV]). Éste teorema nos dará una
aproximación combinatoria de los coeficientes de Kronecker.

Los primeros dos capítulos nos servirán como nociones preliminares. Éstos
y los capítulos 3 y 4 son de preparación para el último capítulo; los resultados
mostrados ahí aparecen en varios libros de texto, es por ello que hemos omitido
algunas demostraciones, esperando que las que aparecen sirvan de ilustración
y den una idea de las técnicas que se utilizan para probar los resultados. El
capítulo 5 está basado en diversos artículos. Por eso y por ser este el capítulo
principal, hemos realizado todos los resultados a detalle.



Capítulo 1

Tablas de Young

En este capítulo estudiaremos las tablas de Young y qué operaciones se
pueden realizar con éstas. Asociaremos a ellas la noción de palabra, y después de
varios resultados llegaremos a una importante correspondencia conocida como la
correspondencia de Robinson-Schensted-Knuth (RSK). También hay una regla
conocida como regla de Littlewood-Richardson (LR) la cual nos será de gran
ayuda para conocer más acerca de las representaciones del grupo Sn. Gran parte
de este capítulo esta basado en [Fult] y algunas propiedades o demostraciones
que fueron omitidas pueden encontrarse ahí con más detalle. Para empezar es
necesario introducir nuestra notación y conocer algunos conceptos.

Definición 1.1. Una partición de un número natural n es una tupla de natu-
rales λ = (λ1, . . . , λm) que cumple:

1. λ1 ≥ . . . ≥ λm
2.
∑
i λi = n

Nota: Nosotros consideraremos a los números naturales como el conjunto
N = {1, 2, 3, 4, . . .}.

A veces conviene escribir a λ como
(
1b1 , 2b2 , . . . , nbn

)
donde bi es el número

de veces que aparece i en la partición, aunque nosotros usaremos más frecuen-
temente la forma de la Definición 1.1 . Otras notaciones útiles son λ ` n que
quiere decir que λ es partición de n, |λ| que es el valor n del cual λ es parti-
ción, y la longitud de una partición l(λ), que es el número de partes. También
establecemos la partición vacía ∅ o partición 0 que se puede pensar como la
partición cuyas λ′is son todas cero o como la partición () la cual es la única de
longitud cero. Estas definiciones son meramente algebraicas, pero pueden ser
analizadas desde un punto más visual.

Definición 1.2. Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado, y sea I ⊆ P ,
decimos que I es un ideal de P si para todo a ∈ I y para todo p ∈ P que
cumpla que p ≤ a se tiene que p ∈ I.

Definición 1.3. En N×N decimo
s que (a, b) 4 (c, d) si y sólo si a ≤ c y b ≤ d.

1



CAPÍTULO 1. TABLAS DE YOUNG 2

Observación 1.4. La relación 4 define un orden parcial en N×N.

Definición 1.5. Llamamos diagrama de Young a cualquier ideal finito D de
(N× N,4).

Young introdujo la noción de diagrama, el cual le da una geometría a las
particiones, no es difícil ver que a cualquier partición se le puede asociar un
diagrama de Young y que todo diagrama de Young define una partición, es
por ello que cuando hablemos de λ nos podremos referir tanto al diagrama que
tiene asociado como a la partición. El diagrama consiste en colocar l(λ) filas
de cuadros, donde la fila i-ésima tiene λi cuadros, por ejemplo a la partición
(4,4,3,1) le corresponde el diagrama de la Figura 1.1. Cabe hacer notar que el
dibujo lo estamos pensando en coordenadas matriciales, es decir, los renglones
los numeramos de arriba hacia abajo y las columnas de izquierda a derecha, así
si la pareja (i, j) pertenece al diagrama, en el dibujo habra un cuadro en la fila
i y columna j.

Figura 1.1: Diagrama de Young de la partición (4,4,3,1).

Con esto entonces podemos hablar de cuando una partición está contenida
en otra (en el sentido del diagrama), y así definir lo que es un diagrama sesgado.

Definición 1.6. Si λ y µ son particiones tales que µ ⊆ λ, llamamos diagrama
sesgado al conjunto λ \ µ y lo denotamos como λ/µ. Un ejemplo es el de la
Figura 1.2

Figura 1.2: Diagrama sesgada de (6,4,3,2)/(3,2,2).

Definición 1.7. Una tabla de Young es una función T : λ/µ → N, donde
λ/µ es un diagrama sesgado; en este caso decimos que T es de forma λ/µ, en
caso de que µ = ∅ decimos que T es regular o de forma regular.

Las tablas de interés son aquellas que son crecientes de izquierda a derecha
por filas y estrictamente crecientes de arriba hacia abajo por columnas. A las
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cuales llamaremos tablas semiestándar, si además se pide que la tabla sea una
biyección entre λ/µ y {1, 2, . . . , |λ/µ|} diremos que es estándar. Un ejemplo de
cómo se ven dichas tablas se muestra en la Figura 1.3.

1 1 2 2
2 3 3 3
4 4 6
7

1 3 4 10
2 7 8 12
5 9 11
6

Figura 1.3: Tabla semiestándar y tabla estándar, de forma (4,4,3,1).

Antes de empezar con nuestro análisis hay que introducir una última noción
básica, observemos que si tenemos un diagrama de Young λ e intercambiamos
filas por columnas, es decir, reflejamos respecto a la diagonal, volvemos a obtener
un diagrama de Young, al cual llamamos conjugado de λ y lo denotamos por
λ′. Si hacemos esto con una tabla T obtenemos otra tabla a la cual llamamos
tabla transpuesta y denotamos por T τ .

Observación 1.8. Si T es semiestándar no necesariamente T τ es semiestándar,
pero si T es estándar entonces su transpuesta también lo es.

Nota: De aquí en adelante, para ahorrarnos vocabulario, nos referiremos
a las tablas regulares semiestándar simplemente como tablas, a menos de que
hagamos explícito lo contrario.

1.1. Operaciones en tablas
Hay dos operaciones binarias que son de suma importancia en el estudio de

las tablas, estas se pueden efectuar entre cualesquiera dos tablas sin importar
su forma. En esta sección nos enfocaremos en el estudio de dichas operaciones.

1.1.1. Inserción por fila
Dado un entero x y una tabla T definimos la operación insertar x en T

denotada como T � x, de la siguiente manera: nos fijamos en la primera fila de
T , si x es mayor o igual que el último número de la fila (contando de izquierda
a derecha) colocamos un nuevo cuadro al final de la fila junto con el número
x en él, si no, entonces buscamos el menor número más grande que x que este
más a la izquierda, digamos x1, y lo cambiamos por x, ahora con x1 repetimos
el mismo procedimiento pero en la segunda fila, y así nos seguimos, si se da el
caso que llegamos a la última fila y extraemos un número entonces colocamos
un nuevo cuadro al final de la primera columna con el último número extraído
en él (ver [Kn]).

Formalmente el algoritmo de inserción es el siguiente:
Sea T una tabla de forma λ = (λ1, λ2, . . . , λm) y sean ai,j = T (i, j)

Defínase x0 = x, i = 1, l = l(λ)
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Mientras i ≤ l
Si xi−1 ≥ ai,λi

Haga λi = λi + 1
ai,λi+1 = xi−1
Regresar T � x tal que (T � x)(s, r) = as,r y finalizar

algotimo
Si no, escogemos j tal que ai,j−1 ≤ xi−1 < ai,j

Defina xi = ai,j
Defina ai,j = xi−1
i = i+ 1

Haga λl+1 = 1
al+1,1 = xl
Regresar T � x tal que (T � x)(s, r) = as,r

Uno puede preguntarse si después de realizar una inserción la tabla resultan-
te vuelve a ser semiestándar, pero precisamente así fue diseñado el algoritmo,
sólo basta ver que si un número b fue reemplazado por a, las desigualdades se
mantienen, por ejemplo si los «vecinos» por fila de b fueran b1y b2 entonces ten-
dríamos que b1 < b ≤ b2 (la primera desigualdad es estricta pues de lo contrario
a hubiera remplazado a b1o a un número que este más a la izquierda de b), como
a < b tenemos que a < b2, además b1 ≤ a pues de lo contrario b1 hubiese sido
reemplazado. Gracias a las desigualdades también se puede ver rápidamente que
el número que ahora está debajo de a es mayor estricto y el que está arriba (si es
que lo hay) es menor estricto, sólo nos falta ver que realmente la nueva tabla es
una tabla, es decir, su dominio es una partición, para ello sólo hay que verificar
que el nuevo cuadro que se agregó no haya hecho un renglón más largo que uno
anterior, pero esto no pasa, pues de ser así justo un renglón anterior sería de la
misma longitud que el renglón al que se le va a agregar el nuevo cuadro, lo que
quiere decir que el entero que salió de este renglón es mayor o igual que todas
las entradas del renglón donde se agregará el nuevo cuadro, lo cual no se puede
pues la tabla es estrictamente creciente por columnas.

Para dejar más claras las ideas vea el ejemplo de la Figura 1.4.

1 3 3 5 ← 1

2 4
5 5

=⇒ 1 1 3 5
2 4 ← 3

5 5

=⇒ 1 1 3 5
2 3
5 5 ← 4

=⇒ 1 1 3 5
2 3
4 5
5

Figura 1.4: Ejemplo de inserción del entero 1 en una tabla.

Esta operación tiene un proceso inverso, es decir, dada una tabla T se quiere
saber a qué entero x y a que tabla T ′ se le aplicó la inserción tal que T = T ′ � x,
es claro que tal entero y tal tabla no son únicos, pero éstos se vuelven únicos
cuando además de dar T damos una esquina distinguida (una esquina es un
cuadro de T que no tiene «vecino» derecho ni «vecino» inferior) y el proceso a
seguir para encontrar x y T ′ no es más que realizar el algoritmo de inserción en
sentido inverso.
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Definición 1.9. La ruta R al realizar una inserción de un natural x en una
tabla T de forma λ, es el subconjunto de λ que consta de todos los cuadros a
los cuales se les hizo un intercambio de número, junto con el último cuadro que
se agregó.

Observación 1.10. Las rutas tienen a lo más un cuadro por renglón, y si tienen
un cuadro en el renglón i, entonces tienen un cuadro en cada renglón anterior.

1 1 3 5
2 3
4 5
5

Figura 1.5: Ruta de la inserción de la Figura 1.4

Esta definición es importante pues con ella podemos tener un lema que será
relevante en futuras propiedades. Antes de enunciar dicho lema necesitamos
algunas maneras de comparar una ruta R con una ruta R′, por ejemplo decimos
que R está estrictamente a la izquierda de R′ si para toda (i, j′) ∈ R′ se cumple
que si R tiene un cuadro en la fila i, digamos (i, j), entonces j < j′; podemos
decir que R está débilmente a la izquierda si la desigualdad entre las j´s no
es estricta. De igual manera podemos comparar posiciones entre dos cuadros
no solo hablando de izquierda o derecha sino también de arriba y abajo, por
ejemplo el cuadro (1,4) está estrictamente a la derecha y débilmente abajo (o
débilmente arriba) del cuadro (1,3).

Lema 1.11 (de Inserción). Considere R y R′ recorridos de las inserciones T � x
y (T � x) � x′ respectivamente, y sean C y C ′ los cuadros que se agregaron con
esas inserciones, entonces se tiene que

1. Si x ≤ x′ entonces R está estrictamente a la izquierda de R′, y C está
débilmente abajo de C ′.

2. Si x > x′ entonces R′ está débilmente a la izquierda de R, y C ′ está
estrictamente abajo de C.

Demostración. (1) Es claro que en el primer renglón R queda estrictamente a
la izquierda de R′ pues x ≤ x′, ahora suponiendo que hasta cierto renglón i se
tiene que R está estrictamente a la izquierda de R′, y suponiendo que R′ tiene
una cuadro en el renglón siguiente, a saber el i+ 1, entonces R también, pues el
que R′ tenga una cuadro en este renglón implica que en el renglón i el cuadro de
R′ tiene un cuadro vecino a su derecha y por hipótesis el cuadro de R también
tiene un vecino derecho por lo que la inserción no pudo haber terminado en
este renglón, ahora veamos que R quedara estrictamente a la izquierda de R′
en ese renglón. Llamémosle xi y x′i a los enteros que botó la inserción de x y x′
en i-ésima fila respectivamente, nuevamente por hipótesis tenemos que xi ≤ x′i,
en el proceso de inserción xi botó al menor número mayor estricto que el o
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quedo hasta el final de la fila, sin importar cuál fue el caso, dada la desigualdad
anterior tenemos que x′i quedara a la derecha de xi. De esto se concluye que C
está débilmente abajo de C ′. (2) Este análisis es parecido pero por ser mayor x
que x′, al momento de la inserción x′ puede botar a x.

La operación de inserción también es conocida como la operación de Schens-
ted, y es muy útil para definir una operación entre tablas de la cual hablaremos
más adelante.

1.1.2. Deslizamiento
Definición 1.12. En un diagrama sesgado de forma λ/µ llamamos esquina
interna a un cuadro C si C ∈ µ y sus vecinos derecho e inferior (de tenerlos)
no pertenecen a µ, llamamos esquina externa a cualquier cuadro de λ que no
tienga vecinos derecho e inferior.

Hay una operación que se realiza en una tabla sesgada S de forma λ/µ
que consiste en tomar una esquina interna y «desplazarla» a través de λ/µ
hasta lograrla «sacar» del diagrama siguiendo ciertas reglas, a esta operación
la llamamos deslizamiento 1 y consiste en lo siguiente: elegimos una esquina
interior cualquiera, la cual se va a desplazar hacia la derecha o hacia abajo. Para
elegir en qué dirección se realiza el movimiento elegimos el menor número entre
ambos vecinos, en caso de ser iguales elegimos el cuadro de abajo; ahora nuestra
esquina interior se convirtió en un cuadro vacío que está rodeado de algunos
cuadros con un número asignado, esto no importa pues seguimos realizando
el mismo proceso hasta que el cuadro sea una esquina externa, en este caso
simplemente sacamos el cuadro del diagrama. Ver Figura 1.6.

1 2
1 2

2 2 4

⇒ 1 1 2
2

2 2 4

⇒ 1 1 2
2 2

2 4

⇒ 1 1 2
2 2

2 4

⇒ 1 1 2
2 2

2 4

Figura 1.6: Ejemplo de deslizamiento del cuadro (1,2).

Observación 1.13. Gracias al algoritmo que hay que seguir para realizar un
deslizamientotenemos que la figura obtenida después de la operación resulta ser
de nuevo una tabla sesgada. Además, podemos aplicar esta operación tantas
veces como sea necesario para obtener una tabla.

Esta operación en tablas sesgadas es importante pues nos ayudará a demos-
trar que el conjunto Γ de todas las tablas tiene estructura de monoide. Para
llegar al resultado es necesario introducir otro concepto el cual nos sirve de
puente para relacionar la inserción y el deslizamiento, además nos ayudará a

1Para describir el algoritmo y que las palabras desplazar y sacar tengan sentido hay que
pensar que los cuadros se pueden mover intercambiándolos por algun cuadro vecino como si
fueran algún tipo de tablero
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aclarar la pregunta ¿si realizo la operación de deslizamiento en una tabla ses-
gada S hasta obtener una tabla, cuantas tablas distintas puedo obtener si hago
las elecciones de las esquinas internas en distinto orden?

Antes, necesitamos una operación ∗ entre dos tablas T y U la cual consiste
en juntar la esquina superior derecha del último cuadro del primer renglón de
T con la esquina inferior izquierda del último cuadro de la primera columna de
U (ver Figura 1.7).

1 2 5 5
3

* 1 1 2
2 3

= 1 1 2
2 3

1 2 5 5
3

Figura 1.7: Operación * de dos tablas.

1.2. Palabras
Definición 1.14. Un alfabeto es un conjunto bien ordenado con cardinalidad
a lo más numerable.

Definición 1.15. Sea A un alfabeto, definimos palabra como una sucesión
finita w1 . . . wm de elementos de A.

Definición 1.16. Para cualesquiera dos palabras w = w1 . . . wm y u = u1 . . . uk
definimos la concatenación w · u := w1 . . . wmu1 . . . uk.

Observación 1.17. El conjunto de palabras PA en un alfabeto A con la ope-
ración de concatenación es un monoide.

Dos ejemplo muy claros de alfabeto son el conjunto N de los números natu-
rales y el conjunto [n] = {1, 2, . . . , n}, los cuales serán los que utilicemos aquí.

Definición 1.18. Dada una tabla sesgada T de forma λ/µ donde λ = (λ1, . . . , λl),
µ = (µ1, . . . , µl) con algunas entradas posiblemente cero, y µ ⊆ λ, definimos la
palabra del renglón i−ésimo como w(Ti) := T (i, µi + 1)T (i, µi + 2) . . . T (i, λi).

Definición 1.19. Dada una tabla sesgada T con r renglones definimos la pa-
labra de T como w(T ) := w(Tr) · w(Tr−1) · . . . · w(T1).

Por ejemplo la palabra de la Figura 1.3 lado izquierdo sería 744623331122 y la
de la Figura 1.7 sería 3125523112. Además, si sabemos que una palabra proviene
de alguna tabla, es posible recuperar dicha tabla agrupando términos que vayan
siempre en orden creciente por ejemplo la palabra 545231135 la agrupamos como
5|45|23|1135 y así recuperamos la tabla que es justo la de la Figura 1.5. A toda
tabla le corresponde una palabra pero no toda palabra proviene de una tabla,
lo que sí es verdad es que cada palabra proviene de alguna tabla sesgada, de
hecho dos tablas sesgadas pueden tener la misma palabra.
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Estas palabras son de interés pues nos permiten analizar la operación de
inserción pero ahora trabajando con palabras, y más aún nos dan resultados
interesantes.

Definición 1.20. Sea T una tabla y w = w1w2 . . . wm una palabra definimos
la operación insertar w en T como sigue

T ← w := (. . . ((T ← w1)← w2)← . . .)← wm

Definición 1.21. Sean T y U tablas, donde U es de forma (µ1, .., µm) y
U(i, j) = ui,j , definimos T · U como sigue

T ·U := T ← w(U)

Observación 1.22. Esta operación nos regresa una tabla ya que la inserción
así lo hace.

Proposición 1.23. Para toda T ∈ Γ se cumple que ∅ · T = T = T · ∅

Demostración. Que T = T · ∅ es inmediato. Para ver que ∅ · T = T definamos
ui,j = T (i, j) y supongamos que T es de forma (λ1, . . . , λl). Procedamos por
inducción sobre el número de renglones. El caso base es cuando T tiene un solo
renglón, dado que u1,k 6 u1,k+1 para todo k, se tiene que

T = (. . . (∅ ← u1,1)← . . .)← uλ1

Supongamos que l > 1 y que para cualquier tabla con un número de renglones
menor a l se cumple la proposición, fijémonos en T restringido a (λ2 . . . λl) y
llamemosle T ′, entonces se tiene que

∅·T = (. . . (∅ ← ul,1)← . . .← ul,λl)← . . .)← ui,j)← . . .← u11)← . . .)← u1,λ1

= (. . . (∅ · T ′)← u1,1)← . . .)← u1,λ1

Aplicando hipotesis de inducción en T ′ se sigue que

∅ · T = (. . . (T ′ ← u1,1 ← . . .)← u1,λ1

Ahora sólo basta ver que (. . . (T ′ ← u1,1 ← . . .) ← u1,λ1
= T , pero esto se da

gracias a que ui,j < ui+1,j y ui,j 6 ui,j+1 para toda i y j.

Una pregunta natural que surge es ¿cuándo dos palabras w y u cumplen que
∅ ← w = ∅ ← u? Knuth observó que existen dos reglas fundamentales para que
lo anterior suceda, esta observación la hizo para el caso de tres letras, pero sor-
prendentemente las reglas que encontró funcionan para todas la palabras. Los
casos relevantes resultan ser los de las palabras yzx y yxz cuando x < y ≤ z
que nos dan la misma tabla, y las palabras yxz y xyz cuando y ≤ z < x que
también dan la igualdad ∅ ← yxz = ∅ ← xyz. Esto se puede ver como sigue:
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(1) y z ← x =⇒ x z

y
cuando x < y ≤ z

(2) y x ← z =⇒ y z

x
cuando y ≤ z < x

Es decir, las relaciones que se usan son:

(1) si x < y ≤ z entonces yzx _ yxz

(2) si y ≤ z < x entonces yxz _ xyz

A estas reglas y sus inversas se le conocen como transformaciones de
Knuth, y gracias a ellas podemos definir una relación de equivalencia entre
palabras de cualquier longitud.

Definición 1.24. Decimos que dos palabras w y w′ son Knuth equivalen-
tes si se puede pasar de una a otra mediante transformaciones de Knuth y lo
denotamos como w ≡k w′.

Proposición 1.25. Si T es una tabla y x un natural se tiene que

w(T � x) ≡k w(T )x.

Demostración. Fijémonos en la forma de T digamos λ = (λ1, . . . , λm), y sea r tal
que el proceso de insertar x en T termina en la r-ésima fila, si r = 1 el resultado
es trivial. En otro caso por la Definición 1.19 tenemos w(T ) = w(Tm) . . . w(T1),
escribamos w(Ti) = u1iu

2
i ...u

λr
i donde uji es el número en la fila i y columna j, y

supongamos que x botó a uk1 ; siguiendo la regla (1) de las transformaciones de
Knuth tenemos la siguiente sucesión de pasos:
Como x < uλ1−1

1 ≤ uλ1
1 entonces tenemos

. . . u11u
2
1 . . . u

λ1−2
1 uλ1−1

1 uλ1
1 x _ . . . u11u

2
1 . . . u

λ1−2
1 uλ1−1

1 xuλ1
1

como x < uλ1−2
1 ≤ uλ1−1

1 entonces tenemos

. . . u11u
2
1 . . . u

λ1−2
1 uλ1−1

1 xuλ1
1 _ . . . u11u

2
1 . . . u

λ1−2
1 xuλ1−1

1 uλ1
1

...

como x < uk1 ≤ uk+1
1 entonces tenemos

. . . u11 . . . u
k−1
1 uk1u

k+1
1 x . . . un1

1 _ . . . u11 . . . u
k−1
1 uk1xu

k+1
1 . . . uλ1

1 .

Tomemos x′ = uk1 , si k = 1 repetimos lo mismo que antes pero ahora con x′ y
la palabra del segundo renglón, si no entonces por la regla (2) de las transfor-
maciones de Knuth se sigue:
Como uk−1

1 ≤ x < x ′entonces tenemos

. . . u11u
2
1 . . . u

k−1
1 x′xuk+1

1 . . . uλ1
1 _ . . . u11u

2
1 . . . x

′uk−11 xuk+1
1 . . . uλ1

1
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como uk−2
1 ≤ uk−1

1 < x ′entonces tenemos

. . . u11 . . . u
k−2
1 x′uk−11 xuk+1

1 . . . uλ1
1 _ . . . u11...u

k−2
1 x′uk−11 xuk+1

1 . . . uλ1
1

...

como u1
1 ≤ u2

1 < x ′entonces tenemos

. . . u11x
′u21 . . . u

k−1
1 uk+1

1 . . . uλ1
1 _ . . . w(T2)x′u11u

2
1 . . . u

k−1
1 xuk+1

1 . . . uλ1
1 .

Volvemos a repetir las dos secuencias con x′ y asi nos seguimos hasta llegar al
r-ésimo renglón, así obteniendo el resultado.

Proposición 1.26. Si T y U son tablas entonces w(T · U) ≡k w(T )w(U).

Demostración. Es consecuencia inmediata de la de Proposición 1.25 y la Defi-
nición 1.21.

La relación de Knuth funciona bien en la inserción, pero ahora podemos
preguntarnos ¿qué sucede con las palabras que corresponden a tablas sesgadas?
la respuesta es elegante ya que la relación de Knuth también respeta desplaza-
mientos.

Proposición 1.27. Si V es una tabla sesgada y W es la tabla sesgada obtenida
después de realizar un deslizamiento en V entonces se tiene que w(V ) ≡k w(W ).

Este resultado es más general ya que en cada paso del deslizamiento las
palabras de las «tablas sesgadas con un hueco» que se van obteniendo son Knuth
equivalentes. Esta demostración es algo técnica y no la daremos aquí, para entrar
en detalle ver [Fult, p. 20].

Teorema 1.28. Toda palabra es Knuth equivalente a la palabra de alguna tabla,
más aún, no hay dos tablas distintas con palabras equivalentes.

La idea de la demostración es que por la Proposición 1.25 dada una palabra
x = x1x2x3...xm tenemos que x ≡k w(...((∅ � x1) � x2)... � xm). Para demos-
trar la unicidad se necesitan comprender y analizar nociones de unas constantes
denotadas por L(w, k) que son la cantidad máxima de elementos de k sucesiones
crecientes en la palabra w, esta técnica se sale de contexto por lo que tomaremos
por hecho la unicidad, para ver un argumento completo véase [Fult, Cap. 3].

Denotamos como T (w) a la tabla cuya palabra es equivalente a w. Una
manera de obtener dicha tabla es como la mencionada antes a la cual llamaremos
procedimiento canónico.

Proposición 1.29. Si tenemos una tabla sesgada S y realizamos la operación
de desplazamiento tantas veces como sea necesario para obtener una tabla, no
importa en qué orden se elijan las esquinas internas siempre se obtendrá la
misma tabla.
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Demostración. Es consecuencia de la Proposición 1.27 y del Teorema 1.28, pues
la palabra de una tabla sesgada es equivalente a la palabra que se obtiene después
de cualquier deslizamiento.

Definición 1.30. Llamamos rectificación de S a la tabla cuya palabra es
Knuth equivalente a w(S) y la denotamos como Rec(S).

Proposición 1.31. Sean T y U tablas entonces Rec(T ∗ U) = T ·U .

Demostración. Por la Proposición 1.26 sabemos que w(T ·U) ≡k w(T )w(U)
pero esta última es la palabra de la tabla sesgada T ∗ U . Por el resultado de la
Proposición 1.27 w(T )w(U) ≡k w(Rec(T ∗U)) , ahora por transitividad tenemos
que w(T ·U) ≡k w(Rec(T ∗ U)), de aquí sólo basta utilizar la unicidad del
Teorema 1.28 para verificar la igualdad deseada.

Definición 1.32. Denotamos por Γ al conjunto de todas las tablas.

Corolario 1.33. (Γ, ·) es un monoide.

Demostración. Sabemos que la operación es cerrada, además por la Proposi-
ción 1.23 el vacío funciona como neutro. Para ver la asociatividad, gracias a las
Proposiciones 1.29 y 1.31 si T,U, V ∈ Γ se tiene que

(T · U) · V = Rec((T · U) ∗ V )

= Rec(Rec(T ∗ U) ∗ V ) = Rec(T ∗ U ∗ V ) = Rec(T ∗ Rec(U ∗ V ))

= Rec(T ∗ (U · V )) = T · (U · V ).

A este monoide se le conoce como monoide pláctico.

Observación 1.34. Gracias a la Proposición 1.26 y al Teorema 1.28 podemos
dar un homomorfismo de monoides T : PN −→ Γ donde PN es el conjunto de
palabras en N y Γ el conjunto de tablas, haciendo T (w) = ∅ ← w. Notemos que
esta es la única tabla cuya palabra es Knuth equivalente a w mencionada antes.

1.3. La correspondencia de Robinson-Schensted-
Knuth

Hasta aquí hemos logrado asignar una tabla a cada palabra ¿pero qué sucede
con el proceso inverso? es decir, dada una tabla P la cual provino de una palabra
w realizando el procedimiento canónico ¿cómo puedo recuperar dicha w?, esto no
puede ser posible sólo mirando a P , para ello es necesario tener más información.
Veamos como recuperarla; lo que se hace para obtener una tabla a partir de una
palabra x = x1x2 . . . xm es lo siguiente (. . . ((∅ � x1) � x2) . . . � xm), por lo
que para registrar cada inserción podemos utilizar una segunda tabla, lo que
haremos es colocar un cuadro con el número uno para representar que x1 fue



CAPÍTULO 1. TABLAS DE YOUNG 12

insertado y llamamos Q1 a esa tabla y P1 a la tabla cuya entrada es x1, en el
k-ésimo paso definimos Pk = Pk−1 � xk y Qk como la tabla Qk−1 junto con un
nuevo cuadro con entrada k que colocaremos en la misma posición donde fue
colocado el nuevo cuadro en Pk−1 � xk. A Qm simplemente la escribimos como
Q o Q(w), y Pk = P la podemos denotar como P (w). Con esto habremos llevado
un registro y precisamente si tenemos el par (P (w), Q(w)) podemos recuperar
w siguiendo el proceso inverso, es decir, eligiendo el número más grande de Q,
quitándolo, y realizando el algoritmo de inserción a la inversa en la tabla P con
el cuadro correspondiente al que está en la misma posición que la que quitamos
de Q, el número obtenido será entonces xm, y ahora con las tablas resultantes
podemos repetir lo mismo, así hasta recuperar toda la palabra.

Observación 1.35. Del proceso descrito antes tenemos que Q es una tabla
estándar y tiene la misma forma que P .

(
5 , 1

) (
3
5

, 1
2

)  2
3
5

, 1
2
3

  2 2
3
5

, 1 4
2
3




1 2
2
3
5

, 1 4
2
3
5




1 2 2
2
3
5

, 1 4 6
2
3
5




1 1 2
2 2
3
5

, 1 4 6
2 7
3
5


Figura 1.8: Parejas de tablas correspondientes a la palabra 5322121 que se ob-
tienen paso a paso según el algoritmo descrito antes.

La correspondencia que acabamos de mencionar nos da una biyección entre
palabras de longitud m y parejas de tablas de la misma forma con m cuadros
y la segunda tabla estándar. Realmente lo que importaba al realizar el proceso
inverso para recuperar la palabra eran justo esas dos restricciones, que las tablas
tuvieran la misma forma y la segunda fuera estándar. Esta correspondencia se
puede ver aún más general si no restringimos que la segunda tabla sea estándar.

Definición 1.36. Llamamos arreglos a las matrices de números naturales de

la forma
(
q1 q2 . . . qm
p1 p2 . . . pm

)
.

Definición 1.37. Decimos que un arreglo
(
q1 q2 . . . qm
p1 p2 . . . pm

)
esta ordenado

lexicográficamente si cumple que q1 ≤ q2 ≤ ... ≤ qm y si para algún i y j con
i < j ocurre que qi = qj entonces pi ≤ pj .

Notemos que esta noción generaliza a las permutaciones (arreglos de dos filas
donde las entradas del primer renglón son los números del 1 al n en ese orden
y las entradas del segundo renglón son cualquier revoltura de los números del 1
al n).
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Teorema 1.38 (R-S-K). Las parejas de tablas de la misma forma están en
correspondencia biyectiva con los arreglos ordenados lexicográficamente.

Demostración. Dado un arreglo en orden lexicografico
(
q1 q2 . . . qm
p1 p2 . . . pm

)
to-

mamos las tablas p1 y q1 , insertamos p2 en la primera tabla, y colocamos un
cuadro en la segunda tabla en la misma coordenada que donde se agregó el
cuadro al insertar p2, en ese cuadro ponemos q2, y así nos seguimos con los
siguientes números del arreglo, a la tabla donde insertamos las p’s la llamamos
P , y a la otra tabla la llamamos Q, esta última es una tabla debido al Lema 1.11
y a que el arreglo esta en orden lexicografico, además P y Q tienen la misma
forma.

Ahora si P y Q son tablas de la misma forma con m cuadros entonces a la
pareja (P,Q) la pondremos en correspondencia con un arreglo lexicográfico de
la siguiente manera: de Q elegimos el cuadro con la entrada más grande y la
quitamos, en caso de haber dos iguales elegimos la que este más a la derecha, de
P tomamos el mismo cuadro y realizamos la inserción inversa, esto nos devuelve
dos naturales qm y pm, estos serán las entradas de la última columna del arreglo,
con las dos nuevas tablas hacemos lo mismo, obteniendo entonces dos naturales
qm−1 y pm−1, estos serán las entradas del arreglo en la penúltima columna,
y así nos seguimos hasta terminar con los cuadros de las tablas. Por como
fuimos eligiendo las pi’s se tiene que el primer renglón del arreglo esta en forma
creciente. Supongamos que hay qi−1 = qi, por el Lema 1.11 se sigue que pi−1 ≤
pi, así el arreglo obtenido esta en orden lexicográfico. Estas dos relaciones son
inversas una de la otra por lo tanto tenemos la biyección.

A esta correspondencia se le conoce como la correspondencia de Robinson-

Schensted-Knuth. Por ejemplo al arreglo a =

(
1 1 1 2 3
4 4 4 1 3

)
le corres-

ponde la pareja de la Figura 1.9 bajo esta función.(
4 , 1

) (
4 4 , 1 1

) (
4 4 4 , 1 1 1

)
(

1 4 4
4

, 1 1 1
2

) (
1 3 4
4 4

, 1 1 1
2 3

)
Figura 1.9: Parejas de tablas correspondientes al arreglo a que se obtienen paso
a paso según el algoritmo descrito antes.

Definición 1.39. A las tablas P y Q correspondientes a un arreglo lexicográfico
a se les denomina tabla de inserción y tabla de registro respectivamente.

Observación 1.40. Una palabra w1w2 . . . wm está relacionada de manera na-

tural con el arreglo
(

1 2 . . . m
w1 w2 . . . wm

)
. Ahora si P y Q son tablas de la
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misma forma, con Q estándar entonces el segundo renglón del arreglo correspon-
diente bajo Robinson-Schensted-Knuth es justo la palabra que se obtendría en
la relación descrita al inicio de este capítulo, y las entradas del primer renglón
son los números del 1 hasta m en ese orden, donde m es el tamaño de la forma
de las tablas. Más aún si P es estándar, el arreglo correspondiente a la pareja,
es una permutación.

Todo lo anterior queda resumido de la siguiente manera:

Observación 1.41. Sean P y Q tablas de la misma forma, y sea a el arreglo
en orden lexicográfico que le corresponde a (P,Q) bajo la correspondencia de
Robinson-Schensted-Knuth entonces2:

1. a tiene m entradas en cada renglón si y sólo si tanto P como Q tienen
m cuadros. Además las entradas de Q son las mismas que las del primer
renglón de a, y las entradas de P son las mismas que las del segundo
renglón.

2. a es una «palabra» si y sólo si Q es estándar.

3. a es una permutación si y sólo si tanto P como Q son estándar.

Los arreglos lexicográficos son de importancia puesto que así y solamente así
la tabla de registro correspondinete resulta ser semiestántar. Teniendo esto en
mente notemos que es posible asignarle una pareja de tablas a cualquier arreglo
a, simplemente ordenándolo lexicográficamente y luego correspondiéndolo me-
diante R-S-K. Lo relevante para poder asignar una pareja de tablas a cualquier

arreglo es que tantas veces aparece
[
i
j

]
como columna en el arreglo.

Es sabido que a cualquier permutación se le puede asociar una matriz llama-
da matriz de permutación. Basándonos en lo mencinado antes esta asociación
se puede generalizar a cualquier arreglo a, lo que hacemos es tomar la matriz A

tal que la entrada ai,j = r donde r es la cantidad de veces que
[
i
j

]
aparece

como columna en a. Observemos que el número de columnas de la matriz será el
número más grande que aparece en el segundo renglón del arreglo, y el número
de renglones de la matriz sera el número más grande que aparece en el primer
renglón del arreglo.

Con esto hemos codificado a los arreglos, y entonces podemos pensar tanto
en ellos, como en matices con entradas en los enteros no negativos, como en

parejas de tablas. Por ejemplo el arreglo
(

1 3 1 2 1
4 3 4 1 4

)
ordenado lexico-

gráficamente sería
(

1 1 1 2 3
4 4 4 1 3

)
y le corresponde la pareja de la Figura

2Robinson primero estudió sólo el caso 3., posteriormente junto con Schensted generalizaron
al caso 2., y finalmente Knuth logro algo más general obteniendo la correspondencia que dimos
en este capítulo.
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1.9 y la matriz

 0 0 0 3
1 0 0 0
0 0 1 0

.
Observación 1.42. Las matrices correspondientes a parejas donde la segunda
tabla es estándar son aquellas que tienen un uno por renglón y el resto ceros.
Si la primer tabla también es estándar entonces se tiene que la matriz es una
matriz de permutación.

Definición 1.43. Si una tabla sesgada S tiene µ1 1’s, µ2 2’s, ..., y µm m’s en
su imagen, decimos que S tiene contenido (µ1, µ2, ..., µm).

Una aplicación de la correspondencia R-S-K que será útil es la siguiente
proposición, para verla a detalle ir a [Fult, pag. 50].

Proposición 1.44. Sean λ y µ = (µ1, µ2, ..., µm) particiones de n y σ una
permutación en Sm. Hay tantas tablas de forma λ con contenido µ como tablas
de forma λ con contenido (µσ(1), µσ(2), ..., µσ(m)).

1.4. La regla de Littlewood-Richardson
En esta sección nos concierne estudiar unos coeficientes llamados coeficien-

tes de Littlewood-Richarson, los cuales son de importancia puesto que éstos
aparecen al hacer productos en el monoide pláctico. La pregunta con la que
empezamos es: dada una tabla V ¿de cuántas maneras se puede factorizar como
producto de dos tablas T y U?, veremos que esto realmente no depende de las
tablas en sí, sino de su forma; además existen unas tablas sesgadas especiales
que nos ayudarán a calcular estos números. Hay muchas técnicas para calcular
estos coeficientes (ver [PV]). Pero aquí sólo nos enfocaremos en dos.

Definición 1.45. Sean λ, µ, ν, particiones tales que |λ|+ |µ| = |ν|, y sean W
y V tablas de forma µ y ν respectivamente, definimos los siguientes conjuntos:

1) I(λ, µ, V ) := {(T,U) |T tabla de formaλ yU tabla de formaµ, T ·U = V }
2) R(ν/λ,W ) := {S |S es de forma ν/λ, yRec(S) = W}

Lema 1.46. Si λ, µ, ν son particiones, y W y V son tablas de forma µ y ν, se
tiene que |I(λ, µ, V )| = |R(ν/λ,W )|.

Para demostrar el lema es necesario utilizar otro resultado el cual sólo enun-
ciaremos, para ver en detalle la demostración recurrir a [Fult, p. 58].

Proposición 1.47. Sean U y W tablas de la misma forma y sea T una tabla

cualquiera, consideremos el arreglo a =

(
w1 w2 . . . wm
u1 u2 . . . um

)
correspondiente

a (U,W ) bajo RSK, y R = (. . . ((T � u1) � u2) � . . .) � um. Si tomamos la
tabla sesgada S cuya forma es la forma de R menos la forma de T , con entradas
wi en el cuadro que aparece en el i-ésimo paso de la inserción, entonces se tiene
que Rec(S) = W.
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Por ejemplo si tomamos el par de tablas de la Figura 1.9, su arreglo co-

rrespondiente, y la tabla 1 2
3

y realizamos lo mencionado en la proposición,

entonces se obtienen las tablas de la Figura 1.10, de donde si rectificamos la
tabla sesgada de la derecha nos queda la tabla de la segunda entrada del par
con el que iniciamos.

1 1 3 4 4
2 4
3

1 1 1
3

2

Figura 1.10: Par de tablas obtenidas usando la Proposicion 1.47

Demostración. Lema 1.46. Daremos una función biyectiva entre ambos conjun-

tos. Sea (T,U) ∈ I(λ, µ, V ), tomemos el arreglo lexicográfico
(
w1 . . . wm
u1 . . . um

)
que bajo RSK corresponde a la pareja (U,W ). Primero veamos que T · U =
(...(T � u1) � ...) � um , por la unicidad del Teorema 1.28 y el proce-
dimiento canónico tenemos que w(U) ≡k u1 . . . um, de dónde se sigue que
w(T )w(U) ≡k w(T )u1 . . . um≡k w((. . . (T � u1) � . . .) � um) , ahora por
la Proposición 1.26 y de nuevo por la unicidad se tiene lo deseado. Aplicándole
al arreglo y a U,W y T la Proposición 1.47 tenemos una tabla sesgada S de
forma ν/λ cuya rectificación es W , por lo tanto S ∈ R(ν/λ,W ) que es el que
asociamos a (T,U).

Daremos ahora la inversa de la función, sea S ∈ R(ν/λ,W ) , consideraremos
una tabla X de forma λ con entradas menores a las de S (posiblemente negati-
vas), y consideramos la tabla X ′ de forma ν cuyas entradas son las mismas que
las de X en λ y las mismas que S en ν/λ, ahora tomemos el par (V,X ′) y su

arreglo correspondiente bajo RSK
(
x1 . . . xr w1 . . . wm
t1 . . . tr u1 . . . um

)
. Del arre-

glo
(
x1 . . . xm
t1 . . . tm

)
tenemos el par (T,X) de donde T es de forma λ; tomando

ahora
(
w1 . . . wm
u1 . . . um

)
y su correspondiente par (U,W ′), de la proposición

anterior se sigue que como T · U = (...(T � u1) � ...) � um) = V entonces
W ′ = Rec(S) = W por lo que U es de forma µ, así (T,U) ∈ I(λ, µ, V ). Este es
el par que le asignamos a S.

Corolario 1.48. La cardinalidad de I(λ, µ, V ) y deR(ν/λ,W ) no dependen de
la elección de V y W , sólo de su forma.

Definición 1.49. Denotamos por cνλ,µ a la cardinalidad de los conjuntos an-
teriores. A dichos números se les conoce como coeficientes de Littlewood-
Richardson.

Observación 1.50. Si λ, µ, y ν son particiones tales que |λ|+|µ| 6= |ν| entonces
se tiene que cνλ,µ = 0.



CAPÍTULO 1. TABLAS DE YOUNG 17

De la igualdad entre cardinales de los conjuntos I(λ, µ, V ) yR(ν/λ,W ) se
pueden encontrar otras relaciones como por ejemplo, estos son del mismo tamaño
que los conjuntos R(ν̃/λ̃,W´) y I(µ, λ, V ) donde W´ es una tabla de forma el
conjugado de la forma de W . Así entonces se obtienen las igualdades cνλ,µ =

cν
′

λ′,µ′ = cνµ,λ.

Definición 1.51. Decimos que una palabra x = x1x2 . . . xm es deYamanouchi
si para cualesquiera i, j ∈ [m] se cumple que xi . . . xm tiene mayor o igual número
de j’s que de j + 1’s. Por ejemplo la palabra 13423211 es de Yamanouchi pero
22433211 no lo es.

Esta deficinición es importante pues de ella partimos para dar una forma
alternativa de calcular cνλ,µ.

Lema 1.52. Si una palabra x es de Yamanouchi entonces cualquier palabra
Knuth equivalente a x también es de Yamanouchi.

Demostración. Basta ver que la propiedad de ser Yamanouchi se conserva bajo
transformaciones de Knuth.

Caso 1. Se tiene la palabra x1...yzw...xm con w < y ≤ z entonces se realiza
la transformación x1...ywz...xm; si y = z tenemos que, si hasta a w había k
w’s entonces había a lo más k − 2 z’s por lo que al realizar la transformación
la palabra sigue siendo Yamanouchi. Si tomamos ahora y < z tenemos que, si
hasta y había k w’s entonces a lo más hay k y’s por lo tanto hay a lo más k− 1
z’s por lo que de nuevo la propiedad de ser Yamanouchi se conserva después de
la transformación.

Caso 2. La palabra es de la forma x1...ywz...xm y se realiza la transformación
x1...wyz...xm puesto que y ≤ z < w; si y = z es inmediato, y si y < z tenemos
que, si hasta y hay k w’s entonces al menos hay k y’s y k z’s por lo que al hacer
la transformación la propiedad de ser Yamanuchi se conserva.

Observación 1.53. Si T es una tabla de forma λ cuya palabra es de Yama-
nouchi entonces T es de contenido λ, y viceversa si T es de forma y contenido
λ entonces su palabra es de Yamanouchi. Hay una única tabla cuyo contenido
es igual a su forma la cual es llamada tabala canonica y se denota como Tλ .

Por ejemplo la tabla cuyo contenido es (5,3,2,1,1) es la tabla de la Figura
1.11, además su palabra es 543322211111 la cual claramente es Yamanouchi.

1 1 1 1 1
2 2 2
3 3
4
5

Figura 1.11: T(5,3,2,1,1).
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Definición 1.54. Una tabla sesgada se llama tabla de Littlewood-Richarson
o simplemente tabla LR, si su palabra es de Yamanouchi.

Corolario 1.55. Una tabla sesgada S de contenido λ es de Littlewood-Richarson
si y sólo si Rec(S) = Tλ.

Demostración. Por la Proposición 1.27 tenemos w(S) ≡ w(Rec(S)), ahora por
el Lema 1.52 w(Rec(S)) es de Yamanouchi, , y por la Observación 1.53 se tiene
la igualdad.

Corolario 1.56. Para cualesquiera particiones λ, µ, ν se tiene que hay cνλ,µ
tablas sesgadas LR de forma ν/λ y contenido µ.

Demostración. Gracias al Corolario 1.55 se tiene que S ∈ R(ν/λ, Tµ) si y sólo
si S es LR.

1.4.1. Anillo de monoide
En general dado un monoide (M, ·) y un anillo A, es posible extender a M

a una estructura de anillo (A[M ],+, ·), de la siguiente forma, definimos

A[M ] := {f : M � A | f es función y |f−1(A/{0})| ∈ N}

así la operación + es la suma de funciones, y si f, g ∈ A[M ] y m ∈M definimos

(f · g)(m) :=
∑

(k,l)∈M×M
k·l=m

f(k)g(l)

A (A[M ],+, ·) se le conoce como anillo de monoide y a sus elementos los
podemos ver como sumas formales. Es decir, a una función f la podemos pensar
como la suma formal

∑
m∈M f(m)m, así la suma de dos funciones f + g sería∑

m∈M
(f(m) + g(m))m.

Y el producto f · g quedaría como∑
m∈M

( ∑
(k,l)∈M×M

k·l=m

f(k)g(l)
)
m.

Un caso particular es tomar a (Γ, ·) y a Z, y fijarnos en su anillo de monoide
Z[(Γ, ·)]; gracias a la regla de Littelwood-Richarson nos es posible conocer más
el producto en este anillo.

Definición 1.57. Al elemento
∑
T de Z[(Γ, ·)] donde la suma corre en las

tablas T de forma λ y entradas en [m] lo denotamos como Smλ .
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Teorema 1.58. Para cuales quiera particiones λ y µ y cualquier natural m se
tiene la siguiente igualdad:

Smλ · Smµ =
∑
ν

cνλ,µS
m
ν .

Este teorema es debido a la Definición 1.49 y al Corolario 1.48.
Este capítulo ha sido dedicado al estudio de las tablas, y al análisis de las

técnicas que nos permiten conocer más sobre Γ . Este monoide junto con Z[(Γ, ·)]
son de suma importancia pues posteriormente mostraremos un homomorfismo
con el anillo de polinomios con numerables variables Z[x1, x2, ...] el cual nos
ayudará a entender más el comportamiento de las representaciones del grupo
simétrico Sn.



Capítulo 2

Teoría de Representaciones

En este capítulo se presenta un panorama general de G-módulos, empezare-
mos viendo como éstos se relacionan con las representaciones de grupos, defini-
remos homomorfismo, así como submódulos y reducibilidad. Estudiaremos qué
importancia tienen éstos en la teoría y llegaremos a un resultado importante
el cual es conocido como teorema de Maschke. Posteriormente trataremos unas
funciones llamadas caracteres que nos dan resultados en el comportamiento de
los G-módulos. Finalmente hablaremos de la relación que tienen los G-módulos
y los H-módulos cuando H es subgrupo de G. Este capítulo esta basado en
notas tomadas en un seminario impartido por Ernesto Vallejo, así como en [JL]
por lo que gran parte de las demostraciones omitidas pueden encontrarse en este
último.

2.1. Representaciones y G-módulos
Definición 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, al conjunto
GL(V ) = {T : V −→ V |T es un isomorfismo lineal} se le conoce como grupo
lineal general.

Definición 2.2. DadoK-espacio vectorial V , una representación de un grupo
G es un homomorfismo de grupos ϕ : G −→ GL(V ).

Recordemos que el conjunto denotado como GLn(K) es el grupo de matrices
invertibles de n× n con entradas en K.

Observación 2.3. Toda matrizM ∈ GLn(K) define una transformación lineal
T : Kn −→ Kn y toda transformación lineal de ese estilo tiene asociada una ma-
triz invertible, así que podemos pensar a una representación ϕ : G −→ GL(Kn)
como un homomorfismo ψ : G −→ GLn(K) al cuál también llamaremos repre-
sentación.

Algunos resultados de la teoría sólo son validos cuando los espacios vecto-
riales son finitamente generados. Aunque algunas definiciones valen en general,

20
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apartir de aquí cuando hablemos de un espacio vectorial V sólo nos referiremos
a los de dimensión finita.

Un ejemplo de una representación para cualquier n es el homomorfismo
trivial. Esta representación parece ser muy simple pero resulta ser útil, además
así todo grupo tiene al menos una representación.

Definición 2.4. Decimos que un grupo G actúa en un conjunto X si se tiene
una operación ∗ : G×X −→ X que cumple lo siguiente:

i) Para toda x ∈ X y el neutro eG de G se tiene que eG ∗ x = x
ii) Para toda g, h ∈ G y toda x ∈ X se tiene que (gh) ∗ x = g ∗ (h ∗ x)

Definición 2.5. Recordemos que el estabilizador de un elemento x ∈ X es el
subgrupo Gx = {g ∈ G | g ∗ x = x}.
Proposición 2.6. Para todo g ∈ G y todo x ∈ X

Gg∗x = gGxg
−1.

Demostración. ⊇c. Sea ghg−1 ∈ gGxg−1, tenemos que (ghg−1)(g ∗ x) = gh ∗ x,
y como h ∗ x = x se sigue (ghg−1)(g ∗ x) = g ∗ x, por lo tanto ghg−1 ∈ Gg∗x.
⊆c. Sea h ∈ Gg∗x, se tiene que g−1hg ∗ x = g−1g ∗ x = x, por lo tanto

g−1hg ∈ Gx, así h = g(g−1hg)g−1 ∈ gGxg−1.

Recordemos que una actuación ∗ : G×X −→ X nos define un homomorfismo
φ : G −→ SX del grupo G al grupo SX (el grupo de permutaciones de X) de la
siguiente manera φ(g)(x) = g∗x. Y viceversa dado homomorfismo φ : G −→ SX
podemos obtener una actuación ∗ : G×X −→ X definiendo g ∗ x = φ(g)(x).

Esta idea es de ayuda ya que si pensamos en un representación ϕ : G −→
GL(V ), está induce una actuación particular, la cuál le da a V una estructura
interesante llamada G-módulo.

Definición 2.7. SeaK campo, V unK-espacio vectorial, yG un grupo, decimos
que V es un G-módulo si existe una actuación ∗ : G× V −→ V que es lineal,
es decir, para cualesquiera v, w ∈ V , cualquier g ∈ G, y cualquier k ∈ K cumple
lo siguiente:

1. g ∗ (v + w) = (g ∗ v) + (g ∗ w),

2. g ∗ (kv) = k(g ∗ v).

Observación 2.8. Todo G-módulo V con la operación ∗ : G × V −→ V nos
define un homomorfismo ϕ : G −→ GL(V ) tomando φ(g)(v) = g ∗ v para toda
v ∈ V y g ∈ G. Y viceversa dada una representación ϕ : G −→ GL(V ) podemos
obtener una actuación lineal ∗ : G × V −→ V que nos definie un G-módulo
haciendo g ∗ v = ϕ(g)(v) para toda v ∈ V y g ∈ G.
Definición 2.9. Sea V un G-módulo finito con base B, y ϕ : G −→ GL(V ) su
representación asociada. Si g ∈ G denotaremos a la transformación ϕ(g) como
mg : V −→ V , que por la Obsevación 2.8 mg(v) = g ∗ v para toda v ∈ V . A
la matriz asociada a mg en la base B la denotaremos como [g]ϕB o simplemente
[g]B si se sobrentiende a la representación que nos referimos.
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Definición 2.10. Notemos que G actúa trivialmente sobre el campo K, es
decir, mg(k) = k para toda k ∈ K y toda g ∈ G. Con esto K es un G-módulo al
que se le conoce como módulo trivial y se le denota como I. La representación
asociada a este módulo es la representación trivial tomando n = 1.

Nuestros fines son más concretos, por lo que más adelante tomaremos como
campo a C y cuando no sea necesario seguiremos con la generalización, también
por simplicidad en lugar de escribir g ∗ v escribiremos gv.

Proposición 2.11. Si V es un G-módulo se tiene que para todo g ∈ G, g0 = 0.

Demostración. Utilizando la Definición 2.7 se tiene la igualdad

g0 = g(0 + 0) = (g0) + (g0) = 2(g0)

por lo tanto g0 = 0.

Ahora analizaremos dos nociones desde ambos puntos de vista, es decir,
tanto de representaciones como de módulos.

Definición 2.12. Decimos que una representación ϕ : G −→ GL(V ) es fiel si
es un monomorfismo.

Definición 2.13. Dos representaciones ϕ : G −→ GL(V ) y ψ : G −→ GL(W )
son equivalentes si existe un isomomorfismo lineal f : V −→ W tal que la
función Cf : GL(V ) −→ GL(W ) que asocia T 7−→ f ◦ T ◦ f−1 cumpla que
ϕ ◦ Cf = ψ. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

G
ϕ //

ψ ""

GL(V )

Cf

��
GL(W )

Observación 2.14. Todo espacio vectorial de dimensión finita V en el campo
K es isomorfo como espacio vectorial a Kn donde n = dim(V ), por lo que
existe función lineal biyectiva f : V −→ Kn. Con esto toda representación
ϕ : G −→ GL(V ) es equivalente a la representación Cf ◦ ϕ : G −→ GL(Kn).

Observación 2.15. En las representaciones la relación de ser equivalentes es
de equivalencia.

Observación 2.16. Notemos que si V y W espacios vectoriales con bases B1
y B2 respectivamente y ϕ : G −→ GL(V ), y ψ : G −→ GL(W ) son represen-
taciones entonces ϕ y ψ son equivalentes si y solamente si existe una matriz
invertible M tal que para todo g ∈ G se tiene que [g]ϕB1

= M [g]ψB2
M−1. Esta

matriz M es justo la matriz asociada a la función lineal f de la Definición 2.13.

Observación 2.17. Si consideramos el caso particular V = W en la Observa-
ción 2.16 entonces M es la matriz de cambio de base.
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Estas definiciones tienen su análogo en el lenguaje de módulos, por ejemplo
un G-módulo V es fiel si para todo g 6= eG ∈ G existe v ∈ V tal que gv 6= v. La
noción de equivalencia se ve reflejada en isomorfismos de G-módulos los cuales
estudiaremos más adelante.

2.1.1. Reducibilidad y G-submódulos
Definición 2.18. Sean V un espacio vectorial, W un subespacio vectorial de
V , y T : V −→ V una transformación lineal, decimos queW es invariante bajo
T si T (W ) ⊆W .

Definición 2.19. Decimos que W es un G-submódulo de un G-módulo V si W
es subespacio vectorial de V y para todo g ∈ G W es invariante bajo mg.

Definición 2.20. Si un G-módulo V 6= {0} tiene un submódulo propio no
trivial, diremos que V es un módulo reducible, de lo contrario diremos que es
un módulo irreducible. Por convención diremos que el módulo tivial {0} es
reducible.

Como antes esta definición también tiene interpretación en el lenguaje de
representaciones. Una representación ϕ : G −→ GL(V ) es reducible si existe
una matriz M tal que para todo g ∈ G la matriz M [g]ϕM−1 es de la forma(
A B
0 C

)
; observemos que esto es así puesto que siW es un submódulo propio

de V , tomamos una base {w1, ..., wk} de W y la extendemos a una base para
V . Nos fijamos en el G-módulo V con esta nueva base y justo la matriz de la
función multiplicar por g es de la forma antes mencionada.

Definición 2.21. Un G-módulo V es completamente reducible si existen
dos submódulos propios no triviales U y W de V tales que V = U ⊕W . Por
convención consideraremos al módulo trivial {0} como módulo completamente
reducible pensando que es igual a la suma vacía.

En el caso que V sea completamente reducible existe una base B con la cual
la matriz asociada a la función multiplicar por g para todo g ∈ G es de la forma(
A 0
0 C

)
, donde A y C son la matrices asociadas a la función multiplicar

restringida en U y W respectivamente.

Lema 2.22. Si un G-módulo V es completamente reducible entonces existen
submódulos irreducibles V1, . . . , Vmde V tales que V = V1 ⊕ . . .⊕ Vm.

En este caso V tiene una base B tal que para toda g la matriz

[g]B =


Ag,1 0 0 0

0 Ag,2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 Ag,m

 ,

donde para toda i, Ag,i es la matriz de la función mg restringida a Vi.
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2.1.2. Homomorfismos
Definiremos ahora la idea de homomorfismo de G-módulos, la cual debe

cumplir ser una función lineal y respetar la actuación.

Definición 2.23. Si V y U son G-módulos sobre un campo K, decimos que una
función ξ : V −→ U es un homomorfismo de módulos si para cualesquiera
v, w ∈ V , k ∈ K, y g ∈ G se cumple lo siguiente:

1) ξ(v + w) = ξ(v) + ξ(w),
2) ξ(kv) = kξ(v), y
3) ξ(gv) = gξ(v).

Como siempre diremos que ξ es monomorfismo si es inyectiva, epimorfis-
mo si es suprayectiva, e isomorfismo si es biyectiva.

Definición 2.24. Diremos que dos G-módulos V y U son isomorfos si existe
un isomorfismo entre ellos y denotaremos este hecho como V ∼= U . Esta idea es
muy general y lo que nos refleja es un cambio de nombre en los módulos, los
cuales tienen las mismas propiedades.

Teorema 2.25. Sean V y U G-módulos, entonces V ∼= U si y sólo si las
representaciones asociadas a cada módulo son equivalentes.

Para encontrar más detalle sobre este teorema ver [JL, p. 64].

Definición 2.26. Para cualquier homomorfismo de G-módulos ξ : V −→ U ,
llamamos núcleo de ξ al conjunto ker(ξ) = {v ∈ V | ξ(v) = 0}. Al conjunto
im(ξ) = {u ∈ U | existe v ∈ V t.q. ξ(v) = u} lo llamamos imagen de ξ.

Proposición 2.27. Si V y U son G-módulos, y ξ : V−→ U es un homo-
morfismo de G-módulos, entonces im(ξ) y ker(ξ) son G-submódulos de U y V
respectivamente.

Demostración. Por ser ξ una función lineal se tiene que ker(ξ) es un subespacio
de V y im(ξ) es subespacio de U , veamos que son invariante bajo la multiplica-
ción en G, tomemos g ∈ G y v ∈ ker(ξ), de la Definición 2.23 3) y la Proposición
2.11 se sigue que ξ(gv) = gξ(v) = g0 = 0 por lo tanto gv ∈ ker(ξ); ahora tome-
mos u ∈ im(ξ), por estar en la imagen existe y ∈ V tal que ξ(y) = u, además de
la Definición 2.23 3) se sigue que gu = gξ(y) = ξ(gy) por lo tanto gu ∈ im(ξ)
como se quería.

Corolario 2.28. Si para un G-módulo V existe un homomorfismo no inyectivo
y no trivial cuyo dominio sea V entonces V es reducible.

2.1.3. El álgebra de grupo
En general dado un conjunto X es posible extenderlo a un K-espacio vecto-

rial el cual denotamos por K[X]. Formalmente podemos pensarlo de la siguiente
manera: tomamos el conjunto

{f : X −→ K | f es función y |f−1(K\{0})| ∈ N}
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con la suma de funciones usual (la cual vuelve a caer dentro del conjunto pues
su soporte resulta finito) y (kf)(x) = k(f(x)) para toda k ∈ K y toda x ∈ X.
Ahora podemos escribir los elementos de dicho conjunto como sumas formales,
es decir,

∑
x∈X f(x)x corresponde a la función f . Con esta notación la suma se

convierte en una suma «coordenada a coordenada» es decir∑
x∈X

f(x)x+
∑
x∈X

g(x)x =
∑
x∈X

(f(x) + g(x))x,

y el producto por un escalar k sería de la forma

k
∑
x∈X

f(x)x =
∑
x∈X

(kf(x))x.

Observación 2.29. El conjunto X es una base para K[X].

Proposición 2.30. Sea V un espacio vectorial con base B = {v1, .., vn}; V tiene
estructura de G-módulo si y solamente si existe una función ∗ : G × B −→ V
que para cuales quiera vi ∈ B, y cualquier g, h ∈ G cumple que:

1) eG ∗ vi = vi
2) (gh) ∗ vi = g ∗ (h ∗ vi)

Demostración. Si V tiene estructura de G-modulo el resultado es inmediato de
la definición, por otra parte si tenemos una función ∗ : G×B −→ V que cumpla
1) y 2) sólo basta extenderla linealmente a todo V .

Observación 2.31. Si X es un G-conjunto, gracias a la Observación 2.29 y
a la Proposición 2.30 podemos dar estructura de G-módulo a K[X]. Más aún
gracias a la operación que tiene G podemos darle estructura de álgebra a K[G]
definiendo un producto para cualesquiera dos elementos digamos

∑
g∈G kgg y∑

h∈G rhh de la siguiente manera:∑
g∈G

kgg

(∑
h∈G

rhh

)
=
∑
l∈G

 ∑
g,h∈G y gh=l

kgrh

 l

 .

A esta álgebra se le conoce como álgebra de grupo; notemos que con esta
estructura se tiene de manera natural que K[G] es un G-módulo. A este G-
módulo se le conoce como módulo regular, el cual tiene la propiedad de ser
fiel, además opera sobre cualquier otro G-módulo V .

Definición 2.32. Sea V un G-módulo en el campo K y sea v ∈ V , para
cualquier elemento k =

∑
g∈G kgg ∈ K[G] definimos la operación:

kv =
∑
g∈G

kg(gv).

Observación 2.33. Si X y Y son G-conjuntos finitos entonces

K[X ∪ Y ] ∼= K[X]⊕K[Y ].

El módulo regular es de interés ya que más adelante nos permitirá conocer
un conjunto de módulos irreducibles para los grupos finitos.
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2.2. Teorema de Maschke
Existe un teorema muy importante para la teoría, el cual nos ayuda a co-

nocer mejor los módulos, pues gracias a él nos basta con echar un vistazo a los
módulos irreducibles para conocer el resto de los módulos, antes de enunciar
dicho teorema es necesario un resultado preliminar.

Definición 2.34. Sea V un espacio vectorial, una proyección es una transfor-
mación lineal T : V −→ V tal que T ² = T .

Lema 2.35. Si V es un espacio vectorial y T una proyección entonces se tiene
que V = ker(T )� im(T ).

Demostración. Por ser T una transformación, la im(T ) es un subespacio de V ,
veamos que ker(T ) ∩ im(T ) = {0}; sea w ∈ ker(T ) ∩ im(T ), por estar w en la
imagen se tiene que existe un w′ ∈ V tal que T (w′) = w. Ahora por ser T una
proyección y como w∈ ker(T), se cumple que T (w′) = T (T (w′)) = T (w) = 0,
por lo tanto w = 0. Con esto sólo basta ver que V = ker(T ) + im(T ), sea
v ∈ V , tenemos que v = (v − T (v)) + T (v), es claro que T (v) ∈ im(T ), además
tenemos que T (v − T (v)) = T (v) − T (T (v)) = T (V ) − T (v) = 0 por lo tanto
v − T (v) ∈ ker(T ).

Hasta este punto estamos aptos para enunciar uno de los teoremas mas
importantes dentro de la teoría y que nos será útil para continuar con nuestro
estudio.

Teorema 2.36 (de Maschke). Sea G un grupo finito, V un K-espacio vectorial
de dimensión finita, si V es un G-módulo reducible y la característica de K no
divide a |G| entonces V es completamente reducible.

Demostración. Sea W un G-submódulo de V con base {w1, . . . , wk}, extende-
mos dicha base a una base para V , digamos {w1, . . . , wk, wm+1, . . . , wn},y defi-
nimos el subespacio W ′ como el subespacio generado por {wm+1, . . . , wn}, con
esto tenemos que V = W �W ′, ahora tomamos la proyección π : V −→ W la
cual a cada vector v = w+w′ le asigna w. A partir de esta proyección crearemos
un homomorfismo ξ de G-módulos entre V y W de la siguiente manera

ξ(v) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gv).

La ξ es una función lineal ya que π y la función multiplicar por g lo son, sólo
nos hace falta ver que cumple la Definición 2.23 3). Sea h ∈ G, tenemos que

ξ(hv) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(ghv) =
1

|G|
∑
l∈G

hl−1π(lv) = h
1

|G|
∑
l∈G

l−1π(lv) = hξ(v).

Por lo tanto ξ es homomorfismo de módulos. Ahora probaremos que ξ es una
proyección cuya imagen es W . Como W es G-módulo, y para todo w ∈ W se
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tiene que π(w) = w, entonces

ξ(w) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gw) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1gw =
1

|G|
∑
g∈G

w = w.

Ahora dado que para toda v ∈ V se tiene que ξ(v) ∈W entonces ξ(ξ(v)) = ξ(v),
además im(ξ) = W. Ahora por Lema 2.35 y la Proposición 2.27 V = ker(ξ)�W
con ker(ξ) y W submódulos de V .

2.2.1. El álgebra de grupo y los submódulos irreducibles
Como mencionábamos en la Sección 2.1.3, el álgebra de grupo resulta in-

teresante pues de ella se pueden obtener submódulos irreducibles tales que para
cualquier otro módulo irreducible se tiene un isomorfismo con alguno de ellos.
Estos resultados salen a partir del Teorema de Maschke y el Lema de Schur el
cual enunciaremos.

En lo que concierne a partir de aquí tomaremos G como un grupo finito y a
C como el campo.

Lema 2.37 (de Schur). Sean V y U G-módulos irreducibles. Se cumple que:

1. Si ξ : V −→ U es un homomorfismo, entonces ξ ≡ 0 ó ξ es un isomorfismo
de módulos.

2. Si ξ : V −→ V es isomorfismo de módulos, entonces es un múltiplo escalar
de la identidad idV .

Demostración. 1. Supongamos que ξ 6= 0, como ξ es homomorfismo se tiene que
ker(ξ) es un submódulo de V , por lo tanto ker(ξ) = 0. De la misma manera por
ser W irreducible se tiene que im(ξ) = W . Así ξ es un isomorfismo.

2. De la teoría del álgebra lineal sabemos que ξ tiene un valor propio λ ∈ C,
por lo tanto existe v 6= 0 ∈ V tal que ξ(v) = λv, es decir, ker(ξ − λidV) 6= {0}.
Como V es irreducible y ker(ξ − λidV) es un submódulo de V se concluye que
ker(ξ−λidV) = V . Por lo tanto para toda v ∈ V se tiene que (ξ−λidV)(v) = 0,
es decir, para toda v ∈ V ξ(v) = λidV (v).

Definición 2.38. Un conjunto completo de G-módulos irreducibles I,
es un conjunto tal que:

1. Para cualquier G-módulo irreducible V existe I ∈ I tal que V ∼= I.

2. Si I, I ′ ∈ I y I 6= I ′ entonces I � I ′.

Proposición 2.39. Sean V y U G-módulos y sea ξ : V −→ U un homomorfis-
mo, entonces existe un submódulo W de V que cumple que V = ker(ξ) �W y
W ∼= im(ξ).
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Demostración. Como ker(ξ) es un submódulo de V por consecuencia del Teo-
rema de Maschke existe W tal que V = ker(ξ) �W . Si restringimos ξ a W se
sigue que ξ es un monomorfismo por lo tanto W ∼= im(ξ).

Proposición 2.40. Sea V un G-módulo de la forma V = V1 � ... � Vk donde
los Vi’s son irreducibles, entonces para cualquier submódulo irreducible W de V
se tiene que W ∼= Vj para algún j ∈ [k].

Demostración. Tomamos j ∈ [k] para la cual la restricción aW de la proyección
πj : V −→ Vj no es la trivial. Es inmediato ver que πj |W es un homomorfismo,
la cual por el Lema de Schur es biyectiva por lo tanto W ∼= Vj .

Teorema 2.41. Sea C[G] el módulo regular con C[G] = C1 � ... � Cl donde
cada Ci es irreducible, entonces para cualquier G-módulo irreducible U se tiene
que U ∼= Cj para alguna j ∈ [l].

Demostración. Sea U un G-módulo irreducible, para cualquier vector u 6= 0 ∈ U
no es difícil ver que el conjunto {cu | c ∈ C[G]} es un submódulo de U , pero por
ser U irreducible se tiene que U = {cu | c ∈ C[G]}. Si definimos ξ : C[G] −→ U
tal que ξ(c) = cu, tenemos un epimorfismo. Por la Proposición 2.39 existe W
submódulo de C[G] tal que W ∼= U , ahora por la Proposición 2.40 W ∼= Cj para
algún j, por lo tanto U ∼= Cj .

Teorema 2.42. Sea C[G] = C1� ...�Cl el módulo regular como en el teorema
anterior, y sea U un G-módulo irreducible entonces U es isomorfo a exactamente
dim(U) sumandos de C[G].

Teorema 2.43. Sea I un conjunto completo de G-módulos irreducibles entonces
se tiene la igualdad ∑

I∈I
dim(I)² = |G|

Las demostraciones de estos teoremas implican definiciones que para el pró-
posito de esta tesis no son necesarias (ver [JL, Cap. 11]).

2.3. Caracteres
Definición 2.44. Sea A una matriz de tamaño n×n con entradas en C, defini-
mos la traza de la matriz tr(A) como la suma de los elementos de la diagonal,
es decir

tr(A) =

n∑
i=1

ai,i

Observación 2.45. Para cuales quiera dos matrices A y B de tamaño n × n,
se cumple lo siguiente:

1. tr(A) + tr(B) = tr(A+B);

2. tr(AB) = tr(BA);
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3. Si C es una matriz invertible de n× n entonces tr(A) = tr(CAC−1).

Definición 2.46. Sea V un G-módulo con base B1, decimos que la función
χV : G −→ C tal que χV (g) = tr([g]B1), es un carácter de V . Al carácter χI
del módulo trivial lo llamaremos carácter trivial y lo denotaremos como 1 .

Observación 2.47. Gracias a la Observación 2.45.3 se tiene que el carácter no
depende de la base elegida puesto que dadas dos bases B1, B2 y la matriz de
cambio de base M se tiene que χV (g) = tr([g]B1

) = tr(M [g]B2
M−1) = tr([g]B2

).

Diremos que χV es un carácter de G. Si V es reducible entonces diremos que
χV es reducible, y si V es irreducible entonces diremos que χV es irreducible.

Proposición 2.48. Sea V un G-módulo y χV su carácter, etonces para toda
g, h ∈ G se cumple que:

1) χV (g−1) = χV (g);
2) χV (hgh−1) = χ(g).

Demostración. Para todo g ∈ G existe una base B en la cual

[g]B =


eiθ1 0 0 0
0 eiθ2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 eiθn


(ver [JL, Cap. 9]) por lo tanto χV (g) = eiθ1 + eiθ2 + . . .+ eiθn , además se tiene
que [g]B[g−1]B = In por lo que

[g]B =


e−iθ1 0 0 0

0 e−iθ2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 e−iθn


de esa igualdad y de la igualdad e−iθ = eiθ se concluye que

χV (g−1) = e−iθ1 + e−iθ2 + . . .+ e−iθn

= eiθ1 + eiθ2 + . . .+ eiθn

= eiθ1 + eiθ2 + . . .+ eiθn

= χV (g).

La parte 2) es inmediata puesto que tr([hgh−1]) = tr([h][g][h]−1) y por la
Observación 2.45 3. se tiene que tr([hgh−1]) = tr([g]).

Observación 2.49. Si V es un G-módulo, χV su carácter y eG el neutro de G,
entonces se tiene que χV (eG) = dim(V ).

Definición 2.50. Diremos que χV (eG) es el grado de χV .
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Proposición 2.51. Sean V y U dos G-módulos isomorfos entonces χV = χU .

Demostración. Del Teorema 2.25 se tiene que como V y U son isomorfos enton-
ces sus representaciones asociadas ϕ y ψ son equivalentes. Por lo tanto existe
una transformación lineal biyectiva f : V −→ U tal que para toda g ∈ G
[g]ϕ = [f ][g]ψ[f ]−1, donde [f ] denota la matriz asociada a f con respecto a dos
bases de V y U respectivamente. Así por la Obsevación 2.47 χV (g) = χU (g).

Definición 2.52. Al carácter del módulo regular lo llamamos carácter regu-
lar y lo denotamos como χreg.

Observación 2.53. El carácter regular de un grupo finito G esta dado de la
siguiente manera

χreg(g) =

{
|G| si g = eG
0 si g 6= eG

Esta observación es inmediata ya que χreg(eG) = dim(C[G]) = |G|, además
tomando a G como base se tiene que para toda g la matriz [g] es una matriz de
permutación. Supongamos que para cierto g0 la matriz [g0] tiene algún uno en
la diagonal etnonces existe h ∈ G tal que g0h = h por lo tanto g0 = hh−1 = eG,
por lo tanto si g 6= eG entonces χreg(g) = 0.

Proposición 2.54. Sea V un G-módulo tal que V = V1 ⊕ V2 � . . .⊕ Vk donde
los Vi’s son submódulos de V , entonces se tiene que χV =

∑k
i=1 χVi .

Demostración. Esxiste una base B de V tal que para todo g ∈ G se tiene que

[g]B =


Ag,1 0 0 0

0 Ag,2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 Ag,k

 ,

donde las Ag,i’s son las matrices de la transformación mg restringida a cada
Vi respectivamente. Por lo tanto para toda g ∈ G se da la igualdad tr([g]B) =∑k
i=1 tr(Ag,i), es decir, χV (g) =

∑k
i=1 χVi(g).

Definición 2.55. Sea I = {I1, . . . Il} un conjunto completo de G-módulos
irreducibles, llamamos conjunto completo de caracteres irreducibles de
G al conjunto C(G) = {χI1 , . . . χIl}.

Observación 2.56. Gracias a la Proposición 2.51 tenemos que C(G) no depende
de la elección de I.

Corolario 2.57. Para todo carácter χ de G existen naturales n1, . . . , nr tal que
χ = n1χ1 + . . . + nrχr donde los χi’s son los elementos de C(G). Y viceversa
toda función de la forma χ = n1χ1 + . . .+ nrχr es un carácter.

Este corolario es debido al Teorema de Maschke y a la Proposición 2.54.
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2.3.1. Producto interno
Existe un producto interno en el espacio de funciones que van de un grupo G

al campo C. Este producto interno resulta relevante pues aplicarlo a caracteres
del grupo nos da información de importacia. Además nos permitirá dar una
caracterización para los módulos isomorfos.

Definición 2.58. Diremos que una función f : G −→ C es una función de
clase si para cualesquiera g, h ∈ G se cumple que f(g) = f(hgh−1). Por la
Proposición 2.48 tenemos que los caracteres de G son funciones de clase.

Definición 2.59. Dado un grupo G definimos Cl(G) como el conjunto de fun-
ciones de clase.

Observación 2.60. Para cualquier grupo G se tiene que Cl(G) es un C-espacio
vectorial. Una base para este espacio consta de las funciones que hacen uno a
algún elemento de G y a la clase de conjugación de éste, y cero en el resto. Así
dim(Cl(G)) es igual al número de clases de conjugación.

Definición 2.61. Recordemos que en un C-espacio vectorial V , a una función
〈·, ·〉 : V × V −→ C se le conoce como producto interno si cumple que para
toda u, v, w ∈ V y c ∈ C

1. 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

2. 〈kv + u,w〉 = k 〈v, w〉+ 〈u,w〉;

3. si u 6= 0 entonces 〈u, u〉 > 0.

Definición 2.62. Definimos la función 〈·, ·〉 : Cl(G) × Cl(G) −→ C donde a
cada par (ρ, %) lo manda como sigue

〈ρ, %〉 =
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g)%(g).

Observación 2.63. La función 〈·, ·〉 es un producto interno en Cl(G).

Proposición 2.64. Para cualesquiera ϕ,ψ caracteres de G se cumple que

〈ϕ,ψ〉 = 〈ϕ,ψ〉 .

Demostración. De la Proposición 2.48 tenemos que ϕ(g) = ϕ(g−1) y ψ(g) =
ψ(g−1), gracias a esto y a la conmutatividad en C se cumple que

〈ϕ,ψ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g−1) =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g−1)ϕ(g)

como G = {g−1 | g ∈ G} se sigue que

〈ϕ,ψ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g−1)ϕ(g) =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g)ϕ(g−1) = 〈ψ,ϕ〉 .
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Teorema 2.65. Sean V y U G-módulos irreducibles con caracteres χV y χU
respectivamente, entonces

〈χV , χU 〉 =

{
1 si V ∼= U
0 si V � U

Para la prueba de éste teorema es necesario conocer varios resultados, los
cuales no aparecen en su totalidad en esta tesis. Para profundizar más se puede
recurrir a [JL, C. 14]

Proposición 2.66. Sean V y U G-módulos irreducibles tales que χV = χU
entonces se tiene que V ∼= U .

Demostración. Por el Teorema 2.65 tenemos que 〈χV , χV 〉 = 1, y como χV = χU
entonces se tiene que 1 = 〈χV , χV 〉 = 〈χV , χU 〉, de nuevo por el Teorema 2.65
concluimos que V ∼= U .

Gracias al Teorema de Maschke, a la Proposición 2.54, y al Teorema 2.65
tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.67. Para todo G-módulo V , si V = V1 ⊕ V2 � . . . ⊕ Vk con los Vi’s
sunmódulos irreducibles, entonces 〈χV , χVi〉 es el número de veces que Vi aparece
en la suma directa, más aún se tiene que

χV =
∑

χ∈C(G)

〈χV , χ〉χ

Corolario 2.68. El subconjunto C(G) es linealmente independiente. Por lo tan-
to es una base de Cl(G).

Corolario 2.69. Sea V un G-módulo, entonces V es ireducible si y sólo si
〈χV , χV 〉 = 1.

Corolario 2.70. Para cualesquiera dos G-módulos V y U se tiene que V ∼= U
si y sólo si χV = χU .

Para terminar esta sección cabe comentar que el conjunto de caracteres de
un grupo G es un Z-módulo (en el sentido de módulo sobre un anillo) el cual
gracias al Corolario 2.68 tiene como base a CG = {χ1, . . . , χl}. A tal conjunto
lo denotaremos como R(G) el cúal es igual a la suma directa Zχ1 � . . .� Zχl.

Otro detalle importante es que gracias al Corolario 2.68 y a la Observación
2.60 |CG| es igual al número de clases de conjugación de G.

2.4. Restricción y módulos inducidos
Resulta natural definir un H-módulo a partir de un G-módulo cuando H es

subrgrupo de G, pero ¿esto es posible al revés? es decir, dado un H-módulo ¿es
posible darle estructura de G-módulo si tenemos que H es subgrupo de G? Esta
sección esta dedicada a comprender esta pregunta.
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2.4.1. Producto tensorial
Existe un espacio importante relacionado con el conjunto V ×W cuando V

y W son dos espacios vectoriales sobre un campo K. Este espacio es conocido
como el producto tensorial el cual puede adquirir estructura de G-modulo si V
y W lo son. Además hay cocientes en el producto tensorial que nos dan otros
módulos de importancia.

Definición 2.71. Para dos espacios vectoriales V y W sobre un campo K, fijé-
monos en el subconjunto S de K[V ×W ] (ver Subsección 2.1.3.) cuyos elementos
son de la forma:

1. (v1 + v2, w1)− (v1, w1)− (v2, w1);

2. (v1, w1 + w2)− (v1, w1)− (v1, w2);

3. (kv1, w1)− k(v1, w1);

4. (v1, kw1)− k(v1, w1).

donde v1, v2 ∈ V , w1, w2 ∈W , k ∈ K. Ahora tomemos el subespacio S = 〈S〉 (el
generado por S). Definimos el producto tensorial de V y W sobre K como
el espacio cociente K[V ×W ]/S al cual denotaremos como V ⊗K W o como
V ⊗W en caso de que se sobrentienda el campo del que estamos hablando. A
cada clase de la forma (v, w) + S la denotaremos como v � w.

Observación 2.72. Para toda v1, v2 ∈ V , w1, w2 ∈W , y k ∈ K se tiene que:

1. (v1 + v2)⊗ w1 = v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w1;

2. v1 ⊗ (w1 + w2) = v1 ⊗ w1 + v1 ⊗ w2;

3. (kv1)⊗ w1 = k(v1 ⊗ w1);

4. v1 ⊗ (kw1) = k(v1 ⊗ w1).

Esta construcción esta hecha de esa manera, pues de ella se sigue una pro-
piedad universal de relevancia.

Proposición 2.73 (Propiedad Universal del Producto Tensorial). Sean V ,W ,
y Z espacios vectoriales sobre un campo K, sea p : V × W −→ V ⊗ W la
proyección natural. Para toda función bilineal β : V ×W −→ Z existe una única
función lineal β : V ⊗W −→ Z tal que β ◦p = β. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta

V ×W
β //

p

��

Z

V ⊗W
∃! β

;;

Proposición 2.74. Si B1 y B2 son bases de los espacios V y W respectivamente
entonces el conjunto {vi � wj | vi ∈ B1 ywj ∈ B2} es una base para V ⊗W .
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Seguiremos con la convención de usar a C como el campo.

Proposición 2.75. Sean X y Y G-conjuntos finitos, entonces

C[X × Y ] ∼= C[X]⊗ C[Y ].

Demostración. Es rutinario verificar que f : C[X] × C[Y ] −→ C[X × Y ] tal
que f(

∑
x∈X cxx,

∑
y∈Y cyy) =

∑
(x,y)∈X×Y cxcy(x, y) es una función bilineal.

Además, esta función es suprayectiva ya que en la imagen estan todos los ele-
mentos de la base. De la propiedad universal del producto tensorial tenemos
que existe una función f : C[X] ⊗ C[Y ] −→ C[X × Y ] tal que f ◦ p = f por
lo que f es debe ser suprayectiva. Ahora de la Observación 2.29 y de la propo-
sición anterior se sigue que dim(C[X × Y ]) = dim(C[X] ⊗ C[Y ]) por lo tanto
C[X × Y ] ∼= C[X]⊗ C[Y ].

Definición 2.76. Dados V y W G-módulos y dos bases B1 y B2 de V y W
respectivamente. Para cualquier g ∈ G y calesquiera v ∈ V y w ∈ W definimos
el producto

g(v ⊗ w) = (gv)� (gw).

Éste está bien definido gracias a la propiedad universal del producto tensorial.
Con esta definición y checando para la base B = {vi � wj | vi ∈ B1 ywj ∈ B2}
las hipótesis de la Proposición 2.30, tenemos que V ⊗W es un G-módulo.

Definición 2.77. Al carácter de V ⊗W lo denotamos como χV ⊗ χW .

Proposición 2.78. Si V yW son G-módulos y χV , χW sus caracteres, entonces
χV ⊗ χW = χV χW . Así el producto de cualesquiera dos caracteres de un grupo
G es también un carácter de G.

Esta idea se puede generalizar. Recordemos que dados dos grupos G y H es
posible conseguir un tercer grupo tomando G×H con la operación coordenada
a coordenada.

Definición 2.79. Sean G y H dos grupos cualesquiera, sea V un G-módulo
con base B1 = {v1, . . . , vl} y W un H-módulo con base B2 = {w1, . . . wr}. Para
culaquier (g, h) ∈ G×H y cualesquiera v ∈ V y w ∈W definimos la operación

(g, h)(v ⊗ w) = (gv)� (hw).

De nueva cuenta se puede verificar que esta operación está bien definida
gracias a la propiedad universal del producto tensorial. Las hipótesis de la Pro-
posición 2.30 se cumplen para la base B = {vi � wj | vi ∈ B1 ywj ∈ B2}, por lo
que el espacio V ⊗W adquiere estructura de G×H-módulo.

Definición 2.80. Al carácter de V ⊗W como G × H-módulo lo denotamos
como χV × χW .

Proposición 2.81. Sea V un G-módulo y W un H-módulo con caracteres χV y
χW respectivamente entonces el carácter χV ×χW de V ⊗W como G×H-módulo
cumple que para todo (g, h) ∈ G×H, χV × χW (g, h) = χV (g)χW (h).
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Proposición 2.82. Si G y H son dos grupos, C(G) y C(H) son sus conjun-
tos completos de caracteres irreducibles respectivamente, entonces se tiene una
biyección entre C(G×H) y C(G)×C(H), es decir, |C(G×H)| = |C(G)×C(H)|.

Finalmente definiremos en el espacio V ⊗W un subespacio, el cual nos ayu-
dará a «extender» módulos de un subgrupo de G a todo el grupo G. Para eso
hagamos notar que hasta ahora sólo nos hemos referido a G-módulos izquier-
dos, es decir, G actua por la izquierda, pero toda la teoría pudo haber sido
desarrollada pensando en módulos derechos.

Definición 2.83. Sea V un G-módulo derecho y seaW un G-módulo, fijémonos
en el subconjunto M de V ⊗W cuyos elementos son de la forma

vg � w − v ⊗ gw,

con g ∈ G. Tomamos el subespacioM = 〈M〉 y definimos el producto tenso-
rial de V y W sobreG como el subespacio cociente V ⊗W/M y lo denotamos
como V ⊗GW . A cada clase de la forma (v � w) + V ⊗W la denotamos como
v ⊗G w.

Lema 2.84. Si es V un G-módulo derecho y W un G-módulo entonces para
toda g ∈ G se cumple que

vg �G w = v ⊗G gw.

Proposición 2.85. Sean V un G-módulo derecho y W un G-módulo, entonces

V ⊗GW = 〈{v ⊗G w | v ∈ V yw ∈W}〉 .

Definición 2.86. Sean G y H grupos. A un espacio V que sea G-módulo y
H-módulo derecho, y que para toda g ∈ G, h ∈ H, y v ∈ V cumpla

g(vh) = (gv)h

lo llamaremos (G,H )-bimódulo.

Observación 2.87. Sean G y H dos grupos cualesquiera, si V es un (G,H)-
bimódulo, y W es un H-módulo. Es posible darle estructura de G-módulo a
V ⊗H W extendiendo linealmente la actuación definida por

g(v �H w) = (gv)�H w.

Éste producto tensioral cumple una propied universal similar a la de la Propo-
sición 2.73. Con ella se puede verificar que la actuación que estamos definiendo
no depende de los representantes.
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2.4.2. Restricción a un subgrupo
Por definición si tenemos un G-módulo V es porque existe una actuación

lineal de G en V . Por lo que si restringimos dicha actuación a un subgrupo H
de G, tendremos que H actúa linealmente en V . Así V también es un H-módulo.

Definición 2.88. Sea V un G-módulo y H un subgrupo de G, denotamos como
ResGH(V ) al H-módulo obtenido al restringir la actuación de G en V a H. A
dicho módulo lo llamamos restricción de G a H del módulo V .

Observación 2.89. Cabe hacer notar que como conjunto ResGH(V ) = V . Más
aún esta igualdad es verdadera también como C-espacio vectorial.

Definición 2.90. Si χV es el carácter de V como G-módulo, por comodidad al
carácter χResGH(V ) lo denotaremos como ResGH(χV ) y lo llamaremos la restric-
ción del carácter de V de G a H o el carácter restringido de V de G a
H.

Para hacer diferencia entre el producto interno de las funciones con dominio
G y el de las funciones con dominio H indexaremos al producto con la letra que
representa al grupo, es decir, 〈·, ·〉G será el producto interno en Cl(G) y 〈·, ·〉H
será el producto interno en Cl(H).

Proposición 2.91. Sean V yW dos G-módulos y H un subgrupo de G entonces

ResGH(V ⊗W ) ∼= ResGH(V )⊗ ResGH(W ).

Proposición 2.92. Sean L subgrupo de H y H subgrupo de G, y sea V un
G-módulo entonces

ResHL (ResGH(V )) = ResGL (V ).

2.4.3. Módulos inducidos
En esta última subsección del capítulo hemos omitido casi todas las de-

mostraciones y sólo nos enfocaremos en los resultados, que posteriormente nos
serán útiles. Como mencionabamos al principio del capítulo, algunos detalles se
pueden encontrar en [JL], otros fueron tomados de un seminario impartido por
Ernesto Vallejo.

Notemos que si H es un subgrupo de G entonces H actúa en C[G] por el lado
derecho de la siguiente manera: para cualquier elemento c =

∑
g∈G cgg ∈ C[G]

y h ∈ H tenemos que ∑
g∈G

cgg

h =
∑
g∈G

cg(gh)

Con esta operacion C[G] adquiere estructura de H-módulo derecho.

Definición 2.93. Sea H un subgrupo de G y V un H-módulo, al G-módulo
C[G] ⊗H V con la actuación dada como en la Observación 2.87 lo denotamos
como IndGH(V ) y lo llamamos módulo inducido de H a G de V .
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Definición 2.94. Al carácter χIndGH(V ) lo denotamos como IndGH(χV ) y lo lla-
mamos carácter inducido de H a G de V .

Recordemos que para un grupo G y un subgrupo H de G la notación [G : H]
representa el índice de H, es decir, el número de clases de laterales en el cociente
G/H.

Proposición 2.95. Sea H subgrupo de G, y V un H-módulo con base B, si L
es un conjunto de representantes de las clases laterales izquierdas de H en G
entonces el conjunto {g⊗H v | g ∈ L y v ∈ B} es una base de IndGH(V ). Y por lo
tanto

dim(IndGH(V )) = [G : H] dim(V ).

Notemos que para cualquier subgrupo H de G, G actúa de manera natural
en el conjunto G/H de clases laterales izquierdas, así por la Observación 2.29 y
la Proposición 2.30 tenemos que C[G/H] es un G-módulo.

Observación 2.96. Si H es un subgrupo de G y I el H-módulo trivial entonces
se tiene que

IndGH(I) ∼= C[G/H].

Observación 2.97. Si V es un G-módulo entonces IndGG(V ) ∼= V .

Proposición 2.98. Sea H subgrupo de G, sean V y W H-módulos, si V ∼= W
entonces

IndGH(V ) ∼= IndGH(W )

Lema 2.99. Sea H subgrupo de G, y V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vk un H-módulo donde
los Vi’s son submodulos de V , se cumple que

IndGH(V ) = IndGH(V1)� . . .� IndGH(Vk).

Lema 2.100 (Transitividad). Sean L subgrupo de H y H subgrupo de G, y sea
V un L-módulo, se sigue que

IndGH(IndHL (V )) ∼= IndGL (V ).

Las siguientes dos proposiciones relacionan a la restricción y a la inducción.
Estas nos serán de utilidad en el capítulo cinco.

Proposición 2.101. Sea H un subgrupo de G, y sean V un G-módulo y W un
H-módulo entonces se da el isomorfismo

IndGH(W ⊗ ResGH(V )) ∼= IndGH(W )⊗ V.

Teorema 2.102 (Reciprocidad de Frobenius). Sean V un G-módulo y W un
H-módulo con H subgrupo de G entonces se tiene la igualdad〈

ResGH(χV ), χW
〉
H

=
〈
χV , IndGH(χW )

〉
G
.



Capítulo 3

Polinomios simétricos
homogéneos

3.1. Dos órdenes importantes
Definición 3.1. Una composición débil de un número natural n, es una tupla
α = (α1, . . . , αk) tal que para toda i, αi ∈ N∪{0}, y

∑k
i=1 αi = n. Si para todo

i, αi > 0, entoces a α simplemente la llamamos composición.

Hay dos órdenes de importancia, que nos ayudarán dentro de la teoría.
Para nuestras definiciones a cualquier composición débil (α1, . . . , αk) la con-

sideraremo como (α1, . . . , αk, 0, 0, . . .).

Definición 3.2. Dadas dos composiciones débiles α = (α1, . . . , αk) y β =
(β1, . . . , βl) decimos que α ≥ β si y solamente si para toda i se tiene αi = βi o,
si αj 6= βj para algún j entonces αñ > βñ donde ñ = mı́n{j |αj 6= βj}. A este
orden se le conoce como orden lexicográfico.

Observación 3.3. El orden lexicográfico es un orden total en el conjunto de
composiciones débiles.

Definición 3.4. Dadas dos particiones de un número natural n, λ = (λ1, . . . , λk)
y µ = (µ1, . . . , µl) , diremos que λ D µ si y solamente si para toda i

i∑
j=1

λj ≥
i∑

j=1

µj .

A este orden se le conoce como orden de dominación.

Proposición 3.5. Para cualesquiera dos particones de n, λ = (λ1, . . . , λk) y
µ = (µ1, . . . , µl) se tiene que si µ E λ entonces µ ≤ λ.

38
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Demostración. Supongamos que µ P λ. Caso 1. Para toda i,
∑i
j=1 λj =

∑i
j=1 µj

entonces λi = µi para toda i, por lo tanto µ ≤ λ. Caso 2. Existe j tal que
µj 6= λj , tomemos ñ = mı́n{j |λj 6= µj}, así entonces

∑ñ−1
i=1 µi =

∑ñ−1
i=1 λi,

además sabemos que
∑ñ
i=1 µi ≤

∑ñ
i=1 λi por lo tanto µñ ≤ λñ con lo que se

comcluye la prueba.

Lema 3.6. Sean λ y µ dos particiones. Existe una tabla T de forma λ con
contenido µ si y sólo si µ P λ.

Observación 3.7. Sean λ y µ particiones tales que λ Q µ entonces l(λ) ≤ l(µ).

3.2. Polinomios de Schur
Definición 3.8. Al conjunto de polinomios con m variables y coeficientes ente-
ros lo denotamos como Z[x1, . . . , xm]. Al conjunto

⋃
m∈N Z[x1, . . . , xm] lo deno-

tamos como Z[x1, x2, . . .]. Los elementos de éste último son los polinomios con
un número finito de variables y coeficientes enteros.

Para las siguiente dos definiciones las tablas T serán consideradas con en-
tradas en [m].

Definición 3.9. Sea T una tabla de forma λ. Asociamos a T el monomio con
m variables xT :=

∏
k∈[m] x

αk
k donde para toda k, αk = |{(i, j) |T (i, j) = k}|.

Proposición 3.10. Si T y U son tablas entonces

xT ·U = xT · xU

Demostración. Por definición sabemos que xT = xα1
1 . . . xαmm con las αi’s el

número de veces que aparece i en T , así también xU = xβ1

1 . . . xβmm con los βj ’s
el número de veces que aparece j en U . Entonces multiplicando tenemos que
xTxU = xα1+β1

1 . . . xαm+βm
m , pero αk + βk es el número de veces que k aparece

en T · U de donde se sigue la igualdad.

Definición 3.11. Para cada partición λ definimos el polinomio de Schur

sλ(x1, . . . , xm) :=
∑

T de formaλ

xT

En caso de que no existan tablas de forma λ con entradas en [m] considera-
remos a sλ(x1, . . . , xm) como 0.

Observación 3.12. Debido a la Proposición 1.44 los polinomios de Schur son
simétricos.

Definición 3.13. Al polinomio s(1n) lo denotaremos como en(x1, . . . , xm) y lo
llamaremos polinomio simétrico elemental. Al polinomio s(n) lo denotare-
mos como hn(x1, . . . , xm) y lo llamaremos polinomio simétrico completo.
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Observación 3.14.
1.- Se tiene que en(x1, . . . , xm) =

∑
xi1 . . . xindonde las ik’s pertenecen a

[m] y si k < t entonces ik < it.
2.- El polinomio completo hn(x1, . . . , xm) es igual a la suma de de los mo-

nomios de grado n con m variables .

Observación 3.15. A la función que manda T 7→ xT la podemos extender de
manera canónica para obtener una función ∆ : Z[(Γ, ·)]−→ Z[x1, x2, . . .] que por
la Proposición 3.10 resulta ser un homomorfismo de anillos.

Corolario 3.16. Si λ y µ son particiones entonces

sλ(x1, . . . , xm) · sµ(x1, . . . , xm) =
∑
ν

cνλ,µsν(x1, . . . , xm)

Demostración. Es debido al homomorfismo ∆ y al Teorema 1.58

Definición 3.17. Defininimos el siguiente subconjunto de Z[x1, . . . , xm]

Λnm := {p(x1, . . . , xm) | p(x1, . . . , xm) es simétrico y homogéneo de gradon} ∪ {0}

Este conjunto es un grupo abeliano con la suma de polinomios, por lo tanto es
un Z-módulo.

Definición 3.18. Dada una partición λ = (λ1, . . . , λm), llamamos polinomio
simétrico monomial al polinomio que tiene como términos a xλ1

1 . . . xλmm y
a todos los diferentes monomios que se optienen de revolver los exponentes.
A este polinomio lo denotamos como mλ(x1 . . . xm). Por ejemplo si tomamos
λ = (3, 1, 1), entonces mλ(x1, x2, x3) = x31x2x3 + x1x

3
2x3 + x1x2x

3
3.

Definición 3.19. Dada una partición λ = (λ1, . . . , λr) definimos

hλ(x1, . . . , xm) := hλ1
(x1, . . . , xm) · . . . · hλr (x1, . . . , xm),

eλ(x1, . . . , xm) := eλ1
(x1, . . . , xm) · . . . · eλr (x1, . . . , xm).

A cualquier monomio xα1
1 . . . xαmm lo denotaremos como xα donde α es la

composición débil (α1, . . . , αm). Así a un polinomio lo podemos escribir de ma-
nera única escribiendo cada sumando de izquierda a derecha según el orden
lexicográfico inverso, es decir, el exponente de un sumando es mayor que el de
los que están a su derecha.
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Proposición 3.20. Los siguientes conjuntos son bases el Z-módulo Λnm

1. {mλ(x1, . . . , xm) |λ ` n y l(λ) ≤ m};

2. {sλ(x1, . . . , xm) |λ ` n y l(λ) ≤ m};

3. {eλ(x1, . . . , xm) |λ ` n y l(λ′) ≤ m}; y

4. {hλ(x1, . . . , xm) |λ ` n y l(λ′) ≤ m}.

Demostración. Primero veamos el primer conjunto. Sea p(x1, . . . , xm) 6= 0 ∈ Λnm
escrito según el orden lexicográfico, fijémonos en el primer sumando xλ que apa-
rece en p(x1, . . . , xm), por la forma de escritura se tiene que λ es una partición.
Fijémonos en su coeficiente a. Por ser p(x1, . . . , xm) simétrico tenemos que para
toda σ ∈ Smel monomio xλσ(1)1 . . . x

λσ(m)
m también es un sumando con el mismo

coeficiente a, por lo tanto p(x1, . . . , xm) = amλ(x1, . . . , xm)+p1(x1, . . . , xm) con
p1(x1, . . . , xm) ∈ Λnm, además p1(x1, . . . , xm) tiene una cantidad menor de su-
mandos que p(x1, . . . , xm). Aplicamos el mismo razonamiento a p1(x1, . . . , xm)
y así nos seguimos hasta que llega un momento en que p(x1, . . . , xm) queda
escrito como combinación de algunos mµ’s. Para ver la independencia basta
observar que si µ y ν son dos particiones distintas entonces mµ(x1, . . . , xm)
y mν(x1, . . . , xm) no tienen sumandos en común por lo tanto se sigue que si∑
µ`n aµmµ(x1, . . . , xm) = 0 entonces aµ = 0 para toda µ ` n.
Como el segundo conjunto tiene la misma cardinalidad que el primero só-

lo basta ver que genera. Sea p(x1, . . . , xm) 6= 0 ∈ Λnm escrito según el orden
lexicográfico, igual que antes tomamos el primer sumando axλ. Gracias a la Ob-
servación 1.53 y por la simetría tenemos que sλ(x1, . . . , xm) = mλ(x1, . . . , xm)+
q(x1, . . . , xm). Notemos que el exponente de cualquier sumando de q(x1, . . . , xm)
es menor que λ en el orden lexicográfico, esto debido al Lema 3.6 y a la Pro-
posición 3.5. Entonces p(x1, . . . , xm) = asλ(x1, . . . , xm) + q1(x1, . . . , xm), como
el primer término de q1 tiene exponente menor λ, podemos aplicarle el mismo
razonamiento y así seguirnos hasta obetener lo deseado.

Para ver el tercer conjunto notemos que el primer término de eλ(x1, . . . , xm)
es xλ

′
, así entonces si p(x1, . . . , xm) 6= 0 ∈ Λnm con su primer término axλ,

tenemos que p(x1, . . . , xm) = aeλ′ (x1, . . . , xm) + t1(x1, . . . , xm), y procedemos
como en las bases anteriores.

Para demostrar que el últmo conjunto también es base necesitamos probar
que genera lo mismo que las eλ’s, para esto son necesarias técnicas que no
mencionaremos aquí (ver [Fult, p. 73]).

Observación 3.21. Para cualquier natural m existe un homomorfismo

ρm : Λnm+1 −→ Λnm

que manda p(x1, . . . , xm, xm+1) en p(x1, . . . , xm, 0). Además dado que el rango
de Λnm es |{λ ` n | l(λ) ≤ m}|, tenemos que Λnk+1

∼= Λnk para toda k ≥ n.
De hecho estas funciones ρk’s nos dan isomorfismos para estas k’s, ya que si
λ = (λ1, . . . , λk, λk+1) es partición de n entonces

ρk(mλ(x1, . . . , xk, xk+1)) = mλ(x1, . . . , xk, 0) = mλ̃(x1, . . . , xk),
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donde λ̃ = (λ1, . . . , λk). Con esto tenemos que el siguiente sistema inverso se
estabiliza

Λnm Λnm+1

ρmoo Λnm+2

ρm+1oo . . .
ρm+1oo Λnn

ρn−1oo Λnn+1

ρn

∼=
oo . . .

ρn+1

∼=
oo

Definición 3.22. Al limite inverso lo definimos como sigue

Λn = ĺım
←
m

Λnm := {(pk)∞k=1 | ∀k ρk(pk+1) = pk}

Definición 3.23. Denotaremos como hn al elemnto (hn(x1, . . . , xk))∞k=1 de Λn.

Definición 3.24. Definimos el anillo graduado de polinomios simetricos

Λ = �∞n=0Λn.

Observación 3.25. Gracias a la Proposición 3.20 se tiene que Λ = Z[h1, h2, . . .].

3.3. Números de Kostka
Definición 3.26. Sea λ una partición, al número de tablas de forma λ y con-
tenido µ se le conoce como número de Kostka, y se le denota como Kλµ.

Proposición 3.27. Sea λ una partición, si µ = (µ1, . . . , µm) entonces para
toda σ ∈ Sm se tiene que Kλµ = Kλ(µσ(1),...,µσ(m)).

Demostración. Es consecuencia de la Proposición 1.44.

Observación 3.28. El número de sucesiones de particiones de la forma

∅ = λ(0) ⊆ λ(1) ⊆ . . . ⊆ λ(k) = λ

tales que para toda i ∈ [k] λ(i)/λ(i − 1) no tiene dos cuadros en la misma
columna y |λ(i)/λ(i− 1)| = µi es Kλ(µ1,...,µk).

La siguiente proposición es consecuencia inmediata del Lema 3.6.

Proposición 3.29. Si λ y µ son particiones de n, se tiene que Kλµ > 0 si y
sólo si λ D µ.

Observación 3.30. Debido a la Observación 1.53 tenemos que para cualquier
particion λ, Kλλ = 1.

Para el siguiente lema recordemos que Smλ denota la suma de las tablas
semiestándar de forma λ con entradas en [m] (verificar la Definición 1.57 del
Capítulo).
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Lema 3.31 (Fórmula de Pieri). Sea λ partición de n, para cualquier m se tiene

1) Smλ · Sm(n) =
∑
µ

Smµ

2) Smλ · Sm(1n) =
∑
ν

Smν

la primera suma corre en las particiones µ que son iguales a λ añadiéndole n
cuadros en distintas columnas, y la segunda suma corre en los ν que son iguales
a λ añadiéndole n cuadros en distintos renglones.

Demostración. Es debido al Lema 1.11 de Inserción .

De esta proposición y del homomorfismo ∆, podemos concluir que

sλ(x1, . . . , xm) · hn(x, . . . , xm) =
∑
µ

sµ(x1, . . . , xm),

sλ(x1, . . . , xm) · en(x, . . . , xm) =
∑
ν

sν(x1, . . . , xm)

con µ y ν como en el lema.
Debido a este hecho, a la Observación 3.28, a la Proposición 3.29 y a la

Observación 3.30 se siguen:

Corolario 3.32. Para toda partición µ se tiene la igualdad

hλ(x1, . . . , xm) = sλ(x1, . . . , xm) +
∑
λCµ

Kµλsµ(x1, . . . , xm).

Corolario 3.33. Para toda partición µ se tiene la igualdad

eλ(x1, . . . , xm) =
∑
λPµ

Kµ′λsµ(x1, . . . , xm).



Capítulo 4

Representaciones del grupo
simétrico

4.1. Representaciones de Sn

El grupo simétrico Sn es de suma importancia pues actúa de manera natural
en cualquier espacio vectorial finito de dimensión n permutando «coordenadas».
Es por eso que resulta relevante estudiar las representaciones de éste.

Observación 4.1. Sea V un K-espacio vectorial de dimensión n con base B =
{v1, . . . , vn}, entonces la función p : Sn × V −→ V definida como

σv = σ(
∑
i∈[n]

kivi) =
∑
i∈[n]

kivσ(i)

es una actuación lineal. Por lo tanto V es un Sn-módulo.

Definición 4.2. En este capítulo consideraremos tablas regulares biyectivas
T : λ −→ [n], es decir λ ` n, y no nos importará que cumpla algún orden. A
dichas tablas las llamaremos llenados. Cuando requiramos que algún llenado
sea estándar lo especificaremos.

Definición 4.3. Al conjunto de llenados de forma λ lo denotaremos por T (λ).
Así el conjunto de todos los llenados será el conjunto T =

⋃
λ T (λ).

Observación 4.4. Sea λ un partición de n, sea σ ∈ Sn, y sea T ∈ T (λ). Con
la operación (σT )(i, j) = σ(T (i, j)) tenemos que Sn actúa transitivamente en
T (λ).

44
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Como ejemplo de esta actuación tenemos la siguiente figura

(24)(135)(76) 4 2 6 1
7 3
5

= 2 4 7 3
6 5
1

Figura 4.1: Producto de la permutación (24)(135)(76) con un llenado de forma
(4,2,1).

Definición 4.5. Sean P1, . . . , Pm ⊆ [n], decimos que P = (P1, . . . , Pm) es una
partición de [n] si

⊔m
i=1 Pi = [n] y para toda i ∈ [m] se tiene Pi 6= ∅. Cabe

aclarar que como notación, usamos el simbolo «
⊔
» para representar una unión

agena. Por ejemplo, en este caso representa que Pi ∩Pj = ∅ para toda i, j ∈ [m]
distintas.

Si {u1, . . . , uk} ⊆ [n] y σ ∈ Sn, definimos σ{u1, . . . , uk} = {σ(u1), . . . , σ(uk)}.
Observación 4.6. Sn actúa en el conjunto de particiones de [n], es decir, si
P = (P1, . . . , Pm) es una partición y σ ∈ Sn entonces

σ(P1, . . . , Pm) = (σP1, . . . , σPm).

Definición 4.7. Al estabilizador de una partición P lo denotamos como SP .
Recordemos que éste es un subgrupo de Sn.

Definición 4.8. Dada una composición de n, α = (α1, . . . , αm), definimos el
grupo de Young Sα = Sα1 × . . . × Sαm . Entonces Sα puede verse como el
estabilizador de la partición (P1, . . . , Pm) donde para toda i

Pi = {(
i−1∑
j=0

αj) + 1, (

i−1∑
j=0

αj) + 2, . . . , (

i−1∑
j=0

αj) + αi}.

Por ejemplo S3×S5×S2 es subgrupo de S10 el cual es estabilizador de la partición
({1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7, 8}, {9, 10}). Es decir, permuta los primeros 3 números, luego
los siguientes cinco, y los últimos dos.

Observación 4.9. Si tomamos una composición α = (α1, . . . , αm) de n y la
ordenamos en forma decreciente entonces obtendremos una partición λ. Así
Sα ∼= Sλ, es decir, los grupos de Young los podemos clasificar bajo isomorfia
usando sólo particiones.

Observación 4.10. Si P = (P1, . . . , Pm) es una partición de [n] tal que |P1| =
α1, . . . , |Pm| = αm entonces SP ∼= Sα donde α = (α1, . . . , αm). Por lo tanto
Sn/Sα es un Sn-conjunto, así C[Sn/Sα] es un Sn-módulo.

Definición 4.11. Al carácter de C[Sn/Sα] lo denotaremos como φα.

Corolario 4.12. Sean P y Q dos particiones de [n]. Si existe σ ∈ Sm tal que
Q = σP entonces

SQ = σSPσ
−1.

Demostración. Es debido a la Proposición 2.6.
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4.2. Módulos de Specht
Definición 4.13. Diremos que dos llenados T,U ∈ T (λ) son equivalentes si y
sólo si para cada i las entradas del renglon i-ésimo de T son las mismas que
las de U (posiblemente en otro orden). Esta relación es de equivalencia, así a la
clase de quivalencia de T la denotaremos como [T ] y la llamaremos tabloide.

Definición 4.14. Al conjunto de tabloides de forma λ lo denotamos como
RT (λ).

Observación 4.15. Si λ ` n entonces Sn actúa transitivamente en RT (λ) de
la siguiente manera

σ[T ] = [σT ].

Habría que verificar que esta operación está bien definida, pero efectivamente
así es. Además por la Proposición 2.30 se tiene que el espacio vectorial C[RT (λ)]
(ver Subsección 2.1.3) es un Sn- módulo, más aún es un módulo en el cual la
actuación es revolver la base. A este módulo lo denotaremos como Mλ.

Definición 4.16. Dado un llenado T , hay dos grupos importantes, uno de ellos
es el estabilizador de [T ] en la actuación anterior al cual denotaremos comoR(T ),
y el otro es el grupo C(T ) que revuelve las entradas dejándolas invariantes por
columnas. A estos grupos se les conoce como grupo por renglones y grupo
por columnas de T . Es claro que R(T ) no depende del representante, es decir,
dos tabloides T,U ∈ T (λ) son equivalentes si y sólo si R(T ) = R(U).

Por ejemplo los llenados

T = 4 2 1
5 3

U = 2 1 4
3 5

son equivalentes, así R(T ) = R(U) = 〈(35), (124), (12)〉 . Los grupos por colum-
nas son C(T ) = {(45)(23), (45), (23), (1)} y C(U) = {(23)(15), (23), (15), (1)}.

Lema 4.17. Para todo T ∈ T (λ) se tiene que R(T ) ∼= Sλ y C(T ) ∼= Sλ′ .

Proposición 4.18. Sea T ∈ T (λ), y sea σ ∈ S|λ| entonces R(σT ) = σR(T )σ−1

y C(σT ) = σC(T )σ−1.

Demostración. La primera igualdad es debido a la Proposición 2.6. Para la se-
gunda igualdad notemos que las clases las pudimos haber pensando en columnas
en lugar de renglones y entonces C(T ) sería un estabilizador, así que por la mis-
ma proposición que antes se tiene la segunda igualdad.

Observación 4.19. Por ser esta operación una actuación se tiene que para
cualquier T ∈ T (λ), O([T ]) ∼= Sn/R(T ) como Sn-conjuntos. Del Lema 4.17
y del hecho que la actuación es transitiva se sigue que RT (λ) y Sn/Sλ son
Sn-conjuntos isomorfos, por esto y de la Observación 2.96 se tiene

Mλ = C[RT (λ)] ∼= C[Sn/Sλ] ∼= IndSnSλ (I).
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Definición 4.20. Para cada llenado T de forma una partición de n, definimos
los siguientes vectores pertenecientes al módulo regular C[Sn]

aT =
∑

σ∈R(T )

σ bT =
∑

τ∈C(T )

sgn(τ)τ

A estos elementos se les conoce como simetrizadores de Young.

Recordando la Definición 2.32, podemos introducir el siguiente vector:

Definición 4.21. Para cada llenado T de forma λ, definimos el vector perte-
neciente a Mλ

vT = bT · [T ] =
∑

σ∈C(T )

sgn(σ)[σT ].

Definición 4.22. Definimos el módulo de Specht como el subespacio de Mλ

Sλ = 〈{vT |T ∈ T (λ)}〉

Proposición 4.23. Sλ es un S|λ|-submódulo de Mλ.

Demostración. Sólo hay que ver que Sλ es cerrado bajo la acción de Sn, para
ello basta ver que lo es en los generadores. Sea γ ∈ S|λ|, y T un tabloide de
forma λ, se tiene que

γvT =
∑

σ∈C(T )

sgn(σ)γ[σT ]

=
∑

σ∈C(T )

sgn(σ)[γσT ]

=
∑

σ∈C(T )

sgn(γσγ−1)[γσγ−1γT ]

=
∑

τ∈γC(T )γ−1

sgn(τ)[τγT ]

Por la Proposición 4.18 se sigue que

γvT =
∑

τ∈C(γT )

sgn(τ)[τ(γT )] = vγT .

Proposición 4.24. El conjunto {vT |T estándar de formaλ} es una base para
Sλ. (ver [Fult, p. 88])

Proposición 4.25. El número de clases de conjugación de Sn es igual al nú-
mero de particiones de n.

Teorema 4.26. El conjunto {Sλ |λ ` n} es un conjunto completo de Sn-
módulos irreducibles.



CAPÍTULO 4. REPRESENTACIONES DEL GRUPO SIMÉTRICO 48

Recordando que el cardinal de un conjunto completo de irreducibles es igual
al número de clases de conjugación y por la Proposición 4.25, sólo basta verificar
que los Sλ son irreducibles y no isomorfos entre sí. Más adelante daremos una
prueba de que no son isomorfos entre sí usando caracteres. Para desmotrar que
son irreducibles se necesitan otros resultados previos que se pueden encontrar
en [Fult, p. 86,87].

4.3. El anillo de representaciones
Dentro de las representaciones podemos referirnos al conjunto de las clases

de isomorfía de los G-módulos finitamente generados.

Definición 4.27. Diremos que dos Sn-módulos V y U están relacionados si y
sólo si V ∼= U . Esta relación es de equivalencia, entonces podemos hablar de las
clases de equivalencia, así [V ] denota la clase a la que pertenece V .

Definición 4.28. Al conjunto de clases de los Sn-módulos se le denota

E(Sn) = {[V ] |V esSn −módulo y dim(V ) <∞}.

Definición 4.29. Definimos

F (Sn) = {[V ⊕W ]− [V ]− [W ] |V,W son Sn−módulos y dim(V ),dim(W) <∞}

Definición 4.30. Al grupo 〈E(Sn)〉 / 〈F (Sn)〉 se le conoce como grupo de
Grothendieck de Sn y se le denota Gr(Sn). Si consideramos al conjunto com-
pleto de irreducibles I = {Sλ |λ ` n} entonces lo podemos ver como el Z-módulo
libre Gr(Sn) = �λ`nZ[Sλ].

Definición 4.31. Definimos el anillo graduado Gr = �∞n=0Gr(Sn) con la ope-
ración

[V ] · [W ] =
[
Ind

Sn+m

Sn×Sm(V ⊗W )
]

donde V es un Sn-módulo y W un Sm-módulo.

Observación 4.32. Esta operación esta bien definida, es asociativa, y conmu-
tativa. Además el módulo trivial de S0 = ∅ funciona como neutro.

Proposición 4.33. Para toda partición λ = (λ1, . . . , λk) se tiene que

[M (λ1)] · . . . · [M (λk)] = [Mλ].

La prueba de esta proposición se raliza bajo un argumento indutivo, usando
algunas propiedades de los modulos iducidos del grupo de permutaciones y la
Observación 4.19.

Por la Observación 3.25 tenemos que las hn’s forman una base de Λ. Así si
definimos la función ϕ : {hn |n ∈ N ∪ {0}} −→ Gr tal que ϕ(hn) = [M (n)] y la
extendemos a toda Λ tendremos entonces una función ϕ : Λ −→ Gr la cual por
la Proposición 4.33 resulta ser un homomorfismo de anillos.
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Teorema 4.34. El homomorfismo ϕ es biyectivo. Además para toda partición λ
ϕ(sλ) = [Sλ]. (Para entrar en detalle ver [Fult, p. 91])

Gracias a este Teorema y a los Corolarios 3.32 y 3.16 tenemos lo siguiente:

Corolario 4.35 (Regla de Young). Para cualquier partición λ tenemos la igual-
dad

Mλ ∼= Sλ ⊕λCµ (Sµ)⊕Kµλ.

Corolario 4.36 (Regla de Littlewood-Richardson). Para cualesquiera particio-
nes λ ` n y µ ` m se da

[Sλ] · [Sµ] =
∑
ν

cνλ,µ[(Sν)],

es decir
Ind

Sn+m

Sn×Sm

(
Sλ ⊗ Sµ

) ∼= �ν`n+m (Sν)
�cνλ,µ .

4.4. Anillo de caracteres
En la Sección 2.3.1 vimos que el conjunto de funciones de clase Cl(G) de

un grupo G, es un C-espacio vectorial, con una base C(G) = {χ1, . . . , χl} (los
caracteres irreducibles de G). Podemos restringir los coeficientes a Z y así tomar
el conjunto

R(G) = {
∑
i

ziχi | z1, . . . , zl ∈ Z}

Con esto tenemos entonces que R(G) es un grupo abeliano libre generado
por C(G), es decir, R(G) = Zχ1 ⊕ . . .⊕ Zχl. Así Gr (Sn) ∼= R (Sn) como grupo
abeliano.

Definición 4.37. A los caracteres de los módulos Sλ y Mλ los denotaremos
como χλ y φλ respectivamente. Cabe recalcar que esta notación coincide con la
Definición 4.11 gracias a la Observación 4.19

Observación 4.38. De la Proposición 2.54 y de la regla de Young se sigue que

φλ = χλ +
∑
λCµ

Kµλχ
µ.

Observación 4.39. Ahora tomemos C(Sn) = {χλ |λ ` n}, y el conjunto R(Sn).
Del Corolario 2.57 tenemos que todo carácter de Sn pertenece a R(Sn). Con
esto todo elemento en R(Sn) es de la forma ϕ, −ϕ, o ϕ − ψ, donde ϕ y ψ
son caracteres de Sn. Los que son de la segunda o tercera forma son llamados
caracteres virtuales.

Definición 4.40. Definimos el anillo de caracteres como el anillo graduado
R = ⊕∞n=0R(Sn) con la operación

χλ • χµ =
∑

ν`|λ|+|µ|

cνλ,µχ
ν

extendida a cualesquiera elementos.
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Observación 4.41. R y Gr son anillos isomorfos. Y enn cierto sentido resulta
más cómodo trabajar con R ya que no depende de representantes. Además, en
R tenemos definido un producto interno para cada sumando R(Sn).



Capítulo 5

Coeficientes de Kronecker

Un problema fundamental en la teoría de representaciones de grupos es ob-
tener la descomposición en módulos irreducibles del producto tensorial de dos
módulos. Este problema ha sido estudiado para diversos grupos y diversos mó-
dulos. Nuestro propósito será estudiarlo para los modulos irreducibles del grupo
Sn.

Definición 5.1. Sean χλ y χµ dos caracteres irreducibles de Sn. Lo que nos
interesa conocer son los coeficientes que aparecen en la suma

χλ ⊗ χµ =
∑
ν`n

g(λ, µ, ν)χν .

A dichos coeficientes se les conoce como coeficientes de Kronecker.

Definición 5.2. Sea λ = (1b1 , 2b2 , . . . , nbn) partición de n, definimos:
1.- La clase de conjugación cλ ⊆ Sn como el conjunto de todas las permuta-

ciones con estructura cíclica según λ, es decir, con b1 uniciclos, b2 biciclos, . . .,
bn n-ciclos.

2.- El número zλ =
∏
i∈[n] i

bibi!.

Usando técnicas básicas de combinatoria es posible deducir que |cλ| = n!/zλ.
Gracias al Lema 2.67 se tiene la igualdad

g(λ, µ, ν) =
〈
χλ ⊗ χµ, χν

〉
. (5.1)

Recordemos que toda permutación σ ∈ Sn es conjugada a σ−1; por lo tanto
χν(σ) = χν(σ−1). De esto y de la ecuación 5.1 obtenemos la siguiente fórmula
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para calcular g(λ, µ, ν).

g(λ, µ, ν) =
1

n!

∑
σ∈Sn

χλ ⊗ χµ(σ)χν(σ−1)

=
1

n!

∑
σ∈Sn

χλ(σ)χµ(σ)χν(σ)

=
1

n!

∑
λ`n

|cλ|χλ(σ)χµ(σ)χν(σ)

=
∑
λ`n

1

zλ
χλ(σ)χµ(σ)χν(σ)

Esta fórmula no es funcional ya que para valores que no son muy grandes de n
el cálculo resulta bastante extenso, incluso para algunas computadoras. Es por
eso que se ha tratado de buscar una manera distinta de calcularlos. Además,
estos coeficientes aparecen en otras áreas como Química y Física, por lo cuál
han sido objeto de estudio durante mucho tiempo.

Como primer comentario cabe mencionar que los coeficientes de Kronec-
ker generalizan a los coeficientes de Littlewood-Richardson, los cuales a su vez
generalizan a los números de Kostka. Para esto último hay una construcción
combinatoria, es decir, usando tablas de Young es posible obtener los números
de de Kostka a apartir de los coeficientes de Littlewood-Richardson.

Hasta la fecha de impresión de esta tesis no se ha conocido manera combina-
toria de calcular los coeficientes de Kronecker, por lo que la manera de mostrar
que estos generalizan a los de LR es laboriosa y extensa, sólo enunciaremos el
procedimiento a seguir sin demostrar por qué funciona.

Lema 5.3. Sean λ = (λ1, . . . , λr), µ = (µ1, . . . , µp), y ν = (ν1, . . . , νq) par-
ticiónes tales que cνλ,µ > 0. Definimos n = ν1 + |ν| y definimos λ = (n −
|λ|, λ1, . . . , λr), µ = (n − |µ|, µ1, . . . , µp), y ν = (n − |ν|, ν1, . . . , νq). Entonces
cνλ,µ = g(λ, µ, ν).

5.1. El Lema de Cauchy-Frobenius
Proposición 5.4. Sea α una composición entonces 〈φα, 1 〉 = 1.

Antes de demostrar este hecho necesitamos otros resultados. Consideremos
a G un grupo finito, y a X un G-conjunto finito.

Definición 5.5. Dado g ∈ G denotamos Xg = {x ∈ X | gx = x}, y #O(X) al
número de órbitas de X.

Lema 5.6 (Fórmula de Cauchy Frobenius). Si X es un G-conjunto finito en-
tonces

#O(X) =
1

|G|
∑
g∈G
|Xg|.
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Este resultado también es conocido como el Lema de Burnside y puede en-
contrarse en [Br] y diversos libros de combinatoria.

Definición 5.7. Sea X es un G-conjunto. Denotamos por φX al carácter del
G-módulo C[X].

Proposición 5.8. Sea g ∈ G, y X un G-conjunto, entonces φX(g) = |Xg|.

Demostración. Por definición φX(g) = tr([g]X). Notemos que [g]X es una matriz
de permutación, así que los unos que aparecen en la diagonal son justo los
elementos de X que deja fijos g bajo la actuación.

Proposición 5.9. Sea X un G-conjunto y 1 es el carácter trivial de G, entonces〈
φX , 1

〉
= #O(X).

Demostración. Por definición del producto interno y de la Proposición 5.8 te-
nemos 〈

φX , 1
〉

=
1

|G|
∑
g∈G

φX(g)

=
1

|G|
∑
g∈G
|Xg|.

Ahora de la fórmula de Cauchy Frobenius tenemos que
〈
φX , 1

〉
= #O(X), que

es lo que queríamos.

Corolario 5.10. Sea X un Sn-conjunto transitivo entonces
〈
φX , 1

〉
= 1.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la proposición anterior y del hecho
que la actuación es transitiva.

Como consecuencia de este corolario tenemos la Proposición 5.4.

Definición 5.11. Notemos para toda σ ∈ Sn y c ∈ C podemos definir el
producto σc = sgn(σ)c. Es facil ver que esta operación es una actuación lineal
de Sn en C; por lo tanto C es un Sn-módulo con esa actuación. A este módulo se
le conoce como módulo alternante y juega un papel importante en la teoría.
Al carácter del módulo alternante lo llamaremos carácter alternante y lo
denotaremos como ε.

Antes del siguiente resultado recordemos que el grupo alternante An es el
subgrupo de Sn que consta de todas la permutaciones pares.

Proposición 5.12. Consideremos X un Sn-conjunto transitivo entonces

〈
φX , ε

〉
=

{
0 si existeσ impar enSn tal queXσ 6= ∅
1 si para todoσ impar enSn se tieneXσ = ∅
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Demostración. Sabemos que
〈
φX , ε

〉
es un entero no negativo, además de la

definición de este producto interno y del Corolario 5.10 tenemos〈
φX , ε

〉
=

1

n!

∑
σ∈An

|Xσ| − 1

n!

∑
σ∈Sn/An

|Xσ|

≤ 1

n!

∑
σ∈Sn

|Xσ| = 1.

Ahora, si existe un σ impar tal que Xσ 6= ∅ la desigualdad es estricta, en
otro caso se tiene la igualdad.

Observación 5.13. Ahora tomemos α = (α1, . . . , αm) una composición débil
de n. De la actuación en la Observación 4.6 tenemos que

Sn/Sα ∼= {P = (P1, . . . , Pm) | [n] =

m⊔
j=1

Pj y |Pi| = αi}.

Queremos ver que pasa con 〈φα, ε〉. Notemos que si α tiene una entrada mayor
o igual que 2 entonces existe P = (P1, . . . , Pm) tal que algún Pi tiene más de un
elemento, digamos k y r. Por lo tanto (Sn/Sα)(k r) 6= ∅, así por la proposición
anterior 〈φα, ε〉 = 0. Con esto tenemos también que 〈φα, ε〉 = 1 sólo cuando α
tiene puros unos y ceros en sus entradas.

5.2. Matrices
Nuestro objetivo en las siguientes dos secciones será estudiar cierto tipo de

matrices, la relación que estas tienen con las tablas de Young y los caracteres del
grupo simétrico. Empezaremos con una definición general y ejemplificaremos con
matrices de dos dimensiones. Finalmente en la sección del Teorema de Snapper
daremos aplicaciones de éste para relacionar las matrices de nuestro interés con
el producto interno de ciertos caracteres.

Para nuestros fines consideraremos solamente matrices con entradas en los
enteros no negativos.

Definición 5.14. Sea A una matriz de tamaño n1×. . .×nk con entradas aj1...jk ,
y sea X = [n1]× . . .× [nk]. Para toda i ∈ [k] definimos el i-ésimo 1-márgen de
A como la composición débil

αi =

 ∑
(j1,...,jk)∈X t.q. ji=1

aj1...jk , . . . ,
∑

(j1,...,jk)∈X t.q. ji=ni

aj1...jk

 .

Notemos que aquí αi denota una composición débil. También observemos que
los 1-márgenes de una matriz nos dan la sumas de las entradas dejando una
coordenada fija. Esto lo podemos pensar como la suma que nos dan todos los
«hiperplanos de la matriz». Por ejemplo si tomamos una matriz de tamaño
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n1×n2×n3 sus 1-márgenes serían las composiciones débiles cuyas entradas son
las sumas de los planos o rebanas que se generan dejando una coordenada fija.
Ver Figura 5.1.

Figura 5.1: Rebanadas de una matriz 3-dimensional para la obtención de las
entradas de sus 1-márgenes.

Definición 5.15. Al conjunto de matrices k-dimensionales con entradas en los
enteros no negativos y 1-márgenes α1, . . . , αk lo denotamos comoM(α1, . . . , αk)

Definición 5.16. Al número |M(α1, . . . , αk)| lo denotamos comom(α1, . . . , αk).

Observación 5.17. Si A es una matriz con 1-márgenes α1, . . . , αk entonces la
suma de las entradas de A es igual a la suma de las entradas de αi para toda i.

Definición 5.18. Sea X = [n1]× . . .× [nk], definimos M∗(α1, . . . , αk) como el
conjunto

{A ∈M(α1, . . . , αk) | aj1...jk = 0, 1 para todo (j1, . . . , jk) ∈ X},

es decir, las matrices con 1-márgenes α1, . . . , αk y entradas unos y ceros. Al
tamaño de este conjunto lo denotamos como m∗(α1, . . . , αk).

5.2.1. Matrices 2-dimensionales
Un caso interesante y muy visual es el de las matrices 2-dimensionales. No-

temos que si α = (α1, . . . , αr) y β = (β1, . . . , βc) son composiciones débiles de n
(aquí αi y βi denotan números), los elementos de M(α, β) son la matrices cuya
suma en el i-ésimo renglón es αi, y cuya suma en la j-ésima columna es βj . Por
ejemplo si tomamos α = (5, 1, 2) y β = (4, 2, 1, 1) entonces las matrices 2 2 0 1

0 0 1 0
2 0 0 0

 y

 3 1 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1


pertenecen a M((5, 1, 2), (4, 2, 1, 1)).

Observación 5.19. Recordando la correspondencias RSK tenemos quem(α, β)
es igual al número de parejas de tablas de la misma forma con contenido α y β.
Por lo tanto

m(α, β) =
∑
λ`n

KλαKλβ .
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Definición 5.20. Definimos la matriz de Kostka Kn como la matriz cua-
drada cuya entrada en ai,j = Kλµ donde λ es el i-ésimo término en el orden
lexicográfico inverso de particiones, y µ es el j-ésimo término. Por ejemplo:

K4 =

(4) (3, 1) (2, 2) (2, 1, 1) (14)
(4) 1 1 1 1 1

(3, 1) 0 1 1 2 3
(2, 2) 0 0 1 1 2

(2, 1, 1) 0 0 0 1 3
(14) 0 0 0 0 1

Observación 5.21. Dado que Kλλ = 1, las entradas de la diagonal de la
matriz Kn son 1’s. Además K(n)µ es siempre 1 por lo que las entradas del
primer renglón también son puros unos. Por último notemos que las entradas
de la última columna corresponden a los Kλ(1n)’s, es decir, al número de tablas
estándar para cada partición λ.

Observación 5.22. Notemo que si α y β son composiciones de n, y λ y µ son
particiones que tienen las mismas entradas que α y β ordenadas en forma decre-
ciente respectivamente, entonces existe una biyección entreM(α, β) yM(λ, µ) la
cual esta dada permutando columas y renglones. Por lo tantom(α, β) =m(λ, µ).

De esta última observación y de la Observación 5.19 tenemos que las entradas
de la matrizKτ

nKn (Kτ
n denota la matriz transpuesta) son los númerosm(α, β)’s.

Ahora analicemos que ocurre con m∗(α, β).

Definición 5.23. Sean α y β composiciones de n tal que l(α) = r y l(β) = c, y
sea A ∈M∗(α, β). Diremos que (i, j) es un hueco de A si 0 < i≤ r, 0 < j < c,
y existe j < h ≤ c tal que la entrada ai,j = 0 y ai,h = 1.

De igual manera que con m(α, β), basta analizar sólo el caso cuando α y β
son particiones.

Definición 5.24. Sea λ una partición de n, y sea µ una partición de n po-
siblemente con algunas entradas 0. Una matriz de Young es una matriz
A ∈ M∗(λ, µ) que no tiene huecos. Notemos estas matrices se ven como «dia-
gramas de Young». Un ejemplo de dichas matrices son las siguientes:

1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0


 1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0


Observación 5.25. Notemos que si λ es una partición de n entonces la única
matriz en M∗(λ, λ′) es una matriz de Young. Por lo tanto m∗(λ, λ′) = 1. Ade-
más, si µ es partición de n tal que µ 6= λ′ y m∗(λ, µ) > 0 entonces m∗(λ, µ) ≥ 2.
Esto debido a que si A ∈M∗(λ, µ) entonces tiene un hueco, digamos (i, j), por
lo tanto existe h > j tal que ai,h = 1. Por ser µ partición, debe existir i′ 6= i tal
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que ai′,j = 1 y ai′,h = 0. Si consideramos la matriz A′ como la matriz A inter-
cambiando ai′,j con ai′,h, y ai,j con ai,h, tenemos que A′ 6= A y A′ ∈M∗(λ, µ).

A =

...
...

i · · · 0 · · · 1 · · ·
...

...
i′ · · · 1 · · · 0 · · ·

...
...

j h

A′ =

...
...

i · · · 1 · · · 0 · · ·
...

...
i′ · · · 0 · · · 1 · · ·

...
...

j h

Esto prueba el siguiente lema:

Lema 5.26. Sean λ y µ particiones, se tiene que m∗(λ, µ) = 1 si y sólo si
µ = λ′.

Definición 5.27. A la única matriz en M∗(λ, λ′) la denotamos como X(λ).

Definición 5.28. Sea λ = (λ1, . . . , λl) una partición, un cambio de λ es una
partición Tijλ = (λ1, . . . , λi − 1, . . . , λj + 1, . . . , λl).

El siguiente resultado puede encontrarse en [MO, C. 2B]; la prueba que
damos esta basada en la demostración que aparece en dicho libro.

Proposición 5.29. Sean λ y µ particiones de n, entonces λ Q µ si y sólo si
existe una sucesión finita de particiones λ = λ1,λ2,. . . , λs = µ tal que para toda
i ∈ [s− 1] λi+1 es un cambio de λi.

Demostración. ⇐c Para el si. Es claro de la definición que en general si tenemos
Tijλ un cambio de λ entonces λ Q Tijλ. Por lo tanto λi Q λi+1 para toda
i ∈ [s− 1].
⇒cVeamos el sólo si. Supongamos que λ 6= µ pues de lo contrario el resultado

es trivial. Por la Observación 3.7 tenemos que r = l(λ) ≤ l(µ) = c. Consideremos
λ = (λ1 . . . , λr, . . . , λc) donde λk = 0 para k > r. Sea i = máx{t |λt > µt},
notemos que i < c puesto que

∑i
l=1 λl >

∑i
l=1 µl, y consideremos j = mı́n{t | i <

t y λt < µt} el cual debe existir ya que
∑c
l=1 λl =

∑c
l=1 µl = n. Por la elección

que hicimos de i y j se tiene que λi > λi+1 y λj−1 > λj por lo tanto Tijλ es un
cambio de λ al cual llamaremos λ2. Por la primera implicación que demostramos
tenemos que λ Q λ2. Ahora como para toda i < k < j λk = µk, se sigue que
λ2 Q µ. Si λ2 = µ hemos terminado, en otro caso aplicamos el mismo método a
λ2 para obtener λ3. Este proceso en algún momento termina obteniendo así el
resultado.

Teorema 5.30 (Gale-Ryser). Sean λ y µ particiones de n, entonces

m∗(λ, µ) > 0 si y sólo siλ′ Q µ.
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Demostración. ⇒c Supongamos quem∗(λ, µ) > 0, entonces existeA ∈M∗(λ, µ).
Intercambiemos todos los huecos de A hasta obtener una matriz de Young, a
saber X(λ). Debido al cambio que hicimos en los huecos se tiene que para toda
j, el número de unos en X(λ) que hay hasta la columna j es mayor o igual al
número de unos que hay en A hasta la columna j. Por lo tanto para toda j∑j
i=1 λ

′
i ≥

∑j
i=i µi.

⇐cSabemos que m∗(λ, λ′) = 1, además por la Observación 3.7 tenemos que
l(λ′) ≤ l(µ) por lo que podemos tomar la matriz de Yong X(λ) y agregarle
l(µ) − l(λ′) columnas de ceros obteniendo una matiz de tamaño l(λ) × l(µ),
llamemos a esta nueva matriz A1. Por la Proposición 5.29 se tiene que existe
una sucesión de cambios λ′ = λ1, λ2, . . . , λs = µ. Ahora recursivamente para
toda l(µ) ≥ k ≥ 2 definimos Ak como sigue: Sabemos que λk = Tpqλk−1,
entonces tomemos algún i tal que en Ak−1 las entradas aip = 1 y aiq = 0 he
intercambiémoslas. A la matriz obtenida es a la que llamaremos Ak. Al final del
proceso habremos obtenido una matriz As ∈M∗(λ, µ).

Este teorema fue dado por H. J. Ryser en [Ry]. Aunque con anterioridad
el profesor David Gale había encontrado un resultado más general de forma
independiente [Ga].

Observación 5.31. Notemos que si tomamos una matriz A ∈ M(λ, µ) y la
transponemos entonces Aτ ∈ M(µ, λ). Como la función que a cada matriz le
asocia su transpuesta es una función biyectiva, podemos concluir que para cua-
lesquiera dos particiones λ y µ de n se dan las igualdad m(λ, µ) = m(µ, λ) y
m∗(λ, µ) = m∗(µ, λ). Por lo tanto el Teorema de Gael-Ryser queda simétrico,
es decir, m∗(λ, µ) > 0 si y sólo si µ′ Q λ.

5.3. Teorema de Snapper
Esta sección esta basada en [Sn] y en notas tomadas de un seminario impar-

tido por Ernesto Vallejo.
En el Capítulo 4 vimos que Sn actúa sobre cualquier espacio vectorial de

dimensión finita permutando coordenadas. Esto puede verse aún más general.

Definición 5.32. Para cualquier conjunto X y cualquier n ∈ N definimos

Xn := {(x1, . . . , xn) | ∀i xi ∈ X}

Observación 5.33. Sea X un conjunto, Sn actúa en Xn de la siguiente manera

σ(x1, . . . , xn) = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)).

Definición 5.34. Sea X un conjunto, definimos el peso de a = (a1, . . . , an) ∈
Xn como la función wX(a) : X −→ N tal que

wX(a)(x) = |{i |πi(a) = x}|.

Aquí πi es la proyección en la i-ésima coordenada. El peso cuenta cuantas
veces aparece cada x como entrada en a.



CAPÍTULO 5. COEFICIENTES DE KRONECKER 59

A partir de aquí sólo nos enfocaremos en conjuntos finitos.

Observación 5.35. Sea X un conjunto finito. Dos elementos a,b ∈ Xn perte-
necen a la misma órbita si y sólo si wX(a) = wX(b).

Definición 5.36. Sea X = {x1, . . . , xl}, para cualquier α = (α1, . . . , αl) com-
posición débil de n de longitud l, definimos la órbita de tipo α:

OX(α) = {a ∈ Xn |wX(a)(xi) = αi}.

Observación 5.37. Notemos que si α es una composición entonces para cual-
quier a ∈ OX(α), el estabilizador (Sn)a es isomorfo a Sα como Sn-conjunto. Por
lo tanto Sn/Sα ∼= OX(α).

Gracias a la Observación 4.9 tenemos que existe una única partición λ tal
que Sα ∼= Sλ, por lo tanto C[Sn/Sα] ∼= C[Sn/Sλ]. Así φα es igual al carácter φλ
de Mλ.

Hay dos funtores en la categoría de conjuntos finitos que están relacionados
y nos llevarán a la demostración del teorema de esta sección.

Definición 5.38. Para cualquier conjunto finito X y cualquier n ∈ N definimos

An(X) := {f : X −→ N ∪ {0} |
∑
x∈X

f(x) = n}

Este nuevo conjunto también puede pensarse como el conjunto de multicon-
juntos con elementos en X de tamaño n donde f(x) nos indica cuantas veces
aparece x en el multiconjunto. En caso de que X tenga una numeración, es decir,
X = {x1, . . . , xl}, es posible pensar a An(X) como el conjunto de composiciones
débiles de n donde a cada función f la asociamos con (f(x1), f(x2), . . . , f(xl)).
Por ejemplo si tomamos X = {a, b, c, d}, n = 9, y la función f tal que f(a) = 3,
f(b) = 0, f(c) = 2, y f(d) = 4, entonces f ∈ A9[X] y esta puede ser vista como
el multiconjunto {a, a, a, c, c, d, d, d, d} y como la composición (3, 0, 2, 4).

Definición 5.39. Sean X y Y conjuntos finitos y sea g : X −→ Y una función,
definimos

An(g) : An(X) −→ An(Y ) tal que An(g)(f)(y) =
∑
x∈g−1(y) f(x).

gn : Xn −→ Y n tal que gn(x1, . . . , xn) = (g(x1), . . . , g(xn)).

Proposición 5.40. An() y ()n son funtores de la categoría de conjuntos finitos
en ella misma.

Demostración. Hay que probar que respetan la composición e identidades. Pri-
mero veámoslo para An(). Sea idX : X −→ X la función identidad de un
conjunto finito X, por definición se tiene que para toda x ∈ X, An(id)(f)(x) =
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∑
x′∈id−1(x) f(x′), por lo tanto An(id) = idAn(X). Ahora, sean g : X −→ Y y

h : Y −→ Z funciones, se tiene que

An(h ◦ g)(f)(z) =
∑

x∈(h◦g)−1(z)

f(x)

=
∑

y∈h−1(z)

∑
x∈g−1(y)

f(x)

= An(h)(An(g)(f))(z)

por lo tanto An(h ◦ g) = An(h) ◦An(g).
Ahora veamos qeu ()n es funtor. Tomemos la función identidad idX , entonces

para cualquier (x1, . . . , xn) ∈ Xn, idnX(x1, . . . , xn) = (idX(x1), . . . , idX(xn)) =
(x1, . . . , xn) por lo que idnX = idXn . Ahora sean g y h funciones como antes;
tenemos que

(h ◦ g)n(x1, . . . , xn) = (h ◦ g(x1), . . . , h ◦ g(xn))

= (h(g(x1)), . . . , h(g(xn)))

= hn(g(x1), . . . , g(xn))

= hn(gn(x1, . . . , xn)).

por lo que (h ◦ g)n = hn ◦ gn.

Observación 5.41. Para toda a ∈ Xn, wX(a) ∈ An(X). Es decir, wX es una
función que va de Xn a An(X).

Lo que wX hace es olvidar el orden de los elementos de a. Con el ejemplo
de antes X = {a, b, c, d}, n = 9 y a = (a, c, a, d, d, a, d, c, d) ∈ X9, tenemos
que wX(a) es igual a f del mismo ejemplo, a la cual le podemos asosiar el
multiconjunto {a, c, a, d, d, a, d, c, d} que es igual a {a, a, a, c, c, d, d, d, d}.

Si tenemos que X es un conjunto numerado, es decir, X = {x1, . . . , xl},
podemos identificar a An(X) con las órbitas de Xn usando la Definición 5.36.

Proposición 5.42. La función w() es una transformación natural de los fun-
tores ()n y An(). O sea que para cualesquiera X y Y conjuntos finitos, y toda
función g : X −→ Y

An(g) ◦ wX = wY ◦ gn.

Demostración. Sean a ∈ Xn y y ∈ Y ; por una parte tenemos

[An(g) ◦ wX(a)](y) =
∑

x∈g−1(y)

wX(a)(x) =
∑

x∈g−1(y)

|{i |πi(a) = x}|.

Por otro lado

[wY ◦ gn(a)](y) = wY (gn(a))(y) = |{i |πi(gn(a)) = y}|.

Notemos que πi(gn(a)) = y si y sólo si g(πi(a)) = y por lo tanto los términos
del lado derecho de las igualdades son iguales.
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Observación 5.43. Sea X = X1 × . . . × Xk, y sea αi ∈ An(Xi), podemos
pensar al conjunto

{α ∈ An(X) | ∀i An(πi)(α) = αi}

como el conjunto de matrices enteras M(α1, . . . , αk).
Por ejemplo si tomamos k = 2, X1 = {x1, x2, x3} y X2 = {y1, y2, y3, y4} y

consideramos X = X1 ×X2 y las funciones α1 : X1 −→ N ∪ {0} y α2 : X2 −→
N ∪ {0} tales que α1(x1) = 5, α1(x2) = 1, α1(x3) = 2, α2(y1) = 4, α2(y2) = 2,
α2(y3) = 1 y α2(y4) = 1, entonces las funciones α : X1 ×X2 −→ N ∪ {0} que
están en el conjunto son aquellas que cumplen:

1.
∑4
j=1 α(xi, yj) = α1(xi) para toda i∈ [3],

2.
∑3
i=1 α(xi, yj) = α2(xj) para toda j ∈ [4].

Con esto podemos pensar a α como una matriz de 3 × 4 tal que su entrada
aij = α(xi, xj) para toda i ∈ [3] y toda j ∈ [4].

Esto mismo puede hacerse para cualquier k por lo que la frase inicial de la
observación cobra sentido. Por lo tanto al conjunto M(α1, . . . , αk) lo podemos
considerar tanto como un conjunto de matrices, como uno de funciones, de
composiciones o de multiconjuntos.

Observación 5.44. Sea X = X1 × . . .×Xk un conjunto finito. La función f :
Xn −→ Xn

1 ×. . .×Xn
k tal que f(a) = (πn1 (a), . . . , πnk (a)), es un homomorfismo de

Sn-conjuntos ya que cada πni lo es. Además esta función es claramente biyectiva
pues sólo reacomoda las coordenadas.

Proposición 5.45. Sea X = X1×. . .×Xk un conjunto finito, y sean α1, . . . , αk
composiciones de n. Tomemos ∪αO(α) ⊆ Xn donde la unión corre en los α ∈
M(α1, . . . , αk) y tomemos O(α1)× . . .×O(αk) ⊆ Xn

1 × . . .×Xn
k . La siguiente

función es un isomorfismo de Sn-conjuntos⋃
α∈M(α1,...,αk)

O(α) −→ O(α1)× . . .×O(αk)

a 7→ (πn1 (a), . . . , πnk (a))

Demostración. Hay que verificar varias cosas. Primero veamos que esta bien
definida. Sea α ∈M(α1, . . . , αk) y sea a ∈ O(α), entonces wX(a) = α, luego de
la Proposición 5.42 se sigue que wXi◦πni (a) = An(πi)◦wX(a) = An(πi)(α) = αi,
así πni (a) ∈ O(αi), esto para toda i ∈ [k].

Observemos que la función en órbitas no es más que la función f de la
Observación 5.44 restringida a

⋃
α∈M(α1,...,αk)

O(α), por lo que hereda ser mo-
nomorfismo. Sólo nos queda ver que es suprayectiva. Sean ai ∈O(αi) para ca-
da i ∈ [k], fijémonos en a tal que f(a) = (a1, . . . ,ak), queremos ver que
a ∈

⋃
α∈M(α1,...,αk)

O(α), es decir, wX(a) ∈ M(α1, . . . , αk). Esto es así ya que
por la Proposición 5.42 An(πi) ◦ wX(a) = wXi ◦ πni (a) = wXi(ai) = αi para
toda i ∈ [k]. Lo cual concluye la demostración.
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Corolario 5.46 (Teorema de Snapper). Sea X = X1 × . . . × Xk un conjunto
finito, y para cada i ∈ [k] sea αi ∈ An(Xi). Entonces∑

α∈M(α1,...,αk)

φα = φα1 ⊗ . . .⊗ φαk .

Demostración. Notemos que C[∪α∈M(α1,...,αk)Sn/Sα] ∼= C[Πk
i=1Sn/Sαi ], esto

debido a la Obsevación 5.37 y al Lema anterior. Ahora la Observación 2.33
y la Proposición 2.75 nos da que

C[∪α∈M(α1,...,αk)Sn/Sα] ∼= ⊕α∈M(α1,...,αk)C[Sn/Sα]

C[Πk
i=1Sn/Sαi ]

∼= C[Sn/Sα1
]⊗ . . .⊗ C[Sn/Sαk ]

de donde se sigue el resultado.

5.3.1. Aplicaciones a matrices
Corolario 5.47. Sean α1, . . . , αk composiciones de n, entonces

m(α1, . . . , αk) = 〈φα1 ⊗ . . .⊗ φαk , 1 〉 .

Demostración. Gracias al Teorema de Snapper y a la Proposición 5.4 tenemos

〈φα1 ⊗ . . .⊗ φαk , 1 〉 =

〈 ∑
α∈M(α1,...,αk)

φα, 1

〉

=
∑

α∈M(α1,...,αk)

〈φα, 1 〉

=
∑

α∈M(α1,...,αk)

1

= m(α1, . . . , αk).

Corolario 5.48. Sean α1, . . . , αk composiciones de n, entonces

m∗(α1, . . . , αk) = 〈φα1 ⊗ . . .⊗ φαk , ε〉 .

Demostración. Del Teorema de Snaper y de la Observación 5.13 se sigue que

〈φα1 ⊗ . . .⊗ φαk , ε〉 =

〈 ∑
α∈M(α1,...,αk)

φα, ε

〉

=
∑

α∈M(α1,...,αk)

〈φα, ε〉

=
∑

α∈M∗(α1,...,αk)

1

= m∗(α1, . . . , αk).
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Si nos restringimos al caso de matrices 2-dimensionales el Corolario 5.47 nos
dice que si α y β son composiciones débiles de n entonces

m(α, β) =
〈
φα � φβ , 1

〉
=
〈
φα, φβ

〉
.

Definición 5.49. Denotemos por ψλ al carácter φλ⊗ε.

Del Corolario 5.48 tenemos que m∗(λ, µ) =
〈
φλ ⊗ φµ, ε

〉
el cual es igual a〈

φλ, φµ⊗ε
〉
. Ahora si tomamos µ = λ′, del Lema 5.26 tenemos que

1 =
〈
φλ, φλ

′
⊗ε
〉

=
〈
φλ, ψλ

′
〉
.

Por lo tanto φλ y ψλ
′
sólo tienen una componente en común.

Proposición 5.50. La componente común entre φλ y ψλ
′
es χλ. Además〈

φλ, χλ
〉

= 1 =
〈
ψλ
′
, χλ

〉
.

Esta proposición es importante pues en ella se basan los siguientes dos resul-
tados. No daremos la demostración ya que se requiere seguir un camino largo y
nos desviaríamos del objetivo. La idea se apoya en el uso de matrices de Kostka
y otras técnicas como resolución de ecuaciones matriciales.

Proposición 5.51. Sean λ y µ particiones de n tales que
〈
φλ, χµ

〉
> 0 entonces

λ P µ.

Demostración. De la proposición anterior tenemos
〈
ψµ
′
, χµ

〉
= 1, por lo que

de la hipótesis y del Corolario 5.48 se sigue

m∗(λ, µ′) =
〈
φλ � φµ

′
, ε
〉

=
〈
φλ, φµ

′
⊗ε
〉

=
〈
φλ, ψµ

′
〉
> 0.

Usando el Teorema de Gale-Ryser y la simetría observada en 5.31 concluimos
que µ = (µ′)′ Q λ.

Teorema 5.52. Sean λ y µ particiones de n tales que χλ = χµ, entonces λ = µ.

Demostración. Por la Proposición 5.50 obtenemos lo siguiente

1 =
〈
φλ, χλ

〉
=
〈
φλ, χµ

〉
> 0 (5.2)

1 = 〈φµ, χµ〉 =
〈
φµ, χλ

〉
> 0 (5.3)

Ahora de la Proposición 5.51 concluimos que µ Q λ y λ Q µ, por lo tanto
λ = µ.

Observemos que la Proposición 5.51 y el Teorema 5.52 dan una versión alter-
nativa la demostración de la Regla de Young y a una parte de la demostración
del Teorema 4.26 respectivamente, usando solamente caracteres.
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5.4. Multitablas, coeficientes de Kronecker, y ma-
trices

En esta última sección daremos dos resultados importantes. Generalizare-
mos la correspondencia RSK, y daresmo una aproximación combinatoria a los
coeficientes de Kronecker. Para culminar con los resultados de esta tesis me he
basado en el artículo [AV].

Observación 5.53. Sean λ, µ y ν particines de n, del Crorolario 5.47 tenemos
que

m(λ, µ, ν) =
〈
φλ ⊗ φµ ⊗ φν , 1

〉
.

Ahora de la regla de Young se sigue

m(λ, µ, ν) =

〈
(
∑
αQλ

Kαλχ
α)⊗ (

∑
βQµ

Kβµχ
β)⊗ (

∑
γQν

Kγνχ
γ), 1

〉

Por la linealidad del producto tensorial mencionada en la Observación 2.72
concluimos que

m(λ, µ, ν) =
∑
αQλ

Kαλ

∑
βQµ

Kβµ

∑
γQν

Kγν

〈
χα ⊗ χβ ⊗ χγ , 1

〉
=

∑
αQλ,βQµ,γQν

KαλKβµKγν

〈
χα ⊗ χβ , χγ

〉
=

∑
αQλ,βQµ,γQν

KαλKβµKγνg(α, β, γ).

Esta igualdad es parecida a la iguladad de la Observación 5.19 la cual fue ob-
tenida apartir de RSK. Uno puede preguntarse si esa biyección puede extenderse
a ternas de tablas y matrices 3-dimensionales, pero debido a que los coeficientes
de Kronecker aparecen en la fórmula anterior la respuesta es que no. Pero existe
otra manera de relacionar al conjunto M(λ, µ, ν) con tablas.

Notemos que si tenemos una matriz 3- dimensional de tamaño k × l × m,
podemos «partirla» en m matrices de tamaño k × l, es decir, podemos tomar-
nos las rebanadas fijando la tercera coordenada. Con esto se tiene la siguiente
propiedad.

Lema 5.54. Sean λ, µ, y ν = (ν1, . . . , νm) particiones del mismo número natu-
ral n. Existe una biyección entre el conjunto M(λ, µ, ν) y las m-tuplas de ma-
trices 2-dimensionales con entradas enteras no negativas (A(1), . . . , A(m)) cuyos
1-margenes ((λ(1), µ(1)), . . . , (λ(m), µ(m))) cumplen que

m∑
b=1

λ(i) = λ

m∑
b=1

µ(i) = µ

y tales que la suma de las entradas de A(m) es igual a νd para toda d ∈ [m].
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Demostración. La biyección esta dada por la siguiente construcción: sea A ∈
M(λ, µ, ν), si A = (aijk), para toda d ∈ [m] definimos la matriz 2-dimensional
de tamaño l(λ)× l(µ), A(d) = (a

(d)
ij ) tal que a(d)ij = aijd para toda i y toda j. Y

viceversa dada la tupla de matrices (A(1), . . . , A(m)) que cumplan las condiciones
de la proposicion podemos considerar la matriz A = (aijd) donde aijk = a

(d)
ij .

Observación 5.55. Usando la correspondencia RSK tenemos que las m- tupla
de matrices 2-dimencionales con entradas enteras no negativas (A(1), . . . , A(m))
estan en relación biyectiva con parejas de m-tuplas de tablas semiestandar
((P1, . . . , Pm), (Q1, . . . , Qm)) tales que para toda i ∈ [m], Pi y Qi tienen la
misma forma. Además si usamos la biyección anterior con (A(1), . . . , A(m)) y
obtenemos A ∈ M(λ, µ, ν) entonces la suma del contenido de las Pi’s es igual
a µ y la suma del contenido de las Qj ’s es igual a λ, más aún el tamaño de la
forma de Pi es igual a νi para cualquier i.

Definición 5.56. Si λ(1), λ(2), . . . , λ(p) son particiones tales que ∅ = λ(0) ⊂
λ(1) ⊂ λ(2) ⊂ . . . ⊂ λ(p) = λ, y para toda i ∈ [p], Ti es una tabla semiestándar
LR (recordar Definición 1.54) de forma λ(i)/λ(i − 1). Entonces diremos que
T = (T1, T2, . . . , Tp) es una multitabla LR. Con esto podemos pensar que T
es una tabla de forma λ (no necesariamente semiestándar) tal que la restrición
a λ(i)/λ(i − 1) es igual a Ti para toda i ∈ [p]. Así entonces diremos que la
multitabla T tiene forma λ.

Definición 5.57. Diremos que una multitabla T = (T1, T2, . . . , Tq) es de tipo
ν = (ν1, . . . , νq) si para toda i ∈ [q] se cumple que |λ(i)/λ(i − 1)| = νi. Y si
Ti tiene contenido ρ(i) diremos que T tiene contenido (ρ(1), ρ(2), . . . , ρ(q)).
Notemos que ν es una composición de |λ|.

Por ejemplo tomemos la tabla T como sigue

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 2 2 2 1 2 2
3 3 2 1 3 3
1 2 3 2 2 3
2 1 4 4 3
1 1 1 3 4
2 2

Esta tabla T se divide en cuatro tablas LR , la tabla T1 (tabla blanca), la
tabla T2 (tabla café), la tabla T3 (tabla verde), y la tabla T4 (tabla amarilla).

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 2 2 2 1 2 2
3 3 2 1 3 3
1 2 3 2 2 3
2 1 4 4 3
1 1 1 3 4
2 2
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Aquí T tiene contenido ((3, 2, 2), (4, 4, 1), (5, 4, 2, 2), (7, 5, 3, 1)) y es de tipo
(5,8,12,16).

Observación 5.58. Sea T = (T1, . . . , Tp) una multitabla LR. Si λ(1) es la
forma de T1 es claro que λ(1) es una partición, más aún T1 = Tλ(1).

Definición 5.59. Al número de multitablas con contenido (ρ(1), . . . , ρ(q)) y de
forma λ lo denotamos como cλ(ρ(1),...,ρ(q)).

Observación 5.60. Notemos que del Corolario 1.56 se sigue que si ν es parti-
ción entonces ∑

δ,γ,α,β

cλδ,γc
δ
α,β =

∑
β,α,γ

cλ(β,α,γ). (5.4)

Por ejemplo si dejamos fija λ = (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3) y variamos el resto de los
parametros obtenemos varias tablas pero todas ellas partidas en tres tablas LR.
Una de ellas podria ser la siguiente

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 2 2 1 2 2

3 1 2 3 1 3 3

1 2 3 1 2 4

3 4 1 3 4

4 1 2 5

2 2 3

donde la parte blanca es de forma y contenido α = (3, 2, 1); la parte anaranjada
y blanca es de forma δ = (6, 5, 4, 3, 2, 1) y la parte anaranjada es una tabla
sesgada LR de contenido β = (6, 4, 3, 2); toda la tabla es de forma λ y la parte
roja es LR de contenido γ = (8, 6, 4, 2, 1).

Esto se puede generalizar a cualquier número de particiones como sigue∑
cλ(ρ(1),...,ρ(q)) =

∑
cλµ(q−1)ρ(q)c

µ(q−1)
µ(q−2)ρ(q−1) . . . c

µ(3)
µ(2)ρ(3)c

µ(2)
ρ(1)ρ(2) (5.5)

donde la primera suma corre sobre las particiones ρ(i)’s , y la segunda suma
corre sobre las particiones ρ(i)’s y µ(j)’s.

Observación 5.61. Recordemos que si χα y χβ son caracteres irreducibles de
Sm y Sn respectivamente entonces χα×χβ es un carácter irreducible de Sm×Sn.
Ahora del Corolario 4.36 tenemos que

Ind
Sm+n

Sm×Sn

(
χα × χβ

)
= χα • χβ =

∑
λ`m+n

cλα,βχ
λ

Por lo tanto 〈
Ind

Sm+n

Sm×Sn

(
χα × χβ

)
, χλ

〉
Sm+n

= cλα,β ;

de esta igualdad y usando el Teorema de reciprocidad de Frobenius 2.102 se
obtiene 〈

χα × χβ ,Res
Sm+n

Sm×Sn

(
χλ
)〉

Sm×Sn
= cλα,β ,
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lo cual nos dice que

Res
Sm+n

Sm×Sn

(
χλ
)

=
∑

α`m,β`n

cλα,β
(
χα × χβ

)
(5.6)

Proposición 5.62. Sean n1, . . . , nq números naturales y sea λ `
∑q
i=1 ni en-

tonces

Res
Sn1+...+nq

Sn1×...×Snq

(
χλ
)
=
∑

cλ(ρ(1),...,ρ(q))

(
χρ(1) × . . .× χρ(q)

)
donde la suma corre en los ρ(1) ` n1, . . . , ρ(q) ` nq.

Demostración. Si q = 2 el resultado es precisamente la ecuación (5.6) de la
observación anterior. Ahora el resultado se sigue indcutivamente tomando q > 2.
Para simplificar la notación haremos el paso inductivo para q = 3, aunque este
funciona de manera análoga para cualquier q arbitrario.

De la Proposición 2.92 obtenemos que

Res
Sa+b+c
Sa×Sb×Sc

(
χλ
)

= Res
Sa+b×Sc
Sa×Sb×Sc

(
Res

Sa+b+c
Sa+b×Sc

(
χλ
))
.

Recurriendo de nuevo a la ecuación (5.6)

Res
Sa+b+c
Sa+b×Sc

(
χλ
)

=
∑
δ`a+b
γ`c

cλδ,γ
(
χδ × χγ

)
.

Sustituyendo tenemos

Res
Sa+b+c
Sa×Sb×Sc

(
χλ
)

= Res
Sa+b×Sc
Sa×Sb×Sc

( ∑
δ`a+b, γ`c

cλδ,γ
(
χδ × χγ

))
=

∑
δ`a+b
γ`c

cλδ,γRes
Sa+b×Sc
Sa×Sb×Sc

(
χδ × χγ

)
=

∑
δ`a+b
γ`c

cλδ,γRes
Sa+b
Sa×Sb

(
χδ
)
× χγ .

Finalmente por hipótesis de inducción lo anterior quedaría como∑
δ`a+b
γ`c

cλδ,γ
∑

cδα,β
(
χα × χβ

)
× χγ =

∑
δ`a+b
γ`c

cλδ,γ
∑

cδα,β
(
χα × χβ × χγ

)

y usando la ecuación (5.4) de la Observación 5.60 se tiene el resultado. Como
ya dijimos este proceso es análogo para cualquier q, la única diferencia es que
hay que usar la ecuación (5.5) de la Observación 5.60 en lugar de la ecuación
(5.4).
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Definición 5.63. Sean λ y µ particiones de n y sea ν una composición de n.
Llamaremos LR(λ, µ; ν) al conjunto de todas las parejas (T,U) de multitablas
LR tales que T es de forma λ, U de forma µ, y ambas de tipo ν. Al número de
elementos de este conjunto lo denotaremos como lr(λ, µ; ν).

Teorema 5.64. Existe una función biyectiva entre el conjunto de m-tuplas de
tablas semiestándar (P1, . . . , Pm), y las parejas de tablas (P, T ) que cumple lo
siguiente:

1. P y T son de la misma forma, P es semiestándar y T es una multitabla
LR.

2. Si µ(1), . . . , µ(m) son los contenidos de P1, . . . , Pm respectivamente, y µ
es el contenido de P . Entonces

∑m
i=1 µ(i) = µ.

3. Si P1, . . . , Pm son de forma ρ(1), . . . , ρ(m) respectivamente, entonces el
contenido de T es igual a (ρ(1), . . . , ρ(m)).

Demostración. Primero definamos P (1) = P1 y T (1) = Tρ(1). Para k ∈ [m]\{1}
definimos recursivamente P (k) y T (k) como sigue: Usando la correspondecia RSK

tomamos el arreglo
(
u1 . . . uj
v1 . . . vj

)
correspondiente a la pareja (Pk, Tρ(k)),

entonces P (k) := (. . . (P (k−1) ← v1)← . . .)← vj ; en un diagrama sesgado cuya
forma sea misma que la de P (k)\P (k−1) colocamos las ui’s; u1 va en el primer
cuadro que se agrego en la insercción, u2 va en el segundo cuadro que se agrego en
la insercción, en general ut va en el cuadro que se agrego en la t-ésima insercción.
Al final tomamos P = P (m) y T = (T (1), . . . , T (m)). Por construcción P y T
son de la misma forma, P tiene contenido

∑m
i=1 µ(i), cada T (i) tiene contenido

ρ(i), y por la Proposición 1.47 cada T (i) es una tabla sesgada LR por lo tanto T
es una multitabla LR. Esta función es biyectiva pues realizar el proceso inverso
nos da la función inversa.

Definición 5.65. Sean δ una partición, y γ una composición débil de |δ|. De-
notamos por Kδγ al conjunto de tablas semiestándar de forma δ y contenido
γ.

Observación 5.66. Esxiste una función biyectiva entre el conjunto de las pa-
rejas de m-tuplas ((P1, . . . , Pm), (Q1, . . . , Qm)) que satisfacen las condiciones de
la Observación 5.55 y el conjunto⊔

αQλ,βQµ

Kαλ × Kβµ × LR(λ, µ; ν).

Este esta dado por el teorema anterior. Tomamos las parejas (P, T ) y (Q,S)
que le corresponde a cada tupla y así entonces

((P1, . . . , Pm), (Q1, . . . , Qm)) 7→ (Q,P, (S, T )).
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Teorema 5.67 (Vallejo-Avella). Sean λ,µ, y ν particiones de n. Existe una
correspondencia biyectiva entre el conjunto M(λ, µ, ν) y el conjunto⊔

αQλ,βQµ

Kαλ × Kβµ × LR(λ, µ; ν).

Demostración. Componemos la biyección del Lema 5.54 con la biyección de la
Observación 5.55, y estas a su vez con la biyección de la Observación 5.66.

Como ejemplo podemos tomar la matriz que bajo la primera biyección nos
da

A(1) =

 2 0
1 1
0 1

 A(2) =

 0 3
2 1
0 0

 A(3) =

 1 0
0 1
1 2


Ahora si mandamos cada una de estas matrices bajo RSK obtenemos

(P1, Q1) =
(

1 1 1 2 2 , 1 1 2 2 3
)

(P2, Q2) =
(

1 1 2 2

2 2
, 1 1 1 2

2 2

)
(P3, Q3) =

(
1 1 2 2

2
, 1 2 3 3

3

)
Entonces usando la segunda biyección tenemos que

(A(1), A(2), A(3)) 7→ ((P1, P2, P3), (Q1, Q2, Q3)).

Finalmente bajo el Teorema 5.64 tenemos que (P1, P2, P3) y (Q1, Q2, Q3) van a
las siguientes parejas respectivamente

(P, T ) =
(

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2 2 2

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 2

)
(Q,S) =

(
1 1 1 1 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 3
3

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 2
2

)

Por lo tanto la biyección final manda la a matriz a la terna (Q,P, (S, T )).
Como consecuencia de este último teorema se tiene lo siguiente:

Corolario 5.68. Sean λ, µ, y ν particiones de n, entonces

m(λ, µ, ν) =
∑

αQλ,βQµ

KαλKβµlr(α, β; ν).

Si comparamos esta igualdad con la de la Observación 5.53 podremos notar
que son muy parecidas. Esto no es coincidencia como veremos a continuación.

Lema 5.69. Sean λ, µ, y ν = (ν1, . . . , νq) particiones de n entonces

lr(λ, µ; ν) =
〈
χλ ⊗ χµ, φν

〉
.
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Demostración. De la Observación 4.19 se tiene la igualdad〈
χλ ⊗ χµ, φν

〉
=
〈
χλ ⊗ χµ, IndSnSν (1 )

〉
Sn

;

ahora por el Teorema de reciprocidad de Frobenius 2.102 se sigue que〈
χλ ⊗ χµ, φν

〉
=
〈

ResSnSν
(
χλ ⊗ χµ

)
, 1
〉
Sν
,

y de la Proposición 2.91 obtenemos〈
χλ ⊗ χµ, φν

〉
=

〈
ResSnSν

(
χλ
)
⊗ ResSnSν

(
χµ
)
, 1
〉
Sν

=
〈

ResSnSν
(
χλ
)
,ResSnSν

(
χµ
)〉

Sν
.

Para finalizar, utilizando la Proposición 5.62 y la última igualdad concluimos
que 〈

χλ ⊗ χµ, φν
〉

=
∑

cλ(ρ(1),...,ρ(q))c
µ
(ρ(1),...,ρ(q))

donde la suma corre en las tuplas (ρ(1), . . . , ρ(q)) tales que ρ(i) ` νi para toda
i ∈ [q]. Que es lo que queríamos.

Teorema 5.70. Sean λ, µ, y ν particiones de n, entonces

lr(λ, µ; ν) =
∑
γQν

Kγνg(λ, µ, γ).

Demostración. Debido al Lema 5.69 y a la regla de Young obtenemos las si-
guientes igualdades:

lr(λ, µ; ν) =
〈
χλ ⊗ χµ ⊗ φν , 1

〉
=

〈
χλ ⊗ χµ, φν

〉
=

〈
χλ ⊗ χµ,

∑
γQν

Kγνχ
γ

〉
=

∑
γQν

Kγν

〈
χλ ⊗ χµ, χγ

〉
=

∑
γQν

Kγνg(λ, µ, γ).

Con este último teorema se ha logrado una aproximación combinatoria para
el cálculo de los coeficientes de Kronecker.
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