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Resumen

En esta tesis se explora las propiedades de la tabla de marcas
de un grupo finito, especialmente los relacionados con los subgrupos
nilpotentes. En primer lugar estdn las definiciones bésicas y teoremas
que utilizaremos més adelante, y que a continuacion definimos la tabla
de marcas de un grupo finito, que proporciona abundantes ejemplos.
También se menciona GAP (Grupos, Algoritmos y Programacién),
un paquete de software que nos permite realizar calculos complejos
con los grupos finitos, incluyendo tablas de marcas, cuyas propiedades
pueden ser facilmente estudiadas de esta manera. Mostramos cémo
encontrar los subgrupos ciclicos de un grupo mediante su tabla de
marcas. A continuacién, definimos grupos nilpotentes, y el subgrupo
de Fitting de un grupo. Se demuestra que el subgrupo de Fitting se
puede encontrar en la tabla de marcas, pero su tipo de isomorfismo se
no se puede determinar a partir de ella.

Palabras Clave: Grupo, Nilpotente, Tabla de marcas, Subgrupo,
Isomorfismo.



Abstract

In this paper we explore properties of the table of marks of a finite
group, especially those dealing with nilpotent subgroups. First we give
basic definitions and theorems which we shall later use, and we then
define the table of marks of a finite group, providing abundant exam-
ples. We also mention GAP (Groups, Algorithms and Programming),
a software package which allows us to perform sophisticated compu-
tations with finite groups, including tables of marks, whose properties
can be easily studied in this manner. We show how to find the cyclic
subgroups of a group using its table of marks. We then define nilpo-
tent groups, and the Fitting subgroup of a group. We show that the
Fitting subgroup can be found in the table of marks, but its isomor-
phism type is cannot be determined from it.



Introduccién

Primero se dan las definiciones de grupos y subgrupos, en este caso se defi-
niran los grupos ciclicos y simétricos que son mas importantes para entender
el desarrollo de esta tesis.

Se muestran las principales propiedades de los grupos ciclicos y simétri-
cos, ya que estas propiedades se usaran en casi toda la tesis. Una de las
definiciones més importantes de esta tesis es la de subgrupo normal, en es-
pecial en grupos abelianos, que da como resultado equivalente la definicion
de normalizador de un subgrupo en un grupo que también protagoniza en
esta tesis. La definicién de acciéon matemaética es de vital importancia para
la definicion de tabla de marcas ya que de esto se deriva las clases de con-
jugacion de elementos y de subgrupos que también son importantes en esta
tesis. Se muestran los teoremas de p-grupos, en especial los teorema de Sylow
que se usaran como objetivo final de esta tesis. Algo que se utilizara es el
producto directo y semidirecto de grupos para poder analizar grupos muy
complejos. El tema de isomorfismo de grupos y subgrupos se utilizara para
grupos finitos que tengan tablas de marcas isomorfas o iguales, para esto se
usa un poco de programacion en software computacional llamado GAP, que
permite realizar célculos muy complejos en poco tiempo.

Antes de usar GAP se muestra como calcular la tabla de marcas de grupos
sencillos sin usar computadora. Posteriormente se usan comandos en GAP
para calcular tablas de marcas sin hacer cuentas a mano. Luego a partir esto
usando GAP calculo la tabla de marcas de un grupo simétrico, se determina
un método para ver cuales subgrupos son ciclicos a partir de las propiedades
de la tabla de marcas y de una consecuencia del teorema de Euler en gru-
pos ciclicos. Esto nos prepara para el objetivo principal que son los grupos
nilpotentes y el subgrupo de Fitting de un grupo.

Para comprobar si un grupo es ciclico, basta ver si todos sus subgrupos son
ciclicos, esto se deduce viendo que para cada divisor del orden del grupo haya
un solo subgrupo conjugado al representante de las clases de conjugacién del
mismo orden y que este contenido en el grupo que queremos verificar, esto se
verifica para todas las clases de conjugacién del mismo orden, la suma de estos
subgrupos debe ser uno para ser ciclico, se descarta el caso si no hay clase
de conjugacion de subgrupos de algiin orden divisor del grupo que queramos
verificar. Esto se puede ver por medio de la tabla de marcas calculando por
medio de una formula que se deduce en la seccion 2 y se dan ejemplos de esto
en la seccion 4.



Por ultimo en la seccién 5 se definen los grupos nilpotentes y a partir de
varios teoremas y proposiciones se deduce que los grupos nilpotentes son los
que tienen todos sus p-subgrupos de Sylow normales y por lo tanto son ini-
cos. Se definen el subgrupo de Fitting como el més grande subgrupo normal
y nilpotente, se verificara que el subgrupo de Fitting no se preserva hasta iso-
morfismo en tablas de marcas isomorfas, esto se verificara usando dos grupos
de orden 96 con tablas de marcas isomorfas y se utilizara el producto semidi-
recto para definir estos grupos, lo cual facilitara los calculos para demostrar
que no se preserva hasta isomorfismo el subgrupo de Fitting. Se determina
el método para ver cudles subgrupos son nilpotentes y también para encon-
trar el subgrupo de Fitting , para eso uso que un grupo nilpotente tiene sus
p-subgrupos de Sylow tnicos y usando los resultados de la seccion 2 puedo
calcular el nimero de subgrupos conjugados a una clase de conjugacion de
subgrupos contenidos en un subgrupo particular, esto me sirve pues viendo
la descomposicion de potencias de primos del orden del grupo y debe haber
un solo subgrupo conjugado de potencia prima maxima para cada primo en
la factorizacion del orden y debe estar contenido en el grupo a verificar. Esto
es equivalente a la definicion de subgrupo nilpotente, y se calculan de manera
similar que los subgrupos ciclicos. Esto se logra por medio de las entradas de
la tabla de marcas. Se determina un método para encontrar el subgrupo de
Fitting y es buscando los grupo normales mas grandes, usando el normaliza-
dor del subgrupo o viendo si el indice del subgrupo es 2 y posteriormente se
verifica si son nilpotentes, el mas grande normal y nilpotente de estos es el
subgrupo de Fitting.



1 Temas previos

1.1 Definiciones de Grupos

Un grupo es un conjunto, GG, conjuntamente con una operaciéon binaria - que
compone dos elementos cualesquiera a y b de G para formar otro elemento
denotado como a - b o ab. Para poder calificar como un grupo a (G, -), debe
satisfacer cuatro axiomas:

Cerradura o Clausura:

Para todo a,b de G, el resultado de la operacién a - b también pertenece
aGVa,be G : a-beG

Asociatividad:
Para todos a, by ¢ de G, se cumple la ecuacion (a-b)-c=a-(b-c).
FElemento neutro:

Existe un elemento e de (G, tal que para todos los elementos a de G, se
cumpla la ecuacién ea = ae = a.

FElemento inverso:
Para todo a de GG, existe un elemento b de G tal que ab = ba = e.

Sean (G,-) un grupoy H C G : H # (). El grupo H se llama Subgrupo
de G y solo si:

H contiene al elemento identidad de G : e € H. la operacién binaria es
cerradaen H :Va,be H=a-bec H.
H contiene los elementos inversos: Ya € H = a~! € H. Las dos tltimas
condiciones pueden expresarse de forma equivalente en una sola:

Va,b € H=a-b"' € H. En el caso que H sea finito, es suficiente que H
sea cerrado bajo producto, puesto que la existencia de los inversos se sigue
automaticamente en ese caso.
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1.2 Accién (matematica)

Una accién de un grupo (G,*) sobre un conjunto X es una aplicacién ¢ :
G x X — X que cumple:

1.Vx € X, e-x = x donde e es el elemento neutro del grupo.

2Vr e X, g,h € @G, (gh)-x=g-(h-x).

Estas dos condiciones implican que, para cada elemento g de G, la apli-
caciéon ¢(g,-) : X — X es una funcién biyectiva.

Un punto fijo de X bajo la accién de un grupo G es un elemento = de
X tal que para cualquier g de G se tiene que g - x = .

1.3 Grupos normales

Las clases laterales izquierdas son un conjunto G/K = {gK : g € G} don-
de K es subgrupo de G.

El normalizador de H en G es Ng(H) = {9 € G : gHg ' = H}

Supongamos que G es un grupo. Dos elementos a y b de G se llaman
conjugados si existe un elemento g de G tal que gag™t = b.

Se puede demostrar facilmente que la conjugacion es una relacion de equi-
valencia y, por tanto, esto parte a G en clases de equivalencia . (Esto significa
que cada elemento del grupo pertenece a una clase de conjugacion con pre-
cision, y las clases cl(a) y cl(b) son iguales si y sélo si a y b son conjugado,
y disjuntos de otro modo). La clase de equivalencia que contiene el elemento
ade Gesclla) ={be G|3geG:b=gag'}y sellama la clase de
conjugacion de a.

El nimero de clases de G es el nimero de distintas (no equivalentes) clases
de conjugacion. Todos los elementos que pertenecen a la misma clase de con-
jugacion tienen el mismo orden.

Las clases de conjugacion de subgrupos se denota Cls(H) donde H es
un subgrupo que pertenece a esta clase.
Los subgrupos H y K de G pertenecen a una clase de conjugacion si son
conjugados es decir existe g € G tal que gHg™! = K.
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El cardinal de las clases de conjugacion de subgrupos esta dada por indice
del normalizador de subgrupo que pertenece a una clases de conjugacion res-
pecto al grupo G.

|Cls(H)| = [G - Na(H)]

Esto porque si g y n € G son tales que gHg™ ! = nHn~! entonces si se
multiplica por ¢g~! y ¢ por la izquierda y derecha respectivamente queda que
H = (¢g7'n)H (g 'n)~! por lo que esto implica que g~'n pertenece al norma-
lizador de H en GG, entonces tomando que el normalizador es un subgrupo de
G solo los elementos de G que no pertenecen al normalizador generan clases
laterales diferentes gNg(H), si no generan la misma clase lateral como en el
caso de g y n anteriormente y por lo tanto demostrado.

El estabilizador de h se llama centralizador de h en GG y lo representare-
mos por

Ca(h) ={9€ G| ghg ' =h}={g€G|gh=hg}.

El centralizador Cg(h) es, pues, el conjunto de todos los elementos de G
que conmutan con h.

El centro de G es {h € G | ghg™' = h para todo g € G}, y se denota
Z(@Q). El centro de G no es méas que el subgrupo de G formado por los ele-
mentos de G que conmutan con cualquier elemento de G.

Un subgrupo normal N de un grupo G es un subgrupo invariante por
conjugacion; es decir, para cada elemento n de N y cada g en G, el elemento
gng~! estd en N.

N es un subgrupo normal de G se escribe N <G .

Otra manera de poner esto es diciendo que coinciden las clases derechas
e izquierdas de N en G:
Ng = gN o anédlogamente ¢g-'Ng = N para todo g en G.

Todos los subgrupos N de un grupo abeliano G son normales, porque

gNg™'=Ngg'=N.
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1.4 Grupos Ciclicos

Un grupo ciclico es el generado por un elemento, es decir, existe a tal que
G ={a"|n € Z}. Los grupos ciclicos son abelianos, lo que quiere decir que
todos los elementos conmutan.

Todo grupo ciclico es abeliano, pues dos elementos de un grupo (a) son

delaformaa” ya®,ya -a*=a""=a*""=0a*-da".

Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostracion: Sea G = (a) un grupo ciclico. Si H < G, entonces existen dos
posibilidades: que H sea trivial, en cuyo caso H = (1) , o que exista un entero
positivo minimo n tal que " € H . En este dltimo caso, claramente (a") C H
. Ahora bien, si h € H , entonces h es de la forma a"™ pues H es un subgrupo
de G, y por el algoritmo de la divisién tenemos que a™ = a™?™" = a™%a” , con
¢, r€Zy0<r<n,oseaquea =a "a" € H, por lo que sélo puede ser
r = 0 ya que hemos supuesto que n es el menor entero positivo para el cual
a" € H , asi que todo elemento h de H es de la forma a? | luego H C (a")
, v asi concluimos que H = (a") y queda demostrado que todo subgrupo de
grupo ciclico es ciclico.

1.5 Grupo Simétrico

El grupo simétrico sobre un conjunto X, denotado por Sx es el grupo for-
mado por las funciones biyectivas (permutaciones) de X en si mismo. En este
caso usare los naturales y esto forma un grupo de permutaciones si usa un
conjunto finito de ellos.

El grupo de permutaciones de 1, ...,n se denota S,,. Sus elementos se pueden
representar como productos de ciclos ajenos, que describiremos a continua-
cién.

Hay diversas formas de representar una permutaciéon. Podemos escribir
una permutacién en forma de matriz, situando en primera fila los elementos
del dominio 1, 2, 3..., y en la segunda las imédgenes correspondientes (1), (2),

(3),....
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Dada dos permutaciones, su composicion se realiza siguiendo las reglas
usuales de composicion de funciones:

S._123456 (1 2 3 456
'7T\324651)Y7 412536
su composicion es: TOO':<

El calculo de la composicion puede seguirse de un modo visual, recordan-
do que al componer funciones se opera de derecha a izquierda.

Esto se puede representar por ciclos donde no aparecen los que estan fijos:
Como 7 = (14532) y 0 = (1346) seria en forma de ciclos

T oo = (14532)(1346) = (12)(35)(46)
Esto permite utilizar una notacion mas simple para hacer composicién de
elementos del grupo simétrico.
Esto lo aplicaré para la tabla de marcas de un grupo simétrico en la seccién
préxima.

1.6 p-Grupos y Teoremas de Sylow

Sea p un numero primo.Un p — grupo es un grupo en el que cada elemento
tiene como orden una potencia de p. Esto es, para cada elemento g del gru-
po, existe un entero no negativo n tal que g elevado a la p™ es el elemento
identidad del grupo. Para grupos finitos, es equivalente ser un p-grupo con
ser un grupo de orden una potencia del primo p.

Primer teorema de Sylow
Para cualquier factor primo p con multiplicidad méaxima n, es decir, p”
divide a |G| y p"™ no lo divide, existe un subgrupo de G de orden p". Estos

subgrupos son llamados los p — subgrupos de Sylow de G.

Segundo teorema de Sylow
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Dado un grupo finito G, y un ntimero primo p que divide al orden de G,
entonces todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados entre si. Es decir,
si H y K son p-subgrupos de Sylow entonces existe un elemento g en G tal
que g 'Hg = K.

Tercer teorema de Sylow

Sea G un grupo talque el orden del grupo |G| = p™m donde p no divide a
m. Entonces el nimero de p-subgrupos de Sylow es congruente con 1 médulo
p y también divide a m.

Proposicién:

Sea p un nimero primo y sea G un p-grupo no trivial. Entonces Z(G) no
es trivial.
Demostracién:

Si z € G es tal que |cl(z)| > 1, entonces, como |cl(x)| = [G : C(z)] es un
divisor de |G|, vemos que p divide a |cl(x)|. Ahora, como

Gl = > | +12(G)|
ceCl(G)
le[>1
y p divide al miembro izquierdo y al primer término del derecho, concluimos
que p divide a |Z(G)|.
1.7 Homomorfismos
Sea dos grupos(G, *), (F,-) , segin la definicién una funcién f: G — F es
un homomor fismo de grupos si:

flaxb) = f(a)- f(b) para todo par de elementos a,b € G.

Si esto pasa, entonces también se tiene que
f(eq) = ep, siendo e, ep los neutros de G 'y Fy que
f(a™") = f(a)™! para todo a € G.
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Si ambos tienen notacion aditiva, entonces la condicién anterior se escribe
como p(a+b) = p(a) + ¢(b).
Por ejemplo:

1) Sea G = R el grupo aditivo de los nimeros reales, y sea F = R* el
grupo multiplicativo de los niimeros reales no nulos. La funciéon f: R — R*
definida por f (z) =: € es un homomorfismo de R en R*.

2) Sean GG, F' grupos cualesquiera.La funcién de G en F' que manda todos
los elementos de G en el neutro de F' es un homomorfismo de grupos, llamado
el homomorfismo trivial de G en F.

3) Homomorfismo idéntico: sea (G,-) un grupo. La funcién +: G — G
de G en si mismo definida por 15 () = x es un homomorfismo.

Definicién Sea ¢ : G — F' un homomorfismo de grupos.

1) Sea 1 el elemento identidad del grupo F. El conjunto de elementos
de G cuya imagen es el elemento identidad 1 de F' se denomina el nicleo
de ¢ y se denota por N (¢) o también por ker(p):

Ker (o) ={9€G|e(g) =1}

2) Sea A C (. El conjunto de las imédgenes de los elementos del conjunto
A se denomina imagen del conjunto A mediante ¢ y se denota por ¢ (A):

2 (A) = {p(a) |a € A}

En particular el conjunto ¢ (G) se denomina la imagen del homomorfis-
mo ¢ y se simboliza también por Im (p).

3) Sea B C F. El conjunto de elementos de G cuyas imégenes perte-
necen al conjunto B se denomina imagen inversa de B mediante ¢ y

se simboliza por ¢~ (B) ={g € G| v (g9) € B}

4) Se dice que ¢ es un homomorfismo inyectivo si ¢ es una funcién inyec-
tiva, es decir, para cualesquiera elementos x,y € G se cumple la implicacion:

p@)=py)=r=y

5) Se dice que ¢ es un homomorfismo suprayectivo si I'm (¢) = F
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6) Se dice que ¢ es un isomorfismo o también que G y F son iso-
morfos, lo cual simbolizamos por G = F' si ¢ es inyectivo y suprayectivo
simultaneamente.

1.8 Automorfismos

Un automor fismo es un isomorfismo en si mismo , es decir :

f:W — W tal que f es un homomorfismo biyectivo y W es un grupo.

En particular, dado ¢ un elemento fijo del grupo W podemos definir un au-
tomorfismo f de W por medio de :

f(w) = cwe™!

Este automorfismo es llamado conjugacién por elemento c.

1.9 Producto directo

El producto directo de grupos G y H esta definido como el producto car-
tesiano G x H de estos dos grupos, con las operaciones de coordenada a
coordenada :

Este producto cartesiano de grupos tiene elemento neutro denotado :
(6G7 eH)

Como operacién entre estos elementos, donde ¢, ¢, ¢" € Gy h,h'h", € H

(g,h) x (¢', /') = (g=g',h- D).
Donde esto prueba la cerradura de grupo y ademas es asociativo porque

(g, h) x ((g',h) x (", h")) = (g % (¢"* ¢"), b~ (W' - ")) =
_ ((g *.g’) xg" (h-h')-h")=((g,h) x (g R')) x (¢”,h"). Por ultimo tiene

(9,h) = (g7",n7")

Por lo tanto producto directo de grupos es un grupo.

17



1.10 Producto semidirecto

Un producto semidirecto describe una forma particular en la cual un grupo
puede ser compuesto de dos subgrupos.

Sea (G un grupo tal que tiene como subgrupos W y H donde W es normal
en G tal que G = WH y ademas W N H = {eg}. Entonces decimos que G
es producto semidirecto interno de W'y H.

También tenemos un producto semidirecto externo. Sean W'y H subgru-
pos cualesquiera y f un homomorfismo de H en los automorfismos de W, o

sea:
f:H — Aut(W)
Sean wy, wy € Wy sea h entonces defino f(h)(wy) = fr(w)

Entonces se crea el grupo W x4, H llamado producto semidirecto de W
con H respecto a f.

Este grupo como conjunto es un producto cartesiano W x H pero con
operacion determinada por el homomorfismo escogido f:

Wxy HxW >y H—=W x;H
(w1, hy) - (w2, ha) = (w1 f(h1)(wa), hihy) = (w1 fr, (w2), hyhy)

para wy,we € Wy hy,hy € H

Donde (ew, eg) es el neutro de este grupo y el inverso de un elemento de
este grupo es :

(w7 h)_l = (fh—l(w_1>7 h_1>

Con esto puedo definir producto semidirecto de dos grupos para entender
grupos mas dificiles de entender.
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2 Tabla de marcas

2.1 Definicion de Tabla de Marcas

Sea un grupo finito G tal que tomamos las clases de conjugacién de subgrupos
de orden creciente las denoto Cls(H;) donde los H; son los subgrupos de G, de
estas clases tomamos representantes de las clases conjugacién de subgrupos.

Sea la tabla de marcas la matriz de tamano de la cantidad de clases de
conjugacion donde cada entrada denota el niimero de clases laterales del con-
junto G/H; que quedan fijas bajo la accién del subgrupo H;.

[(G/H;)™]
Esto genera la tabla de marcas variando sobre las clases de conjugacion.

La siguiente ecuacion tiene varias igualdades:
(G/K)!| = #{gK € G/K | hgK = gKVh € H} =

#{g € G | hgK = gKVh € H}/|K| =

Ahora si multiplico por ¢~! por la izquierda queda
#{g € G| g 'hgK = KVh € H}/|K| =

De aqui se deduce que g 'hg € K entonces este conjunto forma un sub-
grupo de K.

#{g€G|g'Hg < K}/|K|=

La siguiente ecuacion se deduce de que para cada subgrupo conjugado T’
con H g-'Hg =T < K pero como cada subgrupo que cumple esta condicién
el nimero de elementos g € G que generan el mismo subgrupo es la cardi-
nalidad del normalizador de H en G, para cada subgrupo 7" que cumple esto
los elementos g € G son tantos como el normalizador de H en G.

#HT <G| Te=H,T < K}No(H)|/|K| = 5(H, K)|Ne(H)|/| K|

Donde T; = H denota que T' es conjugado a H bajo elementos de G, y
B(H, K) es el nimero de subgrupos conjugados a H y que estén contenidos
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en K.
Analogamente se tiene que :

(G/K)| = #{gK € G/K | hgK = gKVh € H} =
#{g€ G| hgK =gKVYhe H}/|K| =

#{ge G| g 'hgK = K¥h € H}/|K| =
#g€G|g'Hg < K}/|K|=

#{g € G| H<gKg'}/|K|=

#{T <G| H<T Tg=K}Ng(K)|K| =

a(H, K)|Ne(K)|/|K]

Donde T = K es el subgrupo conjugado a Ky a(H, K) son el nimero
de subgrupos de G' que son conjugados a K por elementos de G pero que H
esta contenido en T

Ahora se puede deducir que el primer renglon es el indice de los subgrupos
de aqui se se calcula el orden de los subgrupos ya que bajo la identidad todos
los puntos quedan fijos y esto es la cardinalidad de G/K como el orden del
grupo es la primera entrada de la tabla de marcas de aqui se calcula los
ordenes de los subgrupos, por ejemplo si un subgrupo tiene indice 2 y el
grupo es de orden 40 entonces el subgrupo es de orden 20.

Ahora cuando H = K la §(H, H) es 1 por lo que la diagonal de la ma-
triz de tabla de marcas permite calcular el normalizador de cada subgrupo
o sea |(G/H)?| = |Ng(H)|/|H|, por lo tanto el normalizador |Ng(H)| =
[(G/H)H||H| y esto permite saber si subgrupo en normal en G. Si es normal
la cardinalidad del normalizador del subgrupo H en G es de orden G.

El normalizador y el orden de los subgrupos nos permite calcular la §(H, K) =

(G/E)"||K|/|Ne(H)|-

2.2 Tabla de marcas de un grupo simétrico

Grupo simétrico S5 es un grupo de permutaciones con 6 elementos siguientes:
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Sy = {id, p, p*, 0, po, p*c’} (1)

Cada elemento se puede ver como ciclos o transposiciones en este caso se
tiene que.

H; =< (1,2) >
H; =< (1,2,3) >
H4 - 53

Construyendo las clases laterales izquierdas

S3/Hl = {Zdv Ps p2707 p072 U}
53/H2 = {{Zda 0}7 {p27 p20}7 {pa pO'}}
SS/H3 = {{Zdu Ps p2}7 {07 pa, pQO.}}
53/H4 = {{Zdv Py p2ap07 ;020}}

Bajo la identidad las clases laterales quedan fijas por lo que el primer
renglén son los indices de los subgrupos en G o sea la cardinalidad de G/H.

Asi que omito hacer el primer renglén ya que son el numero de clases
laterales ya calculadas anteriormente.
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oid = o,0p = p*o,0p* = po,opo = p,o0 =id,op*c = p

¢, (S3/H1) =0

olid, o} = {o0,id}, o{p?, p’o} = {id, p},0{p, po} = {po, p}
0, (93/Ha) =1
o{id, p, p*} = {id, p*, p}, o {0, po, p*c} = {id, p*, p}

o, (93/Hs) = 0
En la que sigue lo hay una clase lateral por lo tanto queda fija por las defi-
nicién de grupo. ¢m,(Ss/Hy) =1

Las demas entradas se calculan de forma parecida:

¢m,(S3/Hy) =1
La tabla de marcas es:

6 3 2 1
0101
00 21
0001

2.3 Grupos ciclicos

La tabla de marcas de Cg, de un grupo ciclico de orden 6.

Ce = {a,a?, a® a*, a®a® = id} Los subgrupos de Cy son:
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H, = {id}
Hy = {a?,a® = id} = O,
Hz = {da?, a*,a® = id} = C;

Hy = Cg
Calculando las clases laterales:

Ce/H, = {a',a? a3, a*, a®,id}
Co/Hy = {{id, 0’} {a*, a}, {a* a’}}
Ce/Hs = {{id,a? a},{a,a® a°}}
Ce/Hy = {{a,a? a3 a*, da’,id}}

Ahora calculo el nimero de clases laterales que quedan fijos bajo la accién
de los representantes de las clases de conjugacion.

om (Co/Hy) =6
o (Ce/Hz) = 3
om (Cs/Hz) =2
om (Cs/Hy) =1

Bajo la accion de H, se tiene lo siguiente:

o, (Co/H1) =0
’ldCQ = 02, a302 = 02
idaCy = aCy, a*aCy = aCy
ida’Cy = a’Chy, a*a’Cy = a’Cy
o, (Co/Ha) =3
o, (Co/Hz) =0
0, (Cs/Hy) =1

¢, (Co/Hy) = 0
0wy (Co/Hz) = 0
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¢,y (Co/ Hz) = 2
o, (Co/Hy) =1

o, (Co/H1) =0
ou,(Co/Hz) =0
¢, (Ce/Hsz) = 0
o, (Co/Hy) =1

Entonces la tabla de marcas es

6 3 2 1
03 01
00 21
0 001

2.3.1 Tabla de marcas de un grupo ciclico de orden primo

Los tnicos subgrupos de C), son:
C,=1d
C,=G

Las clases laterales son:
C,/Cy = {a,ad?, ...,a" =id}
C,/C, ={{a,d? ...,a" = id}}
Las clases laterales quedan fijas bajo la identidad y ultima columna solo hay
una clases lateral por lo que queda fija y la tabla de marcas es una matriz de
2x2.

g

2.3.2 Tabla de marcas de un grupo ciclico de orden p?,con p primo

Los tnicos subgrupos son grupos ciclicos de orden que divide al orden del
grupo. En este caso son de orden 1, p , p? , los subgrupos son los siguientes:
H1 = id

H2 = Cp

H3 = CP2

Las clases laterales izquierdas son:

Cp/H, = {a,d?, ...,a" =id}
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Cp2/Cp = {aCy,a*Cp, a*Cy, ...,aP*Cp, a?C), = Cp}
Cra/Cos = {C2)

El primer renglén es facil de calcular pues bajo la identidad todos los
elementos quedan fijos.

La ultima columna es de unos siempre.
Ademas la matriz es triangular superior por lo que las entradas abajo de la

diagonal son cero.

Lo que nos lleva a calcular solamente la entrada (2,2) por medio de :

e, = (Cp2/Cp) = p pues
a'(Cpe/Cy) = {aCy, a*Cy, a*Cy, ..., a?~'C,, a?C), = Cp}

donde a’ es un elemento cualesquiera de C,

La tabla de marcas de un grupo C)2 es de tamaino 3 x 3

p? 1
0 1
0 1

o3

2.3.3 Tabla de marcas de un grupo ciclico de orden p" con n na-
tural finito,p primo

Los subgrupos son los grupos ciclicos de orden divisores del orden del grupo,

en este caso hay n 4+ 1 subgrupos . Sean los subgrupos del tipo:
H1 == Cl

H2 == Cp
Hy=Clp
Hy = Cp
HTL - Opnfl
Hn - Opn
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Las clases laterales izquierdas son:

Cpn/cl - {a, 0,2, ceey apn}
Cpr [Cp = {aCy, a20p7 a3Cpa s apnilcg}
Cpn/Cp2 = {aCl2,a*Cp2,a’Ch, ..., a” " Cpp}
Con/Chs = {aCls, a*Cls, a*Cls, ..., a"" O}

Opn/Cpn—l - {ann—17 GQCpn—l’ a3Cpn—1, ceey apn7177lopn—l}
Cp”/ Cpn = {Cp"}

El primer renglén, la ultima columna se deducen directamente y los ele-

mentos bajo la diagonal también. Los elementos de la diagonal se pueden
calcular facilmente pues basta ver que los representantes de la clase lateral
y el que los elementos con los que se esta actuando multiplicdndolos son
elementos del conjunto de subgrupos ciclicos, esto porque si multiplico un
elemento en un grupo cuyo elemento esta contenido da como resultado el
mismo conjunto. En este caso los conjuntos son los subgrupos ciclicos que
estan recibiendo las accion y quedan fijos pues esta actuando el mismo grupo
sobre las clases laterales de este mismo.
Las demas entradas se calculan viendo que solo quedan fijas las clases late-
rales que después de multiplicar el representante y un elemento cualesquiera
del subgrupo del con el que estda actuando da como resultado un elemento
del subgrupo que es representado por la clase lateral izquierda, por lo que se
pude calcular su tabla de marcas. La tabla de marcas de un grupo Cp,» de
tamano (n+ 1) x (n+ 1) se ve asf:
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3 GAP

3.1 Tabla de marcas de grupos en GAP

El cdlculo de la tabla de marcas desde un sistema computacional llamado
GAP por ejemplo se calcula por lo siguiente comando T'ableO f Marks(G)
donde G es el Grupo.Por ejemplo para el grupo ciclico de orden 6 se obtiene
la siguiente tabla, donde los ceros se representan por un punto, la matriz es
la transpuesta de la que nosotros definimos, los ceros arriba de la diagonal
se omiten:

gap> tom:= TableOfMarksCyclic( 6 );; Display( tom );
1:
: 3

=N W o

- .

2:
3:
4

= N

Por ejemplo para grupos simétricos, diedrales y grupo de Frobenius exis-
ten comandos especiales que se pueden usar para calcular sus tabla de marcas.
TableO f MarksDihedral devuelve la tabla de marcas del grupo diédrico de
orden m.

gap> Display( TableOfMarksDihedral( 12 ) );

1: 12

2: 6 6

3: 6 . 2

4: 6 . .2

5: 4 . . 4

6: 3311 .1

7: 22 . .2 .2

8: 2 .2 . 2. 2
9: 2 ..22 .. 2
10: 1111111111
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TableO f MarksFrobenius(p, q) TableO f MarksFrobenius calcula la ta-
bla de marcas de un grupo de Frobenius de orden pq, donde p es un primo y
q divide p — 1.

gap> Display( TableOfMarksFrobenius( 5, 4 ) );

1: 20

2: 10 2

3: 511

4: 4 . . 4
5: 22 .22
6: 111111

TableO f Marks(SymmetricGroup(n)) calcula la tabla de marcas de un
grupo de un grupo simétrico de orden n factorial, por ejemplo:

gap> s3:=Table0fMarks( SymmetricGroup( 3 ) );

gap> Display( s3 );

1:
: 1

= N W o

[EEGE

2:
3:
4

= N

3.2 Propiedades de la tabla de marcas en GAP

Se puede usar el comando "classes” con una lista de nimeros de la clase
para seleccionar sélo las filas y las columnas de la matriz que corresponde a
esta lista para la impresion.

Se puede usar el comando ” form” con una de las cadenas ” subgroups”,
"7 supergroups”; en el caso anterior, en la posicién (4, j) de la matriz se impri-
me el nimero de conjugados de H; contenida en H;, en este ultimo caso en
la posicién (4, j) el nimero de conjugados de H; que contienen H; se imprime.

gap> tom:= TableOfMarks( "A5" );;
gap> Display( tom );
1: 60
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30 2

20 . 2
153 . 3
12 .. .2
10

© 00 N O O d W N
= 0O
== NN

[

[

gap> Display( tom, rec( classes:= [ 1, 2, 3, 4, 81 ) );
1: 60

2 30 2

3: 20 . 2

4: 15 3 . 3
8 51211

gap> Display( tom, rec( form:= "subgroups" ) );

1: 1

2: 1 1

3: 1 . 1

4: 1 3 .1

5: 1 . . .1

6: 1 3 1 1

7: 1 5 . 1 .1

8: 1 3 41 o1
9: 1151056 106 51
gap> Display( tom, rec( form:= "supergroups" ) );
1 1

2 15 1

3: 10 1

4: 51 .1

5 6 . .1

6 1021 . .1

7 62..1.1

8 5121 1

9 111111111
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OrdersTom devuelve una lista que contiene a la posicion la orden de un
representante de la i-ésima clase de conjugacion subgrupos de tom.

gap> OrdersTom( ab );
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 60 ]

LengthsTom ( tom ) Tabla de marcas tom, LengthsTom devuelve una
lista de las longitudes de las clases de conjugacion de subgrupos.

gap> LengthsTom( a5 );
(1, 15, 10, 5, 6, 10, 6, 5, 1 1]

3.3 Grupos con tablas de marcas isomorfas de orden
menor a 500

El siguiente codigo es para buscar los grupos menores de orden menor a 500
que tienen tablas de marcas isomorfas

gap> for x in [2 .. 500] do

> yi=x;;

> z := NumberSmallGroups(y);

> if (z>1) then

> for i in [ 1 .. z] do

>for jin [ 1 .. z ] do

> if ( MatTom(TableOfMarks(SmallGroup(y,i)))=

MatTom(TableOfMarks (SmallGroup(y,j)))) then
> if not(i=j) then

> Print("\nOrden\n ", y,"Subgroup number" ,i,"subgroup ",j);
Print ("\n");

fi;

fi;

od;

od;

fi;

od;

Orden 96 Subgroup number 108 subgroup 114
Orden 189 Subgroup number 4 subgroup 5

V V V V V V
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Orden
Orden
Orden
Orden
Orden

gap>

260 Subgroup
273 Subgroup
340 Subgroup
351 Subgroup
399 Subgroup

number
number
number
number
number

W P O W o

subgroup 10
subgroup 4
subgroup 10
subgroup 5
subgroup 4
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4 Grupos ciclicos preservados bajo tabla de
marcas

4.1 Funcién de Euler

La funcién ¢ de Euler es una funcién importante en teoria de niimeros. Sin es
un numero entero positivo, entonces p(n) se define como el nimero de enteros
positivos menores o iguales a n y coprimos con n, es decir, formalmente se
puede definir como:

e(m) = |{n € Njn < m Amecd(m,n) = 1}|

Se sigue de la definiciéon que p(1) = 1, pues el elemento (1) es coprimo
consigo mismo. Para otros nimeros se cumple que:

1. ¢(p) = p — 1 si p es primo.

2. o(p*) = (p — 1)p" ! si p es primo y k es un niimero natural. Se demuestra
mediante induccion sobre k:

3.  es una funciéon multiplicativa: si m y n son primos entre si, entonces
p(mn) = @(m)e(n).

La primera propiedad se demuestra facilmente, porque un niimero primo
es coprimo con todos sus anteriores. Y, por tanto, existen p — 1 elementos
coprimos con p.

La segunda propiedad se demuestra por induccién, supongamos que k =
1. Entonces ¢(p') = ¢(p) = p — 1 por la propiedad 1, de manera que se pue-
de escribir como p(p') = (p — 1)p*~'. Se debe demostrar que se cumple para

o) = (p— )p".

Reescribiendo la identidad, (p — 1)p* = (p — 1)p"'p,
luego ((p — 1)p*1)p = o(")p.

Como ¢(p*) es la cantidad de niimeros coprimos con p*, si multiplicamos
dicha cantidad por p, el nimero que es coprimo con los demas debe aumentar
p veces,p(p")p = o(P*) = (p — 1)p".

Con esto, el valor de (n) puede calcularse empleando el teorema funda-
mental de la Aritmética: si n = plfl e pr donde los pj son numeros primos
distintos, entonces @(n) = (p; — )pf* =" (p, — 1)pF—1.

Esta ultima formula es un producto de Euler y a menudo se escribe como

1
p(n)=n H (1 - ];) donde los p son los distintos primos que dividen a n.
pin

©(n) también es igual al nimero de generadores del grupo ciclico C,,.Como
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cada elemento de C), genera un subgrupo ciclico y los subgrupos de C;, son
de la forma Cy donde d divide a n (notacion: d|n), se tiene que Z o(d)=n
din
donde la suma es de todos los divisores positivos d de n.
Entonces los grupo ciclicos tienen un tnico subgrupo para cada divisor
del orden grupo.

4.2 Determinando subgrupos ciclicos de tabla de mar-
cas

Dada la tabla de marcas de un grupo se numeran las clases de conjugacién
de subgrupos en este caso H; es el representante de las clase de conjugacién
de subgrupos i-ésima por lo tanto como el primer renglén sus entradas son
el indice de los subgrupos por lo tanto de aqui se determinan los ordenes de
subgrupos H; y se ve cuales de ellos tienen orden primo y asi se concluye que
los de orden primo son ciclicos, luego para determinar los otros casos se toma
en cuenta que cada subgrupo H; si es ciclico debe tener un tnico subgrupo
de orden un divisor de este grupo o sea un subgrupo para cada divisor del
grupo. Como todos los subgrupos conjugados tienen el mismo orden mismas
propiedades y caracteristicas entonces para saber si un subgrupo en la tabla
de marcas es ciclico si el nimero de subgrupos conjugados a H; de orden
divisor del subgrupo H; y contenidos en H; sea 1.

Esto se deduce y calculando con la ayuda de la formula obtenida en la
seccion 2.

#{TI' <G |Tg=H;,T < H;}|Neg(H;)|/|Hi| = B(H;, H;)|Na(H;)|/| Hil

Donde T; = H; denota que 7" es conjugado a H; bajo elementos de G, y
B(H;, H;) es el nimero de subgrupos conjugados a H; y que estén contenidos
€1 H»L
Ahora usaré que la 8(H;, H;) = (i, j)|Hi|/|Na(H;)| donde (i,j) es la entrada
de la tabla de marcas .

La entrada (i,i) de la tabla de marcas sirve para calcular el normalizador
de cada subgrupo ya que cuando H; = H; la §(H;, H;) es 1 y el normalizador
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se calcula por medio de la siguiente ecuacién |Ng(H;)| = (4,1)|H;.
Ahora con todo esto se puede ver si un sugrupo es ciclico.

4.3 Subgrupos ciclicos de Sj

Primero con ayuda de GAP calculo la tabla de marcas de S5 que da como
resultado:

gap> tom2:=Table0fMarks (SymmetricGroup(5));
TableOfMarks( Sym( [ 1 .. 51 ) )
gap> Display(tom2);

1: 120

2: 60 6

3: 60 . 4

4: 40 . . 4

5: 30 . 6 .6

6: 30 .2 . .2

7: 306 2. . .2

8: 24 .. ... .4

9: 206 .2 . . . .2

10: 20.42 . ... .2

11: 202 .2 .. ... .2

12: 15633 .311 1

13: 12 . 4 . 2 .. .2

14: 10 . 2 4 2 . 2

15: 104 21 2.111 1

16: 6 . 2. 2.1. 1. .1
17: 5312111. 2. 1 .1. 1
18: 2.222 L2002 . 22 .. 2
19: 1111111111111111111
gap>

Se puede ver que hay 19 clases de conjugacién de subgrupos para calcular
el orden de los subgrupos de cada clases de conjugacion de subgrupos uso la
primera columna de la matriz de tabla de marcas, ya que la matriz que nos
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dio gap es la transpuesta de la que se definié anteriormente se puede observar
que las columnas son los indices de los subgrupos y la primera entrada es el
orden del grupo en este caso es 120, ahora para calcular los demaés 6rdenes
de los subgrupos uso lo anterior dicho y se deduce que los 6rdenes de los
subgrupos son : 1,2,2,3,4,4,4,5,6,6,6,8,10,12,12, 20, 24, 60, 120

|Hi| =1
’HQ’ - 2
| Hs| =2
|Hy| =3
| Hs| =4
| He| = 4
|H7| =4
| Hs| =5
| Ho| =6
|H10| — 6
|H11| — 6
’H12‘ - 8
|H13‘ - 10
|Hyy| = 12
|Hy5| = 12
|Hi6| = 20
’H17‘ — 24
’ng‘ = 60
|Hy| = 120

Ahora se calculan los normalizadores :

|INo(H1)| = (1,1)|Hy| =120-1 = 120
|Ng(Hy)| = (2,2)|Ha| = 6-2 =12
[Ne(Hs)| = (3,3)|Hs| =4-2=8
|Ne(Ha)| = (4,4)|Hy| =4 -3 =12
|Na(Hs)| = (5,5)|Hs| = 6-4 =24
|Ne(Hg)| = (6,6)|Hg| =2-4 =38
[Ne(Hy)| = (7, 7)|Hr| =2-4=38
|Ne(Hs)| = (8,8)|Hs| =4-5=20
[Ne(Ho)| = (9,9)[Ho| =2-6 =12

36



INg(Hio)| = (10,10)[Hy| = 2 -6 = 12
INg(Hyp)| = (11,11)[Hyy| =26 = 12
INg(Hip)| = (12,12)|Hps| =1-8 =8
[Ne(His)| = (13,13)|His| = 210 = 20
ING(Hia)| = (14,14)|Hyy| = 2-12 = 24
|Ng(His)| = (15,15)|Hys| = 112 = 12
|Ng(Hig)| = (16, 16)|Hyg| = 1-20 = 20
|Ne(Hyr)| = (17,17)|Hyg| = 1-24 = 24
|Ne(Hig)| = (19,19)]Hye| = 1 - 120 = 120

Ahora veo que los grupos de orden primo son ciclicos en este caso son de
orden 1,2, 3y 5 que son Hy,Hy,H3,H, v Hg .

A partir de Hj utilizo otros métodos para determinar si son ciclicos por
ejemplo para este uso que el orden es 4 y sus divisores son 1, 2, 4 de los cuales
para ver si es ciclico debe haber solo un tnico subgrupo de cada divisor de
este, esto es equivalente a que haya un tnico subgrupo conjugado de orden
divisor contenido en el subgrupo que estamos analizando si es ciclico.

Descartamos el caso ver si el subgrupo de orden 1 es tinico pues en todos
los casos siempre esta contenido y es unico, el caso del orden que queramos
verificar el de orden maximo divisor esta contenido solo el mismo, entonces
solo hay un unico subgrupo de orden méaximo divisor contenido en si mismo.

Verificaré cuantos subgrupos de orden 2 hay contenidos Para esto uso la
férmula como es la matriz transpuesta la que consegui de gap queda que :

B(Hy, Hj) = (i, )| Hi|/[Na(H;)]
B(Hs, Hy) = (5,2)|Hs|/|No(H2)| = 0 pues la entrada es (5,2) es 0.
B(Hs, Hs) = (5,3)|Hs|/|No(Hs)| = 6-4/8 =3

por lo tanto

B(Hs, Hy) + B(Hs, H3) = 3
por lo tanto hay 3 subgrupos conjugados de orden 2 en Hs y por lo tanto Hj
no es ciclico.

Para Hg es de orden 4 y haré lo mismo que el anterior
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B(Hg, Hy) = (6,2)|Hg| /| No(Hs3)| = 0 pues (6,2) es 0.
B(Hy, Hy) = (6,3) ol /| Na(Hy)| =24/ = 1

B(Hg, Hy) + B(Hg, H3) = 1 por lo tanto Hg es ciclico.

Para H; es de orden 4
B(Hy, Hy) = (T,2)|Hal/|No(Hy)| = 6-4/12 = 2
B(Hz, H3) = (7,3)|Hz|/|[Na(Hs)| =2-4/8 =1

B(Hy, Hy) + B(Hy, H3) = 3 por lo tanto Hr no es ciclico.
Para Hy es de orden 6 y sus divisores son 1, 2, 3, 6 descarto para divisor
1y 6, veré solo los casos divisores 2, 3.

B(Hy, Hz) = (9,2)|Hy|/|[Na(Hz)[ =6-6/12 =3
B(Ho, Hs) = (9,3)|Hy|/|Ng(Hs)| = 0 pues (9,3) es 0.
B(Hy, Hy) = (9,4)|Ho|/|Na(H4)| =2-6/12 =1

B(Hy, Hy) + f(Hy, H3) = 3 hay 3 subgrupos conjugados de orden 2.

B(Hy, Hy) = 1 hay un tnico subgrupo conjugado de orden 3 .
Por lo tanto Hy no es ciclico.

Para el siguiente caso es de orden 6 que es H;g, descarto si hay subgru-
pos conjugados a Hy contenidos de orden 6 pues si estan en diferentes clases
de conjugacién no puede estar contenido al menos que sea el mismo de esta
clases de conjugacion.

B(Hyo, Hy) = (10,2)|Hy0|/|No(Hz)| = 0 pues la entrada (10,2) es 0.
B(Hyo, Hy) = (10,3) Hyol/| No (Hy)| = 4-6/8 = 3
B(Huo, Hi) = (10, 4] Hgl /| Ne(H.)| = 2-6/12 = 1

B(Hyo, He)+ B(Hyo, Hy) = 3 lo que significa que son 3 subgrupos de orden
2.
B(Hyo, Hy) = 1 lo que significa que hay 1 tnico subgrupo de orden 3.

Entonces Hig no es ciclico.

Para el caso de Hy; es de orden 6 entonces :
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B(Hy, Hy) = (11,2)|Hy1|/|Na(Hs)| =2-6/12 =1
B(Hy1, H3) = (11,3)|H11|/|No(Hs)| = 0 pues la entrada (11,3) es 0.
B(Hy1, Hy) = (11,4)|H11|/|No(Hy)| =2-6/12 =1

B(Hy1, Hy) + 5(Hi1, Hs) = 1 entonces hay 1 tinico subgrupo de orden 2.
B(Hi1, Hy) = 1 hay un tnico subgrupo de orden 3 .
Por lo tanto Hy; es ciclico.

Para el caso de Hys es de orden 8 y sus divisores son 1, 2, 4 y 8 pero veré
los casos de divisores el 2 y el 4.

B(Hia, Ha) = (12,2)|Hia|/|Na(Ha)| = 3-8/12 =2
B(Hig, Hz) = (12,3)[H12|/|Ng(H3)| = 3-8/8 =3

B(Hy2, Hy) + B(Hi2, H3) = 5 entonces hay 5 subgrupos de orden 2.

No tiene caso hacer para orden 4 pues ya fallo con el de orden 2, lo que
quiere decir es que Hiqs no es ciclico.

Para el caso de Hi3 es de orden 10 y sus divisores son el 1 ,2 .5 /10, donde
veo solo los casos de orden divisor 2 y 5.
B(His, Hy) = (13,2)|H13|/|Nc(Hz)| = 0 pues la entrada (13,2) es 0.

B(His, Hy) = (13,3)| Hys /| Na(Hs)| = 4-10/8 = 5
Por lo tanto hay 5 subgrupos de orden 2 y por lo tanto Hy3 no es ciclico.

Para el caso de Hy4 es de orden 12 y sus divisores sonel 1,2 .3 4y 6,
analizaré los casos de orden divisor 2 , 3 , 4 y 6.

Como la entrada (14,8) es 0, esto significa que no hay subgrupos de orden
5 contenidos en Hy, y por lo tanto no es ciclico Hy4 no es ciclico.

Para el caso de Hys es de orden 12 :
Lo mismo que en el caso anterior no hay subgrupos de orden 5 pues la en-
trada también es 0.
Por lo tanto Hi5 no es ciclico.

Para el caso de Hyg es de orden 20 y sus divisores 1, 2 ,4 |5y 10: por lo
que analizare los casos de orden divisor 2, 4, 5 y 10.
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B(Hys, Hy) = (16,2)|Hy6|/|No(Hz)| = 0 pues la entrada (16,2) es 0.
B(Hyg, Hs) = (16,2)[Hyg|/[N(Hs)| = 2-20/8 =5

Por lo tanto hay 5 subgrupos de orden 2 y por lo tanto Hig no es ciclico.

Para el caso de Hy7 es de orden 24 y sus divisores son el 1, 2, 3, 4, 6, 8,
12 y 24, de los cuales analizare los de orden divisor 2, 3, 4, 6, 8 y 12.

Aqui se puede ver que que las entradas para orden 2 son diferentes de 0
por lo tanto al sumar los subgrupos de orden 2 dara mas de 1 y por lo tanto
H; no es ciclico.

Ahora el caso Hig es de orden 60 sus divisores son el 1, 2, 3, 4, 4, 6, 10,
12, 15, 20, 30 y 60 .

Aqui se puede ver que 15 es divisor de 60 y que no hay ningin subgrupo
en ninguna clases de conjugaciéon de conjugacién de subgrupos de orden 15,
por lo tanto Hig no es ciclico.

Para el caso de Hig es de orden 120 y este no es ciclico por la razon del
ejercicio anterior no hay subgrupos de orden 15 y por que ningtin grupo que
es simétrico de permutaciones es ciclico.Salvo sus subgrupos si pueden ser
ciclico. Por lo tanto Hig no es ciclico.
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5 Subgrupos nilpotentes y de Fitting en ta-
blas de marcas

5.1 Grupos Nilpotentes

Un grupo nilpotente es un grupo que es casi abeliano. De forma mas preci-
sa, siempre existe un natural n tal que, aplicando la operacién conmutacion,
(21, X9, ooy Ty = [o.[21, 23], ..., |, 5] & cualesquiera elementos x4, zs, ..., x, del
grupo, siempre obtenemos la identidad.

Una definiciéon equivalente viene dada por las series centrales ascendentes
de GG, las cuales son una sucesion de grupos Zy = e, 2y, Zs, ..., Z;, ..., definidos
por:

Zign={r e GVy e G: [z,y] € Z;}
En este caso, Z; es el centro de G, y en general el grupo cociente Z;,1/7Z; es
el centro de G/Z;. Si G es un grupo abeliano entonces es claro que Z; es G.
Con estas definiciones un grupo es llamado nilpotente de clase n si Z, = G
y n es minimo con esta propiedad.

Un grupo G que es p-grupo es nilpotente pues su centro Z(G) es no trivial
y por lo tanto G/Z(G) es nilpotente.

Producto de grupos nilpotentes es nilpotente:

Por induccién en el nimero de factores es suficiente considerar el caso
cuando G = H x K es el producto de dos grupos nilpotentes. Otra induccién
sobre i > 1 muestra que Z;(G) = Z;(H x K) = Z;(H) x Z;(K) para i > 1
sean m y n las clases de H y K respectivamente y sea t = maxz{m,n} enton-
ces Zy(G) = Zy(H)x Zy(K) = Gyaque Z,(H) O Z,,(H) = G y similarmente
para K.

Lema: Sea G un grupo y P un p-subgrupo de Sylow de GG entonces P es
el inico p-subgrupo de Sylow de su normalizador N := Ng(P) y el normali-

zador de N es N:

Para la primera afirmacion observe que P <0 Ng(P) y asi P es el unico
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p-subgrupo de Sylow de N. Para la segunda afirmacién, como N C Ng(N), si
existiera un elemento x € Ng(N)—N |, entonces x no pertenece a N = Ng(P)
por lo que xPx~! # P. Ahora como x € Ng(N) entonces zPz~! C z Nz~ =
N y asf xPz~! C N, xPz~! p-subgrupo de Sylow diferente a P en contra-
diccién con la primera parte del lema.

Equivalencias:
1)G es un grupo nilpotente.

2)Si H es un subgrupo propio de GG, entonces H es un subgrupo normal
propio de Ng(H) (el normalizador de H en G).

3)Cada p-subgrupo de Sylow de G es normal y por lo tanto tinico.
4)G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

1 = 2 Escojo un indice i talque Z;(G) C H, tal indice existe porque
Z, = G para algin entero n, pero como Z;1(G) € H entonces [Z;11(G), H] C
[ZZ_H(G),G] Q H, por que Zi+1/Zz' = Z(G/Zz) y como [ZH_l(G),G] Q
Zi(G) € H por lo tanto Z;11(G) C Ng(H) y como Z;41 normaliza a H
entonces existe un elemento en Ng(H) que no esta en H.

2 = 3 Sea P cualquier p-subgrupo de Sylow y sea N = Ng(P) su nor-
malizador en G. Por el lema anterior N es igual a su normalizador y por la
hipétesis de (2) se sigue que N no puede ser subgrupo propio de G, es decir,
G =N = Ng(P) y asi P<9Ng(P) =G, es decir P es normal en G y como
todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados se sigue que todos son iguales
a P ya que P <G y por lo tanto hay un tnico p-subgrupo de Sylow para
cada p primo.

3 = 4 Sean py,...,p; todos los divisores del orden de Gy sean G, es
un unico p;-subgrupo de Sylow, el producto directo estos p; es un subgrupo
de orden igual a G. Por lo tanto G es el producto de sus p-subgrupos de Sylow.

4 = 1 Esto se deduce porque producto directo de grupos nilpotentes es

nilpotente.
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Un grupo nilpotente es un grupo que es isomorfo a su producto directo de
sus p-subgrupos de Sylow: es decir G = P; X P, X ... X P, donde los Pi,..., P,
son los p-subgrupos de Sylow de G' que son unicos si el grupo es nilpotente.

Los p-subgrupo de Sylow de un grupo nilpotente son normales:
Por el 3er. teorema de Sylow el niimero de p-subgrupos de Sylow esta dado
por [G : Ng(P,)] el indice del normalizador del p-subgrupo en el Grupo G esto
porque los p-subgrupos de Sylow son conjugados entre si por el 2do. teorema
de Sylow y este implica el tercer teorema de Sylow, en conclusién el nimero
de p-subgrupos de Sylow el cardinal de su clase de conjugacién de subgrupos.

_ _ lal
~ [Ng(P)]
que si son P, es normal en G, Ng(P;) = G y por lo tanto si es normal solo

hay un tnico p-subgrupo de Sylow y es normal.

Entonces por el teorema de Lagrange [G : Ng(F;)] esto implica

Esto sirve para determinar si un grupo es nilpotente verificando que para
cada p-subgrupo de Sylow solo 1 p-subgrupo de Sylow para cada p primo.

Por ejemplo S5 no es nilpotente pues tiene 3 diferentes 2-subgrupos de
Sylow, en este caso son < (12) >, < (13) > y < (23) > debe tener 1 solo
para cada p primo.

Lema: Un grupo abeliano es nilpotente porque un grupo abeliano tiene
todos sus subgrupos normales y si son normales solo hay un tinico p-subgrupo
de sylow para cada primo y esto equivale a que su producto directo de estos
subgrupos de sylow sea isomorfo al grupo y por lo tanto es nilpotente.

5.2 Subgrupo de Fitting

Teorema de Fitting es un teorema demostrado por Hans Fitting:
Si M y N son subgrupos normales nilpotentes de un grupo G, entonces su
producto M N es también un subgrupo normal nilpotente de G;

La demostracion de esto se sigue de que sea P un p-subgrupo de Sylow

de MN, por lo que P = (PN M)(PNN).Si P es nilpotente por ser un P
grupo y ademas P es nilpotente pues contiene elementos de M por lo que
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es subgrupo normal de M, P N N contiene elementos de N por lo que es
subgrupo normal de N, por la definicién de interseccién estas intersecciones
son nilpotentes, y como producto de subgrupos normales es normal, por que
para cualquier elemento de g del grupo G'y sean M y N subgrupos normales
de este se tiene que gM g 1gNg' = MN = g lgMg'gNglg =g 'MNg,
lo que implica que M N es subgrupo normal del grupo, entonces P es nor-
mal en M N porque P tiene elementos de la forma mn con m € M, n € N
donde al conjugarlos por m’ en M , n’ en N, las intersecciones son normales
o sea m'n’'(P)n’~'m/~! = P < M N, por lo tanto P es normal en M N, esto
concluye la demostracion.

El subgrupo de fitting es el mas grande y 1inico subgrupo normal nilpo-
tente de un grupo G denotado F(G):
Esto es equivalente a que si N es subgrupo normal de G y ademas nilpotente
entonces V M normal y nilpotente subgrupo de G se cumple que M < N.

Esto empiezo N; = 1 nilpotente y normal y AM; < G normal y nilpotente
de tal manera de que M; es mas grande que N; entonces usando el teorema
de Fitting No = N;M; un subgrupo nilpotente y normal pero claramente
N esta contenido estrictamente en Ny porque al multiplicar dos grupos que
uno es grande que el otro genera un subgrupo mas grande, entonces tomando
M, nilpotente y normal de G talque M esta contenido estrictamente en N,
entonce aplicando el teorema de Fitting N3 = Ny M, es subgrupo nilpotente
y normal de G y se ve que N esta contenido estrictamente en N3 por que los
N; van creciendo en cardinalidad y son nilpotentes por el teorema de Fitting,
pero como |G| es finito se tiene que para un numero de pasos finito se tiene
que N; ya es el mas grande subgrupo normal y nilpotente si se sigue haciendo
mas pasos sigue siendo el mismo subgrupo y por lo tanto es tnico.

Se demostrara el caso particular de tablas de marcas de subgrupos de
Fitting.

5.3 Subgrupo de Fitting en tablas de marcas isomorfas

El caso particular donde los grupo con tablas de marcas isomorfas de or-
den 96 que tienen definido para cada grupo un producto semidirecto de
grupo, tomare el grupo simétrico S3 de orden 6 con elementos llamados
o1 = (123),00 = (132),03 = (), que son elementos de orden 3 y los ele-
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mentos de orden dos son 71 = (13), 2 = (13), y 73 = (2, 3), donde denoto los
elementos de S; como .

Sea Cj el grupo ciclico de orden 8 generado por x y sea C el grupo ciclico
de orden 2 generado por y.

Sea W el grupo denotado por S3 x Cg y « el automorfismo de W talque
a(A, ') = (A, 2'5()\)) este correspondiente al grupo Gy 3 el automorfismo
de W talque B(\, ) = (X, 2%8())) esto correspondiente a Q.

1 st A= ag;

Donde 6(\) =

2 s A=1

Entonces podemos definir el producto semidirecto de W con Cs por «
esto en G talque y(\, ')y = a(), x'), lo mismo con W y Cy podemos definir
el producto semidirecto con 3 esto en Q talque y(\, z')y = B(\, x'). Denoto
los elementos de G'y Q como Ax'y’.

Entonces los diferentes tipos de elementos en GG se multiplican por la siguien-
tes reglas:
yr'y = a'

yry =

(pz')(A2?) = pAz™t!

(na'y)(Aaly) = pa'(yAa’y) = pAa™75(N)

(na'y)(Aa?) = pa' (yAay)y = pAz™*Io(N)y

(nz')(A2’y) = (pa'al)y = pra**y

Los elementos inversos en G son: para el elemento Az’ el inverso es Az,

para el elemento Ax'y su inverso es A 'z 'd(A71)y.

Andlogamente los diferentes tipos de elementos en () se multiplican por
la siguientes reglas:

yriy = 2%

45



yry = a°

(na')(Aa?) = pAa™™?

(nx'y)(Aaly) = pa'(yAaly) = pra™+>5(N)
(n'y)(Aal) = pa' (yAaly)y = pAz 5 5(N)y
(na')(Aaly) = (ua'Aa? )y = pAz'*y

Los elementos inversos en () son: para el elemento A\z® el inverso es A1z~
para el elemento Az'y su inverso es A~ lx > §(A71)y.

Y

Ahora para demostrar que el subgrupo de Fitting de GG , () es el subgrupo
generado por < oy,x,y > que es de orden 48 uno de ellos es abeliano y el
otro no. En el grupo G este es abeliano porque :

( (qiz)z:(iy)(qjs’cjy) = (0ir")(yoja’y) = 010;2"76(0;) = 0j02716(0;) = (0527 (yoiz'y) =
ojxly)(ox'y

Los o; son () ,(123),(132) forman un grupo abeliano y por eso conmutan.
En el grupo @ el grupo no es abeliano porque:

(oix'y)(o;27y) = (0:a") (yo;27y) = 010;2"7575(0;) = 0;0:25710(0;)
(o;27y)(0:x'y) = (0;27)(yox'y) = 002776 (0;)

Como se puede ver %7 #£ 27+5 excepto en casos como i, j = 1 entonces
no es abeliano en Q).
Denoto el subgrupo de Fitting de G como F(G) =< 01,2,y >y en @ es
F(Q)=<o1,z,y >.

La normalidad de ambos grupo la demostraré usando el siguiente lema:
Lema: Si un grupo G finito y H < G tal que el indice de este subgrupo en G
es 2 entonces el subgrupo es normal en G. Esto porque [G : H| = % =20
sea dos clases laterales izquierdas o derechas.Una de ellas es el subgrupo H y

la otra es de la forma gH esto para clases laterales izquierdas, para la clases
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laterales derechas seria H, Hg, de lo que se sabe es que como conjuntos la
unién de las clases laterales es el grupo G, entonces puedo escribir de esta
manera H UgH = HUHg = G de aqui puedo restar H ambos lados y queda
que gH = Hg para todo g en G.

Por lo tanto F'(G) es normal en Gy F(Q) es normal en ) pues tienen
indice 2, osea [G: F(G)] =2 =2y [Q: F(Q)] =% =2.

Ahora demostraré que son nilpotentes, en GG uso que es abeliano y por

lo tanto nilpotente por el lema demostrado anteriormente, en () uso que es
isomorfo al producto directo sus p-subgrupos de Sylow.
Para esto basta demostrar que sus p-subgrupos de Sylow son normales. Los
divisores primos de 48 son 2 y 3 por lo tanto tengo que calcular los 2-
subgrupos de Sylow y 3-subgrupos de Sylow, donde si estos son normales
son unicos, el inico 3-subgrupo de Sylow es P3 =< (123) > por que sus ele-
mentos son de orden 3, ahora para el 2-subgrupo de Sylow propongo el grupo
de orden 16 porque 48 = 213 llamado P, =< z,y >, por demostrar que este
subgrupo es normal, los elementos son de la forma z'y o x' al conjugarlos
por o2’y queda lo siguiente:

kajy;piygk—lx%jé(alzl)y — kajx‘r’i(s(l)ak_lx%%(ak_l)y _ Jkgk—lxﬂg,i,g,iy _
2y

Los demés casos son parecidos por lo tanto el conjunto generado por F(Q)
normaliza el conjunto < z,y > . Entonces F(Q) = P, x P3 por lo tanto es
nilpotente.

Ahora nos falta demostrar que F(G) y F(Q) son los mas grandes subgru-
pos normales y nilpotentes y esto se deduce que si le agrego otro elemento
generador los grupos son de orden 96 y estos no son nilpotentes ya que hay
varios 2-subgrupos de sylow de orden 2° que son < z,y, 71 >, < T,¥y, Ty >,
< x,y,7T3 > por lo tanto no son nilpotentes por lo tanto ya no pueden ser
mas grandes.

Para ver que F(G) y F(Q) no son isomorfos utilizo el siguiente lema: Si
h es un isomorfismo de un grupo G en un grupo H, entonces si G es abeliano
H es abeliano.

Sean f;, f; dos elementos cualesquiera del grupo H, existen g¢;, g; en
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G tales que h(g;) = fi; y h(g;) = f; dado que h es suprayectivo. Luego

fif; = h(gi)h(g;) = h(gig;) = h(g;g:) = h(g;)h(g:) = f;fi Entonces H es
abeliano.

Por lo tanto F/(G) y F(Q) no son isomorfos pues uno de ellos es abeliano
y el otro no.

5.4 Determinar subgrupos nilpotentes y de Fitting en
la tabla de marcas

Para nilpotentes se usa que el grupo es producto de sus p-subgrupos de Sy-
low y que son unicos si son normales. Como los p-sugrupos de Sylow son
conjugados entre si y ademas existe por lo menos 1 si este tiene orden talque
divide al orden del grupo que queremos determinar. Basta verificar que cada
divisor de potencia prima hay un unico p-subgrupo de este orden. Si falla
alguno ya no es nilpotente.

En términos de tablas de marcas para H; representante de las clases de
conjugacion de subgrupos se calcula el nimero de subgrupos conjugados a
H; de orden divisor de potencia prima de H; y que este contenido en H; y
este niimero debe ser 1 para cada divisor de potencia prima maximal.

En otras palabras se tiene que |H;| = plil...pfg donde p,, son los primos y
b,, numeros naturales.

Se buscan cuantos subgrupos de orden potencia prima maximal conjuga-
dos a H; contenidos en H; por medio de las siguientes ecuaciones:

Primero calculo el orden de los subgrupos H; por medio de que las en-
tradas del primer renglén son los indices de los subgrupos y que la primera
entrada es el orden de grupo de la tabla de marcas y con esto se calcula el
orden.

#H{T < G| Te = H;,T < Hi}|No(H;)|/|H;| = B(H;, Hi)|[Ne(Hj)| /| Hil
Ahora tomando en cuenta que cuando H; = H; la (H;, H;) = 1 y se obtiene
que
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|Ne(H;)| = (5,7)1H;]

Donde (j,j) es el entrada de la diagonal de la tabla de marcas entonces ya
puedo calcular el numero de subgrupos conjugados a H; contenidos en H;
B(H;, H;) = (i,7)|Hi|/|Na(H;)| donde (i, j) es la entrada de la tabla de mar-
cas.

Entonces ya se puede saber si un subgrupo en la tabla de marcas es
nilpotente.

Por otro lado la cardinalidas del normalizador nos pueden decir si un sub-
grupo es normal en un grupo ya que si es normal su normalizador es todo el
grupo y también si el indice es 2 es normal. Viendo eso podemos determinar
cuales subgrupos son normales en el grupo del cual se calculo la tabla de
marcas.

Entonces viendo primero cuéles son los subgrupos normales mas grandes
del grupo y verificar para estos si son nilpotentes, el mas grande normal y
nilpotente es el subgrupo de Fitting.

A continuacion se verificara el de orden 6 hecho anteriormente pero ahora
con tabla de marcas:

gap> Display(TableOfMarks (SymmetricGroup(3)));
1:
: 1

=N W o

2:
3:
4.

= N

Como la matriz es la transpuesta se tiene que cambio la i, por j, en las
formulas anteriores :

INa(H))| = (1L 1)|Hy| =61 =
[No(Hy)| = (2.2)|Ho =12 =
|Ne(Hs)| = (3,3)|Hs| =2-3=6
[Na(Ha)| = (4,4)|Hy| =1-6 =
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De aqui se deduce que Hs es normal y de orden 3 y como todo grupo
contiene a su identidad y a si mismo sus p-subgrupos de Sylow son tnicos
a parte de que es ciclico, y abeliano y esto implica que es nilpotente por lo
tanto Hj es el subgrupo de Fitting de este grupo, ya que Hy no es nilpotente
por los siguientes argumentos:

B(Hy, Hy) = (4,2)|Ha/|No(Hy)| = 1-6/2 =3
B(Hy, Hy) = (4,3)| Hal/|Na(Hy)| = 1-6/6 = 1

Por lo tanto hay 3 2-subgrupos de Sylow y un 3-subgrupo de Sylow.
Por lo tanto H4 no es nilpotente.
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