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Resumen

A lo largo de la historia las estrellas han sido de suma importancia pa-
ra prácticamente la totalidad de las civilizaciones alrededor del mundo. Por
ello desde la antigüedad, a la par del nacimiento de las civilizaciones, nace
un estudio sobre el movimiento de las estrellas y otros aspectos de la me-
cánica celeste. Sin embargo, surge la necesidad de entender los fenómenos
que ocurren al interior de las estrellas, pues con ello se crea la posibilidad
de describir el comportamiento externo de las mismas, su ciclo de vida y la
oportunidad de utilizarlas como laboratorios, los cuales poseen condiciones
imposibles de reproducir en la Tierra. Con el desarrollo Newtoniano de la
teoría de gravitación se permite, por primera vez, conjeturar sobre el com-
portamiento interno de la estructura estelar. El modelo de Newton resulta
ser una buena descripción de la estructura interna, no obstante, debido a la
existencia de objetos compactos, es necesario un tratamiento relativista del
problema, dada la naturaleza de los procesos que ocurren al interior, como
el hecho de que, en los objetos compactos la presión de degeneración es la
componente relevante para el equilibrio hidrostático.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo para representar estrellas
compactas con geometría esférica y un fluido en equilibrio hidrostático, el
cual posee anisotropía en las presiones. Es utilizada para resolver el sistema
una ecuación de estado tipo Chapligyn, tipo de ecuación usualmente utilizada
para modelar objetos compactos (Rahaman et al., 2010), (Mebarki, 2010) y
(Bhar, 2017); la cual relaciona la presión radial con la densidad del fluido. El
modelo resultante satisface las condiciones de aceptabilidad física, además de
ser completamente estable (Herrera y Santos, 1997) para los parámetros que
describen a la estrella de neutrones RX J1856.5-3754, obteniendo un radio
de R = 14669.5756m para la masa de 1.4M�.

Palabras clave: Estrella de neutrones, modelo anisotrópico, Chapligyn,
relatividad, objetos compactos.
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Abstract

Throughout history the stars have been of paramount importance for
virtually all civilizations around the world. For this reason, since antiquity,
along with the birth of civilizations, a study of the movement of stars and
other aspects of celestial mechanics is born. However, there arises the need
to understand the phenomena that occur within the stars, because this crea-
tes the possibility of describing the external behavior of the same, their life
cycle and the opportunity to use them as laboratories, which have condi-
tions impossible to reproduce on Earth. With the Newtonian development of
gravitational theory it is allowed, for the first time, to conjecture about the
internal behavior of the stellar structure. Newton’s model turns out to be a
good description of the internal structure, however, because of the existence
of compact objects, a relativistic treatment of the problem is necessary, given
the nature of the processes that occur in the interior, such as the fact that in
compact objects the degeneracy pressure is the relevant component for the
hydrostatic equilibrium.

In the present work a model is developed to represent compact stars with
spherical geometry and a fluid in hydrostatic equilibrium, which has aniso-
tropy in pressures. It is used to solve the system an equation of state type
Chapligyn, type of equation usually used to model compact objects (Raha-
man et al., 2010), (Mebarki, 2010) and (Bhar, 2017); which relates the radial
pressure to the density of the fluid. The resulting model satisfies the con-
ditions of physical acceptability, besides being completely stable (Herrera y
Santos, 1997) for the parameters that describe the neutron star RX J1856.5-
3754, obtaining a radius of R = 14669.5756m for the mass of 1.4M�.

Keywords: Neutron star, anisotropic model, Chapligyn, relativity, com-
pact objects.
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Capı́tulo 1
Introducción

Una estrella se puede definir como un objeto estelar auto gravitacional
que está o estuvo alguna vez (en el caso de una estrella muerta) sostenido
por una reacción termonuclear de fusión de hidrógeno en su núcleo.

Las estrellas son formadas a partir del colapso gravitacional de nubes
de materia encontradas en el Universo. Cuando la nube o una parte de ella
colapsa, aproximadamente la mitad de la energía gravitacional es usada pa-
ra incrementar la temperatura interna de la estrella en formación, siendo
la energía remanente expulsada en forma de radiación electromagnética al
espacio. Si la masa de la nube es suficientemente grande, aproximadamente
8% de la masa del Sol, la temperatura central será lo suficientemente alta
para sostener la reacción de fusión de hidrógeno, lo que por definición es el
nacimiento de una estrella.

En nuestro Sol, el hidrógeno es fusionado en Helio a través de la reacción
41H → 4He+ energía, estando la fusión presente solamente en la región cen-
tral de las estrellas, debido a la existencia de una mínima temperatura en
la cual la reacción exotérmica puede ser iniciada( 107◦C). A las altas tem-
peraturas encontradas en el núcleo de las estrellas, la energía cinética de los
protones es suficiente para superar la fuerza repulsiva eléctrica que se pre-
senta entre ellos, reduciendo las distancias entre los mismos, hasta tal punto
que la fuerza nuclear se vuelve dominante, fusionándolos y emitiendo energía.
Esta energía emitida puede ser cuantificada por la ecuación más famosa de
Einstein E = ∆mc2, donde ∆m es la diferencia de masas en ambos lados de
la ecuación de reacción nuclear y c es velocidad de la luz en el vacío.

En el inicio de la vida de una estrella, ésta transforma hidrógeno en helio

1



1.1. Radiación electromagnética 2

mediante la reacción nuclear que la sostiene gravitacionalmente, sin embar-
go conforme la vida de la estrella avanza, este combustible se agota y, para
mantener el equilibrio, el núcleo de la estrella puede verse contraído al re-
ajustarse la estructura de la estrella para mantener una temperatura central
alta, mientras otras regiones se expanden, convirtiendo a la estrella en una
gigante roja, posterior a esta etapa, el destino final de la estrella dependerá
de su masa inicial, al convertirse en una enana blanca, una estrella de neu-
trones o un hoyo negro.

Debido a las reacciones nucleares en sus interiores, las estrellas son las
progenitoras de la mayor parte de los elementos conocidos, esto las hace ser
los bloques primordiales de construcción en el Universo, por lo cual su estu-
dio es fundamental, siendo la astrofísica estelar un amplio campo de estudio
el cual incorpora la mayoría de los campos de la física.

1.1. Radiación electromagnética

De la mecánica cuántica se sabe que en la radiación electromagnética
existe la dualidad onda-partícula. Este fenómeno también se presenta en las
estrellas. En las reacciones nucleares interiores de la estrella, la radiación ac-
tuará como partícula en los fotones absorbidos de las reacciones nucleares.

La energía E de un fotón el cual tiene un frecuencia ν y una longitud de
onda λ están asociadas de la forma

E = hν =
hc

λ
,

de donde h es la constante de Planck y c la velocidad de la luz en el vacío.
Además el momento p de un fotón con longitud de onda λ se define como

p =
E

c
=
h

λ
.

Además el espectro electromagnético puede ser dividido en varias regio-
nes, las cuales van desde las ondas menos energéticas en el infrarrojo hasta
las más potentes en los rayos gamma.
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1.2. Radiación de cuerpo negro

Por definición un cuerpo negro es aquel que absorbe toda la radiación
electromagnética que incide en él. Por otro lado, la radiación emitida por el
cuerpo negro dependerá de la energía térmica que posea.

Max Planck mostró que un cuerpo negro con temperatura T emite un
espectro continuo de radiación caracterizada por la función Bν(T ), llamada
la función de Planck dada por:

Bν(T ) =
2hν3

c2
1

e
hν
kT − 1

,

donde k es la constante de Boltzmann. Esta función es además isotrópica
por lo que no depende de la dirección. En unidades de longitud de onda ésta
puede ser expresada como

Bλ =
2hc2

λ5
1

e
hc
λkT − 1

La distribución de energía emitida por un cuerpo negro obedece a dos
leyes. La ley de Stefan Boltzmann proporciona la potencia total por unidad
de área F de un cuerpo negro con temperatura T

F =

∫ ∞
0

Fνdν =

∫ ∞
0

πBνdν = σT 4

donde σ es la constante de Boltzmann. La segunda ley la cual es derivada
de la función de Planck, muestra que la longitud de onda máxima emitida
por un cuerpo negro varía inversamente con la temperatura como

λmax =
0.290Kcm

T
ésta relación es conocida como la ley de Wien. Misma que explica el porqué
los cuerpos negros más calientes (o estrellas) son azules mientras que las más
frías son rojas.

1.3. Temperatura efectiva

La luminosidad de una estrella se define como la potencia de radiación
emanada por la superficie de la misma. Esta característica de la estrella es
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independiente de la distancia al observador y es obtenida al multiplicar el
flujo F integrado por el área de la superficie estelar, cuando el flujo se asume
constante.

La temperatura efectiva Tef de una estrella en específico se define como
la temperatura necesaria para un cuerpo negro con el mismo radio R∗ que
la estrella, para tener la misma luminosidad L∗ que la estrella. Dado que la
integral del flujo en la superficie de este cuerpo negro hipotético es σT 4

ef su
luminosidad es

L∗ = 4πR2
∗σT

4
ef

y entonces la temperatura efectiva de la estrella es

Tef =

(
L∗

4πR2
∗σ

)1/4

Además el flujo radiactivo en la superficie de la estrella puede escribirse
como

F =
L∗

4πR2
∗

= σT 4
ef

y a una distancia r mayor que R∗ del centro de la estrella, el flujo integrado
es

F (r) = σT 4
ef

(
R∗
r

)2

,

el cual contrario a la luminosidad, el flujo sí depende de la distancia del ob-
servador a la estrella.

A partir de las mediciones del flujo luminoso observado proveniente de
diferentes objetos visibles se determinó una forma de clasificar las estrellas
en diferentes magnitudes, donde la magnitud representa una escala de las
mediciones relativas del valor de su flujo radiante, la definición moderna es:

m1 −m2 = 2.5 log

(
F2

F1

)
,

la cual da la diferencia de magnitudes de dos estrellas como función del flujo
observado. Dado que la magnitud depende del flujo, esto implica una depen-
dencia de la distancia que las separa del observador. Se define la magnitud m
observada desde la tierra como la magnitud aparente, mientras que la mag-
nitud absoluta M es definida como la magnitud observada a una distancia
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de 10 parsecs. Debido a que estas mediciones son relativas, se toma como
referencia que la estrella Vega, es elegida con magnitud de cero, por lo que
cualquier objeto más brillante que la misma tendrá magnitud negativa. La
diferencia entre las magnitudes aparente y absoluta viene dada por

m−M = 5 log

(
d

10

)
,

y es llamado el módulo de distancia, siendo d la distancia al observador.

1.4. Diagrama de Hertzsprung-Russel

Dado que la luminosidad de una estrella depende del radio así como de la
temperatura efectiva, un diagrama de Hertzsprung-Russel (H-R), muestra la
relación entre estos dos parámetros gráficamente. Estos fueron desarrollados
por el astrónomo danés Ejnar Hertzsprung(1873-1967) y el astrónomo Henry
Norris Russel (1877-1957). La utilidad de estos diagramas radica en el hecho
de que, además, describen la evolución de una estrella.
Comúnmente es utilizada la escala de magnitud absoluta en lugar de la lu-
minosidad y mB −mV como alternativa a la temperatura efectiva. Estos son
llamados diagramas de color-magnitud, siendo mB−mV escrito como B−V .

Figura 1.1: Muestreo de las 1000 estrellas más cercanas en un diagrama H-R.
Fuente: An Introduction to Stellar Astrophysics, F. LeBlanc.
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La figura 1.1 representa un diagrama H-R con un muestra de las 1000
estrellas más cercanas, obtenidas del catálogo Glaise. La porción más impor-
tante de estas se ubica en la secuencia principal sobre la diagonal, las cuales
son gigantes rojas.
En la figura 1.2, cuando se desplaza hacia abajo sobre la diagonal las estrellas
tienen cada vez menos masa y menor temperatura efectiva. Las estrellas de
mayor masa son más luminosas debido a que sus temperaturas centrales son
mayores, por lo que fusionan hidrógeno y producen energía nuclear en una
tasa mayor. Siendo la relación entre la masa y la luminosidad una función
cuasi lineal, cuyo entendimiento es crítico para estimar el tiempo de vida de
las estrellas(LeBlanc, 2010).

Figura 1.2: Linea de concentración principal del diagrama H-R mostrando
valores para distintas masas.
Fuente: An Introduction to Stellar Astrophysics, F. LeBlanc.

Para algunas Tef dadas, las estrellas pueden poseer diferentes radios, y
diferentes luminosidades. Por lo que una estrella con una Tef específica, pue-
de de hecho, ser desde una enana blanca hasta una súper gigante roja. Una
estrella súper gigante puede tener un radio arriba del orden de 1000R� mien-
tras que una enana blanca pertenece al rango de 0.01R�.
Una clasificación espectroscópica de los diferentes tamaños estelares es pre-
sentada en la figura ??, esta clasificación es denominada como clasificación
espectral y la nomenclatura corresponde a la clasificación estelar mostrada
en la tabla 1.1.

Es remarcable el hecho de que las propiedades físicas de una estrella
pueden ser determinadas por tres parámetros fundamentales, la masa, su



1.4. Diagrama de Hertzsprung-Russel 7

Ia Súper gigantes brillantes
Ib Súper gigantes
II Gigantes brillantes
III Gigantes
IV Subgigantes
V Enanas
VI Subenanas
D Enanas blancas

Tabla 1.1: Clasificación estelar espectroscópica de los diferentes tipos de es-
trellas.

radio y su luminosidad.

Figura 1.3: Relación entre la masa y el radio para la secuencia principal con
una curva de ajuste.
Fuente: An Introduction to Stellar Astrophysics, F. LeBlanc.

La masa solar es M� = 1.989 × 1033g, donde el símbolo � representa
el Sol. Las propiedades físicas de objetos estelares por lo regular son dadas
en términos de unidades solares. La temperatura del Sol en su superficie
es de aproximadamente 5800K, mientras que en el interior es alrededor de
16× 106K.
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Figura 1.4: Clasificación luminosa del diagrama H-R.
Fuente: Las Cumbres Observatory.



Capı́tulo 2
Formación y estructura interna

2.1. Formación estelar

Las estrellas son formadas cuando nubes de gas tales como cúmulos de
polvo, alcanzan una masa lo suficientemente grande como para provocar un
colapso gravitacional, este colapso ocurre hacia el interior del centro de la
nube. La energía gravitacional que posee la nube de gas es transformada en
energía térmica durante su colapso, si la masa de la nube en colapso es apro-
ximadamente 0.08M� la energía gravitacional será suficiente para que sea
alcanzada la temperatura crítica en la cual puede ser iniciada y sostenida la
reacción de fusión de hidrógeno, siendo éste, el momento del nacimiento de
una estrella.

Durante el proceso de formación al contraerse la nube bajo la acción de
la gravedad, se genera una presión interna en la nube, ésta presión mientras
el proceso de formación tenga lugar, no será constante sino que formará un
gradiente de presión; este gradiente de presión en la nube variará hacia el
centro de la misma, que junto con los gradientes de temperatura y densidad,
presentarán inestabilidad durante la formación de la protoestrella. Una vez
que los gradientes lleguen a un punto de equilibrio, la estrella será considerada
estable ya que es el equilibrio al que llegan la presión y la gravedad lo que
provoca la no expansión ni contracción de las estrellas.

9
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2.2. Equilibrio hidrostático

Debido a que el material de la estrella se encuentra en un estado fluido,
el equilibrio logrado por la estrella en su interior es llamado equilibrio hi-
drostático. Las ecuaciones que rigen este equilibrio hidrostático describen en
principio el gradiente de presión al interior de la estrella.

Un elemento vital para el entendimiento del comportamiento estelar es la
comprensión de la ecuación de equilibrio hidrostático. En una estrella la fuer-
za gravitacional provoca una presión en el interior que depende del radio. Es
posible obtener una primera representación del interior estelar en términos
de la teoría newtoniana, si se supone que la estrella tiene simetría esférica,
los parámetros tales como presión, densidad, temperatura, dependerán úni-
camente del radio r desde el centro de la estrella. La ecuación que representa
el equilibrio para un segmento del fluido en el interior de la estrella es

P (r)dA− [P (r) + dP ]dA− ρ(r)dAdrg(r) = 0 (2.1)

donde P (r), ρ(r) y g(r) son respectivamente, la presión del gas, la den-
sidad gravitacional y la aceleración gravitacional. El elemento de masa es
ρ(r)dAdr, mientras que los dos primeros términos de la ecuación representan
las fuerzas hacia arriba y abajo debidas a la presión sobre el elemento de
masa en el interior. La ecuación 2.1 puede ser simplificada en

dP (r)

dr
= −ρ(r)g(r) (2.2)

dado que ρ y g son positivos, implica dP/dr < 0, por lo que P aumenta
con la disminución del radio r.

A partir de la mecánica clásica se muestra que para una distribución de
masa esféricamente simétrica la aceleración gravitacional a una distancia r
del centro de la distribución será

g(r) =
GM(r)

r2
(2.3)

donde G es la constante de gravitación y M(r) la masa incluída en el radio
r.
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2.3. Objetos compactos

Dentro de la clasificación de las estrellas, la cual se estudió en el capítulo
anterior, se encuentra en la parte baja alejada de la secuencia principal un
grupo de estrellas conocidas como enanas blancas, estas forman parte de un
grupo en particular de objetos conocidos como objetos compactos. Categoría
dentro de la cual se encuentran además las estrellas de neutrones, estrellas
de quarks, estrellas Q, estrellas de bosones y agujeros negros.

La obtención de un objeto compacto es considerado como el fin de la
evolución estelar, así como la etapa final de la materia en el universo, al
convertirse en algún tipo de objeto compacto, según las leyes de la termo-
dinámica. En el caso de las enanas blancas, las cuales son consideradas el
primer objeto compacto en el proceso de degeneración; éstas estrellas son
sostenidas a través de la presión de degeneración de electrones, debida a la
alta densidad que poseen del orden de 109kg/m3. Su límite de masa queda
definido a través del límite de Chandrasekhar para una estrella no rotante
en 1.44M�. Al superar este límite, se obtiene otro tipo de objeto, conocido
como estrella de neutrones.

2.3.1. Estrellas de neutrones

Las estrellas de neutrones son el tipo de estrella más denso conocido hasta
el momento, formadas a partir del colapso gravitacional de una supernova,
usualmente tienen una masa entre 1.35 y 2.1M� con un radio promedio de
10km. Como su nombre lo indica, están compuestas en su mayoría por neutro-
nes, debido a la extrema densidad que poseen, del orden de 1017kg/m3, la pre-
sión en el interior que evita el colapso de la estrella, no proviene de reacciones
termonucleares, sino de la presión de degeneración de los neutrones. Debido
a la naturaleza de su origen, basada en una serie de colapsos hasta lograr la
estabilidad en la estrella de neutrones, la estrella final no puede sobrepasar la
masa de tres soles, siendo éste el límite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, que
en caso de ser rebasado, generaría un agujero negro o una estrella de quarks,
estrellas que aún no han sido confirmadas observacionalmente; debido a la
insuficiencia en magnitud de la presión de degeneración de neutrones para
evitar el colapso gravitacional.
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2.3.2. RX J1856.5-3754

Localizada en la constelación Corona Austral, es una estrella de neutrones
que forma parte del grupo de las magníficas siete, conformado por un con-
junto de estrellas de neutrones aisladas a una distancia de entre 200 a 500
parsecs de la Tierra, a diferencia de la mayoría de las estrellas de neutrones,
ésta no es de tipo pulsante. Siendo la RX J1856.5-3754 la primera en entrar
en dicha clasificación, posee una edad estimada de un millón de años y se
cree que proviene de la explosión de una supernova.

Descubierta primeramente en 1992 por el ROSAT X-ray satellite obser-
vatory como una fuente brillante de rayos X, y confirmada en 1996, en un
principio debido a las observaciones combinadas del observatorio de rayos X
Chandra y el Hubble, se estimó que radiaba como un cuerpo negro poseyendo
un radio de 4 a 8km, puesto que esta descripción no concordaba con los mo-
delos para estrellas de neutrones, se pensó erróneamente que era una estrella
de quarks, no obstante, un análisis posterior estimó que el radio real de la
estrella oscila alrededor de los 14km para una masa de 1.4 soles(Truemper et
al., 2004).

Figura 2.1: Primera confirmación observacional en luz visible de la estrella
RX J1856.5-3754.
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2.4. Ecuación de estado

Durante el proceso de análisis de la solución estelar se presenta la nece-
sidad primordial de describir las condiciones físicas al interior de la estrella
a modelar. Por lo que, durante el desarrollo de la solución se debe incluir en
la misma a la ecuación de estado como recurso para describir el comporta-
miento interno de la materia en la estructura estelar.

Es común al ver el término ecuación de estado pensar en la más conocida
de ellas, la ecuación del gas ideal, la cual es también adaptada para algunos
modelos estelares, dado que inclusive un gas ideal obedece las ecuaciones de
Maxwell-Boltzmann en estadística. Sin embargo dicha aproximación deja de
ser efectiva cuando las interacciones entre la partículas se vuelven relevantes,
ya que en tal punto los efectos se vuelven no ideales. Los efectos cuánticos
deben ser tomados en cuanta en el caso de analizar estrellas enanas u obje-
tos compactos, donde debido a la densidad al centro de la estrella ocurren
fenómenos que causan un comportamiento no ideal de las partículas en el
mismo. Otros factores que influyen en la desviación del modelo ideal hacía
otras opciones más realistas son la presión de radiación, la presión magnéti-
ca, así como los efectos relativistas debidos a la naturaleza del objeto y sus
interacciones internas.

Diferentes factores deben ser tomados en cuenta para la correcta elección
de una ecuación de estado adecuada al modelo planteado, tomando en cuenta
el material del que está constituida además de las condiciones de presión,
entre otras variables. Si se asume que a nivel microscópico el fluido perfecto
es constituido por N tipos de partículas (N ≥ 1), entonces la densidad de
energía será función del número de densidades nA de las especies de partículas
A(A ∈ {1, 2, ..., N}) en el marco de referencia del fluido y de la entropía del
mismo así la densidad de energía se expresa como

ρc2 = ε(s, n1, n2, ..., nN). (2.4)

donde la función ε es llamada Ecuación de Estado del fluido.

En el presente trabajo se utilizará una ecuación de estado tipo Chapligyn,
nombrada por Sergey Chapligyn, la cual modela un gas exótico, su forma
general es

p = − A
ρα
,

donde p es la presión, ρ la densidad, 0 < α ≤ 1 y A es una constante positiva.
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El uso de la ecuación de tipo Chapligyn es muy difundido en las áreas de
relatividad y cosmología, en las cuales se utiliza para modelar fluidos exóticos,
tales como los que se teorizan en el interior de las estrellas compactas, además
de algunos otros modelos para gases en modelos de expansión entre otros.



Capı́tulo 3
Relatividad

La teoría de la relatividad general fue propuesta originalmente por Albert
Einstein en 1915, siendo inclusive cien años después de su formulación una
de las menos comprendidas teorías científicas; esto debido al distinto punto
de vista que ofrece sobre la naturaleza del espacio y el tiempo, el cual en pri-
mera instancia dista de el sentido común y va por sí mismo contra el sentido
intuitivo en el cual percibimos estas estructuras. Existe además un segundo
obstáculo para el estudio de esta teoría, el cual es la compleja maquinaria
matemática necesaria para su desarrollo, razón por la cual la teoría de la
relatividad permaneció sin grandes avances por casi medio siglo después de
su formulación.

El reciente interés en ésta teoría se debe principalmente a Wheeler y
Bondi, en la década de los 50’s; debido a dos descubrimientos, el primero el
descubrimiento de los quasares, donde se notó el gran efecto producido por
los campos gravitacionales y derivó en el estudio de los colapsos, del cual
surgieron las ecuaciones que describen las singularidades y el estudio de los
agujeros de gusano en 1960’s. El factor restante fue la necesidad de una teoría
cuántica de gravitación.

3.1. Introducción

Como primer obstáculo en el entendimiento de la relatividad se ubica la
dificultad de derrumbar previas suposiciones que se tienen sobre el comporta-
miento del espacio y del tiempo. Se puede considerar al espacio-tiempo como
un continuo compuesto por eventos donde cada uno de los mismos puede ser

15
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representado por un punto ubicado en el espacio a un tiempo específico, por
lo que todos los eventos pueden ser descritos unicamente por tres coordena-
das espaciales y una temporal.

Dados dos eventos p y q en el espacio, pueden ocurrir las siguientes posi-
bilidades: (1) Es posible que un observador vaya de q a p en el cual se dice
que q esta en el pasado de p. (2) Puede un observador ir de p a q siendo q
en el futuro de p. (3) Es imposible en principio para un observador o cuerpo
material estar en ambos eventos. Los eventos en la tercera posibilidad pueden
ser a su vez (i) Eventos que yacen en la frontera de los eventos futuros de p
los cuales no pueden ser alcanzados por objetos que viajen desde p pero sí
por señales luminosas desde p. (ii) Los eventos ubicados en el pasado de p
se definen de forma similar. (iii) Eventos que no están ni en el futuro ni el
pasado, sino que se encuentran residiendo mutuamente en el vértice del cono
de luz(Wald, 1984).

Lo cierto es que esta idea conlleva al hecho de que no existe la simulta-
neidad e inclusive el que un observador pudiera conjeturar que dos eventos
ocurren simultáneamente ésta afirmación estaría ligada a las condiciones de
movimiento de dicho observador. Es esta noción de simultaneidad que está
tan firmemente concebida en el sentido común la que muchas veces obstruye
el entendimiento de la teoría de la relatividad.

En el caso de dos observadores que verifican un evento p, la sincroniza-
ción de sus relojes en el tiempo t en el cual el evento ocurre en un siste-
ma de referencia O(x, y, z, t) respecto al primer observador y en el sistema
O′(x′, y′, z′, t′) que se mueve con el observador dos a una velocidad v en la
dirección x, será un asunto trivial al hacer t = t′ se obtienen las coordenadas
de O′ como

t′ = t, (3.1)
x′ = x− vt, (3.2)
y′ = y, (3.3)
z′ = z, (3.4)

sin embargo en relatividad, la sincronización de relojes no es un asunto
tan trivial, siendo necesarias las transformaciones de Lorentz

t′ =
(t− vx/c2)

(1− v2/c2)1/2
(3.5)
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x′ =
(x− vt)

(1− v2/c2)1/2
(3.6)

y′ = y, (3.7)

z′ = z, (3.8)

donde c es la velocidad de la luz. Dado que diferentes observadores pueden
etiquetar diferentes sistemas de referencia inerciales y no existe una razón por
la cual un observador tenga preferencia sobre otro, un postulado fundamental
de la relatividad es la inexistencia de observadores inerciales preferenciales,
siendo todos y cada uno de ellos igualmente válidos en sus observaciones.
En relatividad especial ni el intervalo de tiempo ni espacio entre dos eventos
simultáneos tiene relevancia absoluta. La cantidad que es independiente del
observador es el intervalo espacio-tiempo I definido como

I = −(∆t)2 +
1

c2
[(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2]. (3.9)

El intervalo I y las funciones que dependan de I son las únicas cantidades
independientes del observador que caracterizan las relaciones entre eventos.
Se puede referir a I como la métrica del espacio-tiempo análoga a la métrica
Euclidiana(Hartle, 2002).

3.2. Relatividad General

La formulación de la teoría especial de la relatividad causó un gran im-
pacto en la física de la época, ya que, en principio, la mayoría de los conceptos
previos debían modificarse adaptándose a la nueva forma de entender el espa-
cio y el tiempo. Una excepción a esta adaptación es la teoría electromagnética
de Maxwell la cual era consistente con la relatividad. Sin embargo la teoría
mecánica de Newton no lo era al considerar eventos simultáneos.

En lugar de modificar la teoría de Newton para hacerla coincidir con la
naciente teoría relativista, Einstein optó por buscar una teoría más generali-
zada, un nuevo punto de vista de la gravitación y el espacio-tiempo. Esta idea
la llevó a cabo influenciado por dos principios fundamentales, el principio de
equivalencia, en el cual todos los cuerpos son influenciados por la gravedad
y por lo cual, todos ellos caen de la misma forma en un campo gravitacional.
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La segunda idea principal fue el principio de Mach, por la cual Einstein
optó por una teoría en la cual la estructura del espacio-tiempo es afectada
por la mera presencia de materia en el. Esta nueva teoría del espacio, tiem-
po y gravedad denominada como relatividad general se sigue de el hecho de
que las propiedades intrínsecas, el observador independiente y las propieda-
des del espacio tiempo, quedan descritas por la métrica del espacio-tiempo,
como el caso de relatividad especial. Con la diferencia de que la métrica no
necesariamente es plana, en lugar de esto existe curvatura, lo que lleva a una
desviación de la métrica plana. La curvatura del espacio-tiempo está, ade-
más, relacionada con el tensor de momento energía a través de las ecuaciones
de Einstein. Por lo que, la estructura del espacio-tiempo está relacionada con
la materia contenida en él.

3.3. Geometría

3.3.1. Vectores

En la física el estudio de las magnitudes es de vital importancia, siendo,
de las más trascendentales aquellas que representan no sólo una cantidad
sino también, una dirección de efecto. Es aquí donde aparece para el físi-
co el concepto de vector, magnitud que se ve representada en el principio
de su aprendizaje, como una cantidad más una dirección. Sin embargo, ma-
temáticamente, el vector es aquel elemento que forma parte de un cuerpo
matemático con propiedades definidas conocido como espacio vectorial.

Un espacio vectorial (o espacio lineal) se define como la constitución
de los siguientes elementos:

1. un cuerpo F de escalares;

2. un conjunto V de elementos llamados vectores;

3. una regla (u operación) llamada adición, que asocia a cada par de
vectores α, β de V un vector α+ β de V , que se llama suma de α y β,
de tal modo que:

(a) la adición es conmutativa, α + β = β + α

(b) la adición es asociativa, α + (β + γ) = (α + β) + γ

(c) existe un único vector de 0 de V , llamado vector nulo, tal que
α + 0 = α, ∀α ∈ V ;
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(d) ∀α ∈ V, ∃! vector −α ∈ V : α + (−α) = 0;

4. una regla (u operación), llamada multiplicación escalar, que asocia a
cada escalar c de F y cada vector α de V a un vector cα de V , llamado
producto de c y α :

(a) 1α = α∀α ∈ V ;

(b) (c1c2)α = c1(c2α);

(c) c(α + β) = cα + cβ;

(d) (c1 + c2)α = c1α + c2α (Hoffman y Kunze, 1971).

Al poder ser representados los vectores como un conjunto de coordenadas
en un arreglo lineal, es de utilidad su descomposición en componentes con
respecto al conjunto de vectores base, siendo la base de cualquier conjunto
de vectores, aquel conjunto que por sí mismo puede reproducir todo el espa-
cio vectorial asociado a ellos, y que son, entre sí, linealmente independientes.
Siendo, por lo tanto, todos los vectores del espacio vectorial una combina-
ción lineal de la base. Para cualquier espacio vectorial existe un infinidad de
bases posibles, sin embargo, el número de elementos en la base permanece
constante, este número se denomina la dimensión del espacio vectorial.

En el caso del espacio-tiempo los vectores son 4-dimensionales, conocidos
como cuatro-vectores, cubriendo a cada punto del espacio. Ya que algunos de
los conceptos tales como el que un vector vaya de un punto a otro sólo son
válidos en espacios planos, una vez que se introduce curvatura, se dice que,
a cada punto p en el espacio-tiempo se le pueden asociar todos los posibles
vectores localizados en ese punto; este conjunto de vectores forma el espacio
tangente de p o Tp.

Un vector A cualquiera, puede ser representado como una combinación
lineal de sus vectores base en la forma:

A = Aµêµ, (3.10)

donde los coeficientes Aµ son las componentes del vector A, además êµ repre-
senta los vectores de la base, con µ ∈ 0, 1, 2, 3 (en el caso de un cuatro-vector).

Para una curva parametrizada xµ(λ), el vector tangente V (λ) tendrá com-
ponentes

V µ =
dxµ

dλ
, (3.11)
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siendo este de la forma V = V µêµ, que, mediante transformaciones de Lo-
rentz, cambia en sus coordenadas xµ manteniendo la parametrización λ inal-
terada:

V µ → V µ′ = Λµ′

ν V
ν , (3.12)

aquí, pese a que el vector V por sí mismo se mantiene inalterado, sus compo-
nentes se transforman, siendo V invariante bajo transformaciones de Lorentz.

El espacio dual, para el espacio Tp, es denotado mediante un asterisco
en la forma T ∗p , el espacio dual es un mapeo lineal de los elementos del espacio
original hacia los reales, esto es si w ∈ T ∗p ∴

w(aV + bW ) = aw(V ) + bw(W ) ∈ R (3.13)

donde V,W son vectores y a, b números reales. Los vectores base del espacio
dual pueden representarse como θ̂ν(ê(µ)) = δνµ. Entonces el vector dual en
términos de sus componentes se expresa como:

w = wµθ̂
(µ). (3.14)

De forma convencional se puede referir a los vectores del espacio origi-
nal como vectores contravariantes o de índices superiores y a los vectores
del espacio dual como vectores covariantes o de índices inferiores o también

Figura 3.1: Espacio tangente TxM en el punto x de la variedad M .
Fuente: McSush. Dominio público.
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llamados una-formas. La acción de un vector dual sobre un vector puede
escribirse en la forma:

w(V ) = wµθ̂
(µ)(V ν ê(ν))

= wµV
ν θ̂(µ)(êν)

= wµV
νδµν

= wµV
µ ∈ R. (3.15)

Esto lleva a que los vectores pueden ser vistos como mapeos de los elementos
del espacio dual

V (w) = w(V ) = wµV
µ. (3.16)

por lo que, el espacio dual del espacio dual es el propio espacio vectorial. En
el caso de la acción del espacio dual sobre el espacio vectorial el resultado es
una función escalar, sin índices e invariante bajo transformaciones de Lorentz.

El más simple ejemplo de un vector dual, es el gradiente de una función
escalar

dφ =
∂φ

∂xµ
θ̂µ. (3.17)

Una forma más sencilla de expresar el gradiente de una función es la ecuación

∂φ

∂xµ
= ∂µφ = φ,µ . (3.18)

de la cual se desprende el hecho del gradiente de ser un vector dual, ya que
el índice superior de xµ conlleva un índice inferior en el resultado al estar en
la parte del denominador(Carroll, 2004).
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3.3.2. Tensores

La generalización de los conceptos de vector y vector dual, es el objeto
conocido como tensor. El cual es un mapeo multilineal, esto es, un tensor T
de rango (k, l) es un mapeo de una colección de vectores y vectores duales a
R:

T : T ∗p × · · · × T ∗p︸ ︷︷ ︸
(k veces)

×Tp × · · · × Tp︸ ︷︷ ︸
(l veces)

→ R. (3.19)

donde × denota el producto cartesiano. Al ser un mapeo multilineal, se tie-
ne que el tensor actúa de forma lineal en cada uno de sus argumentos. Los
escalares son vectores tipo (0,0), y los vectores son tensores de rango (1,0)
mientras que los vectores duales son de rango (0,1).

Como es natural, al ser los tensores una generalización de los vectores, el
conjunto de tensores de rango (k, l) forma un espacio vectorial, por lo que
pueden ser sumados entre sí además de multiplicados por un escalar(Misner
et al., 1973).

Si se quiere obtener la base para el espacio vectorial de tensores, es nece-
saria la definición de el producto tensorial. Si T es un tensor de rango (k, l)
y S uno de rango (m,n), se define el tensor T ⊗ S de rango (k + m, l + n)
como:

T ⊗ S(w(1), ..., w(k), ..., w(k+m), V (1), ..., V (l), ..., V (l+n)

= T (w(1), ..., w(k), V (1), ..., V (l))

×S(w(k+1), ..., w(k+m), V (l+1), ..., V (l+n)). (3.20)

donde w(i) y V (i) son distintos vectores y vectores duales. En general el pro-
ducto tensorial es no conmutativo, T ⊗ S 6= S ⊗ T .

Para la formación de las bases del espacio de los tensores (k, l), se usa la
multiplicación de los vectores y vectores duales, estos serán los tensores de
la forma

ê(µ1) ⊗ · · · ⊗ ê(µk) ⊗ θ̂
(ν1) ⊗ · · · ⊗ θ̂(ν1). (3.21)

Existiendo 4k+l tensores base en el espacio-tiempo 4-dimensional. Así un
tensor puede expresarse en términos de sus componentes como:

T = T µ1...µk ν1...νl ê(µ1) ⊗ · · · ⊗ ê(µk) ⊗ θ̂
(ν1) ⊗ · · · ⊗ θ̂(νl). (3.22)



3.3. Geometría 23

Un tensor de rango (k, l) tienes k índices superiores y l índices inferiores.
Siendo el orden de los mismos de importancia.

En el espacio-tiempo existen varios ejemplos de tensores. Uno de los más
utilizados es el tensor métrico de rango (0,2) ηµν . Ésta métrica actúa de
forma particular sobre los vectores, siendo su acción sobre dos elementos una
operación de interés conocida como producto interior, la cual opera de la
forma

η(V,W ) = ηµνV
µW ν = V ·W. (3.23)

Como ya es conocido, al ser nulo el producto interno de dos vectores, se
refiere a los mismos como ortogonales. La norma de un vector es definida por
el producto interno del vector consigo mismo, sin embargo, a diferencia del
concepto tradicional Euclidiano, aquí la norma no es necesariamente positiva
por lo que

si ηµνV µW ν es


< 0, V µ es timelike
= 0, V µ es lightlike o nulo
> 0, V µ es spacelike.

(3.24)

Asimismo, la delta de Kronecker δµρ es un tensor de rango (1,1), el cual
funciona como mapeo de vectores a vectores y es además el mapeo identidad.
Es mediante el uso de la delta de Kronecker que se obtiene la métrica inversa
ηµν de rango (2,0) la cual opera con la métrica en la forma

ηµνηνρ = ηρνη
νµ = δρµ. (3.25)

Utilizando la métrica y la delta de Kronecker se llevan a cabo diferen-
tes operaciones exclusivas de los tensores, siendo una de las más básicas la
contracción de índices la cual, transforma un tensor de rango (k, l) en uno
(k−1, l−1). Esta se lleva acabo sumando un índice superior con uno inferior

Sµρσ = T µνρσν . (3.26)

Además en general T µνρσν 6= T µρνσν , ya que se obtienen diferentes tensores
al cambiar el orden de los índices en la contracción. Las métricas y sus inversas
son utilizables para subir o bajar índices en los tensores en la forma:

Tαβµδ = ηµγTαβγδ,

T β
µ γδ = ηµαT

αβ
γδ,

T ρσ
µν = ηµαηνβη

ργησδTαβγδ, (3.27)
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estas operaciones no alteran la posición relativa de los índices, además los
índices mudos aparecen en ambos lados de la ecuación. Además es posible
también transformar vectores en vectores duales y viceversa mediante

Vµ = ηµνV
ν

ωµ = ηµνων . (3.28)

Otra propiedad importante de los tensores es la simetría, un tensor se dirá
simétrico en sus índices, si al cambiar el orden de los mismos dicho tensor
permanece inalterado, es decir

Sµνρ = Sνµρ, (3.29)

de esta forma, Sµνρ es simétrico en sus primeros dos índices mientras que

Sµνρ = Sµρν = Sρµν = Sνµρ = Sρνµ, (3.30)

indica una simetría en los tres índices del tensor S. Por el contrario, un tensor
es antisimétrico cuando sucede que

Aµνρ = −Aρνµ (3.31)

el cual es antisimétrico en los índices primero y tercero. En el caso de tensores
con mayor uso, se puede observar que por ejemplo, el tensor métrico ηµν y
su inverso ηµν son simétricos, mientras que el conocido tensor del símbolo
Levi-Civita εµνρσ es antisimétrico.

3.3.2.1. Métrica

Dada la importancia del tensor métrico, este en general, recibe el sím-
bolo gµν dado que el usado anteriormente ηµν es reservado para la métrica
de Minkowski. De la misma manera mencionada con anterioridad se define
también la métrica inversa gµν a través de

gµνgνσ = gλσg
λµ = δµσ . (3.32)

Para expresar el tensor métrico g en términos de sus componentes dentro
de una base coordenada es utilizada la expansión

g =
∑
µ,ν

gµνdx
µ ⊗ dxν . (3.33)
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además dado que dxµ es un vector dual es natural el hecho de escribir el
elemento de línea en función de la métrica como

ds2 =
∑
µ,ν

gµνdx
µdxν , (3.34)

la cual por comodidad suele representarse en la mayoría de los casos omi-
tiendo la sumatoria, recordando su definición. Una representación útil de la
métrica suele ser la forma canónica de gµν , en esta forma, las componentes
de la métrica son de la forma

gµν = diag(−1,−1, ...,−1,+1,+1, ...,+1, 0, 0, ..., 0), (3.35)

donde diag significa la matriz diagonal con los elementos dados. Estos signos
en las entradas de la diagonal determinan ciertas propiedades para la métri-
ca, como ejemplo en el espacio de Minkowski se tienen los signos (-,+,+,+),
si uno de los eigenvalores es nulo, la métrica se llama degenerada y su inversa
es inexistente, de forma similar si la métrica es continua y no degenerada
sus signos serán los mismos en cada punto. Si todos los signos son positivos,
entonces a dicha métrica se le llamará Euclidiana o Riemanniana, por el con-
trario si son negativos entonces será Lorentziana o pseudo-Riemanniana, las
métricas con signos mixtos son las indefinidas.

Algunos de los resultados que el tensor métrico gµν provee son:

1. La métrica suple las nociones de pasado y futuro.

2. Permite la medición de longitudes y tiempo propio.

3. Determina la distancia más corta entre dos puntos.

4. Reemplaza el campo gravitacional Newtoniano φ

5. Provee la noción de marcos de referencia inerciales y por ello el sentido
de no rotación.

6. Con ella se determina la causalidad al establecer la velocidad de la luz
mayor a cualquier otra señal.

7. Reemplaza el concepto euclidiano de producto punto de la mecánica
Newtoniana.



Capı́tulo 4
Modelo estelar con ecuación de estado
tipo Chaplygin

4.1. Ecuaciones

Para esta solución estelar se considera un fluido con presiones anisotrópi-
cas, es decir las presiones radial y tangencial son diferentes, mientras que la
parte de la geometría se supone como estática y esfericamente simétrica, en
tal caso el elemento de linea es dado por:

ds2 = −f(r)dt2 + g(r)dr2 + r2dΩ2 (4.1)

De esta suposición, a partir de las ecuaciones de Einstein Gµν = kTµν se
obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

kc2ρ(r) =
g′

rg2
+
g − 1

gr2
(4.2)

kPr(r) =
f ′

rgf
− g − 1

gr2
(4.3)

kPt(r) = −1

4

f ′2

rgrf 2
− 1

4

(g′r − 2g)f ′

fg2r
− 1

2

g′

rg2
+

1

2

f ′′

gf
(4.4)

siendo, f y g funciones de r, y sus funciones primadas, derivadas respecto a
r, además ρ representa la densidad del fluido, Pr a la presión radial y Pt la
presión tangencial.

La existencia de dos presiones, tangencial y radial (Bowers y Liang, 1974),
se debe al hecho de que dentro del tensor de energía momento se suponen

26
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distintas puesto que para estrellas compactas, a tan altas densidades en su
interior, se cree (Ruderman, 1972), que las interacciones neutrón-neutrón en
el interior generarán un estado de superfluído con anisotropía. Es necesario
mencionar que ésta no es la única posible fuente de anisotropía, otra fuente
podría ser la existencia de un núcleo sólido (Canuto, 1973), dicho núcleo pu-
diese llegar a existir para materia fría en el rango de 1015g/cm3, sin embargo
el mencionado estado es aún incierto. Por otro lado, para la resolución de
este sistema de ecuaciones, es necesaria la imposición de otras dos ecuaciones
al sistema, las cuales deben ser consistentes con la naturaleza de los plan-
teamientos descritos. La primera será, como es usual en la literatura, una
ecuación de estado. En este caso, utilizaremos una ecuación de estado tipo
Chaplygin(Bhar, 2017) (Bhar et al., 2016). Dicha ecuación de estado tiene la
forma:

Pr(ρ) = µc2ρ− ν

c2ρ
, (4.5)

ecuación que relaciona la presión radial con la densidad. La segunda ecuación
impuesta es una forma explícita para g(r) la cual está relacionada con función
de masa:

g(r) = (1 + βr2)2 (4.6)

Al reemplazar las ecuaciones para la presión radial y densidad en la ecua-
ción de estado, la ecuación resultante será:

d

dr
f(r) =

(
−νr(1 + βr2)5k2

βσ
+

βrσµ

1 + βr2
+ βr(2 + βr2)

)
f(r) (4.7)

donde σ es:

σ = 6 + 3βr2 + β2r4 (4.8)

De la ecuación anterior se obtiene mediante la integración, la forma de
f(r):

f(r) = C(1 + βr2)2µσ − 5

4

νk2

β2
eω (4.9)

con

ω = − 1

120 β2
ν

(
5 β r2

(
3 β3r6 + 8 β2r4 − 12 β r2 + 48

)
(4.10)

− 244
√

15 arctan
(

1/15
(
2 β r2 + 3

)√
15
))

k2

+ 1/4 β r2 (1 + µ)
(
β r2 + 4

)
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Una vez obtenida la forma para f(r) se está en condiciones de reemplazarla
dentro de las ecuaciones (4.1)-(4.3) con la finalidad de obtener las ecuaciones
para cada una de las variables hidrostáticas, de esta manera el conjunto de
ecuaciones para la solución obtenida es el siguiente:

ρ(r) =
βσ

(1 + βr2)3c2k
(4.11)

Pr(r) =
µβσ

k(1 + βr2)3
− kν(1 + βr2)3

βσ
(4.12)

Pt(r) = Pr(r) +
1

4
k(1 + βr2)2r2Pr(r)

2 (4.13)

− 1

2

β2νr2

c4k(1 + βr2)4ρ(r)2
(54 + 38βr2 + 21β2r4 + 6β3r6 + β4r8)

+
1

2

µβ2r2

(1 + βr2)4k
(βr2 + 3)(−2 + 8βr2 + 3β2r4 + β3r6)

+
1

4
βr2(2 + βr2)c2ρ(r)

Tras encontrar las formas funcionales de las variables hidrostáticas, se
utiliza la definición para encontrar las velocidades del sonido, radial y tan-
gencial, definidas como:

v2r =
∂Pr(ρ)

∂ρ
=
dPr
dr

/
c2
dρ

dr

v2t =
∂Pt(ρ)

∂ρ
=
dPt
dr

/
c2
dρ

dr

de las definiciones anteriores se obtienen los cuadrados de las velocidades
del sonido como:

v2r(r) = c2µ+
c2k2(1 + βr2)6ν

β2σ2
(4.14)



4.2. Aceptabilidad física 29

v2t = −1

4

(1 + βr2)11ν2(6 + 51βr2 + 18β2r4 + 5β3r6)c2k4

β4σ3γ
(4.15)

+
1

2

1

β2γσ3
(c2ν(1 + βr2)5(3β7µr14 + 3β7r14 + 28β6µr12 + 28β6r12

+ 144β5µr10 + 146β5r10 + 450β4µr8 + 466β4r8 + 945β3µr6

+ 1015β3r6 + 1242β2µr4 + 972βµr2 + 1584βr2 + 216µ+ 504)k2)

− 1

4

1

(1 + βr2)γ
(c2(β5µ2r10 + 2β5µr10

+ β5r10 + 5β4µ2r8 + 10β4µr8 + 3β3µ2r6 + 10β3µr6 + 7β3r6 − 9β2µ2r4

− 6β2µr4 + 3β2r4 − 36βµ2r2 + 48βµr2 + 12βr2 + 36µ2 − 72µ+ 12))

donde γ = β2r4 + 4βr2 + 15.

4.2. Aceptabilidad física

Es un hecho que no cualquier solución que se presenta puede ser factible
en la realidad, por ello es que existe una serie de condiciones de aceptabili-
dad física que aseguran el que un modelo en particular pueda efectivamente
representar un objeto o grupo de objetos estelares existentes. Por ello es que
estas condiciones deben ser satisfechas para afirmar que las soluciones son
bien comportadas físicamente:

(i) La solución no debe presentar singularidades en su geometría, por lo
que debe tener un valor positivo y finito para las presiones y la densidad
i.e. Pt(0), Pr(0) ≥ 0 y ρ(0) ≥ 0.

(ii) La condición de causalidad se debe obedecer, para esto las velocidades
del sonido deben ser menores que la de la luz, vr, vt ≤ c, además debe
ser positiva vs ≥ 0.

(iii) En la frontera de la estrella, donde el radio es r = R debe anularse
la presión radial Pr(R) = 0, aunque no necesariamente ocurre esto
para la presión tangencial y la densidad, así mismo las presiones deben
coincidir en el origen de la estrella.

(iv) Adicionalmente la presión radial debe ser una función monótona decre-
ciente respecto al radio de la estrella, dPr

dr
< 0 para 0 < r < R.

(v) Análogamente la densidad tendrá su máximo en el origen y decrecerá
monótonamente hacia la frontera, dρ

dr
< 0 para 0 < r < R.
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(vi) Además una estrella compacta y anisotrópica, es considera estable cuan-
do se satisface, v2t − v2r < 0(Herrera y Santos, 1997).

4.3. Condiciones extremales

Para entender el comportamiento de la solución, primeramente se deben
evaluar las ecuaciones hidrostáticas para el origen y la frontera de la estrella.
Aplicando las condiciones en el origen para las ecuaciones para la densidad,
presión radial, velocidad radial, velocidad tangencial se obtienen las siguien-
tes ecuaciones:

ρ0(0) =
6β

c2k
, (4.16)

Pr0(0) = Pt0(0) =
−νk2 + 36µβ2

6βk
, (4.17)

v2r0(0) = c2µ+
c2k2ν

36β2
, (4.18)

v2t0(0) = − ν
2c2k4

2160β4
+
c2ν(504 + 216µ)k2

6480β2
− c2(12 + 36µ2 − 72µ)

60
. (4.19)

Se evalúan los gradientes de las funciones enunciados en (iv) y (v):

d2

dr2
ρr(r)

∣∣∣
r=0

= −30β2

c2k
(4.20)

d2

dr2
Pr(r)

∣∣∣
r=0

= −5(νk2 + 36µβ2)

6k
(4.21)

obteniendo como resultado, expresiones explícitamente negativas, las cuales
indican la presencia de un máximo en el origen, cumpliendo las condiciones
de aceptabilidad física.
De manera similar para las condiciones en la frontera donde r = R se obtienen
las ecuaciones para las presiones en la frontera como:

PR(R) =
µβ(6 + 3βR2 + β2R4)

(1 + βR2)3k
− ν(1 + βR2)3k

β(6 + 3βR2 + βR4)
(4.22)
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debido a la condición (iii) en la frontera la presión radial se anula, de tal
forma que es posible especificar el valor de ν obteniendo:

ν =
µβ2(6 + 3βR2 + β2R4)2

(1 + βR2)6k2
(4.23)

Otra consecuencia de esta condición es que, al reemplazar en la ecuación de
estado 4.5 la forma de la densidad 4.11 y el valor de ν obtenido en la ecuación
4.23, se obtiene que Pr(ρ)|r=R = 0, por lo que la presión radial se anula en
la frontera. Además, dada la definición de velocidad radial 4.14, al evaluarla
en el origen con el valor de ν se obtiene:

v2r = 2µc2, (4.24)

ésta ecuación unida a las condiciones físicas de causalidad, permite obtener
la más inmediata cota para µ, un conjunto de límites dentro de los cuales
deben existir los valores de µ que llevarán a resultados físicamente aceptables,
siendo la primera cota:

0 < µ <
1

2
. (4.25)

Para la presión tangencial evaluada en r = R se obtiene la ecuación:

PT (R) =
β2R2

4(1 + βR2)4k
(12− 120µ− 32µβR2 + 24βR2 (4.26)

− 8µβ2R4 + 17β2R4 + 6β3R6 + β4R8),

y, dado que la presión tangencial en el origen debe satisfacer que PT (0) > 0,
se resuelve dicha desigualdad para µ, implicando otra cota para µ que debe
ser:

(2 + βR2)(6 + 3βR2 + β2R4)(1 + βR2)

−8β2R4 − 120− 32βR2
< µ. (4.27)

Sin embargo, para poder realizar un análisis más efectivo de las propieda-
des de la solución estelar y también obtener los límites para los intervalos de
µ, surge la necesidad de realizar cambios de variable dentro de las ecuacio-
nes hidrostáticas. Esta reparametrización se realiza con y = βR2 y r = xR,
siendo x e y parámetros adimensionales, estando x asociado con el radio de
la estrella de tal forma que x = 0 se asocia al centro y x = 1 a la frontera de
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la estrella. Al realizar dichos cambios de variable, como resultado son obte-
nidas las funciones adimensionales hidrostáticas, primeramente la densidad
adimensional:

kc2ρ(x, y) =
y(6 + 3yx2 + y2x4)

(1 + yx2)3
. (4.28)

Las presiones, además, poseen dependencia de µ, el parámetro proveniente
de la implementación de la ecuación de estado:

Pr (x, y, µ) = µ
(
x2 y + 1

)3 (4.29)

×

(
y (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

(x2 y + 1)6
− y (y2 + 3 y + 6)

2

(1 + y)6 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

)
,

Pt (x, y, µ) = µ

(
y (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

(x2 y + 1)6
− y (y2 + 3 y + 6)

2

(1 + y)6 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

)
(4.30)

×
(
x2 y + 1

)3
+

1

4

µ x2 (−3 + µ) y2 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)
2

(x2 y + 1)4

+
1

4

y2 x2 (x2 y + 2) (9 µ+ 1) (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

(x2 y + 1)3

− µ y2 x2 (x2 y + 3) (x6 y3 + 3 x4 y2 + 5 x2 y + 1)

(x2 y + 1)4

− 1

4

µ y2 (y2 + 3 y + 6)
2

(x2 y + 1)
2

(2 µ+ 5) x2

(1 + y)6

+
7

4

µ y2 (y2 + 3 y + 6)
2
x2 (x2 y + 2) (x2 y + 1)

3

(1 + y)6 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

+
1

y2 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)2

(
1

4

µ2 y4 (y2 + 3 y + 6)
4

(x2 y + 1)
2
x2

(1 + y)12

− y4 x2 (x2 y + 3) (x6 y3 + 3 x4 y2 + 5 x2 y + 1) µ (y2 + 3 y + 6)
2

(x2 y + 1)4 (1 + y)6

)
×

(
x2 y + 1

)6
,
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v2t (x, y, µ) = −1

4

1

(x4y2 + 3x2y + 6)3 (1 + y)12 (x2y + 1) (x4y2 + 4x2y + 15)
(4.31)

× (y2 (x− 1) (x+ 1) (x4 y4 + 3 x4 y3 + 6 x4 y2 + 3 x2 y3

+ 12 x2 y2 + 17 x2 y + 6 y2 + 17 y + 15) (5 x18 y12

+ 30 x18 y11 + 105 x18 y10 + 180 x18 y9 + 48 x16 y11 + 180 x18 y8

+ 288 x16 y10 − x14 y12 + 1008 x16 y9 − 6 x14 y11 + 1728 x16 y8

+ 219 x14 y10 + 1728 x16 y7 + 1384 x14 y9 − 8 x12 y11

+ 4899 x14 y8 − 48 x12 y10 + 8418 x14 y7 + 562 x12 y9

+ 8423 x14 y6 + 3932 x12 y8 − 24 x10 y10 + 14202 x12 y7

− 144 x10 y9 + 24504 x12 y6 + 876 x10 y8 + 24544 x12 y5

+ 6936 x10 y7 − 30 x8 y9 + 25596 x10 y6 − 180 x8 y8

+ 44352 x10 y5 + 960 x8 y7 + 44472 x10 y4 + 7860 x8 y6 + 45 x6 y8

+ 29160 x8 y5 + 270 x6 y7 + 50580 x8 y4 + 1673 x6 y6

+ 50730 x8 y3 + 6888 x6 y5 + 126 x4 y7 + 21633 x6 y4 + 756 x4 y6

+ 36198 x6 y3 + 2304 x4 y5 + 35973 x6 y2 + 5004 x4 y4 + 108 x2 y6

+ 10584 x4 y3 + 648 x2 y5 + 15660 x4 y2 + 1707 x2 y4 + 15030 x4 y

+ 2682 x2 y3 − 216 y5 + 3447 x2 y2 − 1296 y4 + 3780 x2 y − 3234 y3

+ 3240 x2 − 4284 y2 − 3114 y − 1080) (x6 y5 + 3 x6 y4 + 6 x6 y3

+ x4 y5 + 6 x4 y4 + 12 x4 y3 + 19 x4 y2 + 3 x2 y4 + 12 x2 y3

+ 18 x2 y2 + 21 x2 y + 6 y3 + 19 y2 + 21 y + 12) µ2)

+
1

2

1

(x4 y2 + 3 x2 y + 6)3 (1 + y)6 (x2 y + 1) (x4y2 + 4x2y + 15)

× ((3 x26 y17 + 18 x26 y16 + 63 x26 y15 + 108 x26 y14 + 46 x24 y16

+ 108 x26 y13 + 276 x24 y15 − x22 y17 + 966 x24 y14 − 6 x22 y16

+ 1656 x24 y13 + 344 x22 y15 + 1656 x24 y12 + 2134 x22 y14 − 14 x20 y16

+ 7524 x22 y13 − 84 x20 y15 + 12918 x22 y12 + 1612 x20 y14

+ 12923 x22 y11 + 10652 x20 y13 − 95 x18 y15 + 38052 x20 y12 − 570 x18 y14

+ 65508 x20 y11 + 5181 x18 y13 + 65578 x20 y10 + 37736 x18 y12

− 402 x16 y14137301 x18 y11 − 2412 x16 y13 + 237246 x18 y10

+ 11902 x16 y12237721 x18 y9 + 99552 x16 y11 − 1167 x14 y13

+ 370542 x16 y10 − 7002 x14 y12 + 643140 x16 y9 + 19949 x14 y11

+ 645150 x16 y8 + 201384 x14 y10 − 2394 x12 y12 + 769029 x14 y9

− 14364 x12 y11 + 1341342 x14 y8 + 24702 x12 y10 + 1347177 x14 y7

+ 315792 x12 y9 − 3537 x10 y11 + 1236942 x12 y8 − 21222 x10 y10

+ 2167668 x12 y7 + 21776 x10 y9 + 2179638 x12 y6 + 378246 x10 y8

− 3510 x8 y10 + 1518396 x10 y7 − 21060 x8 y9 + 2672694 x10 y6

+ 15556 x8 y8 + 2690379 x10 y5 + 339036 x8 y7 − 1728x6y9 + 1379676x8y6
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− 10368 x6 y8 + 2434356 x8 y5 + 17899 x6 y7 + 2451906 x8 y4

+ 228354 x6 y6 + 2592 x4 y8 + 894279 x6 y5 + 15552 x4 y7

+ 1567116 x6 y4 + 57438 x4 y6 + 1575756 x6 y3 + 163188 x4 y5

+ 6480 x2 y7 + 428598 x4 y4 + 38880 x2 y6 + 683640 x4 y3

+ 101808 x2 y5 + 670680 x4 y2 + 157248 x2 y4 + 7776 y6 + 193968 x2 y3

+ 46656 y5 + 204768 x2 y2 + 117144 y4 + 172368 x2 y + 158544 y3

+ 127224 y2 + 64800 y + 25920) µ)− 1

4

x8y4 + 4x6y3 + 3x4y2 + 12

x4y2 + 4x2y + 15
,

v2r (x, y, µ) =
1

y (4 x3 y2+6 x y)

(x2 y+1)3
− 6 y2 (x4 y2+3 x2 y+6) x

(x2 y+1)4

(4.32)

×

(
µ

(
y (4 x3 y2 + 6 x y)

(x2 y + 1)6
− 12 y2 (x4 y2 + 3 x2 y + 6) x

(x2 y + 1)7

+
y (y2 + 3 y + 6)

2
(4 x3 y2 + 6 x y)

(1 + y)6 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)2

) (
x2 y + 1

)3
+ 6 µ

(
y (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

(x2 y + 1)6

− y (y2 + 3 y + 6)
2

(1 + y)6 (x4 y2 + 3 x2 y + 6)

) (
x2 y + 1

)2
x y

)
.

De lo anterior, las ecuaciones hidrostáticas han quedado definidas en tér-
minos de tres variables, (x, y, µ), y, puesto que x está asociada con el radio
estelar, y su rango es 0 ≤ x ≤ 1, solo queda, a partir de estas ecuaciones,
obtenerse los intervalos de validez para y y µ. Ésto se llevará a cabo aplicando
las condiciones en la frontera y en el origen a las ecuaciones hidrostáticas, y
asegurando que concuerden con las condiciones de aceptabilidad física.
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4.4. Condiciones en la frontera

Primeramente evaluamos las ecuaciones hidrostáticas en la frontera co-
menzando por la densidad

ρ(1, y) =
y(y2 + 3y + 6)

(1 + y)3
, (4.33)

y, ya que y es positiva, la densidad pese a que no establece condición alguna
para la y, nos dice que en la frontera la densidad no se anula en este caso.
Se verifica también que la presión radial se anula en la frontera al evaluarla
en x = 1 y obtener Pr(1, y, µ) = 0. Por su parte, para la presión tangencial,
la cual no necesariamente debe anularse, se obtiene tras evaluarla en x = 1 e
imponer la condición Pt(1, y, µ) > 0, resolviendo para µ su primera condición
es:

µ <
1

8

y4 + 6 y3 + 17 y2 + 24 y + 12

y2 + 4 y + 15
. (4.34)

Tras evaluar la velocidad tangencial en la frontera se obtiene:

v2t (1, y, µ) =
1

2

1

(1 + y)7 (y2 + 3 y + 6)3 (y2 + 4 y + 15)
(4.35)

× ((2 y17 + 44 y16 + 504 y15 + 3848 y14 + 21542 y13

+ 92868 y12 + 317332 y11 + 874720 y10 + 1964670 y9 + 3609460 y8

+ 5412208 y7 + 6564456 y6 + 6330666 y5 + 4722012 y4

+ 2611908 y3 + 1002672 y2 + 237168 y + 25920)µ)

− 1

4

y4 + 4 y3 + 3 y2 + 12

y2 + 4 y + 15
.

Ya que la velocidad tangencial en la frontera debe ser menor que la velocidad
de la luz, dadas las nuevas variables normalizadas, la condición se expresa
como v2t ≤ 1, y el intervalo para µ obtenido es:

µ ≤ 1

4

(y4 + 4 y3 + 7 y2 + 16 y + 72) (y2 + 3 y + 6)

y6 + 9 y5 + 51 y4 + 161 y3 + 324 y2 + 414 y + 360
. (4.36)

Análogamente para la velocidad del sonido radial en la frontera se obtiene
que

v2r(1, y, µ) = 2µ, (4.37)



4.5. Condiciones en el origen 36

de donde dado que la velocidad del sonido debe quedar acotada por la velo-
cidad de la luz se tiene:

µ ≤ 1

2
. (4.38)

Por otra parte también se debe tomar en cuenta la condición que especifica
que la velocidad del sonido debe ser positiva, esto brinda una cota inferior
para µ al hacer v2t ≥ 0:

µ ≥ 1

4

(y2 + 3y + 6)(y4 + 4y3 + 3y2 + 12)

(y6 + 9y5 + 51y4 + 161y3 + 324y2 + 414y + 360)
. (4.39)

4.5. Condiciones en el origen

Como resultado de evaluar la presión tangencial y presión radial en el
origen x = 0, se verifica que estas presiones coinciden con el valor,

Pr(0, y, µ) = Pt(0, y, µ) = µ

(
6y − 1

6

y(y2 + 3y + 6)2

(y + 1)6

)
, (4.40)

además dado que la presión debe ser positiva, implica que se satisface µ > 0.
Para la velocidad radial, se puede observar de su definición en términos de
la ecuación de estado:

v2s =
dPr
dρ

= µc2 +
ν

c2ρ2
, (4.41)

puesto que la densidad es una función monótona decreciente, con su máximo
en el origen, y los parámetros son positivos, la velocidad radial es una función
monótona creciente con su máximo valor en la frontera, es decir, para µ no
se obtiene nueva información más que la que ya se obtuvo en 4.25 y lleva a
que la velocidad del sonido radial está acotada como 0 ≤ v2r ≤ 1.

Por su parte, la velocidad tangencial si que aporta una serie de condiciones
para µ debido a que no posee restricciones sobre su comportamiento, al no
ser de carácter monótono. Comenzando con la evaluación de la velocidad
tangencial en el origen se tiene:
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v2t (0, y, µ) =

(
y2
(
6 y2 + 17 y + 15

)
(−216 y5 − 1296 y4 − 3234 y3(4.42)

− 4284y2 − 3114 y − 1080)
(6 y3 + 19 y2 + 21 y + 12)

12960 (1 + y)12

)
µ2

+
1

6480 (1 + y)6

(
7776 y6 + 46656 y5 + 117144 y4

+ 158544 y3 + 127224 y2 + 64800 y + 25920

)
µ− 1

5
.

La cual es una ecuación cuadrática en µ, que nos permite determinar un
intervalo de la forma A(y) ≤ µ ≤ B(y). Para cada plano y = cte se obten-
dría una parábola, la cual abre hacia abajo debido al término negativo del
coeficiente en el termino cuadrático. El objetivo de encontrar los intervalos
de µ se traduce en hallar las raíces de µ en función de y; obteniendo así A(y)
y B(y):

A(y) = −12

(
(−108 y6 − 648 y5 − 1627 y4 − 2202 y3 − 1767 y2 (4.43)

+
(
7776 y12 + 93312 y11 + 514944 y10 + 1731456 y9 + 3973582 y8

+ 6629160y7 + 8401668y6 + 8371512y5 + 6678126 y4

+ 4205520 y3 + 1985040 y2 + 648000 y + 129600
)1/2 − 900 y

− 360) (1 + y)6
)/(

y2(1296 y10 + 15552 y9 + 85464 y8

+ 284256 y7 + 636337 y6 + 1006860 y5 + 1147038 y4 + 935172 y3

+ 526401 y2 + 186840 y + 32400)

)
,
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B(y) = 12

(
(108 y6 + 648 y5 + 1627 y4 + 2202 y3 + 1767 y2 (4.44)

+
(
7776 y12 + 93312 y11 + 514944 y10 + 1731456 y9 + 3973582 y8

+ 6629160y7 + 8401668y6 + 8371512y5 + 6678126 y4

+ 4205520 y3 + 1985040 y2 + 648000 y + 129600
)1/2

+ 900 y

+ 360) (1 + y)6
)/(

y2(1296 y10 + 15552 y9 + 85464 y8

+ 284256 y7 + 636337 y6 + 1006860 y5 + 1147038 y4 + 935172 y3

+ 526401 y2 + 186840 y + 32400)

)
.

Análogamente es necesario aplicar la condición de causalidad para conocer
otras dos raíces que determinarán intervalos para µ como en el caso anterior.
Se tienen tras resolver v2t (0, y, µ) ≤ 1 para µ, los límites a continuación
mostrados:

C(y) = −12

((
− 108 y6 − 648 y5 − 1627 y4 − 2202 y3 − 1767 y2 (4.45)

+

(
− 11664 y12 − 139968 y11 − 767016 y10 − 2532384 y9

− 5571473 y8 − 8473740 y7 − 8803902 y6 − 5656068 y5

− 1217889 y4 + 1402920 y3 + 1499040 y2 + 648000 y + 129600

)1/2

− 900 y − 360

)
(1 + y)6

)/(
y2
(

1296 y10 + 15552 y9 + 85464 y8

+ 284256 y7 + 636337 y6 + 1006860 y5 + 1147038 y4 + 935172 y3

+ 526401 y2 + 186840 y + 32400

))
,
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D(y) = 12

((
108 y6 + 648 y5 + 1627 y4 + 2202 y3 + 1767 y2 (4.46)

+

(
− 11664 y12 − 139968 y11 − 767016 y10 − 2532384 y9

− 5571473 y8 − 8473740 y7 − 8803902 y6 − 5656068 y5

− 1217889 y4 + 1402920 y3 + 1499040 y2 + 648000 y + 129600

)1/2

+ 900 y + 360

)
(1 + y)6

)/(
y2
(

1296 y10 + 15552 y9 + 85464 y8

+ 284256 y7 + 636337 y6 + 1006860 y5 + 1147038 y4 + 935172 y3

+ 526401 y2 + 186840 y + 32400

))
.

Estos dos pares de ecuaciones, forman los límites para los intervalos de µ
debidos a las condiciones de aceptabilidad aplicadas a la velocidad del sonido
tangencial en el origen. Pueden ser presentados en un gráfica en función de
y como se muestra en la figura 4.1:
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Figura 4.1: Intervalos de validez para µ obtenidos a través de las condiciones
impuestas a la velocidad del sonido tangencial en el origen.
Fuente: Elaboración propia.

Sin embargo, es necesario tomar en cuenta el resto de los limitantes de
µ obtenidos de las anteriores ecuaciones hidrostáticas con sus respectivas
condiciones físicas, pueden ser observadas con mayor facilidad mediante la
gráfica en la figura 4.21:

1En este tipo de gráficas las flechas junto a las acotaciones indican si µ debe encontrarse
por arriba o por debajo de dicha función acotadora.
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Figura 4.2: Intervalos de validez para µ obtenidos a través de las condiciones
impuestas a la velocidad del sonido tangencial y presión tangencial tanto en
la frontera como en el origen.
Fuente: Elaboración propia.

A partir de lo mostrado en la gráfica anterior 4.2, se observa en primera
instancia que las condiciones para las velocidades del sonido tangenciales
provenientes de las ecuaciones 4.46 y 4.47 quedan por encima del rango de
validez proporcionado por las condiciones subsecuentes como la brindada por
la presión tangencial en el origen mayor que cero y la velocidad tangencial
en la frontera mayor que 1. Es por ello que, con la finalidad de obtener el
intervalo de validez adecuado para la solución, dichos límites superiores deben
ser ignorados, tomando en cuenta únicamente el intervalo más pequeño como
se muestra en la figura 4.3:
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Figura 4.3: Intervalos de validez para µ e y resultantes, tras considerar el
intervalo más pequeño que satisface todas las condiciones físicas. El área en
gris representa la región con los intervalos de validez para µ e y.
Fuente: Elaboración propia.

De esta gráfica se observa que se generan dos regiones, determinadas
por la intersección de la condición Pt(1) ≥ 0 y v2t (1) ≤ 1, divididas por su
intersección en y ≈ 0.56849675934. Así pues, la región válida para µ será entre
la gráfica para v2t (0) ≥ 0 y la condición para la presión Pt ≥ 0, esto desde
y = 0 hasta y ≈ 0.56849675934, a partir de este punto en y ≈ 0.56849675934
la cota superior de µ será la condición vt ≤ 1, este nuevo intervalo 0 ≤ Pt(1) ≤
µ ≤ v2t (1) ≤ 1 continuará hasta el valor de ymax ≈ 1.12774777, siendo éste y
el máximo posible para obtener un solución físicamente aceptable, en la cual
para el interior se tenga una velocidad positiva y que en la frontera sea menor
que la velocidad de la luz. Con esto entonces también queda determinado el
intervalo para y, el cual se expresa en la forma 0 < y ≤ 1.12774777, para
cada y0 en este intervalo será posible encontrar un intervalo µ0 para µ.
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4.5.1. Estrella de neutrones

Ahora, una vez obtenidos los intervalos de validez estamos en condicio-
nes para analizar el comportamiento de la solución, aplicándolo con el fin
de reproducir a través de él los valores observados para masa y radio de
una estrella de neutrones existente, la RX J1856.5-3754 cuya masa es de
MRX ≈ 1.4M� y posee un radio de RRX ≈ 14km. El modelo pues, será de
utilidad ya que al reproducir las condiciones observacionales de la estrella
mencionada, nos permite hablar del comportamiento interno mediante las
ecuaciones hidrostáticas.

Definida la razón de compacidad como

u =
GM

c2R
(4.47)

a partir del acoplamiento que ocurre en r = R entre la métrica de Scwarzs-
child que domina el exterior, y la métrica interior, se obtiene en función de
los términos radiales la igualdad:

(1 + βR2)2 =
1

1− 2u
, (4.48)

y dado que previamente se definió

β =
y

R2
, (4.49)

se obtiene

(1 + y)2 =
1

1− 2u
, (4.50)

la razón de compacidad se expresa así finalmente como

u =
y(2 + y)

2(1 + y)2
. (4.51)

Utilizando la forma para la razón de la compacidad de 4.51, se obtiene la ra-
zón apropiada para representar la estrella de neutrones, con u = 0.1409077851
en y = 0.18 para una masa de 1.4M�, se obtiene un radio deR = 14669.5756m.

Ahora para éste valor en particular de y, es necesario analizar el compor-
tamiento de la velocidad del sonido tangencial al interior de la estrella. Este
análisis es completamente necesario, ya que la velocidad del sonido tangen-
cial no presenta un comportamiento monótono, sino que para ciertos valores
de y y µ presenta un mínimo al interior, pudiendo este mínimo ocurrir en un
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valor negativo, hecho que contradice las condiciones de validez física. Puesto
que las condiciones que se han presentado únicamente garantizan que en el
origen y en la frontera la solución sea físicamente aceptable, faltaría pues,
garantizar un comportamiento adecuado al interior, esto se realiza evaluan-
do la velocidad del sonido tangencial para diferentes valores de µ dentro del
intervalo definido por las condiciones en los extremos, así se obtiene un inter-
valo de µ mediante el cual se obtienen valores aceptables para las velocidades
tanto en los extremos como al interior. Finalmente se encuentra un intervalo
de validez para µ en 0.082328123295 ≤ µ ≤ 0.134160840149 dentro de las
condiciones previamente tratadas. Con todos estos datos ahora se puede ana-
lizar el comportamiento al interior de la estrella en particular, comenzando
con la densidad, la cual sólo depende de y:

Figura 4.4: Comportamiento de la densidad como función del radio al interior
de la estrella.
Fuente: Elaboración propia.

Para la función de densidad, se observa un comportamiento monótono
decreciente, de tal manera que su valor en la frontera en este caso no se
anula. Al evaluar esta función en el origen se obtiene que la densidad central
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tiene un valor de:
ρc = 2.690177311× 1017 kg

m3
,

mientras que en la frontera es de

ρb = 1.793525766× 1017 kg
m3

.

De manera similar se realizan las gráficas para el resto de las variables

Figura 4.5: Comportamiento de la presión tangencial como función del radio
al interior de la estrella.
Fuente: Elaboración propia.

En la figura 4.5 se observa que la presión tangencial tiene un valor positivo
en el origen y se mantiene positiva a través del interior, sin anularse en la
frontera. Es la presión tangencial la que presenta un comportamiento un
tanto más interesante, dado que conforme µ crece, el valor de la presión en
el origen lo hace de manera similar, sin embargo cuan mayor sea µ, menor
será el valor de la presión en la frontera correspondiente. En el caso del
mínimo valor de µ = 0.082328123295, su presión correspondiente (en rojo en



4.5. Condiciones en el origen 46

las gráficas) se mantiene cuasi constante al interior, decreciendo en menor
medida que sus contrapartes con µ mayor, tras la intersección de las mismas
en la región alrededor del punto x = 0.75.

Para el caso de la µ = 0.082328123295 la cual presenta un comportamien-
to más estable que sus compañeras, el valor de la presión en la frontera es
de:

Ptb = 6.109367315× 1032 kg
ms2

.

Figura 4.6: Comportamiento de la presión radial como función del radio al
interior de la estrella.
Fuente: Elaboración propia.

En el caso de la presión radial se presenta un caso más sencillo, dado que
en este caso µ es solamente un factor multiplicativo, al ser mayor, mayor
será la presión radial tanto en el centro, como durante todo el interior al
ser una función monótona decreciente, hasta finalmente anularse para todo
µ en la frontera. Sin embargo se presenta una peculiaridad, y es que el valor
de las funciones, hace que se ordenen de menor a mayor hacia la frontera,
contrariamente al caso de la presión tangencial, en el cual el mínimo valor de
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µ evaluado en la presión tangencial, genera el máximo valor de la misma en
la frontera. Aquí, el valor para la presión central tomando en cuenta el valor
de µ = 0.082328123295 será:

Prc = 1.105781352× 1033 kg
ms2

.

Figura 4.7: Comportamiento de la velocidad tangencial como función del
radio al interior de la estrella.
Fuente: Elaboración propia.

Para la velocidad tangencial, el comportamiento en la región de interés2
es creciente, sin embargo se debe recordar que este no indica que la velocidad
tangencial para cualquier valor de µ e y se porte de esta manera, de hecho,
para valores mayores de y ≈ 0.6 se hace evidente la presencia de un mínimo
en la velocidad del sonido tangencial al interior de la estrella, el cual se
acerca hacia la frontera cuan mayor sea el valor de y. Aquí la magnitud
de la velocidad depende del valor de µ de manera que a mayor valor del

2En la cual se obtiene la solución que modela la estrella de neutrones estudiada.



4.5. Condiciones en el origen 48

mismo mayores velocidades, en el centro y en la frontera. Los valores para la
velocidad tangencial en el centro y frontera son:

v2tc = 1.10× 10−10c2.

v2tb = 0.1622928405c2.

Figura 4.8: Comportamiento de la velocidad radial como función del radio al
interior de la estrella.
Fuente: Elaboración propia.

La velocidad radial es monótona creciente, a diferencia de su análoga
tangencial, esta no posee mínimos al interior de la estrella. De la misma
manera que en la velocidad tangencial, aquí cuan mayor sea µ mayor será
el valor de la velocidad. Además para valores menores que x ≈ 0.699537 la
velocidad radial se coloca por encima de su contraparte tangencial para µ′s
por arriba del µ mínimo. Sus valores para el centro y la frontera son:

v2rc = 0.1189214291c2.
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v2rb = 0.1646562466c2.

Figura 4.9: Comportamiento de la presión radial, presión tangencial y densi-
dad en el interior de la estrella para el valor de µ = 0.082328123295.
Fuente: Elaboración propia.

En la figura 4.9 se muestra una comparación entre las magnitudes de las
tres variables principales, se observa que la presión tangencial se mantiene
por encima de la radial. Mientras que ambas quedan por debajo a su vez, del
valor de la densidad.
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Figura 4.10: Comportamiento de las velocidades radial y tangencial para el
valor de µ = 0.082328123295.
Fuente: Elaboración propia.

Es la gráfica de la figura 4.10 se observa la comparativa entre las velo-
cidades tangencial y radial desde el origen hacia la frontera, pese a que la
presión tangencial crece con mayor rapidez hacia la frontera, mientras que la
velocidad radial lo hace de forma más lenta, éstas no alcanzan a tocarse en
ningún punto al interior de la estrella.
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Figura 4.11: Condición de estabilidad para diferentes valores de µ dentro del
intervalo de validez de la solución.
Fuente: Elaboración propia.

La figura 4.11 representa la estabilidad del sistema, basándose en el cri-
terio de la diferencia de velocidades (Herrera y Santos, 1997), se observa que
conforme µ crece, se pierde la estabilidad que genera el µ mínimo, de esta ma-
nera al evaluar la diferencia de velocidades en la frontera, es posible encontrar
el intervalo para µ que produce estabilidad en todo el interior, éste intervalo
es 0.082328123295 ≤ µ < 0.08335212952. Como se vio en la figura 4.10, la
velocidad tangencial queda en todo momento por debajo de la radial, garan-
tizando la estabilidad. No así para µ′s superiores a µmax = 0.08335212952,
para los cuales a partir de x ≈ 0.699537 ocurre una transición a la región
de inestabilidad. Esto tiene relación con el hecho de que la presión tangen-
cial para esta misma µ1 en 4.5 tiene un comportamiento menos variable al
interior.
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r/R kc2R2ρ kR2Pr kR2Pt v2r/c
2 v2t /c

2

0 1.08 0.0493936029 0.0493936029 0.1189214291 1× 10−10

0.1 1.075156282 0.0488167826 0.0493912485 0.1192518869 0.0009751179
0.2 1.060818282 0.0470997934 0.0493559986 0.1202567541 0.0039691152
0.3 1.03754906 0.0442817189 0.0492037892 0.12197709 0.009190889
0.4 1.006234746 0.0404234517 0.0487962037 0.1244832633 0.0169985945
0.5 0.9680137499 0.0356019603 0.0479430999 0.1278778844 0.0279150018
0.6 0.9241913986 0.0299034019 0.0464064024 0.1322999599 0.0426495729
0.7 0.8761503708 0.0234159409 0.0439050479 0.1379303082 0.0621274945
0.8 0.8252665457 0.0162230747 0.0401209808 0.1449982649 0.0875253831
0.9 0.7728377287 0.008398086 0.0347060423 0.1537896886 0.1203123094
1 0.7200297986 0 0.0272896322 0.1646562466 0.1622928405

Tabla 4.1: En esta tabla se resumen los valores obtenidos para las variables
al interior de la estrella en función del radio.

En la tabla 4.1 se muestran los valores que se obtienen al evaluar las
variables adimensionales para intervalos de 1/10 del radio desde el centro
hasta la frontera. De forma que se observe que su comportamiento concuerda
con el descrito por las anteriores gráficas. En especial, para la velocidad
tangencial, la cual muestra su comportamiento monótono creciente para los
valores de y y µ asignados. Si consideramos la estrella RX J1856.5-3754 con
masa 1.4M� y radio R = 14669.5756 m, los ordenes de magnitud para las
presiones y la densidad son de 1033Kg/ms2 y de 1017Kg/m3 respectivamente.



Capı́tulo 5
Conclusiones

A partir de la solución anisotrópica presentada se logró obtener un conjun-
to de parámetros dentro de los cuales se obtiene un modelo para representar la
estrella de neutrones RX J1856.5-3754. Dado que el modelo satisface las con-
diciones de aceptabilidad física, tanto en la frontera como al interior, siendo
las funciones de presión monótonamente decrecientes, mientras que las velo-
cidades tangencial y radial poseen un comportamiento creciente. Además en
este modelo se cumple el criterio de estabilidad(Herrera y Santos, 1997), ya
que la velocidad tangencial a lo largo del interior de la estrella permanece por
debajo en magnitud que la velocidad radial. Para dicha solución se obtiene
un valor para la razón de compacidad de u = 0.1409077851, a partir del cual
el radio obtenido resulta ser de R = 14669.5756 m coincidiendo con el radio
observado de la estrella RX J1856.5-3754 que posee una masa de 1.4M�. Ade-
más la densidad central y presión tangencial son ρc = 2.690177311× 1017 kg

m3

y Ptc = 1.105781352× 1033 kg
ms2 respectivamente, lo cual es consistente con el

hecho de que RX J1856.5-3754 corresponde a una estrella de neutrones.
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