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Resumen

Esta tesis se enfoca en la implementacin de un programa cuyo fin es simular

la formacin de un condensado de Bose-Einstein a partir de un gas atmico. Para

ello se supone que el gas atmico se puede modelar con la ecuacin de Gross-

Pitaevskii (GP), que es una representacin macroscpica de campo medio de un

condensado a muy bajas temperaturas. La ecuacin de GP es matemticamente

la ecuacin de Schródinger, con una interpretacin macroscpica. Es decir, es una

ecuacin diferencial parcial dependiente del espacio y del tiempo, con un poten-

cial externo al gas y otro de autointeraccin entre los tomos. Para resolverla se

plantea como un problema de valores iniciales que evolucionan en el tiempo.

El programa resuelve numricamente dicha ecuacin en tres dimensiones es-

paciales. El mtodo numrico utilizado para ello es el mtodo de lneas implemen-

tado sobre un dominio cbico discreto, con una malla cbica que usa refinamien-

tos de mayor resolucin en las regiones del dominio donde se requiera mayor

precisin. Usando dicho dominio discreto se aproxima la ecuacin usando dife-

rencias finitas. Se aplican varias pruebas al programa, que consisten en repro-

ducir soluciones exactas conocidas y se verifica que las soluciones numricas

son consistentes con las exactas.

Una vez probado el programa se resuelve la ecuacin de GP con los parme-

tros de masa del Rb-87 y las caractersticas de la trampa con lseres y magnetos

que se utilizaron en los experimentos la construccin del primer condensado de

Bose. En la ecuacin de GP, las trampas se modelan con un potencial armnico.

La autointeraccin entre tomos es un trmino potencial no-lineal, cuyos parme-

tros dependen del nmero de tomos del gas. Practicamos distintos experimen-

tos numricos y estudiamos las condiciones bajo las cuales nuestras soluciones

numricas indican la formacin de un condensado de Bose-Eintein.

Palabras clave: condensado, Bose-Einstein, Diferencias Finitas, Metódo

de Lı́neas, simulación, Schrödinger.
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Abstract

This thesis focuses on the implementation of a code whose aim is to si-

mulate the formation of a Bose-Einstein condensate out of an atomic gas. For

that we assume the atomic gas to be modeled by the Gross-Pitaevskii equation

(GP), which is a macroscopic representation in the mean field os a condensate

at ultralow temperatures. The GP equation is mathematically the Schroedin-

ger equation, with a macroscopic interpretation. We solve it as an initial value

problem for initial data evolving in time.

The code numerically solves such equation in three spatial dimensions. The

numerical method used for that is the method of lines implemented on a dis-

crete cubic domain, with a cubic mesh that uses mesh refinement in the regions

where more precision is required. Using cush discrete domain the equation is

discretized using finite differences. The code is tested with the reproduction of

known exact solutions and the consistency of the numerical solutions is veri-

fied.

After the tests we solve the GP equation with the mass parameters of Rb-

87 and the characteristics of the laser and magnet traps used in the experiment

of the first Bose condensate. In the GP equation, the traps are modeled with a

harmonic potential. the self-interaction among atoms is a non-linear potential

term, whose parameters depend on the number of atoms in the gas. We practi-

ced a number of numerical experiments and studied the conditions under which

the numerical solutions indicate the formation of a Bose-Einstein condensate.
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Capı́tulo 1

Introducción

En el año de 1924, Einstein predijo un nuevo estado de la materia conocido como Con-

densado de Bose-Eistein (por sus siglas en inglés BEC), esta predicción se basó en las ideas

que Bose tenı́a sobre los fotones, “En un sistema de partı́culas que obedecen la estadı́stica

de Bose y el número total de éstas se conserva. Éstas pueden estar bajo cierta temperatura

de tal manera que una fracción finita de todas estas partı́culas se condensa sobre el mismo

estado” [1]. Einstein demostró que un gas de bosones sin interacciones a una tempera-

tura inferior a una temperatura crı́tica, un gran número de estos bosones pasan al estado

de la partı́cula que posea la mı́nima energı́a. Años después en 1938, London realizó un

trabajo en el que logró hacer una conexión entre los BECs y la superfluidez del Helio 4,

con este descubrimiento se pudieron sentar las bases de los conceptos fı́sicos que descri-

ben este fenómeno. Sin embargo, al formar el BEC con átomos de Helio 4. La fracción

condensada se reducı́a considerablemente incluso a muy bajas temperaturas. Debido a esto

se comenzó a investigar otros gases que tuvieran las propiedades requeridas pero que no

presentaran el efecto del He-4; uno de ellos fue un sistema atómico diluido formado por

átomos de hidrógeno [3].

Esta búsqueda llevó a los cientı́ficos a trabajar con gases de Bose diluidos [2]. Estos gases

formaban BECs, cuyos átomos interactúan débilmente, pero no fue hasta el año de 1995

que Anderson, Wieman, Cornell y otros cientı́ficos observaron en el laboratorio la forma-

ción de un BEC de Rb-87 [3]. En la actualidad se han logrado BECs de Sodio (Na), Litio

(Li) y Rubidio (Rb) y se han mejorado las técnicas mediante las cuales se obtienen conden-

sados formados por una cantidad grande de átomos y que se preservan por más tiempo.

En este trabajo se simula numéricamente la formación del condensado con los parámetros

del experimento de Anderson [3] como se hizo en [4], pero en esta ocasión usando un

programa independiente y en 3D. Para ello es necesario usar un modelo de BEC. El más

elemental es el que usa la ecuación de Gross-Pitaevskii (GP)

i�
∂Ψ̃

∂t̃
= − �

2m
∇2
Ψ̃ + V(x̃, ỹ, z̃)Ψ̃ + NU0|Ψ̃|2Ψ̃, (1.1)
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donde � es la constante de Plank h dividida por 2π, m es la masa de los átomos, N represen-

ta el número de átomos, U0 esta dado por 4π�2ã
m

(donde ã es la distancia a la cual los átomos

comienzan a sentir la presencia de otros átomos) y el potencial V(x̃, ỹ, z̃) representa el po-

tencial de las trampas experimentales a que se somete el gas. La ecuación (1.1) modela la

evolución de la función de onda, además los valores de los parámetros de la ecuación (1.1)

fueron tomados de los datos usados en el experimento realizado por Anderson [3]. A pesar

de que aparece �, ésta es una ecuación macroscópica, dado que Ψ̃ representa una función

de onda colectiva para todo el gas y ρ = |Ψ̃|2 es la distribución espacial de los átomos.

La ecuación (1.1) es parcial dependiente del tiempo y en tres direcciones espaciales. Para

resolverla se construyó un programa que usa métodos numéricos basados en Diferencias

Finitas y el Método de Lı́neas, que permiten conocer a Ψ̃ como función del tiempo y la

posición, y con ello conocer las propiedades del gas.

Uno de los objetivos es identificar y relacionar cada paso del procedimiento experi-

mental con la solución numérica. De la solución numérica se monitorean tres cosas: la

densidad, la función de onda y la energı́a cinética proyectadas en los distintos planos del

dominio numérico, ya que nos darán información importante sobre la formación del BEC.

El objetivo de este trabajo es por una parte, saber si el modelo de GP es capaz de

modelar el proceso de formación del BEC con parámetros experimentales. Por otra parte

es programar un código que permite hacer experimentos numéricos mediante la solución

de EDP asociadas a Problemas de Valores Iniciales (PVI). Un PVI es aquel que consta de

una EDP en el tiempo, datos iniciales y condiciones de frontera.

El trabajo se ha dividido en cuatro capı́tulos. En el capı́tulo 2, se describe el experimento

de Anderson, se plantea el modelo numérico y se relaciona el experimento con el modelo

numérico. En el capı́tulo 3, se describen los métodos numéricos utilizados, el método de

Diferencias Finitas y el Método de Lı́neas, y se hacen pruebas del código con ecuaciones

que tienen soluciones exactas. En el capı́tulo 4, se hace la simulación del condensado de

Bose-Einstein para el Rb-87. Finalmente en el capı́tulo 5 se da una conclusión sobre los

resultados obtenidos de las simulaciones.



Capı́tulo 2

Descripción del experimento del

condensado de Bose-Einstein de Rb-87 y

el modelo numérico

2.1. Obtención experimental del BEC

Cuando los átomos son sometidos a bajas temperaturas, la longitud de onda de De

Broglie se va haciendo más grande. Esto se debe a que la longitud de onda de De Broglie

(λdb) es inversamente proporcional a la temperatura como lo muestra la siguiente ecuación

[3]:

λdb =
h√

2πmkT
, (2.1)

donde h es la constante de Planck, m es la masa del átomo, k es la constante de Boltzmann

y T es la temperatura. En este punto las partı́culas ya no se comportan como partı́culas

individuales sino como un colectivo de partı́culas que se comportan como una sola, descrito

por una onda. Por esta razón se busca observar como se comporta la densidad del espacio

fase, la cual es determinada por la ecuación:

ρps = n(λdb)3, (2.2)

donde n es la densidad del espacio fase [3].

Existe un umbral a partir del cual la interacción entre los átomos comienza a ser impor-

tante como se muestra en la Figura 2.1; es decir, λdb se hace lo suficientemente grande para

que los átomos comiencen a interactuar. Este umbral es determinado por la función zeta de

Riemman ς(3/2) cuyo valor es 2.612, por esta razón ρps > 2.612 [6].

Obtener un BEC no fue tarea fácil ya que se tuvieron que tomar en cuenta distintos

factores, uno de ellos fue que los BECs no se encuentran en la naturaleza, por lo que no
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Figura 2.1: En este esquema se muestra la dualidad onda-partı́cula, las partı́culas se comportan como ondas

individuales, después de ser sometidas a distintos procesos, las cuales se explican enseguida, comienzan a

intersectarse debido a que λps se hace más grande, por lo que al final del proceso se ve una sola onda.

se contaba con ningún punto de partida y por tanto llegar a determinar cual era la serie

de procesos y las condiciones requeridas no fue una tarea sencilla. Ası́ que el primer reto

es encontrar la forma de aumentar la densidad del espacio fase, para lograrlo se hace una

aproximación que consiste en: primero poner una muestra que contiene ciertos átomos

bajo los efectos de un láser, esto produce que los átomos permanezcan en un lugar fijo en

el espacio, segundo ser confinados por una trampa magnética y tercero evaporar los átomos

más calientes. El siguiente reto fue determinar cuales átomos eran ideales para tal tarea;

después de muchos intentos fallidos utilizando distintos sistemas se llegó a determinar

que un sistema diluido formado por un gas atómico que interactúa débilmente funcionarı́a.

Las interacciones entre átomos son débiles y bien entendidas, lo que nos acerca más al

concepto original de Einstein y Bose. Tales sistemas son formados por átomos alcalinos

pesados, estos son adecuados porque son fácilmente congelados y atrapados por luz láser

y la sección eficaz que poseen es mayor, lo que facilita la evaporación de los átomos.

Existen tres hechos importantes que se deben mencionar acerca de los átomos alcalinos

que forman un BEC en un experimento [3]:

Para medir la densidad y la energı́a de una nube formada por dichos átomos se puede

usar la dispersión de la luz.

Las interacciones átomo-átomo son débiles y bien entendidas.
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Las interacciones de los átomos pueden ser variadas de una forma controlada median-

te la elección del spin de los átomos, la densidad del gas y la aplicación de campos

externos.

En 1995 Anderson y otros cientı́ficos lograron crear el primer BEC formado por átomos

de Rb-87 [3]. Un esquema del aparato que se utilizó en la creación del BEC se muestra en

la Figura 2.2.

Figura 2.2: Se muestra el montaje construido para la realización del experimento tomada de [3]. Se pueden

apreciar seis rayos láser que se encuentran incidiendo sobre la caja de vidrio en alto vacı́o donde se encuentra

el vapor de átomos de Rb-87 y sobre la caja dos imanes circulares que se encuentran rotando en direcciones

opuestas uno respecto del otro, lo que forma una trampa cuadrupolar.

El primer paso a realizarse fue hacer que los átomos del gas se situaran en un lugar

especı́fico dentro de la caja, esto implicó un gran reto ya que los átomos contenidos en un

gas tienen altas velocidades, lo que dificulta tomar mediciones y estudiar las interaccio-

nes débiles entre los átomos, es por ello que resulta necesario disminuir la velocidad a la

que se mueven [5], lo cual se logró usando la transferencia de momento, para lograrlo se

emplea una trampa magneto-óptica (MOT por sus siglas en inglés). Dicha trampa consiste

en colocar rayos láser ubicados uno frente al otro en las direcciones x, y y z. Un esquema

unidimensional es mostrado en la Figura 2.3. Si el átomo se mueve hacia la izquierda el

rayo láser que se encuentra ubicado en el lado opuesto hará que la velocidad del átomo

disminuya, lo mismo ocurre para un átomo que se mueve hacia la derecha. Lo anterior se

hace para las otras dos direcciones espaciales, lo que provoca que los átomos se mantengan

fijos en un lugar especı́fico dentro de la caja.

Una vez que se tienen los átomos en el centro de la caja, el siguiente paso es introdu-

cir una trampa magnética que consiste de un cuadrupolo esférico ubicado fuera de la caja

como se ve en la Figura 2.2. Un esquema del campo magnético generado por el cuadru-

polo se muestra en la Figura 2.4. La razón para introducir este campo magnético es que
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si se considera un átomo con momento magnético y si se aumenta la intensidad del cam-

po magnético, este átomo tendrá estados cuya energı́a aumentará y estados cuya energı́a

disminuirá dependiendo de la orientación del momento magnético con respecto al campo,

de esta manera los átomos pueden ser atrapados dentro del campo magnético. Finalmente

para tener una trampa estable la orientación del momento magnético con respecto al campo

no debe cambiar, esto pasa cuando la energı́a cinética es suficientemente baja para que el

momento magnético se mueva adiabáticamente en el campo [5].

Figura 2.3: Este esquema fue tomado de [5] y en él se aprecia cómo los átomos que se encuentran entre dos

láseres, después de cierto tiempo se detendrán.

Figura 2.4: Esta representación del cuadrupolo esférico fue tomada de [5].

Este arreglo formado por los láseres y el cuadrupolo esférico, da como resultado un po-

tencial armónico tridimensional elongado en la dirección z, el cual tiene simetrı́a axial y una

frecuencia de oscilador armónico, propiedades que se explotan para modelar el proceso.

Otra etapa en el proceso es la evaporación de los átomos más calientes, este proceso

puede llevarse a cabo sólo si la densidad es suficientemente alta para que los átomos sufran

muchas colisiones elásticas durante el tiempo que se encuentren en la trampa. Para lograr

que sólo los átomos con la energı́a más baja permanezcan dentro de la trampa se emplea

un método que consiste en atrapar y almacenar a los átomos en la intersección de los láse-

res, aquı́ los átomos están inmóviles debido a los láseres, después de un perı́odo corto los

láseres son apagados y los átomos comienzan a dispersarse saliendo de la región donde

originalmente estaban confinados para finalmente encender de nuevo los láseres, atrapando
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sólo a los átomos que permanecieron en la región de intersección. Una representación de

este método se puede ver en la Figura 2.5. Después de realizar varias veces el procedimien-

to anterior se puede determinar la distribución de velocidad y por lo tanto la temperatura

de los átomos [5]. En la práctica este proceso se lleva a cabo fijando un campo magnético

con una radio frecuencia (rf) y se comienza a disminuir lentamente, lo que produce un in-

cremento de la densidad central y el ı́ndice de colisiones, mientras que por otro lado hay

una disminución de la temperatura. Es por estas razones que la temperatura y la densidad

del espacio fase de la muestra dependen del valor final de la radio frecuencia rf (νevap).

Figura 2.5: El esquema fue tomado de [5]. En la imagen a se muestran los átomos atrapados entre las in-

tersecciones de los láseres. En la imagen b, los láseres han sido apagados y los átomos se han comenzado a

expander para finalmente como lo muestra la imagen c los láseres son encendidos nuevamente quedando sólo

los átomos que permanecieron en el área de intersección de los láseres.

El proceso mediante el cual los átomos son llevados a temperaturas del orden de 10−9

K y evaporados es el siguiente [3]:

1. Durante 300 s la trampa MOT recolecta átomos contenidos en el vapor de Rb-87 que

se encuentran a temperatura ambiente.

2. La nube de átomos es comprimida rápidamente y ópticamente congelada a ∼ 20 μ K.

Esto se logra al ajustar el gradiente del campo y la frecuencia del láser.

3. Se aplica una pequeña inclinación al campo magnético y un pequeño pulso prove-

niente de una luz láser que está circularmente polarizada, lo que provoca que los

momentos magnéticos de los átomos se pongan en la misma dirección que el campo

magnético.

4. Se apaga la luz láser y el cuadrupolo es encendido durante un 1 ms, manteniendo de

esta manera los átomos atrapados.

5. La componente del campo del cuadrupolo de la trampa TOP se aumenta adiabática-

mente hasta alcanzar su valor máximo, de este modo las colisiones elásticas aumen-

tan. En este punto se tienen 4x106 átomos con una temperatura de alrededor de 90

μK en la trampa. La trampa tiene una frecuencia de oscilación axial de 120 Hz y una
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frecuencia radial cilı́ndricamente simétrica más pequeña por un factor de aproxima-

damente
√

8.

6. La muestra es evaporada para conservar sólo los átomos con la energı́a más baja

durante 70 s.

7. Cuando la evaporación ha finalizado, se deja expandir la nube con el fin de medir la

distribución de velocidad.

8. Después de 60 ms de expansión los átomos alcanzan la temperatura critı́ca Tc, que

permite que los átomos se acumulen rápidamente en el estado de mı́nima energı́a.

Una vez hecho el procedimiento anterior, la sombra de la nube de átomos se analiza

con un conjunto de dispositivos ópticos y digitales para su análisis. La imagen obtenida

representa la distribución de velocidad proyectada sobre el plano de la imagen. Por lo que

de la imagen se obtuvieron la velocidad y la distribución de la coordenada espacial de la

densidad.

Bajo esta transición lo que se espera ver es una nube de dos componentes, la cual tiene

una parte condensada densa en el centro rodeada por una fracción no condensada. En la

Figura 2.6 se muestran imágenes del condensado formado en el laboratorio por primera

vez [3].

Figura 2.6: Representan la velocidad de distribución de la nube. La primera representa la nube en el momento

antes de que aparezca el condensado; mientras que la segunda contiene el condensado formado después de

que la muestra ha sido evaporada por un largo perı́odo y la tercera es después de unos segundos y se ve que

la densidad del espacio fase esta más concentrada. Las imagenes fueron tomadas de [3].

En el equilibrio térmico, las distribuciones de velocidad de un gas son isotrópicas in-

dependientemente de la forma del potencial que los mantiene confinados. Una vez que se
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logra que la temperatura sea del orden de 10−9K, los átomos condensados son descritos por

la misma función función de onda según la proximación de campo medio consistente con la

ecuación de GP, la cual tendrá un potencial consistente con el potencial de confinamiento.

2.2. Modelo numérico

Cuando los átomos alcanzan la temperatura crı́tica, Tc, pasan a ocupar los niveles más

bajos de energı́a, lo que ocasiona que dichos átomos adquieran la misma frecuencia de

oscilación dando lugar a la formación del BEC. Para modelar el comportamiento de los

átomos que forman el condensado se emplea la ecuación de Gross-Pitaevskii (GP); ésta es

una aproximación de campo medio. La ecuación de GP es la ecuación de Schrödinger no

lineal para átomos neutros condensados en una trampa armónica, la cual tiene una interpre-

tación macroscópica. La ecuación de GP proporciona la evolución de la función de onda

que describe a los átomos que forman el BEC y tiene la forma:

i�
∂Ψ(�r, t)

∂t
= − �

2m
∇2
Ψ(�r, t) + V(�r)Ψ(�r, t) + NU0|Ψ(�r, r)|2Ψ(�r, t), (2.3)

donde �r = (x, y, z) es la posición espacial de un elemento de volumen de gas, m es la masa

de un átomo de Rb-87. El potencial V(�r) dado por la siguiente ecuación:

V(�r) =
1

2
mω2

trampa(x2
+ y2
+ εz2). (2.4)

El potencial dado por la ecuación 2.4 es el potencial de confinamiento, que en el caso del

condensado de Rb-87 corresponde a un potencial armónico anisotrópico con dos constantes

de resorte iguales en el plano horizontal xy y la tercera constante de resorte es ε veces

más grande en la dirección de z. Este potencial simula el generado por los láseres y los

campos magnéticos, los cuales son usados en el experimento para confinar los átomos de

Rb-87 en el centro de la caja. La constante de resorte en la dirección de z es un efecto de

la trampa armónica. Debido a la auto-interacción intrı́nseca producida por las colisiones

de los átomos que se encuentran en el estado base, se genera un segundo potencial que

está representado en la ecuación (2.3) por el término no lineal de la ecuación:

NU0|Ψ(�r, t)|2Ψ(�r, t), (2.5)

donde N es el número total de átomos en el condensado y U0 es el término que representa

la interacción átomo-átomo y está dado como:

U0 =
4π�2a

m
. (2.6)
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El parámetro a es la longitud de dispersión del estado base, es decir a partir de esta distancia

los átomos comienzan a sentir la presencia de los otros átomos.

Para iniciar con la simulación se considera que el término de auto-interacción se en-

cuentra apagado; por lo que la trampa armónica es encendida hasta su máximo valor. Des-

pués el término de auto-interacción es encendido lentamente, simulando la parte donde se

están agregando los átomos al sistema, esto se hace agregando una función creciente en el

tiempo t, G(t), frente al término no lineal de la ecuación de GP y tiene la forma:

G(t) =
1

2

[
1 − cos

(
πt

tr

)]
, (2.7)

donde tr es el tiempo en que G(t) alcanza su máximo valor G(t) = N. A partir de t > tr,

G(t) se mantiene constante, con el fin de simular que el sistema ahora tiene N átomos. Una

vez que los átomos han sido confinados dentro del potencial armónico se inicia el proceso

de evaporación. Esto se modela como una reducción de la frecuencia ωtrampa en la ecuación

(2.4) hasta alcanzar un valor de
ω2

trampa

2
. Cuando el proceso de evaporación se termina y sólo

permanecen los átomos que se encuentran en el nivel más bajo de energı́a, la muestra se

deja expandir por un lapso de 60 xms; esto es, la frecuencia
ω2

trampa

2
permanece constante.

Finalmente se toma la imagen de la nube en el plano xz que representa la que se obtuvo

durante el experimento y se espera a ver si la densidad aumenta en el centro de la trampa,

a la vez que la energı́a cinética disminuye.

Los pasos realizados en el experimento se modelan numéricamente de la siguiente for-

ma:

Los átomos son agregados mediante el factor dependiente del tiempo que es agregado

al término no lineal de la ecuación (2.3). Esto corresponde a la primera parte del

procedimiento experimental.

El potencial armónico generado por los láseres y por el cuadrupolo es descrito por el

potencial de la ecuación (2.4) correspondiente a los puntos 2 y 3 del proceso.

Una vez que los átomos han sido incorporados y atrapados, el término del potencial

es reducido por un factor de 1
8
, esto corresponde a los pasos 4, 5 y 6.

Una vez hechos los pasos anteriores, la muestra se deja expander por 60 ms.

Por último se analiza la evolución de Ψ̃, ρ = |Ψ̃|2 y K = 1
2
Ψ̃∗∇2

Ψ̃ que es el integrando

de la energı́a cinética, y cuyo valor indica la distribución espacial de la energı́a cinéti-

ca. Se busca que ocurra lo que en el experimento, o sea, una zona de alta densidad y

baja energı́a cinética. Esto corresponde a la última parte del experimento.
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El programa para simular el proceso

El universo de ecuaciones diferenciales que poseen una solución exacta es demasiado

reducido y modelan fenómenos naturales. Sin embargo, la mayorı́a de las ecuaciones que

modelan fenómenos observados en la naturaleza son ecuaciones que no poseen soluciones

exactas o son difı́ciles de deducir, pero que requieren de una solución para poder observar

dichos fenómenos. Es por esta razón que los métodos numéricos juegan un papel muy

importante en la solución de modelos matemáticos, debido a que proporcionan una gran

cantidad de herramientas para resolver con mayor facilidad las EDs. Actualmente existen

muchos métodos numéricos que resuelven EDs de manera eficiente, dentro de los cuales

están el Método de Diferencias Finitas y el Método de Lı́neas construidos para resolver

EDPs. En este trabajo se describen ambos métodos.

3.1. Métodos numéricos

Uno de los métodos más usados para resolver Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

es el Método de Diferencias Finitas. Este método consiste en definir las funciones y las va-

riables que involucra la EDP en un dominio discretizado donde se busca una solución de

la ecuación, después se aproximan las derivadas parciales individuales mediante aproxima-

ciones de diferencias finitas. Una vez hecho esto, las aproximaciones se sustituyen en la

EDP para obtener una versión discreta de la EDP que finalmente se resuelve.

La ecuación en diferencias finitas contiene funciones y variables que dependen de la

posición �x y del tiempo t, las cuales requieren estar definidas en un conjunto de puntos

que pertenecen a un dominio espacial y temporal que se definen de modo abstracto como

[xmin, xmax]×[ymin, ymax]×[zmin, zmax]×[t0, t f ]. Dicho dominio espacio-temporal se discretiza

como xi = xmin + iΔx, y j = ymin + jΔy, zk = zmin + kΔz y tn
= nΔt repectivamente, donde

i = 0, 1, ...,Nx, j = 0, 1, ...,Ny, k = 0, 1, ...,Nz y n = 0, 1, ...,Nt son enteros que etiquetan

los puntos donde estará definida la ED en el dominio discreto. De esta manera, una función

f (x, y, z) queda definida sólo en los puntos (tn, xi, y j, zk) y se denota aquı́ como f n
i jk

. Los

21
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valores extremos del dominio espacio-temporal se toman como la frontera que delimita el

dominio del problema en cuestión, por lo que se requiere imponer condiciones de frontera

en estos puntos [9].

Al definir de esta manera el dominio, se crea una malla uniformemente espaciada. De

acuerdo con la definición de la malla se tienen las resoluciones espaciales Δx = xi+1 − xi,

Δy = y j+1 − y j, Δz = zk+1 − zk y la temporal Δt = tn+1 − tn.

Una vez que el dominio ha sido discretizado, se hacen las aproximaciones de los térmi-

nos en la EDP incluyendo operadores diferenciales a diferentes órdenes, partiendo de la

suposición de que las funciones involucradas tienen una expansión en serie de Taylor.

Derivada de primer orden

Para ilustrar estas aproximaciones se considera el caso de un dominio en una dimen-

sión [8]. Partiendo de las expansiones en serie de Taylor de una función f n
i

definida en un

dominio con una dimensión espacial, cuya malla usa etiqueta i, es posible calcular valores

aproximados de las derivadas de dicha función f ′n
i

, usando valores de f en puntos vecinos.

Dependiendo del grado de precisión con el cual queremos calcular la aproximación se usan

valores de f con mayor o menor número de puntos vecinos.

Para construir aproximaciones de las derivadas de f conviene hacer expansiones en

serie de Taylor, haciendo uso de que se conocen los valores de f en los puntos vecinos xi+1,

xi−1. Se consideran las siguientes tres expansiones:

f (xi−1) = f (xi) − Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) + O(Δx3),

f (xi) = f (xi),

f (xi+1) = f (xi) + Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) + O(Δx3).

De una combinación lineal de las expresiones anteriores se obtiene la expresión para la

primera derivada en el punto xi con un error de segundo orden:

f ′(xi) =
f (xi+1) − f (xi−1)

2Δx
+ O(Δx2).

Esta aproximación se conoce como ’centrada’ debido a que la derivada de f en xi se

calcula usando los valores de la función en un punto a la izquierda f n
i−1

y un punto a la

derecha f n
i+1

.

Otra aproximación útil es la ’no centrada’, con una expansión de dos puntos a la derecha

de xi y se calcula de la siguiente manera [8]

f (xi) = f (xi),
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f (xi+1) = f (xi) + Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) + O(Δx3),

f (xi+2) = f (xi) + 2Δx f ′(xi) +
4Δx2

2
f ′′(xi) + O(Δx3),

usando la combinación f (xi+2)−4 f (xi+1)+3 f (xi) se obtiene otra expresión para la derivada

en xi:

f ′(xi) =
− f (xi+2) + 4 f (xi+1) − 3 f (xi)

2Δx
+ O(Δx2),

y de forma análoga es la aproximación de la derivada usando dos puntos hacia la izquierda:

f ′(xi) =
f (xi+2) − 4 f (xi+1) + 3 f (xi)

2Δx
+ O(Δx2). (3.1)

En este trabajo se utiliza la aproximación ’centrada’.

Derivada de segundo orden

Para calcular la aproximación de la derivada de segundo orden es necesario hacer ex-

pansiones en serie de Taylor y construir combinaciones tales que los coeficientes de las

derivadas de orden cero, primero, tercero y superiores sean cero [8]. Ası́, la derivada de

segundo orden con un error de cuarto orden se estima a partir de las series de Taylor desa-

rrolladas hasta orden O(Δx4):

f (xi−2) = f (xi) − 2Δx f ′(xi) +
4Δx2

2
f ′′(xi) −

8Δx3

6
f ′′′(xi) + O(Δx4),

f (xi−1) = f (x j) − Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) −

Δx3

6
f ′′′(xi) + O(Δx4),

f (xi) = f (xi),

f (xi+1) = f (xi) + Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) +

Δx3

6
f ′′′(xi) + O(Δx4),

f (xi+2) = f (xi) + 2Δx f ′(xi) +
4Δx2

2
f ′′(xi) +

8Δx3

6
f ′′′(xi) + O(Δx4).

La combinación lineal de las expresiones anteriores que satisface los requisitos men-

cionados, en el caso centrado es − f (xi−2) + 16 f (xi−1) − 30 f (xi) + 16 f (xi+1) − f (xi+2) y la

expresión aproximada para la derivada de segundo orden es la siguiente:

f ′′(xi) =
− f (xi−2) + 16 f (xi−1) − 30 f (xi) + 16 f (xi+1) − f (xi+2)

12Δx2
+ O(Δx4).
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Para el caso de una aproximación a segundo orden las expresiones para las series de

Taylor de f (xi) son:

f (xi−1) = f (xi) − Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) + O(Δx3),

f (xi) = f (xi),

f (xi+1) = f (xi) + Δx f ′(xi) +
Δx2

2
f ′′(xi) + O(Δx3),

y la combinación lineal usada para obtener una expresión de la segunda derivada es f (xi−1)−
2 f (xi) + f (xi+1). La expresión resultante es la siguiente:

f ′′(xi) =
f (xi+1) − 2 f (xi) + f (xi−1)

Δx2
+ O(Δx2). (3.2)

En este trabajo se usará la expansión de segundo orden para aproximar el Laplaciano

en la ecuación de GP.

Condiciones de frontera

Al resolver una EDP es necesario proveer condiciones de frontera, las cuales determi-

nan la manera en que el objeto que se estudia interactúa con el medio que lo rodea.

Existen diferentes condiciones de frontera que se pueden imponer a la EDP. En el caso

de la ecuación de Schrödinger o GP conviene introducir el concepto de esponja; esto es,

se define una región del dominio espacial que actúa como un extintor de partı́culas. La

región de la esponja es definida en una parte del dominio cerca de la frontera numérica.

La esponja es implementada con la finalidad de absorber los modos que al propagarse han

llegado hasta las fronteras del dominio en el que se esta calculando la solución y que se

espera salgan del dominio [9].

Los efectos de una esponja se consiguen definiendo un potencial imaginario, como se

muestra a continuación. Se considera la ecuación de Schrödinger:

i
∂Ψ

∂t
= −1

2
∇2
Ψ + VΨ, (3.3)

donde V es un potencial complejo. Se escribe el complejo conjugado de tal ecuación, que

tiene la forma:

−i
∂Ψ∗

∂t
= −1

2
∇2
Ψ
∗
+ V∗Ψ∗. (3.4)

Si el potencial es V = VRe + iVIm, multiplicando (3.3) por Ψ∗ y (3.4) por Ψ se obtiene el
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siguiente sistema de ecuaciones:

iΨ∗
∂Ψ

∂t
= −1

2
Ψ
∗∇2
Ψ + (VRe + iVIm)ΨΨ∗,

−iΨ
∂Ψ∗

∂t
= −1

2
Ψ∇2
Ψ
∗
+ (VRe − iVIm)ΨΨ∗,

Restándolas:

i(Ψ∗
∂Ψ

∂t
+ Ψ
∂Ψ∗

∂t
) = −1

2
Ψ
∗∇2
Ψ − 1

2
Ψ∇2
Ψ
∗
+ 2iVImΨΨ

∗,

y usando la identidad ∇ · (Ψ∗∇Ψ − Ψ∇Ψ∗) = Ψ∗∇2
Ψ − Ψ∇2

Ψ
∗, se obtiene la siguiente

ecuación:

∂(ΨΨ∗)

∂t
+ ∇ ·

[
i

2
(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ)

]
= 2ΨΨ∗VIm.

Cuando V es real se tiene la conservación de la densidad de probabilidad porque VIm =

0; sin embargo, cuando tiene una parte imaginaria, la parte derecha es una fuente o un

sumidero dependiendo de su signo [9]. Como se desea implementar una esponja en una

región cercana a las fronteras, VIm se elige con signo negativo. La forma que se eligió para

la esponja es la siguiente:

VIm = −
1

2
V02 + tanh[(r − rc)/δ] − tanh(rc/δ), (3.5)

con V0 la profundidad de la esponja, r la coordenada radial r =
√

x2 + y2 + z2, rc es un

radio a partir del cual inicia la esponja y δ es el tamaño de la región de transición. El signo

negativo en la parte derecha de (3.5) se debe a que se esta considerando que el potencial es

un sumidero, si se considera que el signo es positivo se estarı́a pensando que el potencial es

una fuente. En la Figura 3.1 se muestra la esponja en 1D con la función (3.5) en el dominio

de −10 a 10 y la esponja 3D proyectada sobre un plano.

Con esta esponja, la densidad que se aproxime a las fronteras será absorbida en el

sumidero y ésto modelará un sistema aislado.
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Figura 3.1: En la imagen de la izquierda se muestra la esponja en 1D para un dominio de −10 a 10, con

δ = 0.5, V0 = 1, rc = 8. La función VIm pasa de un valor negativo a cero donde no hay esponja y es donde

ocurren los fenómenos fı́sicos de interés, la parte que no es cero es donde está la esponja que va a absorber

todos los modos que podrı́an rebotar de las fronteras. A la derecha se muestra una proyección de VIm sobre el

plano xy, utilizando los mismos parámetros que para el caso unidimensional.

3.2. Método de lı́neas

El método de diferencias finitas es un método general para resolver ED, se utiliza para

resolver ecuaciones hiperbólicas, por ejemplo la ecuación de onda. Este método consiste

en discretizar el dominio donde se define la ED y proporciona una versión discretizada

de dicha ED. El método de lı́neas utiliza los elementos proporcionados por el método de

diferencias finitas (discretizar el dominio y otener la versión discretizada de la ED) para

resolver EDs dependientes de t, asociadas a PVIs como en la ecuación de GP; conociendo

el valor de la función en un punto determinado a un tiempo dado, el método permite calcular

el valor de esa función en ese punto al tiempo siguiente. El método sirve para solucionar

PVIs del tipo:

∂ f

∂t
= L( f ),

donde L es un operador diferencial que con fines ilustrativos se considera de la siguiente

forma:

L = ∇2 f + f , (3.6)

aunque podrı́a ser cualquier otro pero se ha elegido porque es parecido al operador de

la ecuación de Schrödinger. El método de lı́neas se basa en la existencia de un dominio

discreto, donde la ED asociada a un PVI se define en cada punto del dominio. Se escribe la

ecuación (3.6) en una forma semidiscreta definida para el punto (tn, xi, y j, zk); es decir:
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∂ f

∂t
|xi ,y j,zk,tn = Ln

i jk( f ),

y Ln
i jk

toma la forma, usando las aproximaciones en diferencias finitas de segundo orden:

Ln
i jk( f ) =

f n
i+1, j,k − 2 f n

i, j,k + f n
i−1, j,k

Δx2
+

f n
i, j+1,k − 2 f n

i, j,k + f n
i, j−1,k

Δy2

+

f n
i, j,k+1

− 2 f n
i, j,k + f n

i, j,k−1

Δz2
+ f n

i, j,k

O(Δx2,Δy2,Δz2), (3.7)

donde se ha usado el resultado (3.2), y aplicado a las derivadas parciales de f . Finalmente

lo que se tiene es que la parte derecha de (3.7) es un número. Este número está definido

como combinaciones de la función evaluada en distintos puntos alrededor de (xi, y j, zk), a

saber, (xi+1, y j, zk), (xi−1, y j, zk), (xi, y j+1, zk), (xi, y j−1, zk), (xi, y j, zk+1) y (xi, y j, zk−1) y n es la

etiqueta de un tiempo fijo. Para ilustrar lo anterior véase la Figura 3.2. La parte esencial del

método de lı́neas es que la ecuación (3.7) es una ecuación diferencial ordinaria en el tiempo

y se resuelve con un método numérico que resuelve EDOs, por ejemplo el método de Euler,

Backward Euler, el método del trapecio, los métodos Runge-Kutta (RK) y aproximaciones

de DF de segundo orden. Para este trabajo se eligió el RK de tercer orden debido a que para

este trabajo aporta un buen grado de aproximación y es fácil de implementar.

Figura 3.2: Aquı́ se muestra una célula computacional tridimensional.

El método Runge-Kutta de tercer orden (RK3) se utiliza para resolver el problema de
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valor inicial en cada (xi, y j, zk) del tipo⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d f

dt
= L( f )

f (0) = f0

,

de tn a tn+1.

El RK3 consiste en discretizar el dominio en el cual se va a resolver el problema y

mediante expansiones en series de Taylor, f n+1 toma la forma:

f n+1
= f n

+ (a1k1 + a2k2 + a3k3)Δt,

donde a1, a2 y a3 son constantes y k1, k2 y k3 corresponden a las derivadas d f /dt evaluadas

en distintos puntos del intervalo [tn, tn+1]. Éstas últimas son relaciones de recuerrencia ya

que el k2 depende de k1 y el de k3 de k2; y están dadas como sigue:

k1 = L( f n),

k2 = L( f n
+

1

2
k1Δt),

k3 = L( f n − (k1 − 2k2)Δt).

Entonces la solución está determinada por:

f n+1
= f n

+
1

6
(k1 + 4k2 + k3)Δt,

donde a1 = 1/6, a2 = 4/6, a3 = 1/6.

El RK3 posee un error local de cuarto orden (O(Δt4)) y un error global de tercer orden

(O(Δt3)). Este método basta porque se usan Diferencias Finitas de orden 2 en las partes

derechas de la ecuación (3.7) y ası́ el error dominante es el de la discretización espacial,

como las ecuaciones que se estan resolviendo con el método RK son las que dependen del

tiempo lo que se requiere para aumentar la precisión es aumentar la resolución de la malla

espacial.

Refinamientos de la malla

En todos los problemas que se resuelven empleando métodos numéricos se busca ob-

tener la mejor aproximación a la solución en el continuo, por lo que en algunos casos una

única resolución sobre la malla no es capaz de ofrecer la precisión buscada. Esto se solu-

ciona empleando niveles de refinamiento sobre la malla, es decir, se definen dominios que

son subconjuntos del dominio original D, en tales dominios de la malla la resolución es

mayor y al tener Δx, Δy y Δz menores el método numérico empleado es capaz de ofrecer
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una solución más precisa. Ası́ para nuestro propósito la precisión requerida al resolver un

sistema de ecuaciones de evolución, se logra usando dominios con distintas resoluciones.

Se usará mejor resolución en el centro de la trampa, que es donde se espera que se concen-

tren los átomos del gas. Con fines de ilustrar la idea de los refinamientos se toma el caso

unidimensional y como ejemplo la ecuación de onda [10].

La malla sobre la que se realizan los refinamientos se define igualmente espaciada con

resolución Δx. Los dominios D1,D2, . . . ,Dm, donde m es el numéro de dominios que se

consideran, son conjuntos que cumplen con Dm ⊂ Dm−1 ⊂ . . . ⊂ D1 ⊂ D. Por simplicidad

la resolución en el dominio Dm es el doble de la de Dm−1, y ası́ el sistema de ecuaciones

se discretiza en cada dominio usando resoluciones Δx

21 ,
Δx

22 , . . . ,
Δx
2m respectivamente. En cada

dominio se resuelven las funciones de la ED obteniendo sus respectivas soluciones, una

representación de estos dominios aparecen en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: En esta imagen se aprecia cómo los dominios con mayor resolución están contenidos en los

sucesivos de menor resolución para tres niveles de refinamiento y un tiempo fijo tn.

La idea del funcionamiento del algoritmo es como sigue. Se consideran los dominios

Di y Di+1 que cumplen Di ⊂ Di+1; en cada paso de tiempo se calcula una solución en un Di

pequeño con un buen grado de precisión, después se copia dicha solución a Di+1 por lo que

la solución en Di+1 también tiene un buen grado de precisión. El método es conocido como

refinamiento de Berger-Oliger [11] y aquı́ se describe.

Al discretizar la ecuación de onda aparece un parámetro que debe ser tomado en cuenta,

es el factor C = Δt/Δx; es importante ya que determina el tamaño del paso de tiempo para los

dominios, es decir, si la relación de Di+1 a Di entre resoluciones es de 1/2, entonces el paso

de tiempo para la resolución de Di también es de 1/2. Es importante tener en cuenta que las

funciones involucradas en el sistema de ecuaciones evolucionan de forma independiente en

cada dominio.
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Lo que ocurre en cada paso completo de tiempo tomando dos niveles de refinamiento,

es decir, usando los dominios D1 y D2 con resoluciones Δx/2 y Δx/4 respectivamente, es:

Se consideran los valores de las funciones que están dentro del dominio D al tiempo

tn y mediante el método de lı́neas se calculan los valores de estas funciones al tiempo

tn+1,

se consideran los valores de las funciones en los puntos contenidos en D1 y emplean-

do nuevamente el método de lı́neas para calcular los valores de las funciones en los

mismos puntos pero en los tiempos tn+1/2 y tn+1,

para los valores de las funciones en los puntos que están dentro del dominio D2 los

pasos a seguir son análogos a los descritos en 1 y 2 utilizando 4 pasos de tiempo, es

decir, tn+1/4, tn+1/2, tn+3/4 y tn+1,

los valores de las funciones definidas en los puntos que cumplen (D ∩ D1) se copian

al tiempo tn+1.

se copian los valores de las funciones calculados sobre los puntos de D2 que coinci-

den con los puntos de D1 en el tiempo tn+1,

finalmente se comienzan nuevamente los pasos anteriores, de tal manera que tn+1

ahora será tn.

Una dificultad que tiene este proceso durante su evolución es que los dominios que tie-

nen resoluciones mas pequeñas no poseen fronteras reales y por lo tanto las condiciones

de frontera no pueden ser aplicadas. Una forma de solucionarlo es seguir el método de

Berger-Oliger [11] y crear puntos en ese dominio denominados puntos fantasma cuya fun-

ción es almacenar los valores de las funciones hasta los puntos requeridos por el integrador

RK3 usado. Los valores de las funciones en los puntos fantasma se calculan de la siguiente

manera:

Para los tiempos tn y tn+1 los valores de las funciones en los puntos fantasma se

calculan mediante una interpolación de segundo orden entre puntos vecinos que se

encuentran a los tiempos tn y tn+1 respectivamente.

Para calcular los valores en los puntos fantasma al tiempo tn+1/2 se hace usando una

intepolación bilineal (una promedio entre valores de puntos al tiempo tn y al tiempo

tn+1 si la región entre resoluciones es 1/2).

Una representación de lo anterior se puede ver en la Figura 3.4.
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Figura 3.4: Se muestra el esquema del funcionamiento del algoritmo para tres niveles de refinamiento en el

primer paso de tiempo, los puntos estan igualmente espaciados. Aquı́ también se pueden apreciar los puntos

fantasma creados en cada dominio.

3.3. Implementación y pruebas con soluciones exactas

Para verificar que el código que se ha construido calcula la solución correcta de la

EDP de nuestro interés, en este caso la ecuación de GP, realizamos pruebas con soluciones

exactas. La ecuación de GP es la ecuación de Schrödinger (aunque con una interpretación

macroscópica) pero es matemáticamente la misma y se conocen soluciones exactas, tal es

el caso de la partı́cula en una caja y la partı́cula con un potencial de oscilador armónico.

3.4. Partı́cula en una caja

La prueba básica es la de una partı́cula dentro de una caja. Dentro de la caja la partı́cula

puede moverse libremente, sin embargo, cuando la partı́cula está cerca de las fronteras de

la caja un potencial infinito evita que pueda salir [12].

Realizar esta prueba es importante porque dará las bases para los casos que se estu-

diarán en las secciones siguientes. En esta sección se calculará la solución exacta y se

construirá una solución numérica empleando los métodos numéricos descritos antes.

3.4.1. Solución exacta

Para calcular la solución exacta se considera la ecuación de Schrödinger,

i
∂Ψ(x, y, z, t)

∂t
= −1

2
∇2
Ψ(x, y, z, t) + V(x, y, z)Ψ(x, y, z, t),
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donde se han definido � = m = 1 y el potencial como:

V(x, y, z) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩0 (x, y, z) ∈ D

∞ en otro caso
, (3.8)

dado D = [xmin, xmax] × [ymin, ymax] × [zmin, zmax]. Ası́ tenemos que la probabilidad de en-

contrar la partı́cula fuera de D es nula (Ψ(x, y, z, t) = 0), mientras que dentro de la caja el

potencial es cero, entonces la ecuación de Schrödinger es la de la partı́cula libre:

i
∂Ψ

∂t
= −1

2
∇2
Ψ. (3.9)

La frontera de D juega el papel de las paredes de la caja, ası́ las condiciones de frontera

son Ψ(x = xmin, y, z, t) = Ψ(x = xmax, y, z, t) = 0, Ψ(x, y = ymin, z, t) = Ψ(x, y = ymax, z, t) = 0

y Ψ(x, y, z = zmin, t) = Ψ(x, y, z = zmax, t) = 0.

Para resolver la ecuación (3.9) se propone una solución de la forma Ψ(x, y, z, t) =

exp(−iEt)X(x)Y(y)Z(z), por lo que se tienen tres ecuaciones ordinarias separadas:

d2X(x)

dx2
+ 2α2X(x) = 0,

d2Y(y)

dy2
+ 2β2Y(y) = 0,

d2Z(z)

dz2
+ 2γ2Z(z) = 0,

y la energı́a cumple con la condición E = α2
+ β2
+ γ2 sobre las constantes de integración.

Aplicando las condiciones de frontera a Ψ se llega a la solución para la parte estacionaria

de (3.9)

Ψnxnynz
(x, y, z) = Anx

Any
Anz

sin(nxπx) sin(nyπy) sin(nzπz)

con los valores permitidos de energı́a

Enxnynz
=

(nxπ)
2

2
+

(nyπ)
2

2
+

(nzπ)
2

2
,

donde nx = 0, 1, 2, ..., ny = 0, 1, 2, ... y nz = 0, 1, 2, ... son números cuánticos. Posteriormen-

te se normaliza la función de onda con la siguiente condición:

∫
D

Ψ
∗
Ψd3x = 1,
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y se obtiene finalmente la solución completa de la ecuación de Schrödinger:

Ψnxnynz
(x, y, z, t) =

√
8 exp−iEnxnynz t sin(nxπx) sin(nyπy) sin(nzπz), (3.10)

Una propiedad de las soluciones estacionarias es que su dependencia temporal es armónica

por ello una cantidad importante a monitorear es la densidad de probabilidad:

ρ = Ψ∗Ψ = 8 sin2(nxπx) sin2(nyπy) sin2(nzπz), (3.11)

que es una función independiente del tiempo. Esto es muy importante para verificar las

soluciones numéricas.

3.4.2. Solución numérica

Para resolver numéricamente la ecuación (3.9) se requiere una versión discretizada de

ésta, dicha discretización se describe a continuación.

Se considera la función de onda como una función compleja que tiene la forma Ψ =

ΨRe + iΨIm, sustituyendo en (3.9) se obtienen dos ecuaciones, una para la parte real y otra

para la parte imaginaria de Ψ en el dominio D = [xmin, xmax] × [ymin, ymax] × [zmin, zmax].

∂ΨRe

∂t
= −1

2
∇2
ΨRe

∂ΨIm

∂t
=

1

2
∇2
ΨIm

Y la ecuación en su forma semi-discreta es para las partes real e imaginaria:

∂ΨRe

∂t
= −1

2

Ψ
n
i+1, j,k

− 2Ψn
i, j,k
+ Ψ

n
i−1, j,k

Δx2
− 1

2

Ψ
n
i, j+1,k

− 2Ψn
i, j,k
+ Ψ

n
i, j−1,k

Δy2

−1

2

Ψ
n
i, j,k+1

− 2Ψn
i, j,k + Ψ

n
i, j,k−1

Δz2

∂ΨIm

∂t
=

1

2

Ψ
n
i+1, j,k − 2Ψn

i, j,k + Ψ
n
i−1, j,k

Δx2
+

1

2

Ψ
n
i, j+1,k − 2Ψn

i, j,k + Ψ
n
i, j−1,k

Δy2

+
1

2

Ψ
n
i, j,k+1

− 2Ψn
i, j,k + Ψ

n
i, j,k−1

Δz2

que es la expresión explı́cita usada para aplicar el método de lı́neas. La resolución de la
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malla donde se resolverá la ecuación se define como:

Δx =
xmax − xmin

Nx
, (3.12)

Δy =
ymax − ymin

Ny
, (3.13)

Δz =
zmax − zmin

Nz
, (3.14)

donde Nx, Ny, Nz representan el número de puntos que tendrá la malla en cada dirección

espacial. Para la parte temporal el dominio esta definido [tmin, tmax], donde se toma tmin = 0.

La resolución temporal es Δt y se define a través del factor C = Δt

Δx2 similar al de Courant

para ecuaciones hiperbólicas, y cuyo valor se utiliza para calcular Δt adecuados para que el

modelo sea estable, C < 1
23 .

3.4.3. Prueba

La prueba se hizo sobre el dominio numérico D = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1], el cual se dis-

cretiza usando 100 puntos en cada dirección espacial, Nx = Ny = Nz = 100, con resolución

Δx = Δy = Δz = 0.01 y se evoluciona hasta t = 10. Se usa la solución (3.10) al tiempo

inicial t = 0 como condición inicial de la EDP y se imponen condiciones de frontera Ψ = 0

en la frontera de D en todas las caras del dominio. Esta condición de frontera es la adecuada

para este problema porque la ecuación (3.8) implica que Ψ = 0 fuera de D y la continuidad

de Ψ exige que fuera del dominio ésta sea cero. De esta manera se inicia la evolución del

sistema empleando el método de lı́neas.

En la Figura 3.5 se muestra ΨRe en la dirección de y con nx = ny = nz = 2 (en las

otras direcciones la gráfica es la misma debido a que tienen el mismo número de nodos),

lo que permite ver cómo evoluciona Ψ a lo largo de dicho eje, por otra parte, la densidad

de probabilidad ρ en la misma dirección, y, permite observar cómo cambia a medida que

evoluciona la función de onda y se puede ver que la gŕafica de ρ en ese mismo eje cambia

ligeramente en un intervalo pequeño, lo que confirma que ρ es independiente del tiempo,

salvo por errores numéricos.

Además en la Figura 3.6 se muestra que la N =
∫

D
ρdx ≈ 1 durante el tiempo de

evolución, el hecho de que no se mantenga igual a 1 es debido a que el método numérico

sólo calcula una aproximación como se mencionó antes y por tanto tiene asociado un error.

En las gráficas mostradas en ambas figuras se utiliza un sólo nivel de refinamiento.
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Figura 3.5: En la primer gráfica se muestra la parte real de la función de onda correspondiente a la partı́cula

en una caja a lo largo del eje y con dos nodos, nx = ny = nz = 2; mientras que, en la segunda se mues-

tra la densidad de probabilidad ρ = ΨΨ∗ en la misma dirección. En ambas gráficas se utilizó un nivel de

refinamiento.
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Figura 3.6: La gráfica presenta N =
∫ ∫ ∫

D
ρd3x vs t. Se puede observar que esta cantidad no permanece

constante debido a la resolución que se está utilizando, al aumentar la resolución, la pendiente de la recta

disminuye y se acerca a los resultados esperados.

3.5. Partı́cula en un potencial de oscilador armónico isotrópi-

co

En esta sección se considera una partı́cula dentro de un potencial de oscilador armónico.

Ası́ como se presenta la solución exacta al problema y una solución numérica con sus res-

pectivas pruebas. Como se considera el problema cuántico se tiene que resolver la ecuación

de Schrödinger y no la ley de Hooke [12].
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Solución exacta

Para este caso la partı́cula dentro de un dominio D se encuentra sometida a un potencial

de oscilador armónico donde las constantes de resorte son iguales en las tres direcciones

espaciales:

V(x, y, z) =
1

2
(x2
+ y2
+ z2).

Con este potencial la ecuación de Schrödinger toma la forma:

i
∂Ψ(x, y, z, t)

∂t
= −1

2
∇2
Ψ(x, y, z, t) +

1

2
(x2
+ y2
+ z2)Ψ(x, y, z, t), (3.15)

donde se han usado unidades � = m = ω = 1. Este problema también tiene solución exacta,

la ecuación se resuelve por separación de variables proponiendo una solución de la forma

Ψ(x, y, z, t) = exp(−iEt)X(x)Y(y)Z(z) y sustituyendo en la ecuación (3.15),

2E = − 1

X(x)

dX(x)

dx
− 1

Y(y)

dY(y)

dy
− 1

Z(z)

dZ(z)

dz
+ x2
+ y2
+ z2, (3.16)

de aquı́ se tienen tres ecuaciones:

d2X(x)

dx2
+ (2α2 − x2)X(x) = 0,

d2Y(y)

dy2
+ (2β2 − y2)Y(y) = 0,

d2Z(z)

dz2
+ (2γ2 − z2)Z(z) = 0,

donde la energı́a cumple con la condición E = α2
+ β2

+ γ2. Resolviendo cada una de

las ecuaciones anteriores, como se hace con el problema de la partı́cula en un oscilador

armónico en una dimensión [12]. Se obtiene la solución a la ecuación (3.16):

Ψnxnynz
(x, y, z) = Anx

Any
Any

exp

(−(x2
+ y2
+ z2)

2

)
Hnx

(x)Hny
(y)Hnz

(z),

donde Hnx
(x), Hny

(y) y Hnz
(z) son los polinomios de Hermite. Además la energı́a del sistema

cumple con:

Enxnynz
= nx + ny + nz +

3

2
,

donde nx = 0, 1, 2, ..., ny = 0, 1, 2, ... y nz = 0, 1, 2, ... son enteros que etiquetan los valores

permitidos de la energı́a. Finalmente al normalizar los polinomios de Hermite se obtienen

las amplitudes Anx
, Any

, Any
con lo cual se obtiene la solución completa del problema:
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Ψnxnynz
(x, y, z, t) =

1√
π3/22nx+ny+nznx!ny!nz!

exp(−iEnxnynz
t) exp

(
− x2
+ y2
+ z2

2

)
Hnx

(x)Hny
(y)Hnz

(z),

(3.17)

y la densidad de probabilidad tiene la forma:

ρ = ΨΨ∗ = 1

π3/22nx+ny+nznx!ny!nz!
exp

(
−

(
x2
+ y2
+ z2

))
H2

nx
(x)H2

ny
(y)H2

nz
(z), (3.18)

la densidad de probabilidad se calcula con la finalidad de determinar las consistencia de la

solución numérica.

Solución numérica

Para resolver la ecuación (3.15) necesitamos una versión discreta de ésta, dicha dis-

cretización se hace una vez más considerando la función de onda Ψ(x, y, z, t) como una

función compleja que tiene la forma Ψ = ΨRe + iΨIm, de forma análoga hacemos la misma

consideración para el potencial V = VRe+ iVIm y sustituimos en (3.15) de donde obtenemos

las siguientes ecuaciones:

∂ΨIm

∂t
=

1

2
∇2
ΨRe + (VImΨIm − VReΨRe),

∂ΨRe

∂t
= −1

2
∇2
ΨIm + (VReΨIm − VImΨRe).

La discretización de las ecuaciones se hace de forma similar que para la partı́cula en una

caja, la única diferencia es que se le suman los términos que contienen el potencial. Las

ecuaciones anteriores deben ser escritas en su forma semi-discreta para poder ser resueltas

con el método de lı́neas:

∂ΨRe

∂t
= −1

2

ΨIm(i + 1, j, k, n) − 2ΨIm(i, j, k, n)+ ΨIm(i − 1, j, k, n)

Δx2

+
ΨIm(i, j + 1, k, n) − 2ΨIm(i, j, k, n) + ΨIm(i, j − 1, k, n)

Δy2

+
ΨIm(i, j, k + 1, n) − 2ΨIm(i, j, k, n)+ ΨIm(i, j, k − 1, n)

Δz2

+VRe(i, j, k)ΨIm(i, j, k, n) − VIm(i, j, k)ΨRe(i, j, k, n) (3.19)
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∂ΨIm

∂t
=

1

2

ΨRe(i + 1, j, k, n)− 2ΨRe(i, j, k, n) + ΨRe(i − 1, j, k, n)

Δx2

+
ΨRe(i, j + 1, k, n) − 2ΨRe(i, j, k, n)+ ΨRe(i, j − 1, k, n)

Δy2

+
ΨRe(i, j, k + 1, n) − 2ΨRe(i, j, k, n) + ΨRe(i, j, k − 1, n)

Δz2

+VRe(i, j, k)ΨRe(i, j, k, n) − VIm(i, j, k)ΨIm(i, j, k, n) (3.20)

La resolución de la malla esta dada por las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14); el factor

de evolución C se define como C < 1
23 .

Pruebas

La ecuación se resolvió en el dominio D = [−12.8, 12.8]× [−12.8, 12.8]× [−12.8, 12.8]

con Nx = Ny = Nz = 128, D fue discretizado de la misma forma que para el caso ante-

rior usando una resolución de Δx = Δy = Δz = 0.2, el factor de evolución se definió con

un valor de C = 0.125 y el código evolucionó hasta t = 50. Para este problema la con-

dición inicial está dada por la solución exacta (3.17) al tiempo inicial t = 0; las pruebas

fueron hechas con uno, dos y tres niveles de refinamiento; el dominio con dos niveles de

refinamiento es [−6.4, 6.4] × [−6.4, 6.4] × [−6.4, 6.4] y Δx = Δy = Δz = 0.1, y para tres

niveles de refinamiento el dominio es [−3.2, 3.2] × [−3.2, 3.2] × [−3.2, 3.2] con resolución

Δx = Δy = Δz = 0.05.

Prueba 1

En la Figura 3.7 se muestra la parte real de la función de onda Ψ y la densidad de

probabilidad ρ = ΨΨ∗ para nx = ny = nz = 0 durante el tiempo de evolución para un

primer nivel de refinamiento a lo largo del eje y, mientras que en la Figura 3.8 se muestran

las gráficas para dos niveles de refinamiento. En ambas Figuras se puede observar que Ψ

sigue el perfil de una gaussiana centrada en el origen y al evolucionar en el tiempo sigue

presentando este perfil con un cambio en la amplitud. Por otra parte, ρ al igual que Ψ sigue

un comportamiento gaussiano pero al evolucionar en el tiempo, se observa que la amplitud

está cambiando dentro de un intervalo pequeño a pesar de que en el caso ideal deberı́a

permanecer sin cambio. Si comparamos las gráficas a la derecha de las Figuras 3.7 y 3.8 se

aprecia que las oscilaciones son menores en la Figura 3.8 pues se usa una mayor resolución

en la región central del dominio. Este es el objetivo de usar refinamiento de mallas y una

prueba de que el código implementado funciona correctamente.

La Figura 3.9 presenta la evolución de ΨRe y
∫

D
ρdx en el tiempo usando tres niveles de

refinamiento, para el tercer nivel de refinamiento la gráfica presenta ligeras oscilaciones.
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Esto se debe a que al definir el dominio para este nivel es posible que una parte de la

Gaussiana haya quedado fuera de dicho dominio y por tanto el error que presenta al calcular

la solución es mayor que cuando se usan dos niveles de refinamiento. Este ejemplo ilustra

que el refinamiento de mallas también tiene limitaciones.

Se espera que la integral de la densidad en el tiempo tenga un valor igual a uno, lo

cual indica que Ψ es independiente del tiempo, pero al observar la gráfica vemos que no

se cumple dicha predicción debido a que las curvas tienen una pendiente distinta de cero

producida por el error asociado al método numérico asociado, la correspondiente a los dos

niveles de refinamiento tiene un pendiente menor por lo que con este nivel de refinamiento

la aproximación es mejor.

El error porcentual de
∫
ρdt después de que Ψ hizo 10 oscilaciones, es decir en t = 50

para un nivel de refinamiento es de 3.8 % mientras que para dos niveles el error es de 0.5 %.
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Figura 3.7: Se muestra la evolución de ΨRe y ρ para un nivel de refinamiento con nx = ny = nz = 0 y

Δx = Δy = Δz = 0.2 a lo largo del eje y. Se aprecia que la función de onda presenta un perfil gaussiano

dependiente del tiempo y ρ permanece casi independiente del tiempo.
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Figura 3.9: La gráfica de la izquierda muestra el valor central deΨRe a lo largo del tiempo, mientras la gráfica

de la de derecha muestra N =
∫

D
ρd3x vs t, se ve que con un nivel de refinamiento la pendiente es mayor que

la pendiente de la curva que es generada cuando se usan dos niveles de refinamiento, mientras que para tres

niveles de refinamiento la curva generada no es una recta, es decir, la curva tiene ligeras oscilaciones.

Prueba 2

Al igual que en la prueba anterior se graficó la evolución de la función de onda en los

tres ejes considerando los valores nx = 4, ny = 0 y nz = 2; el perfil que tendrá la función

de onda Ψ en el tiempo sigue un comportamiento oscilante. En la Figura 3.10 vemos la

evolución de ΨRe y de ρ durante el tiempo de evolución a lo largo de cada uno de los ejes

coordenados. La prueba se hizo para dos niveles de refinamiento.

Por otra parte, en la Figura 3.11 se muestra la función de onda y la densidad de pro-

babilidad, ρ, proyectadas en el plano xy a distintos tiempo con un nivel de refinamiento,

se puede observar claramente cómo la función de onda cambia de un tiempo al siguiente,

mientras que ρ se mantiene aproximadamente constante.
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Figura 3.10: Muestra la gráfica deΨRe, la cual oscila mientras la densidad de probabilidad se mantiene cercana

a la independencia temporal y presenta cambios que se encuentran oscilando dentro de un intervalo pequeño.

Estas gráficas corresponden al caso nx = 4, ny = 0 y nz = 2. Las gráficas obtenidas fueron calculadas con dos

niveles de refinamiento.
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Figura 3.11: Muestra las gráficas de la función de onda y de la densidad de probabilidad proyectadas en el

plano xy para el caso nx = 4, nx = 0 y nx = 2 para los tiempo t = 0, 2, 4. Se observa que la densidad de

probabilidad se mantiene aproximadamente independiente del tiempo durante el tiempo de evolución.

3.6. Partı́cula en un potencial de oscilador armónico

anisotrópico

3.6.1. Solución exacta

La evolución de la función de ondaΨ(x, y, z, t) para este caso es descrita por la ecuación

de Schrödinger, donde la partı́cula está sometida al potencial de la forma:
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V(x, y, z) =
1

2
(x2
+ y2
+ εz2).

Para resolver la ecuación se separa y propone una solución de la forma Ψ(x, y, z, t) =

exp(−iEt)X(x)Y(y)Z(z), dicha solución se sustituye en la ecuación de Schrödinger y se

obtienen las siguientes tres ecuaciones ordinarias:

d2X(x)

dx2
− X(x)(x2 − 2α2) = 0, (3.21)

d2Y(y)

dy2
− Y(y)(y2 − 2β2) = 0, (3.22)

d2Z(z)

dz2
− Z(z)(εz2 − 2γ2) = 0, (3.23)

donde E = α2
+β2
+γ2. Aplicando las condiciones de frontera deΨ a las ecuaciones (3.21)

y (3.22) conocemos su solución ya que se trata de la ecuación del oscilador armónico

unidimensional:

Xnx
(x) = Anx

e−x2/2Hnx
(x),

Yny
(y) = Any

e−y2/2Hny
(y),

donde Hnx
y Hny

son los polinomios de Hermite. Para resolver la EDO (3.23) se define una

nueva variable z̃ =
√
εz y sustituyendo se obtiene:

Znz̃
(z̃) = Anz̃

e−z̃2/2Hnz̃
(z̃).

Regresando a la variable original se encuentra que la solución es:

Znz
(z) = Anz

e−εz
2/2Hnz

(
√
εz),

Finalmente la solución para la parte estacionaria es:

Ψnxnynz
(x, y, z) = Anx

Any
Anz

exp(−(x2
+ y2
+ εz2)/2)Hnx

(x)Hny
(y)Hnz

(
√
εz),

donde la energı́a toma los valores:

Enxnynz
= (nx +

1

2
) + (ny +

1

2
) + ε(nz +

1

2
),

con nx = 0, 1, 2, ..., ny = 0, 1, 2, ... y nz = 0, 1, 2, ... son números cuánticos que etiquetan

los valores permitidos de la energı́a. Después de normalizar los polinomios de Hermite se
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obtiene la solución completa:

Ψnxnynz
(x, y, z, t) =

√
1√

επ3/22nx+ny+nznx!ny!nz!
exp(−iEnxnynz

t) exp(−(x2
+y2
+εz2)/2)Hnx

(x)Hny
(y)Hnz

(
√
εz).

(3.24)

La densidad de probabilidad ρ = Ψ∗Ψ cumple con la propiedad de permanecer indepen-

diente del tiempo ya que su solución es estacionaria como era de esperarse. Es decir, se ha

construido aquı́ las soluciones estacionarias para un potencial anisotrópico.

3.6.2. Pruebas

La forma semi-discreta de las ecuaciones que describen este problema son análogas a

las del caso anterior. Se considera el dominio [−12.8, 12.8]× [−12.8, 12.8]× [−12.8, 12.8],

con resolución Δx = Δy = Δz = 0.2 para el primer nivel de refinamiento, para el segundo

nivel de refinamiento el dominio es [−6.4, 6.4] × [−6.4, 6.4] × [−6.4, 6.4] y una resolución

Δx = Δy = Δz = 0.1; para este caso se define el coeficiente C = 0.1 y el sistema es

evolucionado hasta t = 50.

La condición inicial esta dada por la ecuación (3.24) al tiempo inicial t = 0. Se elige el

valor de ε = 2 y el efecto que tiene es el de alargar el potencial del oscilador a lo largo de

la dirección z, un efecto que deseamos simular, puesto que en la construcción del BEC de

Rb-87 la trampa es alargada.

Prueba 1

En esta primera prueba se observa la evolución de la función de ondaΨ y de la densidad

de probabilidad para nx = ny = nz = 0 cuando se agrega el efecto de la anisotropı́a al

potencial. En la Figura 3.12 se muestra ΨRe y ρ para dos niveles de refinamiento a lo largo

de los ejes x y z. En esta gráfica se puede observar que Ψ tiene un perfil de una gaussiana

centrada en el origen que evoluciona en el tiempo, mientras que ρ presenta un perfil análogo

pero durante la evolución su amplitud cambia dentro de un intervalo pequeño de tiempo;

para ver con más claridad el efecto de la anisotropı́a en la solución se muestra la Figura

3.13, cuyas isocurvas nos ayudan a visualizar que efectivamente la densidad en el eje z es

más grande.

En la Figura (3.14) se muestra del lado izquierdo el valor central de ΨRe en el tiempo

y a la derecha N =
∫

D
ρd3x a lo largo del tiempo, ambas para uno y dos niveles de refi-

namiento. Se comprueba nuevamente que la recta para N correspondiente a dos niveles de

refinamiento tiene una pendiente menor que la que corresponde a un nivel de refinamiento.
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Figura 3.12: En esta gráfica se muestra a ΨRe y a ρ a lo largo de los tres ejes coordenados para el caso

estacionario, nx = ny = nz = 0. Las gráficas obtenidas fueron calculadas con dos niveles de refinamiento.
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Figura 3.13: Oscilador armónico anisotrópico. Son las isocurvas de la función de onda vistas en el plano xz,

para el caso nx = ny = nz = 0.
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Figura 3.14: Oscilador armónico anisotrópico con nx = ny = nz = 0. Se muestra a la izquierda ΨRe vs t y a la

derecha N vs t. La curva roja es la correspondiente a un nivel de refinamiento, mientras que la curva verde se

realizó con dos niveles de refinamiento.

Prueba 2

La última de las pruebas realizadas fue para el caso nx = 4, ny = 2 y nz = 0 para dos

niveles de refinamiento. En la Figura 3.15 se muestra ΨRe y ρ a lo largo de los ejes x, y

y z. En las gráfica de la izquierda se muestra la evolución de ΨRe en el tiempo, durante el

tiempo de la evolución el perfil que mantiene ΨRe es el mismo pero con un cambio en la

amplitud. Por otro lado, ρ, se ve en las gráficas a la derecha, presenta una variación de la

amplitud, dicha variación se encuentra dentro de un intervalo pequeño aunque en el caso

ideal deberı́a permanecer sin cambio.

Por otro lado, en la Figura 3.16 se muestran ΨRe y ρ proyectadas en el plano xz a

distintos instantes de tiempo.
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Figura 3.15: Muestra ΨRe y ρ a lo largo de cada uno de los ejes espaciales. Las gráficas obtenidas fueron

calculadas con dos niveles de refinamiento y con los nodos nx = 4, ny = 2 y nz = 0.
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Figura 3.16: Muestra a ΨRe y ρ proyectadas en el plano xz a diferentes tiempos, t = 0, 2, 4 para nx = 4, ny = 2

y nz = 0. Las gráficas obtenidas fueron calculadas con dos niveles de refinamiento.



Capı́tulo 4

Simulación del condensado de Rb-87

Se esta interesado en reproducir la formación del condensado de Bose-Einstein para

un gas compuesto de átomos de Rb-87 numéricamente. Como se ha mencionado antes, el

modelo utilizado para estudiar la dinámica del gas es la ecuación de GP:

i�
∂Ψ̃

∂t̃
= − �

2m
∇2
Ψ̃ +

mω2

2
(x̃2
+ ỹ2
+ ε z̃2)Ψ̃ + NU0|Ψ̃|2Ψ̃. (4.1)

Para lograrlo es necesario que los parámetros numéricos simulen los parámetros fı́si-

cos. De los experimentos en [3] se tienen los siguientes parámetros: se considera una caja

cúbica, recipiente de vidrio de 50 μm de lado, donde los átomos fueron incoporados y don-

de se llevo a cabo el experimento y átomos de Rb-87 en un gas diluido, la nube se coloca

en el centro del dominio numérico, que corresponde a la posición del centro de la trampa

en el experimeto [4]. Una vez los átomos han sido puestos dentro de la caja se sigue con

el confinamiento de los átomos; para lo cual se emplea la configuración de láseres como

en el capı́tulo 2. Esto resulta en un potencial de tipo oscilador armónico con constantes de

resorte iguales en las tres direcciones espaciales.

Enseguida el cuadrupolo magnético colocado fuera de la caja se hace rotar con un

periodo de oscilación de 50 Hz, provocando que la trampa se alargue en la dirección z,

añadiendo el efecto de la anisotrópia al potencial armónico.

Después de 20 ms la mayorı́a de los átomos se encuentran localizados en una región

especı́fica de la caja, a partir de este momento las interacciones entre los átomos se hace más

fuerte provocando que estos comiencen a sufrir colisiones elásticas generando un segundo

potencial llamado “potencial de auto-interacción” [4].

Para llevar a cabo el proceso de evaporación de los átomos más calientes, en donde

aquellos átomos que se encuentran en un nivel más alto de energı́a serán liberados de la

trampa armónica, el potencial armónico es reducido a la mitad adiabáticamente; al ser

reducido el potencial sólo permanecerán los átomos que se encuentren en los niveles más

bajos de energı́a. Para ilustrar lo descrito anteriormente se muestra la Figura 4.1.

Finalmente, se deja expandir la nube de átomos por 60 ms, después de este tiempo

49
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Figura 4.1: Se muestra un esquema de lo que ocurre cuando la trampa es reducida a la mitad. Los átomos que

se encuentran en los niveles más altos escaparán del efecto de la trampa, permaneciendo ası́ aquellos que se

encuentran en los niveles más bajos de energı́a.

es cuando los átomos repentinamente pasan al estado de mı́nima energı́a, concentrándose

nuevamente en el centro de la trampa, y es en ese momento cuando el condensado se ha

formado. En la Figura 2.6 del capı́tulo 2 se muestran las imágenes de la formación del BEC

obtenidas en el experimento realizado en [3].

Para realizar la simulación numérica es necesario que la ecuación de GP tenga unida-

des de código, ésto se logra redefiniendo las variables contenidas en dicha ecuación de la

siguiente manera:

t = ωt̃,

x =

√
mω

�
x̃,

y =

√
mω

�
ỹ, (4.2)

z =

√
mωε

�
z̃,

a =

√
mω

�
ã,

Ψ =
4

√(
�

mω

)3

Ψ̃,

donde t, x, y, z, a y Ψ son variables que tienen unidades de código y t̃, x̃, ỹ, z̃, ã y Ψ̃ son

variables fı́sicas. Al sustituir las ecuaciones de (4.2) en la ecuación de GP se obtiene la
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ecuación de GP adimensional:

i
∂Ψ

∂t
= −1

2

(
∂2
Ψ

∂x2
+
∂2
Ψ

∂y2
+ ε
∂2
Ψ

∂z2

)
+

1

2
(x2
+ y2
+

z2

ε
)Ψ + 4πNa|Ψ|2Ψ, (4.3)

la cual está definida en un dominio discreto D. Esta ecuación es válida siempre que las

fluctuaciones entre las partı́culas no afecten la dinámica macroscópica del sistema , por lo

que para este caso las fluctuaciones son omitidas al establecer la distribución de densidad

del condensado [4]. Además, se considera que el experimento es válido en el régimen de

campo medio, donde no se considera la disipación ni la expansión de la trampa.

Para simular la parte donde los átomos son agregados a la caja se agrega la función G(t)

dependiente del tiempo en el término de auto-interacción de la ecuación de GP. La función

G(t) tiene la siguiente forma:

G(t) =
1

2

[
1 − cos

(
πt

tr

)]
, (4.4)

el tiempo de rampa tr es el tiempo que tomará agregar todos los átomos a la caja y apartir

de este tiempo la función G(t) = 1 indicando que la cantidad de átomos ya no aumentará.

Lo que sigue es disminuir el potencial generado por la trampa un 50 %, lo que corres-

ponde al proceso de evaporación de los átomos más calientes. Esto se logra añadiendo al

modelo numérico una función dependiente del tiempo, H(t), multiplicando al término que

contiene el potencial en la ecuación de GP; dicha función tiene la forma:

H(t) = (tanh(−(t − (tr + d))/ j) + k)/2, (4.5)

donde d, j y k son parámetros seleccionados para ajustar la función tangente hiperbólica y

tr es el tiempo de rampa. De la expresión para H(t) el parámetro k es de gran importancia

en la simulación del BEC, puesto que, esta función es la que se encargará de simular la

parte de la evaporación de los átomos, reduciendo la trampa hasta la mitad de su capacidad,

esto es, multiplicar la frecuencia de oscilación de la trampa por 0.5.

Al introducir G(t) y H(t) a la ecuación (4.3), ésta toma la siguiente forma:

i
∂Ψ

∂t
= −1

2

(
∂2
Ψ

∂x2
+
∂2
Ψ

∂y2
+ ε
∂2
Ψ

∂z2

)
+

1

2
H(t)(x2

+ y2
+

z2

ε
)Ψ + 4πNaG(t)|Ψ|2Ψ, (4.6)

ésta es la ecuación que se considerará en la simulación.

Para iniciar la simulación se requiere establecer el dominio numérico donde (4.3) esta

definida, se utilizan las ecuaciones de (4.2), se considera la masa del Rb-87 como 1.4×1025

y la frecuencia de oscilación de la trampa como 50 Hz, de donde se obtiene que el dominio

numérico es [−12.8, 12.8] × [−12.8, 12.8] × [−12.8, 12.8].

Una vez que el dominio ha sido definido se inicia la evolución de la función de onda



52 Capı́tulo 4. Simulación del condensado de Rb-87

por medio de la ecuación de GP adimensional. Al tiempo inicial t = 0 el potencial se en-

cuentra encendido a un 100 % de su capacidad, es decir, no hay evaporación de los átomos

más calientes. Por otro lado, el término que representa la interacción entre los átomos esta

apagado.

A partir de tr = 1 los átomos ya están localizados en un lugar especı́fico y lo que sigue

es simular la parte de la evaporación de los átomos más calientes y la expansión de la nube

de átomos se disminuyen las constantes de resorte del oscilador armónico por un factor de 1
2

lo que provoca que la nube resultante aumente su tamaño debido al cambio que presenta la

fuerza que mantiene a los átomos atrapados, como se puede ver en la Figura 4.1, ası́ como

la autointeracción repulsiva de los átomos; en este punto sólo quedan aquellos átomos que

tienen energı́as más bajas. Una vez realizado este proceso se deja expandir la nube de

átomos que se ha formado, se espera observar que la nube se hace más densa en el centro,

rodeada por una parte menos densa, y será a partir de este momento que el condensado se

ha formado.

Otra cantidad importante a considerar es la distribución espacial de la energı́a cinética

del sistema, Ec, la cual está dada por el valor de expectación de Ec:

−1

2
Ψ
∗∇2
Ψ(x, y, z, t).

Esta expresión proporciona la información necesaria para conocer el momento en que los

átomos alcanzan velocidades cercanas a cero, indicando que estos han sido atrapados y

llevados a temperaturas cercanas al cero absoluto.

Lo que se espera obtener es que al aumentar la densidad de la nube la energı́a cinética

disminuya, esto indicará la formación del condensado.

Para realizar las distintas etapas descritas anteriormente se requiere tener una versión

discreta de la ecuación GP, por lo que se considera que la función de onda Ψ tiene la forma

Ψ = ΨRe + iΨIm y el potencial tiene la forma V = VRe + iVIm, además, se define λ = 4πNa,

sustituyendo lo anterior en la ecuación (4.3) se obtienen dos ecuaciones:

∂ΨIm

∂t
=

1

2

(
∂2
ΨRe

∂x2
+
∂2
ΨRe

∂y2
+ ε
∂2
ΨRe

∂z2

)
+(VImΨIm − VReΨRe)

−λ(Ψ2
Re + Ψ

2
Im)ΨRe,

∂ΨRe

∂t
= −1

2

(
∂2
ΨIm

∂x2
+
∂2
ΨIm

∂y2
+ ε
∂2
ΨIm

∂z2

)
+(VImΨRe + VReΨIm)

+λ(Ψ2
Re + Ψ

2
Im)ΨIm,
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y las expresiones para la energı́a cinética toman la siguiente forma:

K = −1

2

(
ΨRe∇2

ΨRe + ΨIm∇2
ΨIm

)
,

W =
1

2

(
ΨIm∇2

ΨRe − ΨRe∇2
ΨIm

)
.

La discretización de las ecuaciones anteriores se hace análogamente que para los casos

descritos en el capı́tulo 3, obteniendo como resultado ecuaciones semi-discretas que se

resolverán empleando el método de lı́neas.

4.1. Experimento numérico

La evolución del sistema se inicia considerando la función de onda en el estado base

del potencial armónico, es decir, al tiempo inicial ti = 0, el término de auto-interacción

está apagado, G(t) = 0 y el potencial está al 100 % de su capacidad, por lo que la condición

inicial Ψi(�r, t) es:

Ψi(�r, t = 0) =

√
1

π3/2
√
ε2nx+ny+nznx!ny!nz!

exp(−(x2
+ y2
+

1

ε
z2)/2)Hnx

(x)Hny
(y)Hnz

(
√
εz).

(4.7)

La malla definida está uniformemente espaciada y tiene una resolución de Δx = Δy =

Δz = 0.2; además se emplean dos niveles de refinamiento. El primer nivel está definido

como el dominio completo D y el segundo nivel de refinamiento esta definido en [−6.4 :

6.4] × [−6.4 : 6.4] × [−6.4 : 6.4] con una resolución Δx = Δy = Δz = 0.1; el factor

c = Δt

Δx2 = 0.1. Finalmente como la nube se distribuye en el centro de la de trampa se usan

nx = ny = nz = 0 se eligen igual a cero. Los parámetros utilizados en el modelo se muestran

en la tabla 4.1, donde el número de átomos es estimado a partir de la densidad óptica y el

tamaño de a para el spin polarizado del Rb-87, el cual ha sido medido recientemente con

un buen grado de precisión [4].

Parámetros Unidades Fı́sicas Unidades de Código

x 60 μm 12.8

y 60 μm 12.8

z 60 μm 12.8

a 5.2 nm 0.0013

Cuadro 4.1: Párametros utilizados en el modelo.
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4.1.1. Caso 1: Condensado con un potencial armónico isotrópico

En este experimento la ecuación de GP se evoluciona en el dominio D = [−12.8, 12.8]×
[−12.8, 12.8] × [−12.8, 12.8] con 128 puntos en cada dirección espacial. Para este experi-

mento se utiliza como condición inicial la solución exacta para la partı́cula en un potencial

de oscilador armónico isotrópico, con ε = 1 y nx = ny = nz = 0, al tiempo t = 0. Se emplea

una esponja como condición de frontera, para que la densidad que este cerca de las fronte-

ras de la caja sea absorbida. También se usan dos niveles de refinamiento en el centro del

dominio pues se busca tener mejores resultados ahı́ que es donde ocurre la fı́sica de nuestro

interés.

Se muestran los resultados obtenidos para los tres experimentos realizados; el primero

fue mantener el potencial constante al 100 % de su capacidad, sin liberar los átomos que

poseen mayor energı́a, durante todo el tiempo de evolución; el segundo consistió en dismi-

nuir el potencial hasta el 90 % de su capacidad y por último se disminuyó el potencial hasta

la mitad de su capacidad.

Simulación con un potencial de trampa que no libera los átomos de mayor energı́a

En la Figura 4.2 se muestran las gráficas de ρ(x = 0, y = 0, z = 0, t) vs t. En ella se

aprecian tres curvas distintas, la primera corresponde a N = 1000, la segunda corresponde

a N = 2000 y la tercera es para N = 3000. En cada una se han identificado dos intantes

de tiempo importantes: el primero cuando la curva presenta su mı́nimo valor antes de la

formación del pico y se identifica como el momento en que los átomos se encuentran dentro

de la trampa. El segundo es el valor máximo de la densidad, es decir, el punto más alto del

pico. Este pico permite identificar la formación del condensado.

Una vez que se han identificado estos dos instantes de tiempo, se analiza lo que ocurre

con la densidad, ρ, y el integrando de la energı́a cinética, K. En las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se

muestran estas cantidades. En la primera fila a la izquierda se muestra ρ en el eje x, donde

se puede ver que la densidad correspondiente al instante de la formación del condensado

tienen una mayor amplitud. En la gráfica de la derecha se muestra ρ y K en el eje x, en el

tiempo en que se formó el condensado. En la segunda fila se muestra a ρ proyectada en el

plano xy y en la tercera se muestra K proyectado en el mismo plano, antes de la formación

del condensado y en el instante de tiempo donde la densidad es máxima.

De acuerdo con las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se ve que la formación del condensado depen-

de del número de átomos que se agregren a la trampa, ya que para 1000 átomos la energı́a

cinética es alta cuando la densidad también lo es, contrario a lo que se esperaba que ocu-

rriera. Al aumentar la cantidad de átomos la energı́a cinética se va haciendo cada vez menor

en el centro de la trampa cuando ρ es máxima, como se puede ver en las Figuras 4.4 y 4.5.

Esto indica que el proceso de formación del condensado depende del número de átomos N,

para N pequeño el condensado no se forma, mientras que se forma conforme N aumenta,

esto se ve del experimento realizado en [3] donde se reportó que el BEC estaba formado
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Figura 4.2: Se muestra el comportamiento de ρ(x = 0, y = 0, z = 0, t) vs t, para N = 1000, N = 2000 y

N = 3000. Esto nos permite identificar el momento en que se forma el BEC y el valor máximo de la densidad

para cada valor de N.

por un número grande de átomos.
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Figura 4.3: En estas gráficas se muestra la densidad y el integrando de la energı́a cinética. En la primera fila, a

la izquierda se muestra ρ al tiempo t̃ = 36 ms y al tiempo t̃ = 72 ms observando que ρ efectivamente aumenta,

y en la gráfica de la derecha se muestra ρ y K a lo largo del eje x al tiempo t̃ = 72 ms. En la segunda fila

se muestra a ρ proyectada en el plano xy y en la tercera fila se muestra K en el mismo plano en los mismos

instantes de tiempo. Estas gráficas corresponden al caso N = 1000 y potencial al 100 %. EL tiempo t̃ = 36

ms corresponde al momento cuando se termina de inyectar todos los átomos, mientras que el tiempo t̃ = 72

ms es el momento cuando el condensado deberı́a aparecer.
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Figura 4.4: En estas figuras se muestra en la primera fila la densidad y el integrando de la energı́a cinética a

lo largo del eje x, en la segunda fila se muestra a ρ en el plano xy y la tercera fila corresponde a K, al tiempo

donde todos los átomos han sido incorporados t̃ = 33 ms y al tiempo donde se ha formado el condensado

t̃ = 70 ms para el caso N = 2000 y potencial al 100 %.
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Figura 4.5: Se muestra en la primera fila a la izquierda la densidad en el instante de tiempo donde se han

inyectado todos los átomos, t̃ = 32 ms, y en el instante donde se ha formado el condensado, t̃ = 70 ms, y en

la gráfica de la derecha se muestra a rho y a K al tiempo t̃ = 70 ms. En la segunda fila se muesta ρ proyectada

en el plano xy y en la tercera fila se ve K, ambas en los instantes de tiempo referidos anteriormente. Estas

gráficas corresponden al caso N = 3000 y el potencial al 100 %.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporación de átomos energéti-

cos reduciendo el coeficiente a 90 %

En este experimento se inicio el proceso de evaporar aquellos átomos que poseen

energı́as altas. Para lograrlo el potencial se disminuyó mediante el coeficiente H(t), el cual

se disminuyó hasta un 90 %.

Al igual que en el experimento anterior se graficó ρ(0, 0, 0, t) para los tres valores del

número de átomos N, como se puede ver en la Figura 4.6. La curva correspondiente a 1000

átomos tiene valores menores que las curvas correspondientes a las otras dos cantidades,

esto porque al reducir el potencial, los átomos más calientes fueron liberados del efecto de

la trampa, esto simula a la perfección que los átomos más energéticos escapan cuando el

potencial disminuye y producen un condensado de menor energı́a cinética.

En las Figuras 4.7, 4.8 y 4.7, se muestran los resultados obtenidos para las tres cantida-

des de átomos. En las tres Figuras se cumple que cuando ρ es alta en el centro, la energı́a

cinética es muy baja, siendo más evidente cuando se aumenta la cantidad de átomos. En-

contrando que los resultados obtenidos se asemejan a lo que ocurre en el experimento, zona

de densidad alta y energı́a cinética baja.
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Figura 4.6: Se muestra ρ(0, 0, 0, t) vs t cuando el potencial se ha reducido hasta el 90 % de su capacidad,

evaporando los átomos más calientes. La curvas corresponden a 1000, 2000 y 3000 átomos.
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Figura 4.7: Se muestra ρ y K. En la primera fila a la izquierda se muestra ρ al tiempo donde se terminan de

inyectar los átomos, t̃ = 35 ms, y al tiempo donde deberı́a de aparecer el condensado, t̃ = 70 ms; mientras

que en la gráfica de la derecha se muestra ρ y K a lo largo del eje x al tiempo t̃ = 70 ms. En la segunda fila se

muestra ρ proyecta en el plano xy y la tercera fila se muestra K proyectada en el mismo plano, en los tiempos

t̃ = 35 ms y t̃ = 70 ms; estas gráficas corresponden al caso N = 1000 y el potencial al 90 %.
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Figura 4.8: Muestra a ρ y a K, al tiempo donde todas los átomos han sido incorporados, t̃ = 35 ms y al tiempo

donde se ha formado el condensado, t̃ = 65 ms; para el caso N = 2000 y el potencial al 90 %. En ellas se

puede observar que la energı́a cinética es baja y la densidad es alta en el centro de la trampa. La segunda fila

corresponde a ρ proyectada en el plano xy y la tercera fila corresponde a K proyectada en el mismo plano.
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Figura 4.9: En estas gráficas se muestra a ρ y a K para 3000 átomos a dos tiempos, cuando se inyectan todos

los átomos, t̃ = 35 ms, y cuando el condensado se ha formado, t̃ = 65 ms. El potencial se redujo hasta 90 %.

En la priera fila se muestra a la izquierda ρ y a la derecha rho y K al tiempo cuando el potencial se ha formado.

En la segunda fila se muestra a ρ y en la tercera fila se muestra K, ambas proyectadas en el plano xy.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporación de átomos energéti-

cos reduciendo el coeficiente a 50 %

Finalmente el último experimento realizado fue reducir el potencial hasta el 50 % de su

capacidad como se hizo en [3], con lo cual sólo permanecen los átomos que se encuentran

en los estados de energı́a más bajos. En la Figura 4.10 se muestran las tres curvas corres-

pondientes a N = 1000, N = 2000 y N = 3000. Si se compara con las gráficas de las

Figuras 4.2 y 4.10 se aprecia que el pico de ρ(x = 0, y = 0, z = 0, t) tarda más tiempo en

formarse, sin embargo, para los tres valores del número de átomos N el pico aparece en

instantes de tiempo muy cercanos.

En las Figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se muestran los resultados obtenidos para ρ y K antes

de la formación del condensado y cuando el condensado se ha formado. Los resultados

mostrados en las Figuras corresponden a 1000 átomos, 2000 átomos y 3000 átomos, res-

pectivamente. En las tres Figuras aparece la zona de alta densidad y baja energı́a cinética,

lo cual (como se ya se indicó anteriormente) es evidencia de la formación del condensado.
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Figura 4.10: Se muestra la gráfica de ρ(x = 0, y = 0, z = 0, t) vs t cuando el potencial se ha reducido un 50 %

para 1000, 2000 y 3000 átomos.
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Figura 4.11: En la primera fila a la izquierda se muetra a rho en el eje x al tiempo cuando todos los átomos

se han incorporado, t̃ = 40 ms, y al tiempo cuando el condensado se formó, t̃ = 93 ms. Para verificar lo

que ocurre con la energı́a cuando la densidad es alta, se muestra la gráfica de la primera del lado derecho.

En la segunda se ve ρ y tercera fila se muestra K, ambas en el plano xy. Estas gráficas correspnden al caso

N = 1000 y el potencial al 50 %.
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Figura 4.12: Se muestra en la primera fila ρ y K en el eje x; en la segunda fila se muestra ρ en el plano xy,

mientras que en la tercera fila se muestra K en ese mismo plano, al tiempo donde todas los átomos han sido

incorporados, t̃ = 50 ms, y al tiempo donde se ha formado el condensado, t̃ = 90 ms para el caso N = 2000 y

el potencial al 50 %.
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Figura 4.13: En la primera fila se presentan a ρ y a K en el eje x, mientras que en la segunda fila se presenta ρ

en el plano xy y la tercera fila corresponde a K en el mismo plano, al tiempo cuando se inyectan los átomos,

t̃ = 55 ms, y al tiempo donde se ha formado el condensado, t̃ = 90 ms. Estas gráficas corresponden al caso

N = 3000 y el potencial al 50 %.

4.1.2. Caso 2: Condensado con un potencial anisotrópico

En esta parte se muestran los resultados obtenidos de los experimentos realizados para

la simulación del BEC, utilizando todos los elementos proporcionados por el experimen-
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to realizado en [3]. Por lo tanto, del experimento numérico anterior a este sólo quedaba

agregar el efecto de la anisotropı́a a la trampa armónica.

Resolviendo la ecuación (4.1) en el dominio D = [−12.8, 12.8] × [−12.8, 12.8] ×
[−12.8, 12.8], el cual fue discretizado usando 128 puntos en cada una de las direcciones

espaciales, Nx = Ny = Nz = 128, con una resolución de Δx = Δy = Δz = 0.2. Para

tener mejores resultados se agregó un segundo nivel de refinamiento en el centro del domi-

nio D, que es donde ocurren los fenómenos fı́sicos de interés, este refinamiento ocurre en

[−6.4, 6.4] × [−6.4, 6.4] × [−6.4, 6.4] y tiene una resolución de Δx = Δy = Δz = 0.1.

Al iniciar la evolución de (4.1) el término no lineal es igual a cero, por lo que la con-

dición inicial es la misma que para la partı́cula en un potencial de oscilador armónico

anisotrópico, donde ε = 2 y nx = ny = nz = 0, al tiempo t = 0. Además, se emplea una

esponja como condición de frontera, puesto que, durante la evolución los átomos que sean

liberados de la trampa y se aproximen a las fronteras de la caja deben ser absorbidos para

evitar que puedan regresar y afecten los resultados. De esta manera se inicia la simulación

del BEC empleando el método de lı́neas.

Se realizaron tres experimentos, el primero de ellos fue dejar el potencial totalmente

encendido, al 100 % de su capacidad, el segundo fue reducir el potencial hasta un 90 %

después de que los átomos han sido incorporados. Finalmente, el tercero que corresponde

a reducir el potencial hasta la mitad de su capacidad, tal como se hizo en [3]. Para cada uno

de ellos se consideran tres valores del número de átomos N, 1000, 2000 y 3000.

Simulación con un potencial de trampa que no libera los átomos de mayor energı́a

En este primer experimento la trampa se encuentra totalmente encendida durante todo

el tiempo del experimento, por lo que los átomos con mayor energı́a no son liberados de

la trampa, entonces todos los átomos son incorporados. Se consideran valores distintos del

número de átomos, lo que significa que se estudia lo que ocurre al aumentar el número de

átomos que son inyectados. Se espera que al aumentar el número de átomos, aumente la

densidad y disminuya la energı́a cinética en el centro de la trampa.

En la Figura 4.14 se muestra ρ(0, 0, 0, t) a lo largo del tiempo, cada una de las gráficas

corresponden a los tres valores del número de átomos, 1000, 2000 y 3000. La formación

del BEC se identifica con la aparición de un pico, ya que significa que los átomos se han

concentrado en el centro de la trampa.

En las Figuras 4.15, 4.16 y 4.17 se presentan los resultados obtenidos para cada simu-

lación. En la primera fila del lado izquierdo se muestra la densidad en el eje x antes de la

formación del BEC, ta, y en el momento en que se forma, tBec. La curva que corresponde

al tiempo tBEC es más angosta y con una mayor amplitud. En la gráfica de la derecha se

muestra a ρ y a K en el eje x al tiempo tBEC . En las gráficas de la segunda fila aparece ρ

proyectada en el plano xz en los tiempos ta y tBEC, mientras que en la tercera fila se muestra

K en el plano xz en los mismos instantes de tiempo.

Al igual que en el experimento anterior se puede ver que la formación del condensado
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depende del número de átomos que se agregen. Esto se ve en la Figura 4.15 donde la energı́a

cinética es aproximadamente del mismo orden de ρ, contrario a lo que se espera ver cuando

hay evidencia de un BEC. Al aumentar el número de partı́culas la energı́a disminuye cuando

la densidad aumenta.
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Figura 4.14: Se muestra el comportamiento del valor central de ρ en el tiempo, para N = 1000, N = 2000 y

N = 3000. Esto nos permite identificar el momento en que se forma el BEC y el valor máximo de la densidad

para cada valor de N.



4.1. Experimento numérico 69
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Figura 4.15: En estas gráficas se muestra la densidad y la energı́a cinética. En la primera fila, a la izquierda se

muestra ρ al tiempo donde todos los átomos se han inyectado, t̃ = 35 ms, y al tiempo donde deberı́a aparecer

el condensado, t̃ = 65 ms, observando que ρ efectivamente aumenta y en la gráfica de la derecha se muestra ρ

y K a lo largo del eje x al tiempo t̃ = 65 ms. En la segunda fila se muestra ρ, mientras que en la tercera fila se

muestra K ambas proyectadas en el plano xz en los mismos instantes de tiempo. Estas gráficas corresponden

al caso N = 1000 y potencial al 100 %.
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Figura 4.16: En la primera fila a la izquierda se muestra la densidad cuando se termina de inyectar los átomos,

t̃ = 38 ms, y al tiempo donde se forma el condensado, t̃ = 72 ms. Por otra parte en la gráfica de la dercha se

muestra ρ y K en el eje x al tiempo t̃ = 72 ms. En la segunda fila se muestra ρ proyectada en el plano xz y

la tercera corresponde al integrando de la energı́a cinética, K, en el mismo plano, a los tiempos t̃ = 38 ms y

t̃ = 72 ms para el caso N = 2000 y potencial al 100 %.
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Figura 4.17: En las gráficas de la primera fila se muestra la densidad, ρ, y el integrando de la energı́a cinética,

K, en el eje x, en la segunda fila se muestra ρ y en la tercera fila aparece K, ambas proyectadas en el plano xz,

antes de la formación del BEC y al tiempo donde se forma. Todas las gráficas corresponde al caso N = 3000

y el potencial al 100 %.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporación de átomos energéti-

cos reduciendo el coeficiente a 90 %

El segundo experimento consistió en incorporar los átomos; una vez que los átomos han

sido completamente incorporados la trampa comienza a reducirse lentamente, hasta llegar

al 90 % de su capacidad, lo que corresponde al proceso de evaporación de los átomos más

calientes.

En la Figura 4.18 se muestran las gráficas correspondientes ρ(0, 0, 0, t) para los tres

valores de N considerados. El pico aparece aproximadamente al mismo tiempo que para

el experimento anterior, pero el punto máximo del pico de cada curva es menor que para

el caso anterior, esto se debe a que se evaporaron los átomos más calientes, por lo que la

densidad en el centro de la trampa fue menor.

Por otra parte, en las Figuras 4.19, 4.20 y 4.21, se muestran distintas gráficas para ρ y

para K, donde se muestra que efectivamente se ha formado el condensado. En las Figuras

se aprecia que la densidad es alta y la energı́a cinética es mı́nima en el centro de la trampa

al tiempo donde ocurre el condensado. Disminuir el potencial un 10 % no es suficiente para

obtener un BEC, porque aunque ocurre el proceso de evaporación, aún permanecen átomos

con energı́as altas. Es por ello que se requiere que el potencial sea reducido hasta la mitad

de su capacidad.

La formación del BEC depende no sólo del número de átomos sino también de la an-

isotropı́a de la trampa. Esto se ve al comparar las Figuras 4.19 y 4.7, en ambas se agregó el

mismo número de átomos y se disminuyó el potencial hasta el 90 % de su capacidad; sin

embargo, en la Figura 4.7, que corresponde a la trampa sin anisotropı́a, se observa la zona

de densidad alta y energı́a cinética baja en el centro de la trampa, lo que no ocurre en la

Figura 4.19.
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Figura 4.18: Esta gráfica muestra a ρ(0, 0, 0, t) vs t. Las curvas corresponden a 1000, 2000 y 3000 átomos;

las tres curvas presentan la formación del pico, lo cual permite identificar el momento en que la densidad es

máxima y su valor para cada valor de N.
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Figura 4.19: En la primera fila a la izquierda se muestra ρ a un tiempo antes de la formación del condensado,

t̃ = 40 ms, y al tiempo donde ocurre el BEC, t̃ = 65 ms; en ella se ve que ρ tiene una mayor amplitud al

tiempo t̃ = 65 ms, mientras la gráfica de la derecha muestra a ρ y a K en el eje x al tiempo t̃ = 65 ms. Por

último en la segunda fila se muestra ρ y en la tercera fila se ve K, proyectadas en el plano xz. Estas gráficas

corresponden al caso N = 1000 y potencial al 90 %.
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Figura 4.20: Se presenta en la primera fila la densidad y el integrando de la energı́a cinética a lo largo del eje

x, en la segunda fila se muestra ρ proyectada en el plano xyz, mientras que en la tercera fila se muestra K en

el mismo plano, al tiempo donde todas los átomos han sido incorporados t̃ = 40 ms y al tiempo donde se ha

formado el condensado t̃ = 65 ms para el caso N = 2000 y potencial al 90 %.
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Figura 4.21: En la primera fila se presenta a la izquierda ρ a lo largo del eje x, al tiempo donde se han

inyectado todos los átomos, t̃ = 35 ms, y al tiempo donde se debe ver el condensado, t̃ = 65 ms. En la gráfica

de la derecha se muestra a ρ y a K en el eje x al tiempo t̃ = 65 ms. Finalmente en la segunda fila se muestra a

rho proyectada en xz y en la tercera fila se aprecia K en el mismo plano a los tiempos t̃ = 35 ms y t̃ = 65 ms

para el caso N = 3000 y el potencial al 90 %.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporación de átomos energéti-

cos reduciendo el coeficiente a 50 %

Finalmente este experimento es el que corresponde con el proceso experimental rea-

lizado en [3]. Primero se enciende la trampa, que es anisotrópica debido a los láseres y

al cuadrupolo magnético, segundo los átomos son incorporados a la trampa; y tercero se

comienza el proceso de evaporación de los átomos más calientes mediante la reducción del

factor H(t) del potencial un 50 %.

En la Figura 4.22 se muestra la densidad central a lo largo del tiempo. Al igual que

en el caso anterior aparece el pico en las tres curvas. Se ve que la densidad máxima es

menor que para los dos experimentos anteriores. Reducir el potencial hasta la mitad de su

capacidad provoca que el proceso de evaporación lleve más tiempo, por lo que toma más

tiempo observar la aparición del pico.

Por otra parte, en las Figuras 4.23, 4.24 y 4.25 se presentan los cambios que sufrieron

ρ y K con este cambio en el potencial (en forma de mapas de colores) y de esta manera se

puede identificar en que casos hubo evidencia de la formación del BEC. Para 2000 y 3000

átomos la formación del BEC es evidente debido a que la energı́a cinética es baja cuando

la densidad es alta. Por otra parte, para 1000 átomos no hubo formación de un condensado.

Al comparar con las imagénes tomadas de [3] mostradas en el capı́tulo 2, donde efecti-

vamente se puede apreciar que los átomos con energı́as bajas se encuentran localizados en

el centro, rodeados por aquellos que tienen energı́as más elevadas. En las Figuras anteriores

se aprecia un comportamiento análogo, la densidad es más alta en el centro de la trampa,

mientras que a los alrededores se encuentran densidades más bajas. Y además se verifica

que la energı́a cinética es baja en el centro, tal como se esperaba.
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Figura 4.22: Se observa el comportamiento de ρ(0, 0, 0, t) a lo largo del tiempo para N = 1000, N = 2000 y

N = 3000 con un potencial de 50 % de su capacidad. Esto permite identificar el momento en que se forma el

BEC y el valor máximo de la densidad para cada valor de N.
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Figura 4.23: Se presenta ρ y K antes de la aparición del condensado, es decir cuando se termina de inyectar a

los átomos, t̃ = 50 ms, y en el momento de la formación de éste, t̃ = 90 ms. En la primera fila, a la izquierda

se muestra ρ al tiempo t̃ = 50 ms y al tiempo t̃ = 90 ms observando que ρ tiene una amplitud más grande

en el momento de la formación del condensado que la que presenta antes de su aparición; y en la gráfica de

la derecha se muestra ρ y K a lo largo del eje x al tiempo t̃ = 90 ms. En la segunda fila se muestra ρ y en la

tercera fila se muestra K, ambas cantidades proyectadas en el plano xz. Estas gráficas corresponden al caso

N = 1000 y potencial al 50 %.



4.1. Experimento numérico 79
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Figura 4.24: En estas figuras se muestra la densidad y el integrando de la energı́a cinética a lo largo del eje x

y en el plano xz, para el caso N = 2000 y potencial al 50 %. La segunda fila corresponde a ρ y la tercera fila

corresponde a K.
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Figura 4.25: En la primera fila se muestra la densidad cuando todos los átomos han sido incorporados a la

trampa, t̃ = 60 ms, y al tiempo donde se ha formado el condensado, t̃ = 90 ms. En la gráfica de la derecha se

muestra ρ y K a lo largo del eje x al tiempo t̃ = 90 ms. La segunda fila corresponde a la densidad y la tercera

fila muestra a K, ambas son proyectadas en el plano xz al tiempo tildet = 60 ms y al tiempo t̃ = 90 ms para

el caso N = 3000 y el potencial al 50 %.

Comparando los resultados obtenidos en las simulaciones con 2000 y 3000 átomos con

el resultado obtenido en [3], como se puede ver en la Figuras 4.26 y 4.27, se ve que se ha

logrado simular el BEC. La nube mostrada en las gráficas de la izquierda de cada Figura
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presenta una zona donde la densidad es alta en el centro rodeada por densidades más bajas,

tal como se ve en la Figura de la derecha. Para N = 2000 la formación del BEC se asemeja

más a los resultados experimentales.
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Figura 4.26: Se muestra una comparación entre los resultados obtenidos en la simulación numérica (izquierda)

y los resultados mostrados en [3] (derecha) para el caso con 2000 átomos.
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Figura 4.27: Se muestra una comparación entre los resultados obtenidos en la simulación numérica (izquierda)

y los resultados mostrados en [3] (derecha) para el caso con 3000 átomos.
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Conclusiones

En este trabajo se describe el proceso experimental mediante el cual se obtuvo el primer

BEC en un gas diluido de átomos de Rb-87 y el modelo numérico asociado. El objetivo fue

identificar cada uno de los pasos seguidos en el procedimiento experimental con el fin

de tener una relación con el modelo numérico asociado. Encontrándose ası́ que los pasos

fundamentales son:

1 Encender la trampa armónica generada por los láseres y el cuadrupolo magnético; es

decir poner el potencial hasta su máximo valor, lo que equivale a que la función H(t)

que multiplica al término del potencial en la ecuación de GP sea igual a 1.

2 Agregar los átomos a la caja donde serán confinados por la trampa armónica, una vez

que todos los átomos están dentro de la trampa se inicia el proceso de evaporar los

átomos con mayor energı́a cinética. En el modelo numérico esto se simula haciendo

que la función G(t) que multiplica al término no lineal de la ecuación de GP aumente

lentamente, lo que corresponde a agregar los átomos. Por otra parte, H(t) disminuye

hasta la mitad de su capacidad, lo que indica el proceso de evaporar los átomos más

calientes.

3 La nube de átomos obtenida se deja expandir por un lapso de tiempo, después del

cual repentinamente los átomos que quedaron dentro de la trampa se concentrarán en

el centro de dicha trampa, formando el BEC dependiendo del número de átomos y de

cuanto se disminuye el potencial para liberar los átomos más energéticos. En el mo-

delo numérico, en el instante en que H(t) se ha reducido a la mitad de su capacidad,

la función se mantiene constante en ese valor durante el tiempo restante de evolución

y es en ese lapso que se identifica la aparición del BEC.

Una vez que se tuvo clara la relación entre el proceso experimental y el modelo numéri-

co, se hicieron simulaciones con el programa que se construyó para tal propósito y se com-

pararon los resultados.
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Se presentó una descripción detallada de los métodos numéricos que se utilizaron para

resolver la ecuación de GP dependiente del tiempo, que no solamente se basan en diferen-

cias finitas, sino que incorporan el refinamiento de mallas para obtener una mejor resolu-

ción en la región donde se concentra la nube de átomos.

Para verificar que el código construido funcionaba correctamente se realizaron pruebas

utilizando distintas versiones de la ecuación de Schrödinger que poseen soluciones exactas,

la partı́cula en una caja y la partı́cula con un potencial de oscilador armónico. Los resultados

obtenidos concordaron con lo predicho por la teorı́a y se mostró la eficiencia de usar niveles

de refinamiento en la malla.

Finalmente se simuló la formación del BEC obtenido en [3]. El BEC fue simulado

utilizando parámetros numéricos que corresponden con los parámetros fı́sicos. La gráfica

obtenida para la densidad en el plano xz es similar a la Figura 2.6 que fue tomada de [3] y

se encontró que efectivamente el BEC se forma en una zona que presenta alta densidad y

baja energı́a cinética.
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