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Resumen

Esta tesis se enfoca en la implementacin de un programa cuyo fin es simular
la formacin de un condensado de Bose-Einstein a partir de un gas atmico. Para
ello se supone que el gas atmico se puede modelar con la ecuacin de Gross-
Pitaevskii (GP), que es una representacin macroscpica de campo medio de un
condensado a muy bajas temperaturas. La ecuacin de GP es matemticamente
la ecuacin de Schrédinger, con una interpretacin macroscpica. Es decir, es una
ecuacin diferencial parcial dependiente del espacio y del tiempo, con un poten-
cial externo al gas y otro de autointeraccin entre los tomos. Para resolverla se
plantea como un problema de valores iniciales que evolucionan en el tiempo.

El programa resuelve numricamente dicha ecuacin en tres dimensiones es-
paciales. El mtodo numrico utilizado para ello es el mtodo de Ineas implemen-
tado sobre un dominio cbico discreto, con una malla cbica que usa refinamien-
tos de mayor resolucin en las regiones del dominio donde se requiera mayor
precisin. Usando dicho dominio discreto se aproxima la ecuacin usando dife-
rencias finitas. Se aplican varias pruebas al programa, que consisten en repro-
ducir soluciones exactas conocidas y se verifica que las soluciones numricas
son consistentes con las exactas.

Una vez probado el programa se resuelve la ecuacin de GP con los parme-
tros de masa del Rb-87 y las caractersticas de la trampa con Iseres y magnetos
que se utilizaron en los experimentos la construccin del primer condensado de
Bose. En la ecuacin de GP, las trampas se modelan con un potencial armnico.
La autointeraccin entre tomos es un trmino potencial no-lineal, cuyos parme-
tros dependen del nmero de tomos del gas. Practicamos distintos experimen-
tos numricos y estudiamos las condiciones bajo las cuales nuestras soluciones
numricas indican la formacin de un condensado de Bose-Eintein.

Palabras clave: condensado, Bose-Einstein, Diferencias Finitas, Metodo
de Lineas, simulacion, Schrodinger.






Abstract

This thesis focuses on the implementation of a code whose aim is to si-
mulate the formation of a Bose-Einstein condensate out of an atomic gas. For
that we assume the atomic gas to be modeled by the Gross-Pitaevskii equation
(GP), which is a macroscopic representation in the mean field os a condensate
at ultralow temperatures. The GP equation is mathematically the Schroedin-
ger equation, with a macroscopic interpretation. We solve it as an initial value
problem for initial data evolving in time.

The code numerically solves such equation in three spatial dimensions. The
numerical method used for that is the method of lines implemented on a dis-
crete cubic domain, with a cubic mesh that uses mesh refinement in the regions
where more precision is required. Using cush discrete domain the equation is
discretized using finite differences. The code is tested with the reproduction of
known exact solutions and the consistency of the numerical solutions is veri-
fied.

After the tests we solve the GP equation with the mass parameters of Rb-
87 and the characteristics of the laser and magnet traps used in the experiment
of the first Bose condensate. In the GP equation, the traps are modeled with a
harmonic potential. the self-interaction among atoms is a non-linear potential
term, whose parameters depend on the number of atoms in the gas. We practi-
ced a number of numerical experiments and studied the conditions under which
the numerical solutions indicate the formation of a Bose-Einstein condensate.
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Capitulo 1

Introduccion

En el afio de 1924, Einstein predijo un nuevo estado de la materia conocido como Con-
densado de Bose-Eistein (por sus siglas en inglés BEC), esta prediccion se baso en las ideas
que Bose tenia sobre los fotones, “En un sistema de particulas que obedecen la estadistica
de Bose y el niimero total de éstas se conserva. Estas pueden estar bajo cierta temperatura
de tal manera que una fraccion finita de todas estas particulas se condensa sobre el mismo
estado” [1]. Einstein demostr6 que un gas de bosones sin interacciones a una tempera-
tura inferior a una temperatura critica, un gran nimero de estos bosones pasan al estado
de la particula que posea la minima energia. Afios después en 1938, London realizé un
trabajo en el que logré hacer una conexion entre los BECs y la superfluidez del Helio 4,
con este descubrimiento se pudieron sentar las bases de los conceptos fisicos que descri-
ben este fendmeno. Sin embargo, al formar el BEC con dtomos de Helio 4. La fraccion
condensada se reducia considerablemente incluso a muy bajas temperaturas. Debido a esto
se comenzd a investigar otros gases que tuvieran las propiedades requeridas pero que no
presentaran el efecto del He-4; uno de ellos fue un sistema atémico diluido formado por
atomos de hidrégeno [3].

Esta busqueda llevo a los cientificos a trabajar con gases de Bose diluidos [2]. Estos gases
formaban BECs, cuyos dtomos interactian débilmente, pero no fue hasta el afio de 1995
que Anderson, Wieman, Cornell y otros cientificos observaron en el laboratorio la forma-
ciéon de un BEC de Rb-87 [3]. En la actualidad se han logrado BECs de Sodio (Na), Litio
(Li) y Rubidio (Rb) y se han mejorado las técnicas mediante las cuales se obtienen conden-
sados formados por una cantidad grande de d&tomos y que se preservan por mds tiempo.
En este trabajo se simula numéricamente la formacién del condensado con los pardmetros
del experimento de Anderson [3] como se hizo en [4], pero en esta ocasién usando un
programa independiente y en 3D. Para ello es necesario usar un modelo de BEC. El mas
elemental es el que usa la ecuacion de Gross-Pitaevskii (GP)

ihaa—\? = —%vz@ + V(%520 + NUy|PPY, (1.1)
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12 Capitulo 1. Introduccion

donde 7 es la constante de Plank £ dividida por 27, m es la masa de los 4tomos, N represen-
ta el nimero de dtomos, U esta dado por 4”77%25‘ (donde @ es la distancia a la cual los dtomos
comienzan a sentir la presencia de otros dtomos) y el potencial V(&, y, 7) representa el po-
tencial de las trampas experimentales a que se somete el gas. La ecuacién (1.1) modela la
evolucidn de la funcién de onda, ademads los valores de los pardmetros de la ecuacién (1.1)
fueron tomados de los datos usados en el experimento realizado por Anderson [3]. A pesar
de que aparece 7, ésta es una ecuaciéon macroscépica, dado que ¥ representa una funcién
de onda colectiva para todo el gas y p = |¥|? es la distribucién espacial de los dtomos.
La ecuacioén (1.1) es parcial dependiente del tiempo y en tres direcciones espaciales. Para
resolverla se construy6é un programa que usa métodos numéricos basados en Diferencias
Finitas y el Método de Lineas, que permiten conocer a ¥ como funcién del tiempo y la
posicion, y con ello conocer las propiedades del gas.

Uno de los objetivos es identificar y relacionar cada paso del procedimiento experi-
mental con la solucién numérica. De la solucién numérica se monitorean tres cosas: la
densidad, la funcion de onda y la energia cinética proyectadas en los distintos planos del
dominio numérico, ya que nos dardn informacion importante sobre la formacion del BEC.

El objetivo de este trabajo es por una parte, saber si el modelo de GP es capaz de
modelar el proceso de formacién del BEC con pardmetros experimentales. Por otra parte
es programar un cédigo que permite hacer experimentos numéricos mediante la solucién
de EDP asociadas a Problemas de Valores Iniciales (PVI). Un PVI es aquel que consta de
una EDP en el tiempo, datos iniciales y condiciones de frontera.

El trabajo se ha dividido en cuatro capitulos. En el capitulo 2, se describe el experimento
de Anderson, se plantea el modelo numérico y se relaciona el experimento con el modelo
numérico. En el capitulo 3, se describen los métodos numéricos utilizados, el método de
Diferencias Finitas y el Método de Lineas, y se hacen pruebas del c6digo con ecuaciones
que tienen soluciones exactas. En el capitulo 4, se hace la simulacién del condensado de
Bose-FEinstein para el Rb-87. Finalmente en el capitulo 5 se da una conclusion sobre los
resultados obtenidos de las simulaciones.



Capitulo 2

Descripcion del experimento del
condensado de Bose-Einstein de Rb-87 y
el modelo numeérico

2.1. Obtencion experimental del BEC

Cuando los dtomos son sometidos a bajas temperaturas, la longitud de onda de De
Broglie se va haciendo mds grande. Esto se debe a que la longitud de onda de De Broglie
(A4p) es inversamente proporcional a la temperatura como lo muestra la siguiente ecuaciéon

[3]:

h
\2rmkT '

donde / es la constante de Planck, m es la masa del atomo, k es la constante de Boltzmann
y T es la temperatura. En este punto las particulas ya no se comportan como particulas
individuales sino como un colectivo de particulas que se comportan como una sola, descrito
por una onda. Por esta razén se busca observar como se comporta la densidad del espacio
fase, la cual es determinada por la ecuacion:

Agp = 2.1)

Pps = n(Aa)’, 2.2

donde 7 es la densidad del espacio fase [3].

Existe un umbral a partir del cual la interaccion entre los &tomos comienza a ser impor-
tante como se muestra en la Figura 2.1; es decir, 44, se hace lo suficientemente grande para
que los &tomos comiencen a interactuar. Este umbral es determinado por la funcion zeta de
Riemman ¢(3/2) cuyo valor es 2.612, por esta razén p,, > 2.612 [6].

Obtener un BEC no fue tarea fécil ya que se tuvieron que tomar en cuenta distintos
factores, uno de ellos fue que los BECs no se encuentran en la naturaleza, por lo que no

13
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-*

Figura 2.1: En este esquema se muestra la dualidad onda-particula, las particulas se comportan como ondas

individuales, después de ser sometidas a distintos procesos, las cuales se explican enseguida, comienzan a
intersectarse debido a que A, se hace mds grande, por lo que al final del proceso se ve una sola onda.

se contaba con ningtn punto de partida y por tanto llegar a determinar cual era la serie
de procesos y las condiciones requeridas no fue una tarea sencilla. Asi que el primer reto
es encontrar la forma de aumentar la densidad del espacio fase, para lograrlo se hace una
aproximacion que consiste en: primero poner una muestra que contiene ciertos 4tomos
bajo los efectos de un ldser, esto produce que los &tomos permanezcan en un lugar fijo en
el espacio, segundo ser confinados por una trampa magnética y tercero evaporar los &tomos
mads calientes. El siguiente reto fue determinar cuales dtomos eran ideales para tal tarea;
después de muchos intentos fallidos utilizando distintos sistemas se llegd a determinar
que un sistema diluido formado por un gas atémico que interactia débilmente funcionaria.
Las interacciones entre dtomos son débiles y bien entendidas, lo que nos acerca mas al
concepto original de Einstein y Bose. Tales sistemas son formados por dtomos alcalinos
pesados, estos son adecuados porque son facilmente congelados y atrapados por luz laser
y la seccioén eficaz que poseen es mayor, lo que facilita la evaporacién de los dtomos.

Existen tres hechos importantes que se deben mencionar acerca de los dtomos alcalinos
que forman un BEC en un experimento [3]:

» Para medir la densidad y la energia de una nube formada por dichos dtomos se puede
usar la dispersion de la luz.

= Las interacciones dtomo-atomo son débiles y bien entendidas.
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= Las interacciones de los d&tomos pueden ser variadas de una forma controlada median-
te la eleccion del spin de los dtomos, la densidad del gas y la aplicaciéon de campos
externos.

En 1995 Anderson y otros cientificos lograron crear el primer BEC formado por dtomos
de Rb-87 [3]. Un esquema del aparato que se utiliz6 en la creacién del BEC se muestra en
la Figura 2.2.

Figura 2.2: Se muestra el montaje construido para la realizacion del experimento tomada de [3]. Se pueden
apreciar seis rayos ldser que se encuentran incidiendo sobre la caja de vidrio en alto vacio donde se encuentra
el vapor de dtomos de Rb-87 y sobre la caja dos imanes circulares que se encuentran rotando en direcciones
opuestas uno respecto del otro, lo que forma una trampa cuadrupolar.

El primer paso a realizarse fue hacer que los dtomos del gas se situaran en un lugar
especifico dentro de la caja, esto implicé un gran reto ya que los 4tomos contenidos en un
gas tienen altas velocidades, lo que dificulta tomar mediciones y estudiar las interaccio-
nes débiles entre los dtomos, es por ello que resulta necesario disminuir la velocidad a la
que se mueven [5], lo cual se logré usando la transferencia de momento, para lograrlo se
emplea una trampa magneto-Optica (MOT por sus siglas en inglés). Dicha trampa consiste
en colocar rayos ldser ubicados uno frente al otro en las direcciones x, y y z. Un esquema
unidimensional es mostrado en la Figura 2.3. Si el 4tomo se mueve hacia la izquierda el
rayo ldser que se encuentra ubicado en el lado opuesto hard que la velocidad del atomo
disminuya, lo mismo ocurre para un &tomo que se mueve hacia la derecha. Lo anterior se
hace para las otras dos direcciones espaciales, lo que provoca que los 4tomos se mantengan
fijos en un lugar especifico dentro de la caja.

Una vez que se tienen los dtomos en el centro de la caja, el siguiente paso es introdu-
cir una trampa magnética que consiste de un cuadrupolo esférico ubicado fuera de la caja
como se ve en la Figura 2.2. Un esquema del campo magnético generado por el cuadru-
polo se muestra en la Figura 2.4. La raz6n para introducir este campo magnético es que
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si se considera un d&tomo con momento magnético y si se aumenta la intensidad del cam-
po magnético, este dtomo tendrd estados cuya energia aumentard y estados cuya energia
disminuird dependiendo de la orientacién del momento magnético con respecto al campo,
de esta manera los dtomos pueden ser atrapados dentro del campo magnético. Finalmente
para tener una trampa estable la orientacion del momento magnético con respecto al campo
no debe cambiar, esto pasa cuando la energia cinética es suficientemente baja para que el
momento magnético se mueva adiabaticamente en el campo [5].

SN

R e MW NS
B N Y Y WA
NN = T %%
ARRE, e

Figura 2.3: Este esquema fue tomado de [5] y en él se aprecia cémo los d4tomos que se encuentran entre dos
laseres, después de cierto tiempo se detendran.

A
-
-
Figura 2.4: Esta representacion del cuadrupolo esférico fue tomada de [5].

Este arreglo formado por los ldseres y el cuadrupolo esférico, da como resultado un po-
tencial armoénico tridimensional elongado en la direccidn z, el cual tiene simetria axial y una
frecuencia de oscilador arménico, propiedades que se explotan para modelar el proceso.

Otra etapa en el proceso es la evaporacion de los dtomos mads calientes, este proceso
puede llevarse a cabo s6lo si la densidad es suficientemente alta para que los &tomos sufran
muchas colisiones eldsticas durante el tiempo que se encuentren en la trampa. Para lograr
que s6lo los dtomos con la energia mds baja permanezcan dentro de la trampa se emplea
un método que consiste en atrapar y almacenar a los &tomos en la interseccion de los ldse-
res, aqui los 4&tomos estdn inmoéviles debido a los l4seres, después de un periodo corto los
laseres son apagados y los dtomos comienzan a dispersarse saliendo de la region donde
originalmente estaban confinados para finalmente encender de nuevo los ldseres, atrapando
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s6lo a los dtomos que permanecieron en la region de interseccion. Una representacion de
este método se puede ver en la Figura 2.5. Después de realizar varias veces el procedimien-
to anterior se puede determinar la distribucién de velocidad y por lo tanto la temperatura
de los atomos [5]. En la prictica este proceso se lleva a cabo fijando un campo magnético
con una radio frecuencia (rf) y se comienza a disminuir lentamente, lo que produce un in-
cremento de la densidad central y el indice de colisiones, mientras que por otro lado hay
una disminucién de la temperatura. Es por estas razones que la temperatura y la densidad
del espacio fase de la muestra dependen del valor final de la radio frecuencia rf (v,,)).

N

L

oA

Figura 2.5: El esquema fue tomado de [5]. En la imagen a se muestran los dtomos atrapados entre las in-
tersecciones de los ldseres. En la imagen b, los laseres han sido apagados y los dtomos se han comenzado a
expander para finalmente como lo muestra la imagen c los laseres son encendidos nuevamente quedando sélo
los 4tomos que permanecieron en el drea de interseccion de los 14seres.

El proceso mediante el cual los 4tomos son llevados a temperaturas del orden de 10~°
K y evaporados es el siguiente [3]:

1. Durante 300 s la trampa MOT recolecta &tomos contenidos en el vapor de Rb-87 que
se encuentran a temperatura ambiente.

2. Lanube de dtomos es comprimida rdpidamente y épticamente congelada a ~ 20 u K.
Esto se logra al ajustar el gradiente del campo y la frecuencia del l4ser.

3. Se aplica una pequeiia inclinacién al campo magnético y un pequeiio pulso prove-
niente de una luz ldser que estd circularmente polarizada, lo que provoca que los
momentos magnéticos de los &tomos se pongan en la misma direccion que el campo
magnético.

4. Se apaga la luz laser y el cuadrupolo es encendido durante un 1 ms, manteniendo de
esta manera los dtomos atrapados.

5. La componente del campo del cuadrupolo de la trampa TOP se aumenta adiabética-
mente hasta alcanzar su valor maximo, de este modo las colisiones elasticas aumen-
tan. En este punto se tienen 4x10° 4tomos con una temperatura de alrededor de 90
uK en la trampa. La trampa tiene una frecuencia de oscilacion axial de 120 Hz y una
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frecuencia radial cilindricamente simétrica mds pequefia por un factor de aproxima-
damente V8.

6. La muestra es evaporada para conservar s6lo los dtomos con la energia mas baja
durante 70 s.

7. Cuando la evaporacion ha finalizado, se deja expandir la nube con el fin de medir la
distribucién de velocidad.

8. Después de 60 ms de expansion los dtomos alcanzan la temperatura critica 7., que
permite que los &tomos se acumulen rdpidamente en el estado de minima energia.

Una vez hecho el procedimiento anterior, la sombra de la nube de dtomos se analiza
con un conjunto de dispositivos Opticos y digitales para su andlisis. La imagen obtenida
representa la distribucion de velocidad proyectada sobre el plano de la imagen. Por lo que
de la imagen se obtuvieron la velocidad y la distribucién de la coordenada espacial de la
densidad.

Bajo esta transicion lo que se espera ver es una nube de dos componentes, la cual tiene
una parte condensada densa en el centro rodeada por una fraccién no condensada. En la
Figura 2.6 se muestran imdgenes del condensado formado en el laboratorio por primera
vez [3].

Figura 2.6: Representan la velocidad de distribucién de la nube. La primera representa la nube en el momento
antes de que aparezca el condensado; mientras que la segunda contiene el condensado formado después de
que la muestra ha sido evaporada por un largo periodo y la tercera es después de unos segundos y se ve que
la densidad del espacio fase esta mas concentrada. Las imagenes fueron tomadas de [3].

En el equilibrio térmico, las distribuciones de velocidad de un gas son isotrépicas in-
dependientemente de la forma del potencial que los mantiene confinados. Una vez que se
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logra que la temperatura sea del orden de 107K, los dtomos condensados son descritos por
la misma funcién funcién de onda segun la proximacién de campo medio consistente con la
ecuacion de GP, la cual tendrd un potencial consistente con el potencial de confinamiento.

2.2. Modelo numérico

Cuando los dtomos alcanzan la temperatura critica, 7., pasan a ocupar los niveles mds
bajos de energia, lo que ocasiona que dichos dtomos adquieran la misma frecuencia de
oscilaciéon dando lugar a la formacién del BEC. Para modelar el comportamiento de los
atomos que forman el condensado se emplea la ecuacidén de Gross-Pitaevskii (GP); ésta es
una aproximacion de campo medio. La ecuacién de GP es la ecuacion de Schrodinger no
lineal para 4&tomos neutros condensados en una trampa armoénica, la cual tiene una interpre-
tacion macroscopica. La ecuacién de GP proporciona la evolucién de la funcién de onda
que describe a los atomos que forman el BEC y tiene la forma:

GO

" _n
! ot 2m

V(R 1) + VIOR(F, 1) + NU (7, )PP (7, 1), (2.3)
donde 7 = (x,y, z) es la posicion espacial de un elemento de volumen de gas, m es la masa
de un atomo de Rb-87. El potencial V(7) dado por la siguiente ecuacion:

V() = %ma)tzmmpa(x2 +y% + €2). 2.4)
El potencial dado por la ecuacion 2.4 es el potencial de confinamiento, que en el caso del
condensado de Rb-87 corresponde a un potencial arménico anisotropico con dos constantes
de resorte iguales en el plano horizontal xy y la tercera constante de resorte es € veces
mds grande en la direccion de z. Este potencial simula el generado por los ldseres y los
campos magnéticos, los cuales son usados en el experimento para confinar los d&tomos de
Rb-87 en el centro de la caja. La constante de resorte en la direccién de z es un efecto de
la trampa armonica. Debido a la auto-interaccion intrinseca producida por las colisiones
de los dtomos que se encuentran en el estado base, se genera un segundo potencial que
estd representado en la ecuacion (2.3) por el término no lineal de la ecuacion:

NU|Y(7 )Y (P 1), (2.5)

donde N es el numero total de 4tomos en el condensado y U, es el término que representa
la interaccién dtomo-atomo y estd dado como:

Arh?
U, = 224 (2.6)
m
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El pardmetro a es la longitud de dispersion del estado base, es decir a partir de esta distancia
los 4&tomos comienzan a sentir la presencia de los otros 4tomos.

Para iniciar con la simulacién se considera que el término de auto-interaccion se en-
cuentra apagado; por lo que la trampa armonica es encendida hasta su médximo valor. Des-
pués el término de auto-interaccion es encendido lentamente, simulando la parte donde se
estdn agregando los d&tomos al sistema, esto se hace agregando una funcidn creciente en el
tiempo ¢, G(?), frente al término no lineal de la ecuacién de GP y tiene la forma:

G() = % [1 - cos(;r—t)

donde ¢, es el tiempo en que G(f) alcanza su maximo valor G(f) = N. A partir de ¢t > t,,
G(t) se mantiene constante, con el fin de simular que el sistema ahora tiene N dtomos. Una
vez que los 4tomos han sido confinados dentro del potencial arménico se inicia el proceso
de evaporacion. Esto se modela como una reduccion de la frecuencia wy,qmpq €n la ecuacion

: 2.7)

2
w 2 . z
(2.4) hasta alcanzar un valor de —5**. Cuando el proceso de evaporacion se termina y s6lo
permanecen los dtomos que se encuentran en el nivel mds bajo de energia, la muestra se

deja expandir por un lapso de 60 xms; esto es, la frecuencia wt% permanece constante.
Finalmente se toma la imagen de la nube en el plano xz que representa la que se obtuvo
durante el experimento y se espera a ver si la densidad aumenta en el centro de la trampa,
a la vez que la energia cinética disminuye.

Los pasos realizados en el experimento se modelan numéricamente de la siguiente for-

ma:

= [os dtomos son agregados mediante el factor dependiente del tiempo que es agregado
al término no lineal de la ecuacién (2.3). Esto corresponde a la primera parte del
procedimiento experimental.

= El potencial armoénico generado por los ldseres y por el cuadrupolo es descrito por el
potencial de la ecuacién (2.4) correspondiente a los puntos 2 y 3 del proceso.

= Una vez que los 4tomos han sido incorporados y atrapados, el término del potencial
es reducido por un factor de é esto corresponde a los pasos 4, 5y 6.

= Una vez hechos los pasos anteriores, la muestra se deja expander por 60 ms.

= Por tltimo se analiza la evoluciénde ¥, p = [¥]> y K = %‘f*Vz‘i’ que es el integrando
de la energia cinética, y cuyo valor indica la distribucion espacial de la energia cinéti-
ca. Se busca que ocurra lo que en el experimento, o sea, una zona de alta densidad y
baja energia cinética. Esto corresponde a la dltima parte del experimento.



Capitulo 3

El programa para simular el proceso

El universo de ecuaciones diferenciales que poseen una solucién exacta es demasiado
reducido y modelan fendmenos naturales. Sin embargo, la mayoria de las ecuaciones que
modelan fendmenos observados en la naturaleza son ecuaciones que no poseen soluciones
exactas o son dificiles de deducir, pero que requieren de una solucién para poder observar
dichos fenémenos. Es por esta razén que los métodos numéricos juegan un papel muy
importante en la soluciéon de modelos matemaéticos, debido a que proporcionan una gran
cantidad de herramientas para resolver con mayor facilidad las EDs. Actualmente existen
muchos métodos numéricos que resuelven EDs de manera eficiente, dentro de los cuales
estdn el Método de Diferencias Finitas y el Método de Lineas construidos para resolver
EDPs. En este trabajo se describen ambos métodos.

3.1. Meétodos numéricos

Uno de los métodos mds usados para resolver Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)
es el Método de Diferencias Finitas. Este método consiste en definir las funciones y las va-
riables que involucra la EDP en un dominio discretizado donde se busca una solucién de
la ecuacion, después se aproximan las derivadas parciales individuales mediante aproxima-
ciones de diferencias finitas. Una vez hecho esto, las aproximaciones se sustituyen en la
EDP para obtener una version discreta de la EDP que finalmente se resuelve.

La ecuacion en diferencias finitas contiene funciones y variables que dependen de la
posicion X'y del tiempo ¢, las cuales requieren estar definidas en un conjunto de puntos
que pertenecen a un dominio espacial y temporal que se definen de modo abstracto como
[Xmins Xmax ] X [Ymins Ymax] X [Zmin> Zmax] X [t0, t¢]. Dicho dominio espacio-temporal se discretiza
COMO X; = Xpip + IAX, Yj = Ypin + JAY, 2k = Zmin + kAz y t" = nAt repectivamente, donde
i=01,.,N, j=0,1,..,N,, k =0,1,..,N; yn = 0,1, ..., N, son enteros que etiquetan
los puntos donde estard definida la ED en el dominio discreto. De esta manera, una funcién
f(x,y,2) queda definida solo en los puntos (#", x;,y;,zx) y se denota aqui como f;l}k Los

21
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valores extremos del dominio espacio-temporal se toman como la frontera que delimita el
dominio del problema en cuestién, por lo que se requiere imponer condiciones de frontera
en estos puntos [9].

Al definir de esta manera el dominio, se crea una malla uniformemente espaciada. De
acuerdo con la definicién de la malla se tienen las resoluciones espaciales Ax = x;;1 — X;,
Ay =YVi+1 — Y Az = Zk+1 — 2k Y la temporal At = tn+1 -1

Una vez que el dominio ha sido discretizado, se hacen las aproximaciones de los térmi-
nos en la EDP incluyendo operadores diferenciales a diferentes 6rdenes, partiendo de la
suposicién de que las funciones involucradas tienen una expansion en serie de Taylor.

Derivada de primer orden

Para ilustrar estas aproximaciones se considera el caso de un dominio en una dimen-
sion [8]. Partiendo de las expansiones en serie de Taylor de una funcion f;" definida en un
dominio con una dimension espacial, cuya malla usa etiqueta i, es posible calcular valores
aproximados de las derivadas de dicha funcion f/”, usando valores de f en puntos vecinos.
Dependiendo del grado de precision con el cual queremos calcular la aproximacion se usan
valores de f con mayor o menor nimero de puntos vecinos.

Para construir aproximaciones de las derivadas de f conviene hacer expansiones en
serie de Taylor, haciendo uso de que se conocen los valores de f en los puntos vecinos x;,,
X;i_1. Se consideran las siguientes tres expansiones:

’ sz 7 3
S(xic) = f(x) — Axf'(x) + Tf (xi) + O(Ax"),

Jxi) = f(x),

’ sz 7 3
Fxiv) = fx) + Axf'(x) + Tf (x;) + O(Ax7).

De una combinacion lineal de las expresiones anteriores se obtiene la expresion para la
primera derivada en el punto x; con un error de segundo orden:

f(x) = S (i) = fxizn)
2Ax
Esta aproximacion se conoce como ’centrada’ debido a que la derivada de f en x; se
calcula usando los valores de la funcién en un punto a la izquierda f, y un punto a la
derecha f7: .
Otra aproximacion ttil es la *no centrada’, con una expansion de dos puntos a la derecha
de x; y se calcula de la siguiente manera [8]

+ O(AX).

Jxi) = f(x),
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v sz 77 3
S = f(x) + Axf'(x) + Tf (xi) + O(Ax),

4AX?
f(xi2) = f(x;) + 2Axf"(x;) + 2x

usando la combinacién f(x;;2) —4f(xi11) + 3 f(x;) se obtiene otra expresion para la derivada

en Xx;:
F(x) = —f(Xis2) + 42fA(Xi+1) -3f(x)
X

y de forma andloga es la aproximacién de la derivada usando dos puntos hacia la izquierda:

Sxiv2) = 4f(xi1) + 3/ (%)
2Ax

[ (%) + O(AX),

+ O(AXP),

f(x) = + O(AX?). (3.1)

En este trabajo se utiliza la aproximacion ’centrada’.

Derivada de segundo orden

Para calcular la aproximacion de la derivada de segundo orden es necesario hacer ex-
pansiones en serie de Taylor y construir combinaciones tales que los coeficientes de las
derivadas de orden cero, primero, tercero y superiores sean cero [8]. Asi, la derivada de
segundo orden con un error de cuarto orden se estima a partir de las series de Taylor desa-
rrolladas hasta orden O(Ax*):

4AX3 8AX
Fi2) = fx) = 28 (x) + == () = Txf”’(xi) + O(AX"),

Ax? Ax3
Fi) = f) = Axf () + = () = %f’"(x,-) + O(AxY),
f(xi) = f(xi),

Ax? AX
Fie1) = f0) + Axf(0) + S (0) + = f" () + O(Ax),

4AX* 8AX°
Fis2) = Fx) + 285f () + === f"(30) + =~

La combinacién lineal de las expresiones anteriores que satisface los requisitos men-
cionados, en el caso centrado es —f(x; ) + 16f(x;_1) — 30f(x;) + 16 f(x;11) — f(xi2) y la
expresion aproximada para la derivada de segundo orden es la siguiente:

—f(xi2) + 16f(xi1) — 30/ (x) + 16 (x;41) — f(Xis2)
12Ax?

£7(x;) + O(Ax™Y).

+ O(AxY).

f(x) =
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Para el caso de una aproximacién a segundo orden las expresiones para las series de
Taylor de f(x;) son:

’ sz 77 3
Sicn) = f(x) — Axf'(x) + Tf (x;) + O(Ax"),
S(x) = f(x),

/ sz 7 3
fxic) = f(x) + Axf'(x) + Tf (xi) + O(Ax),

y la combinacidn lineal usada para obtener una expresion de la segunda derivadaes f(x;_;)—
2f(x;) + f(x;11). La expresion resultante es la siguiente:

S i) = 2f(x) + f(xiz1)
Ax?

f(x) = + O(AX). (3.2)
En este trabajo se usard la expansion de segundo orden para aproximar el Laplaciano
en la ecuacion de GP.

Condiciones de frontera

Al resolver una EDP es necesario proveer condiciones de frontera, las cuales determi-
nan la manera en que el objeto que se estudia interactia con el medio que lo rodea.

Existen diferentes condiciones de frontera que se pueden imponer a la EDP. En el caso
de la ecuacion de Schrodinger o GP conviene introducir el concepto de esponja; esto es,
se define una region del dominio espacial que actia como un extintor de particulas. La
region de la esponja es definida en una parte del dominio cerca de la frontera numérica.
La esponja es implementada con la finalidad de absorber los modos que al propagarse han
llegado hasta las fronteras del dominio en el que se esta calculando la solucién y que se
espera salgan del dominio [9].

Los efectos de una esponja se consiguen definiendo un potencial imaginario, como se
muestra a continuacion. Se considera la ecuaciéon de Schrodinger:

oY 1

— = V¥ 4+ VY .
l(?t 3 + V¥, 3.3)

donde V es un potencial complejo. Se escribe el complejo conjugado de tal ecuacion, que
tiene la forma:

ov” 1
—i—— = =V + VP 3.4
"o 2 4
Si el potencial es V = Vg, + iV}, multiplicando (3.3) por ¥* y (3.4) por ¥ se obtiene el
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siguiente sistema de ecuaciones:

Y1

W — = VY + (Vg + iV, P,
1 o ) + ( Re T LV )

ov* 1 .
—i¥ i —E‘PVZ‘P* + (Vge — iV PP,

Restandolas:

ov o+ 1 1
QR = ——Y'VY — @YV 4 20V, P,
ot ot ) 2 2 e

y usando la identidad V - (¥*V¥ — YV¥*) = ¥*V?¥ — PV>¥*, se obtiene la siguiente
ecuacion:

i(P

o(YY”)
ot
Cuando V es real se tiene la conservacion de la densidad de probabilidad porque V;, =
0; sin embargo, cuando tiene una parte imaginaria, la parte derecha es una fuente o un
sumidero dependiendo de su signo [9]. Como se desea implementar una esponja en una
region cercana a las fronteras, V,, se elige con signo negativo. La forma que se eligi6é para
la esponja es la siguiente:

+V. %(‘PV‘P* —wvw)| = 29wy,

Vin = —%voz + tanh[(r — r,)/8] — tanh(r, /), (3.5)

con Vj la profundidad de la esponja, r la coordenada radial r = /x> +y*> + z2, r. es un
radio a partir del cual inicia la esponja y ¢ es el tamafio de la regién de transicion. El signo
negativo en la parte derecha de (3.5) se debe a que se esta considerando que el potencial es
un sumidero, si se considera que el signo es positivo se estaria pensando que el potencial es
una fuente. En la Figura 3.1 se muestra la esponja en 1D con la funcién (3.5) en el dominio
de —10 a 10 y la esponja 3D proyectada sobre un plano.

Con esta esponja, la densidad que se aproxime a las fronteras serd absorbida en el
sumidero y ésto modelard un sistema aislado.
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02 g
04 g
Im(V)
06 g
08 B
4 . . .
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Im(v)
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Figura 3.1: En la imagen de la izquierda se muestra la esponja en 1D para un dominio de —10 a 10, con
6 =0.5,Vy =1, r. = 8. La funcién Vy,, pasa de un valor negativo a cero donde no hay esponja y es donde
ocurren los fendmenos fisicos de interés, la parte que no es cero es donde estd la esponja que va a absorber
todos los modos que podrian rebotar de las fronteras. A la derecha se muestra una proyeccion de Vy,, sobre el
plano xy, utilizando los mismos pardmetros que para el caso unidimensional.

3.2. Meétodo de lineas

El método de diferencias finitas es un método general para resolver ED, se utiliza para
resolver ecuaciones hiperbdlicas, por ejemplo la ecuaciéon de onda. Este método consiste
en discretizar el dominio donde se define la ED y proporciona una version discretizada
de dicha ED. El método de lineas utiliza los elementos proporcionados por el método de
diferencias finitas (discretizar el dominio y otener la version discretizada de la ED) para
resolver EDs dependientes de ¢, asociadas a PVIs como en la ecuacién de GP; conociendo
el valor de la funcién en un punto determinado a un tiempo dado, el método permite calcular
el valor de esa funcion en ese punto al tiempo siguiente. El método sirve para solucionar
PVIs del tipo:

af
=L
o = L.
donde L es un operador diferencial que con fines ilustrativos se considera de la siguiente
forma:

L=V’f+f, (3.6)

aunque podria ser cualquier otro pero se ha elegido porque es parecido al operador de
la ecuaciéon de Schrodinger. El método de lineas se basa en la existencia de un dominio
discreto, donde la ED asociada a un PVI se define en cada punto del dominio. Se escribe la
ecuacion (3.6) en una forma semidiscreta definida para el punto (¢", x;, y;, 2¢); es decir:
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of n
EIX,‘,)’/,Z/;J” = Lijk(f)’

y L;.’jk toma la forma, usando las aproximaciones en diferencias finitas de segundo orden:

n n n n n n
I _ Jivljk T 2 i,jk + fi—l,j,k ij+lk 2fi,j,k + i,j—1.k
ijk(f )= Ax2 Ay?
n n n
ijk+l 2 ijik +Ji k=1 "
+ + fik
AZ2 i Jy
O(AX?, AY?, AZ) (3.7)
9 b b .

donde se ha usado el resultado (3.2), y aplicado a las derivadas parciales de f. Finalmente
lo que se tiene es que la parte derecha de (3.7) es un nimero. Este nimero estd definido
como combinaciones de la funcién evaluada en distintos puntos alrededor de (x;,y;, zx), a
saber, (Xit1,Y)» 26)s (Xim1, Yjs 26)s (Xis Yj1> 26)s (Xis Yjo1> 20)s (Xis ¥js Zke1) Y (Xin yjs 2k-1) y nes la
etiqueta de un tiempo fijo. Para ilustrar lo anterior véase la Figura 3.2. La parte esencial del
método de lineas es que la ecuacion (3.7) es una ecuacion diferencial ordinaria en el tiempo
y se resuelve con un método numérico que resuelve EDOs, por ejemplo el método de Euler,
Backward Euler, el método del trapecio, los métodos Runge-Kutta (RK) y aproximaciones
de DF de segundo orden. Para este trabajo se eligi6 el RK de tercer orden debido a que para
este trabajo aporta un buen grado de aproximacion y es facil de implementar.

(ij.k+1)
o

/ (i-1,i,R)
0O o)
(LR o/ Gik) (i j+18)

(i+1,j,k) o

(k-0

Figura 3.2: Aqui se muestra una célula computacional tridimensional.

El método Runge-Kutta de tercer orden (RK3) se utiliza para resolver el problema de
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valor inicial en cada (x;, y;, zx) del tipo

df_
E_L(f) ’
f0) = fo

de 1" a "1,
El RK3 consiste en discretizar el dominio en el cual se va a resolver el problema y
mediante expansiones en series de Taylor, f**! toma la forma:

fn+1 — f” + (alkl + a2k2 + a3k3)At?

donde a,, a, y as son constantes y ki, k» y k3 corresponden a las derivadas d f/dt evaluadas
en distintos puntos del intervalo [¢", #**!]. Estas ultimas son relaciones de recuerrencia ya
que el k, depende de k; y el de k3 de k,; y estdn dadas como sigue:

ky = L(f"),
ky = L(f" + %klAt),
ky = L(f" — (k; — 2ko)Ab).

Entonces la solucién estd determinada por:
n+1 n 1
M=+ g(kl + 4ky + k3)At,

donde a; = 1/6,a, =4/6,a; = 1/6.

El RK3 posee un error local de cuarto orden (O(A#*)) y un error global de tercer orden
(O(A#)). Este método basta porque se usan Diferencias Finitas de orden 2 en las partes
derechas de la ecuacién (3.7) y asi el error dominante es el de la discretizacion espacial,
como las ecuaciones que se estan resolviendo con el método RK son las que dependen del
tiempo lo que se requiere para aumentar la precision es aumentar la resolucién de la malla
espacial.

Refinamientos de la malla

En todos los problemas que se resuelven empleando métodos numéricos se busca ob-
tener la mejor aproximacion a la solucién en el continuo, por lo que en algunos casos una
unica resolucion sobre la malla no es capaz de ofrecer la precision buscada. Esto se solu-
ciona empleando niveles de refinamiento sobre la malla, es decir, se definen dominios que
son subconjuntos del dominio original D, en tales dominios de la malla la resolucién es
mayor y al tener Ax, Ay y Az menores el método numérico empleado es capaz de ofrecer
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una solucién mds precisa. Asi para nuestro propdsito la precision requerida al resolver un
sistema de ecuaciones de evolucidn, se logra usando dominios con distintas resoluciones.
Se usard mejor resolucion en el centro de la trampa, que es donde se espera que se concen-
tren los dtomos del gas. Con fines de ilustrar la idea de los refinamientos se toma el caso
unidimensional y como ejemplo la ecuacién de onda [10].

La malla sobre la que se realizan los refinamientos se define igualmente espaciada con
resolucién Ax. Los dominios Dy, D, ..., D,,, donde m es el numéro de dominios que se
consideran, son conjuntos que cumplen con D,, C D,,_; C ... C D; C D. Por simplicidad
la resolucion en el dominio D,, es el doble de la de D,,_;, y asi el sistema de ecuaciones
se discretiza en cada dominio usando resoluciones %—f‘, %, e % respectivamente. En cada
dominio se resuelven las funciones de la ED obteniendo sus respectivas soluciones, una

representacion de estos dominios aparecen en la Figura 3.3.

Dominio en el tiempo

0.1 T

0.05 D2 b

0 © 0 0 0 0 EBOIEOOR®

-0.05 |- 4

201 L L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 3.3: En esta imagen se aprecia cémo los dominios con mayor resoluciéon estdn contenidos en los
sucesivos de menor resolucion para tres niveles de refinamiento y un tiempo fijo ¢".

La idea del funcionamiento del algoritmo es como sigue. Se consideran los dominios
D;y D;,; que cumplen D; C D;,; en cada paso de tiempo se calcula una solucién en un D;
pequeiio con un buen grado de precision, después se copia dicha solucién a D, por lo que
la solucién en D;,; también tiene un buen grado de precision. El método es conocido como
refinamiento de Berger-Oliger [11] y aqui se describe.

Al discretizar la ecuacién de onda aparece un pardmetro que debe ser tomado en cuenta,
es el factor C = %//ax; s importante ya que determina el tamano del paso de tiempo para los
dominios, es decir, si la relacion de D, a D; entre resoluciones es de !/2, entonces el paso
de tiempo para la resolucion de D; también es de !/2. Es importante tener en cuenta que las
funciones involucradas en el sistema de ecuaciones evolucionan de forma independiente en
cada dominio.
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Lo que ocurre en cada paso completo de tiempo tomando dos niveles de refinamiento,
es decir, usando los dominios D; y D, con resoluciones Ax/2 y Ax/4 respectivamente, es:

= Se consideran los valores de las funciones que estdn dentro del dominio D al tiempo

" y mediante el método de lineas se calculan los valores de estas funciones al tiempo
[”+1,

= se consideran los valores de las funciones en los puntos contenidos en D, y emplean-
do nuevamente el método de lineas para calcular los valores de las funciones en los
mismos puntos pero en los tiempos 7"+ y 1,

= para los valores de las funciones en los puntos que estdn dentro del dominio D, los
pasos a seguir son andlogos a los descritos en 1 y 2 utilizando 4 pasos de tiempo, es
decir tn+'/4 tn+'/z tn+3/4 y Zn+1

= Jos valores de las funciones definidas en los puntos que cumplen (D N D;) se copian
al tiempo "',

= se copian los valores de las funciones calculados sobre los puntos de D, que coinci-
den con los puntos de D, en el tiempo 1!,

» finalmente se comienzan nuevamente los pasos anteriores, de tal manera que 7!
ahora serd t".

Una dificultad que tiene este proceso durante su evolucion es que los dominios que tie-
nen resoluciones mas pequefias no poseen fronteras reales y por lo tanto las condiciones
de frontera no pueden ser aplicadas. Una forma de solucionarlo es seguir el método de
Berger-Oliger [11] y crear puntos en ese dominio denominados puntos fantasma cuya fun-
cion es almacenar los valores de las funciones hasta los puntos requeridos por el integrador
RK3 usado. Los valores de las funciones en los puntos fantasma se calculan de la siguiente
manera:

= Para los tiempos " y "*! los valores de las funciones en los puntos fantasma se
calculan mediante una interpolacién de segundo orden entre puntos vecinos que se
encuentran a los tiempos " y "*! respectivamente.

= Para calcular los valores en los puntos fantasma al tiempo #** se hace usando una

intepolacidn bilineal (una promedio entre valores de puntos al tiempo " y al tiempo
"*! si la region entre resoluciones es 1/2).

Una representacion de lo anterior se puede ver en la Figura 3.4.
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0,‘132rolongacion en el paso 1, 3 niveles de refinamiento

0.1 ] o © e e e § O © O O RXEBXEXEXNEXH

008 | 1
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004 1
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Figura 3.4: Se muestra el esquema del funcionamiento del algoritmo para tres niveles de refinamiento en el
primer paso de tiempo, los puntos estan igualmente espaciados. Aqui también se pueden apreciar los puntos
fantasma creados en cada dominio.

3.3. Implementacion y pruebas con soluciones exactas

Para verificar que el cddigo que se ha construido calcula la solucién correcta de la
EDP de nuestro interés, en este caso la ecuacion de GP, realizamos pruebas con soluciones
exactas. La ecuacion de GP es la ecuacion de Schrodinger (aunque con una interpretacion
macroscépica) pero es matemdticamente la misma y se conocen soluciones exactas, tal es
el caso de la particula en una caja y la particula con un potencial de oscilador arménico.

3.4. Particula en una caja

La prueba basica es la de una particula dentro de una caja. Dentro de la caja la particula
puede moverse libremente, sin embargo, cuando la particula estd cerca de las fronteras de
la caja un potencial infinito evita que pueda salir [12].

Realizar esta prueba es importante porque dard las bases para los casos que se estu-
diardn en las secciones siguientes. En esta seccion se calculard la solucién exacta y se
construird una solucién numérica empleando los métodos numéricos descritos antes.

3.4.1. Solucion exacta
Para calcular la solucién exacta se considera la ecuacidén de Schrodinger,

O¥(x,y,z,t 1
l. % = =3 VP y. 20 + V(Y. ¥y 2.0,
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donde se han definido 7 = m = 1 y el potencial como:

0 (y.2eD

b
00 en otro caso

V(x,y,2) = { (3.8)

dado D = [Xuin> Ximax] X Vmins Ymax] X [Zmins Zmax]- Asi tenemos que la probabilidad de en-
contrar la particula fuera de D es nula (‘Y(x,y, z, ) = 0), mientras que dentro de la caja el
potencial es cero, entonces la ecuacion de Schrodinger es la de la particula libre:

ia—T = —lvz\y. (3.9)

La frontera de D juega el papel de las paredes de la caja, asi las condiciones de frontera
son W(x = Xpin, ¥, 2, 1) = V(X = Xpar> ¥, 2, 0) = 0, VX, Y = Youin» 2 1) = V(6 Y = Yiar» 2,0 = 0
yY(x, v, 2= Znin, ) = Y(X, 9,2 = Zynaxr 1) = 0.

Para resolver la ecuacion (3.9) se propone una soluciéon de la forma Y(x,y,z,t) =
exp(—iEH)X(x)Y(y)Z(z), por lo que se tienen tres ecuaciones ordinarias separadas:

d’X
dx(ZX) + 20’2X(x) =0,
d*Y
D 4 28v () =0,
dy?
d*Z(2) 5
pEI 2y*Z(z) = 0,

y la energfa cumple con la condicién E = @ + 2 + y? sobre las constantes de integracion.

Aplicando las condiciones de frontera a ¥ se llega a la solucion para la parte estacionaria
de (3.9)

‘an,,y,,z(x, v,2) = A,,A_A,,},A”z sin(n,mx) sin(n,my) sin(n,nz)
con los valores permitidos de energia

. O
nynyn; 2 D) D) P

donden, =0,1,2,...,n,=0,1,2,...yn, =0, 1,2, ... son nimeros cudnticos. Posteriormen-
te se normaliza la funcién de onda con la siguiente condicidn:

f YYhx =1,
D
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y se obtiene finalmente la solucién completa de la ecuacion de Schrodinger:

W (X, ,2,1) = V8 exp Frn sin(n,rx) sin(n,y) sin(n,nz), (3.10)

Una propiedad de las soluciones estacionarias es que su dependencia temporal es armoénica
por ello una cantidad importante a monitorear es la densidad de probabilidad:

p = ¥*¥ = 8sin*(n,7x) sin®(n,my) sin(n7z), (3.11)

que es una funcién independiente del tiempo. Esto es muy importante para verificar las
soluciones numéricas.

3.4.2. Solucion numérica

Para resolver numéricamente la ecuacion (3.9) se requiere una version discretizada de
ésta, dicha discretizacion se describe a continuacion.

Se considera la funcién de onda como una funcién compleja que tiene la forma ¥ =
Wre + ¥, sustituyendo en (3.9) se obtienen dos ecuaciones, una para la parte real y otra
para la parte imaginaria de ¥ en el dominio D = [Xin, Ximax] X Vmins Ymax] X [Zmins Zmax]-

0Yr, 1_,
— = -V,
ot 2 R
oY, 1
- = _VZlP m
ot 2 !

Y la ecuacion en su forma semi-discreta es para las partes real e imaginaria:

0¥ _l Vi ik 2lPZj,k +¥ ik l\P?,jJrl,k - 2%} kT v -1k
ot 2 Ax? 2 Ay?
1 Yo 2%+ i
2 AZ?
0¥ l\Pzr'lH,j,k - 2lPZj,k + ‘P?—l,j,k l\P?,jH,k - 2\PZj,k + \I’Zj—l,k
ot 2 Ax? 2 Ay?
l\P? ket — 2+
2 AZ?

que es la expresion explicita usada para aplicar el método de lineas. La resolucion de la
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malla donde se resolvera la ecuacion se define como:

Ax = M’ (3.12)
Nx
Ymax = Ymin
Ay = —/————, 3.13
y Ny (3.13)
Zmax — Zmin
AN = ——, 3.14
¢ Nz ( )

donde Ny, N,, N, representan el nimero de puntos que tendrd la malla en cada direccion
espacial. Para la parte temporal el dominio esta definido [#,,, #,..x], donde se toma t,,;, = O.
La resolucion temporal es At y se define a través del factor C = AAXQ similar al de Courant
para ecuaciones hiperbdlicas, y cuyo valor se utiliza para calcular Ar adecuados para que el
modelo sea estable, C < 2%

3.4.3. Prueba

La prueba se hizo sobre el dominio numérico D = [0, 1] x [0, 1] X [0, 1], el cual se dis-
cretiza usando 100 puntos en cada direccion espacial, N, = N, = N, = 100, con resolucién
Ax = Ay = Az = 0.01 y se evoluciona hasta = 10. Se usa la solucién (3.10) al tiempo
inicial # = 0 como condicidn inicial de la EDP y se imponen condiciones de frontera ¥ = 0
en la frontera de D en todas las caras del dominio. Esta condicion de frontera es la adecuada
para este problema porque la ecuacion (3.8) implica que ¥ = 0 fuera de D y la continuidad
de ¥ exige que fuera del dominio ésta sea cero. De esta manera se inicia la evolucién del
sistema empleando el método de lineas.

En la Figura 3.5 se muestra Wg, en la direccion de y con n, = n, = n, = 2 (en las
otras direcciones la gréfica es la misma debido a que tienen el mismo nimero de nodos),
lo que permite ver como evoluciona ¥ a lo largo de dicho eje, por otra parte, la densidad
de probabilidad p en la misma direccidn, y, permite observar como cambia a medida que
evoluciona la funcién de onda y se puede ver que la gfafica de p en ese mismo eje cambia
ligeramente en un intervalo pequefio, lo que confirma que p es independiente del tiempo,
salvo por errores numéricos.

Ademads en la Figura 3.6 se muestra que la N = fD pdx ~ 1 durante el tiempo de
evoluciodn, el hecho de que no se mantenga igual a 1 es debido a que el método numérico
s6lo calcula una aproximacién como se menciond antes y por tanto tiene asociado un error.
En las graficas mostradas en ambas figuras se utiliza un sélo nivel de refinamiento.
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L L L L
0 0.2 04 0.6 0.8 1

y

Figura 3.5: En la primer grafica se muestra la parte real de la funcién de onda correspondiente a la particula
en una caja a lo largo del eje y con dos nodos, n, = n, = n, = 2; mientras que, en la segunda se mues-
tra la densidad de probabilidad p = WW* en la misma direcciéon. En ambas graficas se utilizé un nivel de
refinamiento.

1.05 B

2 o095 f |

09 B

0.85 | 4

0.8 L L L L L

Figura 3.6: La gréfica presenta N = f f fD pd’x vs t. Se puede observar que esta cantidad no permanece
constante debido a la resolucion que se estd utilizando, al aumentar la resolucion, la pendiente de la recta
disminuye y se acerca a los resultados esperados.

3.5. Particula en un potencial de oscilador armonico isotropi-
co

En esta seccion se considera una particula dentro de un potencial de oscilador arménico.
Asi como se presenta la solucion exacta al problema y una solucién numérica con sus res-
pectivas pruebas. Como se considera el problema cudntico se tiene que resolver la ecuacion
de Schrodinger y no la ley de Hooke [12].
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Solucion exacta

Para este caso la particula dentro de un dominio D se encuentra sometida a un potencial
de oscilador arménico donde las constantes de resorte son iguales en las tres direcciones
espaciales:

1
V(xy,2) = 307+ +2).
Con este potencial la ecuacién de Schrodinger toma la forma:

o¥(x,y,z,t 1 1
LEERED Ly 2+ 207 + P + D20, (3.15)
ot 2 2
donde se han usado unidades 77 = m = w = 1. Este problema también tiene solucion exacta,

la ecuacidn se resuelve por separacion de variables proponiendo una solucién de la forma
Y(x,y,z,t) = exp(—iEf)X(x)Y(y)Z(z) y sustituyendo en la ecuacion (3.15),

1 dX(x) 1 dY(y) 1 dZ(z)
2E = - - - + X0+ + 2 3.16
X dx Vo) dy 2 de v 510
de aqui se tienen tres ecuaciones:
d*X
W | 2a? — H)X(x) = 0,
dx?
d’Y(y)
S+ (2B =YY () =0,
y
d*Z(z)

2 @ =Dze =0,

donde la energia cumple con la condicién E = a® + 82 + y*. Resolviendo cada una de

las ecuaciones anteriores, como se hace con el problema de la particula en un oscilador
armonico en una dimensién [12]. Se obtiene la solucién a la ecuacion (3.16):

(2 + 2 + 2
anx”,v"z (X, Y Z) = A”A’A"}'A"Y exp (%) an (X)Hn),. (y)H"z (Z)’

donde H,, (x), H,,(y) y H,,(z) son los polinomios de Hermite. Ademas la energia del sistema
cumple con:

3
E,,X”ynz =n,+n,+n,+ =

2 b
donden, =0,1,2,..,n,=0,1,2,...yn. = 0,1,2, ... son enteros que etiquetan los valores
permitidos de la energia. Finalmente al normalizar los polinomios de Hermite se obtienen

las amplitudes A, , A, , A,, con lo cual se obtiene la solucién completa del problema:
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1

(P2 A

2+ + 2
2

anXnynZ (-x’ Y, 2, t) =

) an (X)Hny ()’)an (Z),
(3.17)

exXp(—iEy 1) €XP (—

y la densidad de probabilidad tiene la forma:

1 cexp(— (& +3” + 2)) Hy (OH, WH,.(2),  (3.18)

= PY¥«x =
p m322netmtnzp Anytn, !

la densidad de probabilidad se calcula con la finalidad de determinar las consistencia de la
solucién numérica.

Solucion numérica

Para resolver la ecuacién (3.15) necesitamos una version discreta de ésta, dicha dis-
cretizacion se hace una vez més considerando la funcién de onda W(x,y, z, ) como una
funcién compleja que tiene la forma ¥ = Wg, + i'¥'},,, de forma andloga hacemos la misma
consideracion para el potencial V = Vg, +iV}, y sustituimos en (3.15) de donde obtenemos
las siguientes ecuaciones:

6\PIm 1 2
o = EV Yre + (Vi¥im — Ve Vre),
OVre 1
a: = —EVZ‘le + (VRe\le - V]mlPRE)'

La discretizacion de las ecuaciones se hace de forma similar que para la particula en una
caja, la unica diferencia es que se le suman los términos que contienen el potencial. Las
ecuaciones anteriores deben ser escritas en su forma semi-discreta para poder ser resueltas
con el método de lineas:

6\PR6 _ 1 ‘le(l + 1’ j’ k’ n) - zlljlm(i’ j’ k’ n) + lI’Im(i - 1’ j’ k7 n)

o 2 Ax2
+\P1m(ia ] + 19 ka n) - 2\P1m(i, j’ k’ n) + \le(i9 .] - 1s k’ l’l)

Ay?
+\I]1m(i’ j, k + 1’ f’l) - Z‘F[m(l’ ,j’ k, l’l) + lI]Im(i7 j’ k - 17 n)

AZ?

+VRe(ia ja k)‘I’Im(la j7 k9 n) - Vlm(ia ja k)‘IIRe(i’ j’ ka I’l) (3 19)
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alelm _ 1 \PRe(i + 1? j, k$ n) - 2\I!Re(i, j, ka l’l) + ‘IJRe(i - 1, ja ka n)

ot 2 Ax?
Wre(i, j+ 1,k,n) — 2% (i, j, k,n) + Yg.(i, j— 1,k,n)
+ Ay2
+‘PRe(i, Jok+1,n) —2%¥g (i, j, k,n) + Yg.(i, j,k— 1,n)
AZ2
+Vre(ls Js K)Yre(is s ks 1) = Vi (i, Jo k)1 (i, J, k, 1) (3.20)

La resolucién de la malla esta dada por las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14); el factor
de evolucién C se define como C < %

Pruebas

La ecuacion se resolvid en el dominio D = [—12.8,12.8] x[—12.8,12.8] x[-12.8, 12.8]
con N, = N, = N, = 128, D fue discretizado de la misma forma que para el caso ante-
rior usando una resolucién de Ax = Ay = Az = 0.2, el factor de evolucion se definié con
un valor de C = 0.125 y el cdédigo evolucion6 hasta ¢+ = 50. Para este problema la con-
dicion inicial estd dada por la solucion exacta (3.17) al tiempo inicial ¢+ = 0; las pruebas
fueron hechas con uno, dos y tres niveles de refinamiento; el dominio con dos niveles de
refinamiento es [-6.4,6.4] X [-6.4,6.4] X [-6.4,6.4] y Ax = Ay = Az = 0.1, y para tres
niveles de refinamiento el dominio es [—3.2,3.2] x [-3.2,3.2] X [-3.2, 3.2] con resolucién
Ax = Ay = Az = 0.05.

Prueba 1

En la Figura 3.7 se muestra la parte real de la funciéon de onda ¥ y la densidad de
probabilidad p = ¥YY¥* para n, = n, = n, = 0 durante el tiempo de evolucién para un
primer nivel de refinamiento a lo largo del eje y, mientras que en la Figura 3.8 se muestran
las gréficas para dos niveles de refinamiento. En ambas Figuras se puede observar que ¥
sigue el perfil de una gaussiana centrada en el origen y al evolucionar en el tiempo sigue
presentando este perfil con un cambio en la amplitud. Por otra parte, p al igual que ¥ sigue
un comportamiento gaussiano pero al evolucionar en el tiempo, se observa que la amplitud
estd cambiando dentro de un intervalo pequefio a pesar de que en el caso ideal deberia
permanecer sin cambio. Si comparamos las gréficas a la derecha de las Figuras 3.7 y 3.8 se
aprecia que las oscilaciones son menores en la Figura 3.8 pues se usa una mayor resolucion
en la region central del dominio. Este es el objetivo de usar refinamiento de mallas y una
prueba de que el c6digo implementado funciona correctamente.

La Figura 3.9 presenta la evolucion de Wg, y fD pdx en el tiempo usando tres niveles de
refinamiento, para el tercer nivel de refinamiento la grafica presenta ligeras oscilaciones.
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Esto se debe a que al definir el dominio para este nivel es posible que una parte de la
Gaussiana haya quedado fuera de dicho dominio y por tanto el error que presenta al calcular
la solucién es mayor que cuando se usan dos niveles de refinamiento. Este ejemplo ilustra
que el refinamiento de mallas también tiene limitaciones.

Se espera que la integral de la densidad en el tiempo tenga un valor igual a uno, lo
cual indica que ¥ es independiente del tiempo, pero al observar la grafica vemos que no
se cumple dicha prediccion debido a que las curvas tienen una pendiente distinta de cero
producida por el error asociado al método numérico asociado, la correspondiente a los dos
niveles de refinamiento tiene un pendiente menor por lo que con este nivel de refinamiento
la aproximacion es mejor.

El error porcentual de f pdt después de que W hizo 10 oscilaciones, es decir en t = 50
para un nivel de refinamiento es de 3.8 % mientras que para dos niveles el error es de 0.5 %.

05 T T T T T 02

05 L L L L L 0 L L L
4 2 0 2 4 4 2 ) 2 4

y y

Figura 3.7: Se muestra la evolucién de Wg. y p para un nivel de refinamiento con n, = n, = n, = Oy
Ax = Ay = Az = 0.2 a lo largo del eje y. Se aprecia que la funcién de onda presenta un perfil gaussiano
dependiente del tiempo y p permanece casi independiente del tiempo.

05 L L L L L 0 L L L
4 2 0 2 4 4 2 ) 2 4

X X

Figura 3.8: Se muestra la evolucién de la funcién de onda y la densidad de probabilidad para dos niveles de
refinamiento, Ax = Ay = Az = 0.2 en el primero y Ax = Ay = Az = 0.1 en el segundo. En este caso las
variaciones de p son menores que en el caso anterior , lo cual prueba la eficacia del uso de refinamientos.
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Figura 3.9: La gréfica de la izquierda muestra el valor central de Wg, a lo largo del tiempo, mientras la grifica
de la de derecha muestra N = fD pd3x vs t, se ve que con un nivel de refinamiento la pendiente es mayor que
la pendiente de la curva que es generada cuando se usan dos niveles de refinamiento, mientras que para tres
niveles de refinamiento la curva generada no es una recta, es decir, la curva tiene ligeras oscilaciones.

Prueba 2

Al igual que en la prueba anterior se grafico la evolucion de la funcién de onda en los
tres ejes considerando los valores n, = 4, n, = 0y n, = 2; el perfil que tendra la funcién
de onda ¥ en el tiempo sigue un comportamiento oscilante. En la Figura 3.10 vemos la
evolucion de Wg, y de p durante el tiempo de evolucién a lo largo de cada uno de los ejes
coordenados. La prueba se hizo para dos niveles de refinamiento.

Por otra parte, en la Figura 3.11 se muestra la funcién de onda y la densidad de pro-
babilidad, p, proyectadas en el plano xy a distintos tiempo con un nivel de refinamiento,
se puede observar claramente como la funcién de onda cambia de un tiempo al siguiente,
mientras que p se mantiene aproximadamente constante.
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Figura 3.10: Muestra la grafica de Wg,, la cual oscila mientras la densidad de probabilidad se mantiene cercana
a la independencia temporal y presenta cambios que se encuentran oscilando dentro de un intervalo pequefio.
Estas graficas corresponden al caso n, = 4, n, = 0y n; = 2. Las gréificas obtenidas fueron calculadas con dos
niveles de refinamiento.
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Figura 3.11: Muestra las graficas de la funcién de onda y de la densidad de probabilidad proyectadas en el
plano xy para el caso n, = 4, n, = 0y ny, = 2 para los tiempo ¢ = 0,2,4. Se observa que la densidad de
probabilidad se mantiene aproximadamente independiente del tiempo durante el tiempo de evolucion.

3.6. Particula en un potencial de oscilador arménico
anisotropico
3.6.1. Solucion exacta

La evolucion de la funcion de onda ‘P'(x, y, z, t) para este caso es descrita por la ecuacidon
de Schrodinger, donde la particula estd sometida al potencial de la forma:
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1
Vix,y,2) = E(x2 + y2 + ezz).

Para resolver la ecuacion se separa y propone una solucién de la forma W(x,y,z,1) =
exp(—iEt)X(x)Y(y)Z(z), dicha solucién se sustituye en la ecuacion de Schrodinger y se
obtienen las siguientes tres ecuaciones ordinarias:

d’X(x)

— — X(0)(x* - 2a%) =0, (3.21)

dx

d*Y
T2 YO 289 =0, (3.22)
2

d ZEZ) — Z(2)(ez’ - 2y%) =0, (3.23)
dz

donde E = a? + 8> +y*. Aplicando las condiciones de frontera de ¥ a las ecuaciones (3.21)
y (3.22) conocemos su solucién ya que se trata de la ecuacion del oscilador armoénico
unidimensional:

X,.(x) = A,e " ?H, (x),

— A g
Yny(.)]) - Anye 4 Hﬂy(y)’

donde H,, y H,, son los polinomios de Hermite. Para resolver la EDO (3.23) se define una
nueva variable Z = v/ez y sustituyendo se obtiene:

Z,.2) = Ae T PH, (2).

Regresando a la variable original se encuentra que la solucién es:

Z,.(2) = A,.e“H, (Vez),

Finalmente la solucién para la parte estacionaria es:

W (%, 9:2) = An A Ay, exp(=(x + ¥ + €2°)/2)H,, () H,, () H,, (Ve),

donde la energia toma los valores:
1 1 1
Enxn),-nz = (nx + E) + (ny + 5) + G(nz + z)’

conn, =0,1,2,..,n, =0,1,2,...y n, = 0,1,2, ... son nimeros cudnticos que etiquetan
los valores permitidos de la energia. Después de normalizar los polinomios de Hermite se
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obtiene la solucién completa:

exXp(—iE 1) exp(—(x*+y*+€2°) [ 2)H,, (x)H,, (V) H,,. ( Vez).

(3.24)
La densidad de probabilidad p = ¥Y*W¥ cumple con la propiedad de permanecer indepen-
diente del tiempo ya que su solucién es estacionaria como era de esperarse. Es decir, se ha
construido aqui las soluciones estacionarias para un potencial anisotropico.

‘annynz (x, Y.z, 1) =

1
Verm322mmtnap \n,tn,!

3.6.2. Pruebas

La forma semi-discreta de las ecuaciones que describen este problema son andlogas a
las del caso anterior. Se considera el dominio [-12.8, 12.8] x [-12.8,12.8] x [-12.8, 12.8],
con resolucion Ax = Ay = Az = 0.2 para el primer nivel de refinamiento, para el segundo
nivel de refinamiento el dominio es [—6.4,6.4] X [-6.4,6.4] X [-6.4,6.4] y una resolucién
Ax = Ay = Az = 0.1; para este caso se define el coeficiente C = 0.1 y el sistema es
evolucionado hasta r = 50.

La condicién inicial esta dada por la ecuacién (3.24) al tiempo inicial ¢ = 0. Se elige el
valor de € = 2 y el efecto que tiene es el de alargar el potencial del oscilador a lo largo de
la direccidn z, un efecto que deseamos simular, puesto que en la construccién del BEC de
Rb-87 la trampa es alargada.

Prueba 1

En esta primera prueba se observa la evolucién de la funcién de onda ¥ y de la densidad
de probabilidad para n, = n, = n, = 0 cuando se agrega el efecto de la anisotropia al
potencial. En la Figura 3.12 se muestra Wg, y p para dos niveles de refinamiento a lo largo
de los ejes x y z. En esta grafica se puede observar que ¥ tiene un perfil de una gaussiana
centrada en el origen que evoluciona en el tiempo, mientras que p presenta un perfil andlogo
pero durante la evolucién su amplitud cambia dentro de un intervalo pequefio de tiempo;
para ver con mds claridad el efecto de la anisotropia en la solucién se muestra la Figura
3.13, cuyas isocurvas nos ayudan a visualizar que efectivamente la densidad en el eje z es
mds grande.

En la Figura (3.14) se muestra del lado izquierdo el valor central de Wg, en el tiempo
y a la derecha N = fD pd’x a lo largo del tiempo, ambas para uno y dos niveles de refi-
namiento. Se comprueba nuevamente que la recta para N correspondiente a dos niveles de
refinamiento tiene una pendiente menor que la que corresponde a un nivel de refinamiento.
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Figura 3.12: En esta grafica se muestra a Wg, y a p a lo largo de los tres ejes coordenados para el caso
estacionario, n, = n, = n, = 0. Las gréficas obtenidas fueron calculadas con dos niveles de refinamiento.

Figura 3.13: Oscilador arménico anisotrépico. Son las isocurvas de la funcion de onda vistas en el plano xz,

parael cason, = n, =n; = 0.
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Figura 3.14: Oscilador arménico anisotrépico con n, = n, = n, = 0. Se muestra a la izquierda Wg, vs t y a la
derecha N vs t. La curva roja es la correspondiente a un nivel de refinamiento, mientras que la curva verde se
realizé con dos niveles de refinamiento.

Prueba 2

La ultima de las pruebas realizadas fue para el caso n, = 4, n, = 2y n, = 0 para dos
niveles de refinamiento. En la Figura 3.15 se muestra Wg, y p a lo largo de los ejes x, y
y z. En las grafica de la izquierda se muestra la evolucion de Wg, en el tiempo, durante el
tiempo de la evolucidn el perfil que mantiene W, es el mismo pero con un cambio en la
amplitud. Por otro lado, p, se ve en las gréficas a la derecha, presenta una variacién de la
amplitud, dicha variacién se encuentra dentro de un intervalo pequeiio aunque en el caso
ideal deberia permanecer sin cambio.

Por otro lado, en la Figura 3.16 se muestran Wg, y p proyectadas en el plano xz a
distintos instantes de tiempo.
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Figura 3.15: Muestra Wg, y p a lo largo de cada uno de los ejes espaciales. Las graficas obtenidas fueron
calculadas con dos niveles de refinamiento y con los nodos n, =4,n, =2yn, =0.
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Figura 3.16: Muestra a g, y p proyectadas en el plano xz a diferentes tiempos, ¢ = 0,2,4 paran, = 4,n, =2
y n, = 0. Las graficas obtenidas fueron calculadas con dos niveles de refinamiento.



Capitulo 4

Simulacion del condensado de Rb-87

Se esta interesado en reproducir la formacion del condensado de Bose-Einstein para
un gas compuesto de dtomos de Rb-87 numéricamente. Como se ha mencionado antes, el
modelo utilizado para estudiar la dindmica del gas es la ecuacion de GP:

i 2
i _ g Y2 L4 )P NU PP 4.1
ot 2m 2

Para lograrlo es necesario que los parametros numéricos simulen los parametros fisi-
cos. De los experimentos en [3] se tienen los siguientes pardmetros: se considera una caja
cubica, recipiente de vidrio de 50 um de lado, donde los d&tomos fueron incoporados y don-
de se llevo a cabo el experimento y dtomos de Rb-87 en un gas diluido, la nube se coloca
en el centro del dominio numérico, que corresponde a la posicién del centro de la trampa
en el experimeto [4]. Una vez los d&tomos han sido puestos dentro de la caja se sigue con
el confinamiento de los dtomos; para lo cual se emplea la configuraciéon de ldseres como
en el capitulo 2. Esto resulta en un potencial de tipo oscilador arménico con constantes de
resorte iguales en las tres direcciones espaciales.

Enseguida el cuadrupolo magnético colocado fuera de la caja se hace rotar con un
periodo de oscilacion de 50 Hz, provocando que la trampa se alargue en la direccién z,
afladiendo el efecto de la anisotrépia al potencial arménico.

Después de 20 ms la mayoria de los d&tomos se encuentran localizados en una region
especifica de la caja, a partir de este momento las interacciones entre los 4tomos se hace mas
fuerte provocando que estos comiencen a sufrir colisiones eldsticas generando un segundo
potencial llamado “potencial de auto-interacciéon” [4].

Para llevar a cabo el proceso de evaporacion de los dtomos mds calientes, en donde
aquellos dtomos que se encuentran en un nivel mds alto de energia serdan liberados de la
trampa armonica, el potencial arménico es reducido a la mitad adiabdticamente; al ser
reducido el potencial sélo permanecerdn los &tomos que se encuentren en los niveles mas
bajos de energia. Para ilustrar lo descrito anteriormente se muestra la Figura 4.1.

Finalmente, se deja expandir la nube de dtomos por 60 ms, después de este tiempo

49
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Figura 4.1: Se muestra un esquema de lo que ocurre cuando la trampa es reducida a la mitad. Los 4tomos que
se encuentran en los niveles mds altos escaparan del efecto de la trampa, permaneciendo asi aquellos que se
encuentran en los niveles mds bajos de energia.

es cuando los dtomos repentinamente pasan al estado de minima energia, concentrandose
nuevamente en el centro de la trampa, y es en ese momento cuando el condensado se ha
formado. En la Figura 2.6 del capitulo 2 se muestran las imdgenes de la formacién del BEC
obtenidas en el experimento realizado en [3].

Para realizar la simulacion numérica es necesario que la ecuacién de GP tenga unida-
des de cdodigo, ésto se logra redefiniendo las variables contenidas en dicha ecuacién de la
siguiente manera:

3

t = wi,
mow _
xX= /—
hx
, 4.2
‘/h 4.2)
w~
° \/h
a= Zz

donde ¢, x, y, z, a y ¥ son variables que tienen unidades de cédigo y 7, %, ¥, Z, @ y ¥ son
variables fisicas. Al sustituir las ecuaciones de (4.2) en la ecuacién de GP se obtiene la
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ecuacion de GP adimensional:

Nihd 1 (6*Y N 0*¥Y N o*¥y
=—= €
ox*  9y? 07>

Z2

€

1
+ 5(x2 + 32 + )Y + 472Na|PPPY, 4.3)

Yor T2
la cual estd definida en un dominio discreto D. Esta ecuacién es vdlida siempre que las
fluctuaciones entre las particulas no afecten la dindmica macroscépica del sistema , por lo
que para este caso las fluctuaciones son omitidas al establecer la distribucién de densidad
del condensado [4]. Ademads, se considera que el experimento es védlido en el régimen de
campo medio, donde no se considera la disipacion ni la expansion de la trampa.

Para simular la parte donde los d&tomos son agregados a la caja se agrega la funcién G(¢)
dependiente del tiempo en el término de auto-interaccion de la ecuacion de GP. La funcién
G(¢) tiene la siguiente forma:

G(1) = % [1 - cos(—)], (4.4)

el tiempo de rampa ¢, es el tiempo que tomard agregar todos los dtomos a la caja y apartir
de este tiempo la funcién G(¢) = 1 indicando que la cantidad de 4tomos ya no aumentara.

Lo que sigue es disminuir el potencial generado por la trampa un 50 %, lo que corres-
ponde al proceso de evaporacion de los dtomos mads calientes. Esto se logra afiadiendo al
modelo numérico una funcién dependiente del tiempo, H(¢), multiplicando al término que
contiene el potencial en la ecuacién de GP; dicha funcién tiene la forma:

H(t) = (tanh(—(¢ = (¢, + d))/ j) + k)/2, 4.5)

donde d, jy k son parametros seleccionados para ajustar la funcién tangente hiperbdlica y
t, es el tiempo de rampa. De la expresion para H(¢) el pardmetro k es de gran importancia
en la simulacién del BEC, puesto que, esta funcién es la que se encargard de simular la
parte de la evaporacion de los 4tomos, reduciendo la trampa hasta la mitad de su capacidad,
esto es, multiplicar la frecuencia de oscilacién de la trampa por 0.5.

Al introducir G(¢) y H(t) a la ecuacidn (4.3), ésta toma la siguiente forma:

Yor T 72

oY 1({*Y Y oY) 1 2
— = + e +—HOG +y* + N 4 4xNaGOYPY,  (4.6)
ox2  0y? 02 ) 2 €

ésta es la ecuacion que se considerard en la simulacion.

Para iniciar la simulacién se requiere establecer el dominio numérico donde (4.3) esta
definida, se utilizan las ecuaciones de (4.2), se considera la masa del Rb-87 como 1.4 x 10%
y la frecuencia de oscilacion de la trampa como 50 Hz, de donde se obtiene que el dominio
numérico es [—12.8,12.8] x [-12.8,12.8] x [-12.8, 12.8].

Una vez que el dominio ha sido definido se inicia la evolucién de la funcién de onda
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por medio de la ecuacién de GP adimensional. Al tiempo inicial r = 0 el potencial se en-
cuentra encendido a un 100 % de su capacidad, es decir, no hay evaporacion de los 4tomos
mds calientes. Por otro lado, el término que representa la interaccion entre los dtomos esta
apagado.

A partir de 7, = 1 los d&tomos ya estdn localizados en un lugar especifico y lo que sigue
es simular la parte de la evaporacion de los 4&tomos mds calientes y la expansién de la nube
de dtomos se disminuyen las constantes de resorte del oscilador arménico por un factor de %
lo que provoca que la nube resultante aumente su tamafio debido al cambio que presenta la
fuerza que mantiene a los dtomos atrapados, como se puede ver en la Figura 4.1, asi como
la autointeraccion repulsiva de los 4tomos; en este punto s6lo quedan aquellos 4tomos que
tienen energias mds bajas. Una vez realizado este proceso se deja expandir la nube de
atomos que se ha formado, se espera observar que la nube se hace més densa en el centro,
rodeada por una parte menos densa, y serd a partir de este momento que el condensado se
ha formado.

Otra cantidad importante a considerar es la distribucion espacial de la energia cinética
del sistema, E., la cual estd dada por el valor de expectacion de E.:

1
—E‘P*VZ‘P(x, y,2,1).

Esta expresion proporciona la informacion necesaria para conocer el momento en que los
atomos alcanzan velocidades cercanas a cero, indicando que estos han sido atrapados y
llevados a temperaturas cercanas al cero absoluto.

Lo que se espera obtener es que al aumentar la densidad de la nube la energia cinética
disminuya, esto indicaré la formacién del condensado.

Para realizar las distintas etapas descritas anteriormente se requiere tener una version
discreta de la ecuacién GP, por lo que se considera que la funcién de onda ¥ tiene la forma
Y = Wi, + ¥}, y el potencial tiene la forma V = Vg, + iV}, ademads, se define A = 47Na,
sustituyendo lo anterior en la ecuacion (4.3) se obtienen dos ecuaciones:

O 1 (PPr OWr P
ai 25( a2 ap oz )
+(Vim¥Yim — VreYre)

—A(Wg, + V5, ke,

alIlRe _ 1 62\le aZ\PIm 62\le
ot 2

= + +
Ox? 0y? oz
+(V1mlPRe + VRe‘PIm)
+A(P2, + P2 Y,

Im
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y las expresiones para la energia cinética toman la siguiente forma:

K = 5 (¥a VW + W1, 7).

W= % (P V*Wre — PRV )

La discretizacion de las ecuaciones anteriores se hace andlogamente que para los casos
descritos en el capitulo 3, obteniendo como resultado ecuaciones semi-discretas que se
resolverdn empleando el método de lineas.

4.1. Experimento numérico

La evolucion del sistema se inicia considerando la funcién de onda en el estado base
del potencial armdnico, es decir, al tiempo inicial ¢, = 0, el término de auto-interaccion
estd apagado, G(f) = 0 y el potencial estd al 100 % de su capacidad, por lo que la condicién
inicial W,(7, t) es:

Yi(F,1=0) = \/ 1 exp(~(x* +y* + ézz)/ DH, ()H,, () H, (Vez).

312 \[e2rtmnzp \n, In,!

4.7)
La malla definida estd uniformemente espaciada y tiene una resolucion de Ax = Ay =
Az = 0.2; ademds se emplean dos niveles de refinamiento. El primer nivel estd definido
como el dominio completo D y el segundo nivel de refinamiento esta definido en [-6.4 :
6.4] X [-6.4 : 6.4] X [-6.4 : 6.4] con una resolucién Ax = Ay = Az = 0.1; el factor
c= % = 0.1. Finalmente como la nube se distribuye en el centro de la de trampa se usan
ny = n, = n, = 0 se eligen igual a cero. Los pardmetros utilizados en el modelo se muestran
en la tabla 4.1, donde el nimero de 4tomos es estimado a partir de la densidad 6ptica y el
tamafio de a para el spin polarizado del Rb-87, el cual ha sido medido recientemente con

un buen grado de precision [4].

Pardmetros Unidades Fisicas Unidades de Codigo

X 60 um 12.8
y 60 um 12.8
z 60 um 12.8
a 5.2 nm 0.0013

Cuadro 4.1: Parametros utilizados en el modelo.
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4.1.1. Caso 1: Condensado con un potencial armoénico isotropico

En este experimento la ecuacion de GP se evoluciona en el dominio D = [-12.8, 12.8]X
[-12.8,12.8] x [-12.8,12.8] con 128 puntos en cada direccidn espacial. Para este experi-
mento se utiliza como condicién inicial la solucién exacta para la particula en un potencial
de oscilador arménico isotrépico, con € = 1 y n, = n, = n, = 0, al tiempo ¢ = 0. Se emplea
una esponja como condicion de frontera, para que la densidad que este cerca de las fronte-
ras de la caja sea absorbida. También se usan dos niveles de refinamiento en el centro del
dominio pues se busca tener mejores resultados ahi que es donde ocurre la fisica de nuestro
interés.

Se muestran los resultados obtenidos para los tres experimentos realizados; el primero
fue mantener el potencial constante al 100 % de su capacidad, sin liberar los d&tomos que
poseen mayor energia, durante todo el tiempo de evolucidn; el segundo consistié en dismi-
nuir el potencial hasta el 90 % de su capacidad y por tltimo se disminuyo el potencial hasta
la mitad de su capacidad.

Simulacion con un potencial de trampa que no libera los atomos de mayor energia

En la Figura 4.2 se muestran las gréificas de p(x = 0,y = 0,z = 0,7) vs ¢. En ella se
aprecian tres curvas distintas, la primera corresponde a N = 1000, la segunda corresponde
a N = 2000 y la tercera es para N = 3000. En cada una se han identificado dos intantes
de tiempo importantes: el primero cuando la curva presenta su minimo valor antes de la
formacion del pico y se identifica como el momento en que los 4&tomos se encuentran dentro
de la trampa. El segundo es el valor mdximo de la densidad, es decir, el punto mas alto del
pico. Este pico permite identificar la formacién del condensado.

Una vez que se han identificado estos dos instantes de tiempo, se analiza lo que ocurre
con la densidad, p, y el integrando de la energia cinética, K. En las Figuras 4.3, 4.4y 4.5 se
muestran estas cantidades. En la primera fila a la izquierda se muestra p en el eje x, donde
se puede ver que la densidad correspondiente al instante de la formacién del condensado
tienen una mayor amplitud. En la gréifica de la derecha se muestra p y K en el eje x, en el
tiempo en que se formo el condensado. En la segunda fila se muestra a p proyectada en el
plano xy y en la tercera se muestra K proyectado en el mismo plano, antes de la formacion
del condensado y en el instante de tiempo donde la densidad es maxima.

De acuerdo con las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se ve que la formacién del condensado depen-
de del nimero de 4tomos que se agregren a la trampa, ya que para 1000 dtomos la energia
cinética es alta cuando la densidad también lo es, contrario a lo que se esperaba que ocu-
rriera. Al aumentar la cantidad de d&tomos la energia cinética se va haciendo cada vez menor
en el centro de la trampa cuando p es maxima, como se puede ver en las Figuras 4.4 y 4.5.
Esto indica que el proceso de formacién del condensado depende del nimero de 4&tomos N,
para N pequeiio el condensado no se forma, mientras que se forma conforme N aumenta,
esto se ve del experimento realizado en [3] donde se report6 que el BEC estaba formado
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Figura 4.2: Se muestra el comportamiento de p(x = 0,y = 0,z = 0,¢) vs t, para N = 1000, N = 2000 y
N = 3000. Esto nos permite identificar el momento en que se forma el BEC y el valor mdximo de la densidad
para cada valor de N.

por un nimero grande de 4tomos.
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Figura 4.3: En estas gréficas se muestra la densidad y el integrando de la energia cinética. En la primera fila, a
la izquierda se muestra p al tiempo 7 = 36 ms y al tiempo 7 = 72 ms observando que p efectivamente aumenta,
y en la grdfica de la derecha se muestra p y K a lo largo del eje x al tiempo 7 = 72 ms. En la segunda fila
se muestra a p proyectada en el plano xy y en la tercera fila se muestra K en el mismo plano en los mismos
instantes de tiempo. Estas grificas corresponden al caso N = 1000 y potencial al 100 %. EL tiempo 7 = 36
ms corresponde al momento cuando se termina de inyectar todos los 4tomos, mientras que el tiempo 7 = 72
ms es el momento cuando el condensado deberia aparecer.
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Figura 4.4: En estas figuras se muestra en la primera fila la densidad y el integrando de la energia cinética a
lo largo del eje x, en la segunda fila se muestra a p en el plano xy y la tercera fila corresponde a K, al tiempo
donde todos los dtomos han sido incorporados 7 = 33 ms y al tiempo donde se ha formado el condensado
7 =70 ms para el caso N = 2000 y potencial al 100 %.



58 Capitulo 4. Simulacion del condensado de Rb-87

0.08 —
Densidad a 35 ms 008 t=65ms
Densidad a 65 ms . . . — . :
VRN Densidad

007 | 1 / Energia cinetica

007 | / \ 1

/ \

0.06 , 0.06 - / \ |
0.05 | 1 0.05 | |

004 | B
0.04 | B

0.03 | ,
0.03 | N B | \

~ ~ / \

002 | \ 1

0.02 | | J \
\, 001 - Ji A 1
001 - \ 1 ol _/ N
0 L . . . o~ 0.01 . . . . . . .
-20 15 10 5 o 5 10 15 20 20 15 10 5 ) 5 10 15 20
X

0.05

Figura 4.5: Se muestra en la primera fila a la izquierda la densidad en el instante de tiempo donde se han
inyectado todos los dtomos, 7 = 32 ms, y en el instante donde se ha formado el condensado, 7 = 70 ms, y en
la grafica de la derecha se muestra a rho y a K al tiempo 7 = 70 ms. En la segunda fila se muesta p proyectada
en el plano xy y en la tercera fila se ve K, ambas en los instantes de tiempo referidos anteriormente. Estas
gréficas corresponden al caso N = 3000 y el potencial al 100 %.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporacion de atomos energéti-
cos reduciendo el coeficiente a 90 %

En este experimento se inicio el proceso de evaporar aquellos dtomos que poseen
energias altas. Para lograrlo el potencial se disminuy6 mediante el coeficiente H(¢), el cual
se disminuyo hasta un 90 %.

Al igual que en el experimento anterior se graficd p(0, 0, 0, ) para los tres valores del
numero de d&tomos N, como se puede ver en la Figura 4.6. La curva correspondiente a 1000
atomos tiene valores menores que las curvas correspondientes a las otras dos cantidades,
esto porque al reducir el potencial, los &tomos mds calientes fueron liberados del efecto de
la trampa, esto simula a la perfeccion que los &tomos mds energéticos escapan cuando el
potencial disminuye y producen un condensado de menor energia cinética.

En las Figuras 4.7, 4.8 y 4.7, se muestran los resultados obtenidos para las tres cantida-
des de dtomos. En las tres Figuras se cumple que cuando p es alta en el centro, la energia
cinética es muy baja, siendo mds evidente cuando se aumenta la cantidad de 4tomos. En-
contrando que los resultados obtenidos se asemejan a lo que ocurre en el experimento, zona
de densidad alta y energia cinética baja.
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Figura 4.6: Se muestra p(0, 0,0,¢) vs ¢ cuando el potencial se ha reducido hasta el 90 % de su capacidad,
evaporando los dtomos mds calientes. La curvas corresponden a 1000, 2000 y 3000 dtomos.
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Figura 4.7: Se muestra p y K. En la primera fila a la izquierda se muestra p al tiempo donde se terminan de
inyectar los dtomos, 7 = 35 ms, y al tiempo donde deberia de aparecer el condensado, 7 = 70 ms; mientras
que en la gréfica de la derecha se muestra p y K a lo largo del eje x al tiempo 7 = 70 ms. En la segunda fila se
muestra p proyecta en el plano xy y la tercera fila se muestra K proyectada en el mismo plano, en los tiempos
f=35msyi=70ms;estas grificas corresponden al caso N = 1000 y el potencial al 90 %.
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Figura 4.8: Muestraa p y a K, al tiempo donde todas los 4tomos han sido incorporados, 7 = 35 ms y al tiempo
donde se ha formado el condensado, 7 = 65 ms; para el caso N = 2000 y el potencial al 90 %. En ellas se
puede observar que la energia cinética es baja y la densidad es alta en el centro de la trampa. La segunda fila
corresponde a p proyectada en el plano xy y la tercera fila corresponde a K proyectada en el mismo plano.
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Figura 4.9: En estas graficas se muestra a p y a K para 3000 dtomos a dos tiempos, cuando se inyectan todos
los dtomos, 7 = 35 ms, y cuando el condensado se ha formado, 7 = 65 ms. El potencial se redujo hasta 90 %.
En la priera fila se muestra a la izquierda p y a la derecha rho y K al tiempo cuando el potencial se ha formado.
En la segunda fila se muestra a p y en la tercera fila se muestra K, ambas proyectadas en el plano xy.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporacion de atomos energéti-
cos reduciendo el coeficiente a 50 %

Finalmente el dltimo experimento realizado fue reducir el potencial hasta el 50 % de su
capacidad como se hizo en [3], con lo cual sélo permanecen los 4tomos que se encuentran
en los estados de energia mds bajos. En la Figura 4.10 se muestran las tres curvas corres-
pondientes a N = 1000, N = 2000 y N = 3000. Si se compara con las grificas de las
Figuras 4.2 y 4.10 se aprecia que el pico de p(x = 0,y = 0,z = 0, ¢) tarda mds tiempo en
formarse, sin embargo, para los tres valores del niimero de 4tomos N el pico aparece en
instantes de tiempo muy cercanos.

En las Figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se muestran los resultados obtenidos para p y K antes
de la formacién del condensado y cuando el condensado se ha formado. Los resultados
mostrados en las Figuras corresponden a 1000 d4tomos, 2000 dtomos y 3000 dtomos, res-
pectivamente. En las tres Figuras aparece la zona de alta densidad y baja energia cinética,
lo cual (como se ya se indic6 anteriormente) es evidencia de la formacién del condensado.

0.18 T T T T T

0.16 - |
|
\ i
014+ | g
012 | | R
o1 F | i
|
\ o
008 F | ¢ g
006 | S 1

004 | o /NN p

0o \\ B— / \\\ I

Figura 4.10: Se muestra la graficade p(x = 0,y = 0,z = 0, ¢) vs ¢ cuando el potencial se ha reducido un 50 %
para 1000, 2000 y 3000 dtomos.
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Figura 4.11: En la primera fila a la izquierda se muetra a rho en el eje x al tiempo cuando todos los dtomos
se han incorporado, = 40 ms, y al tiempo cuando el condensado se formd, 7 = 93 ms. Para verificar lo
que ocurre con la energia cuando la densidad es alta, se muestra la gréfica de la primera del lado derecho.
En la segunda se ve p y tercera fila se muestra K, ambas en el plano xy. Estas gréficas correspnden al caso
N = 1000y el potencial al 50 %.
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Figura 4.12: Se muestra en la primera fila p y K en el eje x; en la segunda fila se muestra p en el plano xy,
mientras que en la tercera fila se muestra K en ese mismo plano, al tiempo donde todas los 4tomos han sido
incorporados, 7 = 50 ms, y al tiempo donde se ha formado el condensado, 7 = 90 ms para el caso N = 2000 y
el potencial al 50 %.
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Figura 4.13: En la primera fila se presentan a p y a K en el eje x, mientras que en la segunda fila se presenta p
en el plano xy y la tercera fila corresponde a K en el mismo plano, al tiempo cuando se inyectan los dtomos,
f = 55 ms, y al tiempo donde se ha formado el condensado, 7 = 90 ms. Estas gréficas corresponden al caso
N =3000y el potencial al 50 %.

4.1.2. Caso 2: Condensado con un potencial anisotropico

En esta parte se muestran los resultados obtenidos de los experimentos realizados para
la simulacién del BEC, utilizando todos los elementos proporcionados por el experimen-
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to realizado en [3]. Por lo tanto, del experimento numérico anterior a este s6lo quedaba
agregar el efecto de la anisotropia a la trampa armonica.

Resolviendo la ecuacién (4.1) en el dominio D = [-12.8,12.8] x [-12.8,12.8] X
[-12.8,12.8], el cual fue discretizado usando 128 puntos en cada una de las direcciones
espaciales, N, = N, = N, = 128, con una resolucién de Ax = Ay = Az = 0.2. Para
tener mejores resultados se agregd un segundo nivel de refinamiento en el centro del domi-
nio D, que es donde ocurren los fenémenos fisicos de interés, este refinamiento ocurre en
[-6.4,6.4] X [-6.4,6.4] X [-6.4,6.4] y tiene una resolucion de Ax = Ay = Az = 0.1.

Al iniciar la evolucion de (4.1) el término no lineal es igual a cero, por lo que la con-
dici6n inicial es la misma que para la particula en un potencial de oscilador armonico
anisotropico, donde € = 2y n, = n, = n, = 0, al tiempo 7 = 0. Ademds, se emplea una
esponja como condicion de frontera, puesto que, durante la evolucion los d&tomos que sean
liberados de la trampa y se aproximen a las fronteras de la caja deben ser absorbidos para
evitar que puedan regresar y afecten los resultados. De esta manera se inicia la simulacién
del BEC empleando el método de lineas.

Se realizaron tres experimentos, el primero de ellos fue dejar el potencial totalmente
encendido, al 100 % de su capacidad, el segundo fue reducir el potencial hasta un 90 %
después de que los 4tomos han sido incorporados. Finalmente, el tercero que corresponde
a reducir el potencial hasta la mitad de su capacidad, tal como se hizo en [3]. Para cada uno
de ellos se consideran tres valores del nimero de 4tomos N, 1000, 2000 y 3000.

Simulacion con un potencial de trampa que no libera los atomos de mayor energia

En este primer experimento la trampa se encuentra totalmente encendida durante todo
el tiempo del experimento, por lo que los &tomos con mayor energia no son liberados de
la trampa, entonces todos los 4tomos son incorporados. Se consideran valores distintos del
nimero de dtomos, lo que significa que se estudia lo que ocurre al aumentar el nimero de
atomos que son inyectados. Se espera que al aumentar el nimero de 4tomos, aumente la
densidad y disminuya la energia cinética en el centro de la trampa.

En la Figura 4.14 se muestra p(0, 0, 0, ¢) a lo largo del tiempo, cada una de las graficas
corresponden a los tres valores del nimero de dtomos, 1000, 2000 y 3000. La formacién
del BEC se identifica con la aparicion de un pico, ya que significa que los dtomos se han
concentrado en el centro de la trampa.

En las Figuras 4.15, 4.16 y 4.17 se presentan los resultados obtenidos para cada simu-
lacion. En la primera fila del lado izquierdo se muestra la densidad en el eje x antes de la
formacion del BEC, ¢,, y en el momento en que se forma, 7g,... La curva que corresponde
al tiempo 7zgc €s mds angosta y con una mayor amplitud. En la grafica de la derecha se
muestra a p y a K en el eje x al tiempo #ggc. En las grificas de la segunda fila aparece p
proyectada en el plano xz en los tiempos 7, y fggc, mientras que en la tercera fila se muestra
K en el plano xz en los mismos instantes de tiempo.

Al igual que en el experimento anterior se puede ver que la formacion del condensado
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depende del niimero de 4tomos que se agregen. Esto se ve en la Figura 4.15 donde la energia
cinética es aproximadamente del mismo orden de p, contrario a lo que se espera ver cuando
hay evidencia de un BEC. Al aumentar el nimero de particulas la energia disminuye cuando
la densidad aumenta.
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Figura 4.14: Se muestra el comportamiento del valor central de p en el tiempo, para N = 1000, N = 2000 y
N = 3000. Esto nos permite identificar el momento en que se forma el BEC y el valor mdximo de la densidad
para cada valor de N.
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Figura 4.15: En estas graficas se muestra la densidad y la energia cinética. En la primera fila, a la izquierda se
muestra p al tiempo donde todos los d4tomos se han inyectado, 7 = 35 ms, y al tiempo donde deberia aparecer
el condensado, 7 = 65 ms, observando que p efectivamente aumenta y en la gréfica de la derecha se muestra p
y K alo largo del eje x al tiempo 7 = 65 ms. En la segunda fila se muestra p, mientras que en la tercera fila se

muestra K ambas proyectadas en el plano xz en los mismos instantes de tiempo. Estas graficas corresponden
al caso N = 1000 y potencial al 100 %.
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Figura 4.16: En la primera fila a la izquierda se muestra la densidad cuando se termina de inyectar los d&tomos,
f = 38 ms, y al tiempo donde se forma el condensado, 7 = 72 ms. Por otra parte en la gréfica de la dercha se
muestra p y K en el eje x al tiempo 7 = 72 ms. En la segunda fila se muestra p proyectada en el plano xz y
la tercera corresponde al integrando de la energia cinética, K, en el mismo plano, a los tiempos 7 = 38 ms 'y
f =72 ms parael caso N = 2000 y potencial al 100 %.
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Figura 4.17: En las graficas de la primera fila se muestra la densidad, p, y el integrando de la energia cinética,
K, en el eje x, en la segunda fila se muestra p y en la tercera fila aparece K, ambas proyectadas en el plano xz,
antes de la formacién del BEC y al tiempo donde se forma. Todas las graficas corresponde al caso N = 3000
y el potencial al 100 %.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporacion de atomos energéti-
cos reduciendo el coeficiente a 90 %

El segundo experimento consistié en incorporar los 4tomos; una vez que los 4tomos han
sido completamente incorporados la trampa comienza a reducirse lentamente, hasta llegar
al 90 % de su capacidad, lo que corresponde al proceso de evaporacion de los d&tomos mas
calientes.

En la Figura 4.18 se muestran las graficas correspondientes p(0, 0,0, ) para los tres
valores de N considerados. El pico aparece aproximadamente al mismo tiempo que para
el experimento anterior, pero el punto méximo del pico de cada curva es menor que para
el caso anterior, esto se debe a que se evaporaron los dtomos mads calientes, por lo que la
densidad en el centro de la trampa fue menor.

Por otra parte, en las Figuras 4.19, 4.20 y 4.21, se muestran distintas graficas para p y
para K, donde se muestra que efectivamente se ha formado el condensado. En las Figuras
se aprecia que la densidad es alta y la energia cinética es minima en el centro de la trampa
al tiempo donde ocurre el condensado. Disminuir el potencial un 10 % no es suficiente para
obtener un BEC, porque aunque ocurre el proceso de evaporacion, ain permanecen 4tomos
con energias altas. Es por ello que se requiere que el potencial sea reducido hasta la mitad
de su capacidad.

La formacién del BEC depende no sélo del niimero de dtomos sino también de la an-
isotropia de la trampa. Esto se ve al comparar las Figuras 4.19 y 4.7, en ambas se agregé el
mismo ndmero de dtomos y se disminuy6 el potencial hasta el 90 % de su capacidad; sin
embargo, en la Figura 4.7, que corresponde a la trampa sin anisotropia, se observa la zona
de densidad alta y energia cinética baja en el centro de la trampa, lo que no ocurre en la
Figura 4.19.
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Figura 4.18: Esta grafica muestra a p(0,0,0, ) vs t. Las curvas corresponden a 1000, 2000 y 3000 atomos;
mdxima y su valor para cada valor de N.

las tres curvas presentan la formacion del pico, lo cual permite identificar el momento en que la densidad es
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Figura 4.19: En la primera fila a la izquierda se muestra p a un tiempo antes de la formacién del condensado,
f = 40 ms, y al tiempo donde ocurre el BEC, 7 = 65 ms; en ella se ve que p tiene una mayor amplitud al
tiempo 7 = 65 ms, mientras la gréfica de la derecha muestra a p y a K en el eje x al tiempo 7 = 65 ms. Por
dltimo en la segunda fila se muestra p y en la tercera fila se ve K, proyectadas en el plano xz. Estas graficas
corresponden al caso N = 1000 y potencial al 90 %.
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Figura 4.20: Se presenta en la primera fila la densidad y el integrando de la energia cinética a lo largo del eje
X, en la segunda fila se muestra p proyectada en el plano xyz, mientras que en la tercera fila se muestra K en
el mismo plano, al tiempo donde todas los dtomos han sido incorporados 7 = 40 ms y al tiempo donde se ha
formado el condensado 7 = 65 ms para el caso N = 2000 y potencial al 90 %.
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Figura 4.21: En la primera fila se presenta a la izquierda p a lo largo del eje x, al tiempo donde se han
inyectado todos los dtomos, 7 = 35 ms, y al tiempo donde se debe ver el condensado, 7 = 65 ms. En la gréfica
de la derecha se muestra a p y a K en el eje x al tiempo 7 = 65 ms. Finalmente en la segunda fila se muestra a
rho proyectada en xz y en la tercera fila se aprecia K en el mismo plano a los tiempos 7 = 35 ms y 7 = 65 ms
para el caso N = 3000 y el potencial al 90 %.
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Simulaciones con el potencial apropiado para simular la evaporacion de atomos energéti-
cos reduciendo el coeficiente a 50 %

Finalmente este experimento es el que corresponde con el proceso experimental rea-
lizado en [3]. Primero se enciende la trampa, que es anisotrépica debido a los ldseres y
al cuadrupolo magnético, segundo los dtomos son incorporados a la trampa; y tercero se
comienza el proceso de evaporacion de los &tomos mds calientes mediante la reduccion del
factor H(t) del potencial un 50 %.

En la Figura 4.22 se muestra la densidad central a lo largo del tiempo. Al igual que
en el caso anterior aparece el pico en las tres curvas. Se ve que la densidad médxima es
menor que para los dos experimentos anteriores. Reducir el potencial hasta la mitad de su
capacidad provoca que el proceso de evaporacion lleve mds tiempo, por lo que toma mas
tiempo observar la aparicién del pico.

Por otra parte, en las Figuras 4.23, 4.24 y 4.25 se presentan los cambios que sufrieron
py K con este cambio en el potencial (en forma de mapas de colores) y de esta manera se
puede identificar en que casos hubo evidencia de la formacién del BEC. Para 2000 y 3000
atomos la formacién del BEC es evidente debido a que la energia cinética es baja cuando
la densidad es alta. Por otra parte, para 1000 d&tomos no hubo formacién de un condensado.

Al comparar con las imagénes tomadas de [3] mostradas en el capitulo 2, donde efecti-
vamente se puede apreciar que los &tomos con energias bajas se encuentran localizados en
el centro, rodeados por aquellos que tienen energias mas elevadas. En las Figuras anteriores
se aprecia un comportamiento andlogo, la densidad es mds alta en el centro de la trampa,
mientras que a los alrededores se encuentran densidades mads bajas. Y ademads se verifica
que la energia cinética es baja en el centro, tal como se esperaba.
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Figura 4.22: Se observa el comportamiento de p(0, 0,0, 7) a lo largo del tiempo para N = 1000, N = 2000 y
N = 3000 con un potencial de 50 % de su capacidad. Esto permite identificar el momento en que se forma el
BEC y el valor mdximo de la densidad para cada valor de N.
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Figura 4.23: Se presenta p y K antes de la aparicion del condensado, es decir cuando se termina de inyectar a
los dtomos, 7 = 50 ms, y en el momento de la formacién de éste, 7 = 90 ms. En la primera fila, a la izquierda
se muestra p al tiempo 7 = 50 ms y al tiempo 7 = 90 ms observando que p tiene una amplitud mds grande
en el momento de la formacion del condensado que la que presenta antes de su aparicion; y en la gréfica de
la derecha se muestra p y K a lo largo del eje x al tiempo 7 = 90 ms. En la segunda fila se muestra p y en la
tercera fila se muestra K, ambas cantidades proyectadas en el plano xz. Estas graficas corresponden al caso
N = 1000y potencial al 50 %.
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Figura 4.24: En estas figuras se muestra la densidad y el integrando de la energia cinética a lo largo del eje x
y en el plano xz, para el caso N = 2000 y potencial al 50 %. La segunda fila corresponde a p y la tercera fila
corresponde a K.
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Figura 4.25: En la primera fila se muestra la densidad cuando todos los dtomos han sido incorporados a la
trampa, 7 = 60 ms, y al tiempo donde se ha formado el condensado, 7 = 90 ms. En la gréfica de la derecha se
muestra p y K a lo largo del eje x al tiempo 7 = 90 ms. La segunda fila corresponde a la densidad y la tercera
fila muestra a K, ambas son proyectadas en el plano xz al tiempo fildet = 60 ms y al tiempo 7 = 90 ms para
el caso N = 3000 y el potencial al 50 %.

Comparando los resultados obtenidos en las simulaciones con 2000 y 3000 4&tomos con
el resultado obtenido en [3], como se puede ver en la Figuras 4.26 y 4.27, se ve que se ha
logrado simular el BEC. La nube mostrada en las gréficas de la izquierda de cada Figura
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presenta una zona donde la densidad es alta en el centro rodeada por densidades mds bajas,
tal como se ve en la Figura de la derecha. Para N = 2000 la formacion del BEC se asemeja
mds a los resultados experimentales.

t=90 ms

Figura 4.26: Se muestra una comparacion entre los resultados obtenidos en la simulacién numérica (izquierda)
y los resultados mostrados en [3] (derecha) para el caso con 2000 dtomos.

t=90ms

Figura 4.27: Se muestra una comparacién entre los resultados obtenidos en la simulacién numérica (izquierda)
y los resultados mostrados en [3] (derecha) para el caso con 3000 atomos.
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Conclusiones

En este trabajo se describe el proceso experimental mediante el cual se obtuvo el primer
BEC en un gas diluido de &tomos de Rb-87 y el modelo numérico asociado. El objetivo fue
identificar cada uno de los pasos seguidos en el procedimiento experimental con el fin
de tener una relacién con el modelo numérico asociado. Encontrdndose asi que los pasos
fundamentales son:

1 Encender la trampa armoénica generada por los ldseres y el cuadrupolo magnético; es
decir poner el potencial hasta su maximo valor, lo que equivale a que la funcién H ()
que multiplica al término del potencial en la ecuacién de GP sea igual a 1.

2 Agregar los d4tomos a la caja donde serdn confinados por la trampa arménica, una vez
que todos los dtomos estdn dentro de la trampa se inicia el proceso de evaporar los
atomos con mayor energia cinética. En el modelo numérico esto se simula haciendo
que la funcién G(¢) que multiplica al término no lineal de la ecuaciéon de GP aumente
lentamente, lo que corresponde a agregar los dtomos. Por otra parte, H(¢) disminuye
hasta la mitad de su capacidad, lo que indica el proceso de evaporar los &tomos mds
calientes.

3 La nube de d4tomos obtenida se deja expandir por un lapso de tiempo, después del
cual repentinamente los &tomos que quedaron dentro de la trampa se concentrardn en
el centro de dicha trampa, formando el BEC dependiendo del nimero de dtomos y de
cuanto se disminuye el potencial para liberar los 4&tomos mds energéticos. En el mo-
delo numérico, en el instante en que H(?) se ha reducido a la mitad de su capacidad,
la funcién se mantiene constante en ese valor durante el tiempo restante de evolucion
y es en ese lapso que se identifica la aparicion del BEC.

Una vez que se tuvo clara la relacion entre el proceso experimental y el modelo numéri-
co, se hicieron simulaciones con el programa que se construyo para tal propdsito y se com-
pararon los resultados.
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Se present6 una descripcion detallada de los métodos numéricos que se utilizaron para
resolver la ecuacion de GP dependiente del tiempo, que no solamente se basan en diferen-
cias finitas, sino que incorporan el refinamiento de mallas para obtener una mejor resolu-
cion en la region donde se concentra la nube de dtomos.

Para verificar que el c6digo construido funcionaba correctamente se realizaron pruebas
utilizando distintas versiones de la ecuacion de Schrodinger que poseen soluciones exactas,
la particula en una caja y la particula con un potencial de oscilador arménico. Los resultados
obtenidos concordaron con lo predicho por la teoria y se mostro la eficiencia de usar niveles
de refinamiento en la malla.

Finalmente se simulé la formacién del BEC obtenido en [3]. El BEC fue simulado
utilizando pardmetros numéricos que corresponden con los pardmetros fisicos. La grafica
obtenida para la densidad en el plano xz es similar a la Figura 2.6 que fue tomada de [3] y
se encontrd que efectivamente el BEC se forma en una zona que presenta alta densidad y
baja energia cinética.
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