UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

“Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez”

“GENERACION DINAMICA DE MASA Y EL GRUPO DE RENORMALIZACION”

TESIS

PARA OBTENER EL TITULO DE

LICENCIADO EN CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS

PRESENTA

JUAN PABLO GUTIERREZ MONTES

ASESOR

DR. AXEL WEBER

MORELIA, MICH. SEPTIEMBRE DE 2017.






Quiero agradecer, antes que nada, al doctor Axel Weber quien asesoro este trabajo como nadie mds
hubiera hecho, de una manera profesional y con un profundo sentido humano. Sin su valiosa guia
esta tesis no habria llegado a concretarse.

Agradezco también a toda mi familia, en especial a mi madre, a mi hermana, a mis primas y a mi tia
Militza que hicieron de una forma u otra que esto fuera posible. Por su apoyo moral, econémico y
por su carifio incondicional.

Finalmente a todos mis amigos, a las princesas, y a mis compaferos de la facultad a quienes no
menciono nombre por nombre porque no terminaria pero sepan que estos renglones son para
ustedes y que han estado siempre ahi impulsdndome y siendo un apoyo incondicional para mi.

Esto es para ustedes y gracias a ustedes.






[ndice

I 017 0 Yo 10 LT ol [0 ) s W 5

1.1 Cromodinamica cuantica

1.2 Generacion dinamica de masa

2 EcUaciones relativViStas. v eeeeeeeeeeeeeeesseessoeessssssssssssesssssssnns 9

2.1 Ecuacion de Klein-Gordon

2.2 Ecuacién de Dirac

3 PropagadoresS......ccveveiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnrr e 18

3.1 Propagador no relativista

3.2 Propagador para la ecuacién de Klein Gordon
3.3 Propagador para la ecuacién de Dirac

3.4 Propagador del fotén

3.5 Propagador para una particula de Dirac en un campo
electromagnético externo

4 Diagrama de autointeracCion.......cccoeeveeeieieininiieieneneiennnnnns 31
4.1 Autointeracciéon en QED

4.2 Autointeraccién en QCD

4.3 Generalizacion a D dimensiones



5 Evaluacion del diagrama..........cccevviiiiiiiiiiiiiniiiiiiiniiiineenns 40

5.1 D=4-¢

5.2 D=3

6 Renormalizacion de 1a masSa...cceee e eiiiiiiiiiieeeiiiiiiiinnneeeeeeeens 67

7 Generacion dinamica de la masa en la aproxi-

macion de Nambu-Jona-Lasinio......ccceeeviiiiiiiiiiiiiiiiininnnnennnne, 70
8 Grupo de Renormalizacion........c.ccceeveiiiiiiiiiiiiiniinieneeneenennen. 74
9 Ecuacién de brecha (Schwinger-Dyson).......cc.cceevvvininninnnen. 80

0070 Y 0 ed 1§ 153 L0 ) 0 1= < T 85



Abstract

Standard Model quark masses currently considered (around 3MeV
for an "up” quark and 6MeV for a "down” quark) are much smaller
than what’s measured for nucleons, which are supposed to be consti-
tuted of essentially three quarks and their interactions. Considering
the mass of a proton, for example, around 938.3 MeV, shows us that
protons are around one hundred times heavier than the sum of the
current masses of their constituents. So, why are nucleons so heavy?
The origin of this mass, estimated to be around 99% of the visible
mass in the universe, may be inside QCD itself, in the strong in-
teraction between quarks conforming the nucleon. This problem is
known as the dynamical mass generation. This work approaches the
dynamical mass generation problem by, first, presenting a review of
central concepts around QCD and dynamical mass generation, such
as relativistic equations, propagators, spontaneous symmetry break-
ing and, afterwards, by developing the case of the mass generated
by quark self-interaction. This is done in three different approaches:
The Nambu Jona Lasinio argument, originally proposed in 1961,
to explain the difference between in the masses of pions and other
hadrons. The other two approaches are: The renormalization group
and the Schwinger-Dyson equations which have provided the stan-
dard descriptions. We explore the chance to find a good description
of dynamical mass generation using the renormalization group in
its standard formulation. As a first approach we consider the 3-
dimentional case for QED which represents a simplified version of
what would be 4-dimentional QCD. Finally, for this specific case,
a comparison is made between the results for NJL, renormalization
group and Schwinger-Dyson equation. The large and small momen-
tum limits are explored in each case.



Resumen

Las masas consideradas en el modelo estandar para los quarks (alrede-
dor de 3 MeV y 6 MeV respectivamentente para el quark up y
down) son sustancialmente mds chicas que las de los estados lig-
ados que se forman entre ellos como los nucleones. Un proton, con
una masa de alrededor de 938.3 MeV es aproximadamente 100 ve-
ces mayor que la suma de las masas corrientes de los tres quarks
que lo componen. “A escalas de distancia del orden del tamaiio del proton,
los quarks se comportan como si sus masas fueran de unos 300 MeV, de modo
que el Mecanismo de Higgs mo nos alcanza para explicar el 99% de la masa
total de proton o un neutron”.! Por qué son los nucleones tan pesa-
dos? Se busca entonces el origen de esta masa, estimada como
el 99% de la masa presente en el universo, en la misma QCD, en
las interacciones fuertes entre quarks: Este es el problema de la
generacion dinamica de masa. La presente investigacion busca ac-
ercarse a la descripcion de la generacion dindmica de la masa de
los quarks mediante, primero, una revision de los conceptos circun-
dantes a la cuestion en los primeros capitulos como son los popa-
gadores, las ecuaciones relativistas, QCD, rompimiento espontaneo
de la simetria quiral y posteriormente revisando el caso de la masa
enerada por la autointeraccion de los quarks a partir de tres en-
oques: El argumento de Nambu Jona Lasinio, formulado en 1961,
época anterior al desarrollo de la QCD, con la intencién de explicar
la diferencia de masa entre el piéon y otros hadrones. Los otros dos
son: el formalismo del grupo de renormalizacién y las ecuaciones
Schwinger-Dyson que han aportado las descripciones estandar en
la actualidad. Se explora si el grupo de renormalizaciéon, en su
implementacion estandar, puede ofrecer una buena descripcién de
la generacion dinamica de la masa. Como primer acercamiento al
problema se utiliza la QED en tres dimensiones que representa una
version simplificada del problema para QCD en cuatro dimensiones.
Finalmente, para este caso, se hace una comparativa de los resulta-
dos encontrados en cada uno de los tres enfoques abarcados. Se ex-
ploran en cada caso los limites para momentos grandes y pequenos.

Generacién dindmica de masa, QCD, Grupo de Renormalizacién, Ecuaciones de Schwinger-
Dyson, QFT.

1S4nchez Madrigal, S. (2012) Generacién dindmica de masas y confinamiento en QFEDs,
p.2



1 Introduccion

1.1 Cromodinamica cuantica

En 1965, Moo-Young Han, Yoichiro Nambu y Oscar W. Greenberg
propusieron la existencia de un nimero cuantico adicional en los
quarks como solucién al problema del barién A*t*. El modelo de
quarks, introducido a principio de la década de los sesentas por Gell-
Mann y Zweig predecia que este barion estaria conformado por tres
quarks tipo “up” con espines paralelos, esta prediccién se contradice
con el principio de exclusién de Pauli.

“Three identical quarks cannot form an antisymmetric S-state. In order to
realize an antisymmetric orbital S-state, it is necessary for the quark to have an
additional quantum number?.”

Este ntimero cuéntico adicional, posteriormente llamado “color”
permite resolver el problema del barién A** ya que ahora los quarks
se encuentran en estados diferentes, distinguibles por su carga de
color. El desarrollo de estas ideas marco el nacimiento de una teoria
de gauge donde el color adquiere un sentido fisico[1], esta teoria pasé
a ser conocida como cromodinamica cuantica, QCD por sus siglas
en inglés, y es la teoria de las interacciones fuertes, una de las cuatro
fuerzas fundamentales que considera el modelo estandar.

La QCD es una teoria de gauge no abeliana y su grupo de simetria
asociado es el grupo de matrices de 3x3 unitarias con determinante
uno o SU(3). Esta teorfa entiende las interacciones fuertes como
el producto del intercambio de 8 tipos de bosones, no masivos,
eléctricamente neutros llamados gluones quienes son los portadores
de la carga de color y juegan un papel andlogo a los fotones en
la electrodindmica cudntica (QED) con una significativa diferencia:
Los gluones de la QCD tienen carga de color e interactiian entre si,
al contrario de sus analogos en QED quienes estan desprovistos de
carga eléctrica y por lo tanto no se presenta interaccion entre ellos.
Esta diferencia tiene consecuencias importantes en la fenomenologia

2B. V. Struminsky, Magnetic moments of barions in the quark model, JINR-Preprint P-
1939, Dubna, Submitted on January 7, 1965.



asociada a la QCD y da lugar a algunos fenémenos caracteristicos
de la teoria.

1.1.1 Conservacién de la carga de color

Una de las consecuencias del teorema de Noether es la conservacién
de la carga de color, esto es, en cualquier proceso fisico la carga
de color inicial debe ser igual a la carga de color final, esta carac-
teristica es andloga a la conservacion de la carga eléctrica en QED.

1.1.2 Libertad asintotica

En el 2004, se entregd el premio Nobel de fisica a Frank Wilczek,
David Gross y David Politzer quienes en 1973 demostraron de man-
era analitica, con ayuda de la teoria de perturbaciones, que la QCD
implica que la interaccién fuerte disminuye a cortas distancias ha-
ciendo a los quarks “asintoticamente libres” cuando la distancia en-
tre ellos tiende a cero. Esto es, cuando los quarks se encuentran
cerca, se comportan mas y mas como particulas libres hasta que a
distancias muy cortas parecen no estar sujetas a ningin potencial.

Este fenémeno resulta peculiar y es contrastante con el compor-
tamiento de otras fuerzas en la naturaleza como la electomagnética
o la gravitacional, las cuales tienden a aumentar a distancias cortas.
La libertad asintética es resultado de el hecho de que los gluones
tengan a su vez carga de color y sean capaces de interaccién entre
ellos, a diferencia de los portadores de la fuerza electromagnética
quienes estan desprovistos de carga eléctrica.

1.1.3 Confinamiento de la carga de color

“Indeed, the color electric field energy generated by an isolated quark is cal-
culated to be truly infinite, due to the energy it creates in distant fields. This
property explains why quarks are never observed in isolation”>

3Frank Wilczek, Physics Today 52, 11, 11 (1999)



Sin embargo, los quarks no se han observado en estado libre, sino
siempre formando estados ligados (nucleones, piones). Otra de las
consecuencias de la interaccién entre gluones es el confinamiento de
la carga de color en particulas neutras o blancas como los bariones
y los mesones.

Al aumentar la separaciéon entre dos particulas con carga de color
opuesta la intensidad de la interaccion fuerte entre ellas aumenta.
Llegado a un punto, la energia entre ellas es la suficiente para crear
un nuevo par quark-antiquark. El producto de las interacciones
entre los ahora cuatro quarks es el confinamiento de éstos en es-
tructuras neutras nuevamente de forma que no se puede obtener un
quark en estado libre.

1.1.4 Lagrangiano de la QCD

El lagrangiano de esta teoria esta dado por:

—y 1 a 4
Locp = ¢y Dy —m)q — 2 GGy (1)
Donde el campo gludnico esta dado por
8
Gy, = 0, AL — 0,A% + g Y [ALA (2)
b,c=1
y
D,=0,+ z’gTaAZ (3)
Entonces
. . a 1 a v
Locp = q(iv" (0, + ZQTGA#) —m)q — ZGWGZL
. — a 1 a 4
= q(in"8, —m)q — g(V" Toq) A, — 7 G, Gh



1.2 Generacion dinamica de masa

“In quantum field theory, the primary elements of reality are not

individual particles, but underlying fields™.

En teorfa cuantica de campos (QFT) las particulas del modelo estdndar
se entienden como exitaciones de un campo subyacente en el tiempo

y en el espacio. Esta formulacién muestra porque todos los elec-
trones, por ejemplo, “son iguales” en el sentido de que tienen las
mismas propiedades, particularmente, la misma masa. En QCD,
sin embargo, los protones y neutrones son estados ligados de tres
quarks (dos up y un down para el caso del protén y dos down y un
up para el caso de neutrén) que se configuran como tales debido a
las interacciones con el campo de color de los gluones.

“There is energy stored in the motion of the quarks, and energy
in the color gluon fields that connect them. This bundling of energy
makes the proton.”

La simetria de de gauge de Yang-Mills de la cual deriva la teoria
de gluones prohibe términos de masa para estos bosones, como
ocurre también, por razones similares, para el caso de los fotones.
Entonces la masa de los nucleones proviene principalmente de la en-
ergia residual en la interaccion fuerte que sufren los quarks.

“Even so, at finite distances the fields do not cancel ezxactly, and
so a finite field energy remains. According to QCD, it is precisely
this color field energy that mostly makes us weigh.” ©

4Physics Today 52, 11, 11 (1999)
5Physics Today 52, 11, 11 (1999)
6Physics Today 52, 11, 11 (1999)



2 BEcuaciones relativistas

2.1 Ecuacion de Klein-Gordon

Para 1928, cuando Dirac propuso su famosa ecuacién, ya existia
una generalizacién de la ecuacién de Schrodinger para el caso rela-
tivista que habia sido propuesta por Oskar Klein y Walter Gordon
en 1926, para la métrica de Minkowski se escribe:

( 1 0? 2, m?2c?
c? ot? h?

) =0 ()

Identificando los primeros dos términos con el operador D’alambertiano

2
0-12 v (6)

c? Ot?

Podemos escribirla de forma reducida como:

)& =0 (7)

Klein y Gordon formularon esta ecuacién que describe particulas de
spin cero a partir de la cuantizacién de la energia y el momento en
la ecuacién relativista de Einstein para la energia, es decir:

E2 — m204 —|—p202 (8)

y se cambian E y p por los operadores correspondientes, a saber:

)

E — ili—
— Zhat (9)
p— P=—ihV (10)



2.1.1 Solucion para una particula libre

Las soluciones para una particula con momento definido son
O(t, 7) = Ae 7 ®n?) = A= 7 PP — AeiFT-E)  (17)
Entonces aplicando la solucién en (5) tenemos
E =+ +m? (12)

Las soluciones con energia negativa son interpretadas como particulas
viajando hacia atrés en el tiempo o equivalentemente antiparticulas
viajando hacia adelante en el tiempo. Esta interpretacién fue prop-
uesta por Feynman y Stckelberg, y es matematicamente consistente
ya que .

—E)(—t) _ e—%(Et) (13)
De donde se oberva que una particula con energia negativa —FE vi-
ajando hacia atras en el tiempo es quivalente a una particula con
energia +F propagédndose hacia adelante en el tiempo.

6_%(

2.1.2 Conservacion de la corriente

La ecuaciéon de Klein-Gordon también tiene asociada una ecuacién
de continuidad que se puede obtener multiplicando la ecuacion de
Klein Gordon por ¢®* y su conjugado complejo por —i® y restandolas
para obtener

0 0P 0P~
—(i(P"— — P
ot ot ot
Esta ecuacién es un andlogo a la ecuacion de continuidad para la
ecuacién de Shrodinger ®

)+ V- (—i(&VE — dVE*)) =0 (14)

0 >
Ep—i—ng:O (15)

"Posteriormente veremos que la ecuacién de Dirac presenta el mismo problema: soluciones
con eneria negativa que se tratan de acuerdo a la misma interpretacién, Quarks and Leptons,
p.77

8Quarks and Leptons, p. 71
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Entonces identificamos la densidad de probabilidad

0P 0d*

p=i@ 2 o2 (16)
y el flujo de probabilidad
j=—i(®*VPd — dVI*) (17)
Definiendo j* = (p, j) podemos escribir (14) como
95" =0 (18)

que es conocida como la ecuacion de continuidad relativista. Us-
ando(11) en (16) y en (17) tenemos

p=2E|A]? (19)

aqui se puede ver que las particulas con energia negativa se corre-
sponden con una densidad de probabilidad negativa y

j=2plAP (20)

y por lo tanto
" = 2p"| AP (21)

2.2 Ecuacion de Dirac

Sin embargo, Dirac buscaba una ecuacion que tuviese una densi-
dad de probabilidad positiva y una derivada de primer orden en el
tiempo y para ello tomé la misma expresion de la relatividad espe-
cial pero de esta forma:

E = \/m2ct 4 p2c2 (22)
De esta manera, al sustituir los operadores (6) y (7)

m@_\If = c(Vm2c2 — h*V2)T (23)

ot

11



En esta expresion se tiene de lado derecho la derivada de primer
orden en el tiempo, sin embargo, al otro lado aparece una raiz
cuadrada que no estd bien definida ya que contiene un operador
como argumento. Entonces toda la raiz se asume como un operador
de la forma:

V m2c? — h2V2 - (351px + @2py + @3pz + Bmc (24)

donde las &; y B son constantes a determinar. Este operador tendra
que cumplir que

(G1ps + Gopy + dsps + fme)? = m?c? + p’ (25)
Esta condicién impone que G;a; = o, 42 =1y & =0. Como no

existe solucion en términos del dlgebra estandar pensaremos los &;
como la representacién matricial de algin operador. ? 10

Entonces, usando el anticonmutador de dos operadores dado por:
{A,B}= AB+ BA (26)

podemos escribir estas condiciones como:

{a;,a,} =210 (27)
{a:;, 8} =0 (28)
(8,8} =21 (2)

Las matrices mas “chicas” que satisfacen esta relaciéon son de di-
mensién cuatro. Existen diferentes representaciones de estas matri-
ces, pero una manera comun de representarlas es:!

9Esto impone también que la solucién a la ecuacién, dejard de ser una funcién de onda
como en el caso de la ecuacién de Klein Gordon. Checar la seccién 2.4 ”Solucion para una
particula libre”.

10Las matrices &; y 3 deberén ser también hermiticas para que el Hamiltoniano de Dirac
sea hermitico.

1 Esta representacién se conoce como representacién de Pauli-Dirac.

12



000 1
A 0010
=1 0100
1000
0 0 0 —i
. 00 i 0
=10 —i 0 0
i 0 0 0
0 0 1 0
A 0 0 0 —1
o3 1 0 0 0
0 -1 0 0
10 0 0
. 01 0 0
B=100 -1 0
00 0 -1

O en términos de las matrices de Pauli

A 0 g;
& = g; 0
A I 0
(0 5)

donde o; son las matrices de Pauli.

De esta manera, conociendo las matrices &; y 3 se llega a

A _ov
c(G1py + Gapy + dsp, + Bme)V = Zhﬁ (30)

o equivalentemente

’ . o
(D dyp; + Bme) ¥ = ih—— (31)

j=1
donde se identifica p, = p1, p, = p2 ¥ P> = ps.

13



D2.2.1 Forma covariante de la ecuacion de
Irac

La ecuacién de Dirac se puede expresar en forma covariante mul-
tiplicando la expresion anterior por § del lado izquierdo

° o . 00
(Y~ Bayp; + BBme)b = ifh—— (32)

J=1

haciendo c=h=1"?

3
- ~n A0V
(D Bap; + BAm)Y = if—— (33)
j=1
y sustituyendo el operador p = —iV
A ~ OV
(—ifd -V +m)¥ = iﬁ%—t (34)
0 9
(iBE +ifd-V —m)¥ =0 (35)

Si se definen las matrices gamma de Dirac como y* = (B, B&) se
puede escribir
(iv"0, —m)¥ =0 (36)

2.2.2 Solucion para una particula libre

Buscamos la soluciéon para una particula libre, que es un objeto
de cuatro componentes llamado espinor de Dirac y tiene la forma

wl
e
V=
1

se usaran unidades naturales por el resto del capitulo

12

14



Se propone entonces una solucién que tenga la forma ¥ = u(p)e=Pu"

donde u(p) es un espinor de cuatro componentes y p* = (E, p). Apli-
cando ¥ a la ecuacién (36) se tiene (p —m)u(p) = 0. (Donde hemos

adoptado la notacién A = y# A, para algutin operador fl)

Multiplicando por B a la izquierda se tendria

3
(Z a;p; + fm)u = Hu = Eu (37)

=1

Usando la representacion de Pauli-Dirac de las matrcies a y 8 pode-
mos escribir:

Si separamos los cuatro componentes de u(p) en dos grupos de dos

de modo que
Ug,
un=( 1)

que se puede escribir como un sistema de dos ecuaciones.?

p-ouy = (E—m)u, (38)

3

p-ou, = (E 4+ m)u (39)

que tiene por soluciones:

1

0

uy = Ny Pz
E+m

Pztipy
E+m

0

1
ug = No Pz —iPy
E+m
—Pz
E+m

13Los componentes de uq estén diferenciados por el spin de la particula, lo mismo para los
de up. Checar Halzen, F. and Martin, A. D.- Quarks and Leptons p.104.
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Pz +1py

Uz = N3 E—-m
1
0

Pa—1Py

—m
i

Uy = N4 -m
0
1

Reescribiendo las soluciones ug y w4 para energias negativas segin
la interpretacién de Feynman-Stuckelberg

v1(E,p) = ua(—E, —p) (40)
ve(E, p) = us(—E, —p) (41)

Ya que se necesitard mas tarde'* se hara notar aqui que:
2
> ub(P)us(p) = (p+mag (42)
i=1

donde @ = u*y? y con p° = /P2 +m? y
2

> va(P)TE@) = (p —m)as (43)

i=1

donde ¥ = v*? igualmente con p° = \/p? + m?

2.2.3 Conservacion de la corriente

Como para el caso de Klein-Gordon la ecuacion de Dirac tiene aso-
ciada una ecuacion de continuidad. Para ello se toma el conjugado
hermitiano de la ecuacién de Dirac'®

i0,0y" +mab =0 (44)

14En la seccién 3.3
15Quarks and Leptons, p.103

16



Multiplicando esta ecuaciéon por ¢ por la derecha, multiplicando la
ecuacién de Dirac (36) por ¢ por la izquierda y sumando ambas se
obtiene

@Z_W“ W+ (@ﬂﬁ)v’% = 3u(%57“¢) =0 (45)

de donde identificamos j# = 1)y"1) y entonces la densidad de prob-
abilidad B
p=7"=9" (46)

y el flujo L
j =V (47)

Donde 7 = (+},7%7%).

17



3 Propagadores

Si se tiene una particula localizada en un tiempo ¢y y en una posicion
Zo = (x0, Yo, 20) el formalismo de la mecédnica cudntica indica que la
amplitud de correlacién entre este estado y otro estado (Z,t) de la
particula estard dada por: ¢

(t, Z|to, To) = (Z|U(t, to) |Zo) (48)

Donde U es el operador de evolucién temporal usual dado por

Ul(t, to) = e wtli=to) (49)

Si H no depende explicitamente del tiempo. Este objeto (48) se
conoce como propagador y representa la amplitud de probablidad
de que dada una condicién inicial |U(ty)) = |7o), la particula se
encuentre en ¥ al tiempo t. Una vez conocido permite conocer la
evolucién de un estado ya que si se toma

(U(t)) = e wHE0) [ @) (50)

y se proyecta sobre la base de posiciones en t = ¢, y se usa la relacion
de completitud de la base

@e) = [ dio @t 5 @lew) 6D

i

g

propagador

3.1 Propagador no relativista

Se supone un hamiltoniano no relativista y con H;=0 dado por:

A2

2 p
=2 2
. (52)

16 Consultar algiin texto estdndar de mecénica cuéntica, J. J. Sakurai por ejemplo

18



Entonces la ecuacién (49) toma la forma
72'132
Ult,ty) = ezmr (710 (53)

Si se usa la relacion de completitud de la base de momento la
ecuacién (48) se puede escribir:

_ip2 Ly
(t, Zlto, To) = /d?’p (@) (Pl e 70 |) (54)

Donde las integrales se entiende que van evaluadas de —oo a oc.

Teniendo en cuenta que (Z|p) = (%71)3 e 7%/ ge puede escribir:

9
(.3l G0) = 5y [ ApeP e e

_ ﬁ / PBpelP 0 M T (1) (55)
m

1
(2mh)3

donde p son los autovalores de p.

podemos escribirlo como:

1 N -3 77lp2
d3p€gp-(m—:vo)+ o (t—to)
el

1 —i(t—tg) .~ m(F—Fg)\2_, im(F—Fq)>
— dspe 2mh (p t—to ) + 2h(t—tq) (56)
(2mh)3 /

Integrando se obtiene:

im(§—3()2

1 2mhm )%e el (57)

2 = 1)

<t, f|t0, f0> —

Que es el propagador no relativista para una particula libre.

También se puede obtener el propagador no relativista como funcién
de Green resolviendo la ecuacion

(ihm. — 5—)G(Z,t; o, to) = ih6® (7 = 7)8(t —to)  (58)

19



La solucion tendrd la forma

d'p - i I
G(Z,t;70,t)) = /—(2W§)4G(p)e_h(pO(t_tO)_p(w_”CO) (59)
Entonces

' 7t d'p_ A P\ i (po(t—to) -7
(=) O i70t0) = | G gefint-oses

2m
(60)
Esto debe ser igual por (58) a

d*p
(2rh)?

ih6* (T — Zo)0(t — to) = m/ o7 Polt—to)=F(E=30)  (G])

Esta ecuacion se conoce como representacion de Fourier de la delta
de Dirac. Y entonces comparando ambos lados se tiene que

-

G(p)(p — ) = i (62)
o bien "
N i
G(p) = o ) (63)
0" 2m
Reemplazando esta expresién para G(p) en (64)
= = d4p /lh _ i _ — (=7,
G(l’,t;?”(),to) = / (27Th)4<p — %>€ wPpo(t—to) =P ( 0) (64)

o escribiendo explicitamente la parte espacial y temporal

d3p dp Zh _ i _ 115_—*
= [ f o yeimconres (o

Po — 5,

Donde las integrales van evaluadas de —oo a oo. Para resolver la
integral temporal se hace uso del teorema del residuo y del lema de
Jordan. Para un contorno de integracion como el de la figura () se
tiene para t —ty > 0 que la integral es cero por el teorema integral de
Cauchy y para t —ty < 0 sera 2mi veces el residuo del polo encerrado

/;ﬂ%( @'hﬁz e~ tmit—to) (QWZ-)%e;(;i)(tto) _ et E0)
Y Po — S T

(66)
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Entonces podemos escribir el propagador como

0 si t>ty
Galr —x9) =

— [ iR PEm) g <t

Que se conoce como funcion de Green avanzada o acausal. Si se
elige rodear el polo por arriba tendriamos

[ e L (t-t0)-F@-70) g > ¢,
0 sit<ty
que se conoce como funcion de Green retardada o causal. Se puede

expresar entonces el propagador en la ecuacién (55) como

<t,f‘t0, :Eb) = GR<£IZ' — LC()) — GA(JZ' — l’o) (69)

3.2 Propagador para la ecuacion de Klein-
Gordon

Se busca la solucién a la ecuacion

(O +m?)G(Z, t; Do, to) = —i6® (& — T)d(t — to) (70)

Notese que

4
5B (& — Z0)(t — to) = 6W(F — Z) = / (;Z—’;e”’““““ (71)
T

Donde la primera igualdad esta dada por notacion solamente y la
ultima esta dada por la representacién de Fourier de la delta de
Dirac.

Entonces la solucion tendrd la forma:

G(@.tidta) = [ DG pperinetemor (72)
] 9 (27]')4
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Para alguna funcién del momento G. Aqui x corre de 0 a 3. En-
tonces:

d4 = ; 123 . — —
@+ m) | i G = —ig0 = T)3(t — 1) (73)

Del lado izquierdo tenemos:

d'p ~ 2, =2 2\ —ipu-(z—10)H
| GG+ i e (74)

Pero esto debe ser igual a

4
i [ e 75)

Y entonces comparando (74) y (75):

—i = G(p)(—pg + 7 +m?) (76)

de donde
G i _ ! 77
W) = = = (po + /P2 +m2)(po — /P2 +m?) o

Instertando G(p) en (72) y escribiendo explicitamente la parte es-
pacial y la temporal de la integral tenemos:

d3p de 7 . N
(7Tt T 1) — —ipo-(t—to) , P (T—Zo)
(x, ; Lo, 0) / (271')3 (/ (27‘()((]?% . ]52 o m2>>e )e

La integral que corresponde a la parte temporal es una integral com-
pleja que se puede solucionar utilizando el teorema del residuo:'”

Localizamos los puntos donde la funcién se indetermina, esto es:
po = /P2 +m? Y se selecciona convencionalmente'® El con-
trono de integraciéon de la Figura 1. El lema de Jordan nos permite

17Es un teorema generalmente tratado en textos de variable compleja
18GSe selecciona asi porque lleva a la funcién de Green causal tomando en cuenta la inter-
pretacién de Feynman Stuckelberg, checar Quarks and Leptons, por ejemplo.
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concluir aqui que la integral sobre el semiarco se va a cero cuando
R — oo y entonces por el teorema del residuo la integral sobre el
eje real es proporcional a la suma de los residuos, podemos entonces
escribir

/ dpo ( i )efipg-(tfto) _ ( 1 )ei\/ﬁ2+m2'(t7t0)

(27) " (pp — P* +m?) 2/ + m?
(79)
para t < tg.
Y
de ( [ )e—ipo-(t—to) _ ( 1 )e_i‘ /P2+m?2-(t—tp)
(2m) " (p§ — P> + m?) 2¢/P2 + m?
(80)
para t > .

Con esto se puede escribir finalmente el propagador como:

f d3p (+)ei\/;52+m2~(t—to)e—il7'(f—fo) si t <t

(27T)3 2 /ﬁz+m2

d3 1 i/ D2 2.(t— ip-(Z—2 :
J o (g e VPP i 1> 1
(81)

G(z—x9) =

o *

po = —Jp* +m? Po = +/p* +m?

Figure 1: Contorno de integracién
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3.3 Propagador para la ecuacion de Dirac

Se busca la solucién a la ecuacion :

(i7"0, — m)G(Z, t; To, to) = i0® (T — T)d(t — to) (82)

Donde
4 d'p ; n
i6BN(& — )0 (t — to) = i0W(F — Ty) = / We*w@*xo) (83)
La solucion sera como en el caso anterior:
= = d4p ~ —ipy-(x—x0)H
Gl tido,tn) = [ g G)e e (5)

Entonces:

/ (2;;4@(1’) (iv"(—ip,) — m)e~ P la=0)"

— ﬁ g — m) e~ Pu(z—z0)"
- [ GEeCwp—m) (%)

Para que se satisfaga la ecuacién (82) esto debe ser igual a

d4 ; %
i [ e (56)
T

Y entonces comparando ambos lados:

i=Gp)p-—m) (87)

de donde B
G(p) =i(p—m)™ (88)

19 Aqui hace falta decir que “m” en realidad quiere decir mI donde I es la matriz unitaria
de 4x4, se utiliza la notacion “m” por simplicidad.
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Donde (p —m)~! se entiende como la matriz inversa de (p — m).
Para conocerla se utiliza la popiedad de:

pZ — 2 (89)

Entonces
(p —m)(p +m) =p* —m’ (90)
N S
= (p-m) = (o1)
~ _ p+m
=Gl =ik (92)

Instertando G(p) en (84) y escribiendo la parte espacial y temporal
tenemos:

— d*p dpo . PHmM o o) ip (T
G(Lt;xo’to):/@wﬁ(/ (27:)(Zp€—m2)6 po-(t to))ep( 0)
(93)

Nuevamente, buscamos resolver la parte temporal de la integral
con el contorno de integracién de la Figura 1. Tenemos los polos de
la funcién en pg = ++/p? + m2.

Para (t > t;) tenemos 2°:

dpo (i ptm )e—iPO'(t—to) — prm e~V PPmA(t—to) (94)
(2m) " p? —m? 2./p? + m2

Y para (t < tg)?":

/ dp() (2 ﬁ—f_ m )efipo-(tfto) — p_’_—m€i\/ p2+m?(t—to) (95)

(2m) " 2 m? N/

20Donde la py contenida en p del lado derecho esta también evaluada en pg = \/P2% +m?
2lgualmente la pg contenida en p del lado derecho esta evaluada en po = —/P% +m?
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De estos dos resultados se puede escribir el propagador como??:

3 —p+m i m2(t— —ip-(T—Z )
[ 8 (e TR e ) i <

3 m —ir/ m2(t— ip-(T—T ;
f (gﬂl))3(2\/¢p:+m2e Pami to))ew (F=50) 51t >t
(96)

G(x—m9) =

o en términos de los espinores de Dirac (42) y (43) y la funcién de
Heavyside

d? 1
:/<27£32 > Z“ Py (@)er e

D +m2

2
0(to — ) _ o' ()0 (1)) =] (97)
=1

Donde p° estd evaludao en /p? + m?

3.4 Propagador del foton

La ecuacion de onda para el potencial electromagnético en la
norma de Lorentz es:
0? 9N A
(55— VA)AH(t,7) =0 (98)
esta ecuacién tiene una forma similar a la ecuacién de Klein-Gordon
(5) con la diferencia del término de masa. Para una teorfa con fo-

tones masivos este término entraria en consideracion.

Aplicando una transformada de Fourier a la ecuacién (77) el propa-
gador de Klein-Gordon se puede escribir como

d4p i —ip-x
G(z,x9) = / o)1 2 — ¢ P (99)

22Para t < tg cambiamos convencionalmente p — —p. De esta manera ahora tenemos que
formalmente py = ++/p2 + m?2 y la patricula se propagard hacia atrds en el tiempo, esto es
para t < tg
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0 en notacion con indices

d'p (=) s
G“V<x’x0):/(27r)4§92+:ne ’ (100)

que describe la propagacién de los componentes de A* independien-
temente. Aqui se usa el tensor 7,, en lugar de ¢,, para mantener
la invariancia de Lorentz y se elige el signo para ”(—i)” de tal man-
era que el propagador para los componentes espaciales del potencial
eletromagnético sea igual al propagador de Klein-Gordon. En la
ecuacion anterior también se ha introducido un término de masa
“m” para los fotones.

En la ecuacién (98) A*(t,7) es el cuadrivector de potencial elec-
tromagnético formado por el potencial escalar y el potencial vecto-

rial
AM(E,7) = (6(t,7), A(t, 7)) (101)

que se relacionan con los campos eléctrico y magnético de la siguiente
manera:

B=VxA
ﬁ 0A
E=-Vo——-

(102)

Estos componentes estan definidos hasta el gradiente de una funcién
denorma “f(x)” 2. Si para fijar la eleccién de esta funcién se ultiliza
la condicién de Lorentz

0¢ -

LA V-A=0 103
T (103)
es posible observar que para que dicha condicén se satisfaga es nece-

sario que p,A*(p) = 0. Para ello se toma la transformada de Fourier

de A
A(z) = / ﬂfw( Je~iPe (104)
AR

23ya que V x (Vf) =0
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y se aplica directamente sobre la condicién de Lorentz, entonces

= p"o(p) — - Alp) =
— pufl“ =0
(105)

para que se cumpla esta condicién, se busca una transformacion 7751,
de 7y, tal que p*n},(p) = 0.

A la eleccion DD

nfu(p) = Nw — ;2’/ (106)
se le llama norma de Landau y es facil ver que satisface p#n/,(p) = 0
ya que

Puby P’p,
p“(ﬁ v ) = Pv—
e p? p?

con esta transformacién de 7, en consideracion, el propagador para
un foton se puede escribir, en la norma de Landau, como:

=0 (107)

_ d4p (—i)nzy(p) —ipx __ d4p (_i)(nuu - p;z;l,) —ipw
G(x, o) = / 2m)' pP—m € - / (27)* »2—m €
(108)

Es posible escribir T]Zu en términos de "vectores de polarizacién”
24 que describen fisicamente la direccién del espin de los fotones, o,
en el caso clésico, la polarizacion de la onda electromagnética.

3.5 Propagador para una particula de
Dirac en un campo electromagnético ex-
terno

24 Anélogos a los espinores de Dirac en el caso de la ecuacién de Dirac, ecuacién (97)
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En un campo electromagnético externo A, la ecuacién de Dirac
toma la forma:

(iv" (0, +ieA,(z)) —m)¥(x) =0 (109)

donde e es la carga electromagnética elemental.

Anélogamente a los casos anteriores el propagador estarda dado como
funcion de Green, es decir, como solucién de la ecuacion

(i7"(0), + ieAu(z)) — m)DW (x — x0) = i6(x — x0)
=

(70, — m) D (x — ) = i6(x — 20) + e A, () D — )
(110)

o teniendo en cuenta la ecuacién (82) se puede escribir en forma
integral como

DgA)(x—yco) = De(x—xo)—l—/ d4zDe(:L’—z)(—ie’y“Au(z))DgA)(z—xo)
(111)

Se busca ahora una solucién iterativa en potencias de e de la ecuacion
. A .
anterior tal que D} )(x — x9) = D.(x — z¢) + o(e). Para la primer

iteracion se tiene

DY(x — o) =

D (x — zo) + /d4zD€(:c — 21)(—iey" A (2))De(21 — x0) + O(e?)
(112)

y para la segunda
DY (z — x0) =
D.(x — ) + /d 2De(x — 21)(—iev" Au(2))De(21 — o)+
/d422/d 21De(x — 29)(—iey" Ay(22)) De(20 — 21)

x (—ien" Au(z1))De(z1 — 20) + O(€%)  (113)
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Estas soluciones son los propagadores de una particula que inter-
actia con el campo A, una o dos veces respectivamente, diagra-
maticamente este proceso se representa en la figuras 2 y 3.

1 21

T2

Figure 2: Propagador de Dirac que describe una interaccién con el campo en el
punto 21

T2

Figure 3: Propagador de Dirac que describe dos interacciones con el campo en
los puntos z1 y 2o
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4 Diagrama de autointeraccion
4.1 Autointeraccion en QED

El proceso de auto-interaccién de un electron libre consta de tres
partes:
La propagacion libre del electrén desde un punto fijo 1 del espacio-
tiempo hasta un punto abitrario z;
La emision de un fotén en el punto z; y la propagacion de ambas
particulas hasta otro punto arbitrario z
La absorcion del fotén por el electréon en el punto 25 y la propagaciéon
de éste hasta otro punto fijo x,.

Este proceso se puede representar en un diagrama de Feynman como
el de la Figura 4. Es, escencialmente, nuestro resultado para la
seccion 3.5 tomando en cuenta que el gluéon que se emite en z; es el
mismo con el que se interactia en zs.

La probablidad de que ocurra este fenémeno esta dada por:

//d421d4Z2Ge,a7($27ZQ)(_ie)(’y“)véGe,Je(z%Zl)
G (22, 21)(—1€) (7" )epGep(21, 1) (114)

Donde G. y Gy son los propagadores del electrén y del fotén
respectivamente. Utilizando la forma de los propagadores obtenidos
en el capitulo anterior:

[ P w e

G | Z1 Z2 T2

Figure 4: Diagrama de autointeraccién
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//d zld422/ C;:)f< (7},@2—1- me)m>ez’pf.(mZQ)<_Z»€)<7“)V5

by — m?
/ q (Z (g + me)‘se)efiq-(@le) / d4k (_Z>(k2.g#l/ — kﬂkV) efik-(mle)
@2m)* ¢ —mg (2m)* K*(k* —my)

(-0 [ RO ) (11

Donde p;, q, k, py, me y my son el momento incial del electrén, el mo-
mento del electrén tras la emision del fotén, el momento del fotén,
el momento final del eletrén, la masa del electron y la masa del fotén
respectivamente. No confundir el indice v con las matrices de Dirac
también escritas como

Atendamos ahora el algebra de numeradores del factor que estd en
el centro:

(’7”)75% + me)56(k277;w - k:,uku)('yy)eqﬁ
= kQ(V“g%)w + mek2(7“7u>7¢ - (kgk)w — M (K)o
(116)

El primer término

(Y 47u)ve = K (@Y % V) (117)

Usando la regla de conmutacién de las matrices de Dirac v,7, +
VuYv = 29w se puede escribir v,7, = 29, — V.V

K@Y Y u)ve = K@ 2w = Yu))ve = K2 (24,7" — 44" )

(118)
Donde se ha usado que y#v, = 4. Finalmente entonces
(207" = 46" W)v0 = — (2K )10 (119)
En el segundo término usando y#7, = 4 nuevamente
Mek? (V)0 = 4mek? (120)
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El tercer término se puede simplificar usando la relacién de con-
mutacién ¢ + kg = 2(q - k)

—(kdk)ro = —((2(q - k) — gK)K)o = (=2(q- )k + K*)ys  (121)

Y el ultimo término

o (k) = —mek? (122)

con estos resultados se puede reescribir (292) como

{—2k2§ + 4mck? — 2(q - )k + k*f — mek}
= {—k*¢ — 2(q- k)k + 3mck?},,  (123)

Con lo que podemos escribir (115) como:
dip; Pyt me)ey
4 4 f o Mf —ips-(xa—22) (_
//dzlsz/(Zw)‘l(Z e Je (—te)
/ dq / d*k ({—ng —2(q- k) + 3mek2}7¢)
@2m)* S @m)t (¢ —m2)(k*(k* —m3))

—iq-(z2—21) ,—tk-(z2—21)

(& (&
. d4p2 (pz + me)d)ﬂ —ini (21—

v
@2m)* p}—m?

/ . / o ({_kzg —2(q - k)E + 3mck}y
2m)t ) @m)t (¢ —m2)(K2(k* —m3))

/ d*p; (.(}72 + Me)gs

P

//d421d4zQeipf’(x2ZQ)eiq'(ZQZl)eik'(”zl)eip’(“m (125)

)(—ie)

)(—ie)
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Resolviendo las integrales respecto a 2z y 2o:
/ / d421d42267ipf-(x27m)efiq-(Zszl)efik-(zgle)efipr(zlf:u)

:/d4zlei(q4rkpi)zl/d422€i(mqk)zzeipf-rzeiprfm (126)

Y como p; = q+k = py

= (@m%(g + k = p)2m)'o(p; — g — k)e ) (127)
y con esto la expresién (125) queda?:

—ie)

_/ dipy Py +1e)ay

(2m)* pi —m?

A 1 { k2 —2(q k)%+3m€k2}7¢
/d /d q—m2><k2<k2—mf>> )

=i0) [ Gt (ppf P i 0(q 4k — )6y — ’ 28)

6

Gracias a estas deltas podemos deshacernos de dos integrales, tomemos
la integral sobre p; y la integral sobre q, entonces:

—ie)

[
— ) e

/ dik A=K, =8 —2(py — k) - Bk + SmekQ}w)
(

2m)t ((py — k)? = m@)(K*(k* — m}))
(—ie)(iw)eipf(”“) (129)

La transformada de Fourier de la suma de los diagramas es entonces

25 Aqui como ya se vio se pone de manifiesto el principio de conservacién energia-momento
pi = q+k, py = q+ ky finalmente entonces p; = py

34



26 .

(ﬁ + me)a,@’ (% + me)a’Y —62
p2_mz )+(Zp_mg )( )
/ 'k ({BM —2p - k)F — K + 3mek®}
@2m)* ((p— k)2 = m2)(k*(k* — m3))

(i

4.2 Autointeraccion en QCD

Para el caso de la interacion en QCD tomamos las definiciones de los
propagadores del quark y del gluén en funcion de los propagadores
del electron y el fotén respectivamente:

A A
G = G.6%" (131)

G = G0 (132)

Donde A y B corren de uno a tres y a y b de uno a ocho. Para el
caso de un gluén masivo tenemos my # 0 y los vértices estdn dados
por:

ig(T") aB(7")5e (133)

Asi, tenemos entonces un factor extra con respecto al caso de QED:

(T*) ap6”0as(T")cB = (T*) ac(T*)cn = (T°T") an (134)

que para SU(N) es igual a

N? -1
2N

26ya que p; = py se usard la notacién p indistintamente

0AB (135)
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Entonces el andlogo de la ecuacién (130) para QCD se escribe

(P + Me)ap (P + Me)ay 2
) (e )
/ d*k ({3k2% —2(p- k)f — K*p + 3mck’ }w)
@2m)t ((p—k)? —m2)(k2(k* — m3))
(p—l'me)dﬁ]]\ﬂ —1
p? —m? 2N

[

Sap (136)

4.3 Generalizacion a D dimensiones

Para el caso de QED en D dimensiones trabajamos con una métrica
1 definida como:

1 0 0
o -1 0
=10 o0 -1

Las matrices de Dirac estan definidas por sus relaciones de con-
mutacion. Para esta métrica la forma mas general de estas rela-
ciones se puede escrbir como:

{’V;u '71/} = 277;w (137)

con iy v que esta vez corren de 0 a D-1. El andlogo a la ecuacién
(115) para D dimensiones queda:

/ / P21 dP 2 / r; L i +me)Cw)e‘“’f'(“‘”)(—z’e)(v“)wa

2m)P pi —m?
/ q (7, (% + me)ée )e_iq.(zz_zl) / de (_2)(k29MV _ kﬂky) e—ik-(22—21)
2m)P" ¢ —m @2m)P k(K —my)

<4@wm¢/éﬁW5i+m?ﬁ-W@ﬁﬂ<w&

e
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Trabajando ahora el algebra de numeradores del factor que esta en
el centro:

(V)rs (gt + 10 )se (K21 — bk ) ( )e¢
= k2(7u§1’7u>7¢ + mek? (Y'Y )ye — (%g%) (M)w
(139)
El primer término
kQ(’Y“WYu)W = kz(qV’YH'YV’YM)W (140)

Usando la regla de conmutacién de las matrices de Dirac ~,7, +
VYo = 20, se puede escribir 7,7y, = 21, — VY

K@Y % u)ve = K2 (@ 20wy — Yu))ve = K2 (24,9" — D"y )

(141)
Donde se ha usado que y*v,, = D. Finalmente entonces
K (2q:0" = Dg")ys = (2 = D)k* )0 (142)
En el segundo término usando y*v, = D nuevamente
Mk (15,26 = D2 (143)

El tercer término se puede simplificar usando la relacién de con-
mutacién gkf + kg =2(q-k)

—(kdk)ro = —((2(q - k) — gK)K)o = (=2(q - k)F + K*)ys  (144)

Y el ultimo término

_me(kk)wé = _mek2 (145)
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con estos resultados se puede reescribir (139) como

{2~ DR+ Dmck? = 2(q - k) + K — mk*}
— {(3—D)*§ — 2(q- W + (D — Dm.k?},, (146)

con lo que podemos escribir la ecuacién (124) para D dimensiones
como

Q//dZd%{/dﬁy<%;miwwmﬂwwwﬂ@

pf — mg
/ dPq / dPk {(3 - D)k*¢ —2(q-k)k+ (D — 1)me/€2}w¢>)
(2m)P ) (2m)" (¢ — m2)(k2(k* —m3))

el (z2—21) p—ik-(22—21)

B

2m)P p7 —m2

Resolviendo las integrales para z; y 29

_ [ @y e
| G

/ Pk ({(3 — D)k (p, — k) — 2((ps — k) - K)k + (D — 1)mek2}w>)
(2m)" ((pr = k)? = m2)(K*(k* — m3))

(i e (148
Py —mg

Y entonces la transformada de Fourier de la suma de los diagramas
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27 .

ey ¢ e
/ dPk ({(D —DEE—=2(p-k)F+ (3 -D)k*p+ (D — 1)mek2}7¢)
2P (tp— kP — ) (26— )
e S

27donde la notacién “p” se usa indistintamente para designar a p; = py
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5 Evaluacion del diagrama

Tomamos la expresién (149) y atendamos ahora el factor del centro
del segundo término, esto es:

/ dPk (D — 1)k —2(p- k)f + (3 — D)k*p + (D — 1)m6k2)
(2m)P ((p = k)2 = m2)(k2(k* — m3))

(150)

Su denominador se puede separar en fracciones parciales de la sigu-
iente manera

/ dPk ( 1 )
(2m)P ((p — k)? — m2) (k> (k* — m3))

1 dPk 1
N m_f/ 2m)P ((p — k)2 — m2) (k2 — m?)
1 dPk 1
m_f/ 2P (- k2 —myie PV

Nétese que esta expresién estd indeterminada en £ = 44/ k2 + m

y kO = p° £ /(5 — k)? + m2 véase figura. Tomando en cuenta el
numerador la expresion se ve entonces como:
/ dPk ((D —DEk=2(p-k)F+ (3= D)k*p + (D — 1)mck?
(2m)P ((p = k)? = m2)(k*(k* — m3))
1 / dPk (D — 1)Kk —2(p-k)k+ (3 — D)k*p+ (D — 1)m k>
N (

2m)P ((p = k)* = mg)(k* — m3)
_L dPk (D — 1)k —2(p- k)k + (3 — D)k*p + (D — 1)m k>
mi J (2m)P ((p — k)2 —m2)k?

(152)
Tomando el primer término y aplicandole la prescrpicion ie se tiene

/ Pk (D= D)k —2(p- k) + (3 — D)k2p + (D — 1)m k2
(2m)P ((p = k)* = m2 +ie) (k2 — m7 + ie)

(153)
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Aplicando la sustitucién k — k 4 & al denominador *®

/ dPk 1
2m)P ((k —5)% —m? +ie)((k + 5)> — m} + ie)

dPk 1
N / 2m)P (k= 5)% —m2 +ie)((k + §)? — m7 + ie) (154)

Ahora se analizan cada uno de los factores del denominador, el
primero

(k= 50 = m2 4 i) = (K = ) = (F = 5)* = m? + i)
0 = 0 g
- <k°—%—\/<k -2 +m£+in)(k°—%+\/(k — 50 mi—in)
(155)
y el segundo término
0 —
D . p ., P .
(l{;+§)2—mfc+ze: (/{:0—1-?)2—(1{:—1—5)2—771?—#@6

= (k°+p—0— (k + §)2+m2+i )(k0+p—0+ (k + g)2+m2—i )
- 2 FHEIAE T 2 o
(156)

De las ecuaciones anteriores encontramos que ahora los polos se
localizan en

ko——%oJr\/(EJrg)?erfc—m
koz—%o—\/(/ZJrg)?er?ﬂn
koz%oJr\/(g—E)“mE—m
kOZ%O—\/(g—E)QvLmEHn

(157)

28Ge dejard de momento el numerador de la integral y se trabajard al final
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P

2 . N
] + ey + d7 K= 5

® ® [ - ae—
- ;;‘3=_+\/(——Fc)'ﬁ+mﬁ—irj
" ,‘P" o P , . 2 2
K= =5y (B4 50 Hmf—in

Figure 5: plano complejo que muestra los polos para k°

Como se ilustra en la figura 5. Para poder hacer una rotaciéon de
Wick se necesita entonces que se satisfaga

o 0
D —\/(k+g)2+mfc<0<:%>—mf

0 o 0
P P22 P

5 \/(2 )+me<0<:2<me
0

(E+§)Q+m}>0¢%<mf

(158)

Entonces la rotacién se puede realizar para —2m < p° < 2m donde
m = min(me, my)
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La expresién (154) se puede escribir como

dPk 1
/ (2m)P ((k = 5)? = mZ +ie)((k + §) — m} + ie)
B Z/ kY, / dPk 1
2m) ) 2m)P7N (kY — 2)2 — (k — B)2 —m2 + e
1
X 5 —— (159)
(ik% +5)2 = (k+5)2 —m? +ie

0 - 0 =
(K= D) — (R0 =~k i) - (B2 (160)
2 2 2 2
y como de igual manera p° = ip% se tiene que

0 —
pE)2_ (k:l:g)2 _ —(kEi%>2

Si se define k¥ = ik%. Notese que

pF - Fx Dy = gy
P2 2 P72 2
(161)
Con esto se puede escribir (159) como
/ dk%, / dPk 1
i -
(2m) J 2m)P= (kY — 22 — (k — D)2 — m2 4 e
o 1
(k% + 2)2 — (k + 5)2 — m3 + ic
dPk 1
:i/zik PE )2 2 1 i) ((km & PE)2 7 (162)
2m)P (kg — 5°)? + mg +ie)((kp + 57)? + mj + ic)
Tomando la sustitucion kg — kg — 52
z/ dPkg 1
(2m)P ((kp — B)* + m +ie)((kp + 5)* + mj + i€)
1
(163)

_Z,/ dPkg
B (2m)P (kg — pr)? +m? +ie)(kj + m7 + ie)

De manera andloga tomando la prescripcién ie para el segundo

término de la ecuacién (152) y haciendo la rotacién se tiene que
1

/ Pk 1 . / APk
(2m)P ((p — k)* — m2)k? 2m)P (kg — pp)* +m? + i€) (k% + ie)
(164)
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1 i 1
a5 = Jo dx @AT(1—2)B)?

fol dxm. Identificando ahora A = (kg — pg)? + m? y
B = k 4+ m7 la expresién (163) puede escribirse como

Se introduce aqui el parametro de Feynman

Z, / d kg 1
(2m)P (ke = pp)? +m) (K + m7)

= z/ ke /1 dz L
2m)P J, (x(kg —pe)?+am?2+ (1 —x)k% 4+ (1 — x)mfc)2

Notese aqui que el primer y tercer término del denominador
w(kp —pp)’ + (1 — 2)k, = ki — 2zpg - ke + xpj,
= (kp — 2pp)’ + (z — 2°)p}  (166)

Con esto podemos reescribir el denominador

/ dPkg /1 d 1
1| — x
(2m)P Jo (x(kg —pr)?+am?2+ (1 —x)k% 4+ (1 — x)mfc)Q

[ dPkp [t 1
B Z/ (2m)P /0 dx((kE — xpp)* + (v — 2?)ph + am2 + (1 — 2)m3)?
(167)

Tomando la traslacion kg — kg+xpg la expresion anterior queda

/ 7k /1 d ! (168)
1| —— x
2m)P J, (k% + (v — 2?)py + 2m? + (1 — 2)m7)?
Con lo que se ha logrado escribir la expresion en la forma
dPky [ 1
1 =~ dg—o 169
S | sy 1o
Con Ay = (z — 2%)pE + am? + (1 — z)m3.

Siguiendo los mismos pasos para el segundo término de la expresion
(152) se obtiene el resultado

dPk 1 [ dPkp ! 1
/ emP (p— k)2 —m2)k2 / W/ TR (= D)% + ad)?
(170)
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Con lo que se puede reescribir (152) como

1 [ dk 1 1 [ dPk 1
m_fc/ 2m)P ((p = k)2 —m2)(k? —m3) m} / (2m)P ((p — k)? — m2)k?

Comp ) 2emP o (kg + (2 = 2?)ph + am? + (1 - 2)m3)?

i /deE /1 " 1
m3 ) 2m)P Jo  (kf + (v — 2?)py + am?)?

o G, vt e
(171)

Donde Ay = (z — 2?)p% + zm?.

Si reescribimos este resultado en coordenadas esféricas, es decir,
teniendo en cuenta que

/deE :/ dlkg| - |k;E|D‘1/dQ (172)
0
obtenemos

APk 1 > dIkE| kP
0 1
/( )P (k% 4+ A;)? /d / DKL + A;)? (173)

Para i=1,2.

En D dimensiones

/deE —/ dlkp| - ykEyledQD (174)
0

con lo que obtenemos

dPky 1 dlkEl kp|P~!
/ 2P (2 4 A, -/ dQD/ D+ oy U™

Para i=1,2.
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Podemos ver que para valores grandes de kg el denominador va
como ki, es decir

/OO dlkp|-|kp|"™ /OO d|kp| - |kp|"~
o @m)P(kel+4A:)* Sy (2m)Plkel*
:/m dlkg| - [ke"  |keP
. (@D D4,

(176)

De esta expresion se puede ver que la integral diverge para D > 4

Tomamos el numerador como en la expresién (153). Se ha apli-
cado una traslacién k — k + & (ecuacion (154)), después se defini6
K = ik}, (ecuacién (159)), una ves definidos los momentos euclid-
ianos kg se tomé la traslacién kg — kg — 22 (ecuacion (163)) y
finalmente la traslacién kg — kg + zpp (ecuacién (159)). Se puede
demostrar que la primer y segunda traslacién se cancelan para el
numerador, por lo que, aplicando la definicién de los momentos eu-

clidianos se tiene:
k2 — (k0)2 k2= —k%
p- k= pOkO
F =kt = K090~k = ik%A°

-
(177)

Donde se ha definido 7% = ~°, 79, = i/ las matrices gamma euclid-
ianas.?? Con lo que se puede escribir el numerador como

(D= 1)k} —2(p- k)k+ (38— D)k*p+ (D — 1)mck?
= —i(D = Dkpk g+ 2i(pe - ke)kp — (3 — D)kgp, — (D — 1)ym k7
(178)

y tomando ahora la tercer traslacion kg — kg + xpg la expresion

29M4s atin podemos obtener relaciones de conmutacién para estas gammas euclidianas si
id =2 t =2=1{7%,4 Yt = =20 =
consideramos que {Yu> 1} N entonces {70,770} {5ty v} ij
—{’y%,’yfa} y de aqui finalmente {'yg,’yg} = 200
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anterior se puede escribir

—i(D = 1) (kg +zpe)* (kg +xp ) + 2i(pe - (ke + 2pE)) (g +2p,)
—i(3—=D)(kg + l’pE)sz — (D — V)me(kg + 2pg)*
= —i(D-1)(kpkp+2vkpppkp+a’phk p+kpep 420 kepep +2°php )
+2i(pp - ke + 2pp) (kg + 2p,)
—i(B—D)(k%+2kExpE+x2p%)pE—(D—l)me(k%+2kgxpE+x2p%) =T
(179)

El desarrollo que hemos seguido en este capitulo permite escribir la
ecuacién (150) como

/ dPk (D —V)KF —2(p- k) + (3 — D)k + (D — 1)mek2)
(2m)P ((p — k)2 = m2)(k2(k* — m}))

i /d% /1 T i /d% /1 T
= — _— _—_— _— rT————————
ms ) 2m)P Jo T (kp+A)? mi7 ) 2m)P Jo o (kE + Ag)?
(180)

Notemos aqui que las integrales que tengan potencias impares de

kg en el numerador daran por resultado cero pues son funciones im-

pares® evaluadas en un interavlo simétrico (—oo, 0o). Si quitamos

estos términos del numerador los términos restantes son:

—i(D — 1)(2zkppeks + k%xpE + a:'?’p%pE)
+2i((p - kp)kp + 2*php )
—i(3 = D) (ki + 2°pR)p,
— (D — D)me (k% + 2°p3)  (181)

30Esto quiere decir que f(-x)=-f(x)
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y con esto la expresién (180) se reescribe como

2 (_1)j—1 . 1 deE
Z{ e Z/O dx/ oD
(—z'(D — 1)(2ekppeky + kpap, + 2°pip,)

(K% + A;)?
2l ke + 2, 16— DIKE + e,
(KE + A;)? (k% + A)?
(D — 1)me(kE + 2°pE)
T Ay ) 0

O en coordenadas esféricas

Q [e o]
i [Lan [ 5 [ akelier
0

(_@ _ 1)(2xk‘EpE}6E + kprp, + 2°php,)
(k% +4;)?
+ 2i((pe - ke)kp + 2%pip,,) s D) (kg + 2*pp)py,
(k2% + A;)? (k% +4;)
(D — D)me(kf + 2°pF)
_ (k% n Aj)2 )} (183)

La integral sobre los dngulos ([ Qp) se puede resolver teniendo en
cuenta que:

(V)P = ( / h dze™" )P = /_ RTINS > A (184)

—00 o0

Cambiando a coordenadas esféricas esta expresion se escribe

/ dPre~ X —/QD/ d)z||z|P~ e~ 12! (185)
o 0

Si se toma el cambio de variable y = |z|? = dy = 2|z|d|z| y se puede
reescribir la funcién anterior como

/QD/ d|£E||ZE|D_16_‘$|2 /QD/ dyy% (D— 1)_%e_y
0

-2 / Qp(T(D/2)) (186)

48



donde I' es la funciéon gamma. Entonces

Q(W)D/Q
J 20 =55p (187)

Qp 2
/ @m)P ~ (4m)DEL(D)2) (188)

Para la integral sobre la parte radial se toma el cambio de variable
y = |kg|* = dy = 2|kg|d|kg| para escribir

/oo dlkEHkE‘D_l B 1/00 dny/2_1 (189)
o (kslP+2)2  2Jo (y+4,)7?

Esto de puede escribir como

1/00 dny/2_1
2o (y+4)?

_ 1/00 i A] dy( Yy )D/2_1(y + A] )D/Q_lAD/Q—l
2Jo Ajy+4,)2 Tyt A A; !
(190)
Para entonces tomar el cambio de variable x = yfij = dxr =
(y+A sdyy 1l —x = +A y obtener
1 (> 1 A

Yy LYt A; _ _
)D/2 1( X J)D/Z lAf/Q 1

— d
2Jo Aj(y+4)? y(y+A i

—A(D/2 2) ;/ dSC( )D/271x17D/2 (191)
0

Esta expresion tiene la forma de la funcién g de Euler: f(a,b) =

fol dz(1 — ) *2%~1 que se puede escribir también en términos de la

L(a)T'(b)

T(ath) - Entonces la expresién anterior

funciéon gamma f(a,b) =

A(D/2-2) 1/ di(1 — z)P/2 141D/
2 Jo

J

= A;D/2—2>1/3<2 — D/2,D/2)

2
(0221 T(2 = D/2)I'(D/2)

= AP ) (192)
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asi que:
[ dhsllel? oy 2= DD/
o ([kel*+4;)2 7 2 I'(2)

Pero la expresién (183) también tiene potencias cuadradas de |kg|
en el numerador, para este caso tenemos

/oo dkp||kp|” " ke|* /OO d|kp||kg|""
o (keP+252 S (ke +4;)
tomando el mismo cambio de variable que se tom¢é anteriormente
y = |kp|* = dy = 2|kg|d|kg| la expresién queda

(193)

(194)

2 (y+4,)?2 2 Aj(y+A))? yy+Aj A
tomando & = 2 = dy = —24i_( 1l—2z = -4 odemos
T ytA; T (ytAj)? vy oyt p
escribirla como
1 /> 1 A

Y pr2/Y+ A D/2 AD/2
L - d AL
2J0 Aj(y+A4)? y(y+Aj) ( A )R

1 3 1
= §Af/2 1/ dz(1 — z)P2z= P2 (196)
0

en términos de la funcién 5 de Euler

1 B 1
iAf/Q 1/ dac(l—yc)D/Zyc’D/2
0

L D21
=34, 27181 — DJ2,D/2+1) (197)
y en términos de la funcién gamma se tiene que

/oo dlkg|lke|PT EAD/Q,IF(l —D/2)T(D/2+1)
o (keP+a)2 — 27 I

Para el caso de los términos de la forma (kg),(kg), del numerador
se espera que la integral de como resultado alguna funcién de A,
(independiente de p) si los indices p y v son iguales y 0 si son
diferentes, entonces

APk (kp)u(ke)y _ s
/(QW)D(|kE|2+Aj)2 = 0w c(A) (199)

(198)
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contrayendo con 0,

dPkgdu (ke)u(ke),
/ (27T)D(|k7E|2 + Aj)g - 6#V5#VC(AJ') - DC(AJ) (200)
D
@m)P([ksl* +45)? 2 (4m)Pr2
de aqui se puede obtener una expresion para c(A;)
D
C( ]) _ 11—‘(1 B 5) D/2-1
2 (4m)Pr2
IR / Phpke)uhe), 5 100 =5) \pjs
2m)P(|kpl? + A)? 2 (4m)Pr

(202)
De (188), (193) y (202) se tiene que

Qp [ dlk|lke[”"t ) T(2=D/2) ()
/(%)D(/o (TP + 802 = (@mpre (203)

/ QD /OO d‘kEHkE|D+1 ) . F(l — D/Q)F(D/Q + 1>AD/2_1
@m)P o (kel>+ 28527 (4m)PPE(Df2)
(204)

Usando que I'(x + 1) = aI'(z)
Q > d|kg||kg|PT! DI'(1-D/2 _
/ D / kel kel y = D ( /2) AD/2-1 (205)
@mP Sy ([kel* + 4;)? 2 (dmprz

La expresion (183) puede escribirse convenientemente como

22:{ (_1)j—1i/1 dl‘/ QD /oo dlkEHkE‘D_l

=1 mff 0 @m)P Jo (KR +4)
(—i(D = 1)2°pp,, +20°pgp,, — i(3 — D)a’pip, — (D — L)mea’py

+ (—i(D — Dap, —i(3— D)p, — (D — 1)m.)kp)

+ ((—i(D = 1)22(pe - kp) (k) (ve)" + i2(pp - ke)(kp)u(ve)")}
(206)
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Usando las expresiones anteriores para calcular las integrales sobre
|kg| se tiene 3!

22:{(_2;_12'/01 dx

=1
) ) ) I'2—-D/2 _
(—Z(D—1)x3p2EpE+z2m2p%pE—z(3—D)x2p2EpE—(D_l)mex2p2E)(WASDM )

(D =)o, 3= Dy~ (D= ma) (G- e AP

+2ip (=D + 1)z + 1)(%%&”“)} (207)

b1 D =4—c¢

Tomando D = 4 — € y haciendo una expansién en € a segundo orden

31En lo sucesivo, se evaluard el resultado (207) explicitamente en D = 4 —ey D = 3
dimensiones. Sin embargo, por conveniencia no se tomard en cuenta el factor global i de la
ecuacién (206) en las secciones 5.1 y 5.2, y se volverd a integrar en los resultados a partir del
capitulo 6
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se tiene para la expresion anterior

D2~ D/2) = T(e/2) = > 7 + ofe)

S =G e olo)

= (4 /24 o) — 5 +0(0) = (2 — 75+ 1+ 0(6))

I'(1-D/2) - I(~ —

;Y=

AP Aj(ef2) =1 - %zn(Aj) +ole)

APPTE L AR A1 - -zn(Aj) + o(e))

J J

(4m)/? 14 §In(4m) + o(e)

(4'”)7D/2 = (4'”)72%/2 = (47r)2 - (47)2

(208)

donde v ~ 0.5772 es la constante de Euler-Mascheroni. Teniendo
en cuenta esto la expresién (207) se puede escribir como

2

14+ ¢ 1n47r )+ o(e Z{ 1)1 /1

=1

(—i(3 — e)x pEpE + @2x pEpE —i(—=1+ e)x2p2EpE — (3 — e)m.a?p})

2~ e+ o)1~ SIn(a;) +0(0)

+ (<i(8 = rp, —i(—1+ P, — (B—Im)(~(2 - 3)

8, — 3+ 14 0(0) (1~ Sin(A,) + ofe))

QAj (% —vp+1+0(e))(1— gln(AJ’)*O(E))}
(209)

+2z’,¢E((—3+e)x+ 1)(_
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L ghn(m 4o N (1P
S e I
(—i(3— ) +2i — i(~1+ ))a*pp, — (3 — e)mexzp%)g

+ ((=i3z + 30)2°pp, — 3mea®pp)(—ye — In(4;) + o(e))
+(((—3i+ie)x+i—ie)pE—(3—6)me)(—%+27E—2+2ln(Aj)—i—l—i—o(e))Aj

F (29,37 + w4 D) (585 75+ 1~ In(A,) + o(e))}
(210)

2

L shim) o)) G (<) [
a2 f

m}

—6ix 49 21 6
9ip 4 2L L2t 520 O a2
+ 20w+ — 4 D) pyp,, + ( -+ Ymer’py

(=
+ ((—i3z + Bi)pr%pE — 3me2?py) (—ye — In(A;) + o(e))
12:x

+ ((
+ (=3 + V)ip, — 3me)(2ve — 1 + 2n(A;) + o(€)) A

. 43 . 12
— dix — = +4i)p, + (? —4)m,

2 (12 (2w ) (29 (B D) (LI (A, ) +o())
(211)

Aqui la sumatoria sobre j elimina los términos que no dependen
de de este indice, a saber, la primera linea de la expresion an-
terior y el producto de —vyg con el primer factor de la segunda
linea y también reduce los télrminos que sélo contienen un fac-
tor A; ya que Z§:1 (=177 [T Ajde = @592 4 B2l o) — oy y
Z?Zl (—1)7—1 fol aAjdr = 4% 4 Wz 4 aze De acuerdo a la
definiciones dadas anterioremente para a;, b; y ¢j tenemos a; —as =
2 11
0,b1—by = —m? yC1—Co = m?c y entonces Zj:1 (—1)71 fo zAjdr =
m
6

2
2 i—1 rl my .
—1)\ . - 1
Yo (51) Jo Ajdz = —£. Teniendo esto en cuenta, sacamos



algunos térmios de la sumatoria

1 1+ §n(4r)+o(e), , 2 2 . 9
:m_’;l( (42 )((E—g)szmf—i—((Z— )sz ( )me)mf+
—iy}E((—%+%)+%)mfe+(—7E+ D)(—ip,) (= )1mf+;mf>>

N 14 $1In(4m) + o(e) Z (—1)7-1

(47)? m;

(Binkp, /0 () de - 3p(ig, — m.) /0 (A )
+ /01(27E —1)((=32 + )ip, — 3m.)Asda
) /01 Ajln(A) (=32 + D)ip,, — 3m,)dz
+ip, /01(—3x + 1A In(A)dz + o(e)} (212)

Simplificando los términos fuera de la sumatoria y resolviendo el
tercer término de la sumatoria

1 1+ §In(4m) + o(e) mi. m3
- iy (2= D((=3ip ) (1) +(ip,—3me) (1)
- ;Zp};mf (QZpE (g B 2)m6)m?+
)
1+ §In(47) + 0(€) o (—1)77!
IR DT

1

{Bip%pE/O 2?In(A;)dx — Sp%(ipE - me)/ 2?In(A;)dx

0

2 /1 Ajin(A;)((=3z + 1)ip,, — 3me)dz

0

+ip, /0 (304 1A (A )z + o(e)} (213)
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1 2 1
= (G (s + (¢ ¥ Inldm) =95 = )3me)

Ly

T ]Z1 (47T)Qm?c

{3@'])%@}3/0 ?In(A;)dx — Sp%(ipE — me)/o 22In(A;)dx
+2 /1 Ajin(Aj)((=3z + 1)ip,, — 3me)dz
+ip, /1(—3x + 1)A;In(Aj)dx +o(e)} (214)

Donde se ha tomado el limite ¢ — 0 (salvo para un término). Agru-
pando las integrales que faltan por resolver

1
= (G2

ipy + (5 + In(dm) — 75— =)3m,)

+ ; %
{12iphp /0 1 22In(A;)dx
+ (ip ,(—6p% — 9b;) + Imep}) /01 22In(A,)dx
+ ((3ip,, — 6me)b; — 9ip,.c;) /01 zin(A;)dx

+ (3ip, — 6me)cj/O In(A;)dx +o(e)} (215)

Donde se ha usado que a; = —p?% para j=1,2. Se puede demostrar
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que las integrales restantes son:

\ / 4a]c] , / —4a;c; + b + 2a]
/ dx =

\/ b5 — dajc; + b,
bj+2aj—,/bjz~—4ajcjl ,/b —4a]cj
2a; (

J

+

n(a;+b; —i—c]

(216)

! 1
/ zIn(A;)dr = _4a 5 ((—2a;(cj+a;)+b7—bjy /b2 — dajc;)in(a;+bj+c;)+
0
1/ —4ajc; +b; +2aj
2bj\/ b5 — dajc;in(
\ /b — 4a;c; + b;
+ 2a(a; — by) + (2a5¢; — b] + 0y [0 — dajc;)in(c)))

(217)

1

1 3(4a2- — ba; bQC + b4)
/ 22n(A)ds = @(3(2a§—3ajbjcj+b§)— . A bl
0 J

A /bj — 4ajcj
N 6(4@? — 5a;b? ici + b4 \/ — 4a;c; + by + 2“]
,/bj dajc; ,/b —4a;c; + b;

— aj(—3ajbj — 4aj(—a] + 30]) + 6b2)
3(4a3c; — ba;bic; 4 b*)

A /bj — 4CLjCj

)in(a;+bj+c;)

— (3(—3ajbjcj + b?) —

)in(c;)

(218)
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1 1 6b-8a22—6a c —I—b4 \/b — dajcj + b, +2a9
/ 2 In(Aj)dr = ———( il b6
0 24%’ \ / —4dajc; A /b —4ajc; + b

aj(3aj2-(20j aj;) — 36ij2 + Qajb-( . — 9¢;) + 6b§)
3b;(8a3c? — 6a;bic; + b')

A /b2 — 4Clej

3b;(8azc; — 6a;bic; + b))

A /bj — 4ajcj

+(3(—2a§—|—2a 4a]b2cj—|—b4) )in(a;j+b;+c;)

— (3(2a3¢; — 4a;bic; + b}) — In(c;) (219)

Con esto, la expresion (215) queda
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1 2 1 2L (—1)7?
(47r)2)(2pE + (E + In(4m) —vg — B)Sme) + Z (47r)—2m2

]:1 f
2

2 1 6b;(8ajc; — 6a;bic; +bj) \/bj—Tajc] + b, + 24,
{12ipgp (=5 ( In( )

— Gj (3&?(2Cj — (Ij) — 3ajb]2- + 2ajbj(aj — QCj) + 6b§)
3bj(8azc; — 6a;bic; + b*)

= (

+(3(—2a;+2a>c; —4abic;+b7)— )Jin(a;+bj+c;)
A /b? — 4ajcj
3b;(8a5c; — 6a;bic; + by)

— (3(2a3¢3 — 4a;bic; + b]) —

In(c;))

b? — 4ajc;

{

3(4a3c — Sa;bic; + b)) in(a;+bi+c))
G056
A /b? — 4(lej

)

, 1
+(Z¢E(—6p%—9bj)+9mep2vg)@(3(2@—3%%0#5?)—
J

6(4a3c? — Sa;bic; + b?)l ( bj — dajc; + bj + 2a;
n

A /b? — 4(1jCj b? — 4&]'Cj + bj

- aj(—?)ajbj — 4aj(—aj + 3Cj) + 6b§)
3(4a3c; — Sazbic; + b*)

_I_

:

— (3(=3a,bjc; +b}) — )In(c;))

A /b? — 4CLjCj
. . 1
+(<3Z¢E_6me>bj_9szcj)(_@((_2@j(cj+@j)+b§_bﬂ / b? — 4ajcj)ln(aj+bj+cj)+
J

b — 4ajc; + by + 2a;

2bj b? — 4ajle7’L( ’
V b2

J

{

{

4ajc; + b;

+2a;(a; — b;) + (2a,c; — b? + b, bJQ- — 4ajc;)ln(cy)))

A /b? — 4(ZjCj bjz — 4&jCj + bj + 2aj
( In( )

a; b2 — 4ajc; + b,

:

+ (3ip,, — 6m.)c;

:

bj + 2a; — /b7 — dajc; bj — /0% — dajc;
+ In(aj+bj+c;)— In(cj)—2)+o(e)}
2aj 59 2aj

(220)



Usando los valores de a;, b; y ¢; se puede llegar a la expresion:*

= (G it Coim) o= mo) U (o 6V%n4+2wﬁ<7nf+pE>+<m

Vmi+ 2m2(—mf +p%) + (m2 + p)?
+3(2m?¢p%(—mg+2m?z+p%)+2(m3+mszc—2mf+2mepE—mpr+pE)

(mi— (mec —p%) (m?«+p2E)+m§ (mfc—l—Zp%))arctanh

—m? +m} + v
/Ml 4 2m2(=m3 4 pE) + (3 + pp)?

\/(mg —m3)? + 2(m?2 4+ m3)py, + pparctanh(

m?2 m;
— 2mfln( ?c) 3m? mfln(m—z
+3m§pEln(m mf)+3mepj§ln(m
Me 3

* (477)2m§c{ 2p%

2
)+ 3m;%p%ln(m—§) + mgln(mZmy)

emy)+pgpin(mim$)—2(mi+pp) In(me+pg))) }

3 (—=3ph+2y /mé + 2m2(—m3 + pk) + (m3 + p)?

m2 — m2 1+ p2
(arctanh( = IR

\Jmt 4 2m2(—m3 + ) + (mF + ph)?
—m? +mj + pp

\/m4 +2m2(—m3 + p3) + (m3 + ph)?

(=mg +mj + p)in(me) + (mg — mj + pip)in(mg))} - (221)

+ arctanh(

)+

32Para llegar a esta expresién se usé6 Mathematica para reducir el dlgebra.
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5.2 D=3

Para D=3 la expresién (207) se escribe

2 i—
Z{ﬂ ldx
= (4m)Pm3 g
(—2ia®pip, + i20°pp, — 2maa®p) (D(1/2)(A?)

+ (=i2ep, — 2m) (5 ((-1/2)) (A1)

F20p, (20 + D(ET(-1/2)(A)) (222

Usando los valores explicitos de la funcién gamma (D(—1) = —24/7,

['(3) = /7 ), se tiene
SV
(4m)32m3 Jo
(—2ix3p%pE + i2x2p%}/}E — 2mex pE)((A( 1/2))

+ (—i2ap,, — 2m.)(—3A17)
+2ip, ((—22 + 1)(—(AFV)} (223)

factorizando la potencia cuadrética del primer término y reorgani-
zando los ultimos dos

~ (D yE
;{ (47T)3/2m31 0 dx

(—2i’pp . + (125, — 2mep)z* ((A] )
+ (10izp,, + 6m. — 2ip,)\/A; (224)
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Esto nos deja con cuatro tipos de integrales a resolver, a saber:

1
(— 1/2
T A
/0 ( / \/ajx +bjx +¢j
1
5(32 AA_I/Q) — /
/0 (4 ) 0 \/ajx2+bjx+cj
1 1
/ zy\/Ajdr = / x\/ajx2 +bjx + c;dx
0 0
1 1
/ VAjdr = / Vaa? +bjx + c;dx
0 0

(225)

Para j=1,2; y para a; = ay = —py, by = p2E+mg_m?‘7 by = pE+m2,
c1 = mfc y ¢, = 0 como ya se habia definido en la seccién 5.2. Estas
integrales son:

/1 r dx
0 \/ajm2 +bjz + ¢

1 b; + 2a;
————5((36a;b; cj—15agb3)(a7’csin(& —arcsin(

48(_%‘) 2 b? —4ajc; \ /b — 4ajc]
+ (16(—a;) 2 + 20(—a;)2b;)(\/a; + b; + ¢;)
+(32(—aj)3¢; + 30(—ay)2b2) (v/a; + b; + ¢; — /G)) (226)

/1 xodx
0 \/ajx2+bjx+cj

1 b; + 2a;
- 5 ((3a3b2—4a’c;) (arcsin( i 24 )—arcsin(

b
8(—a;)z R 2 /12 ] )
J bj — 4Clej b — 4Clej

a;)7\/a; + b; + ¢; + 6(—a;)3b;(v/a; + b; + ¢; —

(227)
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1
/ zv/a;a? + bz + c;dx
0

1 49 .
= 3a —12a%b;c;)(arcsin(————)—arcsin(————
i 2b3 3b ’ bj + 2a; b
48(_aj>§ A /b? — 4&]'Cj A /b? — 4(1]'0]'

Clw

+16(—a;)2((a; + b+ ¢;) — ¢2)

J

—a;) 20 (Va; + by + ¢ — \/G) — 12(—a;)2b;(v/a; + by + ¢;)

(228)

1
/ \/ajx2 +bjx + c;dx
0

1 bj +2
= ————((4aic;—a;b3) (arcsin( Sl )—arcsin(

b;
8(—aj)> A / — dajc; \ /b? — 4ajc; )
- 4(—aj) (\/ a; + bj +¢)) (229)

63



Teniendo esto en cuenta la ecuacién (224) se puede escribir
i NG e
2
(47)3/2m7
b + 2 b
_2ip2EpE<_—§((36a§bjcj—l5a 63 (arcsin( ity arcsin(—y))
48(—q;) 2 \/ b5 46&]0] \/ V3 — 4daje;

+(16(=a;) 2 +20(—a;)2b;)(\/a; + b, + cj)
+ (32(—aj)%cj + 30(—0,])%[)3 \/ CL]' + bj + Cj —

b‘ 2a;
((3a2b2—4a30j)(arcsm(& —arcsin(

1
+(i2p5p . —2mepT) (— 212 4 g3
& 8(_%‘)% 7 ’ b2- — 4ajcj A /b — 4a]cj
a;)2\/a; + b; + ¢; + 6(—a;)2b;(\/a; + b, + ¢; —
1

2
+1inE(— 5 ((3a2b3—12a3b c])(arcszn(lw——% —aresin(
48(—ay)> bz — 4ajc; A /b — 4(1]0]
3
+16(—ay)? ((a; +b; +¢;)2 — ¢2)
V2(\/a; + by + ¢ —/G) — 12(—a;)2b;(v/a; + by + ¢;))
1 b; + 2a;

+(6me—2ipE)(——((4a ci— a]bQ)(arcsm(A —arcsin(

8(_%‘)2 bQ- — 4ajc; \ / 4ajc]
% i(Va; + b+ c]
—4(—aj)3 (v aj+bj +¢))) (230)

Teniendo en cuenta los valores de a;, b; y ¢; y reduciendo términos
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se puede llegar a la expresion

1 Py ;o 212 - —pE +me T
—= +m?2) (arcsin(———=%) — =

87rm?c{2p%{(pE a ( pa + m? ) 2)

2 2 2
. by t+tm;—m
—(pg+mi—m3) (pE+mi+m3)(arcsin b /

2 2 2
+m; —m
) )—arcsin(pE o) )
+ 2(=mfme + pigmy + mgmy + my)pe}
2mAm, _ —DPE +mi —mj Py +m—m}
- aresin( ) — arcsin(
PE D

)
(231)

Para D = \/P?‘; +mi+m§ — 2m2m3 + 2mipE, + 2m2py,.
5.2.1 Limite mf — 0

El limite de esta expresién cuando m; — 0 se puede tomar haciendo
algunas consideraciones para los arcosenos que en ella aparecen.

Expandiendo en serie de Taylor hasta segundo orden®? se tiene
—pp +mg —mj

D )=

arcsin(

2 2
— m 2DEM,
aresin( };E il ) 2pE 5 mef (232)
PE+mg (P +mZ)
. potm2—m? o .
Para el caso de arcsin(=—53—=) el segundo término de la serie
de Taylor no estd definido pero se puede aproximar mediante la
féormula:

2 2 2
. P t+mg— mf
arcsin(

i 2pp
I 233
DR A e A (233)

Con estas consideraciones se puede escribir el limite cuando my — 0
de la expresién (231) como

e

2 2
., —ppt+tm; T
(CLTCSZTL(W) — 5) (234)

33]os términos de tercer orden o superior no contribuirdn ya que van a cero en el limite
my — 0

B ATpg
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O equivalentemente en términos del arcotangente 3*

me PE
t — 235
p— arc an(me) (235)

3

22
. . ,mi—p
4se puede verificar que T — arcsin(—g—2E) = 2arctan(2E)
2 m2+p%g, me
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6 Renormalizacion de la masa

Noétese que el propagador de la figura 4 que incluye la autointer-
accién al orden e? debe poder escrbirse como

G) = S

(—ie*) (F(pR)ip, + M (pg)m.)

p=me

(236)
de acuerdo con la ecuacién (130) para algunas funciones del cuadrado
del momento F(p%), M (p%).%

Para contar todas las posibles repeticiones sucesivas de este fenémeno
el propagador se escribe como:

BRI AT e ——

Donde se ha usado, en la tultima igualdad, el resultado para una

serie geométrica Y - (a™ = 1 para |z| < 1. Esta ecuacién se
representa diagramaticamente en la figura 6.

- - = - 4 M + ‘Sg;N“ y Q';}};% +

Figure 6: Diagrama de la ecuacién (237)

Si se toma en cuenta la rotacion de Wick que se aplico en el

35Estas funciones son precisamente los resultados del capitulo anterior para los casos D = 3
yD=4—¢
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capitulo anterior p — i, se puede escribir
i 1
Py, — me 1+ ie2(F(ph)ip, + M(pg)me) 5

G (p) =
ipEfme

" gy~ me— PF@R)ip, + MEIm.)

i, (0= FEE) — m(l+ M)

Que se representa en la figura 7.

(238)

( )_1=¢ ]'1- M@.

Figure 7: Diagrama de la ecuacién (238)

Se introduce entonces el propagador renormalizado Gg(p), una
escala de momentos p y una funcién de esta escala Z(u) tal que

Gr(p) = ——G?(p) (239)

que cumpla con3®

ip — mp(i)

Esta ecuacién se conoce como condicién de normalizacién. Entonces,
de acuerdo con la ecuacién (238)

Gr(D)|p—ye = (240)

i

Z () pee 2(p)ip(l — e F(p?)) — Z(p)me(1 + e2M (p?))
(241)

es facil ver que la eleccién de Z(u) para que se cumpla la condicién

(240) es

1
1= eF(u?)

36Ge utilizard a partir de aqui indistintamente la notacién pg = p para el momento euclidi-
ano

Z(n) (242)
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y comparando (240) y (241) se obtiene

1+ e*M(p?)

TF(;ﬂ)me (243)

mpr =

Que se conoce como masa renormalizada y depende de la escala pu.

Se introduce también la constante de acoplamiento renormalizada
37

er(p) = Z(p)e (244)

se trabaja consecuentemente al orden e* y se busca escribir Gr(p)
en términos de mp(p) v er(p).

Tomando primero la aproximacién Z(pu) = #F(MQ) ~ 1+ e?F(u?)
se tiene

i(Grp)™ = Z(W) (1 = Fp*))ip — Z(p)(1 + M (p*))me

= (14’ F () (1—e*F(p?) )ip—(1+€* F (. ))(1+62M(p2))><114::2—]\mmR
= (1=e(F(p*) — F(u?))ip — (1 + (M (p*) — M (u®)))mrg
= (1=ex(F(p*) = F(u*))ip| , . )= (L +eR(M@?*) = M), ., )me

(245)

Donde se ha usado
= (1—e*F(u?))er (246)

1—e2F(p?) _ 2 2 2 2
HGQ—WWR(H) = (1 —ert(p”) — egM(p ))‘m%ngf;)ﬂ)

Para la ecuacién (245) en 4 — e dimensiones se cancela el término
de M(p*) que diverge cuando ¢ — 0, de esta manera se obtiene un
resultado finito para el propagador renormalizado.

me =

37Se verd que para el caso D=3 — Z(u) = 1 y por tanto eg = e por lo que se utilizara la
notacién er o e indistintamente cuando se trate este caso
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7 Generacion dinamica de la masa
en la aproximacion de Nambu-Jona-

Lasinio

Con una divisién de numerador y denominador de la ecuacién (238)
entre (1 — e*F(p?))®® se obtiene

1— eQiF
GO (p) = — jsf = (248)

Zﬁ —ZF( 2)me

En esta expresion el factor

del propagador y %

que depende ahora del cuadrado de su momento.

——+— ha cambiado la normalizacién
1—e2F(p?)

me es la masa efectiva® de la particula

El argumento original de Nambu-Jona-Lasinio (NJL)° permite mejo-
rar la aproximacion de la expansién en serie de potencias de e que se
hace como parte de la teoria de perturbaciones y consiste en tomar
la masa efectiva

1+ e M(p?)

T—eF@?) e ome (249)

meff(p) = Me

como la masa del electrén para alguna escala de momentos p> = p?.
Entonces reemplazando m, por m.¢s en la ecuacién anterior

1+ e*M(p?)

W )m,
=R "

Mepp(p) = me + 6me = m, + (
me—meyp (1)
(250)
Notese que en esta tltima expresion sélo el segundo término esta
evaluado en m, = mcss(p).

38Fste factor de normalizacién es igual a Z(u) (ecuacién (242)) para p? = p?

39Fsta expresién es igual a la de la masa renormalizada (ecuacién (243)) también para
2_ .2

40y, Nambu y G. Jona-Lasinio, Phys. Rev. 122, 345 (1961).
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Se considera ahora, de la ecuacién (238)

L Pl = EF(p?) = me(1 + M (7))

— (—ie*(F(u*)ip + M (u*)m,)|

Esta tltima forma de (G(u))™! se expresa diagraméticamente en

(GP ()~
_ i —me

?

(251)

me—mey (1)

( )71: ( )L OW%%O

Figure 8: representacién diagramatica de la ecuacién (251). El punto rojo
simboliza que en ese propagador se usa la masa efectiva en lugar de la masa m..

Figure 9: algunos de los procesos tomados en cuenta al usar la definicién del
propagador iterativamente

la figura 8. Asi, iterativamente, se pueden tomar en cuenta mas
procesos (diagramas), tal como se ilustra en la figura 9.
Para el caso de QED, D = 3, my = 0 se tiene

1 p
F(p*) =0,M(p*) = %arctan(ﬁ) (252)
e*m,
— merp(p) = me + ﬁ(u)wcmn(m) (253)

Para la QED en D=3 dimensiones y con my = 0 esta ecuacién es
idéntica a la que se obtuvo para la masa renormalizada en el capitulo
anterior, ecuacién (247).

En el limite quiral m, = 0 la expresién se reduce a
2

mesr(pe)(1 — 26—arctan( a

" ) =0

71



como consideramos que en general mess(p) # 0 tenemos que
2
e

—arct
2 arctan(

_r
Mesr(H)

La funcién tangente es invertible en el intervalo (—%, ) por lo que

)=1 (255)

27Tu<z
ez — 2

2
c

—e2>du=e
(256)

< J—
/,l/ — /"LC‘

que se define como el valor critico de u. A partir de este valor
mess(p) = 0. Existe entonces para alguna escala de momento g
fija, un valor critico de e para la generacion dindmica de la masa, es
decir, para que la ecuacién (254) tenga solucién distinta de cero.

La ecuacién (255) permite también obtener una expresion para mers(u)

o o
e p— p— 2
Mes () tan(—Q;;") tan(gk) (258)

definida para valores de p < p. . El valor de esta funcién cuando
2 , . .,
p— 0 es .41 Nétese entonces que para p1 > g la unica solucién

posible de la ecuacién (254) es la trivial: m.ss(p) = 0.

Se regresa ahora al caso general m, > 0 y se analiza el compor-
tamiento de la solucién de la ecuacién (253) en los limites y — 0
y i — oo. Expandiendo el arcotangente de esta expresion en po-
tencias de #ff (bajo la suposicién de que en el limite p — 0, el

cociente —£— — 0) se puede escribir
megp (1)

41Esto puede verse expandiendo la funcién tangente como tan(z) = = + O(x3)
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mers(p) E-

08 Ny
06

04 F \

r——— L

Figure 10: Gréfica para la masa efectiva de Nambu-Jona-Lasinio para diferentes
2
valores de m,, en azul el caso quiral (ecuacién (258)) en unidades de 5-

Emepr 1oy
27T[L Meyy 3 Meyf
e? 1 e?p?
)=met o= = oo
27T(% -+ me)

meff(:“) = M +

e? 1w

=m,+ —(1—=
m+271'( 3(meff

w3 ) (259)

Lo que permite ver que efectivamente en limite y — 0, el cociente

Y
Mgy (1) — 0.

Se considera ahora el limite ;4 — oo, para ello se toma la misma
ecuacion (253) para mess(ft), se supone ahora que en el limite g —
oo el cociente =<t — 0 y utilizando la identidad® arctan(z) =

2 — arctan(1) se obtiene
x

€2meff ™ Mefy
Me =me + ——(= —arctan(—— 260
(1) ot (G (et (200
y aproximando tan(x) ~ x
ey ey e? me
e e e —_ == e — 261
esto muestra que efectivamente en el limite © — oo el cociente
m fljf(u) 00

Se tiene entonces un comportamiento como el de la figura 10 para
diferentes valores de m,.

42y4lida para x > 0, como es el caso.
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8 Grupo de Renormalizacion

Con la finalidad de asegurar que las predicciones de la teoria no
dependan de la escala p de renormalizacién, se pide que la masa
renormalizada mpg cambie con p de la misma manera en que lo hace
la funcién M (p) dicho se otra fomra, se requiere que

2
dde(p’) — meGQa]\{a—(l’b) (262)

I It
para algun valor de m, fijo. Una vez tomada la derivada OMi%) para

ou
m. y e fijos la segunda parte de esta ecuacion se expresa entonces en

términos de mp(p) v er(p) utilizando las ecuaciones (246) y (247).
Esto es andlogo a lo que se hace para la renormalizacién y en el
argumento de Nambu-Jona-Lasinio pero en este caso se reescribe
una vez que se ha tomado la derivada. Esta es una ecuaciéon del
grupo de renormalizacién, en particular es una ecuacion de Callan-
Symanzik.*3

El propagador al orden e? en D = 3 y con m; = 0 se puede

escribir )
7

@ (p) =
GO0 = T e, (263)
en particular
d
d,uG (p) =0 (264)

de la ecuacién (239) para Z(p) = 1y de la condicién de normal-
izacion (240)

G?(p) = Gr(p. p)

d
— @Ga(p, p) =

(265)

43 Peskin, p.406
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— G (p) = Gr(p, 1o) = Gr(p, ui = p*)
i

Cip-mep)
N G(2)(p) = Gr(p, o) = m
(266)

En esta ecuacién mpg(p) juega el papel de la masa efectiva en la
ecuacién (248) pero se obtiene ahora integrando una ecuacion difer-
encial: La ecuacion de Callan-Symanzik. Es decir, mg(p) no esta
dada, en este caso, por la ecuacién (243).

De las ecuaciénes (265) y (266) se obtiene entonces una expresion
para G (p) que es distinta a la que se tenfa en (263). La ecuacién
(266) se conoce como “propagador mejorado por el grupo de renor-
malizacion” y es un ejemplo del grupo de renormalizacion mejorando
los resultados de la teoia de perturbaciones simple.

Utilizando explicitamente el valor de la funcién M se puede escribir
la ecuacién (262) como

d 0,1
dme(p) = meez—(—arctan(i))
dp ou 27 Me
1 1 1 1 1
= mee2—(——2a7’ctan(£) + — =—)
2 me 1+ L me
1 2 . 2
,u27r H Me mg +'u2 Me—MR,E—ER
d 2 2
S S R ctan(E-)) (267)
dp 2r my, +p? mg

donde mz(u,e? = e%, mr())** es una funcién que depende de los
pardmetros e%, mg(io). Se busca ahora la aproximacién de esta
ecuacién en el limite ;4 — 0, o mas precisamente, p/mgr — 0 para

41e2 = ¢2 de acuerdo con la ecuacién (244) para el caso Z(u) =1

()



ello se escribe la ecuacién anterior como

dmp €’ 1 mg
— = —( e —arctan(—))
dp 2 14+ £ mpg
R
26_2(1_“_2_@ w Lo %))
o2 m% L omgr 3 mpg

. . 2
donde se han tomado las aproximaciones — ~ (1—4;) y arctan(-£-)
1+-£ mp mr

mZ,

£ (mLR)B’ como ya se habia hecho anteriormente.

mR

Wl

o2 12 1, u
= o mg T 30m)
R R
B 262 ,LL2
321 m%
2 e?
— midmp = —=—pd
MpRAMRpR 39 nape

S () = m(0) = —5 =y
— (1) = mp(0) = ——p”

(268)

(269)

(270)

Este resultado no depende de m, pero si de un valor inicial mg(uo)
en alguna escala arbitraria; es decir, se pierde la informacién sobre la
relacion entre mpg(u) y me. Despejando mpg de esta ultima expresion
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y expandiendo la rafz ctibica resultante a primer orden de 2 se tiene

s €2 5 1e? p?
= -= 0) ~ mp(0) — ~—

(271)

Esta expresion es entonces idéntica a la (259) si se hace la iden-
tificacion mg(pu = 0) — m + % De esta tltima expresién se puede
ver que el limite cuando p — 0 de el cociente WR(H_M) es también cero.

El limite ;1 — oo se puede obtener de la expresion (267) escribiéndola
como

2 my
dmp e 7 mp T mg
,ud— = — ”—mz — — (= — arctan(—)))
poo 21y 2 2 It

(272)

con ayuda de la identidad arctan(z) = 3 —arctan(1). Expandiendo
en ZH se tiene

o & (Mg MRy R T MR
21 p? p? B2 p
T e mp
221 p

(273)

para mp << p y donde se ha tomado la dltima aproximacién sélo
hasta primer orden

(274)
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Figure 11: Aproximaciones de la curva mg(0) con seis y diez valores

e integrando ambos lados desde algin valor pg hasta pu.

mg(p) 21 1
= in(————=)=—(—— —
(mR<,UO)) 4 (M Mo)
(275)
de donde se puede obtener una expresién para mp
e 1
exp(T3)
mg(p) = mg(io) 83 T
exp(F o)
(276)
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y tomando el limite py — oo

e 1

mi(i) = ma(o)erp(T )

(277)

. 2
que para una escala de momentos lo suficientemente grande p >> <
se permite la expansion

2

mr(p) = ma(co)(1 + Z—” 4

(278)

Este resultado es igual al de la ecuacién (261) para la masa efectiva
de Nambu-Jona-Lasinio si se hace la identificacién mg(co) — me
que es, de hecho, el valor de mes¢(p) para g — oo.

A pesar de que el comportamiento de la solucién de la ecuacion
de Callan-Symanzik y la masa efectiva de NJL es igual en ambos
limites (x — 0y p — o0) la relacién entre mg(0) y mg(0o) es difer-
ente a la relacion entre mes(0) y meyp(00).

La figura 11 muestra aproximaciones obtenidas para la relacién entre
mpg(00) y mg(0) a partir de la integracion numérica de la ecuacién

del grupo de renormalizacion.

Se puede ver que para el grupo de renormalizacién, cuando mg(o0)
tiende hacia cero, se encuentra un valor para mg(0) igual a cero.
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9 Ecuacion de brecha (Schwinger-
Dyson)

La forma més general que puede tomar el inverso del propagador,
para algunas funciones F'(p?) y M(p?) por determinar es 43

| ip(l = PF() — mo(1+ M)

(G(p)~

Se consideran ahora dos aproximaciones: la aproximacion quenched
y la aproximacion de arcoiris. La primera se refiere a que no seran
consideradas autointeracciones del bosén, la segunda se refiere a

considerar un vértice simple fermién-bosén como ilustra la figura
12.

(279)

» A VAV A R SAVAVAVAVAV)
( )71=| )-17 M

Figure 12: representacién diagramatica del propagador tomando en cuenta las
aproximaciones “quenched” y “arcoiris”

Analogamente a los diagramas que se presentan en el contexto del
argumento de Nambu-Jona-Lasinio. La diferencia es que el ”punto”
sobre el propagador del electréon no representa, en esta ocacion, sim-
plemente el cambio de la masa m, por m.ss(u) sino por la funcién
M (k?) (donde k es el momento del propagador interno en el dia-
grama sobre el que se integra, mientras p es una escala externa al

diagrama).

La ecuacién (279) se puede escribir para el caso de my = 0 —

5z .z ’ .
45¢stas también serdn funciones de e2 Y Me
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F(p?) = 0*® donde queda una séla funcién M (p?) a determinar.

(G(p))_l _ Zp - me(l —: € M(pE>)

i o R 1 (1 4 e2M(k2))2m2

6 _ (Pu—ku) (v —Fkv)
o O (=)’
(p— k)

(280)

Esta es una ecuacién de Dyson-Schwinger con una funcién M (p?) a
determinar.

Definiendo M (p?) = (1 + ¢*M(p?))m, se puede escribir

M (p?) —me € Bk M(k?) 1
B 0 / (27)3 k2 + M(k2)2 (p — k)2
(P — k) (P — k)
(p—k)?

l ?

X V(O — )W
(281)

contrayendo las gammas en el tdltimo factor del segundo término

_ e _ / d*k k?) 1
N k:2+M (k2)2 (p — k)?

‘O — ¥, — k)W, - %y))
T (p— k)2

(282)

usando las propiedades de las matrices gamma y teniendo en cuenta
que d¢ = a* para cualquier cuadrivector a

CM@EH  -me 2eF [ Pk M(KY) 1
i - i i (27‘(‘)3 k2 + M(kz)z (p_ k)g (283)

46 F(p2) = 0 se cumple para el caso que estamos considerando: En la norma de Landau y
no necesariamente en otras normas
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y se puede escribir

~ A3k M (k? 1
M(p?) = me + 2€ / - (K 5 (284)
(2m)3 k2 + M2(k?) (p — k)
Se resolverd esta ecuacion unicamente para el caso m. = 0 que
corresponde al limite quiral y se hard una aproximacion lineal, que
nsiste en aproximar el valor de —#)__ como _ME) - _ ME)
consiste en aproximar el valor de 377005y como s 6 = 55T

con My el valor de M para k = 0. Con estas coonsideraciones se
reescribe (284) como

~ o oo [ @k MEYH 1
LT e

se define aqui el factor % = x(k) y entonces
M(p*) = 262/ Tk L 0= B+ (250

d3q eiq’»F o

2m)3 @P+a?
1 670”‘ o7 . ., . .
i por otro se puede escribir la ecuacién anterior en el espacio
de posiciones como

Usando el teorema de convolucién por un lado y [

(V= V() = o5 (7)
0 (4m)r
(V= )R = B
—V'——)x(r) = — T
27r X 0X

(287)
que tiene la forma de la ecuacién de Schrodinger para el hidrégeno
con &~ =1, E = —M¢ para una solucién con simetria rotacional

2m
(1=0). Si se toma el estado base, que no tiene nodos?’, el eigenvalor
de energia se escribe

~ 1 1 e? e?

M2==. . (=)= (—)* 288
: ()= (1) (255)
de donde se define la constante de estructura fina o = % y entonces

M2 =a? (289)

4710 mismo es cierto para las funciones de onda en el espacio de momentos, solamente la
del estado base no tiene nodos y por lo tanto no cambia de signo.
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La solucién a la ecuacién (287) es entonces x(7) = Ce "8 con lo
cual se obtiene
2
~ e
Mg —V?)Ce " = —Ce ™ 290
(0~ )0 = £ ce (290)

con My = a.

De regreso al espacio de momentos, es decir, aplicando de vuelta

., 3 iq-T —ar .

la transformaciéon f (gT‘)’?,qéJrﬁ = ﬁe — se tiene
" 9 06
M(p~) |
0.5
04
03F
02

o1f \\
PR T N [-__I.___I.--]_I._ r—r—r e
o] 1 2 3 4 5 B ?j'

Figure 13: la funcién de masa M en unidades de %

. N 2C¢e?
0N 2, 2 _
M@)—M%+ﬁh@%wﬁ+y
- 2¢2C' -
— NI(0) = =5~ = My = a
— 2e2C = a?

(291)

con lo que queda determinada la funcién M (p?) en la aproximacién

lineal como
~ a3

2\ __
M(p)_oz2—i—p2

48 Aqui la constante C' se determinard por la condicién M(O) = Mo.

(292)
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e

para a = -

La figura 13 muestra una grafica de esta solucién para la ecuacién

de Schwinger-Dyson. La ecuacién (292) tiene un comportamiento

proporcional a z% en el limite p?> — oo que se considera como el

comportamiento correcto en el limite quiral (y no lo cumple la masa
efectiva de Nambu-Jona-Lasinio).*

La figura 14 muestra una comparacion entre el resultado de la inte-
gracion de la ecuacién de Callan-Symanzik del grupo de renormal-
izacion.

(6

05

04 W

0.1 ™~

Figure 14: Grafico comparativo entre la soluciéon a la ecuacién de Schwinger-

Dyson en el limite quiral y la ecuaciéon de Callan-Symanzik con valor de 0.5 para

p=0 en unidades de %

49C. D. Roberts y A. G Williams, Prog. Part. Nucl. Phys. 33, 477 (1994)
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10 Conclusiones

Como se menciond en la introduccion, el argumento de Nabu-Jona-
Lasinio se utilizé originalmente en un contexto diferente a la QCD
y forma parte de lo que hoy se conoce como el modelo de Nambu-
Jona-Lasinio utilizado principalmente en la descripcion de mesones.

El resultado obtenido en el capitulo siete para la autointeraccién
de quarks se puede obtener también como resultado de la renor-
malizacion de la teoria en el caso de la QED en 3 dimensiones con
masa del foton igual a cero. Predice, ademas, la generacién de masa
ain en el limite quiral. La descripcién para la generacién de masa
proporcionada por este argumento tiene, sin embargo, algunas difer-
encias importantes con respecto a las descripciones de los tltimos
dos enfoques (capitulos ocho y nueve).

Primero, la funcién de masa en el punto = 0 de la masa efectiva
en el argumento de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) para el limite quiral
62

tiene un valor de 5- que es el doble de lo predicho por la ecuacion

de Schwinger-Dyson que presentan un valor de % para p = 0. Esto
se puede apreciar en la figura comparativa 11.

El limite ;t — oo en el argumento de NJL es m,., que en el limite
quiral por supuesto se vuelve cero a partir de un cierto valor %. La
funcion es entonces “cortada” en un punto a partir del cual se vuelve
constante. Por su parte la solucién de la ecuaciéon de Schwinger-
Dyson en la aproximacién lineal (ecuacién (292)) describe un com-
portamiento que va como ]% para momentos grandes, que, como se
menciond al final del capitulo anterior, es el comportamiento esper-
ado en este régimen de momentos.

En el caso de la ecuacion del grupo de renormalizacién, y la
ecuaciéon de Nambu-Jona-Lasinio para m. > 0, las soluciones han
sido generadas numéricamente, sin embargo la exploracién de los
limites p — 0 y p — oo mediante las expansiones en serie de Taylor
en las ecuaciones (259) y (261) para el caso de NJL y (271) y (273)
para grupo de renormalizacién son tutiles para entender el compor-
tamiento de la soluciéon exacta cualitativamente. Las graficas de
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Figure 15: Comparacién de las relaciones obtenidas para mcs¢(u) con el ar-
gumento de NJL para el limite quiral (en anaranjado) y M(p?) la solucién a
la ecuacién de Schwinger-Dyson en la aproximacién lineal para el limite quiral
también (en azul)

estas cantidades aprecen en la figura 15).

Entonces los dos resultados para mp(p) y la masa efectiva me s (1)
(con el grupo de renormalizacién y el argumento de Nambu-Jona-
Lasinio) tienen el mismo comportamiento tanto en el limite y — 0
como en el limite p — 0o si me > 0 0 mg(co) > 0. Lo que no coin-
cide, sin embargo, de las dos descripciones anteriores es la relacién
entre mp(0) y mg(c0). En el caso de Nambu-Jona-Lasinio estd dada
simplemente por la ecuacién (259) como:

e? e?

mgr(0) = me + — = mp(co — 293
que corresponde a una recta que corta el eje y en % Para el grupo
de renormalizacién sin embargo le relacion entre estas dos canti-
dades no estda dada de forma explicita y se ha obtenido al integrar,

de manera numérica, la ecuacion del grupo de renormalizacién (267)
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desde cero® hasta infinito. La figura 16 presenta una compracién
entre la relacién para mg(co) y mg(0) en cada caso.

La dependencia de la masa renormalizada en funciéon de la es-

20f -

mg(0) —

15k —

v

. . . . . mpg(00)

0.2 0.4 0.6 08 1.0

Figure 16: Comparacién de las relaciones obtenidas para mpg(co) y mp(0) con
el argumento de NJL para el limite quiral (en anaranjado) y para la solucién a
la ecuacién del grupo de renormalizacién (en azul). También se incluye el valor
obtenido para la ecuacién de Schwinger-Dyson (verde) para el limite quiral.

cala de momentos se ve bien mientras mg(co) > 0, sin embargo, el
grupo de renormalizacién, por lo menos en esta formulacién®, no
genera masa dinamica en el limite quiral a diferencia de lo que se
esperaba. Sin embargo no se descarta que alguna otra condicién o
esquema de renormalizaciéon pueda describir la generacion de masa

para el caso m, = 0.

La discuciéon para el caso de la ecuacion de Schwinger-Dyson
puede ser también ampliada considerando el caso m, > 0 ya que la
ecuacion sélo se resolvié para el limite quiral. También se pueden
considerar otras aproximaciones como la aproximacién angular (tanto
para el limite quiral como para m. > 0) o probando a resolver
numéricamente la ecuacién (280). Cabe también notar que se hicieron
dos aproximaciones importantes al comienzo del capitulo nueve: una
al propagador del fotén y otra al vértice, llamadas “quenched” y

50En realidad desde algtin valor po muy pequeo debido a que no es posible integrar
numéricamente desde cero.
51Es decir, para esta eleccién de la condicién de renormalizacién (ecuacion (240)).
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“arcoiris” respectivamente, el no considerarlas, o considerar otras
en su lugar podria también mejorar la descipcion de la generacién
de masa.
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