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Abstract
Standard Model quark masses currently considered (around 3MeV
for an ”up” quark and 6MeV for a ”down” quark) are much smaller
than what’s measured for nucleons, which are supposed to be consti-
tuted of essentially three quarks and their interactions. Considering
the mass of a proton, for example, around 938.3 MeV, shows us that
protons are around one hundred times heavier than the sum of the
current masses of their constituents. So, why are nucleons so heavy?
The origin of this mass, estimated to be around 99% of the visible
mass in the universe, may be inside QCD itself, in the strong in-
teraction between quarks conforming the nucleon. This problem is
known as the dynamical mass generation. This work approaches the
dynamical mass generation problem by, first, presenting a review of
central concepts around QCD and dynamical mass generation, such
as relativistic equations, propagators, spontaneous symmetry break-
ing and, afterwards, by developing the case of the mass generated
by quark self-interaction. This is done in three different approaches:
The Nambu Jona Lasinio argument, originally proposed in 1961,
to explain the difference between in the masses of pions and other
hadrons. The other two approaches are: The renormalization group
and the Schwinger-Dyson equations which have provided the stan-
dard descriptions. We explore the chance to find a good description
of dynamical mass generation using the renormalization group in
its standard formulation. As a first approach we consider the 3-
dimentional case for QED which represents a simplified version of
what would be 4-dimentional QCD. Finally, for this specific case,
a comparison is made between the results for NJL, renormalization
group and Schwinger-Dyson equation. The large and small momen-
tum limits are explored in each case.



Resumen
Las masas consideradas en el modelo estándar para los quarks (alrede-
dor de 3 MeV y 6 MeV respectivamentente para el quark up y
down) son sustancialmente más chicas que las de los estados lig-
ados que se forman entre ellos como los nucleones. Un protón, con
una masa de alrededor de 938.3 MeV es aproximadamente 100 ve-
ces mayor que la suma de las masas corrientes de los tres quarks
que lo componen. “A escalas de distancia del orden del tamaño del protón,
los quarks se comportan como si sus masas fueran de unos 300 MeV, de modo
que el Mecanismo de Higgs no nos alcanza para explicar el 99% de la masa
total de proton o un neutron”.1 Por qué son los nucleones tan pesa-
dos? Se busca entonces el origen de esta masa, estimada como
el 99% de la masa presente en el universo, en la misma QCD, en
las interacciones fuertes entre quarks: Este es el problema de la
generación dinámica de masa. La presente investigación busca ac-
ercarse a la descripción de la generación dinámica de la masa de
los quarks mediante, primero, una revisión de los conceptos circun-
dantes a la cuestión en los primeros caṕıtulos como son los popa-
gadores, las ecuaciones relativistas, QCD, rompimiento espontáneo
de la simetŕıa quiral y posteriormente revisando el caso de la masa
generada por la autointeracción de los quarks a partir de tres en-
foques: El argumento de Nambu Jona Lasinio, formulado en 1961,
época anterior al desarrollo de la QCD, con la intención de explicar
la diferencia de masa entre el pión y otros hadrones. Los otros dos
son: el formalismo del grupo de renormalización y las ecuaciones
Schwinger-Dyson que han aportado las descripciones estándar en
la actualidad. Se explora si el grupo de renormalización, en su
implementación estándar, puede ofrecer una buena descripción de
la generación dinámica de la masa. Como primer acercamiento al
problema se utiliza la QED en tres dimensiones que representa una
versión simplificada del problema para QCD en cuatro dimensiones.
Finalmente, para este caso, se hace una comparativa de los resulta-
dos encontrados en cada uno de los tres enfoques abarcados. Se ex-
ploran en cada caso los ĺımites para momentos grandes y pequeños.

Generación dinámica de masa, QCD, Grupo de Renormalización, Ecuaciones de Schwinger-
Dyson, QFT.

1Sánchez Madrigal, S. (2012) Generación dinámica de masas y confinamiento en QED3,
p.2



1 Introducción

1.1 Cromodinámica cuántica

En 1965, Moo-Young Han, Yoichiro Nambu y Oscar W. Greenberg
propusieron la existencia de un número cuántico adicional en los
quarks como solución al problema del barión ∆++. El modelo de
quarks, introducido a principio de la década de los sesentas por Gell-
Mann y Zweig predećıa que este barión estaŕıa conformado por tres
quarks tipo “up” con espines paralelos, esta predicción se contradice
con el principio de exclusión de Pauli.

“Three identical quarks cannot form an antisymmetric S-state. In order to
realize an antisymmetric orbital S-state, it is necessary for the quark to have an
additional quantum number2.”

Éste número cuántico adicional, posteriormente llamado “color”
permite resolver el problema del barión ∆++ ya que ahora los quarks
se encuentran en estados diferentes, distinguibles por su carga de
color. El desarrollo de estas ideas marcó el nacimiento de una teoŕıa
de gauge donde el color adquiere un sentido f́ısico[1], esta teoŕıa pasó
a ser conocida como cromodinámica cuántica, QCD por sus siglas
en inglés, y es la teoŕıa de las interacciones fuertes, una de las cuatro
fuerzas fundamentales que considera el modelo estándar.

La QCD es una teoŕıa de gauge no abeliana y su grupo de simetŕıa
asociado es el grupo de matrices de 3x3 unitarias con determinante
uno o SU(3). Esta teoŕıa entiende las interacciones fuertes como
el producto del intercambio de 8 tipos de bosones, no masivos,
eléctricamente neutros llamados gluones quienes son los portadores
de la carga de color y juegan un papel análogo a los fotones en
la electrodinámica cuántica (QED) con una significativa diferencia:
Los gluones de la QCD tienen carga de color e interactúan entre si,
al contrario de sus análogos en QED quienes están desprovistos de
carga eléctrica y por lo tanto no se presenta interacćıon entre ellos.
Esta diferencia tiene consecuencias importantes en la fenomenoloǵıa

2B. V. Struminsky, Magnetic moments of barions in the quark model, JINR-Preprint P-
1939, Dubna, Submitted on January 7, 1965.
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asociada a la QCD y da lugar a algunos fenómenos caracteŕısticos
de la teoŕıa.

1.1.1 Conservación de la carga de color

Una de las consecuencias del teorema de Noether es la conservación
de la carga de color, esto es, en cualquier proceso f́ısico la carga
de color inicial debe ser igual a la carga de color final, esta carac-
teŕıstica es análoga a la conservación de la carga eléctrica en QED.

1.1.2 Libertad asintótica

En el 2004, se entregó el premio Nobel de f́ısica a Frank Wilczek,
David Gross y David Politzer quienes en 1973 demostraron de man-
era anaĺıtica, con ayuda de la teoŕıa de perturbaciones, que la QCD
implica que la interacción fuerte disminuye a cortas distancias ha-
ciendo a los quarks “asintóticamente libres” cuando la distancia en-
tre ellos tiende a cero. Esto es, cuando los quarks se encuentran
cerca, se comportan más y más como part́ıculas libres hasta que a
distancias muy cortas parecen no estar sujetas a ningún potencial.

Este fenómeno resulta peculiar y es contrastante con el compor-
tamiento de otras fuerzas en la naturaleza como la electomagnética
o la gravitacional, las cuales tienden a aumentar a distancias cortas.
La libertad asintótica es resultado de el hecho de que los gluones
tengan a su vez carga de color y sean capaces de interacción entre
ellos, a diferencia de los portadores de la fuerza electromagnética
quienes están desprovistos de carga eléctrica.

1.1.3 Confinamiento de la carga de color

“Indeed, the color electric field energy generated by an isolated quark is cal-

culated to be truly infinite, due to the energy it creates in distant fields. This

property explains why quarks are never observed in isolation”3

3Frank Wilczek, Physics Today 52, 11, 11 (1999)
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Sin embargo, los quarks no se han observado en estado libre, sino
siempre formando estados ligados (nucleones, piones). Otra de las
consecuencias de la interacción entre gluones es el confinamiento de
la carga de color en part́ıculas neutras o blancas como los bariones
y los mesones.

Al aumentar la separación entre dos part́ıculas con carga de color
opuesta la intensidad de la interacción fuerte entre ellas aumenta.
Llegado a un punto, la enerǵıa entre ellas es la suficiente para crear
un nuevo par quark-antiquark. El producto de las interacciones
entre los ahora cuatro quarks es el confinamiento de éstos en es-
tructuras neutras nuevamente de forma que no se puede obtener un
quark en estado libre.

1.1.4 Lagrangiano de la QCD

El lagrangiano de esta teoŕıa está dado por:

LQCD = q̄(iγµDµ −m)q − 1

4
Ga
µνG

µν
a (1)

Donde el campo gluónico está dado por

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + g

8∑
b,c=1

fabcAbνA
c
µ (2)

y
Dµ = ∂µ + igTaA

a
µ (3)

Entonces

LQCD = q̄(iγµ(∂µ + igTaA
a
µ)−m)q − 1

4
Ga
µνG

µν
a

= q̄(iγµ∂µ −m)q − g(q̄γµTaq)A
a
µ −

1

4
Ga
µνG

µν
a

(4)
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1.2 Generación dinámica de masa

“ In quantum field theory, the primary elements of reality are not
individual particles, but underlying fields”4.

En teoŕıa cuántica de campos (QFT) las part́ıculas del modelo estándar
se entienden como exitaciones de un campo subyacente en el tiempo
y en el espacio. Esta formulación muestra porque todos los elec-
trones, por ejemplo, “son iguales” en el sentido de que tienen las
mismas propiedades, particularmente, la misma masa. En QCD,
sin embargo, los protones y neutrones son estados ligados de tres
quarks (dos up y un down para el caso del protón y dos down y un
up para el caso de neutrón) que se configuran como tales debido a
las interacciones con el campo de color de los gluones.

“There is energy stored in the motion of the quarks, and energy
in the color gluon fields that connect them. This bundling of energy
makes the proton.”5

La simetŕıa de de gauge de Yang-Mills de la cual deriva la teoŕıa
de gluones prohibe términos de masa para estos bosones, como
ocurre también, por razones similares, para el caso de los fotones.
Entonces la masa de los nucleones proviene principalmente de la en-
erǵıa residual en la interacción fuerte que sufren los quarks.

“Even so, at finite distances the fields do not cancel exactly, and
so a finite field energy remains. According to QCD, it is precisely
this color field energy that mostly makes us weigh.” 6

4Physics Today 52, 11, 11 (1999)
5Physics Today 52, 11, 11 (1999)
6Physics Today 52, 11, 11 (1999)
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2 Ecuaciones relativistas

2.1 Ecuación de Klein-Gordon

Para 1928, cuando Dirac propuso su famosa ecuación, ya exist́ıa
una generalización de la ecuación de Schrödinger para el caso rela-
tivista que hab́ıa sido propuesta por Oskar Klein y Walter Gordon
en 1926, para la métrica de Minkowski se escribe:

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2 +

m2c2

h̄2 )Φ = 0 (5)

Identificando los primeros dos términos con el operador D’alambertiano

2 =
1

c2

∂2

∂t2
−∇2 (6)

Podemos escribirla de forma reducida como:

(2 +
m2c2

h̄2 )Φ = 0 (7)

Klein y Gordon formularon esta ecuación que describe part́ıculas de
spin cero a partir de la cuantización de la enerǵıa y el momento en
la ecuación relativista de Einstein para la enerǵıa, es decir:

E2 = m2c4 + p2c2 (8)

y se cambian E y p por los operadores correspondientes, a saber:

E → ih̄
∂

∂t
(9)

p→ P̂ = −ih̄∇ (10)
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2.1.1 Solución para una part́ıcula libre

Las soluciones para una part́ıcula con momento definido son

Φ(t, ~x) = Ae−
i
h̄

(pµxµ) = Ae−
i
h̄

(Et−~p·~x) = Ae
i
h̄

(~p·~x−Et) (11)

Entonces aplicando la solución en (5) tenemos

E = ±
√
~p2 +m2 (12)

Las soluciones con enerǵıa negativa son interpretadas como part́ıculas
viajando hacia atrás en el tiempo o equivalentemente antipart́ıculas
viajando hacia adelante en el tiempo. Esta interpretación fue prop-
uesta por Feynman y Stckelberg, y es matemáticamente consistente
ya que 7.

e−
i
h̄

(−E)(−t) = e−
i
h̄

(Et) (13)

De donde se oberva que una part́ıcula con enerǵıa negativa −E vi-
ajando hacia atrás en el tiempo es quivalente a una part́ıcula con
enerǵıa +E propagándose hacia adelante en el tiempo.

2.1.2 Conservación de la corriente

La ecuación de Klein-Gordon también tiene asociada una ecuación
de continuidad que se puede obtener multiplicando la ecuación de
Klein Gordon por iΦ∗ y su conjugado complejo por−iΦ y restándolas
para obtener

∂

∂t
(i(Φ∗

∂Φ

∂t
− Φ

∂Φ∗

∂t
)) +∇ · (−i(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗)) = 0 (14)

Esta ecuación es un análogo a la ecuación de continuidad para la
ecuación de Shrödinger 8

∂

∂t
ρ+∇ ·~j = 0 (15)

7Posteriormente veremos que la ecuación de Dirac presenta el mismo problema: soluciones
con eneŕıa negativa que se tratan de acuerdo a la misma interpretación, Quarks and Leptons,
p.77

8Quarks and Leptons, p. 71
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Entonces identificamos la densidad de probabilidad

ρ = i(Φ∗
∂Φ

∂t
− Φ

∂Φ∗

∂t
) (16)

y el flujo de probabilidad

~j = −i(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗) (17)

Definiendo jµ = (ρ,~j) podemos escribir (14) como

∂µj
µ = 0 (18)

que es conocida como la ecuación de continuidad relativista. Us-
ando(11) en (16) y en (17) tenemos

ρ = 2E|A|2 (19)

aqúı se puede ver que las part́ıculas con enerǵıa negativa se corre-
sponden con una densidad de probabilidad negativa y

~j = 2~p|A|2 (20)

y por lo tanto
jµ = 2pµ|A|2 (21)

2.2 Ecuación de Dirac

Sin embargo, Dirac buscaba una ecuación que tuviese una densi-
dad de probabilidad positiva y una derivada de primer orden en el
tiempo y para ello tomó la misma expresión de la relatividad espe-
cial pero de esta forma:

E =
√
m2c4 + p2c2 (22)

De esta manera, al sustituir los operadores (6) y (7)

ih̄
∂Ψ

∂t
= c(

√
m2c2 − h̄2∇2)Ψ (23)
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En esta expresión se tiene de lado derecho la derivada de primer
orden en el tiempo, sin embargo, al otro lado aparece una ráız
cuadrada que no está bien definida ya que contiene un operador
como argumento. Entonces toda la ráız se asume como un operador
de la forma:√

m2c2 − h̄2∇2 = α̂1px + α̂2py + α̂3pz + β̂mc (24)

donde las α̂i y β̂ son constantes a determinar. Este operador tendrá
que cumplir que

(α̂1px + α̂2py + α̂3pz + β̂mc)2 = m2c2 + p2 (25)

Esta condición impone que α̂iα̂j = δij, β̂
2 = 1 y α̂iβ̂ = 0. Como no

existe solución en términos del álgebra estándar pensaremos los α̂i
como la representación matricial de algún operador. 9 10

Entonces, usando el anticonmutador de dos operadores dado por:

{Â, B̂} ≡ ÂB̂ + B̂Â (26)

podemos escribir estas condiciones como:

{α̂i, α̂j} = 2Iδij (27)

{α̂i, β̂} = 0 (28)

{β̂, β̂} = 2I (29)

Las matrices mas “chicas” que satisfacen esta relación son de di-
mensión cuatro. Existen diferentes representaciones de estas matri-
ces, pero una manera común de representarlas es:11

9Esto impone también que la solución a la ecuación, dejará de ser una función de onda
como en el caso de la ecuación de Klein Gordon. Checar la sección 2.4 ”Solución para una
part́ıcula libre”.

10Las matrices α̂i y β̂ deberán ser también hermı́ticas para que el Hamiltoniano de Dirac
sea hermı́tico.

11Esta representación se conoce como representación de Pauli-Dirac.
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α̂1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



α̂2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0



α̂3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0



β̂ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


O en términos de las matrices de Pauli

α̂i =

(
0 σi
σi 0

)
β̂ =

(
I 0
0 −I

)
donde σi son las matrices de Pauli.

De esta manera, conociendo las matrices α̂i y β̂ se llega a

c(α̂1px + α̂2py + α̂3pz + β̂mc)Ψ = ih̄
∂Ψ

∂t
(30)

o equivalentemente

c(
3∑
j=1

α̂jpj + β̂mc)Ψ = ih̄
∂Ψ

∂t
(31)

donde se identifica px = p1, py = p2 y pz = p3.

13



2.2.1 Forma covariante de la ecuación de
Dirac

La ecuación de Dirac se puede expresar en forma covariante mul-
tiplicando la expresión anterior por β̂ del lado izquierdo

c(
3∑
j=1

β̂α̂jpj + β̂β̂mc)Ψ = iβ̂h̄
∂Ψ

∂t
(32)

haciendo c=h̄=112

(
3∑
j=1

β̂α̂jpj + β̂β̂m)Ψ = iβ̂
∂Ψ

∂t
(33)

y sustituyendo el operador p = −i∇

(−iβ̂~α · ∇+m)Ψ = iβ̂
∂Ψ

∂t
(34)

o

(iβ̂
∂

∂t
+ iβ̂~α · ∇ −m)Ψ = 0 (35)

Si se definen las matrices gamma de Dirac como γµ = (β̂, β̂~α) se
puede escribir

(iγµ∂µ −m)Ψ = 0 (36)

2.2.2 Solución para una part́ıcula libre

Buscamos la solución para una part́ıcula libre, que es un objeto
de cuatro componentes llamado espinor de Dirac y tiene la forma

Ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


12se usarán unidades naturales por el resto del caṕıtulo
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Se propone entonces una solución que tenga la forma Ψ = u(p)e−ipµx
µ

donde u(p) es un espinor de cuatro componentes y pµ = (E, ~p). Apli-
cando Ψ a la ecuación (36) se tiene (/p−m)u(p) = 0. (Donde hemos

adoptado la notación /A = γµAµ para alguún operador Â).

Multiplicando por β̂ a la izquierda se tendŕıa

(
3∑
j=1

α̂jpj + β̂m)u = Hu = Eu (37)

Usando la representación de Pauli-Dirac de las matrcies α y β pode-
mos escribir:

Ĥu =

(
mI ~p · ~σ
~p · ~σ −mI

)
u = Eu

Si separamos los cuatro componentes de u(p) en dos grupos de dos
de modo que

u(p) =

(
ua
ub

)
que se puede escribir como un sistema de dos ecuaciones.13

p · σub = (E −m)ua (38)

p · σua = (E +m)ub (39)

que tiene por soluciones:

u1 = N1


1
0
pz

E+m
px+ipy
E+m



u2 = N2


0
1

px−ipy
E+m
−pz
E+m


13Los componentes de ua están diferenciados por el spin de la part́ıcula, lo mismo para los

de ub. Checar Halzen, F. and Martin, A. D.- Quarks and Leptons p.104.
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u3 = N3


pz

E−m
px+ipy
E−m

1
0



u4 = N4


px−ipy
E−m
−pz
E−m

0
1


Reescribiendo las soluciones u3 y u4 para enerǵıas negativas según
la interpretación de Feynman-Stuckelberg

v1(E, p) = u4(−E,−p) (40)

v2(E, p) = u3(−E,−p) (41)

Ya que se necesitará más tarde14 se hará notar aqúı que:

2∑
i=1

uiα(~p)ūiβ(~p) = (/p+m)αβ (42)

donde ū ≡ u∗γ0 y con p0 =
√
~p2 +m2 y

2∑
i=1

viα(~p)v̄iβ(~p) = (/p−m)αβ (43)

donde v̄ ≡ v∗γ0 igualmente con p0 =
√
~p2 +m2

2.2.3 Conservación de la corriente

Como para el caso de Klein-Gordon la ecuación de Dirac tiene aso-
ciada una ecuación de continuidad. Para ello se toma el conjugado
hermitiano de la ecuación de Dirac15

i∂µψ̄γ
µ +mψ̄ = 0 (44)

14En la sección 3.3
15Quarks and Leptons, p.103
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Multiplicando esta ecuación por ψ por la derecha, multiplicando la
ecuación de Dirac (36) por ψ̄ por la izquierda y sumando ambas se
obtiene

ψ̄γµ∂µψ + (∂µψ̄)γµψ = ∂µ(ψ̄γµψ) = 0 (45)

de donde identificamos jµ = ψ̄γµψ y entonces la densidad de prob-
abilidad

ρ = j0 = ψ̄γ0ψ (46)

y el flujo
~j = ψ̄~γψ (47)

Donde ~γ = (γ1, γ2, γ3).

17



3 Propagadores
Si se tiene una part́ıcula localizada en un tiempo t0 y en una posición
~x0 = (x0, y0, z0) el formalismo de la mecánica cuántica indica que la
amplitud de correlación entre este estado y otro estado (~x, t) de la
part́ıcula estará dada por: 16

〈t, ~x|t0, ~x0〉 = 〈~x|U(t, t0) |~x0〉 (48)

Donde U es el operador de evolución temporal usual dado por

U(t, t0) = e−
i
h̄
Ĥ(t−t0) (49)

Si H no depende expĺıcitamente del tiempo. Este objeto (48) se
conoce como propagador y representa la amplitud de probablidad
de que dada una condición inicial |Ψ(t0)〉 = |~x0〉, la part́ıcula se
encuentre en ~x al tiempo t. Una vez conocido permite conocer la
evolución de un estado ya que si se toma

|Ψ(t)〉 = e−
i
h̄
Ĥ(t−t0) |Ψ(t0)〉 (50)

y se proyecta sobre la base de posiciones en t = t0 y se usa la relación
de completitud de la base

〈~x|Ψ(t)〉 =

∫
d~x0 〈~x| e−

i
h̄
Ĥ(t−t0) |~x0〉︸ ︷︷ ︸

propagador

〈~x0|Ψ(t0)〉 (51)

3.1 Propagador no relativista

Se supone un hamiltoniano no relativista y con ĤI=0 dado por:

Ĥ =
p̂2

2m
(52)

16Consultar algún texto estándar de mecánica cuántica, J. J. Sakurai por ejemplo
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Entonces la ecuación (49) toma la forma

U(t, t0) = e
−ip̂2
2mh̄

(t−t0) (53)

Si se usa la relación de completitud de la base de momento la
ecuación (48) se puede escribir:

〈t, ~x|t0, ~x0〉 =

∫
d3p 〈~x|~p〉 〈~p| e

−ip̂2
2mh̄

(t−t0) |~x0〉 (54)

Donde las integrales se entiende que van evaluadas de −∞ a ∞.
Teniendo en cuenta que 〈~x|~p〉 = 1

(2πh̄)3/2 e
i~p·~x/h̄ se puede escribir:

〈t, ~x|t0, ~x0〉 =
1

(2πh̄)3

∫
d3pei~p·~x/h̄e

−ip2
2mh̄

(t−t0)e−i~p·~x0/h̄

=
1

(2πh̄)3

∫
d3pei~p·(~x−~x0)/h̄e

−ip2
2mh̄

(t−t0) (55)

donde p son los autovalores de p̂.

podemos escribirlo como:

1

(2πh̄)3

∫
d3pe

i
h̄
~p·(~x−~x0)+−ip2

2mh̄
(t−t0)

=
1

(2πh̄)3

∫
d3pe

−i(t−t0)
2mh̄

(~p−m(~x−~x0)
t−t0

)2+
im(~x−~x0)2

2h̄(t−t0) (56)

Integrando se obtiene:

〈t, ~x|t0, ~x0〉 =
1

(2πh̄)3
(

2πh̄m

i(t− t0)
)

3
2 e

im(~x−~x0)2

2h̄(t−t0) (57)

Que es el propagador no relativista para una part́ıcula libre.

También se puede obtener el propagador no relativista como función
de Green resolviendo la ecuación

(ih̄
∂

∂t
− ~p2

2m
)G(~x, t;~r0, t0) = ih̄δ(3)(~r − ~r0)δ(t− t0) (58)
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La solución tendrá la forma

G(~x, t;~r0, t0) =

∫
d4p

(2πh̄)4
G̃(p)e−

i
h̄

(p0(t−t0)−~p(~x−~x0) (59)

Entonces

(ih̄
∂

∂t
− ~p2

2m
)G(~x, t;~r0, t0) =

∫
d4p

(2πh̄)4
G̃(p)(p0−

~p2

2m
)e−

i
h̄

(p0(t−t0)−~p(~x−~x0)

(60)
Esto debe ser igual por (58) a

ih̄δ3(~x− ~x0)δ(t− t0) = ih̄

∫
d4p

(2πh̄)4
e

−i
h̄

(p0(t−t0)−~p·(~x−~x0)) (61)

Esta ecuación se conoce como representación de Fourier de la delta
de Dirac. Y entonces comparando ambos lados se tiene que

G̃(p)(p0 −
~p2

2m
) = ih̄ (62)

o bien

G̃(p) =
ih̄

(p0 − ~p2

2m
)

(63)

Reemplazando esta expresión para G̃(p) en (64)

G(~x, t;~r0, t0) =

∫
d4p

(2πh̄)4
(

ih̄

p0 − ~p2

2m

)e−
i
h̄
p0(t−t0)−~p·(~x−~x0) (64)

o escribiendo expĺıcitamente la parte espacial y temporal

=

∫
d3p

(2πh̄)3
(

∫
dp0

2πh̄
(

ih̄

p0 − ~p2

2m

)e−
i
h̄
p0(t−t0))e

i
h̄
~p·(~x−~x0) (65)

Donde las integrales van evaluadas de −∞ a ∞. Para resolver la
integral temporal se hace uso del teorema del residuo y del lema de
Jordan. Para un contorno de integración como el de la figura () se
tiene para t−t0 > 0 que la integral es cero por el teorema integral de
Cauchy y para t− t0 < 0 será 2πi veces el residuo del polo encerrado∫

dp0

2πh̄
(

ih̄

p0 − ~p2

2m

)e−
i
h̄
p0(t−t0) = (2πi)

ih̄

2πh̄
e−

i
h̄

( ~p
2

2m
)(t−t0) = −e−

i
h̄

( ~p
2

2m
)(t−t0)

(66)
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Entonces podemos escribir el propagador como

GA(x− x0) =


0 si t > t0

−
∫

d3p
(2π)3 e

− i
h̄

( ~p
2

2m
(t−t0)−~p·(~x−~x0)) si t < t0

(67)

Que se conoce como función de Green avanzada o acausal. Si se
elige rodear el polo por arriba tendŕıamos

GR(x− x0) =


∫

d3p
(2π)3 e

− i
h̄

( ~p
2

2m
(t−t0)−~p·(~x−~x0)) si t > t0

0 si t < t0

(68)

que se conoce como función de Green retardada o causal. Se puede
expresar entonces el propagador en la ecuación (55) como

〈t, ~x|t0, ~x0〉 = GR(x− x0)−GA(x− x0) (69)

3.2 Propagador para la ecuación de Klein-
Gordon

Se busca la solución a la ecuación

(2 +m2)G(~x, t; ~x0, t0) = −iδ(3)(~x− ~x0)δ(t− t0) (70)

Nótese que

δ(3)(~x− ~x0)δ(t− t0) = δ(4)(~x− ~x0) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipµ(x−x0)µ (71)

Donde la primera igualdad está dada por notación solamente y la
última está dada por la representación de Fourier de la delta de
Dirac.

Entonces la solución tendrá la forma:

G(~x, t; ~x0, t0) =

∫
d4p

(2π)4
G̃(p)e−ipµ·(x−x0)µ (72)
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Para alguna función del momento G̃. Aqúı µ corre de 0 a 3. En-
tonces:

(22 +m2)

∫
d4p

(2π)4
G̃(p)e−ipµ·(x−x0)µ = −iδ(3)(~x− ~x0)δ(t− t0) (73)

Del lado izquierdo tenemos:∫
d4p

(2π)4
G̃(p)(−p2

0 + ~p2 +m2)e−ipµ·(x−x0)µ (74)

Pero esto debe ser igual a

−i
∫

d4p

(2π)4
e−ipµ·(x−x0)µ (75)

Y entonces comparando (74) y (75):

−i = G̃(p)(−p2
0 + ~p2 +m2) (76)

de donde

G̃(p) =
i

(p2
0 − ~p2 −m2)

=
i

(p0 +
√
~p2 +m2)(p0 −

√
~p2 +m2)

(77)

Instertando G̃(p) en (72) y escribiendo expĺıcitamente la parte es-
pacial y la temporal de la integral tenemos:

G(~x, t; ~x0, t0) =

∫
d3p

(2π)3
(

∫
dp0

(2π)
(

i

(p2
0 − ~p2 −m2)

)e−ip0·(t−t0))ei~p·(~x−~x0)

(78)

La integral que corresponde a la parte temporal es una integral com-
pleja que se puede solucionar utilizando el teorema del residuo:17

Localizamos los puntos donde la función se indetermina, esto es:
p0 = ±

√
~p2 +m2. Y se selecciona convencionalmente18 El con-

trono de integración de la Figura 1. El lema de Jordan nos permite
17Es un teorema generalmente tratado en textos de variable compleja
18Se selecciona aśı porque lleva a la función de Green causal tomando en cuenta la inter-

pretación de Feynman Stuckelberg, checar Quarks and Leptons, por ejemplo.
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concluir aqúı que la integral sobre el semiarco se va a cero cuando
R → ∞ y entonces por el teorema del residuo la integral sobre el
eje real es proporcional a la suma de los residuos, podemos entonces
escribir∫

dp0

(2π)
(

i

(p2
0 − ~p2 +m2)

)e−ip0·(t−t0) = (
1

2
√
~p2 +m2

)ei
√
~p2+m2·(t−t0)

(79)

para t < t0.

Y∫
dp0

(2π)
(

i

(p2
0 − ~p2 +m2)

)e−ip0·(t−t0) = (
1

2
√
~p2 +m2

)e−i
√
~p2+m2·(t−t0)

(80)

para t > t0.

Con esto se puede escribir finalmente el propagador como:

G(x−x0) =


∫

d3p
(2π)3 ( 1

2
√
~p2+m2

)ei
√
~p2+m2·(t−t0)e−i~p·(~x−~x0) si t < t0

∫
d3p

(2π)3 ( 1

2
√
~p2+m2

)e−i
√
~p2+m2·(t−t0)ei~p·(~x−~x0) si t > t0

(81)

.

Figure 1: Contorno de integración
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3.3 Propagador para la ecuación de Dirac

Se busca la solución a la ecuación 19:

(iγµ∂µ −m)G(~x, t; ~x0, t0) = iδ(3)(~x− ~x0)δ(t− t0) (82)

Donde

iδ(3)(~x− ~x0)δ(t− t0) = iδ(4)(~x− ~x0) = i

∫
d4p

(2π)4
e−ipµ·(x−x0)µ (83)

La solución será como en el caso anterior:

G(~x, t; ~x0, t0) =

∫
d4p

(2π)4
G̃(p)e−ipµ·(x−x0)µ (84)

Entonces:

(iγµ∂µ −m)

∫
d4p

(2π)4
G̃(p)e−ipµ·(x−x0)µ =∫

d4p

(2π)4
G̃(p)(iγµ(−ipµ)−m)e−ipµ·(x−x0)µ

=

∫
d4p

(2π)4
G̃(p)(/p−m)e−ipµ·(x−x0)µ (85)

Para que se satisfaga la ecuación (82) esto debe ser igual a

i

∫
d4p

(2π)4
e−ipµ·(x−x0)µ (86)

Y entonces comparando ambos lados:

i = G̃(p)(/p−m) (87)

de donde
G̃(p) = i(/p−m)−1 (88)

19Aqúı hace falta decir que “m” en realidad quiere decir mI donde I es la matriz unitaria
de 4x4, se utiliza la notacion “m” por simplicidad.
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Donde (/p − m)−1 se entiende como la matriz inversa de (/p − m).
Para conocerla se utiliza la popiedad de:

/p
2 = p2 (89)

Entonces
(/p−m)(/p+m) = p2 −m2 (90)

⇒ (/p−m)−1 =
/p+m

p2 −m2
(91)

⇒ G̃(p) = i
/p+m

p2 −m2
(92)

Instertando G̃(p) en (84) y escribiendo la parte espacial y temporal
tenemos:

G(~x, t; ~x0, t0) =

∫
d3p

(2π)3
(

∫
dp0

(2π)
(i
/p+m

p2 −m2
)e−ip0·(t−t0))ei~p·(~x−~x0)

(93)

Nuevamente, buscamos resolver la parte temporal de la integral
con el contorno de integración de la Figura 1. Tenemos los polos de
la función en p0 = ±

√
~p2 +m2.

Para (t > t0) tenemos 20:∫
dp0

(2π)
(i
/p+m

p2 −m2
)e−ip0·(t−t0) =

/p+m

2
√
~p2 +m2

e−i
√
~p2+m2(t−t0) (94)

Y para (t < t0)21:∫
dp0

(2π)
(i
/p+m

p2 −m2
)e−ip0·(t−t0) =

/p+m

2
√
~p2 +m2

ei
√
~p2+m2(t−t0) (95)

20Donde la p0 contenida en /p del lado derecho esta también evaluada en p0 =
√
~p2 +m2

21Igualmente la p0 contenida en /p del lado derecho esta evaluada en p0 = −
√
~p2 +m2
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De estos dos resultados se puede escribir el propagador como22:

G(x−x0) =


∫

d3p
(2π)3 (

−/p+m

2
√
~p2+m2

ei
√
~p2+m2(t−t0))e−i~p·(~x−~x0) si t < t0

∫
d3p

(2π)3 ( /p+m

2
√
~p2+m2

e−i
√
~p2+m2(t−t0))ei~p·(~x−~x0) si t > t0

(96)

o en términos de los espinores de Dirac (42) y (43) y la función de
Heavyside

=

∫
d3p

(2π)3

1

2
√
~p2 +m2

[θ(t− t0)(
2∑
i=1

ui(~p)ūi(~p))e−ip·(x−x0)

− θ(t0 − t)(
2∑
i=1

vi(~p)v̄i(~p))eip·(x−x0)] (97)

Donde p0 está evaludao en
√
~p2 +m2

3.4 Propagador del fotón

La ecuación de onda para el potencial electromagnético en la
norma de Lorentz es:

(
∂2

∂t2
−∇2)Aµ(t, ~r) = 0 (98)

esta ecuación tiene una forma similar a la ecuación de Klein-Gordon
(5) con la diferencia del término de masa. Para una teoŕıa con fo-
tones masivos este término entraŕıa en consideración.

Aplicando una transformada de Fourier a la ecuación (77) el propa-
gador de Klein-Gordon se puede escribir como

G(x, x0) =

∫
d4p

(2π)4

i

p2 −m
e−ip·x (99)

22Para t < t0 cambiamos convencionalmente ~p → −~p. De esta manera ahora tenemos que
formalmente p0 = +

√
~p2 +m2 y la patŕıcula se propagará hacia atrás en el tiempo, esto es

para t < t0
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o en notación con ı́ndices

Gµν(x, x0) =

∫
d4p

(2π)4

(−i)ηµν
p2 −m

e−ip·x (100)

que describe la propagación de los componentes de Aµ independien-
temente. Aqúı se usa el tensor ηµν en lugar de δµν para mantener
la invariancia de Lorentz y se elige el signo para ”(−i)” de tal man-
era que el propagador para los componentes espaciales del potencial
eletromagnético sea igual al propagador de Klein-Gordon. En la
ecuación anterior también se ha introducido un término de masa
“m” para los fotones.

En la ecuación (98) Aµ(t, ~r) es el cuadrivector de potencial elec-
tromagnético formado por el potencial escalar y el potencial vecto-
rial

Aµ(t, ~r) = (φ(t, ~r), ~A(t, ~r)) (101)

que se relacionan con los campos eléctrico y magnético de la siguiente
manera:

~B = ∇× ~A

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
(102)

Estos componentes están definidos hasta el gradiente de una función
de norma “f(x)” 23. Si para fijar la elección de esta función se ultiliza
la condición de Lorentz

∂φ

∂t
+∇ · ~A = 0 (103)

es posible observar que para que dicha condicón se satisfaga es nece-
sario que pµÃ

µ(p) = 0. Para ello se toma la transformada de Fourier
de Aµ

Aµ(x) =

∫
d4p

(2π)4
Ãµ(p)e−ip·x (104)

23ya que ∇× (∇f) = 0
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y se aplica directamente sobre la condición de Lorentz, entonces

∂φ

∂t
+∇ · ~A =

∫
d4p

(2π)4
(−ip0φ̃(p) + i~p · ~̃A(p))e−ip·x = 0

=⇒ p0φ̃(p)− ~p · ~̃A(p) = 0

=⇒ pµÃ
µ = 0

(105)

para que se cumpla esta condición, se busca una transformación ηTµν
de ηµν tal que pµηTµν(p) = 0.

A la elección
ηTµν(p) = ηµν −

pµpν
p2

(106)

se le llama norma de Landau y es fácil ver que satisface pµηTµν(p) = 0
ya que

pµ(ηµν −
pµpν
p2

) = pν −
p2pν
p2

= 0 (107)

con esta transformación de ηµν en consideración, el propagador para
un fotón se puede escribir, en la norma de Landau, como:

G(x, x0)µν =

∫
d4p

(2π)4

(−i)ηTµν(p)
p2 −m

e−ip·x =

∫
d4p

(2π)4

(−i)(ηµν − pµpν
p2 )

p2 −m
e−ip·x

(108)

Es posible escribir ηTµν en términos de ”vectores de polarización”
24 que describen f́ısicamente la dirección del esṕın de los fotones, o,
en el caso clásico, la polarización de la onda electromagnética.

3.5 Propagador para una part́ıcula de
Dirac en un campo electromagnético ex-
terno

24Análogos a los espinores de Dirac en el caso de la ecuación de Dirac, ecuación (97)
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En un campo electromagnético externo Aµ la ecuación de Dirac
toma la forma:

(iγµ(∂µ + ieAµ(x))−m)Ψ(x) = 0 (109)

donde e es la carga electromagnética elemental.

Análogamente a los casos anteriores el propagador estará dado como
función de Green, es decir, como solución de la ecuación

(iγµ(∂µ + ieAµ(x))−m)D(A)
e (x− x0) = iδ(x− x0)

⇔
(iγµ∂µ −m)D(A)

e (x− x0) = iδ(x− x0) + eγµAµ(x)D(A)
e (x− x0)

(110)

o teniendo en cuenta la ecuación (82) se puede escribir en forma
integral como

D(A)
e (x−x0) = De(x−x0)+

∫
d4zDe(x−z)(−ieγµAµ(z))D(A)

e (z−x0)

(111)
Se busca ahora una solución iterativa en potencias de e de la ecuación

anterior tal que D
(A)
e (x − x0) = De(x − x0) + o(e). Para la primer

iteración se tiene

D(A)
e (x− x0) =

De(x− x0) +

∫
d4zDe(x− z1)(−ieγµAµ(z))De(z1 − x0) +O(e2)

(112)

y para la segunda

D(A)
e (x− x0) =

De(x− x0) +

∫
d4zDe(x− z1)(−ieγµAµ(z))De(z1 − x0)+∫

d4z2

∫
d4z1De(x− z2)(−ieγνAν(z2))De(z2 − z1)

× (−ieγµAµ(z1))De(z1 − x0) +O(e3) (113)
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Estas soluciones son los propagadores de una part́ıcula que inter-
actúa con el campo Aµ una o dos veces respectivamente, diagra-
maticamente este proceso se representa en la figuras 2 y 3.

.

Figure 2: Propagador de Dirac que describe una interacción con el campo en el
punto z1

.

Figure 3: Propagador de Dirac que describe dos interacciones con el campo en
los puntos z1 y z2
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4 Diagrama de autointeracción
4.1 Autointeracción en QED

El proceso de auto-interacción de un electrón libre consta de tres
partes:
La propagación libre del electrón desde un punto fijo x1 del espacio-
tiempo hasta un punto abitrario z1

La emisión de un fotón en el punto z1 y la propagación de ambas
part́ıculas hasta otro punto arbitrario z2

La absorción del fotón por el electrón en el punto z2 y la propagación
de éste hasta otro punto fijo x2.

Este proceso se puede representar en un diagrama de Feynman como
el de la Figura 4. Es, escencialmente, nuestro resultado para la
sección 3.5 tomando en cuenta que el gluón que se emite en z1 es el
mismo con el que se interactúa en z2.

La probablidad de que ocurra este fenómeno está dada por:

∫ ∫
d4z1d

4z2Ge,αγ(x2, z2)(−ie)(γµ)γδGe,δε(z2, z1)

Gf,µν(z2, z1)(−ie)(γν)εφGe,φβ(z1, x1) (114)

Donde Ge y Gf son los propagadores del electrón y del fotón
respectivamente. Utilizando la forma de los propagadores obtenidos
en el caṕıtulo anterior:

.

Figure 4: Diagrama de autointeracción
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∫ ∫
d4z1d

4z2

∫
d4pf
(2π)4

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)e−ipf ·(x2−z2)(−ie)(γµ)γδ∫
d4q

(2π)4
(i

(/q +me)δε

q2 −m2
e

)e−iq·(z2−z1)

∫
d4k

(2π)4

(−i)(k2gµν − kµkν)
k2(k2 −mf )

e−ik·(z2−z1)

(−ie)(γν)εφ
∫

d4pi
(2π)4

(i
(/pi +me)φβ

p2
i −m2

e

)e−ipi·(z1−x1) (115)

Donde pi, q, k, pf ,me y mf son el momento incial del electrón, el mo-
mento del electrón tras la emisión del fotón, el momento del fotón,
el momento final del eletrón, la masa del electrón y la masa del fotón
respectivamente. No confundir el ı́ndice γ con las matrices de Dirac
también escritas como γ

Atendamos ahora el álgebra de numeradores del factor que está en
el centro:

(γµ)γδ(/q +me)δε(k
2ηµν − kµkν)(γν)εφ

= k2(γµ/qγµ)γφ +mek
2(γµγµ)γφ − (/k/q/k)γφ −me(/k/k)γφ

(116)

El primer término

k2(γµ/qγµ)γφ = k2(qνγµγνγµ)γφ (117)

Usando la regla de conmutación de las matrices de Dirac γνγµ +
γµγν = 2gµν se puede escribir γνγµ = 2gµν − γµγν
k2(qνγµγνγµ)γφ = k2(qνγµ(2gµν − γµγν))γφ = k2(2qµγ

µ − 4qνγν)γφ
(118)

Donde se ha usado que γµγµ = 4. Finalmente entonces

k2(2qµγ
µ − 4qνγν)γφ = −(2k2

/q)γφ (119)

En el segundo término usando γµγµ = 4 nuevamente

mek
2(γµγµ)γφ = 4mek

2 (120)
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El tercer término se puede simplificar usando la relación de con-
mutación /q/k + /k/q = 2(q · k)

−(/k/q/k)γφ = −((2(q · k)− /q/k)/k)γφ = (−2(q · k)/k + k2
/q)γφ (121)

Y el último término

−me(/k/k)γφ = −mek
2 (122)

con estos resultados se puede reescribir (292) como

{−2k2
/q + 4mek

2 − 2(q · k)/k + k2
/q −mek

2}γφ
= {−k2

/q − 2(q · k)/k + 3mek
2}γφ (123)

Con lo que podemos escribir (115) como:∫ ∫
d4z1d

4z2

∫
d4pf
(2π)4

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)e−ipf ·(x2−z2)(−ie)∫
d4q

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
(
{−k2/q − 2(q · k)/k + 3mek

2}γφ
(q2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

e−iq·(z2−z1)e−ik·(z2−z1)

(−ie)
∫

d4pi
(2π)4

(i
(/pi +me)φβ

p2
i −m2

e

)e−ipi·(z1−x1) (124)

=

∫
d4pf
(2π)4

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)(−ie)∫
d4q

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
(
{−k2/q − 2(q · k)/k + 3mek

2}γφ
(q2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)(−ie)∫

d4pi
(2π)4

(i
(/pi +me)φβ

p2
i −m2

e

)∫ ∫
d4z1d

4z2e
−ipf ·(x2−z2)e−iq·(z2−z1)e−ik·(z2−z1)e−ipi·(z1−x1) (125)
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Resolviendo las integrales respecto a z1 y z2:∫ ∫
d4z1d

4z2e
−ipf ·(x2−z2)e−iq·(z2−z1)e−ik·(z2−z1)e−ipi·(z1−x1)

=

∫
d4z1e

i(q+k−pi)z1
∫
d4z2e

i(pf−q−k)z2e−ipf ·x2eipi·x1 (126)

Y como pi = q + k = pf

= (2π)4δ(q + k − pi)(2π)4δ(pf − q − k)e−ipf (x2−x1) (127)

y con esto la expresión (125) queda25:

=

∫
d4pf
(2π)4

(
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)(−ie)∫
d4q

∫
d4k(
{−k2/q − 2(q · k)/k + 3mek

2}γφ
(q2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

(−ie)
∫

d4pi
(2π)4

(i
(/pi +me)φβ

p2
i −m2

e

)e−ipf (x2−x1)δ(q + k − pi)δ(pf − q − k)

(128)

Gracias a estas deltas podemos deshacernos de dos integrales, tomemos
la integral sobre pi y la integral sobre q, entonces:

=

∫
d4pf
(2π)4

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)(−ie)∫
d4k

(2π)4
(
{−k2(/pf − /k)− 2((pf − k) · k)/k + 3mek

2}γφ
((pf − k)2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

(−ie)(i
(/pf +me)φβ

p2
f −m2

e

)e−ipf (x2−x1) (129)

La transformada de Fourier de la suma de los diagramas es entonces

25Aqúı como ya se vio se pone de manifiesto el principio de conservación enerǵıa-momento
pi = q + k, pf = q + k y finalmente entonces pi = pf
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26 :

(i
(/p+me)αβ

p2 −m2
e

) + (i
(/p+me)αγ

p2 −m2
e

)(−e2)∫
d4k

(2π)4
(
{3k2/k − 2(p · k)/k − k2/p+ 3mek

2}γφ
((p− k)2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

(i
(/p+me)φβ

p2 −m2
e

) (130)

4.2 Autointeracción en QCD

Para el caso de la interación en QCD tomamos las definiciones de los
propagadores del quark y del gluón en función de los propagadores
del electrón y el fotón respectivamente:

GAB
q = Geδ

AB (131)

Gab
g = Gfδ

ab (132)

Donde A y B corren de uno a tres y a y b de uno a ocho. Para el
caso de un gluón masivo tenemos mg 6= 0 y los vértices están dados
por:

ig(T a)AB(γµ)γδ (133)

Aśı, tenemos entonces un factor extra con respecto al caso de QED:

(T a)ADδ
DCδab(T

b)CB = (T a)AC(T a)CB = (T aT a)AB (134)

que para SU(N) es igual a

N2 − 1

2N
δAB (135)

26ya que pi = pf se usará la notación p indistintamente
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Entonces el análogo de la ecuación (130) para QCD se escribe

[i
(/p+me)αβ

p2 −m2
e

) + (i
(/p+me)αγ

p2 −m2
e

)(−g2)∫
d4k

(2π)4
(
{3k2/k − 2(p · k)/k − k2/p+ 3mek

2}γφ
((p− k)2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

i
(/p+me)φβ

p2 −m2
e

]
N2 − 1

2N
δAB (136)

4.3 Generalización a D dimensiones

Para el caso de QED en D dimensiones trabajamos con una métrica
η definida como:

η =


1 0 0 ...
0 −1 0 ...
0 0 −1 ...
... ... ... −1


Las matrices de Dirac están definidas por sus relaciones de con-
mutación. Para esta métrica la forma más general de estas rela-
ciones se puede escrbir como:

{γµ, γν} = 2ηµν (137)

con µ y ν que esta vez corren de 0 a D-1. El análogo a la ecuación
(115) para D dimensiones queda:

∫ ∫
dDz1d

Dz2

∫
dDpf
(2π)D

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)e−ipf ·(x2−z2)(−ie)(γµ)γδ∫
dDq

(2π)D
(i

(/q +me)δε

q2 −m2
e

)e−iq·(z2−z1)

∫
dDk

(2π)D
(−i)(k2gµν − kµkν)

k2(k2 −mf )
e−ik·(z2−z1)

(−ie)(γν)εφ
∫

dDpi
(2π)D

(i
(/pi +me)φβ

p2
i −m2

e

)e−ipi·(z1−x1) (138)
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Trabajando ahora el álgebra de numeradores del factor que está en
el centro:

(γµ)γδ(/q +me)δε(k
2ηµν − kµkν)(γν)εφ

= k2(γµ/qγµ)γφ +mek
2(γµγµ)γφ − (/k/q/k)γφ −me(/k/k)γφ

(139)

El primer término

k2(γµ/qγµ)γφ = k2(qνγµγνγµ)γφ (140)

Usando la regla de conmutación de las matrices de Dirac γνγµ +
γµγν = 2ηµν se puede escribir γνγµ = 2ηµν − γµγν

k2(qνγµγνγµ)γφ = k2(qνγµ(2ηµν − γµγν))γφ = k2(2qµγ
µ −Dqνγν)γφ

(141)

Donde se ha usado que γµγµ = D. Finalmente entonces

k2(2qµγ
µ −Dqνγν)γφ = ((2−D)k2

/q)γφ (142)

En el segundo término usando γµγµ = D nuevamente

mek
2(γµγµ)γφ = Dmek

2 (143)

El tercer término se puede simplificar usando la relación de con-
mutación /q/k + /k/q = 2(q · k)

−(/k/q/k)γφ = −((2(q · k)− /q/k)/k)γφ = (−2(q · k)/k + k2
/q)γφ (144)

Y el último término

−me(/k/k)γφ = −mek
2 (145)
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con estos resultados se puede reescribir (139) como

{(2−D)k2
/q +Dmek

2 − 2(q · k)/k + k2
/q −mek

2}γφ
= {(3−D)k2

/q − 2(q · k)/k + (D − 1)mek
2}γφ (146)

con lo que podemos escribir la ecuación (124) para D dimensiones
como∫ ∫

dDz1d
Dz2

∫
dDpf
(2π)D

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)e−ipf ·(x2−z2)(−ie)∫
dDq

(2π)D

∫
dDk

(2π)n
(
{(3−D)k2/q − 2(q · k)/k + (D − 1)mek

2}γφ
(q2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

e−iq·(z2−z1)e−ik·(z2−z1)

(−ie)
∫

dDpi
(2π)D

(i
(/pi +me)φβ

p2
i −m2

e

)e−ipi·(z1−x1) (147)

Resolviendo las integrales para z1 y z2

=

∫
dDpf
(2π)D

(i
(/pf +me)αγ

p2
f −m2

e

)(−ie)∫
dDk

(2π)D
(
{(3−D)k2(/pf − /k)− 2((pf − k) · k)/k + (D − 1)mek

2}γφ
((pf − k)2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

(−ie)(i
(/pf +me)φβ

p2
f −m2

e

)e−ipf (x2−x1) (148)

Y entonces la transformada de Fourier de la suma de los diagramas
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es 27 :

(i
(/p+me)αβ

p2 −m2
e

) + (i
(/p+me)αγ

p2 −m2
e

)(−e2)∫
dDk

(2π)D
(
{(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2}γφ
((p− k)2 −m2

e)(k
2(k2 −m2

f ))
)

(i
(/p+me)φβ

p2 −m2
e

) (149)

27donde la notación “p” se usa indistintamente para designar a pi = pf
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5 Evaluación del diagrama

Tomamos la expresión (149) y atendamos ahora el factor del centro
del segundo término, esto es:∫

dDk

(2π)D
(
(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2

((p− k)2 −m2
e)(k

2(k2 −m2
f ))

)

(150)

Su denominador se puede separar en fracciones parciales de la sigu-
iente manera∫

dDk

(2π)D
(

1

((p− k)2 −m2
e)(k

2(k2 −m2
f ))

)

=
1

m2
f

∫
dDk

(2π)D
1

((p− k)2 −m2
e)(k

2 −m2
f )

− 1

m2
f

∫
dDk

(2π)D
1

((p− k)2 −m2
e)k

2
(151)

Nótese que esta expresión está indeterminada en k0 = ±
√
~k2 +m2

f

y k0 = p0 ±
√

(~p− ~k)2 +m2
e véase figura. Tomando en cuenta el

numerador la expresión se ve entonces como:∫
dDk

(2π)D
(
(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2

((p− k)2 −m2
e)(k

2(k2 −m2
f ))

)

=
1

m2
f

∫
dDk

(2π)D
(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2

((p− k)2 −m2
e)(k

2 −m2
f )

− 1

m2
f

∫
dDk

(2π)D
(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2

((p− k)2 −m2
e)k

2

(152)

Tomando el primer término y aplicándole la prescrpición iε se tiene∫
dDk

(2π)D
(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2

((p− k)2 −m2
e + iε)(k2 −m2

f + iε)
(153)

40



Aplicando la sustitución k → k + p
2

al denominador 28

∫
dDk

(2π)D
1

((k − p
2
)2 −m2

e + iε)((k + p
2
)2 −m2

f + iε)

=

∫
dDk

(2π)D
1

((k − p
2
)2 −m2

e + iε)((k + p
2
)2 −m2

f + iε)
(154)

Ahora se analizan cada uno de los factores del denominador, el
primero

((k − p

2
)2 −m2

e + iε) = ((k0 − p0

2
)2 − (~k − ~p

2
)2 −m2

e + iε)

= (k0−p
0

2
−
√

(~k − ~p

2
)2 +m2

e+iη)(k0−p
0

2
+

√
(~k − ~p

2
)2 +m2

e−iη)

(155)

y el segundo término

(k +
p

2
)2 −m2

f + iε = (k0 +
p0

2
)2 − (~k +

~p

2
)2 −m2

f + iε

= (k0+
p0

2
−
√

(~k +
~p

2
)2 +m2

f+iη)(k0+
p0

2
+

√
(~k +

~p

2
)2 +m2

f−iη)

(156)

De las ecuaciones anteriores encontramos que ahora los polos se
localizan en

k0 = −p
0

2
+

√
(~k +

~p

2
)2 +m2

f − iη

k0 = −p
0

2
−
√

(~k +
~p

2
)2 +m2

f + iη

k0 =
p0

2
+

√
(
~p

2
− ~k)2 +m2

e − iη

k0 =
p0

2
−
√

(
~p

2
− ~k)2 +m2

e + iη

(157)

28Se dejará de momento el numerador de la integral y se trabajará al final
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.

Figure 5: plano complejo que muestra los polos para k0

Como se ilustra en la figura 5. Para poder hacer una rotación de
Wick se necesita entonces que se satisfaga

− p0

2
−
√

(~k +
~p

2
)2 +m2

f < 0⇐ p0

2
> −mf

p0

2
−
√

(
~p

2
− ~k)2 +m2

e < 0⇐ p0

2
< me

− p0

2
+

√
(~k +

~p

2
)2 +m2

f > 0⇐ p0

2
< mf

p0

2
+

√
(
~p

2
− ~k)2 +m2

e > 0⇐ p0

2
> −me

(158)

Entonces la rotación se puede realizar para −2m < p0 < 2m donde
m = min(me,mf )
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La expresión (154) se puede escribir como∫
dDk

(2π)D
1

((k − p
2
)2 −m2

e + iε)((k + p
2
)2 −m2

f + iε)

= i

∫
dk0

E

(2π)

∫
dD−1k

(2π)D−1

1

(ik0
E −

p0

2
)2 − (~k − ~p

2
)2 −m2

e + iε

× 1

(ik0
E + p0

2
)2 − (~k + ~p

2
)2 −m2

f + iε
(159)

Si se define k0 ≡ ik0
E. Nótese que

(ik0
E ±

p0

2
)2 − (~k ± ~p

2
)2 = −(k0

E ∓ i
p0

2
)2 − (~k ± ~p

2
)2 (160)

y como de igual manera p0 ≡ ip0
E se tiene que

−(k0
E ∓ i

p0

2
)2 − (~k± ~p

2
)2 = −(k0

E ±
p0
E

2
)2 − (~k± ~p

2
)2 = −(kE ±

pE
2

)2

(161)
Con esto se puede escribir (159) como

i

∫
dk0

E

(2π)

∫
dD−1k

(2π)D−1

1

(ik0
E −

p0

2
)2 − (~k − ~p

2
)2 −m2

e + iε

× 1

(ik0
E + p0

2
)2 − (~k + ~p

2
)2 −m2

f + iε

= i

∫
dDkE
(2π)D

1

((kE − pE
2

)2 +m2
e + iε)((kE + pE

2
)2 +m2

f + iε)
(162)

Tomando la sustitución kE → kE − pE
2

i

∫
dDkE
(2π)D

1

((kE − pE
2

)2 +m2
e + iε)((kE + pE

2
)2 +m2

f + iε)

= i

∫
dDkE
(2π)D

1

((kE − pE)2 +m2
e + iε)(k2

E +m2
f + iε)

(163)

De manera análoga tomando la prescripción iε para el segundo
término de la ecuación (152) y haciendo la rotación se tiene que∫

dDk

(2π)D
1

((p− k)2 −m2
e)k

2
= i

∫
dDkE
(2π)D

1

((kE − pE)2 +m2
e + iε)(k2

E + iε)
(164)
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Se introduce aqúı el parámetro de Feynman 1
AB

=
∫ 1

0
dx 1

(xA+(1−x)B)2 =∫ 1

0
dx 1

(x(A−B)+B)2 . Identificando ahora A = (kE − pE)2 + m2
e y

B = k2
E +m2

f la expresión (163) puede escribirse como

i

∫
dDkE
(2π)D

1

((kE − pE)2 +m2
e)(k

2
E +m2

f )

= i

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(x(kE − pE)2 + xm2
e + (1− x)k2

E + (1− x)m2
f )

2

(165)

Nótese aqúı que el primer y tercer término del denominador

x(kE − pE)2 + (1− x)k2
E = k2

E − 2xpE · kE + xp2
E

= (kE − xpE)2 + (x− x2)p2
E (166)

Con esto podemos reescribir el denominador

i

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(x(kE − pE)2 + xm2
e + (1− x)k2

E + (1− x)m2
f )

2

= i

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

((kE − xpE)2 + (x− x2)p2
E + xm2

e + (1− x)m2
f )

2

(167)

Tomando la traslación kE → kE+xpE la expresión anterior queda

i

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + (x− x2)p2

E + xm2
e + (1− x)m2

f )
2

(168)

Con lo que se ha logrado escribir la expresión en la forma

i

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + ∆1)2

(169)

Con ∆1 ≡ (x− x2)p2
E + xm2

e + (1− x)m2
f .

Siguiendo los mismos pasos para el segundo término de la expresión
(152) se obtiene el resultado∫

dDk

(2π)D
1

((p− k)2 −m2
e)k

2
= i

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + (x− x2)p2

E + xm2
e)

2

(170)
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Con lo que se puede reescribir (152) como

1

m2
f

∫
dDk

(2π)D
1

((p− k)2 −m2
e)(k

2 −m2
f )
− 1

m2
f

∫
dDk

(2π)D
1

((p− k)2 −m2
e)k

2

=
i

m2
f

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + (x− x2)p2

E + xm2
e + (1− x)m2

f )
2

− i

m2
f

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + (x− x2)p2

E + xm2
e)

2

=
i

m2
f

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + ∆1)2

− i

m2
f

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
1

(k2
E + ∆2)2

(171)

Donde ∆2 ≡ (x− x2)p2
E + xm2

e.

Si reescribimos este resultado en coordenadas esféricas, es decir,
teniendo en cuenta que∫

dDkE =

∫ ∞
0

d|kE| · |kE|D−1

∫
dΩ (172)

obtenemos∫
dDkE
(2π)D

1

(k2
E + ∆i)2

=

∫
dΩ

∫ ∞
0

d|kE| · |kE|D−1

(2π)D(k2
E + ∆i)2

(173)

Para i=1,2.

En D dimensiones∫
dDkE =

∫ ∞
0

d|kE| · |kE|D−1

∫
dΩD (174)

con lo que obtenemos∫
dDkE
(2π)D

1

(k2
E + ∆i)2

=

∫
dΩD

∫ ∞
0

d|kE| · |kE|D−1

(2π)D(|kE|2 + ∆i)2
(175)

Para i=1,2.
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Podemos ver que para valores grandes de kE el denominador va
como k4

E es decir∫ ∞
0

d|kE| · |kE|D−1

(2π)D(|kE|2 + ∆i)2
∼
∫ ∞

0

d|kE| · |kE|D−1

(2π)D|kE|4

=

∫ ∞
0

d|kE| · |kE|D−5

(2π)D
∼ |kE|

D−4

D − 4

∣∣∣∣∞
0

(176)

De esta expresión se puede ver que la integral diverge para D ≥ 4
.

Tomamos el numerador como en la expresión (153). Se ha apli-
cado una traslación k → k + p

2
(ecuación (154)), después se definió

k0 ≡ ik0
E, (ecuación (159)), una ves definidos los momentos euclid-

ianos kE se tomó la traslación kE → kE − pE
2

(ecuación (163)) y
finalmente la traslación kE → kE + xpE (ecuación (159)). Se puede
demostrar que la primer y segunda traslación se cancelan para el
numerador, por lo que, aplicando la definición de los momentos eu-
clidianos se tiene:

k2 = (k0)2 − ~k2 = −k2
E

p · k = p0k0 − ~k · ~p = −pE · kE
/k = kµγ

µ = k0γ0−~k·~γ = ik0
Eγ

0−~k·~γ = ik0
Eγ

0+i~k·~γE = ikEγE = i/kE
(177)

Donde se ha definido γ0
E ≡ γ0, γjE ≡ iγj las matrices gamma euclid-

ianas.29 Con lo que se puede escribir el numerador como

(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2
/p+ (D − 1)mek

2

= −i(D− 1)k2
E/kE + 2i(pE · kE)/kE − i(3−D)k2

E/pE − (D− 1)mek
2
E

(178)

y tomando ahora la tercer traslación kE → kE + xpE la expresión

29Más aún podemos obtener relaciones de conmutación para estas gammas euclidianas si
consideramos que {γµ, γν} = 2ηµν entonces {γ0, γ0} = 2 = {γ0

E , γ
0
E} y {γi, γj} = −2δij =

−{γiE , γ
j
E} y de aqúı finalmente {γµE , γ

ν
E} = 2δµν
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anterior se puede escribir

− i(D− 1)(kE +xpE)2(/kE +x/pE) + 2i(pE · (kE +xpE))(/kE +x/pE)

− i(3−D)(kE + xpE)2
/pE − (D − 1)me(kE + xpE)2

= −i(D−1)(k2
E/kE+2xkEpE/kE+x2p2

E/kE+k2
Ex/pE+2x2kEpE/pE+x3p2

E/pE)

+ 2i(pE · kE + xp2
E)(/kE + x/pE)

−i(3−D)(k2
E+2kExpE+x2p2

E)/pE−(D−1)me(k
2
E+2kExpE+x2p2

E) ≡ τ

(179)

El desarrollo que hemos seguido en este caṕıtulo permite escribir la
ecuación (150) como∫

dDk

(2π)D
(
(D − 1)k2/k − 2(p · k)/k + (3−D)k2/p+ (D − 1)mek

2

((p− k)2 −m2
e)(k

2(k2 −m2
f ))

)

=
i

m2
f

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
τ

(k2
E + ∆1)2

− i

m2
f

∫
dDkE
(2π)D

∫ 1

0

dx
τ

(k2
E + ∆2)2

(180)

Notemos aqúı que las integrales que tengan potencias impares de
kE en el numerador darán por resultado cero pues son funciones im-
pares30 evaluadas en un interavlo simétrico (−∞, ∞). Si quitamos
estos términos del numerador los términos restantes son:

− i(D − 1)(2xkEpE/kE + k2
Ex/pE + x3p2

E/pE)

+ 2i((pE · kE)/kE + x2p2
E/pE)

− i(3−D)(k2
E + x2p2

E)/pE
− (D − 1)me(k

2
E + x2p2

E) (181)

30Esto quiere decir que f(-x)=-f(x)
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y con esto la expresión (180) se reescribe como

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

i

∫ 1

0

dx

∫
dDkE
(2π)D

(
−i(D − 1)(2xkEpE/kE + k2

Ex/pE + x3p2
E/pE)

(k2
E + ∆j)2

+
2i((pE · kE)/kE + x2p2

E/pE)

(k2
E + ∆j)2

−
i(3−D)(k2

E + x2p2
E)/pE

(k2
E + ∆j)2

− (D − 1)me(k
2
E + x2p2

E)

(k2
E + ∆j)2

)} (182)

O en coordenadas esféricas

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

i

∫ 1

0

dx

∫
ΩD

(2π)D

∫ ∞
0

d|kE||kE|D−1

(
−i(D − 1)(2xkEpE/kE + k2

Ex/pE + x3p2
E/pE)

(k2
E + ∆j)2

+
2i((pE · kE)/kE + x2p2

E/pE)

(k2
E + ∆j)2

−
i(3−D)(k2

E + x2p2
E)/pE

(k2
E + ∆j)2

− (D − 1)me(k
2
E + x2p2

E)

(k2
E + ∆j)2

)} (183)

La integral sobre los ángulos (
∫

ΩD) se puede resolver teniendo en
cuenta que:

(
√
π)D = (

∫ ∞
−∞

dxe−x
2

)D =

∫ ∞
−∞

dDxe−
∑D
i=1 x

2
i (184)

Cambiando a coordenadas esféricas esta expresión se escribe∫ ∞
−∞

dDxe−
∑D
i=1 x

2
i =

∫
ΩD

∫ ∞
0

d|x||x|D−1e−|x|
2

(185)

Si se toma el cambio de variable y = |x|2 ⇒ dy = 2|x|d|x| y se puede
reescribir la función anterior como∫

ΩD

∫ ∞
0

d|x||x|D−1e−|x|
2

=
1

2

∫
ΩD

∫ ∞
0

dyy
1
2

(D−1)− 1
2 e−y

=
1

2

∫
ΩD(Γ(D/2)) (186)
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donde Γ es la función gamma. Entonces∫
ΩD =

2(π)D/2

Γ(D/2)
(187)

y ∫
ΩD

(2π)D
=

2

(4π)D/2Γ(D/2)
(188)

Para la integral sobre la parte radial se toma el cambio de variable
y = |kE|2 ⇒ dy = 2|kE|d|kE| para escribir∫ ∞

0

d|kE||kE|D−1

(|kE|2 + ∆j)2
=

1

2

∫ ∞
0

dyyD/2−1

(y + ∆j)2
(189)

Esto de puede escribir como

1

2

∫ ∞
0

dyyD/2−1

(y + ∆j)2

=
1

2

∫ ∞
0

1

∆j

∆j

(y + ∆j)2
dy(

y

y + ∆j

)D/2−1(
y + ∆j

∆j

)D/2−1∆
D/2−1
j

(190)

Para entonces tomar el cambio de variable x =
∆j

y+∆j
⇒ dx =

−∆j

(y+∆j)2dy y 1− x = y
y+∆j

y obtener

1

2

∫ ∞
0

1

∆j

∆j

(y + ∆j)2
dy(

y

y + ∆j

)D/2−1(
y + ∆j

∆j

)D/2−1∆
D/2−1
j

= ∆
(D/2−2)
j

1

2

∫ 1

0

dx(1− x)D/2−1x1−D/2 (191)

Esta expresión tiene la forma de la función β de Euler: β(a, b) ≡∫ 1

0
dx(1−x)b−1xa−1 que se puede escribir también en términos de la

función gamma β(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

. Entonces la expresión anterior

∆
(D/2−2)
j

1

2

∫ 1

0

dx(1− x)D/2−1x1−D/2

= ∆
(D/2−2)
j

1

2
β(2−D/2, D/2)

= ∆
(D/2−2)
j

1

2

Γ(2−D/2)Γ(D/2)

Γ(2)
(192)
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aśı que:∫ ∞
0

d|kE||kE|D−1

(|kE|2 + ∆j)2
= ∆

(D/2−2)
j

1

2

Γ(2−D/2)Γ(D/2)

Γ(2)
(193)

Pero la expresión (183) también tiene potencias cuadradas de |kE|
en el numerador, para este caso tenemos∫ ∞

0

d|kE||kE|D−1|kE|2

(|kE|2 + ∆j)2
=

∫ ∞
0

d|kE||kE|D+1

(|kE|2 + ∆j)2
(194)

tomando el mismo cambio de variable que se tomó anteriormente
y = |kE|2 ⇒ dy = 2|kE|d|kE| la expresión queda

1

2

∫ ∞
0

dyyD/2

(y + ∆j)2
=

1

2

∫ ∞
0

1

∆j

∆j

(y + ∆j)2
dy(

y

y + ∆j

)D/2(
y + ∆j

∆j

)D/2∆
D/2
j

(195)

tomando x =
∆j

y+∆j
⇒ dx =

−∆j

(y+∆j)2dy y 1 − x = y
y+∆j

podemos

escribirla como

1

2

∫ ∞
0

1

∆j

∆j

(y + ∆j)2
dy(

y

y + ∆j

)D/2(
y + ∆j

∆j

)D/2∆
D/2
j

=
1

2
∆
D/2−1
j

∫ 1

0

dx(1− x)D/2x−D/2 (196)

en términos de la función β de Euler

1

2
∆
D/2−1
j

∫ 1

0

dx(1− x)D/2x−D/2

=
1

2
∆
D/2−1
j β(1−D/2, D/2 + 1) (197)

y en términos de la función gamma se tiene que∫ ∞
0

d|kE||kE|D+1

(|kE|2 + ∆j)2
=

1

2
∆
D/2−1
j

Γ(1−D/2)Γ(D/2 + 1)

Γ(2)
(198)

Para el caso de los términos de la forma (kE)µ(kE)ν del numerador
se espera que la integral de como resultado alguna función de ∆j

(independiente de µ) si los ı́ndices µ y ν son iguales y 0 si son
diferentes, entonces∫

dDkE(kE)µ(kE)ν
(2π)D(|kE|2 + ∆j)2

= δµνc(∆) (199)
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contrayendo con δµν∫
dDkEδµν(kE)µ(kE)ν
(2π)D(|kE|2 + ∆j)2

= δµνδµνc(∆j) = Dc(∆j) (200)

∫
dDkEk

2
E

(2π)D(|kE|2 + ∆j)2
=
D

2

Γ(1− D
2

)

(4π)D/2
∆D/2−1 (201)

de aqúı se puede obtener una expresión para c(∆j)

c(∆j) =
1

2

Γ(1− D
2

)

(4π)D/2
∆D/2−1

→
∫

dDkE(kE)µ(kE)ν
(2π)D(|kE|2 + ∆j)2

= δµν
1

2

Γ(1− D
2

)

(4π)D/2
∆D/2−1

(202)

De (188), (193) y (202) se tiene que∫
ΩD

(2π)D
(

∫ ∞
0

d|kE||kE|D−1

(|kE|2 + ∆j)2
) =

Γ(2−D/2)

(4π)D/2
∆

(D/2−2)
j (203)

y ∫
ΩD

(2π)D
(

∫ ∞
0

d|kE||kE|D+1

(|kE|2 + ∆j)2
) =

Γ(1−D/2)Γ(D/2 + 1)

(4π)D/2Γ(D/2)
∆
D/2−1
j

(204)

Usando que Γ(x+ 1) = xΓ(x)∫
ΩD

(2π)D
(

∫ ∞
0

d|kE||kE|D+1

(|kE|2 + ∆j)2
) =

D

2

Γ(1−D/2)

(4π)D/2
∆
D/2−1
j (205)

La expresión (183) puede escribirse convenientemente como

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

i

∫ 1

0

dx

∫
ΩD

(2π)D

∫ ∞
0

d|kE||kE|D−1

(k2
E + ∆j)2

(−i(D − 1)x3p2
E/pE + i2x2p2

E/pE − i(3−D)x2p2
E/pE − (D − 1)mex

2p2
E

+ (−i(D − 1)x/pE − i(3−D)/pE − (D − 1)me)k
2
E)

+ ((−i(D − 1)2x(pE · kE)(kE)µ(γE)µ + i2(pE · kE)(kE)µ(γE)µ)}
(206)
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Usando las expresiones anteriores para calcular las integrales sobre
|kE| se tiene 31

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

i

∫ 1

0

dx

(−i(D−1)x3p2
E/pE+i2x2p2

E/pE−i(3−D)x2p2
E/pE−(D−1)mex

2p2
E)(

Γ(2−D/2)

(4π)D/2
∆

(D/2−2)
j )

+ (−i(D−1)x/pE− i(3−D)/pE− (D−1)me)(
D

2

Γ(1−D/2)

(4π)D/2
∆
D/2−1
j )

+ 2i/pE((−D + 1)x+ 1)(
1

2

Γ(1−D/2)

(4π)D/2
∆
D/2−1
j )} (207)

5.1 D = 4− ε
Tomando D = 4− ε y haciendo una expansión en ε a segundo orden

31En lo sucesivo, se evaluará el resultado (207) expĺıcitamente en D = 4 − ε y D = 3
dimensiones. Sin embargo, por conveniencia no se tomará en cuenta el factor global i de la
ecuación (206) en las secciones 5.1 y 5.2, y se volverá a integrar en los resultados a partir del
caṕıtulo 6
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se tiene para la expresión anterior

Γ(2−D/2)→ Γ(ε/2) =
2

ε
− γE + o(ε)

Γ(1−D/2)→ Γ(
ε

2
− 1) =

Γ(ε/2)

−1 + ε
2

= − 1

1− ε
2

(
2

ε
− γE + o(ε))

= −(1 + ε/2 + o(ε))(
2

ε
− γE + o(ε)) = −(

2

ε
− γE + 1 + o(ε))

∆
(D/2−2)
j → ∆j(ε/2) = 1− ε

2
ln(∆j) + o(ε)

∆
D/2−1
j → ∆

1−ε/2
j = ∆j(1−

ε

2
ln(∆j) + o(ε))

(4π)−D/2 = (4π)−2+ε/2 =
(4π)ε/2

(4π)2
=

1 + ε
2

ln(4π) + o(ε)

(4π)2

(208)

donde γE ≈ 0.5772 es la constante de Euler-Mascheroni. Teniendo
en cuenta esto la expresión (207) se puede escribir como

1 + ε
2

ln(4π) + o(ε)

(4π)2

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

∫ 1

0

dx

(−i(3− ε)x3p2
E/pE + i2x2p2

E/pE − i(−1 + ε)x2p2
E/pE − (3− ε)mex

2p2
E)

(
2

ε
− γE + o(ε))(1− ε

2
ln(∆j) + o(ε))

+ (−i(3− ε)x/pE − i(−1 + ε)/pE − (3− ε)me)(−(2− ε

2
)

∆j(
2

ε
− γE + 1 + o(ε))(1− ε

2
ln(∆j) + o(ε)))

+2i/pE((−3+ε)x+1)(
−∆j

2
(
2

ε
−γE+1+o(ε))(1− ε

2
ln(∆j)+o(ε))}

(209)
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=
1 + ε

2
ln(4π) + o(ε)

(4π)2

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

∫ 1

0

dx

((−i(3− ε)x+ 2i− i(−1 + ε))x2p2
E/pE − (3− ε)mex

2p2
E)

2

ε
+ ((−i3x+ 3i)x2p2

E/pE − 3mex
2p2
E)(−γE − ln(∆j) + o(ε))

+(((−3i+iε)x+i−iε)/pE−(3−ε)me)(−
4

ε
+2γE−2+2ln(∆j)+1+o(ε))∆j

+ (i2/pE(−3x+ xε+ 1))(−1

2
∆j(

2

ε
− γE + 1− ln(∆j) + o(ε)))}

(210)

=
1 + ε

2
ln(4π) + o(ε)

(4π)2

2∑
j=1

{(−1)j−1

m2
f

∫ 1

0

dx

((
−6ix

ε
+ 2ix+

4i

ε
+

2i

ε
− 2i)x2p2

E/pE + (−6

ε
+ 2)mex

2p2
E

+ ((−i3x+ 3i)x2p2
E/pE − 3mex

2p2
E)(−γE − ln(∆j) + o(ε))

+ ((
12ix

ε
− 4ix− 4i

ε
+ 4i)/pE + (

12

ε
− 4)me

+ ((−3x+ 1)i/pE − 3me)(2γE − 1 + 2ln(∆j) + o(ε))∆j

−1

2
∆j(i2/pE(−6x

ε
+2x+

2

ε
)+(i2/pE(−3x+1))(−γE+1−ln(∆j)+o(ε)))}

(211)

Aqúı la sumatoria sobre j elimina los términos que no dependen
de de este ı́ndice, a saber, la primera ĺınea de la expresión an-
terior y el producto de −γE con el primer factor de la segunda
ĺınea y también reduce los términos que sólo contienen un fac-
tor ∆j ya que

∑2
j=1 (−1)j−1

∫ 1

0
∆jdx = a1−a2

3
+ b1−b2

2
+ c1 − c2 y∑2

j=1 (−1)j−1
∫ 1

0
x∆jdx = a1−a2

4
+ b1−b2

3
+ c1−c2

2
. De acuerdo a la

definiciones dadas anterioremente para aj, bj y cj tenemos a1−a2 =

0, b1−b2 = −m2
f y c1−c2 = m2

f y entonces
∑2

j=1 (−1)j−1
∫ 1

0
x∆jdx =

m2
f

6
y
∑2

j=1 (−1)j−1
∫ 1

0
∆jdx =

m2
f

2
. Teniendo esto en cuenta, sacamos
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algunos térmios de la sumatoria

=
1

m2
f

(
1 + ε

2
ln(4π) + o(ε)

(4π)2
)((

2

ε
−2

3
)i/pEm

2
f+((2−2

ε
)i/pE+(

6

ε
−2)me)m

2
f+

− i/pE((−1

ε
+

1

3
) +

1

ε
)m2

f + (−γE + 1)(−i/pE)((−3)
1

6
m2
f +

1

2
m2
f ))

+
1 + ε

2
ln(4π) + o(ε)

(4π)2

2∑
j=1

(−1)j−1

m2
f

{3ip2
E/pE

∫ 1

0

x3ln(∆j)dx− 3p2
E(i/pE −me)

∫ 1

0

x2ln(∆j)dx

+

∫ 1

0

(2γE − 1)((−3x+ 1)i/pE − 3me)∆jdx

+ 2

∫ 1

0

∆jln(∆j)((−3x+ 1)i/pE − 3me)dx

+ i/pE

∫ 1

0

(−3x+ 1)∆j ln(∆j)dx+ o(ε)} (212)

Simplificando los términos fuera de la sumatoria y resolviendo el
tercer término de la sumatoria

=
1

m2
f

(
1 + ε

2
ln(4π) + o(ε)

(4π)2
)((2γE−1)((−3i/pE)(

m2
f

6
)+(i/pE−3me)(

m2
f

2
))

− 2

3
i/pEm

2
f + (2i/pE + (

6

ε
− 2)me)m

2
f+

− i

3
/pEm

2
f )

+
1 + ε

2
ln(4π) + o(ε)

(4π)2

2∑
j=1

(−1)j−1

m2
f

{3ip2
E/pE

∫ 1

0

x3ln(∆j)dx− 3p2
E(i/pE −me)

∫ 1

0

x2ln(∆j)dx

+ 2

∫ 1

0

∆jln(∆j)((−3x+ 1)i/pE − 3me)dx

+ i/pE

∫ 1

0

(−3x+ 1)∆j ln(∆j)dx+ o(ε)} (213)

55



= (
1

(4π)2
)(i/pE + (

2

ε
+ ln(4π)− γE −

1

6
)3me)

+
2∑
j=1

(−1)j−1

(4π)2m2
f

{3ip2
E/pE

∫ 1

0

x3ln(∆j)dx− 3p2
E(i/pE −me)

∫ 1

0

x2ln(∆j)dx

+ 2

∫ 1

0

∆jln(∆j)((−3x+ 1)i/pE − 3me)dx

+ i/pE

∫ 1

0

(−3x+ 1)∆j ln(∆j)dx+ o(ε)} (214)

Donde se ha tomado el ĺımite ε→ 0 (salvo para un término). Agru-
pando las integrales que faltan por resolver

= (
1

(4π)2
)(i/pE + (

2

ε
+ ln(4π)− γE −

1

6
)3me)

+
2∑
j=1

(−1)j−1

(4π)2m2
f

{12ip2
E/pE

∫ 1

0

x3ln(∆j)dx

+ (i/pE(−6p2
E − 9bj) + 9mep

2
E)

∫ 1

0

x2ln(∆j)dx

+ ((3i/pE − 6me)bj − 9i/pEcj)

∫ 1

0

xln(∆j)dx

+ (3i/pE − 6me)cj

∫ 1

0

ln(∆j)dx+ o(ε)} (215)

Donde se ha usado que aj = −p2
E para j=1,2. Se puede demostrar
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que las integrales restantes son:

∫ 1

0

ln(∆j)dx =

√
b2
j − 4ajcj

aj
ln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

+
bj + 2aj −

√
b2
j − 4ajcj

2aj
ln(aj+bj+cj)−

bj −
√
b2
j − 4ajcj

2aj
ln(cj)−2

(216)

∫ 1

0

xln(∆j)dx = − 1

4a2
j

((−2aj(cj+aj)+b
2
j−bj

√
b2
j − 4ajcj)ln(aj+bj+cj)+

2bj

√
b2
j − 4ajcjln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

+ 2aj(aj − bj) + (2ajcj − b2
j + bj

√
b2
j − 4ajcj)ln(cj))

(217)

∫ 1

0

x2ln(∆j)dx =
1

18a3
j

(3(2a3
j−3ajbjcj+b

3
j)−

3(4a2
jc

2
j − 5ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

)ln(aj+bj+cj)

+
6(4a2

jc
2
j − 5ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

ln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

− aj(−3ajbj − 4aj(−aj + 3cj) + 6b2
j)

− (3(−3ajbjcj + b3
j)−

3(4a2
jc

2
j − 5ajb

2
jcj + b4)√

b2
j − 4ajcj

)ln(cj)

(218)
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∫ 1

0

x3ln(∆j)dx = − 1

24a4
j

(
6bj(8a

2
jc

2
j − 6ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

ln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

− aj(3a2
j(2cj − aj)− 3ajb

2
j + 2ajbj(aj − 9cj) + 6b3

j)

+(3(−2a4
j+2a2

jc
2
j−4ajb

2
jcj+b

4
j)−

3bj(8a
2
jc

2
j − 6ajb

2
jcj + b4)√

b2
j − 4ajcj

)ln(aj+bj+cj)

− (3(2a2
jc

2
j − 4ajb

2
jcj + b4

j)−
3bj(8a

2
jc

2
j − 6ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

ln(cj) (219)

Con esto, la expresión (215) queda
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= (
1

(4π)2
)(i/pE + (

2

ε
+ ln(4π)− γE −

1

6
)3me) +

2∑
j=1

(−1)j−1

(4π)2m2
f

{12ip2
E/pE(− 1

24a4
j

(
6bj(8a

2
jc

2
j − 6ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

ln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

− aj(3a2
j(2cj − aj)− 3ajb

2
j + 2ajbj(aj − 9cj) + 6b3

j)

+(3(−2a4
j+2a2

jc
2
j−4ajb

2
jcj+b

4
j)−

3bj(8a
2
jc

2
j − 6ajb

2
jcj + b4)√

b2
j − 4ajcj

)ln(aj+bj+cj)

− (3(2a2
jc

2
j − 4ajb

2
jcj + b4

j)−
3bj(8a

2
jc

2
j − 6ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

ln(cj))

+(i/pE(−6p2
E−9bj)+9mep

2
E)

1

18a3
j

(3(2a3
j−3ajbjcj+b

3
j)−

3(4a2
jc

2
j − 5ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

)ln(aj+bj+cj)

+
6(4a2

jc
2
j − 5ajb

2
jcj + b4

j)√
b2
j − 4ajcj

ln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

− aj(−3ajbj − 4aj(−aj + 3cj) + 6b2
j)

− (3(−3ajbjcj + b3
j)−

3(4a2
jc

2
j − 5ajb

2
jcj + b4)√

b2
j − 4ajcj

)ln(cj))

+((3i/pE−6me)bj−9i/pEcj)(−
1

4a2
j

((−2aj(cj+aj)+b
2
j−bj

√
b2
j − 4ajcj)ln(aj+bj+cj)+

2bj

√
b2
j − 4ajcjln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

+ 2aj(aj − bj) + (2ajcj − b2
j + bj

√
b2
j − 4ajcj)ln(cj)))

+ (3i/pE − 6me)cj(

√
b2
j − 4ajcj

aj
ln(

√
b2
j − 4ajcj + bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj + bj

)

+
bj + 2aj −

√
b2
j − 4ajcj

2aj
ln(aj+bj+cj)−

bj −
√
b2
j − 4ajcj

2aj
ln(cj)−2)+o(ε)}

(220)
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Usando los valores de aj, bj y cj se puede llegar a la expresión:32

= (
1

(4π)2
)(i/pE+(

2

ε
+ln(4π)−γE−

1

6
)3me)+

i/pE
(4π)2m2

f

{− 1

12p4
E

(6
√
m4
e + 2m2

e(−m2
f + p2

E) + (m2
f + p2

E)2

(m4
e−(2m2

f−p2
E)(m2

f+p
2
E)+m2

e(m
2
f+2p2

E))arctanh(
m2
e −m2

f + p2
E√

m4
e + 2m2

e(−m2
f + p2

E) + (m2
f + p2

E)2
)

+3(2m2
fp

2
E(−m2

e+2m2
f+p

2
E)+2(m4

e+m
2
em

2
f−2m4

f+2m2
ep

2
E−m2

fp
2
E+p4

E)√
(m2

e −m2
f )

2 + 2(m2
e +m2

f )p
2
E + p4

Earctanh(
−m2

e +m2
f + p2

E√
m4
e + 2m2

e(−m2
f + p2

E) + (m2
f + p2

E)2
)

− 2m6
f ln(

m2
e

m2
f

)− 3m2
em

4
f ln(

m2
f

m2
e

) + 3m4
fp

2
Eln(

m2
f

m2
e

) +m6
eln(m2

em
2
f )

+3m4
ep

2
Eln(m2

em
2
f )+3m2

ep
4
Eln(m2

em
2
f )+p

6
Eln(m2

em
2
f )−2(m2

e+p
2
E)3ln(m2

e+p
2
E)))}

+
me

(4π)2m2
f

{− 3

2p2
E

m2
f (−3p2

E+2
√
m4
e + 2m2

e(−m2
f + p2

E) + (m2
f + p2

E)2

(arctanh(
m2
e −m2

f + p2
E√

m4
e + 2m2

e(−m2
f + p2

E) + (m2
f + p2

E)2
)

+ arctanh(
−m2

e +m2
f + p2

E√
m4
e + 2m2

e(−m2
f + p2

E) + (m2
f + p2

E)2
))+

(−m2
e +m2

f + p2
E)ln(m2

e) + (m2
e −m2

f + p2
E)ln(m2

f ))} (221)

32Para llegar a esta expresión se usó Mathematica para reducir el álgebra.
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5.2 D=3

Para D=3 la expresión (207) se escribe

2∑
j=1

{ (−1)j−1

(4π)3/2m2
f

∫ 1

0

dx

(−2ix3p2
E/pE + i2x2p2

E/pE − 2mex
2p2
E)(Γ(1/2)(∆

(−1/2)
j )

+ (−i2x/pE − 2me)(
3

2
(Γ(−1/2))(∆

1/2
j ))

+ 2i/pE((−2x+ 1)(
1

2
Γ(−1/2)(∆

1/2
j )} (222)

Usando los valores expĺıcitos de la función gamma (Γ(−1
2
) = −2

√
π,

Γ(1
2
) =
√
π ), se tiene

2∑
j=1

{(−1)j−1
√
π

(4π)3/2m2
f

∫ 1

0

dx

(−2ix3p2
E/pE + i2x2p2

E/pE − 2mex
2p2
E)((∆

(−1/2)
j )

+ (−i2x/pE − 2me)(−3∆
1/2
j )

+ 2i/pE((−2x+ 1)(−(∆
1/2
j )} (223)

factorizando la potencia cuadrática del primer término y reorgani-
zando los últimos dos

2∑
j=1

{(−1)j−1
√
π

(4π)3/2m2
f

∫ 1

0

dx

(−2ix3p2
E/pE + (i2p2

E/pE − 2mep
2
E)x2((∆

(−1/2)
j )

+ (10ix/pE + 6me − 2i/pE)
√

∆j (224)
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Esto nos deja con cuatro tipos de integrales a resolver, a saber:

∫ 1

0

x3(∆
(−1/2)
j )dx =

∫ 1

0

x3dx√
ajx2 + bjx+ cj∫ 1

0

x2(∆
(−1/2)
j ) =

∫ 1

0

x2dx√
ajx2 + bjx+ cj∫ 1

0

x
√

∆jdx =

∫ 1

0

x
√
ajx2 + bjx+ cjdx∫ 1

0

√
∆jdx =

∫ 1

0

√
ajx2 + bjx+ cjdx

(225)

Para j=1,2; y para a1 = a2 = −p2
E, b1 = p2

E+m2
e−m2

f , b2 = p2
E+m2

e,

c1 = m2
f y c2 = 0 como ya se hab́ıa definido en la sección 5.2. Estas

integrales son:∫ 1

0

x3dx√
ajx2 + bjx+ cj

=

− 1

48(−aj)
13
2

((36a4
jbjcj−15a3

jb
3
j)(arcsin(

bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ (16(−aj)
11
2 + 20(−aj)

9
2 bj)(

√
aj + bj + cj)

+ (32(−aj)
9
2 cj + 30(−aj)

7
2 b2
j)(
√
aj + bj + cj −

√
cj)) (226)

∫ 1

0

x2dx√
ajx2 + bjx+ cj

=

− 1

8(−aj)
9
2

((3a2
jb

2
j−4a3

jcj)(arcsin(
bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ 4(−aj)
7
2

√
aj + bj + cj + 6(−aj)

5
2 bj(

√
aj + bj + cj −

√
cj))
(227)
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∫ 1

0

x
√
ajx2 + bjx+ cjdx

= − 1

48(−aj)
9
2

((3a2
jb

3
j−12a3

jbjcj)(arcsin(
bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ 16(−aj)
7
2 ((aj + bj + cj)

3
2 − c

3
2
j )

+ 6(−aj)
5
2 b2
j(
√
aj + bj + cj −

√
cj)− 12(−aj)

7
2 bj(

√
aj + bj + cj)

(228)

∫ 1

0

√
ajx2 + bjx+ cjdx

= − 1

8(−aj)
5
2

((4a2
jcj−ajb2

j)(arcsin(
bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ 2(−aj)
3
2 bj(

√
aj + bj + cj −

√
cj)

− 4(−aj)
5
2 (
√
aj + bj + cj)) (229)
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Teniendo esto en cuenta la ecuación (224) se puede escribir

2∑
j=1

{(−1)j−1
√
π

(4π)3/2m2
f

−2ip2
E/pE(− 1

48(−aj)
13
2

((36a4
jbjcj−15a3

jb
3
j)(arcsin(

bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ (16(−aj)
11
2 + 20(−aj)

9
2 bj)(

√
aj + bj + cj)

+ (32(−aj)
9
2 cj + 30(−aj)

7
2 b2
j)(
√
aj + bj + cj −

√
cj)))

+(i2p2
E/pE−2mep

2
E)(− 1

8(−aj)
9
2

((3a2
jb

2
j−4a3

jcj)(arcsin(
bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ 4(−aj)
7
2

√
aj + bj + cj + 6(−aj)

5
2 bj(

√
aj + bj + cj −

√
cj)))

+10i/pE(− 1

48(−aj)
9
2

((3a2
jb

3
j−12a3

jbjcj)(arcsin(
bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ 16(−aj)
7
2 ((aj + bj + cj)

3
2 − c

3
2
j )

+ 6(−aj)
5
2 b2
j(
√
aj + bj + cj −

√
cj)− 12(−aj)

7
2 bj(

√
aj + bj + cj))

+(6me−2i/pE)(− 1

8(−aj)
5
2

((4a2
jcj−ajb2

j)(arcsin(
bj + 2aj√
b2
j − 4ajcj

)−arcsin(
bj√

b2
j − 4ajcj

))

+ 2(−aj)
3
2 bj(

√
aj + bj + cj −

√
cj)

− 4(−aj)
5
2 (
√
aj + bj + cj))) (230)

Teniendo en cuenta los valores de aj, bj y cj y reduciendo términos
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se puede llegar a la expresión

1

8πm2
f

{
i/pE
2p3

E

{(p2
E +m2

e)
2(arcsin(

−p2
E +m2

e

p2
E +m2

e

)− π

2
)

−(p2
E+m2

e−m2
f )(p

2
E+m2

e+m
2
f )(arcsin(

−p2
E +m2

e −m2
f

D
)−arcsin(

p2
E +m2

e −m2
f

D
))

+ 2(−m2
fme + p2

Emf +m2
emf +m3

f )pE}

−
2m2

fme

pE
(arcsin(

−p2
E +m2

e −m2
f

D
)− arcsin(

p2
E +m2

e −m2
f

D
))}

(231)

Para D =
√
p4
E +m4

e +m4
f − 2m2

em
2
f + 2m2

fp
2
E + 2m2

ep
2
E.

5.2.1 Ĺımite mf → 0

El ĺımite de esta expresión cuando mf → 0 se puede tomar haciendo
algunas consideraciones para los arcosenos que en ella aparecen.

Expandiendo en serie de Taylor hasta segundo orden33 se tiene

arcsin(
−p2

E +m2
e −m2

f

D
) =

arcsin(
−p2

E +m2
e

p2
E +m2

e

)− 2pEme

(p2
E +m2

e)
2
m2
f (232)

Para el caso de arcsin(
p2
E+m2

e−m2
f

D
) el segundo término de la serie

de Taylor no está definido pero se puede aproximar mediante la
fórmula:

arcsin(
p2
E +m2

e −m2
f

D
) =

π

2
− 2pE
p2
E +m2

e

mf (233)

Con estas consideraciones se puede escribir el ĺımite cuando mf → 0
de la expresión (231) como

− me

4πpE
(arcsin(

−p2
E +m2

e

p2
E +m2

e

)− π

2
) (234)

33los términos de tercer orden o superior no contribuirán ya que van a cero en el ĺımite
mf → 0
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O equivalentemente en términos del arcotangente 34

me

2πpE
arctan(

pE
me

) (235)

34se puede verificar que π
2
− arcsin(

m2
e−p

2
E

m2
e+p2

E

) = 2arctan( pE
me

)
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6 Renormalización de la masa
Nótese que el propagador de la figura 4 que incluye la autointer-
acción al orden e2 debe poder escrbirse como

G(2)(p) =
i

/p−me

+
i

/p−me

(−ie2)(F (p2
E)i/pE +M(p2

E)me)
i

/p−me

(236)
de acuerdo con la ecuación (130) para algunas funciones del cuadrado
del momento F (p2

E),M(p2
E).35

Para contar todas las posibles repeticiones sucesivas de este fenómeno
el propagador se escribe como:

G(2)(p) =
i

/p−me

∞∑
n=0

((−ie2)(F (p2
E)i/pE +M(p2

E)me)
i

/p−me

)n

=
i

/p−me

1

1− (−ie2)(F (p2
E)i/pE +M(p2

E)me)
i

/p−me

(237)

Donde se ha usado, en la última igualdad, el resultado para una
serie geométrica

∑∞
n=0 x

n = 1
1−x para |x| < 1. Esta ecuación se

representa diagramáticamente en la figura 6.

.

Figure 6: Diagrama de la ecuación (237)

Si se toma en cuenta la rotación de Wick que se aplicó en el

35Estas funciones son precisamente los resultados del caṕıtulo anterior para los casos D = 3
y D = 4− ε.
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caṕıtulo anterior /p→ i/pE se puede escribir

G(2)(p) =
i

i/pE −me

1

1 + ie2(F (p2
E)i/pE +M(p2

E)me)
i

i/pE−me

=
i

i/pE −me − e2(F (p2
E)i/pE +M(p2

E)me)

=
i

i/pE(1− e2F (p2
E))−me(1 + e2M(p2

E))
(238)

Que se representa en la figura 7.

.

Figure 7: Diagrama de la ecuación (238)

Se introduce entonces el propagador renormalizado GR(p), una
escala de momentos µ y una función de esta escala Z(µ) tal que

GR(p) =
1

Z(µ)
G(2)(p) (239)

que cumpla con36

GR(p)|p2=µ2 =
i

i/p−mR(µ)
(240)

Esta ecuación se conoce como condición de normalización. Entonces,
de acuerdo con la ecuación (238)

1

Z(µ)
G(2)(p)

∣∣∣∣
p2=µ2

=
i

Z(µ)i/p(1− e2F (µ2))− Z(µ)me(1 + e2M(µ2))

(241)
es fácil ver que la elección de Z(µ) para que se cumpla la condición
(240) es

Z(µ) =
1

1− e2F (µ2)
(242)

36Se utilizará a partir de aqúı indistintamente la notación pE = p para el momento euclidi-
ano
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y comparando (240) y (241) se obtiene

mR =
1 + e2M(µ2)

1− e2F (µ2)
me (243)

Que se conoce como masa renormalizada y depende de la escala µ.
Se introduce también la constante de acoplamiento renormalizada
37

eR(µ) = Z(µ)e (244)

se trabaja consecuentemente al orden e2 y se busca escribir GR(p)
en términos de mR(µ) y eR(µ).

Tomando primero la aproximación Z(µ) = 1
1−e2F (µ2)

≈ 1 + e2F (µ2)

se tiene

i(GR(p))−1 = Z(µ)(1− e2F (p2))i/p− Z(µ)(1 + e2M(p2))me

= (1+e2F (µ2))(1−e2F (p2))i/p−(1+e2F (µ2))(1+e2M(p2))× 1− e2F (µ2)

1 + e2M(µ2)
mR

= (1− e2(F (p2)− F (µ2)))i/p− (1 + e2(M(p2)−M(µ2)))mR

= (1−e2
R(F (p2)− F (µ2))i/p

∣∣
me→mR

)−(1 + e2
R(M(p2)−M(µ2))

∣∣
me→mR

)mR

(245)

Donde se ha usado
e = (1− e2F (µ2))eR (246)

me =
1− e2F (µ2)

1 + e2M(µ2)
mR(µ) = (1− e2

RF (µ2)− e2
RM(µ2))

∣∣
me→mR

mR(µ)

(247)
Para la ecuación (245) en 4 − ε dimensiones se cancela el término
de M(p2) que diverge cuando ε → 0, de esta manera se obtiene un
resultado finito para el propagador renormalizado.

37Se verá que para el caso D=3 → Z(µ) = 1 y por tanto eR = e por lo que se utilizará la
notación eR o e indistintamente cuando se trate este caso
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7 Generación dinámica de la masa
en la aproximación de Nambu-Jona-
Lasinio
Con una división de numerador y denominador de la ecuación (238)
entre (1− e2F (p2))38 se obtiene

G(2)(p) =

i
1−e2F (p2)

i/p− 1+e2M(p2)
1−e2F (p2)

me

(248)

En esta expresión el factor 1
1−e2F (p2)

ha cambiado la normalización

del propagador y 1+e2M(p2)
1−e2F (p2)

me es la masa efectiva39 de la part́ıcula

que depende ahora del cuadrado de su momento.

El argumento original de Nambu-Jona-Lasinio (NJL)40 permite mejo-
rar la aproximación de la expansión en serie de potencias de e que se
hace como parte de la teoŕıa de perturbaciones y consiste en tomar
la masa efectiva

meff (p) = me
1 + e2M(p2)

1− e2F (p2)
= me + δme (249)

como la masa del electrón para alguna escala de momentos µ2 = p2.
Entonces reemplazando me por meff en la ecuación anterior

meff (µ) = me + δme = me + (
1 + e2M(µ2)

1− e2F (µ2)
− 1)me

∣∣∣∣
me→meff (µ)

(250)
Nótese que en esta última expresión sólo el segundo término esta

evaluado en me = meff (µ).

38Este factor de normalización es igual a Z(µ) (ecuación (242)) para µ2 = p2

39Esta expresión es igual a la de la masa renormalizada (ecuación (243)) también para
µ2 = p2

40Y. Nambu y G. Jona-Lasinio, Phys. Rev. 122, 345 (1961).
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Se considera ahora, de la ecuación (238)

(G(2)(µ))−1 =
i/pE(1− e2F (µ2))−me(1 + e2M(µ2))

i

=
i/p−me

i
− (−ie2(F (µ2)i/p+M(µ2)me)

∣∣
me→meff (µ)

(251)

Esta última forma de (G(µ))−1 se expresa diagramáticamente en

.

Figure 8: representación diagramatica de la ecuación (251). El punto rojo
simboliza que en ese propagador se usa la masa efectiva en lugar de la masa me.

.

Figure 9: algunos de los procesos tomados en cuenta al usar la definición del
propagador iterativamente

la figura 8. Aśı, iterativamente, se pueden tomar en cuenta más
procesos (diagramas), tal como se ilustra en la figura 9.
Para el caso de QED, D = 3, mf = 0 se tiene

F (p2) = 0,M(p2) =
1

2πp
arctan(

p

me

) (252)

→ meff (µ) = me +
e2meff (µ)

2πµ
arctan(

µ

meff (µ)
) (253)

Para la QED en D=3 dimensiones y con mf = 0 esta ecuación es
idéntica a la que se obtuvo para la masa renormalizada en el caṕıtulo
anterior, ecuación (247).

En el ĺımite quiral me = 0 la expresión se reduce a

meff (µ)(1− e2

2πµ
arctan(

µ

meff (µ)
)) = 0 (254)
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como consideramos que en general meff (µ) 6= 0 tenemos que

e2

2πµ
arctan(

µ

meff (µ)
) = 1 (255)

La función tangente es invertible en el intervalo (−π
2
, π

2
) por lo que

2πµ

e2
≤ π

2

→ e2 ≥ 4µ ≡ e2
c

(256)

o

µ ≤ e2

4
= µc.

(257)

que se define como el valor cŕıtico de µ. A partir de este valor
meff (µ) = 0. Existe entonces para alguna escala de momento µ
fija, un valor cŕıtico de e para la generación dinámica de la masa, es
decir, para que la ecuación (254) tenga solución distinta de cero.

La ecuación (255) permite también obtener una expresión parameff (µ)

meff (µ) =
µ

tan(2πµ
e2

)
=

µ

tan( πµ
2µc

)
(258)

definida para valores de µ ≤ µc . El valor de esta función cuando
µ → 0 es e2

2π
.41 Nótese entonces que para µ > µc la unica solución

posible de la ecuación (254) es la trivial: meff (µ) = 0.

Se regresa ahora al caso general me ≥ 0 y se analiza el compor-
tamiento de la solución de la ecuación (253) en los ĺımites µ → 0
y µ → ∞. Expandiendo el arcotangente de esta expresión en po-
tencias de µ

meff
(bajo la suposición de que en el ĺımite µ → 0, el

cociente µ
meff (µ)

→ 0) se puede escribir

41Esto puede verse expandiendo la función tangente como tan(x) = x+O(x3)
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Figure 10: Gráfica para la masa efectiva de Nambu-Jona-Lasinio para diferentes

valores de me, en azul el caso quiral (ecuación (258)) en unidades de e2

2π

meff (µ) = me +
e2meff

2πµ
(
µ

meff

− 1

3
(
µ

meff

)3)

= me +
e2

2π
(1− 1

3
(
µ

meff

)2) = me +
e2

2π
− 1

3
(

e2µ2

2π( e
2

2π
+me)2

) (259)

Lo que permite ver que efectivamente en ĺımite µ → 0, el cociente
µ

meff (µ)
→ 0.

Se considera ahora el ĺımite µ → ∞, para ello se toma la misma
ecuación (253) para meff (µ), se supone ahora que en el ĺımite µ→
∞ el cociente

meff
µ
→ 0 y utilizando la identidad42 arctan(x) =

π
2
− arctan( 1

x
) se obtiene

meff (µ) = me +
e2meff

2πµ
(
π

2
− arctan(

meff

µ
)) (260)

y aproximando tan(x) ≈ x

meff (µ) = me +
e2meff

4µ
−
e2m2

eff

2πµ2
= me +

e2

4

me

µ
(261)

esto muestra que efectivamente en el ĺımite µ → ∞ el cociente
µ

meff (µ)
→∞.

Se tiene entonces un comportamiento como el de la figura 10 para
diferentes valores de me.

42válida para x > 0, como es el caso.
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8 Grupo de Renormalización
Con la finalidad de asegurar que las predicciones de la teoŕıa no
dependan de la escala µ de renormalización, se pide que la masa
renormalizada mR cambie con µ de la misma manera en que lo hace
la función M(µ) dicho se otra fomra, se requiere que

dmR(µ)

dµ
= mee

2∂M(µ2)

∂µ
(262)

para algún valor de me fijo. Una vez tomada la derivada ∂M(µ2)
∂µ

para

me y e fijos la segunda parte de esta ecuación se expresa entonces en
términos de mR(µ) y eR(µ) utilizando las ecuaciones (246) y (247).
Esto es análogo a lo que se hace para la renormalización y en el
argumento de Nambu-Jona-Lasinio pero en este caso se reescribe
una vez que se ha tomado la derivada. Esta es una ecuación del
grupo de renormalización, en particular es una ecuación de Callan-
Symanzik.43

El propagador al orden e2 en D = 3 y con mf = 0 se puede
escribir

G(2)(p) =
i

i/p− (1 + e2M(p2))me

(263)

en particular
d

dµ
G(2)(p) ≡ 0 (264)

de la ecuación (239) para Z(µ) = 1 y de la condición de normal-
ización (240)

G(2)(p) = GR(p, µ)

→ d

dµ
GR(p, µ) ≡ 0

(265)

43Peskin, p.406
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→ G(2)(p) = GR(p, µ0) = GR(p, µ2
0 = p2)

=
i

i/p−mR(p)

→ G(2)(p) = GR(p, µ0) =
i

i/p−mR(p)

(266)

En esta ecuación mR(p) juega el papel de la masa efectiva en la
ecuación (248) pero se obtiene ahora integrando una ecuacion difer-
encial: La ecuacion de Callan-Symanzik. Es decir, mR(p) no está
dada, en este caso, por la ecuación (243).

De las ecuaciónes (265) y (266) se obtiene entonces una expresión
para G(2)(p) que es distinta a la que se teńıa en (263). La ecuación
(266) se conoce como “propagador mejorado por el grupo de renor-
malizacion” y es un ejemplo del grupo de renormalización mejorando
los resultados de la teóıa de perturbaciones simple.

Utilizando expĺıcitamente el valor de la función M se puede escribir
la ecuación (262) como

dmR(µ)

dµ
= mee

2 ∂

∂µ
(

1

2πµ
arctan(

µ

me

))

= mee
2 1

2π
(− 1

µ2
arctan(

µ

me

) +
1

µ

1

1 + µ2

m2
e

1

me

)

=
1

µ

e2

2π
(−me

µ
arctan(

µ

me

) +
m2
e

m2
e + µ2

)

∣∣∣∣
me→mR,e→eR

→ µ
dmR

dµ
=
e2

2π
(

m2
R

m2
R + µ2

− mR

µ
arctan(

µ

mR

)) (267)

donde mR(µ, e2 = e2
R,mR(µ0))44 es una función que depende de los

parámetros e2
R,mR(µ0). Se busca ahora la aproximación de esta

ecuación en el ĺımite µ → 0, o mas precisamente, µ/mR → 0 para

44e2 = e2R de acuerdo con la ecuación (244) para el caso Z(µ) = 1
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ello se escribe la ecuación anterior como

µ
dmR

dµ
=
e2

2π
(

1

1 + µ2

m2
R

− mR

µ
arctan(

µ

mR

))

=
e2

2π
(1− µ2

m2
R

− mR

µ
(
µ

mR

− 1

3
(
µ

mR

)3))

(268)

donde se han tomado las aproximaciones 1

1+ µ2

m2
R

≈ (1− µ2

m2
R

) y arctan( µ
mR

) ≈
µ
mR
− 1

3
( µ
mR

)3 como ya se hab́ıa hecho anteriormente.

=
e2

2π
(− µ2

m2
R

+
1

3
(
µ2

m2
R

))

= −2

3

e2

2π

µ2

m2
R

→ m2
RdmR = −2

3

e2

2π
µdµ

(269)

e integrando a ambos lados entre 0 y µ se obtiene

1

3
(m3

R(µ)−m3
R(0)) = −1

3

e2

2π
µ2

→ m3
R(µ)−m3

R(0) = − e
2

2π
µ2

(270)

Este resultado no depende de me pero si de un valor inicial mR(µ0)
en alguna escala arbitraria; es decir, se pierde la información sobre la
relación entre mR(µ) y me. Despejando mR de esta última expresión
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y expandiendo la ráız cúbica resultante a primer orden de µ2 se tiene

mR(µ) =
3

√
− e

2

2π
µ2 +m3

R(0) ≈ mR(0)− 1

3

e2

2π

µ2

m2
R(0)

(271)

Esta expresión es entonces idéntica a la (259) si se hace la iden-

tificación mR(µ = 0)→ me + e2

2π
. De esta última expresión se puede

ver que el ĺımite cuando µ→ 0 de el cociente µ
mR(µ)

es también cero.

El ĺımite µ→∞ se puede obtener de la expresión (267) escribiéndola
como

µ
dmR

dµ
=
e2

2π
(

m2
R

µ2

1 +
m2
R

µ2

− mR

µ
(
π

2
− arctan(

mR

µ
)))

(272)

con ayuda de la identidad arctan(x) = π
2
−arctan( 1

x
). Expandiendo

en mR
µ

se tiene

≈ e2

2π
(
m2
R

µ2
(1− m2

R

µ2
)− mR

µ
(
π

2
− mR

µ
))

≈ −π
2

e2

2π

mR

µ

(273)

para mR << µ y donde se ha tomado la última aproximación sólo
hasta primer orden

→ dmR

mR

= −e
2

4

dµ

µ2

(274)
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Figure 11: Aproximaciones de la curva mR(0) con seis y diez valores

e integrando ambos lados desde algún valor µ0 hasta µ.

→ ln(
mR(µ)

mR(µ0)
) =

e2

4
(
1

µ
− 1

µ0

)

(275)

de donde se puede obtener una expresión para mR

mR(µ) = mR(µ0)
exp( e

2

4
1
µ
)

exp( e
2

4
1
µ0

)

(276)
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y tomando el ĺımite µ0 →∞

mR(µ) = mR(∞)exp(
e2

4

1

µ
)

(277)

que para una escala de momentos lo suficientemente grande µ >> e2

4
se permite la expansión

mR(µ) = mR(∞)(1 +
e2

4µ
+ ...)

(278)

Este resultado es igual al de la ecuación (261) para la masa efectiva
de Nambu-Jona-Lasinio si se hace la identificación mR(∞) → me

que es, de hecho, el valor de meff (µ) para µ→∞.

A pesar de que el comportamiento de la solución de la ecuación
de Callan-Symanzik y la masa efectiva de NJL es igual en ambos
ĺımites (µ→ 0 y µ→∞) la relación entre mR(0) y mR(∞) es difer-
ente a la relacion entre meff (0) y meff (∞).

La figura 11 muestra aproximaciones obtenidas para la relación entre
mR(∞) y mR(0) a partir de la integracion numérica de la ecuación
del grupo de renormalización.

Se puede ver que para el grupo de renormalización, cuando mR(∞)
tiende hacia cero, se encuentra un valor para mR(0) igual a cero.
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9 Ecuación de brecha (Schwinger-
Dyson)
La forma más general que puede tomar el inverso del propagador,
para algunas funciones F (p2) y M(p2) por determinar es 45

(G(p))−1 =
i/p(1− e2F (p2))−me(1 + e2M(p2))

i
(279)

Se consideran ahora dos aproximaciones: la aproximación quenched
y la aproximación de arcoiris. La primera se refiere a que no serán
consideradas autointeracciones del bosón, la segunda se refiere a
considerar un vértice simple fermión-bosón como ilustra la figura
12.

.

Figure 12: representación diagramática del propagador tomando en cuenta las
aproximaciones “quenched” y “arcoiris”

Análogamente a los diagramas que se presentan en el contexto del
argumento de Nambu-Jona-Lasinio. La diferencia es que el ”punto”
sobre el propagador del electrón no representa, en esta ocación, sim-
plemente el cambio de la masa me por meff (µ) sino por la función

M̃(k2) (donde k es el momento del propagador interno en el dia-
grama sobre el que se integra, mientras µ es una escala externa al
diagrama).

La ecuación (279) se puede escribir para el caso de mf = 0 →
45éstas también serán funciones de e2 y me
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F (p2) = 046 donde queda una sóla función M(p2) a determinar.

(G(p))−1 =
i/p−me(1 + e2M(p2

E))

i

=
i/p−me

i
+ ie2

∫
d3k

(2π)3
γµ

i/k + (1 + e2M(k2))me

k2 + (1 + e2M(k2))2m2
e

γν

×
δµν − (pµ−kµ)(pν−kν)

(p−k)2

(p− k)2

(280)

Esta es una ecuación de Dyson-Schwinger con una función M(p2) a
determinar.

Definiendo M̃(p2) ≡ (1 + e2M(p2))me se puede escribir

− M̃(p2)

i
=
−me

i
− e2

i

∫
d3k

(2π)3

M̃(k2)

k2 + M̃(k2)2

1

(p− k)2

× γµ(δµν −
(pµ − kµ)(pν − kν)

(p− k)2
)γν

(281)

contrayendo las gammas en el último factor del segundo término

=
−me

i
− e2

i

∫
d3k

(2π)3

M̃(k2)

k2 + M̃(k2)2

1

(p− k)2

× (γµγµ −
(/pµ − /kµ)(/pν − /kν)

(p− k)2
)

(282)

usando las propiedades de las matrices gamma y teniendo en cuenta
que /a/a = a2 para cualquier cuadrivector a

− M̃(p2)

i
=
−me

i
− 2e2

i

∫
d3k

(2π)3

M̃(k2)

k2 + M̃(k2)2

1

(p− k)2
(283)

46F (p2) = 0 se cumple para el caso que estamos considerando: En la norma de Landau y
no necesariamente en otras normas
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y se puede escribir

M̃(p2) = me + 2e2

∫
d3k

(2π)3

M̃(k2)

k2 + M̃2(k2)

1

(p− k)2
(284)

Se resolverá esta ecuación únicamente para el caso me = 0 que
corresponde al ĺımite quiral y se hará una aproximación lineal, que

consiste en aproximar el valor de M̃(k2)

k2+M̃2(k2)
como M̃(k2)

k2+M̃2(0)
= M̃(k2)

k2+M̃2
0

con M̃0 el valor de M̃ para k = 0. Con estas coonsideraciones se
reescribe (284) como

M̃(p2) = 2e2

∫
d3k

(2π)3

M̃(k2)

k2 + M̃2
0

1

(p− k)2
(285)

se define aqúı el factor M̃(k2)

k2+M̃2
0

≡ χ(k) y entonces

M̃(p2) = 2e2

∫
d3k

(2π)3

1

(p− k)2
χ(k) = (M̃2

0 + p2)χ(p) (286)

Usando el teorema de convolución por un lado y
∫

d3q
(2π)3

ei~q·~r

~q2+α2 =
1

4π
e−αr

r
por otro se puede escribir la ecuación anterior en el espacio

de posiciones como

(M̃2
0 −∇2)χ̃(~r) =

2e2

(4π)r
χ̃(~r)

→ (−∇2 − e2

2πr
)χ̃(~r) = −M̃2

0 χ̃(~r)

(287)

que tiene la forma de la ecuación de Schrödinger para el hidrógeno
con h̄

2m
= 1, E = −M̃2

0 para una solución con simetŕıa rotacional
(l=0). Si se toma el estado base, que no tiene nodos47, el eigenvalor
de enerǵıa se escribe

M̃2
0 =

1

2
· 1

2
· ( e

2

2π
)2 = (

e2

4π
)2 (288)

de donde se define la constante de estructura fina α ≡ e2

4π
y entonces

M̃2
0 = α2 (289)

47Lo mismo es cierto para las funciones de onda en el espacio de momentos, solamente la
del estado base no tiene nodos y por lo tanto no cambia de signo.
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La solución a la ecuación (287) es entonces χ̃(~r) = Ce−αr48, con lo
cual se obtiene

(M̃2
0 −∇2)Ce−αr =

e2

2πr
Ce−αr (290)

con M̃0 = α.

De regreso al espacio de momentos, es decir, aplicando de vuelta

la transformación
∫

d3q
(2π)3

ei~q·~r

~q2+α2 = 1
4π

e−αr

r
se tiene

.

Figure 13: la función de masa M̃ en unidades de e2

2π

M̃(p2) = (M̃2
0 + p2)χ(p) =

2Ce2

p2 + α2

→ M̃(0) =
2e2C

α2
= M̃0 = α

→ 2e2C = α3

(291)

con lo que queda determinada la función M̃(p2) en la aproximación
lineal como

M̃(p2) =
α3

α2 + p2
(292)

48Aqúı la constante C se determinará por la condición M̃(0) = M̃0.
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para α = e2

4π
.

La figura 13 muestra una gráfica de esta solución para la ecuación
de Schwinger-Dyson. La ecuación (292) tiene un comportamiento
proporcional a 1

p2 en el ĺımite p2 → ∞ que se considera como el

comportamiento correcto en el ĺımite quiral (y no lo cumple la masa
efectiva de Nambu-Jona-Lasinio).49

La figura 14 muestra una comparación entre el resultado de la inte-
gración de la ecuación de Callan-Symanzik del grupo de renormal-
ización.

.

Figure 14: Gráfico comparativo entre la solución a la ecuación de Schwinger-
Dyson en el ĺımite quiral y la ecuación de Callan-Symanzik con valor de 0.5 para

p=0 en unidades de e2

2π .

49C. D. Roberts y A. G Williams, Prog. Part. Nucl. Phys. 33, 477 (1994)
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10 Conclusiones
Como se mencionó en la introducción, el argumento de Nabu-Jona-
Lasinio se utilizó originalmente en un contexto diferente a la QCD
y forma parte de lo que hoy se conoce como el modelo de Nambu-
Jona-Lasinio utilizado principalmente en la descripción de mesones.

El resultado obtenido en el caṕıtulo siete para la autointeracción
de quarks se puede obtener también como resultado de la renor-
malización de la teoŕıa en el caso de la QED en 3 dimensiones con
masa del fotón igual a cero. Predice, además, la generación de masa
aún en el ĺımite quiral. La descripción para la generación de masa
proporcionada por este argumento tiene, sin embargo, algunas difer-
encias importantes con respecto a las descripciones de los últimos
dos enfoques (caṕıtulos ocho y nueve).

Primero, la función de masa en el punto µ = 0 de la masa efectiva
en el argumento de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) para el ĺımite quiral

tiene un valor de e2

2π
que es el doble de lo predicho por la ecuación

de Schwinger-Dyson que presentan un valor de e2

4π
para µ = 0. Esto

se puede apreciar en la figura comparativa 11.

El ĺımite µ→∞ en el argumento de NJL es me, que en el ĺımite
quiral por supuesto se vuelve cero a partir de un cierto valor e2

4
. La

función es entonces “cortada” en un punto a partir del cual se vuelve
constante. Por su parte la solución de la ecuación de Schwinger-
Dyson en la aproximación lineal (ecuación (292)) describe un com-
portamiento que va como 1

p2 para momentos grandes, que, como se

mencionó al final del caṕıtulo anterior, es el comportamiento esper-
ado en este régimen de momentos.

En el caso de la ecuación del grupo de renormalización, y la
ecuación de Nambu-Jona-Lasinio para me > 0, las soluciones han
sido generadas numéricamente, sin embargo la exploración de los
ĺımites µ→ 0 y µ→∞ mediante las expansiones en serie de Taylor
en las ecuaciones (259) y (261) para el caso de NJL y (271) y (273)
para grupo de renormalización son útiles para entender el compor-
tamiento de la solución exacta cualitativamente. Las gráficas de
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Figure 15: Comparación de las relaciones obtenidas para meff (µ) con el ar-

gumento de NJL para el ĺımite quiral (en anaranjado) y M̃(p2) la solución a
la ecuación de Schwinger-Dyson en la aproximación lineal para el ĺımite quiral
también (en azul)

estas cantidades aprecen en la figura 15).

Entonces los dos resultados paramR(µ) y la masa efectivameff (µ)
(con el grupo de renormalización y el argumento de Nambu-Jona-
Lasinio) tienen el mismo comportamiento tanto en el ĺımite µ → 0
como en el ĺımite µ→∞ si me > 0 o mR(∞) > 0. Lo que no coin-
cide, sin embargo, de las dos descripciones anteriores es la relación
entre mR(0) y mR(∞). En el caso de Nambu-Jona-Lasinio está dada
simplemente por la ecuación (259) como:

mR(0) = me +
e2

2π
= mR(∞) +

e2

2π
(293)

que corresponde a una recta que corta el eje y en e2

2π
. Para el grupo

de renormalización sin embargo le relación entre estas dos canti-
dades no está dada de forma expĺıcita y se ha obtenido al integrar,
de manera numérica, la ecuación del grupo de renormalización (267)
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desde cero50 hasta infinito. La figura 16 presenta una compración
entre la relación para mR(∞) y mR(0) en cada caso.

La dependencia de la masa renormalizada en función de la es-

.

Figure 16: Comparación de las relaciones obtenidas para mR(∞) y mR(0) con
el argumento de NJL para el ĺımite quiral (en anaranjado) y para la solución a
la ecuación del grupo de renormalización (en azul). También se incluye el valor
obtenido para la ecuación de Schwinger-Dyson (verde) para el ĺımite quiral.

cala de momentos se ve bien mientras mR(∞) > 0, sin embargo, el
grupo de renormalización, por lo menos en esta formulación51, no
genera masa dinámica en el ĺımite quiral a diferencia de lo que se
esperaba. Sin embargo no se descarta que alguna otra condición o
esquema de renormalización pueda describir la generación de masa
para el caso me = 0.

La discución para el caso de la ecuación de Schwinger-Dyson
puede ser también ampliada considerando el caso me > 0 ya que la
ecuación sólo se resolvió para el ĺımite quiral. También se pueden
considerar otras aproximaciones como la aproximación angular (tanto
para el ĺımite quiral como para me > 0) o probando a resolver
numéricamente la ecuación (280). Cabe también notar que se hicieron
dos aproximaciones importantes al comienzo del caṕıtulo nueve: una
al propagador del fotón y otra al vértice, llamadas “quenched” y

50En realidad desde algún valor µ0 muy pequeo debido a que no es posible integrar
numéricamente desde cero.

51Es decir, para esta elección de la condición de renormalización (ecuación (240)).
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“arcoiris” respectivamente, el no considerarlas, o considerar otras
en su lugar podŕıa también mejorar la descipción de la generación
de masa.
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