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Resumen

En esta tesis se considera el escenario en el que los fonones asumen el papel de
los campos escalares que podrian haber producido la expansion acelerada del univer-
so, tanto en la época actual (Astron. J. 116, 1009-1038(1998)) como en la época de
inflacion temprana del universo. El origen de los fonones podria ubicarse en los modos
normales de vibracién asociados a una estructura cosmologica presente en cada caso.
Esta propuesta tiene la ventaja de explicar el origen de estos campos escalares, lo que
usualmente no se discute. En este trabajo se desarrolla un anélisis dinamico de las
ecuaciones cosmologicas correspondientes a la expansion acelerada actual del universo
que podria haber sido generada por fonones. Este analisis dinamico constituye la apor-
tacion principal de la tesis.

Palabras clave

Fonones, Expansion Acelerada, Analisis Dinamico, Cosmologia, Campos Escalares.
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Abstract

In this thesis we discuss phonons as the scalar fields responsible for the accelerated
expansion of the universe, both the current one and the early inflationary epoque. The
origen of these particles can be traced to the vibrational modes of rigid structures in
the universe. The advantage of this idea is that it pursues an understanding of the ori-
gen of these scalar fields wich is not always considered in these models. We carry out
a dynamical analysis of the cosmological equations for the case of a phonon induced
accelerated expansion. This is the main contribution of this thesis.

Key words

Phonons, Accelerated Expansion, Dynamical Analysis, Cosmology, Scalar Fields.
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Introduccion

Desde la antigiiedad filésofos y cientificos han buscado explicar el origen, la estruc-
tura y la evolucion del cosmos. En el siglo IIT a. C., la idea de que la Tierra y los demés
planetas giraban alrededor del sol (que era el centro del universo) fue propuesta por
Aristarco de Samos, sin embargo es hasta el siglo XVI, cuando Nicolas Copérnico con
su modelo matematico demostré esta teoria y la llamo Teoria Heliocéntrica. En el siglo
siguiente, Johannes Kepler analiza los datos obtenidos por Tycho Brahe (astronomo
danés) y descubre que la tierra y los demés planetas del sistema solar giran alrededor
del sol en oOrbitas eliptica, con el sol en uno de sus focos.

Ya en las primeras décadas del siglo XX, con las observaciones de Edwin Hubble,
muchos cientificos dejaron de pensar que el sol era el centro del universo. En esta época
se mostro que habia otras estructuras similares a la Via Lactea (Galazias), las cuales
se alejaban todas entre si. De aqui se propone que el universo se esta expandiendo, es
decir que el espacio se estira.

Anteriores a las observaciones de Hubble y Humason (1.2.1) y un poco después de
que Einstein propusiera sus ecuaciones de la Teoria de la Relatividad General (1.8),
Alexander Friedmann (en San Petesburgo, Rusia) obtiene sus ecuaciones (1.12, 1.14,
1.15), a partir de las de Einstein, y llega a la conclusion de que el universo no es estati-
co sino que se esta expandiendo (lo que confirmaron posteriormente las observaciones
de Hubble). Contemporaneo a Einstein y Friedmann, el cosmologo Georges Lemaitre
propone que en un determinado tiempo en el pasado toda la materia y energia estaban
concentradas en un punto el cual se descomprimi6é con una gran explosion: el dtomo
primordial.

Durante las décadas siguientes se conjugarian una serie de modelos y observaciones
cosmologicas que empezarian a dar forma a la imagen de un universo temprano denso
y caliente. A saber:

1. Que el universo se esté expandiendo (Hubble y Humason, Friedmann, Lemaitre).

2. Que los nicleos mas ligeros se formaron en ¢ ~ lseg (Nucleosintesis), en la vida
del universo (Gamow, Alpher y Herman).

3. Que un mar homogéneo de fotones perméa el universo: La radiacion césmica de
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

fondo(Penzias y Wilson, Gamow, Dicke, Peebles, Wilkenson 1.2.3).

Estas observaciones consolidan la imagen de lo que se llamaria (inicialmente de
manera despectiva pero que finalmente se acunaria como el nombre de este modelo):
el Hot Big Banyg.

A partir de COBE (Siglas en inglés Cosmic Background Ezplorer), la cosmologia entro
en una época de precision que ha permitido afinar nuestros modelos y realizar grandes
descubrimientos que nos plantean preguntas fundamentales y cambian radicalmente
nuestras imagenes de lo que es y ha sido el universo. La actual es una época de grandes
retos y proyectos de precision increible de las observaciones cosmologicas (aproximan-
dose a la ciencia ficcién, dirfan algunos).

Estos modelos son apenas un atisbo al universo y su evolucién sigue siendo un espacio
abierto a preguntas y enigmas sobre como ha sido, como es y como serd el universo.
La razon de la actual expansion acelerada del universo (1.2.1), el origen de la mis-
ma expansion, la identidad de la materia obscura y la energia obscura y la asimetria
materia-antimateria en nuestro universo, son algunas de las preguntas que siguen es-
perando respuestas desde la fisica.

La discusion que se presenta en esta tesis se ubica precisamente en el contexto de la
expansion acelerada del universo. El mecanismo usual para producir esta aceleracion es
un campo escalar (por razones que discutiremos més adelante) cuyo origen se descono-
ce tipicamente. En esta tesis se busca relacionar el origen de este campo a un proceso
fisico que de manera natural produzca campos escalares cuantizados en particulas: las
vibraciones de un sélido y sus particulas asociadas, los fonones.
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Capitulo

Cosmologia Estandar

1.1. Principio Cosmoloégico y Ley de Hubble

A la idea de un universo isétropo (invariante ante rotaciones) y homogéneo (inva-
riante ante traslaciones) en promedio para grandes escalas de distancia (camulos de
galaxias: 100 MPc) se le suele denominar el "Principio Cosmolégico". Los mapas a
gran escala de la estructura del universo: SDSS, 2DF... permiten inferir la validez de
este principio (Véase por ejemplo mapa 2df, en la Fig. 1.1).

Figura 1.1: Los resultados muestran como las galaxias estan dispersas en el universo de
4 billones de anos luz. Inmensos grupos, filamentos largos, y vacios espaciales midiendo
sobre los 100 millones de anos luz a lo largo, son visibles en el resultado del mapa 2dF.
Fuente [1].

La ley de Hubble se descubrié observacionalmente y nos dice que la velocidad de
expansion crece linealmente respecto a la distancia (¢ = H7) con H conocido como el

1
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parametro de Hubble, figura (1.2).

104
L]
1

Valocity {kn 5%
5000

Distonce {Mpc)

Figura 1.2: Grafica de Velocidad contra distancia, implica la ley de Hubble. Fuente [1].

El caracter lineal de la ley de Hubble implica que la expansiéon no tiene un centro,
sino que se ocurre igual en todas direcciones, en consecuencia implica el Principio Cos-
mologico como se muestra en la siguiente figura.

Tomando la Ley de Hubble en la Fig. 1.3, con v; = Hr; entonces vo = Hry =
H27"1 = 2H7"1 = 2?}1.
Por otro lado, usando coordenadas comoéviles v = rH = axrH y como v = ax

entonces H = %

1.2. Observaciones Fundamentales

Consideremos a continuacion las tres observaciones que confirman la imagen de un
universo temprano denso y caliente. La primera proviene del resultado que se acaba de
mencionar: la ley de Hubble.

1.2.1. La Expansién del Universo

Desde sus inicios, la tesis de la expansion del universo fue controvertida. Durante
algunos anos, la controversia se elevo al nivel de un modelo alternativo que asumia un
universo estatico: el Modelo Estacionario del universo [34]. Este modelo concordaba
con la idea de Einstein sobre el cardcter estatico de nuestro universo que le llevo a
postular la llamada constante cosmologica A en sus famosas ecuaciones. El modelo es-
tacionario tuvo prestigiados cientificos a su favor y propuso soluciones, en el contexto
estacionario, a las observaciones que parecian indicar un universo en expansion. Estas
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Figura 1.3: Principio Cosmolégico y Ley de Hubble. La linealidad de la ley de Hubble se
muestra en la figura A, con v = Hr donde las velocidades son las mismas en 2 puntos de
referencia distintos y tomando v = H7r? tenemos la figura B, que muestra velocidades
distintas de expansion, en distintos puntos de referencia.Realizo Reyes Manuel Garcia
Garcia.

fueron descartandose poco a poco a medida que se sumaron otras observaciones.

A partir de las observaciones de Hubble y Humason, la conclusion natural es que, dado
el patrén de los movimientos de las nebulosas observadas, estos no son movimientos
propios de éstas, sino una indicacién de que el mismo espacio es lo que esta creciendo,
y al hacerlo mueve de esta manera a las nebulosas, como puntos sobre la superficie del
globo que se infla; en esto consiste precisamente la expansion del universo y contribuye
a una de las observaciones mas asombrosas de nuestro universo.

Esta expansion, plantea interrogantes profundas sobre la dindmica de nuestro uni-
verso: ;por qué el universo se expande? y jcémo ha sido su expansion a lo largo de su
evolucion?

Se puede decir que por definicién, universo es expansion, no conocemos otro tipo
de universo. Hablar de universo es hablar de expansion.

Las ecuaciones y modelos que empleamos para describir la dinamica del universo
contendran siempre un parametro asociado a la expansion: el factor de escala a(t), que
debido al principio cosmoldgico no depende de la posiciéon, y que d& cuenta de cuanto
se expande el universo.

En relacion con la pregunta de por qué se expande actualmente el universo, de
manera acelerada, se ha propuesto la existencia de un objeto presente en todo el uni-
verso y el que por su naturaleza genera un efecto de repulsion que acelera la expansion
del universo en contra de la gravedad. A este objeto se le ha llamado energia obscura
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y entre otros candidatos para ésta se encuentra la constate cosmolégica mencionada
anteriormente. Otros modelos consideran campos escalares. Respecto a como ha sido
esta expansion en la evolucion del universo, la respuesta se encuentra en la figura 1.4.
La curva en esta figura muestra los datos obtenidos por el experimento BOSS en re-
lacion a la aceleracion de la expansion del universo. De acuerdo con esta curva, desde
hace 5 mil millones de anos, esta fuerza misteriosa conocida como energia oscura ha
provocado que el Universo se expanda cada vez més rapido. Sin embargo, al parecer
el Cosmos no ha crecido a la misma velocidad desde el principio de los tiempos, como
se muestra en esta curva, la expansion hace 10 mil millones de afios era frenada hasta
llegar al punto mas bajo hace 5 mil millones de anos y empezar a acelerarse.

o
=
|

-]
=
I

H(z)/(1+2) (km/sec/Mpc)
o
T

Figura 1.4: Aceleracion de la Expansion del Universo por BOSS. Fuente [36].

El equipo de investigadores que presenta esta curva (y que publica sus resultados
en la revista Astronomy y Astrophysics) fue capaz de medir por primera vez la tasa
de expansion de hace 11.000 millones de anos, no observando las galaxias, sino la
distribuciéon del gas en las regiones distantes del Universo. Estas nubes se pudieron
medir ya que absorben la luz de los quasares, objetos celestes que emiten una gran
cantidad de energia y que se encuentran en el corazéon de las galaxias. La medicion de
dicha absorcion produce una imagen detallada del gas entre nosotros y el quasar (fig.
1.5). El nuevo mapa utiliza la luz de 160,000 quésares de todo el cielo lo cual es un
incremento considerable en la relacion a dos mediciones anteriores en las que el niimero
de quéasares observados es 50,000. Los cientificos dicen que las mediciones dibujan un
cuadro de como el Universo ha evolucionado a lo largo de su historia y que la imagen que
resulta es consistente con nuestra comprension actual del Cosmos, en el que la energia
oscura es una parte constante del espacio y agregan que lo mas interesante sobre el

4



CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

nuevo resultado es que, por primera vez, vemos céomo la energia oscura trabajaba en
un tiempo antes de que empezara la aceleracion actual del Universo.

Figura 1.5: Medicién de la Absorcion de luz de quésares, del proyecto BOSS.

1.2.2. Abundancia de Elemento Ligeros

Una segunda observacion sobre la que se fundamenta el Big Bang proviene de la
formacion de los ntcleos ligeros tempranos: el 1H (el hidrogeno ligero), su isétopo el
deuterio (2H o D), los isotopos del helio *He y 4He y los isotopos del litio 7Li y 6Li
y algunos is6topos inestables o radiactivos como el tritio H, y los is6topos del berilio,
7Be y 8Be, en cantidades despreciables.

A este proceso, ocurrido cuando el universo tenia una edad de 1s, se le denomina
Nucleosintesis y su prediccion mas impactante es la abundancia primordial de estos
elementos ligeros: 79 % Hidrogeno, 24 % Helio y 1% de otros elementos ligeros, George
Gamow, Ralph Alpher, Hans Bethe y Robert Hermann realizaron este andlisis en la
década de 1940 [37].

Esta prediccién ha sido corroborada experimentalmente.

1.2.3. Radiaciéon Cosmica de Fondo

Esta es la tercera de las observaciones cosmoldgicas fundamentales y la mas reciente
de las tres.

La radiaciéon cosmica de fondo son los fotones que se desacoplaron del plasma pri-
mordial cuando el universo tenia tan s6lo 380,000 anos de edad. La predicciéon tedrica
de esta radiacion fue realizada por el fisico ruso George Gamow y dos colegas suyos
Robert C. Herman y Ralph A. Alpher en 1948 [37].

La radiacion cosmica de fondo fue detectada por primera vez por los radio-astronomos
Arno Penzias y Robert Wilson en 1964. De hecho, los cientificos que marginalmente
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Figura 1.6: Creacion de los elementos ligeros durante la nucleosintesis primordial.

tocaban el tema adoptaban el modelo del Big Bang o el modelo rival cuasi-estacionario
guiados no por resultados empiricos sino por inclinacion filosofica.

Posteriormente el satélite COBE (Cosmic Background Explorer)de la NASA de-
tecté anisotropfas de temperatura del orden de 107°K (o pequenas desviaciones de la
temperatura con respecto al valor promedio) en la radiacion cosmica de fondo en 1992.
Después de COBE, se sucedieron una serie de experimentos similares que han permiti-
do analizar con més precision las anisotropias de la radiacion de fondo: WMAP(NASA)
y PLANCK(ESA), entre otros. Aunque este es el resultado principal del COBE, fue
también importante que corroborara el caracter de Cuerpo Negro (dado por la ley de
Radiacion de Planck) del espectro de la radiacion Cosmica de Fondo (Fig. A.2).

En la figura del satélite WMAP (Fig. 1.7) aparece la temperatura de la radiacion
cosmica de fondo representada por colores (caliente = rojo, frio = azul).

WMAP 5-year
00

200 Tiuk) +2

Figura 1.7: Radiacion de Fondo Césmico por el Satelite WMAP.

La estructura detectada por COBE, WMAP o PLANCK, es un registro de la his-
toria del universo a gran detalle.
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1.3. Ecuaciones Fundamentales

En la cosmologia de un universo en el que se satisface el Principio Cosmologico,
resultan ecuaciones que describen el la dindmica de un universo en expansion: estas
llevan el nombre de ecuaciones de Friedmann.

1.3.1. Ecuacién de Friedmann
Ley de Gauss

La ley de Gauss también conocida como Teorema de Gauss, establece que el flujo
de un campo a través de una superficie cerrada es proporcional a la magnitud de las
fuentes de dicho campo que hay en el interior de la misma superficie, como se muestra
en la figura (1.8).!

Figura 1.8: Ley de Gauss. Fuente [7]

Estos campos son aquellos cuya intensidad decrece como el cuadrado de la distancia
a la fuente. Esta ley se aplica en campos electrostaticos y gravitatorio aunque también
se puede aplicar a campos magnetostaticos.

Deduccién: El campo eléctrico creado por una carga puntual a una distancia R es

Q

donde E es la magnitud del campo eléctrico, () es la carga eléctrica y ¢ es la per-
misividad eléctrica en el vacio. Usaremos el concepto de angulo solido? (AQ), que es
subtendido por AA sobre una superficie esférica y que se define como

AA
!La divergencia de un campo vectorial mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo entrante
de un campo vectorial sobre la superficie que rodea a un volumen de control, por tanto, si el campo
tiene "fuentes"la divergencia serd positiva, y si tiene "sumideros, la divergencia serd negativa.
2 Angulo Solido es el angulo que abarca un objeto visto desde un punto dado, que se correspon-
de con la zona del espacio limitado por una superficie cénica. La unidad de medida en el SI es el
estereorradian, y para calcularlo se proyecta el objeto sobre una esfera de radio conocido.

7
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donde R es el radio de la esfera (Véase la Fig. 1.9).

- | S dS cosf

Figura 1.9: Angulo Solido, donde 7 es el radio conocido.

Como A(area) es 4w R?, el angulo solido para toda la esfera es:

AA 4nR*

AQ—E— R2 = 4Tr.

Si el area AA es perpendicular a las lineas que salen del origen que subtiende a A€,
se busca la proyeccion normal que es

_ AAiR-R AAcosf

AQ 2 IR

asf que si se tiene carga q rodeada por una superficie cualquiera, para calcular el flujo
a través de esta superficie es necesario encontrar F - dS para cada elemento de area
AA, para luego sumarlos.

donde k es una constante que depende de las propiedades de la superficie. De manera
que A es el mismo angulo anterior, AQ) = 47 para cualquier esfera de cualquier radio.
Entonces el flujo total sobre la esfera sera

4m
¢neto=j{E-ﬁdA:kqj{ alQ:éhrkq:g7
s 0

€0

implicando que el flujo s6lo depende de la carga encerrada por la esfera de radio R.
Por lo que la forma integral de la Ley de Gauss queda

j[ﬁ-ﬁdA: € (1.3)

€0
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Para la forma diferencial partiremos de la forma integral (1.3) y usando que para una
distribucién de carga volumétrica ¢ = fv pdv y tomando el teorema de la divergencia
de Gauss que dice

/v(v B)do = jgﬁ A, (1.4)

B} 1
/(V-E)dv:—/pdv
v €0 Ju

y como ambos términos poseen diferencial de volumen y se integran en el mismo espacio,
obtenemos la forma diferencial de la ley de Gauss.

tenemos que

v.-E="L. (1.5)

€0

En un medio distinto al vacio, esta forma se convierte en
V-D=p, (1.6)

donde D es el desplazamiento eléctrico (D = €E) y € es la constante de permitividad
eléctrica del medio.

Ley de Gravitacién

De forma analoga al argumento anterior, el mismo resultado se sigue en el caso de
Newton.

La Ley de gravitacion de Newton nos dice que la fuerza ejercida entre dos cuerpos
de masa m; y ms separados por una distancia r es proporcional al producto de sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, es decir

mime
2 )

F=dd

1.7
. (1.7)
donde F es el modulo de la fuerza ejercida entre las dos masas y G 2 es la constan-
te de Gravitacion universal. Esta expresion tiene la misma forma de la ley de Coulomb.

Una nueva forma de la ley de Gravedad, Einstein introduce la matemaética tensorial
y nuevos términos. Cabe mencionar que de esta ecuacion se puede llegar a la ley de
Newton(no funciona en el otro sentido).

Donde la Ley de Gravedad de Einstein se reduce a la siguiente expresion

G = Rip — (£

)+ Agir = GrTi, (1.8)

3La Constante de gravitacion universal es determinada empiricamente y establece la intensidad
Nm?
kg? ?

experimental de proporcionalidad en electromagnetismo k = 8.9875517873681764 109NC’—T§2.

también existe una constante

de la fuerza gravitatoria entre 2 cuerpos, G = 6.67384 x 10!
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

Figura 1.10: Ley de gravitacion de Newton. Fuente [1].

donde R es el tensor de Ricci G es una constante y es el factor de proporcionalidad
entre el tensor de curvatura de Einstein (que es una medida de la intensidad del campo
gravitatorio) y el tensor de energia-momento de la materia que provoca el campo, y A
es una constante con la que Einstein buscaba que sus ecuaciones fueran consistentes
para un universo estatico, aunque ahora se considera a esta, una posible soluciéon para
explicar la expansion del universo.

Una forma simple para encontrar la ecuaciéon de Friedmann, proviene de conside-
rar(Fig. 1.10), un sistema de masas con una distribucién de masa M (r) esférica y con
una masa m de prueba a una distancia r. De donde

F= G—Mff;)m (1.9)

y como se habia estudiado que nuestra fuerza de gravedad es conservativa, * se cumple
que

av

dr

Entonces tomando nuestra fuerza (1.9), la energia potencial V' de la masa m esté dada
por

(1.10)

4
y su energia cinética es T = 2mr?. Siendo la energfa total £ = T+V yla M(r) = §7rr3p

4 Fuerza conservativa: Un campo es conservativo si el trabajo total realizado por el campo sobre
la particula realiza un desplazamiento en una trayectoria cerrada es nulo, es decir§CF (r)ydr =0,y

—

cumple que F(r) = —=VV(r) y que el rotacional es nulo, VzF(r) = 0, lo cual nos dice que el campo
solo puede ser atractivo o repulsivo.
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

(con p la densidad de masa M), resulta

1 4
E = —mi?* — ~Gprmr?, (1.11)
2 3
donde considerando coordenadas coméviles, obtenemos que
Lo, 4 2
E = §m(ax) — gG,mrm(ax)
1 4
E = —ma*2* — —Grpma*x?
2 3
2F 5 8 9
ma? ¢ 30T
2
si hacemos ——— = kc?, obtenemos la ec. de Friedmann

mz?

. 2
a 8 kc?

donde la p es la densidad y depende de la composiciéon del universo y k es la curva-
tura del espacio. Esta ecuacion nos da la relacion entre la velocidad de expansion del
universo, la geometria del mismo y la composicion.

1.3.2. Ecuacién del Fluido

Si se piensa en el universo como un gas (Fig. 1.11),

° ° ° ° ° °
- T T T =
- ~
// S
) o ) ) ) )
/ .fl'f:]_ \
/ \
l, !
° @ ° ° °! °
\ 1
\ /
\ /
° @ ° o ™ °
N 7/
N e
N .
- .
- -
° ° ° ° ° °

Figura 1.11: Universo visto como Gas de particulas. Realizd Reyes Manuel Garcia
Garcia.

consideremos coordenadas comoviles X (fijas a la expansion) tal que = = 1, entonces

en 7 = ax = a y para una distribucion esférica con r = X tenemos que V = gwa?’.

Empleando la primera le de la Termodinamica:

dE = dQ + dW,
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

donde dFE es el cambio de energia, d@) el cambio de calor y dWW el trabajo realizado,
tenemos

dE = TdS — pdV, (1.13)

donde T es la temperatura del sistema, dS el cambio de entropia, p la presion y dV el
cambio de volumen.
Incluyendo la ecuacion de energia de Einstein £ = mc?, con m masa y con ¢ la velocidad

de la luz. y considerando una distribucién esférica del gas, mc? = §7Ta302p7 resulta para

dE: A
dE = 4npcta’da + §7ra302d,0.

4 .
Si asumimos dS = 0 (expansion adiabatica y reversible) y tomando V = —ma® en
(1.13), obtenemos
4
4rpc*a’da + gﬂa?’chp + p(4ma*da) = 0
y reagrupando términos tenemos la ec. del Fluido.
. 3a
e (1.14)
a c

la cual dice como cambia la densidad en el sistema, que puede ser por:

. ., ..
= [La expansion dada por el término —.
a

= La energia invertida por el fluido al producir expansién mediante una presion p.

1.3.3. Ecuacion de la Aceleracion

Para obtener esta ecuacion partimos de la ecuacion de Friedmann (1.12) y se deriva
respecto al tiempo (donde solamente a y p dependen de él):

i (i) 8 o ke
a? 3

a \a a’d

Usando la ecuacion del fluido (1.14), tenemos

. ) ]{32

a a? c? a?
y sustituyendo la ec. de Friedmann (1.12)

i 8rGp kc? P kc?
=G g)

a 3
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

resulta la ecuacion de la Aceleracion

(1.15)

de este resultado podemos establecer varias conclusiones
1. La aceleracion no depende de la curvatura k.
2. La aceleracion es negativa excepto si <p—|— 3%) < 0, en este caso & > 0 y la
c
expansion del universo se acelera. En este caso se debe satisfacer p < —%pcz.

La pregunta que surge es ;Cémo podemos obtener una presién negativa?
Para esto existen varios candidatos teodricos,

1. La constante cosmolégica.
2. Campos escalares ¢.
3. Gas de paredes (defectos topologicos).

4. Otros modelos.

1.4. Evolucion y Geometria del Universo

La pregunta de la cantidad de materia en el universo observable y la geometria
correspondiente a partir de la relacion entre ambas, es cuestiéon fundamental en cos-
mologia.

Si se piensa que el universo esta constituido por diferentes especies de materia (6
fluido), podemos definir de la proporcion de cada una de ellas a una densidad estandar
pe llamada densidad critica que enseguida definiremos.

Parametro de densidad:

Pi
0 == 1.16
Pe ( )

donde p. es la densidad del espacio plano (k=0).

H:@>:%§_€E

a 3 a?
si k=0 SF
L= 1.17
Pe= g & (1.17)
El parametro total de densidad total Q7 = > €); y si el universo es plano entonces
Qo 2l Pe_y (1.18)
Pe Pe
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

La curvatura k que aparece en la ecuacién de Friedmann 1.12, puede tomar 3 valores
(nimeros de vectores de Killing) que se asocian distintas geometrias: plana, abierta y
cerrada. Enseguida discutimos estos casos.

1.4.1. Universo Plano

En el universo es plano k=0y p = p., v tendra la geometria de la figura (1.12). La
gravedad y la expansion estaran en equilibrio. El Universo se expandira, pero cada vez
mas despacio.

Figura 1.12: Geometria de un universo plano. Fuente [2]

Ahora calculemos como se comportaria este universo con materia no relativista,
empecemos con recordar que para materia no relativista p = 0 y por universo plano
k = 0. Sustituyendo estos valores en la ecuacion del fluido(1.14) tenemos

. a
Pm = _S_pm
a

e integrando respecto al tiempo, p,, ~ a3, y sustituyendo esta densidad y los demas
parametros en la ecuacion de Friedmann(1.12) obtenemos

() == ()

/\/ada ~ dt

integrando obtenemos la expresion para el factor de escala de la materia no relativista
en un universo plano

y asi

A A 13, (1.19)

Ahora calculemos la expresion para la densidad y el factor de escala para la radiacion
en un universo plano. Al igual que el caso anterior partiendo en la ecuacién de fluido

(1.14), pero ahora con la ecuacion p = gpc2, tenemos la nueva ec. de fluido

A a 1
Pr+3a pr—’_gpr =0
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

despejando e integrando nos queda

1
prr (1.20)

. . - 1 . .
donde en este término se tiene un factor adicional — debido a que con la expansion la

longitud de onda crece, y asi disminuye la frecuencia al igual que la energia.
Y sustituyendo este valor para la densidad y con k=0 en la ec. de Friedmann,

tenemos
N\ 2
a 1
a at

/ana ~ dt

e integrando nos queda que la ecuacion del factor de escala para radiacion respecto al
tiempo es
a, ~ 12, (1.21)

En el cuadro 1.1 se muestran los datos obtenidos para densidad y factor de escala
para materia no relativista y radiaciéon en un universo plano.

Tipo de materia Densidad | Factor de escala
. . Z
Materia no relativista | p,, ~ % ar~ts
. T
Radiacion pr R o ar~tz

Cuadro 1.1: Densidad y factor de escala para los tipos de materia en un universo plano.

En un universo con materia no relativista y radiaciéon tenemos que estudiar varios
casos, primero veremos que sucede si en el universo domina la radiacién, es decir que
1 .
el factor de escala es a = t2, entonces tenemos que las densidades se comportan de la

L 1 3 ,
siguiente forma p,, ~ — R 2y pp = R t=2, donde se nota que para un universo
a a

dominado por radiacién la densidad de radiaciéon decae mas rapido en el tiempo que la
densidad de materia. Es decir que cuando domina la radiacion, después de un tiempo
dominara la materia no relativista.

Ahora si en el universo domina la materia no relativista, tenemos que a = t5 y sus-
tituyendo en las ecuaciones de densidad tenemos que p,, ~ t~ 2y p, & ¢~3. Donde la
densidad de radiaciéon p, decae mas rapido que la de materia no relativista.

Es decir en un universo donde inicia dominando la materia no relativista, asi se man-
tendra siempre.

En la siguiente grafica (1.13) se muestra visualmente el comportamiento de las den-
sidades de materia en el tiempo, donde (x = a), a factor de escala que cambia en el
tiempo.

15



CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

2.5 20 35 jogt 40

Figura 1.13: Evoluciéon Materia no relativista y Radiacion, donde el valor log tx 2.7 ~
t ~ 300000 anos. Realizo Reyes Manuel Garcia Garcia.

1.4.2. Universo Abierto

Un universo es abierto si la densidad de materia y energia es muy baja en relacion
a pc, el Universo se curvard hacia afuera, es decir es aquel cuyo destino es expandirse
siempre. En un universo abierto, la energia cinética de expansion siempre es mayor
que la energfa gravitacional, y el valor de () siempre es inferior a I, pues la densidad
critica es mayor que la densidad del sistema y su geometria se representa como la figura
(1.14).

Q,<1

Figura 1.14: Geometria de un Universo Abierto. Fuente |2]

Los universos abiertos tienen la geometria de una superficie curva infinita con el
mismo grado de curvatura en cada punto y a diferencia del universo plano su velocidad
de expansion no disminuye con el tiempo sino que crece y crece. La gravedad sera
tan débil que no podra haber estrellas, ni planetas, ni siquiera dtomos. La materia se
separard y se desintegrara hasta quedar reducida a particulas elementales. ElI Universo
se enfriard y morira. Este final se llama Big Chill.

En este universo la curvatura k < 0, por lo que si se toma la ecuaciéon de Friedmann

. L , .- a
se tiene que los dos términos de la derecha serén positivos por lo que — > 0, lo que nos
a
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

dice que el factor de escala a(t) crecera siempre. De modo que si p = p,,, tenemos

N 2
a 8@ kc?
—) =50 - —
a 3a a
con C; = ppa® y donde el segundo término decae mas lento asi que en un tiempo t,
dominara siempre, entonces
SN 2 2
a kc
a a?’

donde integrando tendremos que a ~ t lo cual nos dice que un universo abierto se
expande de manera constante (a = cte).
Como se vio aqui la velocidad es constante y si se recuerdan los calculos de un

: : : : o1
universo plano, se tiene que si t — oo entonces para universo plano a ~ — — 0.
t3

1.4.3. Universo Cerrado

Un universo es cerrado si hay demasiada materia y energia (p > p.). El Universo
se curvard hacia dentro y tendra forma de esfera. Sera un Universo finito. La gravedad
serd mas fuerte que la expansion, toda la materia acabaré agrupandose y el Universo
colapsara. Este final se denomina Big Crunch.

En este universo k£ > 0, por lo que se tiene que la ec. de Friedmann (1.12) tiene un
término negativo y otro positivo,

(9)2 _8nG ., ke

a 3a3 a?’
donde el primer término es positivo y el segundo negativo, entonces cuando el primer
N 2
término domina se tiene que | — | > 0, es decir se expande el universo en este tiempo,
a

después se igualan los términos tal que a = 0, es decir no hay expansion, pero como el
denominador del segundo término serd menor siempre entonces después de un tiempo
el segundo término dominard, por lo que a < 0, lo cual dice que después de la expansion
vendra una contraccion, es decir una aceleracién negativa.
En la figura (1.15) se muestra la geometria del universo cerrado.

En el siguiente grafico (1.16), se muestra las 3 curvas correspondientes a universo
plano, cerrado y abierto.

1.5. Velocidad de Escape y Velocidad Terminal

Se puede plantear una analogia de los tres casos de curvatura con la velocidad de
escape y la velocidad terminal. La velocidad de escape es la velocidad minima con
la que debe lanzarse un cuerpo para que escape de la atraccion gravitatoria de la Tierra

17
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Q,>1

Figura 1.15: Geometria de un universo cerrado. Fuente [2]

k<0

Scale factor

k> @

Time

Figura 1.16: Grafica de Universos Plano, Abierto y Cerrado. Fuente [1]

o de cualquier otro astro de forma que, al escapar de su influjo, la velocidad del cuerpo
sea 0. Esto significa que el cuerpo o proyectil no volvera a caer sobre la Tierra o astro
de partida, quedando en reposo a una distancia suficientemente grande (en principio,
infinita) de la Tierra o del astro.

Una forma muy sencilla de deducir la formula de la velocidad de escape es tomar
en cuenta la conservacion de la energia, en un sistema en el que el proyectil esta en la
superficie y parte de una velocidad inicial, tenemos

mv2

EZZO =
* 2

y el valor final

GMm
Er=0— |2
r=o- -5

donde R es el radio del astro celeste, M su masa, m la masa del proyectil, v la velocidad
del proyectil y G la constante de gravitacion. Usando la conservacion de la energia
tenemos que

GMm  mv?

R 5 U
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

2GM
ve =1/ "% (1.22)

Podemos encontrar la similitud de la grafica de velocidad contra altura (1.17) con la

grafica (1.16), que nos explica el comportamiento de el universo dependiendo su geo-
metria.

de donde

V>Ve

Velocidad

V<Ve

Altura h

Figura 1.17: Velocidad de Escape. Realizo Reyes Manuel Garcia Garcia.

La velocidad terminal es la velocidad méxima que alcanzaria un cuerpo movién-
dose en el seno de un fluido infinito bajo la accién de una fuerza constante. Un ejemplo
es el caso de la velocidad limite alcanzada por un paracaidista en caida libre que cae
desde suficiente altura.

Para su deduccion suponemos una particula moviéndose en un medio resistivo, que

) dv . .
tiene una fuerza F' = —mg — av = m— con el segundo término negativo pues es en

sentido opuesto a la fuerza y a depende de el medio en el que se mueve. La cual se
reescribe

mdv
— =dt
—mg — av
donde y = —mg — aw, se integra desde una posicion inicial hasta una final y tenemos
m mg + av
=" (—)
«a mg + avg

aplicando exponencial a cada lado y reagrupando

ta

(mg + avg)e M —mg

=
o
donde el primer término decae con el tiempo y el segundo permanece constante, por
lo que obtenemos que la velocidad terminal es
_mg

Vi = 1.23
T o ) ( )
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA ESTANDAR

la cual es la velocidad méxima o limite a la que se movera un objeto en un medio
infinito que se opone al movimiento. Este comportamiento se asemeja a la expansion
de un universo plano, en el que el factor de escala a(t) tiende a constante.

1.6. Corrimiento al Rojo y Ley de Hubble

Como se mencion6 anteriormente, en 1929 el astréonomo E. Hubble postulé que el
universo se expandia, de modo que cada galaxia se aleja de nosotros a una velocidad
proporcional a la distancia. Cuanto mas alejado, tanto mas débil es el brillo de la ga-
laxia y mayor es su velocidad de alejamiento. Una imagen en la que se puede ver el
proceso de la expansion, es el movimiento las particulas de polvo en un globo inflan-
dose, donde cada particula seria una galaxia. Note la dificultad de encontrar un centro
entre todas esas particulas.

La velocidad de la galaxia se obtiene a través de su espectro de radiacion (relacio-
nada a los componentes quimicos presente), de manera que si la galaxia se aleja, las
lineas se desplazaran hacia la zona de longitudes largas identificado por el color rojo,
a este fendémeno se le conoce como corrimiento al rojo.

En este caso si ésta se acercara, el espectro se movera a la zona azul (longitudes de
onda cortas). Esto se muestra en la figura 1.18.

Cambio Doppler producido
por el bamboleo estelar.

Figura 1.18: Corrimiento al rojo y azul. Tomando la 6rbita de una estrella, donde por
un lado se aleja (corrimiento al rojo) y la longitud de onda crece, mientras que por el
otro se acerca (corrimiento al azul) y la longitud de onda decrece. Fuente [14].

Imaginemos que se observa una fuente que esta en movimiento respecto a nosotros
a una velocidad v, sabemos que la luz sufre un cambio en su frecuencia (efecto Doppler
relativista) dado por:

v=1 (1 - 9) , (1.24)

C
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donde v es frecuencia la observada, 1/ es la frecuencia emitida por la fuente, v es la
velocidad de la fuente y ¢ la velocidad de la luz. Notemos que v < v/, y sustituyendo

c ., .
v=y la ecuacion (1.24) se reescribe como

w19

se ve que A > \. se puede escribir

y expandir

(1-5) = pro[()]

si se ignoran los términos cuadraticos, se tienen

)\/
A=N 427
c
entonces
A=XN v
N ¢
y asi se encuentra la funciéon z, llamada corrimiento al rojo
A—=N
= (1.25)

Esto permite calcular la velocidad de la fuente: La forma de calcular la velocidad con la
que se aleja una galaxia es usar las ondas de observacion y calcular con el corrimiento
del hidroégeno la longitud con la que sale, y asi usar que

1+
1)?=—=—
v
donde 8 = —. Usando
c
(C + U>Afuente

)\observada = (C + U)T07 = 3
v
C\/ 1— C—2

Aobsmda:\/(1+v/c)<1+v/c):\/1+5

Nue | L+ oje)T—vfe) | 1-5

Asicon z = AX/Ay con 1+ 2= /(1+ B3)/(1 — B), obtenemos el valor de 8 < 1, tal
que se tiene que la velocidad con la que se aleja una galaxia es v = fc.
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—

7]

Ahora recordando la Ley de Hubble v = H7, donde v, v = ’—F y como 7 = af
entonces ) '
U:%F:HF (1.26)
lo cual dice que _
a
H = o (1.27)

En cosmologia la ley de Hubble se escribe tomando en cuenta el corrimiento al rojo
cz = HyD (1.28)

donde z es el corrimiento al rojo, D es la distancia entre la fuente y observador, c es
la velocidad de la luz y Hj es el parametro de Hubble en la actualidad. Esta ecuacion
muchas veces es confundida con la relacion entre velocidad y distancia V = HD.

La Ley de Hubble es la tinica que produce expansiéon homologa que no cambia la forma
de las estructuras en el universo y es compatible con una vision Copernicana que dice
que nuestra posicion en el universo no es de particular importancia.

Cualquier observador en el universo verd el mismo tipo de ley ante la expansion del
universo (Principio Cosmologico) como en la figura 1.3.
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Capitulo

Campos Escalares en Cosmologia

2.1. Campos en Fisica

Un campo, en sentido fisico, es una magnitud definida en un cierto espacio y que
se puede expresar analiticamente como una funcién de las coordenadas espaciales y
del tiempo. Si la magnitud es escalar, se tiene un campo escalar, y si la magnitud es
vectorial, se tiene un campo vectorial.
Los campos pueden ser:

= Campos estacionarios, cuando tunicamente dependen de las coordenadas es-
paciales y no dependen del tiempo.

= Campos no estacionarios, cuando dependen del tiempo.

= Los campos pueden ser uniformes, si no dependen de las coordenadas espaciales,
es decir, si su valor (modulo, direccion y sentido) es el mismo en todos los puntos
y no uniformes.

Campos escalares, vectoriales y tensoriales
Una clasificaciéon posible atendiendo a la forma matemaética de los campos es:

x Campo escalar: aquel en el que cada punto del espacio lleva asociada una mag-
nitud escalar (campo de temperaturas de un solido, campo de presiones atmos-
féricas).

x Campo vectorial: aquel en que cada punto del espacio lleva asociado una magni-
tud vectorial (campos de fuerzas).

x Campo tensorial: aquel en que cada punto del espacio lleva asociado un tensor
(campo electromagnético en electrodinamica clésica, campo gravitatorio en teoria
de la relatividad general, campo de tensiones de un sélido).

x Campo espinorial: un campo que generaliza al tipo anterior y que aparece solo
en mecanica cuantica y teoria cuantica de campos.
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CAPITULO 2. CAMPOS ESCALARES EN COSMOLOGIA

Propiedades de campos escalares y vectoriales
Dado un campo fisico es comtn definir, segtin el tipo de campo algunas de las
siguientes caracteristicas de dicho campo:

a) Intensidad, que puede definirse localmente dada una region arbitrariamente peque-
na, puede definirse la intensidad del campo, como un escalar formado a partir de
las componentes tensoriales del campo. Cuanto mayor es dicha intensidad mayor el
efecto fisico o la perturbacion que el campo ocasiona en una determinada region.

b) Flujo, que solo puede definirse sobre una superficie, por lo que el flujo de un campo
a través de una superficie depende tanto del campo como de la superficie escogida
y por tanto no es una propiedad intrinseca del campo a diferencia de la intensidad.

Segiin el tipo de campo fisico pueden definirse otros campos derivados como operadores
diferenciales sobre las componentes del campo original, los tipos de operaciones usadas
para definir estos otros campos derivados son:

1. Potencial escalar, definible para campos vectoriales irrotacionales, es decir, cuyo
rotacional es nulo en una regioén simplemente conexa.

2. Potencial vectorial, definible para campos vectoriales solenoidales.
3. Gradiente, definible para un campo escalar cualquiera.

4. Rotacional, definible para cualquier campo vectorial, es otro campo vectorial deri-
vado del primero.

5. Divergencia, definible para cualquier campo vectorial, es un campo escalar derivado
del campo vectorial.

2.1.1. Campos Escalares

En fisica se habla de un campo cuando se tiene una magnitud fisica que toma va-
lores en cada punto del espacio. Asi que cuando se dice campo no es mas que una
propiedad que toma distintos valores en cada punto del espacio-tiempo.

Cuando se habla de un campo escalar a lo que se esta refiriendo es a una magnitud
que viene completamente definida por un nimero (y sus unidades). Es decir, no tiene
ni direccion ni sentido.

En fisica tedrica, especialmente en cudntica de campos, los campos escalares repre-
sentan campos fisicos cuyas excitaciones son particulas de espin 0.

Estos campos aparecen por todos sitios en fisica, en teoria de cuerdas, en teorias
de Gran Unificacion, en teorias supersimétricas, en teorias con dimensiones extra de
tamano variable, en reducciones de simetria, etc. ademas, se considera que la forma
més simple de producir inflacion es por la presencia de un campo escalar.
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La energia potencial de un campo escalar

Por el hecho de tener un campo en el espacio y debido a los valores que tome dicho
campo este adquiere una energia de tipo potencial. Esta energia es fundamental para
entender el comportamiento del campo. Se representa el campo por ¢ y la energia por
tener un valor dado V(¢).

En fisica se ha aprendido que los sistemas tienden a su minimo de energia. La parte
curiosa es que para determinados potenciales de un campo escalar aparecen més de un
minimo o distintos minimos locales (como se vera en la propuesta de Guth (3.3.2)).

2.2. Tensor de Energia-Momento

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la presencia de materia con la
curvatura del espacio-tiempo. Mas exactamente cuanto mayor sea la concentracion
de materia, representada por el tensor de energia-impulso, tanto mayores seran las
componentes del tensor de curvatura de Ricci. Para cada punto del espacio-tiempo,
la ecuacion del campo de Einstein describe como el espacio-tiempo se curva por la
materia y tiene la forma de una igualdad local entre un tensor de curvatura para el
punto y un tensor que describe la distribuciéon de materia alrededor del punto:

G = " (2.1)

oA
donde G, es el tensor de curvatura de Einstein que se forma a partir de segundas
derivadas del tensor métrico ! g,,, T, es el tensor de energia momento, ¢ la velocidad
de la luz y G la constante de la gravitacion universal. El tensor de energia momento
esta dado por

T, = 0,00,¢ — gL, (2.2)
usando algebra tensorial podemos llegar a la ecuacion

w09 09 o |109 99
oxv 0xP 9s 2 Oxt Oxv

Ty =g g+ V(o). (2.3)

2.3. Mecanica Lagrangiana

La mecéanica lagrangiana es una reformulacion de la mecanica clésica introducida
por Joseph Louis Lagrange en 1788. En la mecanica lagrangiana, la trayectoria de un
objeto es obtenida encontrando la trayectoria que minimiza la acciéon, que es la integral
del lagrangiano en el tiempo; siendo éste la energia cinética del objeto menos la energia
potencial del mismo.

La formulacion lagrangiana simplifica considerablemente muchos problemas fisicos.
Por ejemplo, los sistemas de referencia inerciales son tratados en pie de igualdad y a

'El tensor métrico es un tensor de rango 2 que se utiliza para definir conceptos métricos como
distancia, &ngulo y volumen en un espacio localmente euclideo.
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diferencia de las leyes de Newton la forma de las ecuaciones del movimiento no depende
del sistema de referencia elegido.

2.3.1. Mecanica Lagrangiana para Particulas

Considerando la cantidad,

t2
S = / L(z,&,t)dt. (2.4)
t1
S se llama la accion. Es una cantidad con las dimensiones de (Energia)x(Tiempo). S
depende de L, y L a su vez depende de la funciéon z(¢) a través de L =T — V. Dada
una funcion z(t), se puede producir la cantidad de S. Sélo nos ocuparemos de una
coordenada, x, por ahora. Integrales como la de (2.4) son llamados funcionales, y S a
veces se denota por S[z(t)]. Depende de toda la funcion z(t), y no s6lo en un namero
de entrada, como una funcion f(t). S puede ser pensado como una funcion de un ni-
mero infinito de valores, o sea, todas las z(t) para t que van de ¢; a t5. Si no te gusta
infinitos, se puede imaginar romper el intervalo de tiempo en, por decir, un milléon de
piezas, y volviendo a poner la integral por una suma discreta. Se plantea la siguiente
pregunta: Considere una funcion z(t), por t; < t < ty, que tiene sus extremos fijos
(es decir, x(t1) = x1 y z(t2) = 2, donde x1 y 5 son dados), pero es de otra manera
arbitraria. ;Qué funcién z(t) se obtiene un valor estacionario de S7 Un estacionario
valor es un minimo local, médximo o punto silla. Por ejemplo, considere un balén en
tierra desde el reposo, y considerar la funcion y(t) para 0 < ¢ < 1. Suponemos que
de alguna manera sabemos que y(0) = 0 e y(1) = —g/2. Un nimero de posibilidades
para y(t) se muestran en la Fig. 2.1, y cada uno de ellos puede (en teoria) estar co-
nectadoa L =T—V y alaec. 2.4 a generar S. ;Cudl valor estacionario se obtiene de S?

Y

_gfz ,

Figura 2.1: Posibles caminos entre 2 puntos.
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El siguiente teorema da la respuesta.

Teorema: Si la funcion xy(t) obtiene un valor estacionario (es decir, un minimo
local, maximo, o punto de silla) de S, entonces

i (8_L> = 8_L (2.5)
dt 8950 81‘0
Se entiende que se esté considerando la clase de funciones cuyos extremos son fijos. Es
decir, z(t1) = z1 y x(tg) = x2.

Demostracion: Se utilizara el hecho de que si una funcion determinada xq(t) se
obtiene un valor fijo de S, entonces cualquier otra funcion muy cerca de xy(t) (con
los mismos valores de punto final) produce esencialmente el mismo S, hasta el primer
orden en cualquier desviaciéon. Esto es en realidad la definiciéon de un valor estacionario.
La analogia con las funciones regulares es que si f(b) es un valor fijo de f, entonces
f(b+ ¢€) difiere de f(b) solamente en segundo orden en la pequena cantidad e. Esto
es cierto porque f/'(b) = 0, lo que indica que no hay término de primer orden en el
desarrollo en serie de Taylor en torno b.

Suponga que la funcién zy(t) se obtiene un valor fijo de .S, y considerar la funcion

zq(t) = xo(t) + af(t), (2.6)

donde a es un namero, y donde §(t) satisface 5(t1) = §(¢2) = 0 (para mantener los
criterios de valoracion de la funcion fija), pero es de otra manera arbitraria. Cuando
se produce la accion S[z,(t)] en (2.4), la t se integra a cabo, por lo que S es sélo un
numero. Depende de a, ademas de t; y t5. Su requisito es que no haya algin cambio en
S en un primer orden en a. ;Cémo S depende de a? Utilizando la regla de la cadena,
tenemos

0 o " 2 9L
%S[fﬂa(t)] = %/ Ldt = /t %dt

1 1
2 (9L 0v, OL Oiy,
= 4+ — dt.
4 \O0r, Oa 01, Oa
En otras palabras, las influencias de a sobre S a través de su efecto sobre x, y también
a través de su efecto sobre #. De ec. (2.6), tenemos

ox, 0%, .
= = 2.

de manera que (2.3.1) se convierte

0 2 /9L oL .
%S[ma(t)] N /t1 (8$a6 * aftaﬁ) o (28)
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Ahora viene una parte solapada de la prueba. Se integra el segundo término por partes.

Tenemos . 3 i oL
R / (Eax‘) pdt, (2.9)

la ec. 2.8 se convierte

0 b oL d oL oL
ga° el = /t (8xa - %am‘a) pdt+ 50

Pero B(t;) = P(t2) = 0, por lo que el dltimo término se anula. Ahora se usa el
hecho de que (0/0a)S[z,(t)] debe ser cero para cualquier funcioén f(t), ya que se esté
suponiendo que z((t) se obtiene un valor estacionario. La tnica forma en que esto
puede ser cierto es que si la cantidad en paréntesis de 2.10 (evaluada en a = 0) es
idénticamente igual a cero, es decir,

to

(2.10)

t1

d oL oL

que es la ecuacion de Fuler-Lagrange para el caso de particulas.

2.3.2. Mecanica Lagrangiana para Campos Escalares

Ahora si suponemos que en vez de un sistema fijo de nimeros finitos de grados de
libertad, tenemos un medio continuo. Este sistema viene descrito por un campo ¢(x),
tal que

qi(t) = o(t, ) = o(x) (2.12)

y su dindmica por un lagrangiano, £ = [ d*zL(¢,d,¢). La acciéon S se escribe

S = /dtﬁ = /d4x£(¢, 0,9) (2.13)

aplicando el principio de minima accién
oL oL oL oL
6S:/d4x{—5+ 0(0 ]:/d‘lx{——@—}é =0
25" " 90,9)" "?) 06~ 90,5

donde la condiciéon de contorno ahora no es que ¢;(¢;,) y ¢i(ts;) fijos sino que los campos
permanecen constantes en el infinito

. 0L 5 _ 4 { oL 5_— . oL 5
/d x@(ﬁuqﬁ) (0,9) /d x0y, —3(8,@) gb /d xaﬂ_@(ﬁugb) 0,

usando el Teorema de Stokes donde OV es la superficie del Volumen V' tenemos que

oL [ 0L
d*o o = dA )
/V “{awm) 4 /av | 9(0,0) 4’
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donde 1), es el vector normal a la superficie y la condicién d¢|gy, asi tenemos

oL 9 oL
26 "0(0,9)

que es la Ecuacion de Euler-Lagrange para el campo escalar ¢.

=0, (2.14)

2.4. Ecuaciones para un Campo Escalar

2.4.1. Ecuaciones de Presiéon y Densidad para Campos Escala-
res Homogéneos

En general un campo escalar depende del tiempo y de la posicion, y se puede escribir

€omo
O(T,t) = °(t) + 06(7, 1)

donde el primer término corresponde a la parte homogénea de ¢, es decir donde el
campo tiene el mismo valor en el espacio, vy el segundo término corresponde a pequenas
fluctuaciones espaciales.

Considerando solo la parte homogénea, el primer término del Tensor de Energia-
Momento (2.3), usando algebra tensorial tenemos

9" 0,050 = ¢ 0,90950,9
= 9" 950,00,
con p=0=v
9™ 0,050 = g*°g3(000)’
y como g% = g¢g™ cuando v = 0

9 = 959" = 959"

tomando en cuenta que la métrica en su diagonal es (—1,1,1,1), g% = —1, y asf el
primer término resulta ser:

—9293 (ao¢)2
entonces el segundo término queda

%900 (80615)2 = % (50¢)2

asi el Tensor Energia-Momento esta dado como

Ts = —9392(@o¢)2 — 95 _%(50@2 + V(Cb)} (2.15)

si se toma la matriz del Tensor Tg como
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—-P
~ 0
= 0
0

entonces, sustituyendo en (2.15), para T3
d¢
p:%£(5)+£

()35 e

finalmente obtenemos que la expresion para la densidad esta dada por

1 (do\>
=== V 2.16
r=3(%) +ve. (2.16)
asi mismo se llega a que la ecuaciéon para la presion es
(Y v (217)
P=9 ’ '

donde es claro que la presion puede ser negativa, esto si el potencial del campo V(¢) es

mayor que la energia cinética % (%) , v como sabemos una condicién para la expansion

se acelere es p < —% p, asi que el campo escalar como mecanismo de expansion acelerada
funciona.

2.4.2. Ecuacién de Movimiento para Campos Escalares Homo-
géneos

Método Euler-Lagrange

Tomando un campo escalar general ¢(Z,t), el lagrangiano es £ = %(ng —Vo¢-Vo)—
V(¢) que en tensores podemos escribirla como

1
L=—51n"0.,00.9 = V(9) (2.18)

con la métrica ds* = g, dztdz” y diag(n) = (—=1,1,1,1). Recordando las ecuaciones
de Euler-Lagrange para campos (2.14) tenemos que

0 0 0
359 5 (5,5©) =0

—V'(6) =0+ V26 =0

sustituyendo (2.18)
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que reescribiendo resulta que la ec. de movimiento para campos escalares sin tomar en
cuenta la expansion del universo (s6lo depende de t) es:

b —V3ip+V'(¢) = 0. (2.19)

Método Friedmann

Recordando la ecuaciéon de Friedmann (1.12) con k = 0 y la de Aceleracion (1.15)

(9)2 _ %p (2.20)

a 47 G

=T 3
- 3 (p+ 3p)

sustituyendo p con la obtenida para campos escalares (2.16), pensando que en este
tiempo la densidad del campo escalar fue el dominante

R

derivando respecto el tiempo, donde ¢(t)
a\ [a 2] 87G [+ ., ..
2 (5) {g - _(12] == [¢¢+ 1% (gb)gb} (2.21)

tomando solamente el lado izquierdo de la igualdad 2.21, y sustituyendo en esta ex-
presion la ecuacion para la Aceleracion (1.15) y la ecuacion de Friedmann con k£ = 0

(2.20) obtenemos
. .. .2
Q2o S

876G
- —”TH (3p+ 3p)

= —87GH(p+ p)

sustituyendo el valor para campos escalares de p (2.16) y p (2.17), este lado izquierdo
de 2.21, es —87G$?, retomando en (2.21) tenemos

~8rG = 0 36+ V(0)d)

reacomodando términos obtenemos que la ec. de movimiento para campos escalares

(1) es

b+ 3Hp+V'(¢) =0. (2.22)
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2.4.3. Ecuaciones de Presién y Densidad para Campos Escala-
res Generales

Utilizando la métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) dada como

dr?

1—Ekr?

d52 _ —dt2 + a(t)2 |: —+ 7"2(d02 + SiDQ 9d¢2>:| (223)

la accién del inflatén se lee
1
S = /d4x\/—g£ = /d4x\/ —g [53M¢3“¢+ V(Qﬁ)} ;

donde /=g = a® para la métrica FRW. Con la ec. de Euler-Lagrange para campos (ec.

2.14) obtenemos
2

. A V4
o+ 3Ho — 7 + V/(¢)
Tomando el tensor de E-M como
Tuu = au¢au¢ - guwc

tomando la métrica FRW las ec. de densidad p y presion p se escriben como

¢’ V¢)?
Too = py = 9 + V(o) + % (2.24)
¢ (Vo)
Ty = py = o V(g) — 62 (2.25)
Notese que, si el gradiente es dominante, obtenemos py = —%ﬂ que no conduce a una

aceleracion positiva necesaria para inflacion (condicion p < —§). Donde vemos que
la ec. de presion 2.25 a diferencia de la ec. 2.17, consta de un término que ayuda a
presiones negativas, es el papel de las fluctuaciones cuanticas del campo. Si se toman
estas fluctuaciones la ec. 2.25 se convierte en la ec. 2.17.

2.4.4. Ecuaciéon de Movimiento para Campos Escalares Gene-
rales
Tomando la forma de lagrangiano para un campo escalar (2.18) con la métrica

ds* = g darda” y diag(n) = (—1,1,1,1), con expansion nuestra métrica seria ds* =
na?dz*dx” y la matriz dada por la métrica es

10 0 0
1o & 0 o0
Iw=10 0 a® 0

0 0 0 a
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con expansion la accion S queda como
S = /d4x£ — S = /a3d4:c£,
donde a® = /=g, provee invarianza al elemento de volumen y g = det(g,,) entonces
S = / V—gd*zL,

donde (—g) viene dado por el jacobiano del elemento de volumen.

Transformando coordenadas a esféricas d*z — JdRdOd¢, con J = Rsen®, y tomando
que L = —%n“”aﬂgbaygb — V(¢), con expansion L — a3L, donde a es el factor de escala
que depende soélo de ¢, por lo que escribimos

i o — (_%nwamam - v<¢>)

y aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos (2.14) tenemos

9 (wir) - % ( 0 (a3£)> ~0.

99 ()
Ahora sustituyendo el lagrangiano (2.18) resulta
377/ 9 4
—a’V'(¢) — 9o’ (O0p — 019 — Dap — D3¢) = 0
, 0 0 0 0
—CL3V (Qb) — @CI/B@QQﬁ + CL3%81¢ + a?’@ag(b + a3%83¢ =0

—a*V'(¢) + a®*V?¢p — a*p — 3a%ad = 0

donde los subindices corresponden a las coordenadas (en coordenadas rectangulares
t=0,x =1,y =2, z=3), reescribiendo tenemos que la ecuaciéon de movimiento para
un campo escalar en general esta dada por

¢+3Hdp—V3p+V'(p) =0, (2.26)

donde H es el Parametro de Hubble y V'(¢) es la derivada del potencial respecto al
campo. Se nota que el término con ¢ funciona como una fuerza de amortiguamiento
debido a la expansion.
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Capitulo

Inflacion Cosmologica

La idea de inflacién fue propuesta en 1981 por Alan H. Guth como un mecanis-
mo para resolver algunas paradojas cosmologicas que mencionaremos mas adelante.
Entre los precursores de esta idea destaca el trabajo de Willem de Sitter Univer-
so inflacionario[15], llamado espacio de Sitter. De Sitter, sin embargo, no lo aplico
a ningn problema cosmolégico que interesara Guth. Contemporaneo a Guth, Ale-
xei Starobinsky|[16] en Rusia argument6 que las correcciones cuanticas de la gravedad
reemplazarian la singularidad inicial del Universo con un estado de expansion expo-
nencial. Demosthenes Kazanas [17]| anticip6 parte del trabajo de Guth sugiriendo que
la expansion exponencial podia eliminar el horizonte de particulas y tal vez resolver el
problema del horizonte, y Sato|18| sugiri6 que una expansion exponencial podria eli-
minar las paredes de dominio (otro tipo de reliquia exotica). Sin embargo, Guth fue el
primero en ensamblar una imagen completa de coémo todas estas condiciones iniciales
se podian resolver mediante un estado de expansién exponencial.

Guth propuso que al enfriarse el universo temprano y producirse una transicion de
fase, este fue atrapado en un falso vacio con una densidad de energia alta, un estado
metaestable que podia solo decaer a través del proceso de nucleaciéon de burbujas via el
efecto de tiinel cudntico. Las burbujas del vacio verdadero se forman espontaneamente
en el mar de falso vacio y rdpidamente empieza a expandirse a la velocidad de la luz.
Guth reconocié que este modelo era probleméatico porque el modelo no recalentaba
apropiadamente: cuando las burbujas nucleaban, no generaban ninguna radiaciéon. La
radiacion solo podia ser generada en colisiones entre muros de burbujas. Pero si la infla-
cion durd lo suficiente como para solucionar los problemas de las condiciones iniciales,
las colisiones entre las burbujas llegaron a ser excesivamente raras. (Incluso aunque
las burbujas se expandan a la velocidad de la luz, las burbujas estan lejos de que la
expansion del espacio esté causando que la distancia entre ellos se expanda mucho mas
deprisa).

Este problema fue resuelto por Andréi Linde e independientemente por Andreas
Albrecht y Paul Steinhardt[19] en un modelo llamado nueva inflacion o inflacion de
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rodadura lenta (el modelo de Guth se conoci6 a partir de entonces como inflacion
antigua). En este modelo, en vez de hacer un tunel desde un estado de falso vacio, la
inflacion ocurrié por un campo escalar rodando hacia abajo de una montana de energia
potencial. Cuando el campo rueda muy lentamente comparado con la expansion del
Universo, ocurre la inflacion. Sin embargo, cuando la montana se vuelve més empinada,
la inflacién termina y se puede dar el recalentamiento.

3.1. Motivacion para Inflacion

La inflacién cosmologica surgié como un modelo para resolver los siguiente proble-

mas cosmologicos:

|

IT

ITI

IV

El Problema de la Planitud: en este caso el parametro que parece tener valores
especiales es la densidad de materia y energfa en el universo. Este valor afecta la
curvatura del espacio-tiempo con un valor critico muy especifico requerido para
la existencia de un universo plano. Se cree que la densidad actual del Universo es
muy cercana a este valor critico. Debido a que la densidad total se aleja del valor
critico con el paso del tiempo, el universo joven debié haber tenido una densidad
ain mas cercana a la densidad critica, alejandose por una parte en 10 o menos.
Esto llevo a los cosmoélogos a preguntarse como llegé (la densidad inicial) a ser tan
cercana a este wvalor especial.

Problema del Horizonte: es una dificultad de los modelos cosmologicos explicar
la gran homogeneidad que el universo muestra a gran escala en la distribuciéon
de materia y radiacién. Los datos empiricos muestran que nuestro universo es
altamente uniforme y homogéneo, aun cuando estéa claro que debido a las grandes
distancias no ha podido establecerse equilibrio térmico.

Expansiéon Acelerada: el problema es que no tenemos un mecanismo que nos
proporcione una expansion acelerada como se observa en la actualidad.

Monopolos Magnéticos: si el Universo primigenio estaba muy caliente, se
produciria una serie de transiciones de fase que generaran un gran nimero de
monopolos magnéticos estables y muy pesados. Este problema junto con la Teoria
de la gran unificacion, fueron populares en los anos 1970 y los anos 1980, que
proponian que a altas temperaturas (como en el Universo primigenio) la fuerza
electromagnética, las fuerzas nucleares fuerte y débil no son realmente fuerzas
fundamentales pero aparecen debido a la ruptura esponténea de simetria de una
teoria de norma.

;, Coémo puede la idea de inflacién resolver estos problemas?
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3.1.1. Problema de la Planitud

De la ecuacion de Friedmann (1.12), vemos que si la curvatura es plana ' k = 0, es
solucion inestable, el problema es que si ahora k es muy cercana a cero, en la antigiiedad
debi6 estar mucho mas cerca.

El parametro de densidad es Q; = 2. sik =0 = H?> = &%) ., = peris = ﬁ, si
. Pecrit 3 881G
k # 0, con p; = perit€; v unidades naturales ¢ = 1
81G k
2 __
H” = TpcritQi 2
tomando p..;; para k=0
k
a
k|
= %=1 =, (3.1)

donde tenemos que k£ = 0 si y solo si {2; = 1, esto significa que el espacio es plano.
Para el caso de radiacion a = ¢z, tenemos que a?H? — t = [Q — 1| — L.

Para el caso de materia no relativista a = ¢3, tenemos que a2H2 — 73 = [Q—1| — ¢3.
Se ve como inflacion te acerca al universo plano.

Tomando la ecuacién de Friedmann con constante cosmologica (B.1), y asumiendo

H:;:— (3.2)

entonces
a= el (3.3)

donde el factor de escala crece exponencialmente, se dice que la constante cosmolédgica
A produce una super expansion. Sabiendo que inflacion, fue una época de expansion
muy acelerada, tenemos que

d d
" d. dom
a>o:>dta>oz>dt(a ) >0

por lo que aH crece en el tiempo. Recordando la condicion espacio plano (3.1), tenemos
que Qr ~ 1, durante la super aceleracion el parametro de densidad (Qr) tiende a 1.
Usando el resultado del factor de escala para super expansion (3.3),

k -
Qp— 1) = L v (3.4)

H2€2Ht

lo cual nos dice que 27 se acerco mucho y muy rapido a 1 durante la inflacion.

Asumiendo que inflacién termina en ¢ &~ 10731s, que domina la radiacion |Qp—1] ~ t
y que hoy |Q7(4210'7s) — 1| ~ 0.1

!Las im4genes del Experimento Boomerang indican que el universo es plano: existe justamente
la densidad critica para que el cosmos, en el infinito, frene su expansion, esto es que k ~ 0.
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1. Al término de inflacion |Q7(1073%s) — 1] < 1073
es decir Qr estaba cerca de 1, con 53 cifras decimales.

2. Tomando |k| y H como constantes durante inflacion, la ecuacion (3.1) se convierte
en

1

1
=5~ 107%% = a ~ 10%7
a
lo que significa que a crecié 10?7 veces.
Como ejemplo un objeto de lem se expande a 1 x 10*7cm, mas grande atin que
nuestra galaxia, todo en 1073%s.

En conclusion, la inflacion resuelve el problema de la planitud, pues su super-expansion
acerca lo suficiente a ) al 1, como para observar hoy un universo plano, aun cuando
este sea un estado inestable, que se aleja del 1 con el paso del tiempo.

3.1.2. Problema del Horizonte

También llamado problema de la causalidad, resulta del hecho de que la informa-
cion no puede viajar mas rapido que la velocidad de la luz,de manera que dos regiones
en el espacio separadas por una distancia mayor que la velocidad de la luz multiplica-
da por la edad del universo no pueden estar causalmente conectadas como se muestra
en la figura (3.1). En este sentido, la isotropia observada en la radiacion cosmica de
fondo en extremos opuestos del universo observable resulta problematica, debido a que
estos puntos no habian estado en contacto térmico entre si, pues estdn separados una
distancia mayor a la que ha recorrido un rayo de luz en el tiempo de vida del universo.

Figura 3.1: Problema del Horizonte. Fuente [1].

La inflacion como vimos en el problema de planitud, para a > 0, %(aH) > 0, por
lo que
d 1 0 d H!
diaH =" dl a

<0 (3.5)
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de aqui vemos que HTfl decrece y [H] = t~! llamado tiempo de Hubble, entonces

se denomina la longitud de Hubble [C H™'] = L que es la distancia que viaja la luz en
un tiempo de Hubble, nos dice el tiempo de vida del universo.
Tomando unidades naturales (¢ = 1) la longitud de Hubble se convierte en el radio de
Hubble

Ry=H"' (3.6)

De aqui se llama al término % Radio Comévil de Hubble, el cual como vimos en la

ec. (3.5) decrece durante la inflacion.
En la figura (3.2) se muestra como cambi6 el Radio de Hubble durante la inflacion.

Figura 3.2: Radio de Hubble durante la Inflacion. Realizo Reyes Manuel Garcia Garcia.

En términos de coordenadas comoviles el radio de Hubble durante la inflacion se
comporta como en la figura (3.3).

p S

Inflation Al

[a.

b jet

Figura 3.3: Radio de Hubble antes y después de la Inflacién. Realizo Reyes Manuel
Garcia Garcia.

Antes de la inflacion dos objetos dentro del Radio de Hubble estaban en contacto
térmico, pero con la inflacién Ry disminuye por lo tanto, lo que vemos dentro del radio
de Hubble en direcciones distintas, antes estuvo en contacto, de ahi que la Radiacion
Cosmica de Fondo tenga la misma temperatura en todas direcciones. Y asi Inflacion
resuelve el problema del horizonte.
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3.1.3. Expansiéon Acelerada

Asi como cuando un cuerpo se acelera por un momento y después se hace cero su
aceleracion, continuard en movimiento con aceleraciéon constante, en la inflacién sucede
lo mismo. Siendo inflacién una época de expansion muy acelerada, al término de la
inflacion el espacio continuaria expandiéndose. Sin embargo la expansion no se frena
con friccion sino con la fuerza de gravedad entre galaxias y cimulos. Esto haria que se
frenara por completo si la densidad total fuera pr >> pepir-

Este hecho se muestra en la figura 1.4, donde la parte que decae es causado por la
desaceleracion post-inflacion, y la parte que crece es a lo que los cosmoélogos le llaman
Energia Oscura, un tipo de materia que hace que el universo se expanda aceleradamen-
te, algunos modelos asumen a la constante cosmolégica A como la energia obscura.

De esta manera Inflaciéon resuelve el problema de la expansiéon en el universo, al
considerar que ésta es un remanente de la super expansion producida por la inflacion.

3.1.4. Monopolos Magnéticos

En 1931 estudiando la cuantizacion del electromagnetismo, Paul Dirac descubrio
algo que otorgo importancia a los monopolos. Vio que teoria cuantica simétrica para
la electricidad y el magnetismo, esto es que el magnetismo también tuviera su ‘carga
magnética’ o monopolo, tenia como resultado que la carga eléctrica estaba cuantizada.
De forma natural aparecia que la carga solo podria aparecer en miltiplos de una carga
fundamental, como sabemos que ocurre en la naturaleza. Estas particulas hipotéticas
de masa desconocida actuarian como solo polo norte o sur. Demostr6 que con solo
que existiera un monopolo en el universo serfa suficiente para que la carga estuviera
cuantizada.

Segiin la teoria electromagnética que rige desde la estructura atémica hasta nuestros
dispositivos electronicos, existen las fuentes de campo eléctrico aisladas, las cargas. Pero
el campo magnético es producido por cargas en movimiento. No hay carga magnética
aislada, el campo magnético siempre va producido por un polo norte y un polo sur, no
hay polos aislados.

Por otro lado, de la fisica de particulas sabemos que hay tres interacciones no
gravitatorias. La electromagnética, la débil y la fuerte. La electromagnética es claro lo
que es, la débil produce decaimientos espontaneos y la fuerte es la que une los quarks
para formar protones y neutrones (ademés de otras particulas).

Se asume que dichas teorias podrian comportarse como una sola a muy alta tem-
peraturas ~ Myaner. Es decir, todas estas interacciones han de venir descritas por una
unica teoria. Esto es lo que propone la unificacion, proveer una teoria que explique
por qué estas interacciones eran la misma en el universo temprano hoy dia las vemos
como tres interacciones distintas. Actualmente tenemos una teoria que unifica dos de
ellas, la interaccion electromagnética y la interaccidon débil, y se le llama la teoria elec-
trodébil. Sin embargo, atin no tenemos una teoria definitiva de la unificacién de la

40



CAPITULO 3. INFLACION COSMOLOGICA

teoria electrodébil con la fuerte, a tal hipotética teoria se la denomina teoria de gran
unificacion.

El caso es que inicialmente en una época tempranisima de la vida del universo se
tenia una tnica interaccion, la GUT. Pero cuando bajo la temperatura del universo las
interacciones se separaron en la interaccion fuerte y la electrodébil. Como subproducto
de esto aparecen ciertas particulas que son de hecho monopolos magnéticos, ademas de
producirse también estructuras llamadas defectos topologicos de los que hablaremos
adelante.

Los monopolos serian muy pesados y numerosos. Pero eso significaria que tales
particulas dominarian la evolucién del universo, pudiendo incluso frenar su expansion
y provocar el re-colapso del universo. El problema es que no vemos monopolos por
ningln sitio. Y la pregunta es ;Doénde estan?

Como vimos en el problema de planitud ec (3.1), el universo tiende a ser plano
(Q = 1) si la expansion es muy acelerada (@ > 0), por lo que la densidades de todo tipo
de materia y radiacién va a 0, pues estas densidades estdn dadas por p; ~ aij con j = 2.

La Teoria de Inflacion sugiere que esta expansion muy acelerada surgioé después de
la ruptura de simetria, es decir ya que los monopolos se habian creado, asi al suceder
la inflacion haria cero todas las densidades junto con la de monopolos. Cabe notar que
si proponemos que la inflacién fue antes de la ruptura de simetria, no funcionaria pues
los monopolos seguirian existiendo.

Ahora, si todas las densidades con la inflacién se hicieron cero, jcomo es que
surgié la materia que vemos ahora? y ;por qué no se crearon nuevamente
monopolos?

Esta pregunta se resuelve en inflacion al considerar que cuando el potencial del
campo escalar oscila alrededor del minimo, la energia de vacio en las oscilaciones es
convertida en particulas de masas del orden de 10'* GeV que terminan decayendo en
particulas méas ligeras, recalentando el universo; es asi que no vemos monopolos, pues
estos decayeron en particulas mas ligeras al igual que toda la materia antes de inflacion.

3.2. Constante Cosmolégica A

Cuando Einstein formulé la teoria de la relatividad general, estaba convencido que
el Universo era estatico. Sin embargo, mas tarde se dio cuenta que su teoria no lo
permitia, debido a que toda la materia se atrae gravitacionalmente y por tanto en
algiin momento esto conduciria al colapso total del Universo. Para poder conseguir un
Universo estatico, ¢l propuso un cambio en las ecuaciones, algo que después llamo el
error mas grande de su vida, y fue la introduccion de una constante cosmolégica A, la
cual aparece en la ecuacion de Friedmann como un término extra, dado por (B.1).

La constante cosmologica a veces se piensa como la densidad de energia del espacio
“vacio”; en particular un posible origen en fisica cuantica es algin tipo de ‘energia
del punto cero’, el cual se mantiene aiin si no hay particulas presentes. De la misma

41



CAPITULO 3. INFLACION COSMOLOGICA

forma que fue util expresar la densidad como una fracciéon de la densidad critica, es
conveniente normalizar la constante cosmologica, definiendo

A
= 25
Repitiendo los mismos pasos para escribir la ecuaciéon de Friedmann en la forma de la
ecuacion (1.12), se encuentra

PA (3.7)

k
a?H?
Las observaciones de las supernovas tipo Ia argumentan fuertemente en favor de la
constante cosmoldgica como un buen candidato a energia oscura.

Q+Qy—1=

(3.8)

3.3. Problemas con Inflacién

Con el tiempo se han desarrollado numerosas versiones del escenario inflacionario.
No existe por tanto un modelo estandar para la inflacién. Los modelos mas simples
tienen como mecanismo de expansion un campo escalar (el inflaton) que actuaba a
modo de constante cosmolégica cuando el universo tenia unos 1073 segundos de vida
(la escala de energia corresponde a unos 10'® GeV) y llevo a un aumento del factor de
escala del universo en unos 30 6rdenes de magnitud, permitiendo resolver el problema
de la curvatura nula y el problema del horizonte. El modelo de expansiéon de un universo
inflacionario dominado por la energia de vacio se acerca mucho a un universo de De
Sitter donde la expansion es de tipo exponencial.

3.3.1. Problema de la Salida Airosa

Este problema se refiere a que la inflacién debe concluir de manera que el universo
que resulta de ésta debe reproducir el que se observa en el pasado corresponde a una
desaceleracion y que pudo formar la estructura que ahora observamos.

3.3.2. Problema de Guth

En el modelo original de Guth, del potencial V(¢) el campo escalar ¢ estaba si-
tuado en un minimo. Sin embargo, a medida que el universo se enfriaba, el potencial
evolucionaba con la temperatura de tal manera que el minimo global se convertia en
minimo local credndose otro minimo global.

El minimo local representa un estado denominado de falso vacio y el nuevo mini-
mo global es verdadero vacio. En el nuevo estado, se crearon por efecto tinel® (linea
discontinua en la figura 3.4) algunas regiones burbuja de verdadero vacio dentro del
estado general de falso vacio.

2En mecanica cudntica, el efecto tinel es un fenémeno nanoscépico por el que una particula viola
los principios de la mecanica clasica penetrando una barrera de potencial o impedancia mayor que la
energia cinética de la propia particula.
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Verdadero
Vacio

V(¢)

Efecto Tunel

Falso Vacio

¢

Figura 3.4: Efecto tunel Cuantico. Fuente [6]

El choque entre las burbujas crearia un recalentamiento del universo de donde apa-
receria toda la radiacion y particulas elementales. Sin embargo, el propio Guth senalaria
que este modelo crearia un universo demasiado poco homogéneo para ser compatible
con las observaciones actuales; ademas, la idea de que el efecto tinel sucediera al mismo
tiempo en todo el campo era muy improbable.

3.3.3. Problema de Inflacion Eterna

La inflacion coésmica parece ser eterna de la forma en la que es teorizada. Aunque la
nueva inflacion es clasicamente la rodadura hacia abajo del potencial, las fluctuaciones
cuanticas pueden a veces hacer que vuelva a niveles anteriores. Estas regiones en las
que el inflatéon fluctiia ascendentemente se expande mucho mas rapido que las regiones
en que el inflaton tiene una energia potencial menor y tiende a dominar en términos de
volumen fisico. Este estado estacionario, fue desarrollado por primera vez por Vilenkin,
se llama inflacion eterna. Se ha demostrado que cualquier teoria inflacionaria con
un potencial no acotado es eterna. Como nadie conoce el mecanismo inflacionario,
siempre existe la posibilidad de que vuelva a producirse. La pregunta es: ;Pueden
ocurrir repetidamente las explosiones inflacionarias?; Fuera cual fuera el mecanismo
que la produjo, ese mecanismo continda en funcionamiento. Por lo tanto, es posible
que otras regiones del universo estén experimentando el mismo fenémeno. El fisico ruso
Andréi Linde llama a esta teoria inflacion eterna autoreproducida o inflacion caotica,
porque prevé un proceso interminable de inflacién continua de universos paralelos. Lo
que se llama convencionalmente “el universo” bien podria ser s6lo un elemento de un
conjunto o un multiverso.

3.3.4. Problema con Multiversos

Nuestro universo debe ser mucho mas grande que el universo visible, la parte has-
ta la que podemos ver hoy. Si no se cumpliera el principio cosmologico a escala del
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universo entero, podria haber regiones muy separadas de la nuestra e invisibles para
nosotros donde las propiedades fisicas fuesen diferentes. Esas regiones funcionarian co-
mo universos distintos, a pesar de compartir con nosotros el mismo espacio y tiempo
global.

Considerando Inflacién, quizd nosotros estamos en una burbuja dentro de un es-
pacio mucho mas amplio donde el proceso inflacionario dur6é mas, respecto de otras
burbujas. Cada una de estas serfa un universo como el nuestro, con propiedades y leyes
fisicas diferentes.

El problema de los multiverso es que nunca podremos saber si esta imagen es
correcta puesto que estos otros universos siempre estaran fuera de nuestro radio de
observacion.

3.3.5. Problema de Inflacién con Constante Cosmolbgica A

En este caso, el problema surge al notar que en la ecuacion (3.4), la constante cos-
mologica funciona, pues produce una super aceleracion haciendo que el paradmetro de
densidad €2 se acerque a 1; Sin embargo, nuestro universo muestra que ésta tuvo un
final, lo cual no sucederfa con la constante cosmologica, como lo muestra ecuaciéon para
el parametro de Hubble (3.2), el parametro de Hubble depende sélo de la constante
cosmologica, y como la expresion del factor de escala (3.3) depende s6lo de H, entonces
(3.4) se mantendra constante y asi la inflacion no terminaria.

Desde el punto de vista de un campo escalar, y considerando que se necesita una
presion negativa (p < —2%), por lo que para que inflacién termine se debe tener un
potencial variable, tal que primero sea mayor a la parte cinética y después menor
(ecuacion 2.17), pero un campo escalar con la constante cosmoldgica no variaria, y asi
se tendria una inflacion eterna y no existiria estructura en el universo.

3.3.6. ;Cuanta Inflacién?

Un problema a la hora de intentar proponer un campo escalar como inflatéon, es ver
que esta expansion acelerada dure lo suficiente. Los calculos de cuanta inflacion de-
penden de la observacion de la planitud. Como ya lo vimos esta condicién es inestable,
mientras pasa el tiempo mas se aleja () de 1.

Tomando en cuenta las observaciones y suponiendo que el final de inflacion surgié
en t ~ 107345, resulta que si k y H son constantes durante inflacion, el factor de escala
crecio 1027 veces, por ejemplo, un centimetro creci6é por un factor de 102”cm durante
inflacion.
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Ahora veremos si se puede producir suficiente inflacion. Si esta empieza en t = 10736
y termina en t = 10734, con H~! = 10736,

a;

—36 —36_10—34 —36 —35 -71
— 1073010731073 _ [10736(9.9x107%%) _ [9.9x10771 _ {543

10" > 1077,

por lo que la inflacién producida en este tiempo es suficiente para el universo observado
actualmente.

3.4. Nueva Teoria Inflacionaria

Los modelos de inflacion tiene al menos dos cuestionamientos:
* La identidad del campo escalar que puede ser el inflaton.

* La escala de energias asociada a la inflacion que es del orden de 10'® GeV y no hay
una teoria fisica robusta para ese rango de energias.

Sin embargo, todos los modelos tienen una caracteristicas comun: una curva de
energia potencial casi plana que permite una expansion exponencial “superlumini-
ca’(perfectamente consistente con la Relatividad General) y con una alta tasa de
producciéon de entropia debida al recalentamiento del Universo, por la creaciéon de
particulas que terminan decayendo en los fotones que podemos observar hoy en dia
como radiacion de fondo.

Esta caracteristica comin lleva a una serie de predicciones interesantes:

= El universo debe tener una geometria espacial indistinguible de la euclidiana y
por tanto el parametro de densidad deberia ser esencialmente uno (la mayoria de
modelos predicen 2 = 1+ 0.0001).

= El espectro de las fluctuaciones de la densidad es aproximadamente invariante
con la escala considerada (la mayoria de modelos predicen un indice espectral n =
1 £+ 0.2). Estas perturbaciones en la densidad quedan reflejadas en anisotropias
de la radiaciéon cosmica de fondo. Las medidas observacionales son compatibles
con esta prediccion.

= El espectro de ondas gravitatorias producidas por las fluctuaciones de la métrica
deberia también ser muy aproximadamente invariante con la escala.

La propuesta de Andréi D. Linde (un fisico tedrico ruso), es que el potencial del
campo escalar sea distinto al de Guth, de manera que el inflaton llegaria al minimo
de forma natural, sin el efecto tunel, a esto se le conoce como Slow-roll (rodamiento
lento). En este caso en lugar de las burbujas de falso vacié que colisionan, solo se forma
una burbuja que cubre todo el espacio.
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Al llegar al minimo el inflaton oscila en él, y asi se produce el recalentamiento (que
crearfa la materia). En este modelo se tiene un potencial como el que se muestra en la

fig. 3.5.
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Figura 3.5: Propuesta de Andréi Linde de un potencial para un campo escalar. Fuente

18]

La diferencia entre la evolucion del universo sin inflacién y con inflacion, se muestra
en la figura 3.6. En esta figura se ilustra la diferencia de tamano en ambos universos,
el caso que se ajusta a las observaciones es el universo con inflacion.
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Figura 3.6: Evoluciéon del universo con y sin inflacién.
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3.4.1. Caracteristicas de Inflacion
Fluctuaciones Cuanticas

Eventualmente, se mostrdé que la nueva inflacion no produce un Universo perfec-
tamente simétrico, sino que se generan débiles fluctuaciones cuanticas en el inflaton
(figura 3.7) generando que en algunas regiones se produzca mas o menos inflacion. Es-
tas débiles fluctuaciones formaron las semillas primigenias para todas las estructuras
creadas en el Universo posterior. Estas fluctuaciones fueron por primera vez calculadas
por Viatcheslav Mukhanov y G. V. Chibisov|20| en la Unién Soviética analizando el
modelo similar de Starobinsky|[16].

De esta forma, las estructuras visibles en el Universo hoy se formarian a través del

colapso gravitacional de perturbaciones que se generaron a partir de las fluctuaciones
cuanticas en esta época inflacionaria.

NV

Figura 3.7: Fluctuaciones del Inflaton, las cuales pueden producir mas inflacion (6¢ >
0) o menos inflacion (0¢ < 0) en distintas regiones. Fuente [22].

Recalentamiento

Durante la etapa de inflacion la energia del campo que dirige la inflacion esta
concentrada en la energia potencial asociada al campo, que es dominante sobre los
términos cinéticos del potencial. Una vez terminada esta etapa, el campo empieza a
oscilar alrededor del minimo de su potencial (véase la fig. 3.5).

El recalentamiento se debe a la producciéon de particulas por la oscilacion del infla-
ton, alrededor del minimo de su potencial. Las particulas creadas, interaccionan unas
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con otras, hasta alcanzar un equilibrio térmico.

La amplitud de las oscilaciones del campo decrece debido a la expansion del universo
y a que el campo escalar transfiere su energia a las particulas creadas. Este proceso
continta hasta que casi toda la energia del campo escalar haya sido transferida.

De esta manera, la inflacibn modelada mediante un campo escalar inicialmente
excitado y que rueda lentamente hacia su minimo potencial, contiene los elementos
deseables para una imagen con ésta, a saber,

I) Produce inflacion de manera natural.

IT) Detiene el proceso de inflacion cuando domina el término cinético sobre el poten-
cial.

IIT) Las fluctuaciones cuanticas del inflaton proveen un mecanismo para explicar la
formacion de estructura en el universo.

IV) Las oscilaciones en el minimo de potencial dan lugar a la materia y radiacion
después de inflacién.
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Capitulo

Fonones

Este capitulo se basa en las siguientes referencias: [21], [25], [40], entre otros.

El fonén proviene de la descripcion de la mecanica cuantica de un movimiento de
vibraciéon primaria en el que un entramado de a&tomos o moléculas oscila de manera uni-
forme a una sola frecuencia. En la mecénica clasica esta vibracion se designa un modo
normal. LLos modos normales son importantes porque cualquier vibracién del enrejado
arbitraria puede ser considerada como una superposiciéon de estas vibraciones elemen-
tales. Es interesante senalar que de manera analoga a como el fotén puede entenderse
como la particulas asociada a las radiaciones de los campos de una onda electromag-
nética, también los fonones pueden considerarse como las particulas asociadas a las
vibraciones (ondas de sonido) de un sélido, como a continuacion se describe.

La evidencia sobre el comportamiento de la energia vibracional en s6lidos periodi-
cos proviene de que los modos de vibracion colectiva pueden aceptar energia solo en
cantidades discretas, y estos cuantos de energia han sido etiquetados como "fonones".
Al igual que los fotones de energia electromagnética, los fonones obedecen la estadistica
de Bose-Einstein.!

4.1. Fonones: de Campo a Particula

Uno de los hechos méas notables acerca de la fisica de la materia condensada es que
la fantastica complejidad fenomenologica del sistema puede describirse a partir de un
hamiltoniano de simplicidad comparativa. De hecho, no es dificil construir hamiltoniano
microscopico de la materia condensada de generalidad razonable. Por ejemplo, un metal
prototipico o aislante pueden ser descritos por el hamiltoniano de muchas particulas,
H=H,+ H; + H,;, donde

ITLa distribucién de Bose-Einstein describe el comportamiento estadistico de las particulas de espin
entero (bosones). A bajas temperaturas, los bosones se comportan de manera muy diferente a los
fermiones, debido a que un numero ilimitado de ellos pueden captar el mismo estado de energia, un

fen6meno llamado “condensacion”. Esta distribucion se expresa f(E) = g
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Pz2
H€:Z2 ee(ri_rja
i i<j
P
Hi:Zm‘i‘ZVii(RI—RJ)y (4.1)
I I<J

Hei = ZVez‘(RI - Ti)-
il

aqui, r; denotan las coordenadas de los electrones de valencia, R; las de los iones y
H., H; y H.; describen la dinamica de los electrones, iones y la interacciéon de iones y
electrones, respectivamente (véase Fig. 4.1).

oI‘l-

Figura 4.1: Imagen uni-dimensional de un solido. Fuente [21]

En relacion al hamiltoniano prototipo (4.1), nos centraremos en la dinamica pro-
piedades de los iones cargados positivamente que forman la red huésped de un cristal.
Por el momento, se ignorara el hecho de que los 4&tomos son objetos cuanticos y tra-
taremos a los iones como entidades clasicas. Para simplificar atn mas el problema,
consideremos una cadena lineal atémica en vez de un so6lido d-dimensional genérico.
En este caso, las posiciones de los iones se pueden especificar por una secuencia de
coordenadas con un enrejado de a. Para entender el comportamiento de los iones, la
dinamica de los electrones de conduccion es de importancia secundaria, es decir, se va
a considerar H, = H.; = 0.

A temperatura de cero se considera el i6n unidimensional con coordenadas R; = R; =
Ia en una matriz regularmente espaciada. El Hamiltoniano a bajas energias se escribe
como:

_ Z { RI+1 — Rr—a)?|, (4.2)

donde el coeficiente k,; determina la pendiente del potencial de la rejilla. Note que H
puede ser interpretada como el Hamiltoniano de N particulas puntuales de masa M

elasticamente conectados por un resorte con constante de estiramiento ks (véase Fig.
4.2).
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Figura 4.2: Modelo de un s6lido unidimensional; una cadena de particulas puntuales
masivas elasticamente unidas. Fuente [21].

Sabiendo que el Hamiltoniano H(R,P) = T + V (donde T es la energia cinética y
V es la energia potencial) y que el Lagrangiano L(R, R) =T — V, la ecuacion 4.2 se
convierte en

MR] ks

RIJrl - R[ — CL) (43)

N
L=2

—1
Podemos suponer que la desviacion de los iones de su posicién de equilibrio es pequena
(|R;(t) — R;| < a), y la integridad del solido se mantiene. Con R;(t) = R; + ¢1(t),
(¢n+11 = ¢1) la funcion de Lagrange (4.3) asume la forma simplificada

L= Z { ¢1+1 — ¢r1) ] - (4.4)

Si se pasa del cardcter discreto de las entidades microscopicas al caso continuo para
describir el sistema en términos de grados de libertad efectivos, tendremos el llamado
limite continuo.

De esta manera el limite continuo equivale a la descripcion de las fluctuaciones de
rejilla ¢; en términos de funciones suaves de una variable continua = (véase la figura
4.3, en la que el desplazamiento horizontal de las particulas puntuales en la rejilla, se
ha trazado a lo largo de la vertical). Introduciendo ¢(x) y haciendo una expansion de

P(x)
&

R,

Figura 4.3: Distribucion continua para los valores del campo. Fuente [21].

Taylor a primer orden, definimos

N

1 L
b1 = a'?(@)|omrar 11— b1 = @*0,(7)]o1a, Z ) / o
0

ol



CAPITULO 4. FONONES

donde L = Na. Note que, como las definimos, las funciones ¢(z,t) tiene dimension
[longitud!/2. Expresado en términos de los nuevos grados de libertad, el limite continuo
del lagrangiano, entonces

CL2

L i . . k
Lol = [ o £0.0.6.0), L0.0.0.0) =30 - B 00r 49)

donde la densidad lagrangiana £ tiene dimension [energial/[longitud]. Similarmente,
la accién clasica asume la forma continua

sigl = [arziol= [at | dx £(6,9,6.9). (4.6)

Asi, hemos cambiado la descripcion de N particulas a favor de una que implica grados de
libertad continuos, un campo (clasico). Tomando el principio de extremo de Hamilton

(0S[x] = 0) '
lim —(S[z + ey] — S[z]) =0 (4.7)

e—0 €

Figura 4.4: Esquema que muestra la variacion del campo asociado con la accion fun-
cional. Fuente [21].

Cuando se aplica a la funcion de Lagrange especifica (4.4), sustituyendo el campo
o(x,t) — ¢(x,t) + en(x,t) en la ec. 4.6 conduce a

Slp + en] = S[g] + e/dt /L dx (mgzﬁn - kSaQE?mqﬁ@xn) + O(é%).
0

Integrando por partes y considerando la contribucion lineal en ¢, obtenemos

i 516+ ol = 5lol) = [ a | " (m - ha?30) = 0

e—0 €

como 7 es arbitraria, tenemos que la ecuacion de movimiento toma la forma de una
ecuacion de onda

(md} — kya?d?) ¢ = 0. (4.8)
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Las soluciones a la ec. 4.8 tienen la forma general ¢, (z — vt) + ¢_(z + vt) donde la
velocidad de onda en el medio es v = a\/ks/m, y ¢+ son funciones suaves arbitrarias
del argumento.

De esto podemos deducir que las excitaciones de nuestro modelo son vibraciones de
la red que se propagan como ondas de sonido hacia la izquierda o hacia la derecha a una
velocidad constante v (ver la figura 4.5). El comportamiento trivial de nuestro modelo
es por supuesto, una directa consecuencia de su definicion simplista; no hay disipacion,
dispersion, u otros ingredientes no triviales. La adicion de estos refinamientos conduce
a la teorfa clasica general de vibraciones de la red.

Figura 4.5: Propagacion de ondas de sonido en un solido. Fuente [21].

Recordando que, para un lagrangiano de una particula puntual, p = 0L es el
momento conjugado de las coordenadas x, consideremos la densidad lagrangiana y

definimos .
OL(p, 0.,
ro) = OL06.0:6.9)
d¢(x)
como el momento candénico asociado con ¢, y la densidad de Hamiltoniano se define
como usualmente las transformadas de Legendre?,

, (4.9)

H(6,0:6,7) = (7 — L(6,0.:6,0)) ' e (4.10)
p=¢(d,m

de donde el Hamiltoniano completo se obtiene de H = fOL dxH. Aplicando la ecuaciéon
4.9y 4.10 a el lagrangiano de la cadena de atomos da w(z,t) = mo(z,t) y

Hir, 6] = / da (% + k52a2 (&Egbf) (4.11)

donde vemos que
7 ksa®

H=o =5 (0.0).

De esta forma, el hamiltoniano puede cuantificarse de acuerdo con las siguientes
reglas: (a) promover los campos ¢(x) y m(x) a operadores: ¢ — ¢ , 7 — @, y (b)

’En mateméticas se dice que dos funciones diferenciables f y ¢ son una transformada de Le-
gendre si cada una de sus primeras derivadas son funcién inversa de la otra: Df = (Dg)_1 . Se dice
entonces de f y g que estan relacionadas por una transformada de Legendre.

La estrategia tras el uso de las transformadas de Legendre es desplazar la dependencia de una funcion
de una variable independiente a otra (la derivada de la funcion original con respecto a su variable
independiente) tomando la diferencia entre la funcion original y su producto.
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generalizar las relaciones canénicas de conmutaciéon de una sola particula en mecénica
cuantica, [Pm, Tn] = —ihdm,, a la relacion

[#(x), d(z)] = —ihd(z — ). (4.12)

Funciones de operador de valor como gz% y 7 se refieren generalmente a los campos
cuanticos. El empleo de estas definiciones, se obtiene la densidad del Hamiltoniano
cuantico 22 g

L : o

H(7, p) = o + 5 (0:0)". (4.13)
Para hacer frente a las propiedades cuanticas del sistema, es ttil ahora cambiar a
una representacion de Fourier. Como con cualquier funcién, funciones de operador se
pueden representar en una variedad de maneras diferentes. En particular, pueden ser
sometidas a una expansiéon Fourier

Gg :L t {Fika ¢2(33) dg(:n) :L {xikz Gg
{ el A { i) ) @) T LI 2.c g A

k

donde ), representa la suma de todos los coeficientes de Fourier indexados por el
vector de onda k = 2mm/L, m entero. Dado que el campo clasico ¢(x) es real, el
campo cuantico (ZS($) es Hermitiano, es decir ¢ = (;Aﬁik (y lo mismo para 7). En
la representacion de Fourier, los operadores de campo transformado obedecen a las
relaciones de conmutacion candnicas

[, O] = —ihdy. (4.15)

Cuando se expresa en la representacion de Fourier, haciendo uso de la identidad

L L
/ L(00)? = S (k60K 6) 7 / doe' ™" =% Koo,
Nalkdl k

0 k k!

J/

Vv
Ok’ 0

junto con la relacion paralela para fOL dx7?, el hamiltoniano asume la forma “casi en
diagonal”,
A 1 1 ~
H= — R =MW OOk | 4.16
ij{zmk g mmk] (4.16)
donde wy = v|k|, y v = a(k,/m)/? indica la velocidad de la onda de sonido clasica. En
esta forma, el Hamiltoniano se puede considerar como una superposicion de osciladores
armonicos cuanticos independientes. La diferencia entre (4.16) y la forma canonica

. . . 2 . , .
de un oscilador hamiltoniano H = £ + fmw?z? es la presencia de sub-indices k y

—k (consecuencia de gb,z = ¢_y). Este resultado no es realmente dificil de entender
(véase fig. 4.6): Clasicamente, el sistema es compatible con un conjunto discreto de
excitaciones en forma de onda, cada una en un indice por una ola adormecida en
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Figura 4.6: Descripcion explicita de las excitaciones de baja energia eficaz del sistema
(las olas). Fuente [21].

k = 2mm/L. Dentro de la imagen cuantica, cada una de estas excitaciones se describe
por un hamiltoniano oscilador con una frecuencia dependiente de k. Sin embargo,
es importante no confundir los constituyentes atomicos, también osciladores, con los
modos de oscilador colectivos independientes descritos por H.

Nuestro analisis equivale a describir explicitamente las excitaciones de baja energia
eficaz del sistema (las olas) en términos de sus componentes microscopicos (los atomos).
Sin embargo es deseable desarrollar una imagen donde las excitaciones pertinentes del
sistema, las olas, aparecen como unidades fundamentales, sin consideracion explicita
de los detalles microscopicos subyacentes. Recordando las propiedades de un oscilador
armonico cuéntico y regresando a la cadena armoénica de dtomos 4.16, introducimos
los operadores de creaciéon y aniquilacion:

_ fmwy (4 T p_ fmw (o T
ak—\/—zh (¢k+mwkﬂ'k>a ap = 9% <¢k+mwk7ﬁq>-

Con esta definiciéon se encuentra que los operadores también llamados de escalera obe-
decen a las relaciones de conmutacion

[ak,azr] = 0w, [ak, ap] = [aLaL] =0 (4.17)

y el Hamiltoniano asume la forma diagonal

N 1
H= Z hewy, <azak + 5) . (4.18)
k

Las ecuaciones 4.17 y 4.18 representan el resultado final de nuestro anélisis: las bajas
excitaciones elementales de la cadena atémica discreta, descritos por los modos de onda
de oscilador conocidos como fonones, cada uno caracterizado por un vector de onda
k y una dispersion lineal, wy, = v|k|.
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4.2. Fonones en Estado Sélido

4.2.1. Calor Especifico

El calor especifico es la cantidad de calor que se necesita por unidad de masa
para elevar la temperatura un grado Celsius. La relacion entre calor y cambio de
temperatura, se expresa normalmente en la forma que se muestra en la ec. 4.19, donde
¢ es el calor especifico. Esta formula no se aplica si se produce un cambio de fase, porque
el calor anadido o sustraido durante el cambio de fase no cambia la temperatura.

Q = cmAT. (4.19)

La capacidad calorifica de sélidos depende fundamentalmente de la temperatura.
El caso general es que C, la capacidad a presion constante aumente con ella. Tiende a
un valor de cero cuando la temperatura 7' tiende a cero absoluto.
La capacidad calorifica a X = cte viene dada por la ecuacion:

Oy = (g_g)X (4.20)

donde U es la energfa interna. Para so6lidos C, = C,,.

Datos experimentales demuestran que a temperaturas altas C, se acerca a un cota
superior, v a temperaturas bajas cerca del cero absoluto esta tiende a cero como 72, a
este resultado se le conoce como Ley de Dulong-Petit®.

4.2.2. Modelo Cléasico

El modelo clasico, de Dulong-Petit, usa la energia vibracional de los a&tomos de un
solido.
Con el teorema de equiparticion® y tomando en cuenta que cada dtomo de un cristal
(oscilador tridimensional) tiene 6 grados de libertad, obtenemos

1
U =6N, (5k3T> = 3NukpT (4.21)

sustituyendo este valor en (4.20), obtenemos la ley de Dulong-Petit para temperaturas
altas.

Cy = 3Nakp (4.22)

3La ley de Dulong-Petit, La ley de Dulong y Petit, trata de la similitud de los calores especificos
molares de los metales. A temperaturas altas tienden a 3Nk y a temperaturas bajas: aisladores
C, ~ T3 y para metales C, ~ T.

4El teorema de equiparticion: La cantidad de energia asociada a cada grado de libertad de un
dtomo es igual a $kpT.
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4.2.3. Modelo Einstein

La ley de Dulong y Petit asumi6 que se podia aplicar la estadistica de Maxwell-
Boltzmann y la equiparticién de energia incluso a bajas temperaturas. Einstein recono-
ci6 que para un oscilador armoénico cuantico a energias menores de kT, se debe aplicar
la estadistica de Einstein-Bose. Esta fue la misma conclusion que se obtuvo sobre la
radiacion del cuerpo negro. En los estados vibracionales, la distribucion estadistica de

energia da la energia media:
hv

<E>= ehv/ET _ 1

donde esta frecuencia es la frecuencia de un vibrador cuantico. Hay tres grados de
libertad por vibrador, de modo que la energia total es

5 3hv Ny
osciladores — ehy/kT -1

por lo que sustituyendo en la ec. 4.20, tenemos

(ehv/KT — 1)2

v

la cual a altas temperaturas concuerda con la ley de Dulong-Petit. Pero a bajas tem-
peraturas no tiene dependencia de 72 como se sabe experimentalmente. Este hecho se
muestra en la siguiente grafica (fig. 4.7).

% i 2
kT /Fu

Figura 4.7: Capacidad calorifica de Einstein para 4tomo en tres dimensiones. Fuente

[9]-

Donde se ve claramente que el modelo de Einstein cumple s6lo para temperaturas
altas.

57



CAPITULO 4. FONONES

4.2.4. Modelo Debye

Considerando un so6lido como una matriz periddica de puntos de masa, hay limi-
taciones tanto en el minimo como en el maximo de longitud de onda asociado con un
modo vibracional.

Asociando la energia del fonén

hv,  hvsn
E = = =
==

con los modos y sumando los modos, Debye fue capaz de encontrar una expresion de
la energia como una funcion de la temperatura y derivar una expresion para el calor
especifico del s6lido como mostraremos enseguida. En esta expresion, v, es la velocidad
del sonido en el sélido.

La aplicacién del oscilador de Einstein al calor especifico, le proporcioné al expe-
rimento una concordancia cualitativa, y le di6 el correcto limite a alta temperatura
(la ley de Dulong y Petit). El ajuste cuantitativo del experimento, se mejor6 con el
reconocimiento de Debye de que habia un nimero méximo de modos de vibracién en
un solido. Se imagin6 a las vibraciones en forma de modos de ondas estacionarias en
el cristal, similar a los modos electromagnéticos en una cavidad, que se explica con
éxito en la radiacion del cuerpo negro. La densidad de estados de estos modos, que se
llaman "fonones", es de la misma forma que la densidad de estados de fotones en una
cavidad.

Para imponer un limite finito al nimero de modos en el solido, Debye utilizé6 un
méximo de frecuencias de fonones permitida, que ahora se llama frecuencia de Debye
vp. En el tratamiento del calor especifico, se define la temperatura de Debye por

hv
Tp = —2. (4.23)
k
El enfoque de Debye fue considerar una esfera en el n-espacio que le daria el mismo
nimero de atomos. Tomando n como un vector y permitiendo a los componentes tomar
solo valores positivos de 1/8 del volumen de la esfera fig. 4.8, entonces

Figura 4.8: Esfera en el n-espacio [40].
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6 1/3
Nmax = (_N)
™

Asociando la energia del fonén con los modos vibracionales del sélido

hv hvsn

TN T 2L
donde v es la velocidad del sonido en el s6lido, Debye abordé la materia del calor
especifico en los solidos. Tratandolos con las estadisticas de Einstein-Bose, la energia
total de las vibraciones de la red es de la forma, y aproximando un cubo de longitud

L con un octavo de esfera radio 7,44

Emax E w/2 /2 Nmax E 5

Esto se puede expresar en términos de modos de fondn, expresando la integral en
términos del niimero de modos n.

_3m ["m hogn n?
D) o 9], ehvsn/2kT _ |

U dn

Aqui el factor 37 /2 viene de tres consideraciones. Primera, hay 3 modos asociados con
cada nimero de modo n: un modo longitudinal y dos modos transversales. Luego se
obtiene un factor de 472 por integracion sobre las coordenadas angulares, tratando el
ntimero de modo n como el radio-vector. Finalmente se limita la integral al cuadrante
en el cual, todas las componentes de n son positivas, dando un factor de 1/8: el pro-
ducto de estos es 37/2.

Para resolver la integral, se realiza la sustitucion

hv,n

YT SLkT

y el limite de la integral en términos de x se obtiene de

RV hv, (6N s 7 D
X = — _ —
ma 2LKET 2T \ 7V T’

donde se introduce aqui la constante Tp. Se le llama temperatura Debye y es una
constante asociada con el modo vibracional mas alto permitido.
Cuando se ponen todas los pardmetros, la integral toma la forma

NETA Tp/T 3
_ Y / ;" (4.24)
0

U=21"""_
T e? —1
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La expresion del calor especifico Debye es la derivada de esta expresion con respecto
a T. La integral no se puede evaluar en forma cerrada, pero la evaluacion numeérica
muestra un resultado razonablemente de acuerdo con los calores especificos de los s6li-
dos observados para todo el rango de temperatura, alcanzando la ley de Dulong-Petit
a altas temperaturas y el comportamiento caracteristico 7 a muy bajas temperaturas.

Para temperaturas altas 7' > Tp, el valor de x es muy pequeno en el rango
de la integral, haciendo posible usar series exponenciales, e = 1 + x. Esto reduce la
expresion de la energia a

INET* [To/T INKT* T3
U= 2dy = —L = 3NkT 4.25
3 /0 S Y o ’ (4.25)
sustituyendo este valor en la ecuaciéon 4.20 tenemos que la capacidad calorifica es

C, = 3Nk (4.26)

este resultado concuerda con la ley Dulong-Petit para temperaturas altas.

Para temperaturas bajas el limite superior de la integral tiende a infinito, por lo
que tenemos la forma de integral de Riemann (Apéndice C), por lo que

-

entonces la energia U es

3Tt NET*
U — W—S
5T7
y sustituyendo esta energia en la ec. 4.20, obtenemos el calor especifico
127Nk
Cp="nT*=T?
5Tg

el cual cumple la condicion de la ley de Dulong-Petit, pues este calor especifico tiende
a cero con dependencia de T3.

La expresion del calor especifico que surge de la teoria de Debye, se puede obtener
tomando la derivada de la expresion de la energia 4.24

T 3 Tp/T x4ex
=9Nk | — —  d=x. 4.2
Co=9 [TDM 1 (4.27)

El resultado de experimental concuerda con el modelo de Debye, el cual se muestra
junto con el modelo de Einstein en la grafica fig. 4.9, donde se ve claramente la diferencia
de ambos.

Asi los fonones, insertando nuevas condiciones a este modelo (Frecuencia no finita,
delimitada por el medio de propagacion; un modo de mayor orden, n,,., v tienen tres
estados posibles de polarizacion, un longitudinal y dos transversales) ayudan a resolver
este problema, pues como vimos no se podia sin tomar en cuenta la vibracion del solido
como un todo, no la vibraciéon de los a&tomos individualmente.
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Figura 4.9: Grafica de Capacidad calorifica de Debye y Einstein. Fuente [9]

4.3. Fonones en el Universo

4.3.1. Fonones y Expansién Acelerada del Universo Actual

Esta seccion se basa en la referencia: [25].

Como lo dijimos, el fonén se describe como un campo escalar eficaz que abarca el
movimiento colectivo de los &tomos en un material.

La formacion de la estructura césmica en un universo en expansion es un mecanismo
no lineal muy complejo. En aras de la simplicidad, se aconseja un enfoque heuristico
por el cual el potencial newtoniano total entre las estructuras que constituyen la red
cristalina se limita a los dos primeros términos de su expansion. Mas tarde se supone
que los coeficientes de esos términos simplemente cambian la escala con la expansion
coésmica. Esto nos permite derivar un modelo cosmologico simple para un fonén con
dinamicas cosmolégicas muy diferentes que el de la quintaesencia®. También se muestra,
que este modelo simple puede proporcionar una aceleraciéon césmica a través de una
ecuacion de estado con w < p/p = —1/3.

El Modelo.- Para escribir un modelo completo para una red soélida en el Univer-
so, uno deberia, en principio, resolver las ecuaciones de Einstein con el dado derecho
apropiado. Esto se hizo perturbativamente en [26] en el caso de una red ciibica. Las
caracteristicas observables de un modelo asi fueron estudiadas por los autores en [27].
Los autores encuentran que, en la aproximaciéon de limite continuo, su modelo predice
una solucion para el factor de Hubble idéntico al caso de un universo lleno de polvo
(en el limite perturbativo). En este contexto se desea ampliar su resultado ahora con-
siderando lo que sucede si se incluye la pequena excitacién de la red en torno a su
estado de equilibrio. Para este fin, basta suponer que los efectos gravitacionales entre

5En cosmologia, quintaesencia es una forma hipotética de materia que se postula para explicar las
observaciones del universo en expansion acelerada. La quintaesencia es un tipo de “energia del vacio”,
con una ecuacién de estado de la forma: p = wpc?. Con w < —1/3 y campos escalares.
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las masas se describen adecuadamente por un potencial newtoniano general. Siguiendo
el procedimiento habitual en el estudio de la formacion de estructuras a gran escala, se
debe, en principio resolver la ecuacion de Poisson V2V = 47Gdp, con V, el potencial
gravitacional y dp, la parte no homogénea de la densidad de la materia. Porque s6lo
interesa la perturbacién de este potencial en torno a su valor de equilibrio, se supone
que el potencial se conoce de antemano. Se podria, en principio derivar de la solucion
de [26] en el caso perfectamente homogéneo o calcular en un estudio numérico més
riguroso de la formacién de estructura a gran escala.

En el marco de la expansiéon cosmica comoévil, el lagrangiano que describe un con-
junto de masas m, sometidas a interaccion gravitatoria mediada a través del potencial
V es, hasta términos de segundo grado:

L= Z %maqz - Z %kab<Qa - Qb)2 + Z qu (428)
a a,b a

Donde los ¢,,;s son el desplazamiento de las masas m, desde su punto de equilibrio. kg
es el acoplamiento armoénico entre masas puntuales a y b, y k es la auto-acoplamiento
de una sola masa. En términos de la expansion usando V:

0?V
kap = — ( 90 8%) (4.29)

k=— (%) . (4.30)

La funcion (4.28) pude expresarse en términos de una funcion escalar:

qa — ¢(z)

Za: . llg/d?’x (4.31)

donde [ denota la distancia media entre dos estructuras y la integral debe ser tomada
en el conjunto (posiblemente infinito) del volumen de la red. Al pasar por todo el
proceso, uno puede encontrar (ver por ejemplo [28]) que el lagrangiano efectivo toma,

la forma: )
L= /d%% (v—lg (%—f ) — [VY]? + M2¢2) : (4.32)

Los nuevos parametros de esta expresiéon pueden ser expresados en términos de los

parametros de red:
Eapl? k
2 ab 2
ve = , M*=2——:, 4.33
m kabp ( )
el cual puede ser negativo o positivo dependiendo de los signos de los pardmetros de
red. Para mayor comodidad, también hemos reescalado el campo a partir de (4.31)
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como Y = \/%qb. El lagrangiano (4.32) es exactamente el que se utiliza en el trata-

miento continuo de las propiedades elasticas de la fisica de materia condensada con
siendo la amplitud de la onda del fonon (véase por ejemplo [21]).

Ahora se escribe este lagrangiano en una forma adecuada para la cosmologia. En
primer lugar, se supone que el ¢ desplazamiento ¢ (Z,t) es una funcion escalar tal que
no hay direccién preferida en general para la oscilacion del campo. Esto esta de acuerdo
con el principio cosmologico que asume isotropia del espacio a grandes escalas, por lo
tanto se anula el término proporcional a ﬁ@/z en (4.32). Nuestro enfoque es equivalente
a considerar solo el campo escalar promediada espacialmente

U(t) =< P(Z,1) > .

Donde el promedio se toma sobre una region del espacio lo suficientemente grande para
que el principio cosmologico sea valido (> 100 Mpc). Las cantidades fisicas en (4.32)
se vera afectada por la expansion céosmica a través de la dependencia de los parametros
en el factor de escala. Al mirar a (4.33) y teniendo en cuenta el hecho de que las escalas
de distancia comovil [ ~ a(t)ly, se puede obtener

1 1 A2 1

=~ _
v2  a? a?

(4.34)

Este cambio de escala de los pardmetros del Lagrangiano tendréd un impacto en la
dindmica cosmologica del fonon, diferenciandose del campo de la quintaesencia escalar
habitual. Para anotar la evoluciéon dinamica del Universo en la presencia de nuestro
nuevo campo 1 tenemos que considerar la accién que consiste en la integral temporal
de la funcion de Lagrange (4.32), ademas de la habitual accion de Einstein-Hilbert. La
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW)®

d32 = —N2(t)dt2 + CL2 (t)(SUd:Ude], (435)

a continuacion se procede a escribir la accion total como la integral de una funcion de
Lagrange 1D efectiva (véase [29]), usando la accion de Einstein-Hilbert con la curvatura
R en (apéndice D, primer término) y el lagrangiano efectivo 4.32 (segundo y tercer
término):

(4.36)

Como cuestion de comparacion, la reduccion de Lagrange para un campo escalar ordi-
nario minimamente acoplado ¢ como quintaesencia [25], se escribe
) 3H2 252
3 ata 1 a”®” N s M

L=———
HN+2C2 N “ 2

(4.37)

6La meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker o modelo FLRW es una solucién exacta
de las ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general para un Universo en expansiéon (o
contracciéon), homogéneo e isétropo.
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Mientras campo escalar de quintaesencia proviene de un enfoque de campo fundamen-
tal, el fonén cosmologico es un campo escalar efectivo cuya masa y la velocidad no son
constantes, sino mas bien cambian con escala modificada por la expansioén cosmica.
Como consecuencia, la dindmicas cosmologicas asociadas al fonon y a quintaesencia
diferiran.

La dindmica cosmolégica

Variando la ecuacion. (4.36) con respecto a las coordenadas generalizadas (a, N, 1)
y especificando que el indicador de conformacion (N = a), obtenemos las siguientes
ecuaciones (teniendo en cuenta la contribucion de la materia y la radiacion):

a/2 K 1 wl2 M2 ) QO QO
- = = 4 = g2 Zfm 4 frad
2 3(21}20L2+2w)Jr 0<a+ )
ko H2 7/ QO (4.38)
M2y 20 IIm
6 v 2 ( a )

¢// — —CL2’U2M2¢.

Donde las cantidades con prima deben ser interpretadas como derivadas con res-
pecto a el tiempo conformal 7 (dado en términos del tiempo sincrono por dt = a(t)dn)
y con K = 87 en unidades con ¢ = 1. Los indices de cero simbolos denotan los valores
presentes de estas cantidades (Q° = 0,25, Q0 , = 7.972107°, Hy = T1km/s/Mpc) [31],

[32]. Definiendo
K 1 ¢/2 M2
0 = | = L = y? 4.39
#(a) 3a2H? (21}2 2 ) (4.39)
la ecuacion de Friedmann (la primera en 4.38) se puede poner bajo la forma:

a? H} Qo Q0
@ 0= 0) (7 i ) ' (4.40)

Para determinar qué valores deben tener de los parametros v? y M2, uno puede mirar el
comportamiento asintotico del modelo. A partir de las ecuaciones cosmologicas (4.38)
uno puede facilmente adivinar la relacion de la presion sobre la densidad de energia

del campo 1) ser
o 2,12
— M
1 \ v%a? 4

Wy = = —— : (4.41)

Esta ecuacion de estado para el campo efectivo ¢ tiene propiedades interesantes. De
hecho, se interpola entre wy, = —1/3 cuando se congela el campo (U“fzg < M*)?) y
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una constante cosmologica wy = —1 en el futuro lejano (a > 1; Universo De Sitter).
Para mostrar que esto es una solucion asintotica, se supone que el Universo entra en el
régimen de aceleracion alrededor de a ~ 1y empezar a partir de la condicion wy, = —1,
que se puede integrar ficilmente para el comportamiento asintético de ¢ a partir de
(4.41) como

Y = 1poexp (

5|t~ t0)> : (4.42)

con 1y el valor actual del campo. Insertando este resultado en la ecuaciéon de la acele-
racion y resolviendo para a, se encuentra

a= \/E Yo exp
6 /v

Mediante una eleccion adecuada de vy y +/|v?|, siempre se puede hacer \/gﬂ ~ .

|v?]

El resultado (4.43) es entonces en comparaciéon con la solucién asintética de Sitter

v M?
2

(t — t0)> . (4.43)

habitual a = agexp <\/§c(t — t0)>, mostrando que el estado asintético es un universo

de Sitter (véase también la Fig. 4.10).
Por lo tanto, la dindmica cosmolégica del campo efectivo fonén se aparta de la de un
campo escalar masivo (Quintaesencia con potencial cuadratico) para los que w — —1
cuando el campo es congelado y w es cero en promedio (y el campo se comporta como
materia sin presion) asintoticamente.

Restricciones Observacionales

El problema de la coincidencia cosmica no esta bien tratada en este trabajo [25],
tuvieron que ajustar el valor de los pardmetros para producir una fase de aceleracion
provocada alrededor de a ~ 1. Sin embargo, presionando hacia adelante veremos si el
modelo predice resultados interesantes para la dinamica del universo entre el momento
de la formacion de la red cosmologica y la época actual. A partir de (4.43), es sencillo
identificar la cantidad que representa una constante cosmologica efectiva a ser:

3 [v2 M2
2 2

Aepr = (4.44)
Es decir, si se ajusta el valor de la constante cosmoldgica a los datos de supernovas,
cualquiera de los dos valores de los parametros v? y M? que satisfacen la restriccion
(4.44) debe producir el mismo comportamiento asintotico.

Hemos encontrado que el parametro v? tiene que ser negativo para la solucién asin-
totica de (4.38) que se va a de Sitter (de ahi la necesidad del valor absoluto en (4.42)).
El significado fisico de ésta se entiende observando la tercera ecuacion de la ec. (4.38).
Los valores positivos de v? implicarfan oscilaciones de el campo a través del tiempo,
mientras que los valores negativos describen una deformacion inelastica. El altimo caso
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es mas adecuado para describir las inestabilidades gravitatorias en la interaccion de
las grandes estructuras en un universo dinamico. Este caso de hecho se ha de entender
como el analogo del concepto de fonones de la fisica de estado solido (véase, por ejem-
plo [30]), que representan deformaciones inelasticas crecientes rapidamente cuando un
cristal se aparta de un estado de equilibrio inestable. Este proceso es responsable de
las transiciones de fase estructurales que aparecen cuando la frecuencia de el fonén se
convierte en imaginario, lo que conduce a inestabilidades.

La dindmica del sistema (4.38) se investiga numéricamente. Comencemos la inte-
gracion en a; = 1073, que corresponde al comienzo del proceso de la formaciéon de
estructura a gran escala a través de colapso gravitacional. Antes del tiempo, oscila-
ciones acusticas en el plasma primordial evitan la deformacioén inelastica de la red.
También debemos imponer condiciones iniciales sobre los valores de Q;) y 1. en este
mismo punto. Mientras que elegimos para comenzar en reposo ¢ =~ 0, QL es un pa-
rametro libre por debajo del 1% (ver abajo). Hemos elegido para integrar la segunda,
y la tercera ecuacion de (4.38) y a continuacion, comprobar la solucion mediante la
inyeccion del resultado en la ecuacion de Friedmann (4.40). La restriccion siempre se
verifica hasta la precision de la maquina. La integracion se llevé a cabo para varios
valores de v? y M?. El modelo se ajusta a los datos SNTa [31] con la X? = 1,0018 (En
similitud, XZ.py = 0,99 para el mismo conjunto de datos).

La Fig. 4.10 muestra la evolucién comparada del parametro de aceleracion (¢ = ).
El modelo de fonones predice una aceleracion por arriba de ACDM en todo el tiempo.
Esto deberia tener un impacto sobre la fisica de la formacion de estructura a gran
escala en un universo temprano.

Concluimos este capitulo mencionando brevemente algunos aspectos de los fonones
que nos permiten caracterizarlos de la mejor manera.

4.4. Fonones y Fisica de Materiales

Las vibraciones de red o fonones son importantes y permiten entender el porque
del comportamiento de algunas propiedades en los materiales:

» Explican las propiedades térmicas del material:

e La Capacidad Calorifica. Modelo de Debye (va discutido). Que cumplen que
para temperaturas cercanas al cero absoluto estén de acuerdo con la tercera
ley termodindmica, Cy, — 0 si 7' — 0.

e La conductividad térmica en los aislantes (se destaca por ejemplo el caso el
diamante que es un aislante y tiene una conductividad térmica que es cerca
de seis veces la del cobre metalico), pues se estima se realiza a través de una
red cristalina [41].
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Figura 4.10: Evolucion del parametro de aceleracion (¢ = %) para el modelo de fonones
cosmologica (»C'DM) en comparacion con ACDM. Fuente [25].

e La dilatacion Térmica por vibracion de los 4&tomos en una red, asi su sepa-
racion varia, Anarmonicidad [41].

= La dispersion inelastica de neutrones o de Rayos X en un cristal en las que se
producen cambios en la energia y en la cantidad de movimiento debido a la
creacion o absorcion de fonones en el blanco [41].

» Las interacciones del tipo electron-fonén que son responsables de explicar el fe-
nomeno de la superconductividad en la teoria BCS (Bardeen—Cooper—Schrieffer)
[11].

4.4.1. Sonido de un Atomo

La amplitud del sonido para un fonén es muy débil. Basicamente, cuando mani-
pulas un atomo, este crea un sonido, un fonén cada vez, explica Goéran Johansson en
el informe publicado en Science [42]. El sonido es tan débil que los investigadores no
pudieron siquiera oirlo, s6lo captar sus ondas con circuitos similares a los utilizados
hoy en dia en ordenadores cuénticos.

Para el experimento, crearon un atomo artificial y lo manipularon para intentar
captar las ondas que generaba. Lo hicieron con un diminuto circuito con amplifica-
dores de microondas a baja temperatura, tecnologia similar a la utilizada para leer
gbits en supercomputacion. El objetivo de todo esto era analizar las particularidades
cuanticas del sonido y las propiedades de los fonones frente a los fotones.
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Dado que el sonido se mueve mucho mas lento que la luz (fotones), la actstica
a nivel cuantico abre nuevas posibilidades de investigacion. Es ahi donde reside la
importancia de este experimento. De probarse de forma exitosa, las comunicaciones
cuanticas podrian basarse en un futuro en la propagacion y manipulaciéon del sonido
de las particulas y no solo en la propagacion de luz a nivel cuantico, mucho mas dificil
de manipular por su alta velocidad.

4.5. Producciéon de Fonones

En los sélidos reales, hay dos tipos de fonones: fonones actsticos y fonones 6pticos.
Los Fonones acisticos, que son los fonones descritos anteriormente, tienen frecuencias
que llegan a ser pequena en las longitudes de onda largas, y corresponden a las ondas
sonoras en la red. Fonones actisticos longitudinales y transversales son a menudo abre-
viado como LA y los fonones TA, respectivamente, que dependen de como oscilan los
elementos de la red, ya sea transversal a la onda o en la misma direccién.

Los Fonones dpticos, que se presentan en cristales que tienen mas de un atomo en
la celda unidad, siempre tienen una cierta frecuencia minima de la vibracién, incluso
cuando su longitud de onda es grande. Se les llama dptica porque en cristales i6nicos
(como el cloruro de sodio) se excitan muy facilmente por la luz (de hecho, la radiacion
infrarroja). Esto es debido a que corresponden a un modo de vibracion en iones posi-
tivos y negativos en los sitios reticulares adyacentes que pivotean uno contra el otro,
creando un momento dipolar eléctrico variable en el tiempo. Fonones 6pticos suelen
abreviarse LO y TO, para las variedades longitudinal y transversal.

Una red cristalina a temperatura cero se encuentra en su estado fundamental, y
no contiene fonones. De acuerdo con la termodinédmica, cuando la estructura reticular
se encuentra a una temperatura que no sea cero, su energia no es constante, sino que
fluctiia al azar sobre un valor medio. Estas fluctuaciones de energia son causados por
vibraciones de la red al azar, que se pueden ver como un gas de fonones. (Nota: El
movimiento aleatorio de los &tomos en la red es lo que se piensa generalmente en forma
de calor) debido a que estos fonones son generados por la temperatura de la red, se les
conoce como fonones térmicos.

4.6. Decaimiento del Campo de Fonones

Como ya se discutio al inicio del capitulo, al considerar una celosia regular de ato-
mos en un material s6lido uniforme, se podria esperar que hubiera una energia asociada
con las vibraciones de estos atomos. Pero estos atomos estan atados entre si por medio
de enlaces, de modo que no pueden vibrar independientemente. Las vibraciones por
tanto toman la forma de modos colectivos, que se propagan a través del material. Tales
vibraciones de la red de propagacion pueden ser consideradas como ondas de sonido,
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y su velocidad de propagacion es la velocidad del sonido en el material.

Las energias vibracionales de las moléculas, por ejemplo, una molécula diatémica,
se cuantifican y se tratan como osciladores armoénicos cuanticos. Los osciladores ar-
monicos cuanticos tienen niveles de energia igualmente espaciados, con una separacion
hv. Asi que los osciladores puede aceptar o perder energia s6lo en unidades discretas
de energia hv.

La evidencia sobre el comportamiento de la energia vibracional en sélidos periodicos
esta en que, los modos de vibracién colectiva pueden aceptar energia solo en cantidades
discretas, y estos cuantos de energia han sido etiquetados como "fonones". Al igual que
los fotones de energia electromagnética, obedecen a las estadisticas de Bose-Einstein.

Esta definicion de fonones nos dice claramente que, para que estos existan es ne-
cesario estar dentro del s6lido. Dado que si estos salieran de este empezarian a perder
energia cediendo a particulas interaccionando.

Esto indicaria que los fonones fuera de la estructura de sélido no decaen en parti-
culas, sino que por medio de interaccion estos ceden su energia.

4.7. Dispersion de Fonones
La dispersion de fonones existe en varios escenarios:

= Dispersion fonén-fonén: esta dispersién sucede cuando dos o mas fonones
interaccionan intercambiando energia, donde de este proceso surgen otros fonones
con distinta energia a la inicial o un fon6n con la suma de la energfa. También
es posible que un sélo fonon se disperse él mismo, es decir que el decaiga en 2

o mas fonones, los cuales tendra fraccion de energia del fonon inicial (véase Fig.
4.11).

Figura 4.11: Dispersion fonon fonon, donde ¢, ¢ v ¢” indican fonones con distinta
energia. Fuente [35].
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También pueden considerarse los siguientes procesos de interaccion [44]:

= Dispersiéon por impurezas: estas dispersiones ocasionan que el fonon tenga
otro comportamiento en su tiempo medio de interaccion, estas impurezas surgen
de fonones con impurezas en la red. (Véase Fig. 4.12).

Impureza en lugar intersticial

© *4 |ntersticial

1 \ Defecto
. . . . yrrenkel

Impureza sustituta

Yacante

Figura 4.12: Defectos puntuales en cristales que ocasionan dispersion con fonones.
Realizo Reyes Manuel Garcia Garcia.

= Dispersion electréon fonén: En la descripcion del modelo de la banda, los elec-
trones en un so6lido son cuasi-particulas que ocupan los estados de un electron.
En un cristal perfecto, un electron se propaga sin dispersiéon, sin embargo, la
periodicidad perfecta es destruida por las vibraciones de la red de los dtomos.
Estas vibraciones causan que los electrones tengan una cierta probabilidad de ser
dispersados. El proceso de interaccion electron-fonon induce la aniquilacién o la
creacion de un fondén y una excitacion simultanea o des-excitacion del electron a
un estado menor (véase Fig. 4.13).

Estos dos procesos se ilustran en la imagen superior. Otros dos procesos posibles
se ilustran en la segunda imagen, donde la recombinacién de un par electron-
agujero crean de un fonén, y la creacion de un par electréon-hueco por la aniqui-
laciéon de un fonén.

» Electrén

- Agujero ~
,m”, "\\
» Fonon o
o ~
- A

Absorcion de

Emisidn de un .
un fonon

fondn

Figura 4.13: Dispersion Electron Fonén. Fuente [35].

70



CAPITULO 4. FONONES

4.8. Fonoén y Quintaesencia

Ahora reproduciendo los célculos realizados para fonones y comparemos con los de
quintaesencia.

Partiendo de ec. 4.36, para obtener las ecuaciones de movimiento 4.38, se varia el
lagrangiano respeto, a, N y :

Variando primeramente N, y usando m = % — f\,—]g, tenemos:
3a%a ar)? aM 2>
oL = ON — ON — ON
kN? 202 N? 2

y sustituyendo N = a, obtenemos

.\ 2 L 192
R

Variando a, tenemos

] 2,1,2
L(a +da) = —kiN(aera)?(aJréa) + 21}%( + da) — VMY

(a + da)

donde como es un analisis lineal los términos con (dz)° = 0 con s > 1, entonces

B 3, o )2 N M2
0L = L(a+ da) — L(a) = k;_N(a da + 2aada) + 21}2N5a - da
usando que N = a
6 . d d | —6aada d 6aa 6..
“aN g0 = [ N } ~ o [—m} da = jdoa

y sustituyendo en 0L

3., 6. U  aM?
SL = |——a>+ - - 5
[ kaa + ka+ 2v%a 2 @

llegando a la ecuacion

i 1(a\®  ky? +M21/)2k
a 2\a 12022 12
y sustituyendo la ec. 4.45 se llega a la ecuacion de aceleracion (que claramente es
positiva)
a k
— = —M*)*. 4.46
o= Sy (1.46)
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Finalmente Variando 1,

3a2a

. . M2 B 2
Ly +0v) = —— +ﬁ(¢+5¢)2—NCLM
usando que N = a
wisi_ d [iae] o a [0
VN  dt | 02 dt | v?

obteniendo la ecuaciéon de movimiento para 1

Y = —a®*M*v%y (4.47)
reescribiendo tenemos

O+ a?M*v*) = 0 (4.48)

La cual se puede comparar con la ecuacion de un oscilador armoénico simple, que tie-
ne soluciones: (t) = Acos(aMuvt) + Bsen(aMwvt). Con A y B dependientes de las
condiciones iniciales. Donde esta oscila en el tiempo, pero como el campo de fonones
pierde energia al no tener un medio para propagarse, entonces al final de inflacion este
término se diluiria de forma automaética.
Y donde en el capitulo 4, tomando 4.41,
M2¢2>
+ M2w2>

il
(t—t0)> ;

con 1y el valor actual del campo. Insertando este resultado en la ecuaciéon de la acele-
racion 4.46 y resolviendo para a, se encuentra

¢2

v2a?
¢2
2

B
via

con a~ 1y wy,=—1, entonces

(4.49)

Wy

2

Y = 1ppexp ( 9

K o
a =

6 [v?]

exp (

(4.50)

2

(t— to)) ;

donde tenemos una aceleraciéon positiva y creciente en el tiempo, que se reescribe como

a = aperp (\/gc(t - to)) entonces

Aepp = 5

3 [v2 M2

c2
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Con en analisis anterior se llega a que la grafica del pardmetro de aceleraciéon para
constante cosmologica A y para campo escalar de fonones ¢, es la gréafica 4.10.
Usando las variaciones para el lagrangiano 4.37:

Variando a: ) )
@ _ lkcﬂMQQsQ — yﬂz’
a 3 6 2

donde claramente se ve que @ no necesariamente es mayor que cero, como en el caso

de Fonones.
. 2 12
a k
(5> =z <% + a2M2¢2> . (4.52)

(4.51)

Variando N:

Variando ¢ )
- ag 2 992
b= _perry (4.59)
a
reescribiendo tenemos ) )
b+ Ho+a* M2 =0, (4:54)

donde comparando la ec. 4.54, con la de un oscilador armoénico amortiguado, vemos que
el término con ¢ es de frenado, lo que indica que la expansiéon con fonones es mayor.
Tomando la soluciéon general del oscilador armdénico amortiguado tenemos que esta se

puede escribir ¢(t) = e H#¥2(Acos(y/a2c2 M2 — HTZ)t)) + Bsen(y/a?c2M? — HTQt). Con A
y B dependientes de las condiciones iniciales. Donde se ve claramente que si t crece,
¢(t) decrece hasta detenerse.

Como vimos en la secciéon 3.1.1, la aceleracion para la constante cosmologica esté
dada por a ~ et con H = \/g y esta, en tiempos de 107305 a 107345 expande 10%3; que

es mayor a 10?7, necesaria para inflacion. Y como sabemos la relacion entre parametros
de aceleracion para constante cosmoldgica y campo escalar de fonones gy < ¢, entonces
1 en este tiempo expande mas que A ~ 10%3.
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Capitulo

Analisis Dinamico

Este capitulo se basa en el articulo [43].

En cosmologia el andlisis dindmico juega un papel muy importante, debido a la
informacion que se obtiene de éste sobre la evolucién del universo. Mediante la reso-
lucién del sistema de ecuaciones se obtienen los puntos criticos, los cuales indican la
estabilidad y asi dan informacién sobre la dindmica del sistema.

Esta descripcién requiere condiciones iniciales correspondiente a el modelo a ana-
lizar En esta tesis se desarrolla el analisis dinAmico para un modelo propuesto en [25]
para la expansion acelerada del universo en la actualidad.

5.1. Sistema de Ecuaciones

Iniciando con un universo espacialmente plano, con métrica F-R-W conteniendo un
campo escalar ¢ y un fluido barotropico (p,, = w,pm), las ecuaciones de conservacion
para materia y el campo escalar son

pm+3H(1+wm)pm = 0> (5'1)
dv(e)
b+3H)+ —— il (5.2)

donde p,, es la densidad de materia del fluido, H es el parametro de Hubble, w,, es
la densidad de materia del fluido, ¢ y ¢ son la primera y segunda derivada del campo
escalar, respectivamente, y V' (¢) es el potencial del campo escalar. Ahora tomando

G
3

H* = —=|pm + py] (5-3)

y dividiendo por H?, tenemos la condicién 1 = Qm+Q¢, (debido a que 3H?/87G = perit
Y pi/perit = i), con py = ¢ + V(¢) (ec.2.16), py = 2 — V(¢)(ec.2.17) y el potencial
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supuesto para inflacion V(¢) = ﬁ Podemos definir las siguientes variables

Z'EL yz—\w E_%dv_@ (5.4)
V6MyH' V3MyH' Vig) do
donde Mgl = # es la masa de Planck (y asegura adimensionalidad de las variables),

tomando la relacion Qg = 22 + y? y por restriccion de Friedmann Q, <= 1, por
construccion —1 <z < 1,0 <y <1y —o0o < A < 0. Note que A\ por el anélisis
corresponder a un campo escalar real, no tiene cotas.

En ec. (5.3), se tiene el cuadrado de H, despejando se tiene

1 ¢
T \/,om+ -+ V(9) (5.5)

derivando respecto el tiempo se llega a H ,

! 1 (pm + ¢_2 + V(¢)>

[N

(o -+ 80+ 22)

V3M,l 2 2 dt

con 240 = 204 se Jlega a

1 1 —3H(1 + W) pm — 30*H — ¢dV/de + ¢pdV/de

- 5\/§Mpl (,Om n %2 i V(¢))1/2

y usando la ec. (5.5)

C 11 [SBH( waom + )
=z
2 \/§Mpl \/gMle
H= b [(1—|—w )p +¢b2]
usando M? = 1 resulta
P 8r G
H = —47G[(1 + W) pm + 6%, (5.6)

H .. . .
Por lo que e se encuentra con el procedimiento a continuaciéon

H B 3(1—|—wm)pm+<b2

H2 2 putps
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sustituyendo valores de la ec. (5.3) y de las variables estandar tomadas x, y y My

ek 3 (1 + wp) (87@ - p¢> + 622 M, H?

H* 2 e — ot s

recordando que p, = P*/2+V(9)

H 1 1+ wy,)¢?
A s [ wsargae - TR )+ et
pl
H 1 2 2 2 2 172 2 2 172 2 2 2
5 = —W [(1 + w)3MAH? = 3(1 4wy )a? M2 H? — 3(1 4wy )y* My H? + 62 M7 H |
H 3
=3 [1—|—wm—x2—wmxz—yQ—y2wm+2x2}

finalmente agrupando, resulta

H 3
= —5[(1 + wp ) (1 — y?) + 22(1 — wp,)]. (5.7)
. . dx
Tomando z y y, derivando respecto a N (donde N es el tiempo conforme), con N
dx dt 1 dx 1
se llega a ¢/ = —, asi
dtdN ST TN T
g0 o H
\/gMle2 \/éMpl H27
ahora, sustituyendo ¢ de la ec. (5.2), se tiene
: av(e) :
r_ _3¢ N d¢ o :L'E
V6MuH  N6MuH? — H?
y tomando los valores de las variables del anélisis, se obtiene
6 3
= \/T_AyQ + 5:5[(1 +wp) (1 —y?) + 22(1 — wp,)] — 3. (5.8)

Ahora para encontrar ¢y = %7 se tiene

, o vvr WV
Y 23V My H?  \/3M,H H?

sustituyendo valores de z, y, \ y H /H?, obtenemos
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, oVMav/de 3 a3
y = ¢Q@Mmpv+2mu+wma y?) + 2% (1 — wp)).

y = —\/76)\1:1/ + gy[(l + wp) (1 — y?) + 22 (1 — wp,)]. (5.9)

. . . A
Para ), se sigue el mismo procedimiento \' = T asi

, Msz(¢)dVd—§§’” d;;(d(i) My
V(@)PH — V()H '
Factorizando términos se tiene
;o My | PV(9) dv(e)\*
Y=gt | a0 - (% )¢r

ahora factorizando (dV (¢)/d¢?)é

(dV<¢>>)2 |
o

(dentro de los corchetes) para nuestro sistema y

v My (dV)) | V)
__HW@2(d¢)

sustituyendo el valor de V(¢) = MTQSQ

completando x y A,

Vo LMy (aV9)’
~ 2V(¢)26MZH? \ do
asi se obtiene
V6

N = 7)\23:. (5.10)
Para hacer un analisis, es ttil tener variables acotadas. En este caso se hace el siguiente
cambio de variable de A\ a u
Y ue0,1) si Ad0,00)
— u si Ae|0,00
1 + )\ € ? )
A

m UE(—]_,O] S1 /\6(—0070]

asi A = % Sustituyendo este valor en (5.8), (5.9) y (5.10) el nuevo sistema es
u

\/6 U 3
r_ 2, ° — a2 21 — — 11
P =Y B w0 ) )] -8 (D)
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u:py + §y[(l + wp) (1 — y?) + 22(1 — wp,)], (5.12)

asi, resulta
u'w. (5.13)

Con este sistema auténomo y adimensional por construccion, podemos encontrar los
s / / !/
puntos criticos (z., Ye, u.), tales que ' (x., Yo, ue) = Y (Te, Yo, Ue) = U (Te, Ye, ue) = 0.

Basta con observar cada ecuacion y verificar para que valores de las variables, estas
se hacen cero. Para la ec. 5.11, las combinaciones posibles son: (0, 0,0), (0,0, u), (0, 1,0),
(1,0,0) y (—1,0,0). Para la ec. 5.12: (0,0,0), (+1,0,0), (0,1,0) y (0,0, u). Para la ec.
5.13 basta que u =0 o z = 0. Note que (0,0,0) es un caso particular de (0,0, u).

Los puntos criticos del sistema son:

P =(0,0,u), (5.14)
A= (1,0,0), (5.15)
B =(~1,0,0), (5.16)
C = (0,1,0). (5.17)

5.2. Caracteristicas de los Puntos Criticos

Verificando las ecuaciones 5.4, para z, y v u, que podemos escribir como x? ~ (bZ y
y?> ~ V(9¢), las cuales podemos sustituir en los valores para densidad y presion de un
campo escalar ¢, p = % (fl—‘f)z +V(p)yp= % (‘2—‘?)2 — V(¢), tenemos para cada punto
critico lo siguiente

P py~0 pe~0
A pg~1 o py~l
B : p¢N1 p¢N1
C: pg~—1 py~1

(5.18)

donde se observa que el punto critico C' es el que me puede producir expansion acele-
rada en su dindmica por condicion de presion negativa.

Calculando el parametro de desaceleracion partiendo de la ec. ¢ = —Z—g, y tomando
que H = a/a, por lo que
.. . 2
4 a
H=-—-—
a a
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dividiendo entre H?

a a
H _ o o _d0_
H? a? a?
a2

reescribiendo )
aa H
q=———7=—1—-—7
a2 2

sustituyendo el valor de H/H?, ec. (5.7)

g=—1+ g[u + )1 — 12 + 22(1 — wy)]

3
q:—1+§[1+wm—y2—waquxQ—wma:Q}

agrupando términos

3 3
q= —1+§+§[wm(1—1’2—y2)+($2—y2)}

llegando a la forma final
13 2 2 2 2
¢= 5+ glwn(l —2" —y7) + (27 — 7] (5.19)
cuya expresion nos indica que para valores ¢ > 0 el punto critico desacelera y para

q < 0 acelera. Entonces al sustituir w,, = 0 (con densidad materia cero) y los valores
criticos x y vy, resulta

P 4y = %7
AZ q¢:2,
B- dp = 2. (5.20)
C: qp=—1,

donde se muestra que en la dindmica del sistema, el C'= (0,1, 0), est& acelerado.

Ahora calculando el pardmetro de densidad wy = £, donde 7 = -ty =
x° + elimina dimensiones), en el cual se muestra que para C = es
>+ y* (H? elimina dimensiones), en el cual tra que para C' = (0,1,0),
similar a la constante cosmolégica, y que produce una aceleracion positiva.
P: wy =indet,
A: W¢ = 1,
21
B : w¢ = 1, (5 )
C: wy=-1

Agrupando todos los resultados anteriores para cada punto critico, tenemos la tabla
5.1, donde Q, = 2% + ¢2,
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’ P. critico \ q \ We \ Q4 \ Dé \ Existencia ‘

A 2 1 111 Siempre
B 2 1 111 Siempre
C -1 -1 1 | -1 | Siempre
P 1/2 | Indet. | O | 0 | Siempre

Cuadro 5.1: Puntos criticos y sus caracteristica del sistema dinamico 5.11.

5.3. Teorema de la Variedad Central

Regresando al sistema de ecuaciones (5.11), (5.12) y (5.13) y expandiendo en series
de Taylor! alrededor de P, con Az = z — 2y, hasta primer orden, tendiendo:

3 9
Ar' = =3+ (1 4+w,) (1 —9*) + =2°(1 —w,,) || Az + \/ELy—3xy(l+wm) Ay
2 2 P, 1+u P,
\/6 9 1 U
— A
Y (1:l:u$(1iu)2) "
V6w
Ay = |2 Y _
Yy 5 1 :l:uy—l—?)yx(l Wiy Ax
PC
- V6 u 3 2y, O 2 2
+ —71iux+§(1+wm)(l—y )+§x (1 —wy) —3y°(1 + wy) ) Ay
[ \/6 1 U
- A
* Qxy(liu:':(liuP) "
Au' = <@u2> Ax + (\/gxu) Au.
2 PC
PC
Escribiendo la matriz de derivadas, la matriz jacobiana,
8F1 0F1 8F1
/ ox 0 ou
Ar OF, oby OF Ax
N T Ry
x u
Au/ oF, oby OF, Au
or Oy Ou/ |p,

! La serie de Taylor de una funcién f real o compleja f(r) infinitamente diferenciable en el entorno
de un namero real o complejo a es la siguiente serie de potencias: f(a)+ #(m —a)+ fT(f‘) (r—a)*+...
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Con la matriz anterior se pueden encontrar los eigenvalores asociados a cada matriz y
asi a cada punto critico, para usar la siguiente tabla.
Donde la matriz con los valores de P. anteriores son:

3
-3+ 5(1+wm) 0 0
3
Para P = (0,0,u): J = 0 §(l+wm) 01,
V6,2 0 0
2
3(1—wy) 0 0
para A = (1,0,0): J = 0 3 01,
0 0 0
3(1—w,) 0 0
para B = (—1,0,0): J = 0 3 0],
0 00
6
o
para C' = (0,1,0): J = 0 —3(1+wn) 0
0 0 0

Analizando las matrices para encontrar los eigenvalores®, usando det(A — \I) = 0,
tomando en cuenta la siguiente tabla 5.2, se obtiene informacién sobre la dinamica de
los puntos criticos.

’ Estabilidad \ Condiciones ‘
Nodo Estable | A, # Xy (A, \; €R) <0
Nodo Inestable | \; # \; v (A, A € R) >0

Foco Nely RN >0
Centro Mely RN =0
Punto silla i 7é )\j, A >0 y /\j <0

Cuadro 5.2: Eigenvalores y estabilidad para cada punto critico.

Con los resultados de la tabla 5.2, los puntos criticos A, B, C'y P y su dinamica
se muestra en la tabla 5.3, la cual indica que un andlisis lineal no es valido debido a
un eigenvalor igual a cero en cada punto critico.

2Si se tiene un sistema dindmico lineal & = Ax, es facil conocer que tipo de punto fijo presenta
dicho sistema; simplemente se calculan los eigenvalores A\ a partir de la ecuacién caracteristica del
sistema det(A — AI) = 0 y se analiza la relacion que hay entre los eigenvalores.
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’ Punto critico \ evl \ ev2 \ ev3 \ Estabilidad ‘
A 3 — 3w, 3 0 Inestable
B 3 — 3w, 3 0 Inestable
C -3 =3(14+w,) | O Inestable
P —3+4+3/2(14+wy) | 3/20+wy) | 0 Inestable

Cuadro 5.3: Eigenvalores y estabilidad para cada punto critico.

En el analisis, J, tiene un renglon de ceros o un determinante igual a cero, que
provoca un eigenvalor igual a cero en cada caso, por lo que estos puntos criticos son
no hiperbolicos; estos casos requieren de un anélisis més avanzado. El cual muestra a
continuacion usando el Teorema de variedad central® [38], el cual se puede usar para el
punto critico C' pues se tienen eigenvalores negativos. Primeramente diagonalizaremos®
la matriz jacobiana para C, pero con la fila u como la primera, es decir (u,z,y) y
haciendo un cambio de variable (Y = y — y., X = x, U = u) para mover este punto
critico al origen, el sistema queda como:

X' = ?%(Y +1)* + gX[(l + W) (=Y? = 2Y) + X*(1 — w,,)] — 3X
y' = _g%){(y 1)+ g(y F D)1+ wn)(—Y2 — 2V) + X2(1 — wy)]

V6
2
y retomando la matriz J para el punto critico C' = (0, 1,0)

U =21-U%X

0 0 0
0 0 —3(1+wy)

Al diagonalizar (J = SQS™!) resulta:

0 0 0 0 v6 0\ /=3 0 0 -% 10
o3 0 =1 1 0 0 0 0 % 00
0 0 —3(1+wy) 0 0 1 0 0 —3(1+wp) 0 01

3El teorema de la variedad central proporciona un medio para reducir sistematicamente la dimen-
sién del espacio de estados proyectando la dindmica sobre una variedad adecuada llamada wvariedad
central y que se corresponde con los autovalores de parte real nula.

“En algebra lineal, una matriz cuadrada A se dice que es diagonalizable si es semejante a una
matriz diagonal. Es decir, si mediante un cambio de base puede reducirse a una forma diagonal. En
este caso, la matriz podra descomponerse de la forma A = PDP~!.
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Pero se requiere que la matriz diagonal, tenga la forma

C 0
0 P)°
donde C'y P son submatrices, las cuales son cuadradas 1zl y 222, respectivamente.

Eligiendo C' la fila o variable que no nos da informaciéon del sistema. Por lo que se
busca Sy S7! tal que,

0 0 0 0 0 0
0 -3 0 =) [¥% -3 0 (S)
0 0 =3(1+wy) 0 0 =3(1+wm)

donde la primer matriz es la diagonal de la matriz .J, pero cambiando las filas para que
se quede en la forma de submatrices C'y P. Sustituyendo S~ por [(a, b, ¢), (d, e, f), (g, h, )]
y S en maytusculas, y resolviendo el sistema de ecuaciones. Las matrices resultantes

Son
1 00 1 00
-1 1 1
St=(-% 10|, s=[Z% 10
0 01 0 0 1

Usando esta S~! podemos llegar a un nuevo sistema:

o AL v
X|l=5"'"[X|=|[|XxX]|=5"X
1% Y \ % Y’

donde la anterior transformacién corresponde al analisis mediante el teorema de la
variedad central. Resultando

U’ 1 00 U’
x| =[5 1o (x
VL o o0 1/ \Y

Tomando en cuenta esta condicién resulta el siguiente sistema:

U=
. 1
X = —%U’H{’

Yy =Y’

usando las identidades anteriores y los valores para U, X, v Y, con sus respectivas
derivadas, se llega a las expresiones finales:

0= (

1 -~ ~\ -~
=5 —U+X)U2, (5.22)

V6
84




CAPITULO 5. ANALISIS DINAMICO

- T - 1 -
21+U

3 -
2y
2

(14 wy) (Y/?+2§7> - (X+—U)2(1 —wm)]
_2(1 + wp)Y? = 3(1 +wm>?+g (f( + —U>2 (1 — wnm)

- 6 U /- 2 3./~ 1 - 5
V6 U <Y+1> _ 2y (X+—U) (1+ wy) (Y+2)
214U 2
3 1\ S
+-1—-w,) | X+—=U) —3(X+—=U|.
=) (%4 750) =3 (% + 750
Ya con el nuevo sistema de ecuaciones y usando la matriz diagonal

0 0 0

0 -3 0 ~ (CB“ PO )
0 0 —3(1+wy,) 22

donde (Y, es la matriz con eigenvalores cero, y Psyo es la matriz de eigenvalores
negativos, siguiendo el teorema de variedad central [38], se sustituye en el nuevo sistema,

U' = CU + F(U, hy(U), hy(U) (5.23)
XN _ p (he(D) |, (GolU, ha(0), (D)
(Y') i <hy<U>> * (Gy<U7 fu(U),hy(U)) (5:24)

donde hy(U) = a1U + axU? + a3U° y hy(U) = 01U + bU? + b3U3, asi Dh,(U) =
a1 + 2axU + 3a3U? y Dhy,(U) = by + 2b,U + 3b3U?. Usando la siguiente relacion para
conocer los valores para a; y b; con 1 = 1,2,3 y asi conocer hy y hy,

(owien) [0 +r@nenmen] = (i) + (G (o) i)
(5.25)
ConC =0, P= (_03 _3(13_wm)>, y con F'y GG la parte no lineal de U’, X’ y 17’,

se llega al siguiente sistema para Dh,(U):

Dho(U)[(0)U + F(U, ha(U), hy(U))] = (=3)hs (U) + Go(U, he(U), by (U))
sustituyendo los valores

- - 6 1 -~ - ~ - - - ~ -
(a1 +2a3U +3a3U?) %( U+a1U+a2U2—|—a3U3) U?| = =3(a1U+aU? +asU?)

=
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VB O 4 ey
2 (U +bU? + 03U + 1) —=(byU~+byU+b3U3 U U? U
+21iU(<1 + 02U~ + 03 )+> 2(1 +02U 403 )<(a1 + axU” 4+ a3U”) +
(1 + wp,) ((blff + b U? + b3U%) + 2) + §(1 —wy) | (U + apU?% + a3U?) + Ly 3.

2 \/6

Desarrollando se obtiene la igualdad

1 -~ 6 5~ 6 ~ ~ ~ ~ 3 ~
§a1U3 + gan?’ + §a1a2U4 + a Ut + \/6a1a2U4 + \/éagUE’ + §a3U5

6 ~ ~ 6 ~
+5a2a3§U6 + 2&1&3\/6(]5 + 3&%7[]7

N N N V6 U - - . 2
_ _ 2_ 3 vy - 2 ’ 3
= =800 — 30,0° 30,0 + 5 <b1U+b2U + by +1>

3/ 1 ~ . . - . . -
= 1 b byU? + bsU3)% + 2(b byU? + by U3
2<¢6U)(+wm)[(1U+2U+3U)+(1U+2U+3U)}

—;alU(l -+ U)m> [(blﬁ —+ b2ﬁ2 -+ b303)2 + 2([)10 —+ b2ﬁ2 -+ bgUg)]

3 By 5 . s s .
50U (1 +wy) [(blU + b0 + 03032 + 2(b, U + byU? + b3U3)]

3 - ~ ~ - ~ ~ -
_§a3U3(1 + W) [(blU + boU? + b3U?)? + 2(b U + byU? + 63U3)]

3 . - . 1 -\?
(1 — U U2 U+ —U
2( ) (al “ “ V6 )

Igualando términos con U’ en ambos lados, se obtienen los valores a; = 0, a = 0 y

az =0, asi h,(U) = 0.

Ahora haciendo la sustitucion en la ec. (5.22) U'(U, h,(U), hy(U)) , resulta

U =-U> (5.26)

Graficando esta ecuacion (Fig. 5.1) se observa que el punto critico C' es un repulsor
en ambas direcciones. Pues del anélisis lineal se sabe que el comportamiento para
U’ < 0 las lineas de flujo van a la izquierda y para U’ > 0 a la derecha.

La grafica siguiente (Fig. 5.2) muestra la dindmica de nuestro sistema, el cual co-
rrobora la informacién del punto critico analizado mediante el teorema de variedad
central. En ésta el punto critico C', es un repulsor, en el plano u = 0 atrae por ser
el punto de equilibrio y en érbitas que inician (x,y > 0,u > 0) son repelidas por el
plano zu y por C. Las orbitas que inician en puntos (z,y = 0,u > 0), se acercaran a,
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Repulsor

Figura 5.1: Gréfica de resultado final del anélisis dindmico con el método de variable
central. Realiz6 Reyes Manuel Garcia Garcia.

la variedad de puntos fijos (0,0, u), donde las orbitas inician en x &~ —1 se acercaran
primero al punto fijo B y se acercaran después a la variedad de puntos P y los que
inician con una aproximacion menor a r = —1 acttia mas la atraccion de la variedad P
que la de B; y los que inician en z > 0, son repelidos por el punto fijo A y atraidos por
la variedad de puntos P. Las o6rbitas superiores indican la naturaleza atractiva y re-
pulsiva de los semiplanos (x < 0,y = 0,u > 0) y (z > 0,y = 0,u > 0), respectivamente.

Tomando la ecuacion para la aceleracion de [38],
Y Hm oy,
a

en la cual se ve claramente que para un cambio en la aceleracion de positiva a negativa,
hay un punto en el que la aceleraciéon es igual a cero, es decir que

H*=-H,

sustituyendo la ecuacion del parametro de desaceleracion para el punto C' (5.7) con
w,, = 0, resulta

+ ) 1
—_— — — =" = —
2 "2 T2 ’
llegando a la ecuacién parabodlica
2 2
Yy x
B 5.27
1/3 1/3 (5.27)
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Figura 5.2: Gréfica del sistema correspondiente al analisis dindmico empleando la pa-
queteria https://bitbucket.org/elchinot7/pyncare. Realiz6 Reyes Manuel Garcia Garcia.

Haciendo la proyeccion en el plano XY y graficando la aceleracién obtenida al
sustituir el pardmetro de desaceleracion actual (—0.61 £ 0.05)[39] en la ec. 5.19, se
concluye que la aceleracion en el punto C' es mayor a la actual, esto debido a que el
parametro de desaceleracién es mayor en la actualidad.

Figura 5.3: Gréfica del sistema correspondiente al anélisis dinamico con proyeccion en
el plano XY. Realiz6 Reyes Manuel Garcia Garcia.

Esto se muestra en la grafica 5.3 en donde vemos que la aceleracién mostrada por
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la dindmica del punto critico C' es mayor que la observada en la actualidad. Tomando
en cuenta que la aceleracion es proporcionada por el parametro de desaceleracion. Esta
expansion mayor corresponde a los parametros utilizados y propios de su mecanismo.
Claramente se puede usar este mecanismo para la etapa de inflacion, donde si se con-
servan caracteristicas del campo de fonones respecto a expansiéon mayor que la la de
constante cosmologica A, se produciria mayor aceleracion.

De esta manera, mediante este andlisis se tiene que el sistema de ecuaciones (5.11)
puede cumplir las siguientes condiciones en el punto critico de interés haciendo el
analisis por medio del teorema de la variedad central y el andlisis numérico de las
ecuaciones:

» Produce una presion negativa de forma similar a el campo de constante cosmo-
logica, que se sabe que podria producir expansion acelerada e inflacion.

= Se tiene una aceleracion positiva, obtenida al calcular el parametro de desacele-
racion para el punto critico de interés (C').

= El parametro de densidad es -1 similar al de la constante cosmologica.

= La grafica de UU’ (Fig. 5.1), confirma la dinamica del punto critico C' = (0, 1,0),
para valores de U > 0 se tiene un repulsor. Esto significa que el universo esta en
expansion dependiendo el valor del potencial del campo escalar, asi sera el para-
metro de desaceleraciéon. Por lo que depende directamente del comportamiento
del campo para si se acelera o desacelera la expansion.

= La grafica obtenida del anélisis numérico en su proyeccion plano XY corrobora
la informaciéon de la fig. 4.10, donde la aceleraciéon mostrada es mayor que la
generada por constante cosmoldgica que se propone como la actual.

5.4. Condiciones de Inflacién

Las condiciones de Rodadura lenta (Slow roll) necesarias para producir suficiente
inflacion [38], las cuales indican condiciones para que un campo escalar tenga esta

dinamica,
Vo) Vi
= <<1 2| << 1, 5.28
(%) v =
corresponden en términos de A a,
)\2
N << ‘? << 1, (5.29)

y realizando el cambio de variable anterior para A, se tiene

u? u?

— << 1 — << 1, 5.30
(1 +u)? 2(1 £ u)? (5-30)
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de donde se observa que los puntos criticos A, B y C' cumplen esta condiciéon. Resol-
viendo la desigualdad resulta que para u # 0, se cumple la condicion cuando:

u2

)\Q:ﬁ<<1 = u<<0.5
( Z;‘) (5.31)

A2:m<<1 = u>>-05

Por dltimo partiendo de la prediccion actual sobre la densidad de materia, dice que
para €y = 1 las fluctuaciones cuanticas serian aproximadamente de orden 107 (pag.
233 [20]). Usando la ecuacion 5.32,

Y_mym, (5.32)
a

donde radio \H\/HQ crece al final de inflacion. Asumiendo que H? cambia mas rapido
que H, es decir, |H| < 2HH, se obtiene la siguiente estimacion para la duracion de
inflacion [38],

ty ~ H/|Hil, (5.33)

donde H; y H; corresponden al comienzo de inflacion. Los cambios de signo del lado
derecho de la ecuaciéon 5.32 indican cuando el universo inicia a desacelerarse.
La inflacién debe durar el tiempo suficiente para estirar un pequeno dominio a la escala
del universo observable. Reescribiendo la condicion a;/ay < 107> como
a; a a; H; a
T8 A 075, (5.34)
arag ar Hyag
y teniendo en cuenta que ay/ag debe ser mayor que 10% [38], concluimos que la inflacion

s6lo es exitosa si
a

f 33 Hi
— > 107 —. 5.35
Lo (5.35)
Suponemos \Hll << H? y omitiendo el cambio del pardmetro de Hubble. Entonces la
relacion de los factores de escala puede ser estimada aproximadamente como

a .
L < exp(Hts) ~ exp(H? /| H;|) > 10% (5.36)
Por lo tanto, el problema de inflacion puede resolver las condiciones iniciales s6lo si
> T5H; ', es decir, dura méis de 75 tiempos Hubble (e-folds). Reescribiendo en
términos de los valores iniciales del parametro Hubble y su derivada, esta condicion
toma la forma

7 1
< (5.37)
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Sustituyendo el valor para |H;|/H?, la desigualdad se transforma,

3
210+ wa) (1= 1) + 221 — wy)] < =, (5.38)
2 75
y con los valores para cada punto critico, se tienen los siguientes resultados:
3
P: 5(1+wm)>1/75,
A: 3> 1/75, (5.39)
B: 3> 1/75,
C: 0 < 1/75.

donde el punto critico C' = (0, 1,0) cumple la condicion necesaria de duracion para que
la expansion sea mayor que 75 e-folds.

La figura 5.1 tomando valores de U > 0, esto debido a que este campo de fonones
solo podria producir inflacién y no recalentamiento pues es necesaria una estructura de
red para que estos subsistan, al término de inflacién fonones podrian ceder su energia a
otro campo existente antes de decaer, pero el campo de fonones no decae en particulas
elementales, no producen recalentamiento. Por ello, V(¢) > 0, entonces A € [0,00) y
asi U > 0.

Se tienen las aportaciones de este analisis comparando con la etapa de inflacion
sobre duracion y dindmica.

= Las condiciones de rodadura lenta son cumplidas por el punto critico de interés,
el punto C.

» El punto critico de interés C' = (0, 1,0), cumple la condicion para que en inflacion
la expansion sea mayor a 75 e-folds.

= Al suponer que fonones sélo inflarian el universo y no producirian recalentamien-
to, es decir, no decaerian en el fondo oscilando, sino que por rodadura lenta
producen inflacion. En este escenario U > 0, asi nuestra grafica ctbica (Fig. 5.1)
nos indica una dindmica de repulsor.
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Capitulo

Conclusiones

La dindmica cosmologica que nos interesa en esta tesis es el de la expansion acele-
rada del universo, lo que se asume ocurri6 en una época tempranisima del universo y
actualmente también estd ocurriendo. El mecanismo que se considerd en la discusion
que presentamos en este trabajo para explicar este proceso, utiliza campos escalares ,
lo cual es un modelo tipico para este estos escenarios. En el enfoque que se presento,
el origen de estos campos escalares estaria ligado a las vibraciones de una estructura
cosmologica que en este proceso podria producir fonones, a los cuales asumimos como
agentes de la aceleracion cosmologica.

Los fonones tomarian este papel tanto en la inflacion inicial como en la época actual
de expansion acelerada del universo.

El primero de estos escenarios (el de inflacion) es uno que hemos empezado a estu-
diar y requiere de una modelacién cuidadosa de varios aspectos de este proceso. Para
el segundo escenario (la expansion acelerada actual) que se mostré en la tesis una con-
tribucion original: el analisis dinamico de las ecuaciones cosmologicas correspondientes
a este proceso.

En este analisis se determinan los puntos criticos del sistema de ecuaciones con-
siderado y para analizarlos se emplea el Teorema de la Variedad Central, resultando
que uno de los puntos criticos obtenidos corresponde precisamente a un escenario de
expansion acelerada.

Al comparar la aceleracion obtenida en este modelo con el valor observado de la
aceleracion actual, vemos que los fonones producen una aceleracion mayor que la obser-
vada, lo que nos pone por delante la pregunta de el origen de esta diferencia, misma que
se busca explicar actualmente. En este sentido es interesante la discusién que recien-
temente ha surgido en relacién a como los valores observados de algunos parametros
cosmologicos al tener variaciones importantes, segin datos recientes, dependiendo del
sistema fisico del cual se obtengan podrian indicar la necesidad de nuevos modelos (
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DOI: 10.1038 /s 41550-017-0216-z).

El escenario que se esta considerando, propone asociar el origen de los fonones a los
efectos topologicos, esto es, partiendo de un escenario en el universo temprano, después
del big bang y a través de las rupturas de simetria primigenias, son creados defectos
topologicos (cuerdas cosmologicas, paredes de dominio, monopolos magnéticos y tex-
turas), tales defectos estan sumergidos en una temperatura tan grande que al suponer
una estructura de so6lido para las paredes, estas paredes vibran creando un campo de
fonones. Si se considera una distribucion uniforme en todo este universo temprano, se
tendria un campo de fonones en todo el universo.

Teniendo un campo escalar en todo el universo temprano, concordando con la teo-
ria inflacionaria, se propone un potencial cuadritico que cumpla con la condicién de
rodadura lenta y con una presiéon negativa durante ésta, de tal modo que se produz-
ca una inflacién (expansion acelerada). Esta expansion seria lo suficientemente grande
para que este modelo se pueda tomar como inflatén;lo que vemos al comparar con el
parametro de aceleracion para la constante cosmologica A (campo escalar de densidad
constante) que produce inflacion (véase Fig. 4.10), resulta que el campo escalar de
fonones produce facilmente una mayor inflacion que A.

De esta manera, este campo crea inflacion de manera natural partiendo del universo
temprano y sin suponer un campo escalar de origen desconocido, sino siendo producido
durante las transiciones de fase en la evolucién del universo primigenio. Conociendo el
comportamiento de dicho campo en los s6lidos, se tiene que al desaparecer o diluirse la
materia existente a causa de la expansion acelerada de inflacién el campo de fonones
desapareceria, esto debido a que el campo de fonones existe s6lo a través de las vibra-
ciones en la estructura de solido, la cual se perderia al diluirse la distribuciéon de paredes.

En esta Tesis se mostrd que esta propuesta de inflaton natural produce la inflacion
suficiente para el universo observado actualmente. Al terminar inflacion e iniciar el
recalentamiento como la teorfa inflacionaria lo propone, se necesitarfa un mecanismo
adicional; el propuesto pero no analizado en esta tesis, es la interaccién entre el campo
de fonones antes de diluirse y el campo de Higgs, que daria un extra de energia al
campo Higgs final, el cual segin andlisis podria crear el recalentamiento del universo,
es decir crear las particulas necesarias para la evoluciéon del universo, y asi concluir lo
predicho por la teoria inflacionaria. El analisis del recalentamiento en el contexto de
fonones implica varios detalles para su modelacion.

Finalmente como lo se mencioné ya, se realizé un analisis dindmico a las ecuaciones
de conservacion sin interaccion, (5.1) y (5.2), donde, mediante el teorema de variedad
central y anélisis numérico, con el campo considerado (V(¢) = 2m?¢?) se obtiene un
punto critico silla C' = (0, 1, 0), cuyas caracteristicas satisfacen condiciones de inflacion
(presion, aceleracion y duracion de inflacion suficiente).
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Concluyendo, las aportaciones importantes de este trabajo pueden resumirse asi:

* Se propone un mecanismo de creaciéon para el inflatéon; dandole un origen y final a
este campo escalar.

* El analisis dinamico realizado muestra la existencia de un punto critico que puede
producir expansion acelerada y que satisface las caracteristicas de evoluciéon para
este campo en condiciones de aceleracion, indicando el cumplimiento de algunas
condiciones de inflacion.

* La aceleracion para el campo de fonones es mayor a la de constante cosmologica
(ap > ap). Esta diferencia debe ser explicada y actualmente se estd analizando este
punto.
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Apéndice

Cosmologia y Mecanica Estadistica

En mecanica estadistical la teorfa de Maxwell-Boltzmann establece la siguiente
relacion entre entropia? y la probabilidad termodindmica,

S = king (A1)

donde S es la entropia, k la constante de Boltzmann (k = 1.3806488 x 1073JK 1) y
Q el ntimero de microestados® posibles en el sistema. La ecuaciéon asume que todos los
microestados tienen la misma probabilidad de aparecer.

La ecuacion (A.1) nos dice que la cantidad de entropia de un sistema es proporcional
al logaritmo natural del nimero de microestados posibles.

Funcion de Particion

Para la fisica es muy importante calcular con qué probabilidad se encontrara un
sistema en cierto estado de energia. Para calcular esta probabilidad, los microestados
juegan un papel importante, ya que la probabilidad de un estado de energia en el
sistema, es proporcional a los microestados asociados a esta energia, es decir

P(e;) ~ Q(e;)

tomemos 2 energias distintas para deducir la funcién de particion:

P(er) = Q(er) P(eg) = Qea)

I Mecdnica estadistica es una rama de la fisica que mediante la teoria de probabilidad es capaz de
deducir el comportamiento de los sistemas fisicos macroscopicos

2La entropia es una magnitud fisica que mediante el calculo , permite determinar la parte de
energia que no puede utilizarse para producir trabajo.

3En mecanica estadistica un microestado es la especificacién detallada de una configuracién
microscopica de un sistema termodinamico(Un microestado es un punto en el espacio fase).
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realizando el cociente

Ple) _ Qe)

Plez) Q)
tomando en cuenta que probabilidad P(e;) = P(Uy — €1) = Q(Up — €1) despejando
en la ley Maxwell-Boltzmann (A.1) y sustituyendo

P —e
P(el) o ek(S(UO 1) _ eé(S(Uo—q)—S(Uo—ez))

P(es) e (S(Wo—e2))

expandiendo en serie de Taylor

) _ 4 (ol o)

P(e2)

usando la relacién de termodinamica % o = %, con T temperatura, que nos dice que

el cambio de la entropia respecto a la energia es igual al inverso de la temperatura, nos
queda

P(e1) e %
P(Eg) N 6_%’
por lo que '
P(e;) ~ e *r (A.2)

y ya que la suma de todas las probabilidades es uno, ). P(¢;) = 1, normalizando la
ec. (A.2) y asi tenemos que se convierte en
e*%
P(e) = — (A.3)
D€

p ‘s _ i . .. L
aqui la funciéon ), e” T normaliza y se le llama funcion de particion z, donde z co-
rresponde la suma de todos los valores posibles de energia del sistema.

Funcién de Particién para Fotones

El fotéon es la particula asociada a la radiacion electromagnética, incluyendo a
los rayos gamma, los rayos X, la luz ultravioleta, la luz visible, la luz infrarroja, las
microondas, y las ondas de radio. El fotén tiene masa cero y viaja en el vacio con una
velocidad constante c.

Como todos los cuantos, el foton presenta tanto propiedades corpusculares como
ondulatorias ("dualidad onda-corpusculo"). Se comporta como una onda en algunos
fendbmenos como la refraccion que tiene lugar en una lente; o como una particula cuando

“La serie de Taylor de una funcién f real o compleja f(x) infinitamente diferenciable en el entorno
!/ "
fl('a) (a:—a)—|—fT(F)(.r—a)2+...,

de un namero real o complejo a es la siguiente serie de potencias: f(a)+

oS

y para nuestro problemas la serie es S(Up — €;) = S(Up) — €15 Us-
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interacciona con la materia para transferir una cantidad fija de energia. La energia de
un foton es proporcional a la frecuencia de la radiacion:

E, = hy,

~

donde h es la constante de Planck (h = 6.62606957 * 1073*J x s), v es la frecuencia.
Ahora si suponemos n niveles de energia, tenemos que la funcién de particion es

= Z it =N e W, (A.4)

hv

proponemos el cambio de variable X = e »7

:an

vemos que la parte derecha es la serie geométrica que es) , X" = regresando el

1-X
cambio de variable nos queda que la funcion de particion para los fotones con frecuencia

Vv es

= (A.5)

1l—e"%

S

Promedio y Funcién de Particién

Para calcular la energia promedio < €; > escribimos
< €y >= Z esPle
€s

donde la sumatoria recorre todo el espectro de energias y P(es) es similar a la ec. (A.2)

pero con el espectro €s-

d €
Cabe notar que zze™ o= = =

<= Y Gm oMY

KT? 2 oT =z
€s
1o}
i 0 _ aT* 9 ., _ o —ts 9 ks
viendo que zzinz = 2L 572 = > . 7€ i => e. 7€ *, obtenemos la

expresion de la energia promedio para un espectro €.

< €5 >= k:TQa%lnz (A.6)
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Energia Promedio para Fotones con frecuencia v

Para un gas de fotones ya obtuvimos la funcién de particion(A.5). Si sustituimos
esta 2, en la ecuacion para calcular la energia promedio para fotones e, tenemos

0 1
=kT?* —in | ——
<o =kt ()

= kTQaiTln (1 - e_%>1

= —k:TQa%ln <1 — 6_%>

derivando obtenemos

hy —hv
— Y o7 kT
— 2 kT2
<& >=—kT (ﬁ)
1 —e *r

hv
hve™ &7

h
1 — e *T

>

N

3

e
3

multiplicando por uno(%—~ = 1), nos da como resultado que la energia promedio

e
por frecuencia v es

3

hv

hv

<€y >= .
exT — 1

(A7)

Promedio de Fotones por frecuencia

Anélogamente a como se calcul6 el promedio de energia por frecuencia, tenemos la
siguiente expresion para calcular el nimero promedio de fotones con frecuencia v:

<n>= an(en) = %Znehﬁz

hv

realizando el cambio de variable Y = 7%, entonces
1
<n>=-— Z ne Y"
z
n
notemos que s2-e Y™ = —ne~¥", siendo asi,
1 0
-Yn
<n>=- ——€
z oY
10 S
= —— e
z Y
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0 ~Yn _ 0 :
y como g5y e " = z5z, decimos que

<n>= —aiylnz (A.8)

y si se usa la funcion de particiéon obtenida para fotones, se tiene que

0 -1
<n>=—a—Yln(1—eY)
_ 9 -Y

realizando la derivada obtenemos la expresion que nos indica el promedio de

fotones con frecuencia v

1
<n>= — (A.9)

exrt — 1

note que < €, >= hv <n >.

En la siguiente grafica (A.1) de < n > vs Y se ilustra como varfa el promedio de fotones
respecto la energia mostrando que el promedio de fotones es mayor cuando estos tienen
poca energia, y es menor cuando tienen mayor energia.

<n>
N
e
0
=~
O
s
<}
~
S
=
=
hv = kT
N Mayor energa,
Y
1
<n>= v

Figura A.1: Promedio de Fotones con Frecuencia v. Realizd Reyes Manuel Garcia Gar-
cia.
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Ley de Planck

La ley de Planck describe la radiacion electromagnética emitida por un cuerpo
negro en equilibrio térmico a una temperatura definida. Nos dice que la distribucion de
la energia entre fotones esta dado como el producto del nimero de estados de fotones
por frecuencia y energia promedio por frecuencia.

El nimero de microestados de fotones por frecuencia se calcula de la siguiente forma

0 - Vol. del espacio fase asociado a una particula
=

(A.10)

Vol. minimo en el espacio fase

donde el volumen asociado es [[[dq [[[dp y el volumen minimo es h*, entonces
tenemos que

Q

_ JJJdaf]]dp
h3
_ VIS dp
h3

~y

con coordenadas esféricas [[[ dp = 4w fp p?dp y tomando que en fisica moderna tene-
mos que E? = mZc? + p?c? y suponiendo que son particulas muy relativistas m3c! ~ 0;

y con p*dp = Eng, la ec. (A.10) se reescribe como
A7V [,
2 =53 /O E*dE
entonces oy
TV -2
ny — WE

pero como los fotones tienen dos estados de polarizacion®, se tiene que

B 87TVE2

T B33

Q

donde la expresion seria el nimero de microestados de fotones por frecuencia, ahora
basta con multiplicar por la energia promedio para fotones de frecuencia v, ec. (A.7)

8tV hv

recordando que E = hv, sabemos que dE = hdv y asi

SthV 13

h
A err —1

dv

5La polarizacién electromagnética es una propiedad de las ondas que pueden oscilar con més
de una orientacion. Si vemos un fotén venir hacia nosotros los estados de helicidad /polarizacion bésicos
serian vertical y horizontal respecto a su direcciéon de movimiento.
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8mh 3
pl/dy = LE; hl/V dV
¢ err —1
concluimos que la densidad de energia por frecuencia v es
8th 3
= ———. A12
p CS 6% . 1 ( )
Reescribiendo usando que A = v,
8the 3

donde p, es la densidad de energia radiante por intervalo de longitud de onda.
Ahora veamos qué nos dice graficamente la ecuacion (A.12), hacemos el cambio de
variable Y = IZL—;, p se puede escribir como

donde los términos faltantes no son necesarios para ver el comportamiento del grafico
pues nada mas crecerian la grafica. La curva de esta ecuaciéon se muestra en la figura
(A.2). Esta es la tipica curva de radiacion de cuerpo negro y nos dice que p, a frecuen-
cias bajas y altas va a cero, y la mayor densidad de energia es a frecuencias media.

pv

Y max

Mayor Densidad

Figura A.2: Densidad de energia por frecuencia v. Realizé Reyes Manuel Garcia Garcia.

Densidad Total de Energia

Tomando el resultado de la densidad de energia por frecuencia v(A.12), para cal-
cular la densidad total basta con integrar de 0 a oo. Haciendo el cambio de variable
hv - dy = kTde tenemos que

kT
o0 87‘(’]{34T4 e l’3
= vdv = d )
pr /0 pri¥ h3c3 /0 w1
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usando los resultados en el apéndice C

8rkiT?
pr= =5 T(4)¢(4) (A14)

con I'(4) =6, ((4) = g—é y los valores de las constantes en la ecuacion, obtenemos

pr = oT* (A.15)

J
N —16
o~ 7.565 % 10 {m3K4}
esta expresion es la Ley de Stefan-Boltzmann, donde o es la constante de Stefan-
Boltzmann con las unidades que se muestran entre los corchetes.
Recordando los resultados para la densidad de radiacion (1.20), vemos que

entonces

esto nos dice que mientras el universo se expande con el factor de escala a, la tempe-
ratura 1" disminuye como %

Expansiéon y Ley de Planck

En cosmologia una pregunta frecuente es qué pasa con las leyes fisicas en un universo
en expansion, en esta seccién estudiaremos qué sucede en particular con la Ley de
Planck.

~ _x3 _ hv “ . .
El espectro de cuerpo negro va como p, &~ —— con x = 1%, pero de la secciéon anterior
(Densidad Total de Energia) sabemos que en un universo en expansion

1
vV — 1py—
a

1
T-)TO—
a

Sustituyendo en la lay de Planck, resulta

2703

e’ —1

Py ~

donde esta expresion nos dice que la expansion no afecta al cuerpo negro por eso
vemos la radiacion cosmica de fondo. En otras palabras un cuerpo negro siempre serd
un cuerpo negro.
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Energia Media de Fotones

En la seccion (Energia Promedio para Fotones con frecuencia v) se calcula la den-
sidad de energia por frecuencia v. Usaremos ahora el mismo principio para calcular la
energia media para todos los fotones con la ec (A.11), s6lo que en el segundo término en
lugar de la energia promedio para fotones, multiplicaremos por el promedio de fotones.

Con esto tenemos,
81V 1
() (=)
h C ekT — 1

B 8th 12

4 h
A ent — 1

ny, (A.16)
Ahora veamos qué nos dice graficamente la ecuacion (A.16). Haciendo el cambio de

. o hV . .
variable Y = £=. p se puede escribir como

(A.17)

donde los términos faltantes no son necesarios para analizar el comportamiento del
grafico pues nada més crecerian la grafica. La curva de esta ecuacion se muestra en la
figura (A.3), esta es la tipica curva de radiacion de cuerpo negro lo que nos dice que n,,
a frecuencias bajas y altas va a cero, y la mayor densidad de fotones es a frecuencias
medias.

ny

Figura A.3: Densidad de fotones por frecuencia. Realizé Reyes Manuel Garcia Garcia.

siendo n, la densidad de fotones por frecuencia, la densidad total (con x = %),

resulta ser
o0
nT:/ n,dv
0
_87Tk‘3T3 g2
B J, e —1
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con la integral estadistica resuelta en el apéndice C, tenemos que

np = 87 (ﬁ>3 C(3)r(3)1°

hc
y de la expresion E,, = 7’;—";, con pr de ec. (A.14), tenemos que la energia promedio de

fotones esta dada como:
E,, = 2.7013kT. (A.18)

106



Apéndice B

Ec. Fundamentales con Constante
Cosmologica

A A
Usando las t fi i =p—- —— — _
sando las transformaciones py = p 3G ypr=p+ 3G

Ec. Friedmann(1.12) con constante cosmologica se convierte en

la Ec. de Aceleracion(1.15) se puede escribir como

()5 2)13

y la Ec de Fluido(1.14) se escribe como
: a
PA T+ 35 (pA + %) =0 (B3)

de donde podemos concluir que (pA + p_12\> = 0 y asi la ecuaciéon de estado py =
c

—pac? donde a la constante cosmologica comtinmente se le llama energia obscura, y es
la causante de la expansion del universo.
De la ecuacién de estado tenemos p = wpc? donde

= w = —1 para la constante cosmologica.

nw < —3 para expansion acelerada.

1 L
w = 3 para radiacion.

w = 0 para materia no relativista.
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Funcion Estadistica

Una forma de integral que regularmente aparece en la estadistica cuantica es

oo xn
dz. C.1
/0 w10 (C-1)

La evaluacion de esta clase de integrales, se realiza en términos de dos funciones espe-
ciales, la funcion gamma (I') y la funcion zeta de Riemann(().

er —

[o.¢] n 1
/0 ef+ -da = (1 - 27) T(n+1)¢(n + 1)

La Funcién Gamma es una funciéon que a menudo aparece en el calculo estadis-
tico:

/OO " de =T(n+1)¢(n+1)
0 1

n+1)= / e Ydx
0

esto se puede relacionar con otra integral

o0
n!:/ z"e *dx
0

I'(n+1)=n! I'(n+1) =nl(n).

que nos lleva a la formula

Otras relaciones comunes con la funciéon gamma:

0l=1(1) =1 (g—l)!zr(g) T(n)(1 —n) = —

sinnm

En la figura C.1 se muestran algunos valores para esta funcion.
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[(-3/2) =%"  ~2 363
I(-1/2) =27 =~ —3,545
r(1/2) =7 =~1,772
(1) =0 =1
[(3/2) =%  ~0,886
I'(2) 11 =1
I'(5/2) T 1,329
I'(3) =2l =2
N(7/2) =" ~3 323
I'(4) =3 =6

Figura C.1: Valores de funcion I"

La Funcién Zeta de Riemann es una funcién que aparece a menudo en el calculo
estadistico:

1 = 1
-1+ — 4 =
Cn) =1+ + o Z o
Los trabajos de Euler sobre ((z) culminan en 1749 con el descubrimiento de la
ecuacion funcional para la zeta de Riemann,

((x) = 2(2m)" T (1 = w)sen()((1 — )

Euler no aseveré el haber demostrado esta ecuacion. El sélo se limit6 a verificar su
validez para distintos valores de x. Cien anos después de este descubrimiento, Riemann
di6 dos demostraciones distintas de esta ecuacion funcional.

A continuacién se presenta en la figura C.2 los valores de la funciéon zeta de Riemann.

1 1 1 1
C(l)—1—|—§+§—|—---—oo C(?’):1+§+?+---:1.00834...
¢(2)=1 L L —F2—16449 8)=1 1,1 : = 1.00407...

—I—212 ?i2—|—---—6—. ¢(8) = +23+3B+--- 9150

- _ 1 1
€(3)= 1+23 §+..._1_f0205... g(g)—1+29+39+...:1_002[)1[;8___

1 1 m 1 1 T
4(4):1+2_4+34+...:%:1_0823___ q(10)—1+210 ﬁ+...:m=1.000994......
1 1 11 691712

1 1 w8 11 2g1d

Figura C.2: Valores de la Funcién Zeta de Riemann
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Apéndice D

Escalar de Curvatura

La curvatura escalar de una superficie es el doble de la familiar curvatura gaussia-
na. Para las variedades riemannianas de dimension mas alta (n > 2), es el doble de la
suma de todas las curvaturas seccionales a lo largo de todos los 2-planos atravesados
por un cierto marco ortonormal [45]. Matematicamente, la curvatura escalar o escalar
de curvatura, que suele designarse con las letras R o S, coincide también la traza total
de la curvatura de Ricei asi como del tensor de curvatura (D.1.)

Partiendo de la forma para el tensor de curvatura

A A
Rg';w = aﬂrlfj)a - al/rﬁa + FZ/\FVU - Fﬁz\]‘_‘uo (Dl)
donde T,
) 1 .
k= 59“ (9xjk + 9k — i) (D.2)
con grjr = ?gkj. y usando la métrica dada por (4.35), podemos calcular el valor

para cada I'*. Sustituyendo ¢ — p, j — v y k — o, fijando primeramente p = 0 y para
A = p, s6lo tenemos elementos en la diagonal,

1
Fga = 5900 (gUV,O' + Joor — gua,O) s (D3)

ahora haciendo v =0 ]
F(o]a = 5900 (9000 + 00,0 — Y000) 5 (D.4)

asi resulta que variando o en 0, 1, 2 y 3,
1 . N
D=5 (2VN) =-%  Th=0 Th=0 Tf=0.
Conv=1yo=0,1,2,3

aa
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Conv=2yo0=0,1,2,3

aa

Conv=3y0=0,1,2,3

aa

I3 =0 I3 =0 I3, =0 Fg3:m~

Ahora fijando p =1,
1
F(l)a = 5911 (glu,a + Jiop — gl/a,l) s (D5)
haciendo v = 0 y variando o en 0, 1, 2 y 3, tenemos
1 1 a 1 1
Fgo =0 Loy = a Ty =0 Loz = 0.
Conv=1yo0=0,1,2,3
©pl—0 rh—0 T,-0
. 1 — 12 — 13 — Y-
a
Conv=2yoc=0,1,2,3
Conv=3yoc=0,1,2,3

Ahora fijando p = 2,
2 L o
oo = 597 (9200 + 9200 = Guo2) (D.6)
haciendo v = 0 y variando o en 0, 1, 2 y 3, tenemos
2 2 2 a 2
Fgo =0 I =0 Loy = a Igs = 0.

Conv=1yoc=0,1,2,3

a
F%o = a F% =0 F%Q =0 F%?, = 0.
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Conv=2yo0=0,1,2,3
Z_d 2 2 2 __
F20—5 I, =0 I, =0 {3 = 0.
Conv=3y0=0,1,2,3

,=0 I3 =0 T3=0 TI3=0.

Ahora fijando p = 3,

1
Fga = 5933 (g3V,U + 9300 — guU,B) s (D?)

haciendo v = 0 y variando o en 0, 1, 2 y 3, tenemos

5 =0 [ =0 G, =0 Ios = g'
Conv=1yo0=0,1,2,3

r%ozg Irfy=0 T},=0 Ti=0.
Conv=2yoc=0,1,2,3

,=0 T35 =0 T{,=0 TJ,=0.
Conv=3y0c=0,1,2,3

Fgo—g Fglio F§2:0 F§3:O.

Sustituyendo estos valores en el tensor de Riemann, pero usando el tensor de Ricci
Ru = R, llegando a la forma

RPU = aﬂrgl/ - al’rg'u + Fgurgu - Fgl/rg'u (D8)
tomando p =0 =0
Ry = 0,1}, — 8;6‘# + 1,16, — TLLG, (D.9)

donde haciendo los calculos correspondientes, sustituyendo a u,v,e = 0, 1,2, 3 obtene-
mos el valor para R
i aN
Ryo=-3|{—-+—,
00 (a N a)
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Asi mismo podemos obtener los resultados para R;;,

aa a2 aaN
e A

ia a2 aaN
R22:m+2ﬁ_2]\737

ia a2 aaN
Ry3 = — +2—

N2 TON2Z O TNBY
suponiendo que N es suave, tal que N = 0, y usando la condiciéon para escalar de
curvatura R = R? = g Rog+ g'' R11 + g** Ros + g% R33, entonces el escalar de curvatura

R es
6 (a4 &>
R=—1[|-+—]. D.10
N2 (a * az) ( )
Para la accidon de Einstein-Hilbert

— 1 — 4
S = 167TG/R\/ gd x (D.11)

con la métrica (4.35), la acciéon que resulta es:

1 6 (d a®\ 1 6
_ O (20 BNy — Do 2\ u
S 167TG/N2 <a+a2)a d’z 167rG/N<aa +a“a)d'x

e integrando
/ aa’dt = aa® — 2 / a*adt

y como por limites de integracion aa? = 0, entonces resulta da® = —2aa. Asi el primer
término del Lagrangiano correspondiente de la accion E-H, es

3a’a
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