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Resumen

Presentamos las curvas de rotación de 16 galaxias espirales derivadas por el ex-
perimento “THINGS”, la alta resolución espacial y de velocidad de éste hace que sus
mediciones sean las de mejor calidad obtenidas hasta el momento. Con la finalidad de
abordar uno de los problemas de la descripción f́ısica del universo a escalas galácticas
y cosmológicas es necesario construir modelos de masa que sean capaces de reproducir
a las curvas de rotación observadas, para lo que se combinan las curvas obtenidas por
el experimento THINGS con los datos recolectados por el experimento “Spitzer IRAC”
en la longitud de onda de 3.6µm. La construcción de los modelos de masa requiere
de la descomposición de la galaxia en componentes, para la componente estelar es
necesario implementar una función de masa inicial, en nuestro caso, utilizaremos la de
“diet-Salpeter”, como veremos, es imposible reproducir la curva de rotación observada
asumiendo como componentes de la galaxia únicamente a la distribución de gas y al
disco estelar luminoso, por lo que introduciremos una componente adicional denomina-
da materia oscura cuya contribución a las curvas de rotación se determina considerando
a los modelos de halo oscuro de Navarro-Frenk-White y al de Burkert.

Palabras clave: materia oscura, galaxias espirales.
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Abstract

We present rotation curves of 16 spiral galaxies form the THINGS, the high spatial
and velocity resolution allow us to obtain the best quality measurement since. In order
to atack one problem of the physical description universe at galactic scales we must
construct mass models wich can reproduce the observed rotation curves, to achieve this
curves obtained by THINGS and the Spitzer IRAC data are combined. The mass models
construction requires the decomposition of the galaxy into its components, for the stellar
component is a priority implement an initial mass function, in this work, we use the diet-
Salpeter function, as we will see it’s impossible reproduce the observed rotation curve
assuming as galaxy components only the gas distribution and luminous stellar disk so
we introduce an aditional component denominated dark matter wich contribution to
the rotation curves is determinated considering the Navarro-Frenk-White and Burkert’s
dark halo models.

Key words: dark matter, spiral galaxies.
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Introducción

Hoy en d́ıa, a pesar de los grandes avances tecnológicos, prevalecen muchos miste-
rios en la f́ısica del Universo en que vivimos, uno de éstos es el llamado problema de la
materia oscura que, aunque se dio a conocer alrededor de 1930 por el astrónomo Suizo
Fritz Zwicky[1]. [2], en el presente sigue representando un reto tanto para la cosmoloǵıa
como para la f́ısica de part́ıculas. Los objetos astrof́ısicos, en su mayoŕıa, son observa-
dos porque emiten o absorben luz en un amplio espectro de longitudes de onda, estas
observaciones permiten darnos una idea de la masa del Universo asociada a objetos
luminosos. Estas observaciones de luz van más allá de las detectadas por el ojo humano
ya que en tiempos recientes se han generado observaciones confiables a distintas longi-
tudes de onda. La dificultad de obtener la distribución de masa partiendo únicamente
de la emisión de fotones, proviene del hecho de que las mismas observaciones indican
que los objetos astronómicos emiten y absorben luz de diferentes formas y no todos lo
hacen con la misma eficiencia. Una forma de medir la eficiencia de emisión es usando
la relación masa-luz, la cual no necesariamente se mantiene constante para diferentes
objetos astrof́ısicos, y, en particular, a lo largo de una galaxia [3].

Es común que los astrónomos determinen la masa de un cuerpo astronómico es-
tudiando únicamente su emisión de luz, sin embargo, la masa de los objetos puede
determinarse directamente si analizamos el movimiento de part́ıculas de prueba alrede-
dor del cuerpo bajo estudio. Esta determinación usualmente se hace usando las leyes de
Newton, las cuales han demostrado ser confiables en la descripción de fenómenos f́ısicos
a escalas terrestres y del sistema solar, por lo que existe una tendencia de aplicarla
también en escalas galácticas 1, modelando con ella las curvas de velocidad circular
que describen las part́ıculas en las galaxias espirales (comúnmente llamadas curvas de
rotación galácticas); las curvas de rotación representan una pieza fundamental para
inferir la masa total asociada a este tipo de galaxias; en este contexto, en este tipo de
galaxias han sido encontradas grandes discrepancias entre la masa inferida por efectos
luminosos y la masa obtenida teóricamente partiendo de las Leyes de Newton lo cual se
interpreta como una evidencia de la existencia de materia oscura en sistemas galácti-
cos; aqúı es preciso mencionar que el término “ Materia Oscura” se refiere a la materia
que se detecta únicamente por medio de sus efectos dinámicos gravitacionales y que no

1La fuerza gravitacional relativista comienza a ser adecuada para la descripción de un objeto de
masa M y radio R cuando el radio adimensional, GM

Rc2
, es una fracción significante de la unidad, en el

caso de las galaxias espirales utilizadas dicho radio es del orden de ∼ 10−6
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

emite algún tipo de radiación electromagnética. Sin embargo, es preciso mencionar que
existe un grupo importante de f́ısicos que no adoptan esta interpretación y postulan
que las discrepancias de ambas masas se debe a que la ley de la gravedad Newtoniana
no puede aplicarse a esas escalas [4].

Históricamente, el primer indicio de la existencia de Materia Oscura provino de
estudios dinámicos de la V́ıa Láctea. El astrónomo británico James Jeans (1922) [5]
reanalizó la existencia de movimientos verticales de estrellas cerca del plano de la galax-
ia, los cuales hab́ıan sido estudiados anteriormente por el astrónomo Holandés Jacobus
Kapteyn (1922) [6], con estas observaciones, ambos astrónomos calcularon la densidad
de materia cerca del sol y la densidad de estrellas cerca del plano galáctico. Por su
lado, Kapteyn encontró que la densidad espacial de estrellas conocidas era suficiente
para explicar los movimientos verticales. En contraste, los resultados obtenidos por
Jeans indicaron la presencia de 2 estrellas oscuras por cada estrella brillante. El segun-
do indicio provino de observaciones hechas por Fritz Zwicky (1933), quien midió las
velocidades radiales de las galaxias en el cúmulo de galaxias llamado Coma, con re-
specto a la velocidad promedio del cúmulo [1], [2]. Las velocidades de las galaxias en el
cúmulo se asemejan a los movimientos planetarios alrededor del sol. Para su sorpresa,
Zwicky encontró que las velocidades medidas eran casi diez veces mayores que las esper-
adas considerando únicamente materia luminosa y concluyó que, para que las galaxias
se mantengan unidas, el cúmulo debe contener grandes cantidades de materia que no
es detectada por emisión luminosa, los resultados de este estudio fueron la primera
evidencia convincente de la existencia de materia oscura en cúmulos de galaxias.

En las siguientes décadas, nuevas observaciones cosmológicas y astrof́ısicas agre-
garon evidencia que apoya la idea de la existencia de materia oscura, por esta razón, la
hipótesis de la materia oscura como una de las componentes principales de la materia
total en nuestro universo ha sido analizada desde diferentes perspectivas. A principios
de 1980, su posible presencia hab́ıa sido confirmada por fuentes independientes: ob-
servaciones de la dinámica de galaxias y sus estrellas [7], [8], las determinaciones de
masa basadas en lentes gravitacionales y estudios de rayos-X de cúmulos de galaxias
[9], [10].Actualmente, la f́ısica de part́ıculas propone varios candidatos para la materia
oscura, cuyas caracterśticas principales son las siguientes: deben ser part́ıculas eléctri-
camente neutras y sus interacciones permitidas con otras part́ıculas son únicamente
bajo la fuerza de gravedad y la fuerza nuclear débil, lo cual descarta a los bariones por
interactuar bajo la fuerza nuclear fuerte. Ejemplos de estas part́ıculas hipotéticas son
los axiones, los neutrinos estériles, WIMPs (Part́ıculas masivas débilmente interactu-
antes), etc. Existen diferentes compendios [11] que describen como a través del tiempo
y, a medida que los experimentos de detección de materia obscura han ido aumentando
sus rangos de observación, se han ido descartando candidatos de part́ıculas de materia
oscura [12].

A fin de determinar la masa de galaxias espirales utilizando la segunda ley de New-
ton, la ley de gravitación universal y observaciones de hidrógeno neutral (HI) en galax-
ias, tenemos quee detallar los modelos de masa que describen a las diferentes compo-
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

nentes de materia de cada galaxia. Un análisis reciente sobre modelos de masa puede
consultarse en [13], donde se dice que, los modelos de masa detallados de galaxias es-
pirales deben incluir ecuaciones para los perfiles de densidad, y sus curvas de rotación,
asociados al disco luminoso compuesto de estrellas, al gas de hidrógeno neutral (HI) e
ionizado (HII) y al hipotético halo de materia oscura. Una descripción de estos perfiles
puede encontrarse en [3]. Los discos luminosos y el gas son comunmente modelados
como una distribución de disco axialsimétrica de ancho nulo, con un decrecimiento ra-
dialmente exponencial. El caso más realista de discos anchos [14] solamente añade un
pequeño efecto a la curva de rotación [15]. Discos reales, sin embargo, exhiben pequeñas
desviaciones en sus perfiles de brillo exponenciales [18], los cuales se pueden modelar
de forma más apropiada reconstruyendo la masa estelar con una inversión del perfil de
brillo asociado. Debido a que estas desviaciones son pequeñas, en esta tesis usaremos
el modelo de disco ancho con un perfil de brillo exponencial radialmente decreciente.
Para el perfil de densidad del halo oscuro se proponen modelos teóricos fenomenológicos
basados en simulaciones numéricas de formación de estructura cosmológica, ejemplos
de estos son los perfiles de densidad de Navarro-Frenk-White[20] y Burkert [22].

En la presente tesis se derivan modelos de masa para galaxias espirales usando las
observaciones de las curvas de rotación de 16 galaxias espirales pertenecientes al exper-
imento “ The HI Nearby Galaxies Survey ” (THINGS) [19]. Es preciso mencionar que
esta muestra de curvas de rotación es la de mejor calidad en presición obtenida hoy en
d́ıa. Para realizar el estudio, es necesario realizar una serie de procedimientos, comen-
zando con el cálculo de la curva de rotación asociada a cada componente de materia
y después obtener la curva de rotación total generada por la suma de las diferentes
componentes. Para lograr este objetivo, en el caṕıtulo 1 se describe el método general
para encontrar la velocidad circular de rotación de part́ıculas de prueba en una galaxia
espiral, partiendo del potencial gravitacional generado por distribuciones de masa tanto
esféricas como axialsimétricas. Los resultados obtenidos para distribuciones esféricas se
utilizan para derivar las curvas de rotación debidas a la presencia de un halo de ma-
teria oscura y los resultados para las distribuciones axialsimétricas nos servirán para
modelar el perfil de brillo superficial de la componente estelar y la densidad superficial
de la componente de gas; la derivación de la densidad de masa superficial para la com-
ponente estelar asume una razón masa-luz γ⋆ constante. Los halos oscuros poseen cada
uno dos parámetros libres que pueden ser ajustados y acotados por las observaciones.
Para tal fin, en el caṕıtulo 2 se presentan las bases de la Estad́ıstica Bayesiana, y en
particular, el ajuste estad́ıstico llamado χ-cuadrada (χ2) que será utilizado para inferir
los parámetros libres del halo oscuro. En el caṕıtulo 3 se discuten los modelos de masa
que utilizaremos y se presenta una de las evidencias principales acerca de la existencia
de materia oscura en galaxias espirales, esta evidencia se describe para una galaxia
perteneciente a la muestra THINGS la cual también es detallada en ese caṕıtulo, una
vez esclarecida la forma de calcular las contribuciones de cada componente a la curva de
rotación total y conociendo las peculiaridades de cada galaxia estamos en condiciones
de aplicar los métodos descritos, los resultados para cada galaxia se presentan en el
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

caṕıtulo 4. Finalmente en el caṕıtulo 5 se muestran a manera de conclusiones algunos
de los aspectos más importantes al determinar los modelos de masa, aśı como algunos
resultados generales.
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Capı́tulo 1
Teoŕıa de Potenciales gravitacionales

Newtonianos

El descubrimiento de las leyes que gobiernan el movimiento de los cuerpos fue un
momento dramático en la historia de la f́ısica. Antes de la formulación de las Leyes de
Newton, los movimientos de los astros y algunos fenómenos terrestres parećıan ser un
misterio, el cual se esclareció después de que Newton enunciara sus leyes. Por ejemplo,
a escalas terrestres fue posible describir el comportamiento de las oscilaciones en un
péndulo o el de sistemas formados por un resorte y una masa; a escalas del sistema solar
fue posible determinar de forma satisfactoria el movimiento de la luna alrededor de la
tierra, aśı como las órbitas de las lunas de Júpiter, y no sólo eso, sino que, además, un
estudio realizado donde se utilizaron todos los planetas descubiertos y sus trayectorias
alrededor del sol permitió la predicción de la existencia de un planeta hasta entonces
desconocido (Urano). Continuando con la validez de La Ley de Gravitación Universal,
la siguiente prueba provino del hecho de preguntarse si las estrellas también se mueven
bajo los efectos de dicha ley, la respuesta es śı, observacionalmente se han descubierto
ciertos sistemas de estrellas binarias, las cuales giran una en torno a la otra de acuerdo
a las leyes de Newton. Si vamos un poco más allá y centramos nuestra atención en
las galaxias, vemos que en su centro existe una mayor concentración de estrellas y
gas lo cual indica que los objetos dentro de ellas tienen una tendencia a aglomerarse.
Desafortunadamente no podemos probar que la ley de atracción sea exactamente la ley
de gravitación de Newton pero podemos asumirla como verdadera y realizar un análisis
a fin de determinar si es válida ó no; por otro lado sabemos que las galaxias tienden a
agruparse en cúmulos, lo cual indica que existe una fuerza de atracción entre ellas, esto
nos lleva a preguntarnos si es válido utilizar la ley de gravitación de Newton en estas
escalas.

Sabemos que la fuerza de atracción gravitacional no es la única fuerza responsable
para describir los movimientos de las part́ıculas, sin embargo, en nuestro caso (escalas
galácticas) es la fuerza que tiene el papel más importante y la única que será considerada

1



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE POTENCIALES GRAVITACIONALES

NEWTONIANOS

en esta tesis. Una forma de expresar algunas de las fuerzas que gobiernan el movimiento
de los cuerpos es a través de potenciales, tal es el caso de la fuerza electromagnética y
de la fuerza de gravedad Newtoniana, las cuales tienen una formulación en términos de
“potenciales” . En este caṕıtulo se establecen un conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales para el potencial gravitacional Newtoniano cuyas soluciones han sido ampli-
amente estudiadas en la literatura del tema. En particular, se estudian y resuelven los
potenciales gravitacionales asociados tanto a distribuciones de masa esféricas como a
distribuciones axialsimétricas, producidas por discos delgados y anchos de materia.

1.1. Resultados generales

El propósito de esta sección es calcular la fuerza F (~r) que actúa sobre una part́ıcula
de masa ms y posición ~r, la cual es generada por la atracción gravitacional de una
distribución de masa con densidad ρ(~r′, t). Esta descripción se hará partiendo de la ley
de gravitación universal, la cual, nos dice que cada objeto en el Universo atrae a otro
objeto con una fuerza que es directamente proporcional al producto de sus masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que los une, matemáticamente,
en el caso de part́ıculas puntuales de masa M y ms, la fuerza de atracción es dada por
la siguiente expresión:

~F (~r) = −GmsM
~r − ~r′

|~r − ~r′|3
(1.1)

El signo “ - ” de la expresión anterior proviene del hecho de que a diferencia de la fuerza
eléctrica, la fuerza de gravedad ente dos objetos siempre es atrayente.

La Ley de Gravitación Universal puede extenderse al caso en que las part́ıculas no
son puntuales y aśı calcular la fuerza ~F (~r) que ejerce una distribución de masa ρ(t, ~r′)
sobre la part́ıcula de masa ms, la cual de forma diferencial es expresada como :

d~F (~r) = −Gmsρ(t, ~r′)
~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dV ′ (1.2)

La fuerza total sobre la partı’cula se obtiene integrando la expresión anterior en el
volumen que ocupa la distribución total de masa ρ(t, ~r′), es decir,

~F (~r) = −Gms

∫

ρ(t, ~r′)
~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dV ′ ≡ ms~g(~r)

donde ~g(~r) es el campo gravitacional generado por la distribución de masa y ~r′ es la
posición del diferencial de masa dM ′ perteneciente a la distribución ρ(t, ~r′).

Expĺıcitamente, ~g(~r) es dado por la expresión:

~g(~r) = −G

∫

ρ(t, ~r′)
~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dV ′ ≡ ms~g(~r) (1.3)

2



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE POTENCIALES GRAVITACIONALES

NEWTONIANOS

Si definimos el potencial gravitacional Φ(t, ~r) por:

Φ(t, ~r) = −G

∫

dV ′ ρ(t, ~r
′)

|~r − ~r′|
(1.4)

podemos notar que ~g(~r) = −∇Φ(~r, t). Si además calculamos la divergencia de g(~r, t),
obtenemos:

∇ · g(~r) = −G

∫

ρ(t, ~r′)∇ ·
(

~r − ~r′

|~r − ~r′|3

)

dV ′ (1.5)

Ahora

−∇ ·
(

~r − ~r′

|~r − ~r′|3
)

= ∇ ·
( ~r′ − ~r

|~r − ~r′|3

)

= − 3

|~r′ − ~r|3
+

3(~r′ − ~r) · (~r′ − ~r)

|~r′ − ~r|5
(1.6)

Si ~r′ 6= ~r podemos cancelar el factor |~r′ − ~r|2 de arriba y abajo del último término en
(1.6) y concluir que:

∇ ·
( ~r′ − ~r

|~r − ~r′|3

)

= 0 Si ~r′ 6= ~r

Para realizar la integral en la ecuación (1.5) notemos entonces, que la única contribución
proviene del punto ~r′ = ~r, en este caso podemos restringir el volumen de integración
a una esfera pequeña de radio h centrada en este punto, tomando el ĺımite h → 0 es
posible tomar la densidad como constante y colocarla fuera de la integral, a continuación
simplificamos esta ecuación reemplazando ∇ → −∇′ y haciendo uso del teorema de la
divergencia, obtenemos:

∇ · g(~r) = −Gρ(t, ~r)

∫

|~r′−~r|=h

d2~S ′ ·
( ~r′ − ~r

|~r′ − ~r|3
)

Sobre la esfera |~r′ − ~r| = h tenemos: d2~S ′ = (~r′ − ~r)hd2Ω, por lo que finalmente
obtenemos:

∇ · g(~r) = −Gρ(t, ~r)

∫

d2Ω = −4πGρ(t, ~r) (1.7)

Recordando que ~g(~r) = −∇Φ(~r, t) y con ayuda de la ecuación (1.7) obtenemos la
conocida ecuación de Poisson que relaciona el potencial Φ con la densidad de materia
ρ(t, ~r):

∇2Φ(~r) = 4πGρ(t, ~r) (1.8)

La ecuación de Poisson se puede resolver si imponemos condiciones de frontera
apropiadas. Para un sistema aislado con densidad ρ(~r) imponemos la condición Φ → 0
cuando |~r| → ∞. Se puede notar que el potencial dado por la expresión (1.4) au-
tomáticamente satisface esta condición.

3
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NEWTONIANOS

Un resultado útil se obtiene si integramos ambos miembros de la ecuación (1.8), sobre
un volumen arbitrario, con lo cual obtenemos la conocida Ley de Gauss gravitacional:

4πGM =

∫

d2~S · ∇Φ(~r) (1.9)

siendo M la masa contenida en el volumen integrado M ≡
∫

ρ(t, ~r)dV .

1.1.1. Cinemática de part́ıculas de prueba

La posición de una part́ıcula a un tiempo fijo t0 es descrita por un vector ~r(t0) que va
del origen de un sistema coordenado al punto donde se encuentra la part́ıcula. Si cono-
cemos este vector a diferentes tiempos obtenemos la trayectoria. El método más simple
para localizar una part́ıcula en el espacio es dando las componentes cartesianas de su
vector posición, existen muchos problemas en los que resulta más conveniente trabajar
con sistemas de coordenadas no cartesianas. Algunos de los sistemas de coordenadas
más usados, son el esférico y el ciĺındrico, debido a la simetŕıa que representan. En la
práctica, podemos pasar de un sistema coordenado a otro mediante una transformación
de las coordenadas.

a) En el caso de coordenadas cartesianas tenemos simplemente;

~r = x(t)̂i+ y(t)ĵ + z(t)k̂ (1.10)

~v = ẋî+ ẏĵ + żk̂ (1.11)

~a = ẍî+ ÿĵ + z̈k̂ (1.12)

b) En coordenadas esféricas tenemos las transformaciones;

x = r sen θ cosφ r ∈ (0,∞) (1.13)

y = r sen θ senφ θ ∈ [0, π]

z = r cos θ φ ∈ [0, 2π)

Haciendo los cambios pertinentes en (1.10), (1.11) y (1.12) obtenemos los sigu-
ientes resultados:

~r(t) = r · r̂ (1.14)

~v(t) = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θφ̇φ̂ (1.15)

~a(t) = [r̈ − rṙ2 − rφ̇2 sin θ]r̂ + [2ṙθ̇ + rθ̈ − r sin θ cos θφ̇2]θ̂ + (1.16)

+ [2ṙ sin θφ̇+ 2rθ̇φ̇ cos θ + r sin θφ̈]φ̂

En el caso particular de órbitas ecuatoriales esféricas nos situamos en el plano
ecuatorial θ = π

2
y a un radio r fijo (ṙ = 0) por lo que obtenemos de (1.16) :

~a = −rφ̇2r̂ + rφ̈φ̂ (1.17)
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Definimos : vc = vφ = rφ̇ como la velocidad circular con la cual 1.17 se ve como:

~a = −
v2φ
r
r̂ + rφ̈φ̂ (1.18)

c) Un análisis similar puede ser realizado en el caso de las coordenadas ciĺındricas,
donde tenemos:

x = R cosφ R ∈ (0,∞) (1.19)

y = R sen φ φ ∈ [0, 2π)

z = z

por lo que en este sistema:

~v(t) = ṘR̂ +Rφ̇φ̂+ żk̂ (1.20)

~a = [R̈− Rφ̇2]R̂ + [2Ṙφ̇+Rφ̈]φ̂+ z̈k̂ (1.21)

R representa a la coordenada radial. En el caso particular de órbitas circulares
usamos R = cte. y z = 0, por lo que obtenemos de (1.21)

~a = −Rφ̇2R̂ + ρφ̈φ̂ (1.22)

si ahora usamos vφ = Rφ̇ obtenemos:

~a = −
v2φ
R
R̂ + ρφ̈φ̂ (1.23)

1.2. Sistemas esféricos

Usando (1.4) como solución a la ecuación (1.8) en el caso de una distribución ρ(~r, t)
con simetŕıa esférica y a la vez expresando la integral en coordenadas esféricas e
integrando sobre el ángulo sólido, obtenemos:

Φ(t, r) = −4πG
(1

r

)

∫ r

0

r′2ρ(t, r′)dr′ − 4πG

∫ ∞

r

r′ρ(t, r′)dr′ (1.24)

Si además definimos:

M(r, t) ≡ 4π

∫ r

0

r′2ρ(t, r′)dr′ (1.25)

entonces podemos interpretar el primer término de la ecuación (1.24) como la
suma de los potenciales de cascarones esféricos con radio inferior a r y el segundo
término como la contribución de las capas externas al radio r.
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Para la fuerza que actúa sobre la part́ıcula de masa ms obtenemos simplemente
la expresión:

~F (r) = −ms∇Φ(t, r) = −4πGms
1

r2

∫ r

0

r′2ρ(t, r′)dr′r̂ (1.26)

Con ayuda de la ecuación (1.25) obtenemos:

~F (r) = −GmsM(r)

r2
r̂ (1.27)

De la segunda Ley de Newton ~F = ms~a, obtenemos una ecuación para la acel-
eración:

~a(r) = −GmsM(r)

msr2
r̂ = −GM(r)

r2
r̂ (1.28)

Una propiedad importante de una distribución de materia esférica es su velocidad
circular vc(r), definida a ser la velocidad de una part́ıcula de prueba en una
órbita circular de radio r. Comparando (1.18) con (1.28) y (1.26) obtenemos las
condiciones del movimiento para part́ıculas de prueba bajo la influencia de un
campo gravitacional simétricamente esférico con φ = 0:

v2c =
GM(r)

r
= r|~F | = r

dΦ

dr
(1.29)

En la literatura existen diferentes modelos para la densidad de distribuciones
esféricas, los cuales pretenden describir el comportamiento de una determinada
situación. Tal es el caso de la materia oscura. Para nuestros propósitos de interés
tomaremos el modelo de Navarro-Frenk-White (NFW) [20], [21] y el modelo
de Burkert [22] como modelos de distribuciones de materia oscura, los cuales
desarrollaré continuación a manera de ejemplo de lo expuesto en esta sección.

1.2.1. Modelo de Navarro-Frenk-White

Entre 1996 y 1997 Navarro et al. dieron una prescripción para la distribución de
materia oscura hecha con simulaciones numéricas, basadas en el paradigma de
CDM. Este modelo es conocido también como “perfil de densidad universal”, el
cual tiene un pico caracteŕıstico hacia el centro de la galaxia.

El perfil NFW tiene la siguiente distribución de materia oscura:

ρNFW =
ρ0

r
rs

(

1 + r
rs

)2 (1.30)
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Donde rs es el radio caracteŕıstico del Halo y ρ0 es la densidad inicial del Universo
al momento del colapso de el halo.

Las distribuciones asintóticas de este modelo son:

ĺım
r→∞

ρNFW → 0

ĺım
r→0

ρNFW → ∞

Como primer paso para calcular la velocidad circular, y de acuerdo a la ecuación
(1.29), calculamos primero la masa del halo oscuro partiendo de la ecuación (1.25):

M(r) = 4πρ0

∫ r

0

1

r′

rs

(

1 + r′

rs

)2 r
′2dr′ (1.31)

Se resuelve esta ecuación usando fracciones parciales y se obtiene el resultado:

M(r) = 4πρ0r
3
s

[

ln
(rs + r

rs

)

− r

r + rs

]

(1.32)

La masa del halo (1.32) tiene los ĺımites asintóticos:

ĺım
r→∞

M(r) → ∞

ĺım
r→0

M(r) → 0

Notemos que aunque la masa diverge cuando r → ∞, en la práctica el cálculo de
la masa se realiza hasta un radio máximo que es definido por las observaciones
de las curvas de rotación.

Ahora sustituimos las expresiones anteriores en (1.29) y obtenemos:

v2c (r) =
4πGρ0r

3
s

r

[

− r

r + rs
+ ln

(rs + r

rs

)]

(1.33)

La función (1.33) tiene los ĺımites asintóticos:

ĺım
r→∞

v2c (r) → 0

ĺım
r→0

v2c (r) → 0
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1.2.2. Modelo de Burkert

Un perfil de densidad fue propuesto por Burkert (1995), quien trató de encontrar
el perfil que mejor se ajustara a las curvas de rotación de galaxias enanas, las
cuales se sabe que están mayormente compuestas por materia oscura. El perfil
de Burkert es una ley emṕırica. En contraste con los perfiles de CDM, tiene una
densidad central y lo caracteriza un radio rs.

El perfil de densidad de este Halo y sus ĺımites asintóticos están dados por las
siguientes expresiones:

ρB =
ρ0

(

1 + r
rs

)[

1 + ( r
rs
)2
] (1.34)

ĺım
r→∞

ρB → 0

ĺım
r→0

ρB = ρ0

Una vez conocida la distribución de masa procedemos igual que en el ejemplo
anterior y obtenemos los siguientes resultados:

M(r) = πρ0r
3
s

(

ln
[(

1 +
r

rs

)2(

1 +
r2

r2s

)]

− 2 arctan
[ r

rs

])

(1.35)

los ĺımites asintóticos correspondientes a la función de masa encontrada son los
siguientes:

ĺım
r→∞

M(r) → ∞

ĺım
r→0

M(r) → 0

al igual que en el modelo NFW la masa diverge en radios infinitos, esto no repre-
senta un problema en nuestro caso ya que nuestro radio máximo es determinado
por la observación más lejana del centro de la galaxia.

v2c (r) =
πGρ0r

3
s

r

(

ln
[(

1 +
r

rs

)2(

1 +
r2

r2s

)]

− 2 arctan
[ r

rs

])

(1.36)

los ĺımites asintóticos de la velocidad del halo de Burkert son:

ĺım
r→∞

v2c (r) → 0

ĺım
r→0

v2c (r) → 0
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1.3. Potenciales de Discos

• Hoy en d́ıa, sabemos que la luz emitida por una galaxia espiral t́ıpica proviene
en su mayor parte de un disco delgado ó grueso.

Si la masa de tal galaxia está concentrada en un disco luminoso es una
cuestión que puede solamente ser contestada por un estudio de la dinámica
gravitacional del sistema.

Sin embargo, podemos anticipar que una fracción substancial de la masa de
la galaxia espiral está concentrada en el disco luminoso, y es por lo tanto
necesario calcular el campo gravitacional generado por un disco idealizado
de ancho cero ó finito.

En la primera parte, comenzaremos estudiando como caso particular el pontencial
de un disco delgado axialsimétrico de ancho cero.

Existen, en general, tres técnicas diferentes para calcular el potencial de un disco.
Una consiste en tratar el disco como un esferoide aplanado, otra es v́ıa integrales
eĺıpticas y la tercera v́ıa funciones de Bessel. Ésta última técnica es la más ade-
cuada por lo que será desarrollada en las siguientes secciones.

1.3.1. Potenciales gravitacionales de discos delgados v́ıa

funciones de Bessel.

Consideremos un disco delgado con potencial gravitacional axialsimétrico Φ(R, z),
[Toomre (1962)], Toomre desarrolló un método v́ıa la solución de la ecuación de
Laplace, ∇2Φ = 0, sujeta a condiciones de frontera adecuadas sobre el disco,
situado en z = 0 y en infinito R → ∞, z → ∞.

Partimos de la ecuación de Laplace en coordenadas ciĺındricas (R, z) sobre un
sistema axialsimétrico:

∇2Φ = 0 ⇒ 1

R

∂

∂r

[

R

(

∂Φ

∂R

)]

+

(

∂2Φ

∂z2

)

= 0 (1.37)

Para resolver (1.37) usamos la técnica de separación de variables para el potencial
Φ:

Φ(R, z) = J(R) · Z(z) (1.38)

Introduciendo (1.38) en (1.37) y separando las variables obtenemos una ecuación
para cada variable:

d2Z(z)

dz2
−K2 · Z(z) = 0, (1.39)

1

R

d

dR

[

R
dJ(R)

dR

]

+K2 · J(R) = 0 (1.40)
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donde K es un número complejo ó real arbitrario, conocido como la constante de
separación. La ecuación (1.39) se integra fácilmente y obtenemos la solución:

Z(z) = Se[±Kz] (1.41)

donde S es una constante.

La ecuación para la variable R (1.40) se simplifica usando una nueva variable
u = KR:

1

u

d

du

[

u
dJ(u)

du

]

+ J(u) = 0 (1.42)

Ésta última es una ecuación de Bessel de orden ν = 0.

La solución general a (1.42) es una combinación lineal de funciones de Bessel de
primera clase J0(u) y de segunda clase N0(u) conocida también como función de
Neumann:

J(u) = AJ0(u) +BN0(u)

Las soluciones particulares a ésta ecuación se encuentran implementando las
condiciones de frontera deseadas. En nuestro caso, la solución de interés y adecua-
da al problema que estamos tratando es la solución que satisface las condiciones
de frontera: J(0) ≡ (finita), por lo que hemos de elegir B = 0 y obtener:

J(u) = AJ0(u) = A · J0(KR) (1.43)

Finalmente, la solución de interés a la ecuación radial (1.42) es una función de
Bessel de orden cero ν = 0 (1.43).

Una vez obtenidas las soluciones particulares para cada variable podemos formular
las soluciones particulares para el potencial gravitacional Φ:

Φ±(R, z) = e(±Kz) · J0(K) (1.44)

Consideremos ahora la siguiente solución particular:

ΦK(R, z) = e(−K|z|) · J0(KR) (1.45)

donde K es real y positivo. Esta solución satisface las condiciones de frontera:

ΦK → 0 cuando |z| → ∞

ΦK → 0 cuando R → ∞
puesto que J0(KR) → 0 cuando R → ∞. ΦK satisface todas las condiciones
requeridas para ser el potencial generado por una distribución de densidad aislada.

Además:
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(i) Para z > 0, ΦK coincide con Φ−(R, z).

(ii) Para z < 0, ΦK coincide con Φ+(R, z).

Los incisos (i) y (ii) implican que ΦK(R, z) resuelve la ecuación de Laplace
∇2ΦK = 0 en todos los puntos arriba y debajo del plano z = 0 excepto en el
mismo plano z = 0.

En z = 0, ΦK(R, z) no satisface la ecuación de Laplace porque su gradiente sufre
una discontinuidad, sin embargo, podemos usar el teorema de Gauss para evaluar
la densidad superficial ΣK(R) de la hoja (disco infinitamente delgado) que genera
dicha discontinuidad.

La ley de Gauss se enuncia como:

4πGM = (4πG) ·
∫

V

d3x · ρ(~x) =
∫

(∇Φ) · d2~s Ley de Gauss

Para el disco infinitamente delgado axialsimétrico tenemos la densidad de materia
ρ(~x) = Σ(R, φ) · δ(z), la cual sustituiremos en la parte de la ley de Gauss que
contiene a dicha densidad y por separado se desarrollará el término que contiene
al potencial:

∫

V

d3x · ρ(~x) =
∫ ∞

−∞

∫

dA · Σ(R, φ).δ(z)dz =

∫

dA · Σ(R, φ)

∫

caja

(∇Φ) · d2~s =
∫

(∇Φ−) · n̂dA+

∫

(∇Φ+) · −n̂dA

Cuando el área es pequeña (dA → 0) tenemos: (de la ley de Gauss): (z = 0)

4πG · ΣK(R, φ) = (∇Φ− · n̂−∇Φ+ · n̂) =
(

∂Φ−

∂z

)
∣

∣

∣

∣

z=0+
−

(

∂Φ+

∂z

)
∣

∣

∣

∣

z=0−

4πG · ΣK(R) = ĺım
z→0+

(

∂ΦK

∂z

)

− ĺım
z→0−

(

∂ΦK

∂z

)

= −KJ0(KR) − KJ0(KR) = −2KJ0(KR)

donde usamos que:

ĺım
z→0+

(

∂ΦK

∂z

)

= ĺım
z→0+

∂

∂z

[

e−Kz · J0(KR)

]

= −KJ0(KR), (1.46)

ĺım
z→0−

(

∂ΦK

∂z

)

= +KJ0(KR)

Entonces:

(4πG) · ΣK(R) = −2KJ0(KR) ⇒ ΣK(R) = −
( K

2πG
· J0(KR)

)

(1.47)
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Las ecuaciones (1.45) y (1.47) proporcionan un par potencial-densidad simple:

ΦK(R, z) = e(−K|z|) · J0(KR) (1.48)

ΣK(R) = − K

2πG
· J0(KR) (1.49)

Para generar el potencial de un disco de densidad superficial arbitraria Σ(R)
realizamos una superposición de la ecuación (1.47) para todos los valores de K,
S(K) ≡ coeficiente dependiente de K.

Σ(R) =

∫ ∞

0

S(K) · ΣK(R) · dK = −
( 1

2πG

)

·
∫ ∞

0

S(K) · J0(KR)KdK (1.50)

Debido a que la relación entre la densidad Σ(R) y el potencial Φ(R) es lineal por
la ecuación de Poisson ó por la ley de Gauss tenemos:

Φ(R, z) =

∫ ∞

0

S(K)ΦK(R, z)dK =

∫ ∞

0

S(K) · J0(KR)e−K|z|KdK (1.51)

La ecuación (1.50) establece que S(K) es la transformada de Hankel de (−2πΣ).

Las transformadas de Hankel se definen por las expresiones:

f(R) =

∫ ∞

0

g(K) · Jν(KR)KdK (1.52)

g(K) =

∫ ∞

0

f(ρ) · Jν(KR)R · dR (1.53)

En virtud de la ecuación (1.53) tenemos:

S(K) = −(2πG)

∫ ∞

0

J0(KR) · Σ(R) · R · dR (1.54)

Introducimos (1.54) en (1.51) para obtener:

Φ(R, z) = −(2πG)

∫ ∞

0

dKe−K|z| · J0(KR) ·
∫ ∞

0

Σ(R′) · J0(KR′) · R′dR′ (1.55)

Calculamos ahora la velocidad circular vc(R) de órbitas esféricas con radio R en
z = 0, usando el potencial (1.55),

v2c (R) = R

(

∂Φ

∂R

)
∣

∣

∣

∣

z=0

=

[

− (2πG)R

∫ ∞

0

dKe−K|z|dJ0(KR)

dR

∫ ∞

0

Σ(r′)J0(KR′)R′dR′

]
∣

∣

∣

∣

z=0

= −(2πG)R

∫ ∞

0

dK

[

dJ0(KR)

dρ

]
∫ ∞

0

Σ(R′)J0(KR′)R′dR′

= −R

∫ ∞

0

S(K)J1(KR)KdK (1.56)
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Donde hemos usado las identidades:

dJ0(x)

dx
= −J1(x) ⇒ dJ0(KR)

dR
= −KJ1(KR)

Curva de rotación para un disco exponencial:

Los discos cuyo perfil de densidad de masa se modela con un comportamiento
radialmente exponencial son de particular interés debido a la similitud que pre-
sentan con los perfiles obtenidos de forma observacional, motivo por el cual en la
presente sección se desarrollan las curvas de rotación para discos exponenciales.
Usando como densidad superficial Σ(R) = Σ0 · e−R/Rd y con ayuda de la fórmula
(6.623.2) del libro de fórmulas: Gradshteyn and Ryzhik (1965) [23] obtenemos de
la ecuación (1.54) :

S(K) = −(2πG) ·
∫ ∞

0

J0(KR) · Σ0e
−R/RdR · dR (1.57)

S(K) = −(2πGΣ0) ·
R2

d

[1 + (KRd)2]3/2
(1.58)

Introducimos (1.58) en la ecuación (1.51) y obtenemos el potencial gravitacional
correspondiente a un disco con perfil de densidad exponencial:

Φ(R, z) = −(2πGΣ0R
2
d)

∫ ∞

0

J0(kR) · e−K|z|dK

[1 + (KRd)2]3/2
(1.59)

Para z = 0, tenemos:

Φ(R, 0) = −(2πGΣ0R
2
d)

∫ ∞

0

J0(KR)

[1 + (KRd)2]3/2
dK (1.60)

La solución a esta integral se tiene usando las fórmulas (6.552.1) del libro de Grad-
shteyn y Ryzhik y la (9.6.27) del libro de Abramowitz. Obteniendo la evaluación:

Φ(R, 0) = −πGΣ0R · [I0
( R

2Rd

)

·K1

( R

2Rd

)

− I1

( R

2Rd

)

·K0

( R

2Rd

)

] (1.61)

En la ecuación (1.61) In y Kn son funciones de Bessel modificadas de primera y
segunda clase respectivamente. Diferenciamos (1.61) con respecto a ρ, aplicando
las relaciones de recurrencia conocidas para las funciones de Bessel y sus derivadas,
obteniendo aśı la velocidad circular (1.56) del disco exponencial [Freeman, 1970 ]:

v2c (R) = πGΣ0

(R2

Rd

)

·
[

I0

(

R

2Rd

)

K0

(

R

2Rd

)

− I1

(

R

2Rd

)

K1

(

R

2Rd

)]

(1.62)

13
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La masa encerrada en el radio de acuerdo a la densidad del disco es:

Md(R) =

∫ 2π

0

∫ R

0

Σ(R′)R′ · dR′dφ = 2π

∫ R

0

Σ0e
−R′/RdR′ · dR′ (1.63)

= (2πΣ0R
2
d) ·

[

1− e−R/Rd

( R

Rd
+ 1

)

]

en el caso en que R → ∞ tenemos: Md = 2πΣ0R
2
d. De manera que para la

densidad del disco se obtiene:

Σ(R) = Σ0e
−R/Rd =

Md

2πR2
d

e−R/Rd (1.64)

Sustituyendo (1.64) en (1.62) obtenemos una versión alternativa para la velocidad
circular:

v2c (R) =
(GMd

2Rd

)(R2

R2
d

)

·
[

I0

( R

2Rd

)

K0

( R

2Rd

)

− I1

( R

2Rd

)

K1

( R

2Rd

)

]

(1.65)

Notemos que tanto para la velocidad circular del disco como para la densidad
superficial hemos de especificar un par de parámetros, (Md, Rd) o (Σ0, Rd), los
cuales se fijan de acuerdo a datos observacionales o de alguna otra manera.

1.3.2. Discos Gruesos

Aunque el disco exponencial infinitesimalmente delgado es usado extensivamente
para modelar curvas de rotación y formación de discos [15], es generalmente inade-
cuado para describir modelos dinámicos más detallados. Después de todo, discos
luminosos realistas tienen un ancho vertical no nulo. En principio, es fácil con-
struir modelos de discos gruesos si la distribución de densidad es separable. En el
caso de un disco infinitesimalmente delgado usamos para la densidad de masa la
expresión:

ρ(R, z) = Σ(R)δ(z)

Para darle grosor a este disco hemos de reemplazar la función delta de Dirac,
por cualquier otra función h(z) que describa la distribución de densidad vertical.
Una función comunmente usada para describir la densidad de luminosidad en la
dirección ẑ es:

hn(z) = sech2/nn|z|
2zd

Donde n es un parámetro que controla el perfil cerca de z = 0 y zd es llamado
el factor de escala de altura del disco. En la literatura tres valores de n han sido
utilizados ampliamente:
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NEWTONIANOS

hn(z)=















sech2
(

z
2zd

)

n = 1

sech
(

z
zd

)

n = 2

e−|z|/zd n → ∞
La forma sech2 corresponde a una hoja isotérmica autogravitante. Este modelo ha sido
usado extensivamente para modelar galaxias espirales ya que provee un buen ajuste al
perfil de densidad de brillo luminoso observado. Para propósitos de cálculo se utilizará el
factor de escala de altura del disco 1 de acuerdo a [17]:

zd =
1

5
Rd.

Puesto que los potenciales son aditivos (linealidad de la ecuación de Poisson), el poten-
cial de un disco grueso se sigue directamente de sumar los potenciales de un número
infinito de discos infinitesimalmente delgados, pesados propiamente por la función h(z):

Φ(R, z) =

∫ ∞

−∞

g(R, z − z′)h(z′)dz′ (1.66)

La función g(R, z− z′) es la solución para el potencial en el caso de discos delgados, de
modo que (1.66) satisface la ecuación de Poisson con densidad Σ(R)h(z):

∇2Φ(R, z) = (4πG)Σ(R)h(z) (1.67)

Introduciendo la solución para g(R, z − z′) en la ecuación (1.66) obtenemos:

Φ(R, z) = −(2πG)

∫ ∞

0

dkJ0(kR) ·
∫ ∞

−∞

dz′ρ̃(k, z′)e−k|z−z′| (1.68)

Se ha definido ρ̃(k, z′) ≡ Σ̃(k)h(z′), notemos que ρ̃(k, z′) es la transformada de Hankel de
ρ(R, z) en la variable R solamente. En nuestro análisis se usará la función de densidad:

ρ(R, z) =
Σ(R)

4zd
sech2

( z

2zd

)

(1.69)

La cual indica que para la estructura vertical hemos utilizado el modelo de hoja isotérmi-
ca y hemos añadido un factor por propósitos de normalización.

∫ ∞

−∞

h(z)dz =

∫ ∞

−∞

1

4zd
sech2

( z

2zd

)

= 1

Tenemos entonces que:
∫ ∞

−∞

ρ(R, z)dz = Σ(R) (1.70)

1Este radio canónico Rd/zd = 5 ha sido confirmado en [16], quieres para una muestra de 34 galaxias
encontraron el valor Rd/zd = 4.8± 1.3, lo cual es consitente con unestra elección.
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NEWTONIANOS

El cálculo de la velocidad circular en discos luminosos gruesos es completamente análogo
a los casos anteriores, en este caso se obtiene derivando (1.68) con respecto a R:

v2c (R) = R
(∂Φ

∂R

)
∣

∣

∣

z=0
= (2πG)R

∫ ∞

0

dkJ1(kR)Σ̃(k)F (k, zd)k (1.71)

Donde la función F (k) es definida por la expresión:

F (k, zd) =

∫ ∞

−∞

dz′h(z′)e−k|z−z′|
∣

∣

∣

z=0
(1.72)

La solución de esta expresión no es dada en términos de funciones elementales, para
resolverla hemos usado el programa Mathematica y encontrado la solución:

F (k, zd) = 1 + zdk
[

HN
(1

2
[zdk − 1]

)

− HN
(zdk

2

)]

(1.73)

HN es conocido como número armónico, cuya fórmula es:

HNx = x
∞
∑

i=1

1

i(x+ i)
(1.74)

Introduciendo la densidad superficial del disco delgado y (1.73) en (1.71) obtenemos
una forma más expĺıcita para la velocidad circular debida a discos gruesos:

v2c (R) = (2πG)RΣ0

∫ ∞

0

dkJ1(kR)k
R2

d
(

1 + (kRd)2
)3/2

F (k, zd) (1.75)

16



Capı́tulo 2
Estad́ıstica Bayesiana

Con la finalidad de describir el Universo a escalas cosmológicas y galácticas, es nece-
sario crear modelos que den una interpretación razonable a los datos recolectados por
los diferentes experimentos. Por un lado se busca que los modelos sean capaces de
reproducir lo que se observa y, por otro, las mismas observaciones sirven para poner
cotas a los valores de los parámetros libres de tales modelos. En términos matemáticos
esta interpretación de datos se traduce en realizar un análisis estad́ıstico Bayesiano, en
el cual se confronta una hipótesis o modelo contra las observaciones. T́ıpicamente los
datos observacionales nunca se ajustan de forma exacta al modelo, incluso cuando el
modelo es correcto, en términos de la estad́ıstica frecuentista, es necesario conocer las
barras de error asociadas a las mejores estimaciones para dar una mejor descripción de
los datos. En este caṕıtulo, se presentan y revisan las ideas y principios fundamentales
de la Estad́ıstica Bayesiana.

2.1. Teoremas de probabilidad

La Estad́ıstica Bayesiana se basa pricipalmente en los siguientes dos Axiomas:

• Axioma de Suma de probabilidades:

Prob(X|I) + Prob(X̄ | I) = 1, (2.1)

donde X̄ significa la negación de la proposición X .

• Axioma del Producto de probabilidades:

Prob(X, Y | I) = Prob(X | Y, I) · Prob(Y | I). (2.2)

17
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Los axiomas (2.1) y (2.2) constituyen el álgebra básica de la probabilidad. Múltiples
resultados se derivan de ellos. Lo que se desea es calcular probabilidades de la certeza
ó no de las proposiciones1 Esto se traduce primeramente en calcular cierta probabilidad
llamada comúnmente “probabilidad posterior”, que se define como:

Prob(X | Y, I).

Esta expresión se leé como: “probabilidad de que los valores asumidos para la proposición

o variable X sean ciertos, asumiendo cierta proposición o datos Y como verdaderos,

aśı como también alguna otra información de fondo I como cierta”.

La idea es calcular la probabilidad posterior para cada posible valor de X , buscando
el valor X = X0 que tiene la máxima probabilidad de ser cierto. A este valor X0 se le
denomina “la mejor estimación de X”.

Desafortunadamente es dif́ıcil poder calcular la probabilidad posterior directamente,
pero através del Teorema de Bayes se puede hacer este cálculo.

Teorema de Bayes

Prob(X | Y, I) = Prob(Y | X, I) · Prob(X | I)
Prob(Y | I) , (2.3)

donde, cada uno de estos factores tienen un nombre particular:

• Prob(X | Y, I) = Probabilidad posterior.

• Prob(Y | X, I) = Función de probabilidad.

• Prob(X | I) = Probabilidad previa.

El teorema de Bayes se demuestra fácilmente de los axiomas (2.1) y (2.2). Este teorema
se puede generalizar directamente al caso en que las proposiciones o parámetros X y
Y pueden tomar más que solo dos valores (falso o verdadero), sino todo un conjunto
discreto de valores, o más aún, un continuo de valores. Además, se generaliza al caso
cuando se tienen más que solo dos parámetros (X, Y ).

Para el caso continuo, el teorema de Bayes toma la forma

fdp(X|Y, I) = fdp(Y |X, I) · fdp(X|I)
fdp(X, Y |I) , (2.4)

donde ahora X y Y toman valores continuos. Las expresiones “ fdp ” se denominan
ahora como funciones de densidad de probabilidad (FDP) para X y Y .

1Más adelante se verá que estas proposiciones usualmente corresponderán a un conjunto de valores
de parámetros libres de un modelo o teoŕıa dada.
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Un resultado útil es la marginalización y se utiliza cuando en un modelo teórico tenemos
varios parámetros libres y es necesario reducir eliminar la dependencia del modelo con
respecto a algunos de dichos parámetros, para después calcular los valores más probables
de los restantes, en el caso continuo la ecuación de marginalización tiene la forma:

fdp(X|I) =
∫

fdp(X, Y |I)dY (2.5)

2.2. La Prueba χ2

Pretendemos conocer los parámetros de los modelos de materia oscura los cuales per-
miten un ajuste con los datos observacionales, para encontrarlos usaremos la técnica
estad́ıstica de estimación de parámetros llamada prueba χ2, la cual se describe a con-
tinuación.

Sean:

X ≡ Vector cuyas componentes son el conjunto de los parámetros a estimar su
valor [por ejemplo, X = (rs, ρ0)].

D ≡ Vector cuyas componentes son el conjunto de datos observacionales [por
ejemplo, la velocidad circular a cierto radio, D = (x1, x2, . . . , xn)].

I ≡ Información de fondo que se asume como verdadera (por ejemplo, La Ley
de Gravitación Universal).

Entonces, el teorema de Bayes se escribe como:

Prob(X | D, I) ∝ Prob(D | X, I) · Prob(X | I). (2.6)

Se ha omitido el denominador que aparećıa en el teorema de Bayes (2.3), debido a
que no es un factor relevante2, lo importante son los otros dos factores: la función de

probabilidad Prob(D | X, I), y la probabilidad previa Prob(X | I). Debido a que se
ha omitido “Prob(D|I)” en la expresión (2.6), es por eso que en lugar del śımbolo de
“igualdad” aparece el de “proporcional” (∝).

El cálculo de la probabilidad posterior se basa en tres suposiciones. La primera es sobre la
forma de la probabilidad previa. La cual asumiremos es constante, sin embargo, se pueden
estudiar otras posibilidades. Entonces, asumiendo una probabilidad previa constante,
se tiene

Prob(X | I) = cte. (2.7)

2El factor que iŕıa como denominador seŕıa: Prob(D|I)= probabilidad de que los datos sean ciertos

asumiendo que la teoŕıa es válida. Este término no depende de X y se utiliza principalmente solo para
normalizar el valor de la probabilidad posterior

19
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Esta expresión indica que todos los valores posibles para la proposición X son igual-

mente probables a priori, lo cual hace que su probabilidad previa sea una constante.
Prob(X | I) es la probabilidad de que los parámetros X tengan cierto valor, asumiendo
a la teoŕıa e información de fondo como verdaderas. Pero de la pura teoŕıae información
de fondo, los parámetros X no logran preferir algún valor en particular a priori, sino
que son los datos D quienes permiten escoger cuáles valores de X dan la mayor proba-
bilidad de ser los verdaderos. Por tanto, la suposición “Prob(X | I) = cte” indica que
a priori no se está asignando alguna probabilidad mayor para algún valor particular de
X sino que se les está asignando la misma probabilidad de ser, a cada uno de ellos.

Dado que la probabilidad previa es una constante, entonces todo el peso de calcular la
probabilidad posterior recae sobre la función de probabilidad, esto es:

Prob(X | D, I) ∝ Prob(D | X, I). (2.8)

Ahora, tomemos dos datos cualesquiera xk y xl del conjunto de datos D. Del axioma
(2.2) tenemos que:

Prob(xk, xl|X, I) = Prob(xk|xl, X, I) · Prob(xl|X, I). (2.9)

En este momento conviene establecer la segunda suposición, esta es: “La medición

observacional de cada dato xk es independiente de la medición de cualquier otro dato

xl”.

Esta suposición es muy razonable, ya que por ejemplo, medir la velocidad circular vc(R)
a un radio fijo, no influye en la medición que se obtiene al medir la velocidad circular
a algún otro radio.

Aplicando esta suposición, obtenemos:

Prob(xk|xl, X, I) = Prob(xk|X, I),

de aqúı que:

Prob(xk, xl|X, I) = Prob(xk|X, I) · Prob(xl|X, I). (2.10)

Aplicando la propiedad (2.10) a todos los datos, la función de probabilidad se vuelve:

Prob(D|X, I) =
n
∏

k=1

Prob(xk|X, I). (2.11)

La tercera suposición es: “La distribución de probabilidad de cada dato xk, generada a

partir de su medición observacional, es en una buena aproximación, una distribución
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Gaussiana”. Esta suposición se basa sobre el hecho experimental de que en la natu-
raleza al tomar l-mediciones de un mismo fenómeno bajo las mismas condiciones, la
distribución histográfica de estas mediciones es Gaussiana.

Considerando esto, la distribución de probabilidad del dato xk, toma la forma:

Prob(xk|X, I) =
1

σk

√
2π

exp

[

−(mk(X)− xk)
2

2σ2
k

]

, (2.12)

donde:

mk(X)= es un modelo funcional entre los parámetros X y los datos ideales teóricos m
sin error, esto para el dato xk. De aqúı en adelante mk(X) = mk.

σk= es la desviación estándar que se obtiene de las multiples observaciones del dato xk.

Combinando (2.11) y (2.12), la función de probabilidad toma la forma:

Prob(D|X, I) =

n
∏

k=1

1

σk

√
2π

exp

[

−(mk − xk)
2

2σ2
k

]

. (2.13)

Definiendo la constante A como

A ≡
n
∏ 1

σk

√
2π

, (2.14)

y a la función χ2 como

χ2 ≡
n

∑

k=1

(mk − xk)
2

σ2
k

. (2.15)

obtenemos que la función de probabilidad del teorema de Bayes (2.6) adquiere la forma:

Prob(D|X, I) = A exp

[

−χ2

2

]

. (2.16)

Por tanto, de acuerdo a la igualdad (2.8), hemos hallado la expresión para la probabilidad
posterior :

Prob(X|D, I) = B exp

[

−χ2

2

]

, (2.17)

donde B es una constante de proporcionalidad (y normalización), en ella ya va incluida
la constante A. Observe que la función χ2 solo depende del conjunto de parámetros X .
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Para el caso continuo, la expresión de la función de probabilidad (2.16) puede expresarse
en términos de una función de densidad de probabilidad como

fdp(D|X, I) = cte · e−χ2/2, (2.18)

donde “cte” es una constante de normalización. Con esta expresión, y para el caso
más general en el cual no se asume necesariamente que la probabilidad previa sea
una constante , el teorema de Bayes toma la forma [ver (2.6) y (2.4)] es importante
mencionar que a medida que el número de datos observacionales es más grande, la
elección de la probabilidad previa tiene menos peso en la probabilidad posterior, la cual
termina siendo prácticamente independiente de dicha elección [24].

fdp(X|D, I) = cte · e−χ2/2 · fdp(X|I). (2.19)

es importante mencionar que a medida que el número de datos observacionales es más
grande, la elección de la probabilidad previa tiene menos peso en la probabilidad pos-
terior, la cual termina siendo prácticamente independiente de dicha elección [24].

Con la expresión general (2.19) para la FDP posterior, es posible redefinir una nueva
función χ2 como

fdp(X|D, I) ≡ cte · e−χ2
n/2, (2.20)

donde χ2
n es la nueva función χ2, el sub́ındice “n” indica que es la nueva función.

Resolviendo para χ2
n obtenemos

χ2
n(X) = −2 ln

(

fdp(X|D, I)

cte

)

. (2.21)

Las mejores estimaciones de cierto conjunto de parámetros, X = (x1, x2, ..., xn), son
los valores x0

i de los parámetros xi, los cuales en conjunto forman un vector X0 =
(x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) con la caracteŕıstica tal que maximiza la probabilidad posterior, es decir,

que tienen el máximo de probabilidad de ser ciertos. A partir de la ecuación (2.18) puede
verse que los valores xi que maximizan a fdp(X|D, I) a su vez minimizan la función
χ2
n(X). Usualmente se trabaja sobre la función χ2

n(X) en lugar de la FDP posterior.
Calcular el vector X0 es escencialmente un trabajo de calcular el mı́nimo de una función
[χ2

n(X)] de varias variables, cuyo sistema de ecuaciones simultáneas a resolver es:

∂χ2
n

∂xi

∣

∣

∣

∣

{x0
j}

(2.22)

donde i = 1, 2, . . ., hasta el número de parámetros a inferir. Estrictamente hablando,
también necesitamos una prueba que nos diga si realmente nos encontramos en un
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mı́nimo y no en un máximo, la prueba puede hacerse usando el criterio de la segunda
derivada para máximos y mı́nimos.

Nuestro caso de interés contiene dos parámetros a estimar, cuyos valores encontraremos
haciendo uso del programa Mathematica e implementando 3 métodos diferentes para
cálculos de máximos y mı́nimos: Nelder Mead, Differential Evolution y Simulated An-

nealing.

2.2.1. La prueba χ2 como medida de calidad de ajuste

Una vez que se tiene un modelo teórico con ciertos parámetros libres X que se desean
estimar a través de datos observacionales, se busca el mı́nimo de la función χ2

n(X), con
lo cual se logran dos cosas:

Estimación de parámetros. La prueba da como resultado la mejor estimación

de los valores de los parámetros libres, X0, del modelo teórico, en relación al
conjunto de datos observacionales utilizados.

Calidad de ajuste. La misma prueba determina qué tan bueno es el ajuste del
modelo teórico a los datos. Mientras más pequeño sea el valor de χ2

n, mejor
ha sido el ajuste de la teoŕıa a los datos.

Una manera burda de estimar si un modelo ajusta razonablemente a los datos es que
el valor obtenido para χ2

n(X) sea del mismo orden que el número de datos utilizados
para la prueba.

2.2.2. La prueba χ2 por grados de libertad

El mı́nimo de la función χ2 por grados de libertad se suele denotar como χ2
d.o.f. o χ2

red y
es definida por:

χ2
d.o.f. ≡

χ2
min

n− p
(2.23)

donde χ2
min denota el valor mı́nimo de la función χ2

n, n corresponde al número de datos
observacionales utilizados para acotar y calcular los p parámetros libres de la teoŕıa.

La ventaja y utilidad de calcular el valor de χ2
red consiste en que su magnitud es más

independiente del número de datos observacionales utilizados para estimar valores de
parámetros libres de un modelo, en comparación al valor de χ2

min. Debido a que el valor
del mı́nimo de la función χ2

n permite medir la calidad de ajuste del modelo en cuestión a
los datos observacionales, resulta muy útil tener un valor del mı́nimo de χ2

n independiente

del número de datos utilizados, ya que esto permite comparar entre diferentes mı́nimos
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de χ2
n, obtenidos a partir de diferentes muestras de datos observacionales que contienen

diferentes cantidades de números de datos n, para observar la calidad de ajuste del
modelo a los diferentes grupos de datos utilizados para probarlo y poder comparar
entre ellos.

2.3. Intervalos de confianza y barras de error

Usualmente, necesitamos conocer la presición con la cual han sido determinados los
valores del vector X0, es decir las mejores estimaciones de los parámetros libres de la
teoŕıa, esto nos dice, que además de los valores que minimizan a la χ2 (x0

i ) tenemos que
dar un descripción más completa de la distribución total ó al menos, debemos dar un
grado de confianza a nuestras estimaciones.

La fdp es una función definida en el espacio de parámetros, donde, cada parámetro tiene
un rango de validez, en nuestro caso los parámetros pueden tomar valores en el intervalo
(0,∞). Un intervalo de confianza es justamente una región del espacio de parámetros
p-dimensional, que contiene un cierto porcentaje de la distribución de probabilidad
total. Nosotros hemos de representar gráficamente la región en el espacio e indicar a que
porcentaje corresponde, diciendo por ejemplo, “existe un 68% de probabilidad de que el
valor real del parámetro estimado se encuentre dentro de esta región, alrededor del valor
ya estimado”. T́ıpicamente se suelen indicar las regiones con un: 68.3%, 90%, 95.47%,
99% y 99.73% de probabilidad. Lo ideal, es que las regiones obtenidas sean compactas y
bastante centradas alrededor de la mejor estimación, ya que lo que queremos es generar
confianza en la medición.

Valores constantes de la función χ2 como ĺımites de confiabilidad

En secciones anteriores hemos denotado por χ2
min al valor que toma la función χ2 en

X0. Si el vector de parámetros X es perturbado alrededor del mı́nimo X0, entonces el
valor de la χ2 tenderá a aumentar. La región dentro de la cual χ2 se incrementa (no
más de una cantidad fija ∆χ2)define una región en el espacio p-dimensional alrededor
de X0. Para ∆χ2 grande, corresponde una región grande, en cambio, si ∆χ2 es pequeño,
la región también lo será. Un incremento ∆χ2 intermedio debe contener a las regiones
correspondientes al 68.3%, 90%, etc. de probabilidad de distribución. Estas regiones
intermedias son tomadas como las regiones de confianza de los parámetros X0, una
pregunta natural en este punto es; ¿Cuál es el valor exacto del incremento ∆χ2 que
corresponde a las regiones deseadas?, para contestar a esta pregunta, existen una serie
de teoremas [25], los cuales nos permiten fijar fronteras ∆χ2 a fin de calcular elipses de
confianza, elipsoides, u objetos de más grandes dimensiones, dependiendo de el número
de parámetros de la teoŕıa. Para aplicar dichos teoremas, tenemos que establecer el
valor de probabilidad deseado ν, por ejemplo ν = 0.68. En el cuadro 2.1 se muestran

24
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Cuadro 2.1: ∆χ2 como función del nivel de confianza ν y del número de parámetros de
interés.

p
ν 1 2 3 4 5 6

68.27% 1.00 2.30 3.53 4.72 5.89 7.04
90% 2.71 4.61 6.25 7.78 9.24 10.6

95.45% 4.00 6.18 8.02 9.72 11.3 12.8
99% 6.63 9.21 11.3 13.3 15.1 16.

99.73% 9.00 11.8 14.2 16.3 18.2 20.1
99.99% 15.1 18.4 21.1 23.5 25.7 27.9

valores fijos para el incremento que debe implementarse dependiendo del número de
parámetros p y de la región de probabilidad que deseemos englobar.

Aproximación Cuadrática media

Las medidas y formas de las barras de error pueden ser calculadas de diferentes maneras,
lo cual puede depender del comportamiento observado en las fdp’s, en esta sección se
presenta el método de la aproximación cuadrática media, el cual es ampliamente usado
en la literatura del tema, a la vez, se presenta el resultado obtenido con el método usual
para encontrar las medidas de tendencia central de una distribución cualquiera, en el
cual se calculan los valores de expectación.

En algunas ocasiones resulta más conveniente trabajar con el logaritmo de la probabil-
idad que con la fdp posterior, por lo que definimos:

L ≡ Ln[Prob(X|D, I)] (2.24)

como la función logaritmo es una función monótona creciente, el máximo de L ocurre
precisamente en el mismo punto que el de la fdp posterior, por lo que, en el caso de
dos parámetros (X, Y ), el sistema (2.22) para la función L se convierte en:

∂L

∂X

∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

= 0
∂L

∂Y

∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

= 0 (2.25)

Para obtener los niveles de confianza de las mejores estimaciones es necesario analizar la
dispersión de la distribución alrededor del punto mı́nimo (X0, Y0). El comportamiento
local de la función L se puede realizar utilizando su expansión en serie de Taylor, la
cual es útil para calcular valores aproximados de funciones, para este caso particular a
segundo orden se obtiene la aproximación:

L = L(X0, Y0) +
1

2

[

∂2L

∂X2

∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

(X −X0)
2 +

∂2L

∂Y 2

∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

(Y − Y0)
2 (2.26)
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+2
∂2L

∂X∂Y

∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

(X −X0)(Y − Y0)

]

+ · · · ,

dado que X0 y Y0 son definidos por las ecuaciones (2.25) es que en la serie de Taylor
(2.26) no aparecen los términos correspondientes a las primeras derivadas de la función
L. Para simplificar un poco la expresión (2.25), notemos que el primer término es
simplemente una constante, por lo que no contiene información acerca de la distribución
y hace que los tres términos cuadráticos sean los dominantes, son precisamente ellos
los que contienten la información sobre el ancho de la fdp y los que juegan un papel
fundamental en el análisis de confiabilidad, por simplicidad, los renombraremos de la
siguiente forma:

A ≡
(

∂2L

∂X2

)
∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

, B ≡
(

∂2L

∂Y 2

)
∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

, C ≡
(

∂2L

∂X∂Y

)
∣

∣

∣

∣

(X0,Y0)

(2.27)

sustituyendo estas simplificaciones y cambios de notación en (2.26) obtenemos la aprox-
imación cuadrática:

L(X, Y ) =
1

2

[

A(X −X0)
2 +B(Y − Y0)

2 + 2C(X −X0)(Y − Y0)
]

≡ 1

2
Q(X, Y ) (2.28)

el criterio de la segunda derivada para máximos y mı́nimos dicta algunas propiedades
para los coeficientes A, B y C:

A < 0, B < 0, AB − C2 > 0.

Si nos interesamos en el caso de conocer el valor solamente de la variable X , tendŕıamos
que integrar sobre el rando de Y a la probabilidad conjunta Prob(X, Y |D, I) para
obtener la fdp de una variable:

Prob(X|D, I) =

∫

Prob(X, Y |D, I)dY. (2.29)

Mediante el uso de la aproximación cuadrática se puede resolver esta integral de forma
anaĺıtica y demostrar que la distribución marginal para X es simplemente una fdp
Gausiana [24] cuya mejor estimación sigue siendo X0 y su barra de error asociada es
dada por:

σX =

√

−B

AB − C2
. (2.30)

De forma análoga se obtiene una expresión para la dispersión en la variable Y :

σY =

√

−A

AB − C2
. (2.31)

Otra forma de encontrar las barras de error es en términos de la varianza de la fdp

posterior para cada parámetro, la cual también nos da una medida de su dispersión.
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Formalmente la varianza es definida a ser el valor de expectación del cuadrado de las
desviaciones de la mejor estimación, asumiendo una fdp normalizada, en el caso de dos
variables tenemos:

σ2
X ≡< (X −X0)2 >≡

∫ ∫

(X −X0)2Prob(X, Y |D, I)dXdY, (2.32)

la ráız cuadrada de la varianza es llamda la desviación estándar del parámetro X , en
el caso de la aproximación cuadrática las expresiones (2.30) y (2.31) para la desviación
estándar coinciden con las obtenidas del cálculo de valores esperados. La expresión para
σY se obtiene de la misma forma que (2.32) cambiando unicamente X por Y . A demás
de las desviaciones particulares de cada parámetro, se pueden calcular las desviaciones
simultáneas de X y Y y dar aśı una medida de la correlación entre parámetros inferidos,
la covarianza σ2

XY está dada por la expresión:

σ2
XY ≡< (X−X0)(Y −Y 0) >≡

∫ ∫

(X−X0)(Y −Y 0)Prob(X, Y |D, I)dXdY, (2.33)

si evaluamos la integral (2.33) usando la aproximación cuadrática se obtiene el resultado:

σ2
XY =

C

AB − C2
(2.34)

Es importante mencionar que no hay una convención sobre como cuantificar las barras
de error. Algunas veces se usa la desviación 1−σ del ajuste χ2, la cual puede obtenerse
mediante el uso del cuadro 2.1. En nuestro análisis defniremos las incertidumbres de
los parámetros como la ráız cuadrada de la dispersión de los datos a partir de la mejor
estimación, es decir, las barras de error serán simétricas y su expresión formal es dada
por la ecuación (2.32).
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Capı́tulo 3
Curvas de Rotación y Modelos de masa

En astronomı́a, la mayor parte de la información respecto a la presencia de difrentes
tipos de masas proviene de la medición de fotones a diversas longitudes de onda, por
ejemplo, los gases muy calientes emiten rayos X, mientras que las estrellas producen
la mayor parte de su enerǵıa a longitudes de onda ópticas. Algunos gases atómicos o
moleculares en el medio interestelar exhiben lineas de emisión a longitudes de onda de
radio. En adición, hay objetos no luminosos cuya existencia puede ser inferida de otras
consideraciones. Por ejemplo el número de remanentes estelares no luminosos pueden
ser estimados de la población estelar y de la teoŕıa de la evolución estelar.

En algunas ocasiones, la presencia de alguna cantidad de materia se manifiesta única-
mente a través de efectos gravitacionales. Usaremos el término materia oscura (DM)
para denotar materia cuya existencia se basa en que únicamente interactúa con la mate-
ria por medio de la fuerza de gravedad. Por lo tanto, la forma más adecuada de estudiar
a la materia oscura es determinando la masa total de objetos astronómicos partiendo
de su dinámica observada y comparando esta masa “dinámica” con la masa inferida de
la cantidad de luz emitida por ellos. Una discrepancia entre ambas masas indicaŕıa la
presencia de materia oscura.

La forma en que se determinan las masas dinámicas de los objetos, sin embargo, no es
una tarea trivial, la dificultad consiste en que incluso obervaciones perfectas no pueden
siempre proveer información suficiente y necesaria para construir de forma completa
modelos teóricos que las describan. Parte de la importancia de construir modelos de
masa es notable si tomamos en cuenta que la distribución de materia en estructuras
cosmológicas es una propiedad fundamental, que dicta la evolución de dichas estruc-
turas, este hecho es especialmente cierto para las estrellas, cuya evolución depende casi
completamente de su masa inicial (y composición qúımica). En la evolución de galaxias
la distribución de masa también tiene un papel fundamental; en los primeros tiempos
del universo la formación estelar era más eficiente en galaxias masivas, sin embargo,
ha medida que el universo ha ido envejeciendo la formación de estrellas ha ido extin-
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guiéndose en sistemas masivos y pasando ha ser más eficiente en galaxias pequeñas,
éste es un fenómeno llamado “downsizing”. La presencia de este fenómeno nos permite
saber que las estrellas más viejas se encuentran en los sistemas más masivos, donde la
formación estelar se ha ido frenando. La relación de eficiencia de formación y extinción
de estrellas es entonces modulada por la masa total de la galaxia.

Las estrellas y el gas que se encuentran en las galaxias espirales se mueven sobre un disco
plano en órbitas apróximadamente circulares. La cinemática de un disco está fuerte-
mente determinada por su curva de rotación Vc(R), la cual expresa la velocidad de
rotación como función de una distancia R del centro de la galaxia. Curvas de rotación
para múltiples galaxias han sido medidas usando una gran variedad de técnicas, las más
comunes se basan en espectroscoṕıa de lineas de emisión de HII, interferometŕıa de las
ĺıneas de emisión de gas fŕıo o en las galaxias como la v́ıa láctea y Andrómeda es posi-
ble obtener las curvas de rotación que describen las estrellas en su interior. En nuestros
análisis utilizaremos las mediciones de HI de la muestra THINGS, cuyas caracteŕısti-
cas principales serán mencionadas en secciones posteriores. La figura (3.1) muestra dos
ejemplos de curvas de rotación de HI en galaxias espirales, en las que se puede observar
que al principio (para radios pequeños) la velocidad crece rápidamente y comienza a
ser casi constante en el resto del disco. Este es el comportamiento más común que ha
sido observado en las mediciones de HI y en las curvas de rotación de estrellas, por lo
que, actualmente representa una de las caracteŕısticas de galaxias espirales.
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Figura 3.1: La gráfica izquierda es la curva de rotación medida para la galaxia NGC3198,
y la del lado derecho corresponde a la galaxia NGC2903

La curva de rotación es una medida directa de la fuerza gravitacional que actúa sobre
una part́ıcula que se encuentra en el plano galáctico, para determinar las caracteŕısticas
de esta fuerza es necesario conocer la distribución de la masa que la produce, para lo
cual existen diversos métodos. Hay algunos que son capaces de medir la masa de las
galaxias únicamente a grandes escalas, otras técnicas permiten la descomposición en
componentes individuales de masa, tales como; distribución de gas, disco estelar y un
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NGC7793
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Figura 3.2: La curva verde corresponde al disco luminoso, la ĺınea punteada color ma-
genta representa el gas, la cian es la suma de estas dos componentes, mientras que la
morada representa la velocidad observada, todas ellas para la galaxia NGC7793.

halo de materia oscura 1. Cada componente de la galaxia tiene sus propios modelos
para determinar su distribución de masa y sus curvas de rotación asociadas, uno de
los problemas al determinar los modelos de masa de la componente estelar en galaxias
espirales radica en que los movimientos estelares únicamente pueden ser estudiados con
presición en las galaxias más cercanas, tales como Andrómeda y la propia V́ıa Láctea;
en el caso de galaxias distantes se tiene que usar el espectro integrado de enerǵıa y
modelar la curva de rotación asumiendo algún modelo. Una forma de estimar la masa
de la componente estelar consiste en convertir el perfil de brillo superficial observado
en un perfil de densidad superficial de masa, lo cual es posible, mediante el uso de una
relación masa-luminosidad (γ⋆) apropiada, sobre la cual discutiremos más adelante. El
modelo de masa para la distribución de gas asume que este se distribuye en un disco
de ancho cero, la forma exacta de obtener el perfil de densidad superficial de gas HI
será detallada en la siguiente sección.

Una aproximación más general, para derivar la masa de las galaxias utiliza efectos de
lentes gravitacionales (lensing), tanto débiles como fuertes, estos efectos son impor-
tantes cuando la teoŕıa de gravitación utilizada no es la de Newton. En nuestro caso
asumiremos que las galaxias espirales se componen de las tres componentes antes men-
cionadas, para las cuales se calcularán sus contribuciones individuales y conjuntas a
las curvas de rotación para cada galaxia. En la gráfica (3.2) se muestran las curvas
de rotación en la galaxia NGC7793 generadas por las dos componentes luminosas, por
propósitos de comparación también se incluye la curva de rotación observada.

De la gráfica (3.2) podemos notar aspectos que no se observan únicamente en las curvas
de rotación de esta galaxia, por ejemplo, si consideramos la curva de rotación generada

1Por el momento no consideraremos esta componente, únicamente motivaremos su existencia.
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únicamente por el disco estelar y por separado la curva asociada a la distribución de
gas observamos que individualmente no son capaces de reproducir la curva de rotación
observada, incluso, la suma de estas dos curvas se encuentra muy por debajo de la
curva medida, la contribución faltante ha sido el motivo principal para proponer la
existencia de materia oscura (al menos a nivel galáctico), ya que esta discrepancia
entre velocidades circulares nos invita a pensar que en la galaxia hay más masa de la
que hemos tomado en consideración. De aqúı en adelante se añadirá a la galaxia una
componente de materia oscura, denominada “Halo de Materia Oscura” cuyos perfiles
de densidad y curvas de rotación ya han sido mencionados.

3.1. La Distribución de gas

En las galaxias espirales el gas contenido es principalmente Hidrógeno neutral (HI) e
Hidrógeno molecular (HII), afortunadamente a partir de la detección de la ĺınea de
emisión de HI los estudios y resultados en esta área se han incrementado; hoy en d́ıa,
existen observaciones en diferentes longitudes de onda y se han producido mapas de la
distribución de estas componentes. Una de las ventajas al estudiar las ĺıneas de emisión
de HI es que, a diferencia de la luz visible o la radiación ultravioleta, la emisión de
fotones por parte de HI no se extingue a causa del polvo interestelar, adicionalmente,
su corrimiento al rojo y al azul (efecto Doppler) provee información acerca de la ve-
locidad del gas. Por ejemplo, se dice que la ĺınea de emisión de 21 cm es (bajo ciertas
circunstancias) visiblemente delgada, es decir, la cantidad total de HI detectada con
un rango de visión particular puede convertirse directamente en su densidad de masa e
integrarse sobre toda la galaxia para obtener la masa total de HI contenida en ella. La
derivación de la curva de rotación asociada con el hidrógeno neutral se realiza asumien-
do que el gas se distribuye en un disco delgado de ancho cero cuyo perfil de brillo radial
decae exponencialmente, por lo que podemos hacer uso de la ecuación (1.65) en la cual
hemos de especificar la masa o la densidad del gas. Las densidades superficiales de las
diferentes galaxias deben corregirse por un factor2 igual a 4/3 para tomar en cuenta
la contribución del Helio (He), es necesario recalcar que en las distribuciones de masa
axialsimétricas, las leyes que gobiernan a las distribuciones esféricas no son aplicables
en general, por ejemplo, uno de los resultados más importantes en el caso esféricamente
simétrico nos dice que la distribución de masa fuera de un radio particular no afecta
la fuerza efectiva que experimenta una part́ıcula de prueba en ese punto [ver ecuación
(1.27)], lo cual no es universalmente válido en el caso de un disco. En el caso espećıfico
de una distribución de masa sobre un disco con una prominente depresión central, una
part́ıcula de prueba localizada en, o cerca de, ella puede sentir una fuerza neta hacia

2El factor 4/3 se deriva utilizando la relación de abundancia helio-hidrógeno: nHe

nHI
= 1

12
y tomando en

cuenta la relación entre sus masas atómicas mHe

mHI
≈ 4, entonces, para obtener la relación entre las masas

totales basta con multiplicar el número de átomos de un cierto elemento por su masa correspondiente,
obteniendo; MHe = mHenHe =

1

3
mHInHI = 1

3
MHI .
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afuera. Una interpretación literal en el contexto de gravedad Newtoniana debeŕıa im-
plicar una masa negativa y una velocidad de rotación imaginaria, y entonces un valor
negativo para el cuadrado de la velocidad. Aqúı, seguiremos la convención utilizada en
la literatura de curvas de rotación: graficaremos las velocidades de rotación imaginarias
como velocidades negativas teniendo en mente que, de hecho, es la velocidad al cuadra-
do la que es negativa y recordando que no representa una contrarotación o la presencia
de materia repulsiva o algún otro fenómeno exótico. Un buen ejemplo de este fenómeno
se aprecia en la curva de rotación de la galaxia NGC3031.

Finalmente, la forma práctica de modelar la curva de rotación asociada a la distribución
de gas se hace usando lo descrito en los párrafos anteriores, utilizando los datos con-
tenidos en el cuadro 3.1 y las rutinas de GIPSY; ELLINT y ROTMOD, las cuales son
apropiadas par distribuciones axialsimétricas con las caracteŕısticas que necesitamos.
La manera de realizar este procedimiento consiste en los siguientes pasos:

1.- Descargar la imagen a analizar en formato .FITS.

2.- Convertir a esta imagen en dos archivos, uno .image y el otro .descr, esto es
a fin de tener una imagen y un descriptor, este procedimiento se hace con
la rutina RFITS y es necesario especificar algunos parámetros de la galaxia,
tales como la posición del centro.

3.- Utilizar la rutina ELLINT para obtener la distribución de masa superfi-
cial, en este paso necesitamos los dos archivos del punto anterior. La rutina
ELLINT descompone el disco en anillos, es suficiente con especificarle el
número de anillos en que queremos que divida la imagen e indicar el an-
cho de cada uno, los cuales se especifican manualmente, para cada anillo
la rutina ELLINT nos da la opción de especificar un ángulo de inclinación
diferente, en nuestro caso consideraremos que todos los anilllos recaen sobre
el mismo plano, por lo que se utiliza una inclinación constante. Esta rutina
nos permite apreciar gráficamente la distribución de masa a lo largo de la
galaxia, la figura 3.3, presenta dos gráficas obtenidas con los datos tabulados
por ELLINT.

4.- Una vez obtenida la distribución de masa, tenemos todos los ingredientes
para calcular la velocidad circular, lo cual se hace mediante la rutina ROT-
MOD.

3.2. La Distribución estelar

La distribución estelar es una de las componentes visibles más notorias de una galaxia
espiral. Las galaxias brillan debido a que sus estrellas rad́ıan la enerǵıa que producen v́ıa
reacciones nucleares, emitiendo fotones con diferentes longitudes de onda, modelando
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Figura 3.3: Densidad superficial de gas HI en las galaxias NGC2841 y NGC5055, ambas
son medidas en M⊙ · pc−2

la luz emitida por todas las estrellas contenidas en una galaxia, en principio, es posible
determinar la masa estelar responsable de tal radiación.

La teoŕıa de la evolución estelar describe la cantidad de enerǵıa liberada por una estrella
como función de su masa inicial, sin embargo, determinar la masa total de la galaxia
no es una tarea sencilla, ya que no todas las estrellas brillan con la misma intensidad,
una cierta fracción de estrellas evolucionadas han ido dejando de brillar pero no de
contribuir a la masa de la galaxia ya que ahora se encuentran en forma de remanentes
estelares, tal es el caso de, las enanas blancas, estrellas de neutrones y hoyos negros.
La suma total de estrellas “vivas” y de los remanentes estelares forman la masa estelar
total de la galaxia.

Para modelar el disco estelar, nosotros usaremos el perfil de brillo superficial emitido,
modelándolo como un disco radial con cáıda exponencial de ancho zd =

1
5
Rd, en algunos

art́ıculos modelan la componente estelar como una distribución axialsimétrica de ancho
cero argumentando que la corrección al ancho no afecta de manera significativa los
resultados [29]. En el caṕıtulo 1 hemos deducido que la velocidad de rotación que
experimenta una part́ıcula de prueba, que se encuentra dentro de una distribución
de masa axialsimétrica de ancho no nulo, es descrita por la ecuación (1.75) donde
hemos de especificar la densidad superficial central Σ0 y el factor de escala Rd, en
particular, la densidad de masa superficial puede especificarse, bajos ciertas suposicones,
convirtiendo el perfil de brillo observado en un perfil de masa, el propósito de esta sección
es desarrollar el método que nos permite realizar dicha conversión.

El perfil de brillo superficial del disco luminoso tiene usualmente una cáıda exponencial
dada por la expresión:

I(R) = I0e
−R/Rd (3.1)

donde, R ≡ coordenada en el plano del disco, I0 es la densidad central del brillo super-
ficial y Rd es el factor de escala del disco.
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Integrando (3.1) sobre el radio R obtenemos la luminosidad total del disco:

Ltot ≡
∫ ∞

0

∫ 2π

0

I(R)dθdR = 2πI0R
2
d

Los astrónomos observan y miden el “brillo superficial proyectado sobre el firmamento”,
µ(R), el cual es usualmente medido en la banda V (visual) en unidades de magnitud por
arco-segundo al cuadrado, es necesario establecer una relación entre el brillo superficial
y el brillo superficial proyectado.

Si la densidad de brillo superficial es I, que se mide en unidades de LV⊙ por par-
sec cuadrado (donde LV⊙ es la luminosidad en la banda visual del sol), entonces la
relaciń entre IV y µ es definida por:

IV (R) ≡ 10(2/5)(26.4−µ(R)) · LV ⊙/pc
2 (3.2)

IV (R) es un brillo superficial arbitrario, medido en la banda visual. En nuestro caso
trabajaremos en la banda de 3.6µm, cuya relación para el perfil de brillo es totalmente
análoga al caso de la banda visual:

I3.6(R) ≡ 10(2/5)(C
3.6−µ3.6(R)) · L3.6

⊙ /pc2 (3.3)

donde C3.6 es una constante para convertir mag · arcseg−2 a L⊙pc
−2, su valor es deter-

minado en el art́ıculo de Se-Heong [26] y es:

C3.6 = 24.80 mag ·arcseg−2 (3.4)

Las relación (3.3) es general para cualquier función µ3.6(R), además si quisiéramos
obtener el perfil de brillo en alguna otra banda, es suficiente cambiar el valor de 3.6 por
el de la banda deseada y obtener el valor apropiado para la constante C, en el caso del
visual C = 26.4.

El brillo superficial del disco (3.1), en la banda de 3.6µm, toma la expresión:

I3.6(R) = I3.60 · e−R/Rd (3.5)

En algunas ocasiones será necesario utilizar I3.6 y en otras utilizaremos µ3.6 por lo que
es útil establecer la forma de encontrar cada uno en términos del otro; utilizando la
ecuación (3.3), encontramos la relación:

µ3.6(R) = C3.6 −
(5

2

)

Log10

[ I3.6(R)

L3.6
⊙ /pc2

]

(3.6)

las relaciones (3.3) y (3.6) son fórmulas generales para relacionar los dos brillos super-
ficiales, sin importar si I3.6(R) tiene un comportamiento exponencial o algún otro, para
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el caso particular en el que su comportamiento es exponencial, sustituimos la ecuación
(3.5) en (3.6) y obtenemos:

µ3.6(R) = C3.6 −
(5

2

)Ln(I3.60 )

Ln(10)
+
(5

2

) 1

Ln(10)

( R

Rd

)

(3.7)

Usualmente uno de los parámetros observados para cada galaxia es la componente
central de brillo superficial proyectado (µ0), por lo cual es conveniente expresar (3.7)
en términos de dicha componente:

µ3.6(R) = µ3.6
0 +

(5

2

) 1

Ln(10)

( R

Rd

)

(3.8)

donde,

µ3.6
0 ≡ C3.6 −

(5

2

)Ln(I3.60 )

Ln(10)
(3.9)

La relación general entre la densidad superficial de masa Σ(R) y el brillo superficial
I(R) a cualquier longitud de onda, λ, está dada por el factor γλ

⋆ :

Σ(R) = γλ
⋆ · Iλ(R) (3.10)

notemos que el factor γλ
⋆ tiene unidades3 de M⊙/luminosidad, además tiene un perfil

asociado que lo describe a lo largo de un objeto astronómico, que puede ser descrito
como función del radio, aunque por lo general se considera constante. En nuestro análisis
se usan los perfiles obtenidos para la banda de 3.6µm.

La expresión (3.10) puede ser descrita en términos de las componentes centrales, en
nuestro caso de interés toma la forma:

Σ(R) = γ3.6
⋆ · I3.60 e−R/Rd = Σ0e

−R/Rd (3.11)

El factor Σ0 = γ3.6
⋆ · I3.60 representa la misma información que el utilizado en el caṕıtulo

1, para la descripción de discos delgados y anchos, por lo que en el caso R → ∞, la
masa total del disco es:

Md = 2πΣ0R
2
d = 2πR2

dγ
3.6
⋆ · I3.60 (3.12)

Con esta forma de relacionar la masa podemos expresar la velocidad circular en térmi-
nos de los nuevos parámetros, lo cual es importante, ya que son estos parámetros son
los que usualmente se conocen mediante las observaciones, las expresiones para la ve-
locidad circular en los casos de discos delgados (1.65) y achos (1.75) se convierten
respectivamente en;

v2c (R) = Gπγ3.6
⋆ · I3.60

(R2

Rd

)

·
[

I0

( R

2Rd

)

K0

( R

2Rd

)

− I1

( R

2Rd

)

K1

( R

2Rd

)

]

(3.13)

3De aqúı en adelante no mencionaremos las unidades de γλ
⋆ .
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v2c (R) = (2πG)γ3.6
⋆ I3.60 R

∫ ∞

0

dkJ1(kR)k
R2

d
(

1 + (kRd)2
)3/2

F(k, zd) (3.14)

En general, las mediciones de γλ
⋆ a diferentes longitudes de onda son afectadas por

múltiples factores, tales como, polvo, edad, metalicidad, función de masa inicial (IMF)
y formación estelar reciente, los cuales generan incertidumbre en el valor inferido para
γ⋆, con el propósito de eliminar algunos de éstos problemas, han sido hechas algunas
suposiciones para el valor de γ⋆, por ejemplo, modelos de disco mı́nimo o máximo nos
permiten acotar la contribución de la distribución estelar y a la vez nos dan cotas para
las propiedades del halo oscuro.

Una de las principales incertidumbres al momento de determinar el valor γλ
⋆ es la función

de masa inicial para la cual han sido construidos distintos modelos, por mencionar
algunos de lo más usados; Kroupa, Salpeter y diet Salpeter.

Usando modelos de śıntesis de población estelar Bell y Jong [27] mostraron que los
resultados de la función de masa inicial de Salpeter para las masas de discos estelares
son demasiado grandes para ser coherentes con las restricciones dinámicas proventientes
de las curvas de rotación, para hacer que los resultados sean consistentes con las curvas
de rotación ellos hicieron un escalamiento de la masa del disco estelar abajo de un
factor de 0.7, introduciendo aśı una función de masa inicial equivalente a la de Salpeter
pero con un número reducido de estrellas y denominada “diet” Salpeter. Esta función
diet Salpeter es la función de masa inicial con la mayor cantidad de masa permitida
por los estudios de dinámica galáctica. Estudios sobre la población de estrellas en la
v́ıa láctea sugieren un modelo de función de masa inicial (Kroupa) que produzca masas
más bajas [31]. La función de diet Salpeter es más masiva que la de Kroupa por un
factor de 1.4. Una discusión acerca de las funciones iniciales de masa puede consultarse
en los art́ıculos de Leroy [32] y Bell [33].

En nuestro caso la elección de γ⋆ asume como función de masa inicial la de diet Salpeter
y usa una aproximación emṕırica basada en los resultados derivados por el experimento
“Two Micron All Sky Survey (2MASS)”[34] en el cual están contenidas todas las galax-
ias de la muestra THINGS, además se utilizan las relaciones derivadas por Se-Heon
[26].

3.3. La Distribución de materia oscura

Como se ha mencionado a lo largo de la tesis, observaciones recientes de curvas de
rotación de galaxias espirales indican la presencia de materia osucura en estos objetos
[36],[8]. En el presente, el modelo cosmológico del universo más aceptado es el llamado
modelo “Λ Cold Dark Matter (Λ−CDM)”, el cual involucra una constante cosmológica,
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Λ, y propone que el universo está constituido por materia oscura fŕıa 4 sin colisiones.
Simulaciones hechas con este modelo cosmológico han tenido gran éxito en la descrip-
ción de estructuras a gran escala en el universo [37], sin embargo, presenta algunos
problemas a escalas pequeñas del tamaño de galaxias. Resultados provenientes de sim-
ulaciones cosmológicas que usan el modelo Λ−CDM sugieren que los perfiles de densidad
de halos de materia oscura deben ser casi universales, independientes de la masa del
halo. Uno de los perfiles más usados proveniente de estas simulaciones es el perfil de
NFW (cuya descripción fue dada en la sección 1.2.1) el cual predice que el perfil de
densidad de materia oscura tiene un incremento cerca del centro galáctico que puede
ser aproximado por una ley de potencias ρ ∼ Rα con α ∼ −1− ∼ 1.5, dando lugar a un
pico caracteŕıstico en el centro de las galaxias, sin embargo, extensas determinaciones
observacionales de la densidad central indican que las halos de materia oscura pueden
ser mejor descritos por un perfil de densidad constante en la parte interna (ρ ∼ Rα con
α ≈ 0). El estudio de curvas de rotación galácticas ha tomado un papel fundamental
en el debate de este problema, una parte del debate se centra en los posibles errores
sistemáticos en las observaciones, resolución de los datos, precisión de los centros de las
galaxias aśı como la presencia de movimientos no circulares.

Otro de los modelos de halo oscuro que se utiliza ampliamente es el modelo de Burkert,
el cual es un modelo fenomenológico que contiene una densidad central constante, este
modelo ha sido descrito en la sección 1.2.1, a diferencia del modelo de Navarro-Frenk-
White, el modelo de Burkert tiene una densidad constante en la parte interna de la
galaxia.

Una forma de ilustrar la distribución de materia oscura dentro de una galaxia es uti-
lizando un perfil de densidad para el cual hemos de inferir sus parámetros libres, la forma
de realizar este procedimiento es, como primer paso, calcular la contribución bariónica
(estrellas y gas) a la curva de rotación observada. La componente de gas puede ser
descrita directamente de las regiones integradas de HI, la descripción del disco estelar
luminoso resulta menos trivial, ya que requiere el conocimiento previo del factor de
conversión masa-luminosidad, γ⋆, el cual depende de múltiples factores y utiliza una
función de conversión entre la luminosidad y la masa de una galaxia.

Una manera de acotar la cantidad máxima y mı́nima de materia oscura contenida en
una galaxia espiral es asumir un modelo de disco mı́nimo y máximo respectivamente;
en el caso del modelo de disco mı́nimo, se asume solamente una distribución esférica
de materia oscura, un factor de conversión γ⋆ = 0 para el disco luminoso y se omite
la presencia del disco de gas HI, usando la ecuación encontrada en el caṕıtulo 1 (1.29)
obtenemos la masa total bajo la suposición de que la velocidad observada se debe
completamente a la materia oscura [28]. En general, el modelo de disco mı́nimo es una
buena descripción de galaxias enanas y de galaxias con perfil de brillo superficial bajo.
El modelo de disco mı́nimo da un excelente ĺımite superior a la cantidad de materia
oscura en cada galaxia. En el caso del modelo de disco máximo (halo mı́nimo), cuya

4Materia formada por part́ıculas no relativistas.
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hipótesis maximiza la contribución del disco estelar a la curva de rotación, notamos que
se impone un ĺımite superior a γ⋆ o, equivalentemente, un ĺımite inferior a la contribución
de masa del halo oscuro. Sin embargo, estos dos modelos, no son capaces de determinar
de manera precisa la cantidad total de materia oscura galáctica, solo son útiles para
fijar las contribuciones máximas y mı́nimas de ella en cada galaxia.

Los modelos que usaremos para describir la curva de rotación generada por los halos de
materia oscura son los modelos de NFW y de Burkert, la derivación de sus expresiones
respectivas para la velocidad circular generada por sus distribuciones esféricas de masa
es dada en las secciones 1.2.1 y 1.2.2 del caṕıtulo 1, las cuales tienen las formas:

v2cNFW (r) =
4πGρ0r

3
s

r

[

− r

r + rs
+ ln

(rs + r

rs

)]

,

v2cBur(r) =
πGρ0r

3
s

r

(

ln
[(

1 +
r

rs

)2(

1 +
r2

r2s

)]

− 2 arctan
[ r

rs

])

.

La velocidad circular generada por cada halo oscuro tiene dos parámetros libres, rs y
ρ0, que pueden ser inferidos utilizando las observaciones y un ajuste estad́ıstico χ2.
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3.4. La muestra THINGS

En caṕıtulos y secciones anteriores se han presentado curvas de rotación galácticas y
distribuciones de gas para diferentes galaxias, todo esto, sin mencionar debidamente
la fuente de donde fueron extráıdos los datos para cada galaxia ni sus propiedades
particulares. En este caṕıtulo, se detalla brevemente la muestra de galaxias analizada
en esta tesis, los detalles técnicos y sistemáticos sobre la muestra y sus mediciones
pueden ser consultados en la referencia [19].

En décadas anteriores, estudios del medio interestelar atómico, realizados utilizando la
emisión de fotones por hidrógeno neutral en la longitud de onda de 21 cm, han demostra-
do ser fundamentales para el entendimiento de los procesos que dan lugar a la formación
estelar, a la dinámica y estructura del medio interestelar y la distribución de materia
oscura en galaxias espirales, abordando aśı las cuestiones principales relacionadas con la
evolución de las galaxias. A partir de la detección de la ĺınea de emisión de fotones por
HI (cuyas restricciones dictadas por la estructura hiperfina, fueron predichas en 1945
por Van de Hulst), esta longitud de onda ha sido utilizada como base para los estudios
de gas atómico, tanto en nuestra galaxia como en otras, sin embargo, fue hasta después
de que los interferómetros de radio entraron en operación cuando comenzó a ser factible
obtener imágenes detalladas espacialmente resueltas de HI de galaxias externas.

Después de las primeras observaciones hechas con grandes interferómetros (al final de
la década de 1970), múltiples galaxias han sido analizadas cada vez con una mayor
resolución y sensitividad y, debido a ésto, el progreso en la forma de obtener medi-
ciones de HI ha sido notable, sin embargo, antes de las observaciones realizadas en el
experimento THINGS, la carencia de alta resolución en las observaciones previas de HI
para muestras significativas de galaxias cercanas haćıa que resultara imposible realizar
un estudio sistemático de las caracteŕısticas f́ısicas y dinámicas del medio interestelar
atómico. Un problema adicional se deb́ıa a que el brillo superficial emitido por HI es
muy bajo y por lo tanto es necesario recolectar información de áreas extensas.

El experimento “The HI Nearby Galaxy Survey” (THINGS) es un estudio realizado con
una alta resolución espectral y espacial de las ĺıneas de emisión generadas por HI en 34
galaxias cercanas, obtenidas en el “Very Large Array (VLA)” del Observatorio Nacional
de Radioastronomı́a NRAO. El objetivo central del experimento THINGS fue obtener
observaciones con una alta resolución del medio interestelar atómico de una muestra
substancial de galaxias cercanas y de este modo obtener caracteŕısticas fundamentales
del medio interestelar relacionado con la morfoloǵıa de galaxias, con tasas de formación
estelar, luminosidades absolutas, distribuciones de masa y metalicidades.

Algunas caracteŕısticas fundamentales de la base de datos recolectados por el experi-
mento THINGS son su sensitividad homogénea y su alta resolución espacial y de veloci-
dad, las cuales constituyen el ĺımite alcanzado por estudios de hidrógeno neutral extra-
galáctico hechos con el VLA. Estas propiedades hacen que las curvas de rotación de HI
en las galaxias pertenecientes a la muestra sean las de más alta calidad disponibles. La
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Figura 3.4: Compendio de las regiones integradas de HI de todas las galaxias de la
muestra THINGS. Todas a la misma escala, es decir, 1 kpc es lo mismo en cm para
todas las galaxias.

mayoŕıa de las galaxias de THINGS fueron extráıdas del experimento “Spitzer Infrared
Nearby Galaxies Survey (SINGS)”, un proyecto diseñado para estudiar las propiedades
del medio interestelar en galaxias cercanas a múltiples longitudes de onda del cual
tomaremos la longitud de 3.6µm.

La figura 3.4 contiene los mapas integrados de HI observados para cada galaxia de la
muestra completa, en cada una el color representa la intensidad de emisión producida
por HI, todas las imágenes fueron hechas utilizando la misma escala f́ısica. Es impor-
tante notar en cada galaxia la complejidad de la distribución del medio interestelar
atómico cerca del centro.

Con el propósito de describir de forma apropiada cada componente de la galaxia y
sus perfiles de brillo superficial luminoso hemos de especificar una serie de parámetros
propios de cada una de ellas, tales como su inclinación, posición del centro galáctico,
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Cuadro 3.1: Parámetros de la muestra THINGS

Galaxia α (2000.0) δ (2000.0) Distancia < i > < P.A > Rd MHI

(hms) (◦
′
”) (Mpc) ◦ ◦ kpc 108M⊙

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

NGC925 02 27 16.5 +33 34 43.5 9.2 66.0 286.6 3.30 45.8

NGC2366 07 28 53.4 +69 12 51.1 3.4 63.8 39.8 1.76 6.49

NGC2403 07 36 51.1 +65 36 02.9 3.2 62.9 123.7 1.81 25.8

NGC2841 09 22 02.6 +50 58 35.4 14.1 73.7 152.6 4.22 85.8

NGC2903 09 32 10.1 +21 30 04.3 8.9 65.2 204.3 2.4 43.5

NGC2976 09 47 15.3 +67 55 00.0 3.6 64.5 334.5 0.91 1.36

NGC3031 09 55 33.1 +69 03 54.7 3.6 59.0 330.2 1.93 36.4

NGC3198 10 19 55.0 +45 32 58.9 13.8 71.5 215.0 3.18 101.7

IC2574 10 28 27.7 +68 24 59.4 4.0 53.4 55.7 2.56 14.8

NGC3521 11 05 48.6 -00 02 09.2 10.7 72.7 339.8 3.09 80.2

NGC3621 11 18 16.5 -32 48 50.9 6.6 64.7 345.4 2.61 70.7

NGC4736 12 50 53.0 +41 07 13.2 4.7 41.4 296.1 2.61 4.00

DDO154 12 54 05.7 +27 09 09.9 4.3 66.0 229.7 0.72 3.58

NGC5055 13 15 49.2 +42 01 45.3 10.1 59.0 101.8 3.68 91.0

NGC6946 20 34 52.2 +60 09 14.4 5.9 32.6 242.7 2.97 41.5

NGC7331 22 37 04.1 +34 24 56.5 14.7 75.8 167.7 2.41 91.3

NGC7793 23 57 49.7 -32 35 27.9 3.9 49.6 290.1 1.25 8.88

(1) nombre de la galaxia; (2) ascención recta; (3) declinación;(4) distancia [19];(5)Valor promedio de la inclinación; (6)valor
promedio de P.A., medido de norte a este y en el plano del firmamento; (7) Radio caracteŕıstico del disco estelar; (8) masa del HI.

radio caracteŕıstico, etc.; en el cuadro 3.1 se muestran algunos de los parámetros más
relevantes cuyos valores numéricos es necesario conocer para los propósitos de los análisis
realizados en caṕıtulos posteriores.

Para restringir y modelar la contribución de la componente estelar a la cinemática total
de la galaxia se usan los datos correspondientes a la banda de 3.6µm obtenidos por el
“Spitzer Infrared Array Camera (IRAC)”, el cual forma parte de SINGS. Uno de los
parámetros más importantes para describir el disco estelar luminoso es γ⋆, el cual, no
es dado en el cuadro 3.1, sino en la sección de resultados concernientes a cada galaxia,
ésto con el fin de explicar el porqué de la elección tomada al fijarlo, la cual se basa en
un análisis de las gráficas correspondientes a este parámetro, las cuales se encuentran
en [3].
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Modelos de masa de galaxias espirales

Hemos analizado las curvas de rotación de 16 galaxias de la muestra THINGS, usando
2 modelos para los halos de materia oscura (NFW y Burkert) cuyos parámetros han
sido determinados asumiendo dos modelos de masa diferentes, en la primera parte se
infieren bajo la suposición de que las galaxias se componen únicamente de materia
oscura (modelo de disco mı́nimo). Un segundo análisis contempla como componentes
de la galaxia el disco luminoso, el gas y el halo oscuro, en este caso la contribución de
materia oscura a cada galaxia es calculada como la contribución no bariónica faltante
para obtener la curva de rotación observada . El cálculo de las curvas de rotación
asociadas al gas y a la componente estelar se hace tomando en cuenta los valores del
cuadro 3.1 y las ecuaciones (1.65) y (3.14). Los parámetros para cada halo se obtienen
usando su expresión correspondiente para la velocidad circular, (1.33) en el caso del
modelo NFW y (1.36) para el modelo de Burkert, y realizando un ajuste χ2. Las barras
de error asociadas a cada parámetro inferido se obtienen del cálculo del valor esperado
de la varianza y su ráız cuadrada (2.32).

La velocidad de rotación total correspondiente al mejor ajuste se define como la suma
de las tres contribuciones:

V 2
c (R) =

4

3
V 2
HI(R) + V 2

⋆ (R) + V 2
halo(R) (4.1)

donde VHI representa la velocidad circular debida a la distribución superficial de HI,
V⋆ se usa para denotar la contribución del disco estelar y Vhalo es usado para agregar la
velocidad de rotación generada por el halo oscuro de acuerdo al modelo asumido.

Dado que tenemos un gran número de figuras, las tablas 4.1 y 4.2 sintetizan los valores
obtenidos de los ajustes para cada galaxia para ambos modelos de halos oscuros. La
tabla 4.1 se refiere al caso del disco mı́nimo, mientras que la 4.2 se refiere al caso en
que se utilizan todas las componentes.
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Cuadro 4.1: Valores de los parámetros en el modelo de disco mı́nimo

Disco mı́nimo

NFW Burkert

Galaxia rs ρ0 χ2 Masa rs ρ0 χ2 Masa

Kpc 107M⊙/pc2 M⊙ Kpc 107M⊙/pc2 M⊙

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)

DDO154 14.455 ± 1.94 0.161 ± 0.026 87.529 6.112 ∗ 109 2.439 ± 0.098 3.273 ± 0.208 33.701 4.713 ∗ 109

NGC2841 4.665 ± 0.101 40.764 ± 1.863 80.189 8.216 ∗ 1011 3.225 ± 0.049 87.739 ± 2.793 212.713 7.5795 ∗ 1011

NGC3031 1.858 ± 0.054 145.22 ± 8.957 483.219 1.540 ∗ 1011 1.353 ± 0.027 2788.322 ± 11.88 499.171 1.481 ∗ 1011

NGC3621 7.893 ± 0.494 3.066 ± 0.335 244.802 1.308 ∗ 1011 3.330 ± 0.038 17.958 ± 0.406 960.602 1.165 ∗ 1011

NGC4736 0.334 ± 0.033 2896.47 ± 821.6 133.28 3.35 ∗ 1010 0.293 ± 0.914 3742.4 ± 3592.69 138.385 3.275 ∗ 1010

NGC7793 8.677 ± 0.454 1.863 ± 0.137 247.757 2.656 ∗ 1010 1.902 ± 0.037 28.923 ± 0.903 403.195 2.221 ∗ 1010

NGC2366 18.615 ± 5.08 0.138256 ± 0.039 324.523 6.379 ∗ 109 1.920 ± 0.033 6.424 ± 0.154 118.889 5.051 ∗ 109

NGC2903 3.911 ± 0.113 23.781 ± 1.492 229.37 2.280 ∗ 1011 2.546 ± 0.052 58.867 ± 2.641 135.445 2.157 ∗ 1011

NGC2976 192538± ∼ 105 7.736 ∗ 10−5
± 0.397 114.262 3.935 ∗ 109 1.77 ± 1.522 25.080 ± 9.08 37.875 4.149 ∗ 109

NGC3198 9.021 ± 0.23 2.442 ± 0.13 166.018 1.975 ∗ 1011 4.496 ± 0.11 10.387 ± 0.54 61.4018 1.794 ∗ 1011

NGC3521 6.776 ± 0.199 9.990 ± 0.579 702.704 4.347 ∗ 1011 3.015 ± 0.15 51.726 ± 5.66 123.337 3.383 ∗ 1011

NGC925b 4622.237 0.00089 137.907 4.699 ∗ 1010 7.975 ± 0.30 2.229 ± 0.09 18.165 4.715 ∗ 1010

NGC2403 6.943 ± 0.161 3.237 ± 0.136 224.952 7.974 ∗ 1010 2.784 ± 0.467 20.575 ± 5.606 1237.87 7.1534 ∗ 1010

NGC5055 4.031 ± 1.04 23.912 ± 8.946 270.126 3.288 ∗ 1011 2.264 ± 0.026 81.137 ± 1.935 1248.52 2.786 ∗ 1011

NGC7331 3.562 ± 0.13 46.025 ± 3.68 87.203 3.23 ∗ 1011 2.360 ± 0.058 110.03 ± 5.736 151.911 3.099 ∗ 1011

(1) nombre de la galaxia; (2-5) muestran los resultados para el modelo NFW; (6-9) exhiben los valores para el modelo de Burkert.
b Las incertidumbres en los parámetros de esta galaxia tal como se apreciar de la figura 4.1 son cantidades muy grandes.

Como se apreciará en las gráficas de velocidad circular, para cada galaxia, la materia
oscura contribuye de formas distintas, en algunas galaxias la curva de rotación produci-
da por la materia bariónica es dominante y en otras es justamente la materia oscura la
que contribuye de forma más significativa a la curva de rotación total. La cantidad de
masa con la que contribuye cada una de las componentes a la masa total de la galaxia
se encuentra en el cuadro 4.3 donde además se indica la razón entre materia oscura y
materia bariónica de acuerdo a cada modelo de halo oscuro.

NGC925

Para esta galaxia se dispone de un total de 96 mediciones. El ajuste de parámetros
χ2 para el modelo de halo oscuro de NFW en el caso de esta galaxia presenta una
peculiaridad, dado que existen más de un par de valores para los parámetros libres que
minimizan a la función χ2, este comportamiento no se presenta en el modelo de halo de
Burkert, donde se nota claramente que hay un mı́nimo. Las gráficas (4.1) muestran el
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Cuadro 4.2: Valores de los parámetros de los halos de materia oscura en el caso en que
se consideran las 3 componentes de la galaxia.

Modelos de galaxias con tres componentes

NFW Burkert

Galaxia rs ρ0 χ2 rs ρ0 χ2

Kpc 107M⊙/pc2 Kpc 107M⊙/pc2

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

DDO154 29.051295 ± 22.35 0.11248 ± 0.0677 0.26 0.414215 ± 2.96 2.94345 ± 2.59 0.39

NGC2841int 3.393 ± 0.091 50.113± ∼ 0 151.386 2.637 ± 3.86 83.913 ± 70.7 118.239

NGC2841ext 2.207 ± 0.94 57.579 ± 31.75 430.488 1.730 ± 4.11 94.731 ± 87.73 496.98

NGC3031 1.459 ± 5.05 57.295 ± 54.30 1362.46 1.274± ∼ 0 74.190± ∼ 0 1274.3

NGC3621 27.694 ± 13.522 0.006 ± 0.011 859.393 0.348 46.551 ± 32.968 988.149

NGC4736int 3.02 ∗ 10−9
± 0.005 2.479 ∗ 10−7

± 1.48 26576.1 8.22 ∗ 10−9
± 0.004 2.780 ∗ 10−7

± 1.47 26576.1

NGC4736aext 0.001 ± 0.004 1.518 ∗ 106 8151.22 0.002 ± 0.009 662594 8148.94

NGC7793 1.997 ± 0.214 2.404 ± 0.481 229.684 0.723 ± 0.388 18.392 ± 10.036 340.595

NGC2366 0.396 ± 0.148 1.655± 103.421 0.236 ± 0.055 6.214 ± 476.1 96.124

NGC2903 3.806 ± 0.531 10.887 ± 2.715 536.069 2.532 ± 0.220 25.788 ± 27.168 362.135

NGC2976 5.860±12.01 0.161±0.14 39.107 0.940 ± 0.144 3.517 ± 0.873 46.889

NGC3198int 1.325 ± 0.45 6.361 ± 0.83 822.302 3.536 ± 0.11 4.660 ± 0.31 467.142

NGC3198aext 58.72 ± 33.07 0.00007± ∼ 104 321.953 38921.6 0.0003± 244.383

NGC3521 4.619 ± 2.099 2.35 ± 0.414 409.745 1.829 ± 0.589 16.421 ± 2.44 299.573

NGC925 34.73 ± 11.125 0.003 ± 0.004 317.76 5.96 ± 0.92 0.069 ± 0.016 290.78

NGC2403 4.395 ± 0.156 3.180 ± 0.246 407.788 1.972 ± 0.198 17.198 ± 3.251 635.426

NGC5055 28.91 ± 1.137 0.108 ± 0.007 3121.31 7.89 ± 0.50 1.311 ± 0.164 2389.87

NGC7331 2.109 ± 0.26 39.077 ± 7.62 235.707 1.761 ± 0.458 56.137 ± 22.776 201.899

(1) nombre de la galaxia; (2-4) muestran los resultados para el modelo NFW; (5-7) exhiben los valores para el modelo de Burkert. aEn el
caso de estas galaxias no se incluyen las barras de error encontradas para los parámetros inferidos debido a que son de un orden mucho
más grande que los valores estimados.

comportamiento de dicha función en ambos modelos para el caso de disco mı́nimo, sin
embargo, el comportamiento es similar para el modelo que contempla las 3 componentes.

Los perfiles de brillo y de γ3.6
⋆ no muestran un gradiente muy marcado, asumiremos

γ3.6
⋆ = 0.65 para el disco estelar, el perfil de brillo superficial luminoso de éste se modela

usando una función con cáıda exponencial con parámetros µ0 = 18.89mag · arcseg−2 y
Rd = 3.3 kpc. Las curvas de rotación se muestran en la figura (4.2), éstas muestran que
la contribución más grande es dada por el disco estelar.
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Cuadro 4.3: Valores de las contribuciones individuales a la masa total de la galaxia.

Modelo de tres componentes

NFW Burkert

Galaxia Mgas M⋆ Mhalo Mhalo/Mbar Mhalo Mhalo/Mbar

108M⊙ 108M⊙ M⊙ M⊙

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

DDO154 3.58 0.415 1.15572 ∗ 109 2.22 6.14915 ∗ 107 0.118

NGC3031 36.4 344.47 3.379 ∗ 1010 0.86 3.404 ∗ 1010 0.86

NGC3621 70.7 481.19 2.844 ∗ 109 0.05 8.715 ∗ 108 0.015

NGC4736int 4.00 471.22 1.79 ∗ 10−23 3.7 ∗ 10−33 3.487 ∗ 10−21 7.3 ∗ 10−32

NGC4736ext 4.00 542.05 0.253 ∗ 107 4.6 ∗ 10−5 0.272 ∗ 107 4.9 ∗ 10−5

NGC7793 8.88 27.54 1.951 ∗ 109 0.49 1.493 ∗ 109 0.38

NGC2366 6.49 7.72 2.693 ∗ 107 0.016 2.8 ∗ 107 0.016

NGC2976 1.36 17.78 22.922 ∗ 107 0.12 20.744 ∗ 107 0.10

NGC3198int 101.7 82.77 4.813 ∗ 1010 2.20 4.47 ∗ 1010 2.20

NGC3198ext 101.7 1296.32 2.148 ∗ 108 0.001 8.5 ∗ 108 0.005

NGC925 45.8 103.45 8.41 ∗ 108 0.056 8.576 ∗ 108 0.057

NGC2403int 25.8 11.01 2.916 ∗ 1010 6.42 2.624 ∗ 1010 5.78

NGC2403ext 25.8 4.58 3.044 ∗ 1010 7.81 2.75 ∗ 1010 7.06

NGC5055 91.0 363.29 12.146 ∗ 1010 2.5 9.863 ∗ 1010 2.03

NGC7331 91.3 848.16 7.668 ∗ 1010 0.79 7.602 ∗ 1010 0.78

(1) nombre de la galaxia; (2) masa debida al hidrógeno neutral; (3) masa correspondiente al disco estelar; (4) masas obtenidas para el
modelo NFW; (5) relación entre la masa del halo y la masa bariónica para el modelo NFW; (6) masa del halo oscuro para el modelo de
Burkert; (7)relación entre la masa del halo de Burkert y la masa bariónica.

NGC2403

Para esta galaxia se dispone de un total de 288 mediciones, el perfil de brillo superficial
del disco luminoso se modela usando dos discos exponenciales, uno interno y otro exter-
no, para el disco interno se tienen los parámetros µ0 = 16.7mag · arcseg−2 y un factor de
escala Rd = 0.41 kpc y para el disco externo; µ0 = 16.9mag · arcseg−2, Rd = 1.81 kpc.
El perfil de γ3.6

⋆ (R) permite aproximar γ3.6
⋆ = 0.6 cuando se modela el perfil de disco

con los parámetros de la parte interna y γ3.6
⋆ = 0.3 para el disco externo.

La figura (4.3) contiene las curvas de rotación para los diferentes modelos considerados.
Podemos apreciar que para NGC2403 la diferencia entre modelar el disco como interno
ó externo no presenta diferencias significativas, ya que la contribución de materia oscura
de ambos halos y para los dos discos tiene prácticamente la misma magnitud. En las
gráficas también se puede observar que el disco estelar y la densidad de masa superficial
de HI contribuyen muy poco a la curva de rotación, lo cual hace que sea necesaria la
presencia de gran cantidad de materia oscura, tal como se indica en el cuadro 4.3 es
necesario que la masa del halo sea mayor que la masa bariónica por un factor de 6
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Figura 4.1: La gráfica de la izquierda es para el modelo NFW, podemos apreciar varios
picos, lo cual indica que existen muchos pares (ρ0, rs) que minimizan la función y son
un buen ajuste para el modelo. En la parte derecha, tenemos la gráfica correspondiente
al modelo de Burkert, en la cual se aprecia claramente un mı́nimo.
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Figura 4.2: NGC925. En ambas gráficas los colores representan la siguiente información:
morado para la curva de rotación medida, gris para el ajuste hecho con el modelo NFW,
cian para el modelo de Burkert, verde para el disco luminoso y magenta para el gas. El
gráfico izquierdo corresponde al caso de disco mı́nimo, en tanto que el derecho contempla
todas las componentes de la galaxia, donde las ĺıneas punteadas superiores representan
la suma de todas las componentes para su modelo de materia oscura correspondiente.
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veces, apróximadamente.
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Figura 4.3: Galaxia NGC2403. La gráfica superior izquierda es el caso de disco mı́nimo,
mientras que la superior derecha es el caso en que se consideran las 3 componentes,
contiene además los dos discos; interno y externo. La gráfica inferior izquierda es para
el disco interno, en ella la ĺınea azul es la velocidad del disco. La gráfica inferior derecha
es para el disco externo, para este disco los colores; verde representa al disco externo,
naranja es para el modelo NFW y el rojo para Burkert. Los colores gris y cian se utilizan
para el disco interno para los modelos NFW y Burkert. El magenta y morado son como
en (4.2).

NGC2841

El perfil de brillo superficial de NGC2841 muestra que se puede aproximar con dos discos
exponenciales, uno interno y otro externo. Descompondremos éstos perfiles usando µ0 =
15.7mag arcseg−2, Rd = 4.20 kpc para el disco externo y µ0 = 13.5mag arcseg−2, Rd =
0.72 kpc. Modelaremos el disco con estos dos perfiles. El gradiente de color no es muy
variado, lo cual nos permite usar γ3.6

⋆ = 0.8 en la parte interna y γ3.6
⋆ = 0.5 para el disco

externo. Las curvas de rotación para los diferentes modelos se encuentran en la figura
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(4.4), donde se observa que el modelo de disco externo provee un mejor ajuste a la curva
de rotación observada que el modelo de disco interno. La forma de la contribución a la
curva de rotación es distinta para ambos discos, sin embargo, la cantidad de materia
oscura requerida para ajustar las observaciones tiene una contribución mayor a la del
disco estelar.
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Figura 4.4: NGC2841. Los colores y gráficos son como en la gráfica (4.3).

NGC2903

Su perfil de brillo superficial puede aproximarse por una sola componente con parámet-
ros µ0 = 13.6mag arcseg−2, Rd = 0.17 kpc, γ3.6

⋆ = 1.3, en particular, el valor usado para
γ3.6
⋆ es un promedio de su perfil observado.

Las curvas de rotación para los diferentes modelos de esta galaxia se encuentran en la
gráfica (4.5). Podemos apreciar que la parte interna no se ajuesta bien con los modelos
considerados, una disminución en el parámetro γ3.6

⋆ reduce la contribución total del
disco estelar, por ejemplo, si lo fijamos igual a cero en los radios internos [3], entonces,
es posible ajustar esta parte de la curva. Este comportamiento cercano al centro de la
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galaxia puede atribuirse a la presencia de una barra en el centro o a movimientos no
circulares.
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Figura 4.5: NGC2903. Los colores y gráficos son como en (4.2).

NGC2976

La galaxia muestra un gradiente de color bien definido, donde γ3.6
⋆ tiene una variación de

0.75 a 0.3. Usaremos en nuestro caso γ3.6
⋆ = 0.55. El ajuste de parámetros del halo oscuro

en el modelo de NFW (Figura 4.6) muestra que la mejor estimación no corresponde a un
par de parámetros único, sino que diferentes pares (rs, ρ0) dan la misma aproximación.
La figura 4.7 contiene las curvas de rotación obtenidas para esta galaxia en las cuales
se aprecia que la contribución del disco estelar es mayor a la de las otras componentes.
NGC2976 representa un ejemplo al caso en que la curva de rotación asociada al halo
oscuro es más débil que la generada por la masa bariónica.

NGC3031

El perfil de brillo superficial de NGC3031 se puede modelar usando un disco exponencial
con parámetros µ0 = 12.2mag arcseg−2 y Rd = 0.25 kpc y asumimos un valor constante
γ3.6
⋆ = 0.8. Las curvas de rotación para los modelos de masa se muestran en la figura

(4.8), en ellas se aprecia claramente que cuando consideramos las tres componentes
de la galaxia el ajuste describe bien la tendencia general de la curva observada, pero,
se desv́ıa de forma significativa de las mediciones, sobre todo en el centro galáctico.
Las discrepancias observadas en estas curvas pueden estar indicando la presencia de
movimientos no circulares importantes.
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Figura 4.6: NGC2976. Función χ2 para los modelos NFW y Burkert.
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Figura 4.7: NGC2976. Los colores y ĺıneas son como en la figura 4.2.

NGC3198

En este caso el perfil de brillo superficial se descompone en dos discos exponenciales.
La componente más interna se describe con los parámetros µ0 = 15.4mag arcseg−2,
Rd = 0.56 kpc, mientras que el disco exponencial externo lo representan mejor los
parámetros µ0 = 16.2mag arcseg−2, Rd = 3.06 kpc. En el caso del disco externo su
curva de rotación asociada es de magnitud comparable a la observada, al menos para
radios pequeños, este hecho, hace que la contribución del halo de materia oscura tenga
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Figura 4.8: NGC3031. Los colores y gráficos son como en (4.2).

una contribución nula a la curva de rotación total, si en vez de modelar el disco estelar
con el perfil externo lo modelamos con los parámetros que describen al disco interno,
entonces, los halos de materia oscura contribuyen de forma significativa e incluso sus
curvas de rotación asociadas rebasan en magnitud a la curva de rotación debida a la
componente estelar.

NGC3521

Trataremos el disco estelar como simple. Un cambio en el gradiente de color es presente.
El valor para γ3.6

⋆ cambia de 1 en el centro a 0.6 en las partes externas, asumiremos
un valor constante γ3.6

⋆ = 0.6. Las curvas de rotación se presentan en la figura 4.10, en
ellas se observa que la componente estelar es la que tiene mayor contribución a la curva
de rotación total derivada, donde, además los modelos NFW y Burkert no presentan
diferencias significativas en sus curvas de rotación.

NGC3621

El perfil de brillo superficial se modela con un disco con parámetros µ0 = 16.6mag arcseg−2,
Rd = 2.61 kpc, γ3.6

⋆ = 0.59. Las curvas de rotación se presentan en la figura 4.11 en es-
tas gráficas podemos apreciar que la curva de rotación generada por el disco estelar
rebasa de forma significativa a la generada por los halos de materia oscura, incluso la
curva de rotación debida a la distribución superficial de HI tiene una contribución más
importante que la del halo.
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Figura 4.9: NGC3198. Los colores y gráficos son como en (4.3).
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Figura 4.10: NGC3521. Los colores y gráficos son como en la figura 4.2.

NGC4736

Esta galaxia se modela con dos discos, uno con parámetros µ0 = 11.8mag arcseg−2,
Rd = 0.26 kpc, γ3.6

⋆ = 0.7. Para modelar el otro disco usamos µ0 = 15.9mag arcseg−2,
Rd = 1.99 kpc, γ3.6

⋆ = 0.6. Las curvas de rotación se muestran en la figura 4.12 donde se
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Figura 4.11: NGC3621. Los colores y gráficos son como en la figura 4.2.

hace obvio que la curva de rotación de NGC4736 está dominada por la contribución del
disco estelar. Los valores usados para γ3.6

⋆ en ambos discos nos dan una curva de rotación
que sobrepasa a la observada, sin embargo, estos valores son extráıdos directamente de
las observaciones. Dadas las incertidumbres y los grandes movimientos no circulares en
esta galaxia [38] es imposible decir algo definitivo acerca de la distribución de materia
oscura en ella, basándonos únicamente en su curva de rotación.

DDO154

Para esta galaxia adoptamos γ3.6
⋆ = 0.32. Su perfil de brillo en la banda de 3.6µm puede

ser descrito por un disco exponencial simple con parámetros; µ0 = 20.8mag arcseg−2 y
Rd = 0.72 kpc. Las curvas de rotación se muestran en la figura (4.13). En esta galaxia
la diferencia entre los modelos de halo es más notoria, siendo el modelo de NFW el que
mejor se ajusta a las obervaciones, las contribuciones de cada componente a la curva de
rotación muestran que el disco estelar contribuye incluso menos que la distribución de
gas, también la curva de rotación derivada del modelo de Burkert tiene una contribución
menor a la del gas.

NGC5055

NGC5055 tiene un perfil de brillo superficial descrito por un disco exponencial con
parámetros µ0 = 13.4mag arcseg−2, Rd = 0.35 kpc, el perfil de γ3.6

⋆ indica que al con-
siderarse como constante hemos de elegir el valor 1.3, lo cual hace que la curva asociada
al disco luminoso sobrepase al menos, en la parte interna a la curva de rotación total
observada [ver figura 4.14]. Otra forma de tomar los valores de γ3.6

⋆ es tomarlos como
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Figura 4.12: NGC4736. Los colores y gráficos son como en la figura 4.3.
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Figura 4.13: DDO154. Los colores y gráficos son como en (4.2).

parámetros libres y ajustarlos con algún modelo, esta ajuste ha sido realizado por De
Blok et al, donde se encontró que la elección favorable corresponde a γ3.6

⋆ = 0.2 un valor
muy por debajo del observado.
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Figura 4.14: NGC5055. Los distintos colores y gráficos contienen la misma información
que la figura (4.2).

NGC7331

El perfil de brillo superficial de NGC7331 se descompone usando un disco exponencial,
con parámetros µ0 = 12.0mag arcseg−2, Rd = 0.32 kpc. El valor de γ3.6

⋆ es fijado a 1,
aunque en el centro el valor observado es más alto, lo cual podŕıa estar indicando la
presencia de un anillo de polvo.

Las curvas de rotación obtenidas para esta galaxia en los casos de halo máximo y
mı́nimo se muestran en la figura 4.15, donde se puede apreciar que la diferencia entre
los modelos de halo oscuro NFW y Burkert ajustan prácticamente igual a la curva de
rotación observada.
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Figura 4.15: NGC7331. Los colores y gráficos son como en la figura (4.2).
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NGC7793

Las curvas de rotación para los modelos de masa, se encuentran en la figura (4.16),
vemos que en el caso que se consideran las 3 componentes, la que más contribuye a
la curva de rotación es la componente de disco luminoso, para el cual se ha utilizado
γ3.6
⋆ = 0.31, ésta elección se hizo en base a que su perfil muestra un ligero cambio, toma

un valor más grande en las partes internas ≈ 0.4 y en las partes más externas ≈ 0.2.

Los modelos NFW y Burkert se aproximan prácticamente igual a la curva de rotación
observada, esto es consistente con las tablas de resultados 4.1 y 4.2, en las cuales se
aprecia que ambos modelos tienen masas del mismo orden de magnitud.
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Figura 4.16: NGC7793. Los colores son como se indica en la figura (4.2).

NGC2366

El disco estelar luminoso de la galaxia NGC2366 se modela usando los parámetros:
γ3.6
⋆ = 0.33, µ0 = 19.56mag arcseg−2, Rd = 1.76 kpc. La curva de rotación observada

de esta galaxia tiene un comportamiento ligeramente distinto a las demás, lo cual es
debido a la presencia de movimientos no circulares. En la figura 4.17 se muestran las
curvas de rotación asociadas a cada componente y modelo de NGC2366.
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NGC2366
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Figura 4.17: NGC2366. Los colores y gráficos son como en (4.2).
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Conclusiones

Hemos presentado los modelos de masa de 16 galaxias cercanas a la v́ıa láctea, derivados
usando los datos de la muestra THINGS. La alta resolución espacial y de velocidad de
las mediciones de la muestra permiten que los datos no se vean afectados por pequeñas
desviaciones en el haz de fotones emitidos por HI por lo que es posible derivar los
parámetros de cada galaxia usando únicamente observaciones de HI, otra caracterśtica
importante es que las galaxias analizadas tienen un centro dinámico bien definido. Todas
las caracteŕısticas propias de la muestra hacen que constituya la más precisa hasta el
momento y nos permiten analizar a detalle la distribución de materia oscura en estas
galaxias.

Las conclusiones principales se enuncian a continuación:

• Hemos determinado la relación estelar masa-luz γ⋆ en la banda de 3.6µm,
basados en la función de masa inicial de diet Salpeter y sus perfiles mostra-
dos en [3]. Se asumió esta relación como constante, sin embargo, es preciso
mencionar que, una elección diferente puede ser considerada, por ejemplo,
modelar el perfil de γ⋆ como una función radial que se ajuste a las mediciones
en los diferentes radios.

• Ajustamos los modelos de Burkert y de NFW a nuestras curvas de rotación,
infiriendo los parámetros libres en cada uno usando la técnica estad́ıstica χ2

la cual es la más utilizada en estos tipos de análisis. Los ajustes realizados
a ambos modelos de halos y sus gráficas correspondientes no nos permiten
elegir que halo es el más adecuado para describir la contribución de materia
oscura en galaxias espirales, ya que gráficamente muestran una gran similitud
y apenas sufren desviaciones uno del otro.

• Nuestros resultados concuerdan en su mayor parte con los encontrados orig-
inalmente en [3], las principales diferencias radican en que en nuestro caso
asumimos γ⋆ como una constante a lo largo de cada galaxia y en el art́ıculo
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mencionado se usa el perfil completo para modelar el perfil de la relación
masa-luminosidad, además ellos desarrollan el caso en que γ⋆ es considerada
como un parámetro constante libre y lo ajustan a las observaciones haciendo
nuevamente un ajuste χ2. Cabe mencionar que en cualquiera de los modelos
elegidos para γ⋆, la contribución del disco luminoso a la curva de rotación
no es significativamente distinta.

• Es importante notar que la contribución del halo oscuro a las curvas de
rotación galácticas no tiene la misma importancia en todas las galaxias, este
hecho también puede notarse en el cuadro 4.3 donde se aprecia que la relación
entre las masas de los halos y las masas de la materia bariónica es muy
variable: para algunas galaxias el halo prácticamente no contribuye mientras
que para otras su contribución rebasa a la masa debida a las componentes
bariónicas.

• Es preciso mencionar que, salvo en dos galaxias de la muestra THINGS, es
necesario asumir la existencia de materia oscura para realizar un excelente
ajuste a las curvas de rotación observadas de la muestra. Estos resultados se
obtuvieron asumiendo la validez de la interacción gravitacional Newtoniana
a escalas galácticas.

• Por último, los resultados de este estudio no nos permiten inferir las propiedades
f́ısicas de la materia oscura, pero śı nos permite establecer cotas a la cantidad
máxima y mı́nima de ella en cada galaxia de la muestra.
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Apéndice A
Galaxias

Observando el cielo se han podido distinguir enormes nubes luminosas, que miden
miles de años luz. Cada nube contiene entre un millón y 1012 estrellas; éstas estrellas
permanecen unidas gracias a la fuerza de gravedad, la cual determina su movimiento y
evita que vaguen libremente, dichas nubes son las denominadas galaxias. No fue hasta
la década de 1920 con la clasificación de Hubble de estrellas en la entonces Nebulosa
de Andrómeda que la mayoŕıa de los astrónomos se convencieron de que las nebulosas
catalogadas por John Dreyer en su Nuevo Catálogo General de Nebulosas y cúmulos de
estrellas son de hecho galaxias. Entonces, por simplicidad diremos que una galaxia es
un sistema dinámico, acotado, que contiene muchas estrellas, una galaxia t́ıpica como
la V́ıa Láctea contiene apróximadamente 1010 estrellas y tiene un diámetro ( 20 kpc).
Para caracterizar una galaxia se requieren una gran cantidad de parámetros, algunos
de ellos ya han sido descritos anteriormente debido a su relevancia para los cálculos y
análisis presentados.

Algunas de las caracteŕısticas y parámetros principales de una galaxia son:

a) Morfoloǵıa. Una de las propiedades más notorias de una galaxia es la exis-
tencia de dos formas geométrics básicas: galaxias espirales y galaxias eĺıpti-
cas. Las galaxias eĺıpticas son sistemas elipsoidales ligeramente aplanados
que se mantienen aśı por el movimiento aleatorio de sus estrellas. Las galax-
ias espirales por su lado contienen discos planos que son soportados por la
rotación, el nombre, espiral proviene de que las estrellas y el gas del disco
revelan un claro patrón de espiral.

Estas dos estructuras son muy generales, sin embargo, algunas galaxias no
muestran claramente una estructura elipsoidal ó espiral, sino que su forma
corresponde a una combinación de ambas.

b) Luminosidad y masa estelar. La luz emitida por las galaxias abarca un
amplio espectro de luminosidad. El brillo de las galaxias, el cual se mide
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luminosidades, es del orden de 1010L⊙. Hasta el momento no se tiene una
definición para el ĺımite inferior de luminosidad que puede emitir una galax-
ia. La luminosidad total de una galaxia está relacionada con el número total
de estrellas y el total de estrellas obviamente se relaciona con la masa es-
telar de la galaxia, sin embargo, como se ha mencionado la relación entre
masa estelar y luminosidad es un parámetro variable entre galaxias ya que
contienen poblaciones estelares diferentes.

c) Tamaño y brillo superficial. Resulta dif́ıcil definir la frontera de una
galaxia, como consecuencia de ello, existen en la literatura diferentes defini-
ciones de tamaño. Como se espera, galaxias más brillantes son más grandes,
sin embargo, para una luminosidad fija el tamaño y masa de la galaxia son
muy variables, ya que el brillo superficial se define como luminosidad por
unidad de área. Para las galaxias espirales, las cuales son soportadas por la
rotación el tamaño es importante para medir su momento angular.

d) Fracción de gas Una parte significativa de la masa de una galaxia es pro-
ducida por la fracción de gas contenida en ella. Para las galaxias eĺıpticas
la cantidad de gas contenido es desprecialble, mientras que para las galaxias
espirales esta fracción incrementa sistemáticamente con el decrecimiento del
brillo superficial y en algunas ocasiones, incluso puede ser la componente
dominante.

e) Color. El color refleja el radio de luminosidad de las galaxias en dos bandas
fotométricas, se dice que una galaxia es roja si su luminosidad en la banda
roja es relativamente alta comparada con la azul. Galaxias eĺıpticas general-
mente tienen colores más rojos que las espirales y las irregulares. El color se
relaciona con la edad y metalicidad de la población de estrellas.

f) Medio. Las galaxias no se distribuyen en el espacio de manera aleatoria,
sino que se agrupan en una gran variedad de estructuras. Algunas galaxias
forman cúmulos muy densos que contienen miles de ellas, otras en se agru-
pan en estructuras más pequeñas que contienen apenas algunas decenas de
galaxias y otras que se distribuyen en estructuras huecas. Estas estructuras
formadas por la agrupación de galaxias se mantienen gracias a la fuerza de
gravitación y pueden jugar un papel importante en la formación y evolu-
ción de galaxias. Las galaxias eĺıpticas prefieren agruparse en cúmulos y las
espirales se encuentran principalmente aisladas.

g) Actividad Nuclear. Para la mayoŕıa de las galaxias la luz observada es
consistente con lo que se espera de una colección de estrellas y gas, sin em-
bargo, una pequeña fracción de todas las galaxias, llamadas galaxias activas,
muestran una componenete no estelar en su espectro de emisión de enerǵıa.
Esta emisión genera una pequeña región en el centro de las galaxias, llamado
núcleo de galaxias activo (AGN) y es asociado con la acreción de materia en
un agujero negro supermasivo.
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h) Redshift. Debido a la expansión del universo un objeto que se encuentra
lejano puede tener una velocidad recedente muy grande y un corrimiento al
rojo o al azul grande. Dado que la luz proveniente de galaxias con un alto
corrimiento fue emitida cuando el universo era más jóven es que podemos
estudiar la evolución de galaxias mediante la observación de su población
estelar a diferentes longitudes de onda. De hecho, en un sentido estad́ıstico,
las galaxias con un alto corrimiento son los antecesores de las galaxias pre-
sentes hoy en d́ıa, el estudio de las propiedades intŕınsecas de galaxias con
un alto corrimiento nos da una ventana de información sobre la formación y
evolución de la población de galaxias.

Aún con estos parámetros es dif́ıcil dar una clasificación de galaxias que las contemple
a todas. Hubble clasifica las galaxias en cuatro clases muy generales:

i) Galaxias Eĺıpticas. como ya hemos mencionado muestran una geometŕıa
casi eĺıptica y se dividen en subtipos E0,E1,...,E7, donde el entero se relaciona
con los semiejes mayor y menor.

ii) Galaxias Espirales. Éstas tienen discos delgados con estructura de brazos
espirales. Se dividen en dos tipos, espirales con barra y espirales normales,
asociados con la presencia o no de una estructura tipo barra en la parte
central de la galaxia. Cada subtipo se divide a su vez en tres clases de acuerdo
a los siguientes criterios:

* La fracción de luz en el bulbo.

* La estrechez con la que se enrollan los brazos espirales.

* El grado con el cual los brazos espirales son compuestos por estrellas,
regiones HII y el ordenamiento de las ĺıneas de polvo.

La correlación de estas tres propiedades da origen a otra clasificación, sin
embargo para los propósitos de esta tesis no es relevante.

iii) Lenticular o galaxias SO Esta clase es intermedia entre eĺıpticas y espi-
rales.

iv) Galaxias irregulares. Estos objetos no tienen un bulbo dominante o una
simetŕıa rotacional. Hubble no incluye esta clase en su clasificación original
por considerarla una extensión de algún otro tipo. A veces se incluye como
una extensión de galaxias espirales.

Galaxias eĺıpticas y lenticulares son referidas algunas veces como galaxias de tipo tem-
prano, mientras que las espirales e irregulares forman el tipo tard́ıo.
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Galaxias espirales

T́ıpicamente consisten de un disco delgado soportado por la rotación con brazos espri-
rales y aveces una barra, más una componente central comunmente llamada bulbo. La
estructura espiral se aprecia mejor en sistemas denominados face-on y está compuesta
principalmente por estrellas jóvenes, regiones de HI, gas molecular y absorción de polvo.
Por otro lado, los sistemas edge-on denotan mejor la estructura vertical del disco, la
cual puede revelar dos componentes: disco delgado y disco grueso . Adicionalmente,
hay indicativos de que las galaxias espirales también contienen un halo estelar esférico
que se extiende a radios largos.
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